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Resumen

Este trabajo inicia con una revision breve de la teoria cuintica de cam-
pos, para mostrar que es necesario implementar un método adicional para
hacer calculos en el régimen de acoplamiento fuerte en QCD, puesto que el
desarrollo perturbativo es intutil para realizar céalculos relacionados con la
fuerza fuerte a bajas energias. La tinica herramienta que hasta hace poco se
tenia para hacer calculos en el régimen de acoplamiento fuerte son métodos
ntmericos conocidos como QCD en la red. Sin embargo, este método no es
aplicable para estudiar propiedades dinamicas.

Presentamos la deduccion heuristica de la dualidad de Maldacena. La
idea es que por un lado tenemos una teoria de particulas similar a QCD,
que como sabemos vive en 341 dimensiones, y no incluye a la gravedad.
Por el otro lado, tenemos a la teoria de cuerdas que entre otras cosas tiene
gravedad, y vive en un espacio con mayor dimensionalidad. La propuesta de
Maldacena es que, contrario a las apariencias, estas dos teorias son de hecho
completamente equivalentes, y describen una misma realidad.’

Existe un diccionario para traducir entre los dos lenguajes diferentes que
describen el mismo sistema fisico, como lo dice la dualidad de Maldacena. En
esta tesis se presentan algunas entradas de este diccionario que nos ayudaran
a realizar el calculo de la densidad de entropia y el coeficiente de transporte
correspondiente a la viscosidad de corte de un plasma de gluones y materia
exotica. La idea de estos calculos fue mostrar que la dualidad de Maldacena
es una herramienta poderosa, ya que calculos dificiles en campos pueden
mapearse a unos calculos mas sencillos en teoria de cuerdas. El cociente
entre la viscosidad de corte y densidad de entropia del plasma de MSYM es
sorprendente, pues los resultados obtenidos, aplicando esta correspondencia,
son muy parecidos a datos experimentales en RHIC y LHC.

Los resultados presentados aqui de la entropia y la viscosidad, primero
obtenidos por Son, Starinets y Policastro, provocaron mucha actividad para
realizar calculos de otras propiedades del plasma no abeliano de MSYM, y
de otras teorias holograficas.

1La idea de la tesis es presentar la dualidad de Maldacena de una manera entendible
para un estudiante de licenciatura, pues se desarrollan los conceptos suficientes para tal
objetivo, ya que la literatura que existe es muy especializada para este nivel. El trabajo
es entonces una opcién para quienes por primera vez quieran estudiar dicha dualidad.



Capitulo 1
INTRODUCCION

En la fisica se busca entender como es el funcionamiento de la naturaleza,
para ello se recurre a un conjunto de principios. Ha resultado ttil entender
dichos principios con base en otros mas elementales. A la vez estos conceptos
elementales se tratan de entender razonando a partir de conceptos mas basi-
cos, y asi sucesivamente. Esta idea de concatenaciéon de principios cada vez
més fundamentales ha llevado a la fisica a una mayor y mejor comprension
de la naturaleza.

En la actualidad, el desarrollo de la fisica ha acumulado gran cantidad
de informacién, y el conocimiento adquirido nos lleva a deducir que, en la
naturaleza, existen so6lo cuatro fuerzas fundamentales: gravitatoria, electro-
magnética, débil y fuerte.

La mecéanica clasica, cuyos principios basicos fueron establecidos por New-
ton, marca el comienzo de la fisica moderna, y representa el primer paso en
la busqueda de una teoria que describa todos los fendémenos con un con-
junto minimo de postulados. La mecanica newtoniana unificoé las leyes que
rigen el movimiento de los cuerpos celestes y de los terrestres. Posteriormen-
te Einstein determina que la fuerza gravitatoria es un efecto geométrico de
un concepto unificado denominado espaciotiempo, donde considera al tiempo
como una dimensién de la misma manera que una espacial, es decir, el tiempo
no es absoluto. En la relatividad general se describe, entonces, a la gravedad
como un efecto de la curvatura del espaciotiempo producida por la materia
y la energia; a diferencia de la idea newtoniana donde sélo se postula que la
gravedad es la atraccion entre dos cuerpos masivos.

Por otro lado, el electromagnetismo fue formulado por Maxwell al de-
mostrar que la electricidad y el magnetismo son aspectos distintos de un
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mismo fenémeno. Es decir, asi como la masa era la fuente de la interaccion
gravitatoria; la carga eléctrica, es fuente tanto de la electricidad y el mag-
netismo dando como resultado un campo electromagnético. Una propiedad
interesante del electromagnetismo que aparecera en la teoria de cuerdas, es
la simetria de dualidad. Si en las ecuaciones de Maxwell se intercambia el
campo eléctrico por el campo magnético, y simultdneamente se intercambia
la carga eléctrica (e) por la magnética (q), las ecuaciones no se modifican, en
esta teorfa.

En 1921, Kaluza pensé que las interacciones gravitatoria y electromag-
nética podrian tener un origen comun. Postuldé que en cinco dimensiones
s6lo hay gravedad, no hay electromagnetismo. Al reducir a cuatro dimensio-
nes, el resultado fue sorprendente, se producen las ecuaciones gravitatorias,
ademéas de otro conjunto de ecuaciones que resultan ser las ecuaciones del
campo electromagnético. La pregunta natural es qué pasaba con la dimen-
sion extra; posteriormente, Klein mostro que esta dimension es muy peque-
na y esté enrrollada. Este proceso de enrrollar dimensiones se conoce como
compactificacion. Pero, con el descubrimiento de las interaccion fuerte y dé-
bil la teoria de Kaluza-Klein perdié mucho su atractivo: una teoria unificada
deberia contener cuatro fuerzas, no sélo dos. ;Las cinco dimensiones eran
insuficientes?

A inicios del siglo XX, se observo que el mundo atémico no funcionaba de
la manera como la mecanica clasica establecia; ademas, la teoria de Maxwell
no era adecuada para describir la radiacion del atémo, y por tanto se tuvo que
establecer nuevos principios. Por ejemplo, la materia a este nivel se modela
en términos de particulas identificadas por sus propiedades como energia,
carga y espin tomando, en ocasiones, valores discretos.

Otra unificacion fue entre mecanica cuantica y relatividad especial. La
idea de esta unificacion es implementar las ideas de la mecanica cuantica a
campos; a partir de este punto de vista, las particulas cuanticas relativistas se
entienden como manifestaciones de estos campos. Esta unificacion es llamada
teoria cudntica de campos. Tal teoria llevo a entender que la interaccién entre
particulas, es debido al intecambio de otras particulas; ademas los infinitos
o divergencias se eliminaron, y las propiedades fisicas resultan definidas y
finitas. A este proceso de sustracion de infinitos se denomina renormalizacién.
Desde el punto de vista tedrico, encontrar teorfas que no tengan infinitos
parece ser un camino apropiado para avanzar en la busqueda de una tnica
teoria que unifique todos los fenémenos fisicos.

Por otro lado, la fuerza débil explica la transmutaciéon de algunas parti-
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culas, al igual que la radiactividad. En la teoria de Fermi, que describia las
interacciones débiles, existia un problema, no era renormalizable. Se conside-
r6 que la fuerza débil no podia actuar instantaneamente, por tanto Weinberg
y Salam propusieron la existencia de los bosones W* y Z, las mensajeras
de la fuerza débil. Esto no solo convirtié a la teoria renormalizable, sino que
permitio explicar ademas de las interacciones débiles las electromagnéticas.
La nueva teoria unificada se llamé Electrodébil. Nuevamente una unificacion
resolvia problemas, y permitia explicar mas fenémenos que los contenidos en
la teoria previa.

En los anos 60, ademas de los neutrones y protones aparecieron muchas
otras particulas pesadas, llamadas hadrones, en las cuales actia la fuerza
fuerte. Tal fuerza ayuda a mantener unido al nicleo, y tiene como fuente una
propiedad llamada color. Debido al exagerado ntimero de hadrones GGell-Mann
y Zweig propusieron que estas particulas estan constituidas de elementos
fundamentales, llamados quarks. Con esos ingredientes la teoria funciona muy
bien, pero a pesar de los intentos fue imposible aislar a los quarks. Por tanto,
esta caracteristica fue incorporada en la teoria moderna de la interaccion
fuerte, la cromodinamica cudntica, que prohibe a los quarks quedar libres,
tal proceso es denominado confinamiento.

El razonamiento logico del ser humano, siempre con la idea de minimizar
principios, lo llevdé a mostrar que las interacciones electrodébil y fuerte se
describen con una teorfa cuantica de campos basada en una gran cantidad
de particulas, organizadas en una estructura de simetria llamada grupo. De
la inmensa cantidad de estructuras posibles los datos experimentales han
permitido seleccionar una, que se conoce como el Modelo Estandar. Por tanto,
la combinacion de teoria y experimento condujo a tres grupos de simetria,
SU(3) x SU(2) x U(1).

Siguiendo con la idea reduccionista, uno podria pensar en una teoria de
Gran Unificacién: las tres interacciones (débil, fuerte y electromagnética) se
funden en una sola, a partir de una energia muy alta, y evidencian sus diferen-
tes identidades a energias menores. La energia predicha para esta unificacion
es muy alta (10'® GeV) comparada con la escala de unificacion electrodébil
(~ GeV). El problema aqui es por qué si las fuerzas se unifican a una esca-
la de energia tan alta las particulas conocidas son tan livianas. Una posible
solucion es considerar Supersimetria: para cada particula de espin entero (bo-
s6n) que existe, hay otra de espin semientero (fermion) con la misma masa,
e inversamente. Lamentablemente esta simetria no se ha observado atn en
la naturaleza, pero podria suceder que la naturaleza fuera supersimétrica a
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escalas de energia altas, y que esta simetria estuviera rota a las escalas que
podemos alcanzar en los aceleradores. Por tanto, en una teoria de gran unifi-
caciéon al introducir supersimetria se resolveria el problema de las jeraquias:
en teorias unificadas supersimétricas es natural que algunas particulas sean
livianas, aunque la escala natural de energia sea muy alta.

El Modelo Estandar y la relatividad general han superado todas las prue-
bas a las que han sido sometidas. Sin embargo, uno quisiera seguir con la
idea de unificar estas dos teorias para tener una que describa completamente
a la naturaleza. Pero existen problemas, por un lado, aunque la interacciéon
nuclear fuerte esté incluida en el Modelo Estédndar, aparece como algo muy
diferente de la fuerza electrodébil, no como parte de una descripcién unifica-
da. Ademas, este Modelo contiene muchas caracteristicas que no son dictadas
por principios fundamentales, sino que deben ser tomadas del experimento; y
no contiene a la gravedad. Por otro lado, la relatividad general funciona bien
clasicamente, pero pierde su validez a energias altas. Los efectos cuénticos
de la gravedad se hacen relevantes a la energia de Planck (10" GeV), una
energia tan grande que nos coloca frente a un nuevo problema, no podemos
suponer que podra alcanzarse experimentalmente. Ademaés, existen obstécu-
los mateméticos muy fuertes para describir la gravedad en el mismo lenguaje
que las otras fuerzas. Por ejemplo, se puede aplicar las ideas de teoria cuan-
tica de campos a la relatividad general, pero el resultado es una teoria no
renormalizable. Por tanto, las dos grandes teorias de la fisica, relatividad
general y mecénica cudntica, resultan incompatibles en el contexto de las
teorias de particulas. Estos son algunos de los problemas por resolver, y para
ello hubo que postular nuevos principios y desarrollar nuevas ideas, como la
Teoria de Cuerdas.

1.1. Teoria Cuantica de Campos.

La Teoria Cudntica de Campos [1] (QFT, por sus siglas en inglés) es un
lenguaje para describir el comportamiento de particulas cuanticas relativistas
y sus interacciones.

Una teoria cuéntica de campos es el resultado de aplicar las reglas de
cuantizacion al sistema de una teorfa clasica de campos. Esta tltima describe
un tipo particular de sistema, cuyas coordenadas son campos: cantidades
fisicas que pueden tomar un valor distinto en cada punto del espacio, a cada
instante de tiempo, ¢(z) = ¢(t,%). La reglas de cuantizacion dictan que
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cada una de estas coordenadas se promueven a un operador. Esto nos lleva
a identificar los estados cuanticos de un campo con un sistema de particulas
cuanticas idénticas cuyo niimero no es necesariamente constante.

En una QFT, se tiene que las particulas son los cuantos del campo, que
corresponden a pequenas fluctuaciones cuanticas por encima del valor prefe-
rido del campo. El valor preferido del campo corresponde a su configuracion
de minima energia, que es el estado denominado vacio, denotado por |0).
Conviene separar el campo de la siguiente manera,

~ — ~

¢(x) = ¢(x) + ¢4 (), (1.1)

donde ¢(z) = (0]¢(2)[0) es el valor de fondo seleccionado, y las fluctuaciones
son alrededor de tal fondo, correspondientes al campo éf(x)

Si la teoria de campos que se cuantiza es no lineal, las particulas que se
obtienen interaccionan entre si. En estas teorias, las ecuaciones de campo son
no lineales, que provienen de un lagrangiano con términos ctibicos o mas altos,
acompanados de coeficientes, g, denominadas constantes de acoplamiento que
controlan la intensidad de las interacciones; por tanto, en el caso libre g = 0,
es decir, en la accidon so6lo existen términos cuadraticos. La no linealidad de
las ecuaciones nos lleva al problema que en general no se pueden resolver de
manera exacta. Sin embargo, si las interacciones son suficientemente débiles,
g < 1, es posible incorporar estas interacciones a través de un desarrollo
perturbativo, es decir, expresando cada cantidad fisica como una serie de
Taylor en potencias de las constantes de acoplamiento.

La cantidades fisicas que nos interesa calcular en una QFT son la generali-
zacion de los propagadores de mecanica cuantica, es decir, las cantidades que
representan la amplitud de la probabilidad de empezar con cierto nimero de
particulas en algunos puntos del espaciotiempo y terminar con otro nimero
en los sitios restantes. Tales objetos son llamados funciones de correlacion,

Gr(1, @2, ) = (O[T {D(@1)d(x2) - () }0), (1.2)

donde T especifica el orden temporal, ¥ aumenta de derecha a izquierda.
Como mencionamos, al incorporar interacciones es posible implementar
el desarrollo perturbativo para hacer calculos de cantidades fisicas, en parti-
cular de funciones de correlacién, pero solo es un buen método para cuando
la teoria estd débilmente acoplada, ¢ < 1, ya que es una buena aproxima-
cion quedarnos s6lo con unos cuantos términos; a diferencia de cuando la
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teoria estd fuertemente acoplada, g > 1, el desarrollo perturbativo se vuel-
ve completamene intutil, es decir, perdemos nuestro método de calculo, y de
visualizacion (cada término, en la serie, representa un proceso en el espacio-
tiempo, un diagrama de Feynman).

Vale la pena hacer una observacion: aun en el caso de interacciones débiles,
con nuestro método de calculo no es posible obtener toda la informacion fisica,
puesto que la serie de Taylor no converge. Por ejemplo, al considerar la teoria
cuya ecuacion de movimiento es

Djp— 2o —mPp+ gp® =0,

una solucion exacta (y estatica) es

Se puede mostrar que esta configuracion tiene una densidad de energfa (por

encima de la del vacio, V(¢ = j:\%) = 0) localizada en = ~ z.,

e(x) = M sech (L (z — z.)),

2g (75

distribuida de tal manera que la energia total es finita:

e 2v/2 m?
E = / d*re(x) = T\/_m_ >m
00 g

donde m es la masa para particulas perturbativas. Este resultado no es po-
sible obtenerlo estableciendo un fondo trivial y trabajando con una serie de
Taylor en potencias de g. Estas soluciones no perturbativas son ejemplos de
objetos llamados solitones: soluciones estaticas con energia finita, es decir,
excitaciones macroscopicas que se mantienen localizadas, debido a la inter-
accion del campo consigo mismo. Los solitones nos muestran que el campo
es el concepto primario, y las particulas son sélo un tipo de excitaciones de
él. Para mayores detalles ver [2].

Hemos mostrado que tenemos un problema, tedrico, para realizar calculos
en sistemas cuanticos en acoplamento fuerte. En las siguientes secciones vere-
mos que existen sistemas en la naturaleza que se encuentran interaccionando
fuertemente.
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1.2. La Electrodinamica Cuantica

Ahora, presentaremos a la Electrodinamica Cuantica y la Cromodinami-
ca Cuantica (QED y QCD, por sus siglas en inglés), preguntandonos si es
suficiente nuestro método perturbativo en estas teorias para describir a las
interacciones electromagnética y fuerte.

Se tiene que QED y QCD tienen la estructura de una teoria de norma. Las
teorias de norma son QFT que se basan en introducir transformaciones loca-
les pertenecientes a un grupo de simetria interna. Las teorias de norma usan
lagrangianos, tales que en cada punto del espacio es posible aplicar transfor-
maciones diferentes, y aun asi el lagrangiano es invariante, en ese caso se dice
que el lagrangiano presenta invariancia local. Es decir, un lagrangiano con
simetria de norma permite escoger ciertos grados de libertad internos de una
manera en una region del espacio, y de otra en una regiéon distinta del espacio,
sin afectar a la primera region. Matematicamente, la invariancia de norma
significa que el lagrangiano que describe el campo es invariante bajo la accion
de un grupo de Lie, en cada punto, llamado grupo de transformaciones de
norma. Esto lleva a introducir un campo que transforma de manera particu-
lar, denominado campo de norma. Desde el punto de vista fisico, los campos
de norma se manifiestan en forma de particulas bosénicas sin masa (bosones
de norma). Fisicamente una transformacion de norma es una transformacion
de algtin grado de libertad que no modifica ninguna propiedad fisica obser-
vable. Toda la informacion fisica esta contenida en cantidades invariantes de
norma.

Consideremos primero QED), cuyo campo fermiénico es un campo de Dirac
W(x) = o), donde o = 1,2, 3,4 es el indice espinorial (asociado al grupo
de Poincaré = Lorentz + traslaciones espaciotemporales). Tal teoria esta
descrita por la densidad lagrangiana

‘CQED(¢71/;7 O, Ay, O, A,) = QZ(Z.,Y#D,U —m)yY — }lFWFW (1.3)

1
con D=0,+iqA, v Fu(xr)=0,A, —0,A,=—[D,,D,]
tq
donde +* son las matrices de Dirac y F),,(x) es llamada la intensidad de
campo. Notar que la derivada covariante, D, contiene la infomacion del aco-
plamiento entre el campo de Dirac ¢)(z) y el campo de norma A, (x) (es decir,
el campo de Maxwell) con constante de acoplamiento q.
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El lagrangiano Lqgrp es invariante bajo las transformaciones de norma
correspondientes al grupo de Lie abeliano U(1), es decir, por transformaciones
U(z) = @y es por ello que QED es una teoria de norma abeliana.
Tenemos entonces que

Ya(x) = ¥o(r) = Ul@)da(), (1.4)
mientras que el campo de norma transforma bajo U(1) como
A (x) — A;L(x) =A,(z) —0,0(z). (1.5)

Por tanto, en QED los electrones (o antielectrones), descritos por el campo
de Dirac 1(z), interacttian por medio de fotones, correspondientes al campo
de norma A, (). Los electrones pueden también autointeractuar, y por tanto
se vuelven objetos mas complicados, una “nube” de particulas virtuales que
aparecen y desaparecen. Es por ésto, que las caracteristicas medibles (ma-
sa, carga eléctrica, etc.) del electron fisico no coinciden con los parametros
(“desnudos”) que aparecen en el lagrangiano de la teoria. Es aqui, donde re-
querimos informacion proveniente de mediciones experimentales, puesto que
la teoria no proporciona esta informacién por primeros principios. Es decir,
se sustituyen los pardmetros desnudos del lagrangiano por los parametros
fisicos provenientes del experimento, asociada a una escala energética u, co-
rrespondiente a la escala involucrada en las mediciones de los parametros.

Tenemos, por ejemplo, que la constante de acoplamiento g depende de
la escala energética p a la cual se esta observando, es decir, g(u). Con base
en calculos perturbativos, uno puede obtener como las constantes de acopla-
miento dependen de la escala de energia p, tal informaciéon esta codificada
en la denominada funcion beta:

Blg) = ngs (1.6)
1
por tanto, si una teoria es invariante de escala su funciéon beta debe ser igual
a cero.
En el caso de QED, la funcion beta es

do 202
Bla) = M@ ~ +3_ﬂ_7

2
donde o = Z- es la constante de estructura fina. De aqui, uno puede obtener

o) = — ;OE&)) T (1.7)
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Esta ecuacion es valida s6lo para cuando p > m,, es decir, para distancias
menores que el radio de Compton del electron (el tamafio de la nube de

particulas virtuales), r, = = ~ 2 x 107!2 m. Para u < m., a se aproxima
m.

exponencialmente al valor familiar % De esta manera, se puede establecer
a [l; = Mg, y entonces a(f;) ~ %

La formula dice que ¢ aumenta logaritmicamente con la energia (equiva-
lentemente disminuye con la distancia). Esto es debido a que § > 0. Como

se puede observar existe una energia finita,

3m
200(pu;) )

Haiv = H; EXP ( (1.8)
donde « seria divergente, para estas energias se tiene que ¢(u) > 1, y no
podemos confiar en tal ecuaciéon, pues invalida el desarrollo perturbativo, y
entonces efectos de acoplamiento fuerte podrian modificar el anélisis.

La conclusién que tenemos es que el andlisis perturbativo en la electro-
dindmica cuantica es suficiente para describir el comportamiento cuantico
de los electrones, puesto que la energia pug;, donde falla nuestro método de
calculo es del orden ~ 10*"" GeV (mucho mayor que la escala electrodébil),
que no se alcanza en ningin lugar del Universo.

1.3. La Cromodinamica Cuantica.

El siguiente caso a analizar es QCD, es una teoria de norma no abeliana,
es decir, las transformaciones de norma corresponden a un grupo de Lie no
abeliano SU(3), matrices U.» donde ¢, = 1,2,3 (etiquetas asociadas al
color: rojo, verde y azul) unitarias y especiales, tal grupo de simetria local
lleva a la existencia de un campo de norma matricial, A", (z), correspondiente
a la particula mensajera de la interaccion fuerte, es decir, el gluén. Por tanto
en QCD, el campo de Dirac tranforma bajo SU(3) como tripletes, es decir,

Yae(®) = V0 (1) = Upe(2) e (1.9)
A partir de A,(z) se puede definir, para QCD, la intensidad de campo
1
F., = ——|[D,,D,] = 0,A, — 0,A, +igym[A,, A, (1.10)
tgym

donde gyy corresponde a la constante de acoplamiento de la interaccion
fuerte. Se puede mostrar que en el caso no abeliano el término cinético que
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es invariante de norma es Tr[F), F*], a partir de éste, uno puede construir
la teoria invariante de norma més sencilla correspondiente a la densidad
lagrangiana

Lyas(A(2), A (1)) = — 5 Tl Fy () P (1), (1.11)

tales teorias son llamadas de Yang-Mills. Hay que notar que esta teoria no
es libre (ver F),,), es decir, los gluones interactian entre si, a diferencia de
los fotones.

Finalmente uno puede escribir la densidad lagangiana de la cromodina-
mica cuantica

EQCD(WQ/_%@L%AWQLAV) - _%TT[FW@)FW(@] —|—1Z(z'7”D#—m)1/z (1'12)

donde, de nuevo, la derivada covariante D = 0, + igymA,(z) da lugar al
acoplamiento entre el campo de Dirac ¥,.(z) y el campo gluénico A”, ().

En general, la funcion beta para teorias no abelianas con grupo de norma
SU(N) y Ny fermiones de Dirac (sabores de quarks) es

2

Bla) ~ —%(11]\[0 - sz);)‘—7T (1.13)

donde ayy = gji{—WM. Tenemos que para el caso de QCD, N =3y Ny =6, la

funcién beta es negativa, es decir, la constante de acoplamiento decrece con
la energia p (aumenta con la distancia). Integrando la funcion beta se tiene

aYM(M) _ a(ﬂl)
14 %aYM(ui) In 7%’

(1.14)
por tanto, ayp (i) — 0 al aumentar la energia p (de escalamiento), fenomeno
que se conoce como libertad asintética. Por tanto, el método perturbativo es
util a altas energias. Pero, para energias bajas la constante de acoplamiento
aumenta; de hecho se puede establecer que la energia, Aqcp, para cuando
QCD se vuelve fuertemente acoplada es la energia donde avy se vuelve di-
vergente, es decir,

2m

Experimentalmente se ha determinado que es del orden de 200 MeV (o equi-
valentemente, distancias de 5 x 107m).
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La conclusiéon sobre la intensidad de la interaccion fuerte, a partir de la
teoria, esta relacionada con el hecho experimental de que a bajas energias no
hemos detectado quarks ni gluones libres, sino s6lo particulas compuestas,
llamados hadrones, de los ingredientes basicos de la teoria. Los hadrones
tienen la peculiaridad de tener carga de color neutra; por ejemplo mesones
(quark-antiquark con colores opuestos) y bariones (tres quarks con colores
distinto). Este fenémeno de la naturaleza de los quarks y gluones de armar
combinaciones neutras de color se denomina confinamiento.

Tenemos entonces una conclusiéon poco alentadora sobre que si es nece-
sario implementar un método adicional para hacer calculos en el régimen de
acoplamiento fuerte en QCD, puesto que el desarrollo perturbativo es inutil
para realizar calculos relacionados con fendémenos, bajo la fuerza fuerte, a
bajas energias.

Por ejemplo, un proton esté constituido por tres quarks dos arriba (u) y
uno abajo (d) lo que suma aproximadamente 11 MeV, sin embargo la masa
de un proton en reposo es aproximadamente 940 MeV, ésto significa que la
masa del proton es cerca de 85 veces la de sus constituyentes, y entonces
se espera entender qué forma la fraccion desconocida de la masa dentro del
proton (o el neutron), con el entendimiento del régimen de acoplamiento
fuerte.

La tunica herramienta que se tiene (o deberiamos decir que se tenia) para
hacer calculos en el régimen de acoplamiento fuerte son métodos niimericos
conocidos como QCD en la red [3]. Estos calculos utilizan un espaciotiempo
discretizado y acotado con el fin de tener s6lo un nimero finito de variables
dindmicas. A partir de él, ha sido posible hacer céalculos de algunas propie-
dades termodinamicas, y el espectro de masas de algunos hadrones [4]. Sin
embargo, este método no es aplicable para estudiar propiedades dinamicas,

debido a su formulacion euclidiana (puesto que se pierde la estructura cau-
sal).

1.4. El Plasma de Quarks y Gluones.

Considerando la prediccion de QCD, uno esperaria que al aumentar la
temperatura a un gas de hadrones, los quarks y gluones constituyentes de
estos hadrones interaccionarian cada vez menos hasta el momento en que la
temperatura seria suficientemente alta como para no inducir confinamiento.
Esta nueva fase de la materia, donde los quarks y los gluones no estan obliga-
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dos a encontrarse dentro de combinaciones neutras de color, es denominada
Plasma de Quarks y Gluones (QGP).

A partir de 2005 tal temperatura, T. ~ Agep (= 1 x 10"2K), fue alcan-
zada experimentalmente mediante colisiones de iones pesados relativistas,
primero en el Colisionador de Iones Pesados Relativistas (RHIC) en el La-
boratorio Nacional de Brookhaven [5] con colisiones de nucleos de oro, y
posteriormente en el Gran Colisionador de Hadrones (LHC) del CERN con
nicleos de plomo. En estos experimentos colisionan ~ 400 nucleones con una
energia de 100nfc§;/(m en RHIC y 2.76 nﬁzjon en LHC. Las mediciones permi-
tieron deducir que en una etapa intermedia se logran densidades de energia
suficientemente altas para alcanzar el desconfinamiento (~ 5y 15 ?ﬁ@‘g en
RHIC y LHC respectivamente), de modo que durante un tiempo muy breve
(~ 10722 5), y en una region espacial muy pequena (~ 107 m) se tiene un
plasma de quarks y gluones.

A pesar de su corta duracion, mediciones de la rapidez media de los ha-
drones indican que el sistema esti en equilibrio térmico a una temperatura
aproximada T, y por tanto algunas de sus propiedades pueden ser explicadas
en términos de conceptos termodinamicos. El comportamiento hidrodindmico
se puede caracterizar por la razon entre viscosidad de corte () y la densidad
de entropia (s), que resulta ser una medida de la viscosidad por grado de
libertad. Esta cantidad tiene importancia, puesto que en sistemas que inter-
actian débilmente (como por ejemplo un gas) esta razon es grande, mientras
que en el régimen opuesto, es decir, cuando el sistema esta fuertemente aco-
plado (por ejemplo un liquido), se espera que sea pequena. Los resultados
experimentales indican que el plasma de quarks y gluones tiene una razon
muy pequena. Por tanto, contrario a los que muchos esperaban, el QGP pro-
ducido en RHIC y LHC esta fuertemente acoplado. Concluimos entonces que
para tener confinamiento es necesario mas no suficiente tener acoplamiento
fuerte.

El estudio del plasma de quarks y gluones es relevante porque nos ense-
na mas sobre el comportamiento de la materia en acoplamiento fuerte. Por
ejemplo, las particulas del QGP se comportan como desconfinadas por una
fraccion de segundo, los fisicos esperan, a partir de estudiar el QGP com-
prender algo acerca de como funciona el confinamiento.

Ademés, se cree que una billonésima de segundo después del Big Bang el
universo era una sopa caliente de particulas fundamentales como este plasma;
y que al expandirse el universo disminuyo su tempertura, y los quarks se unie-




CAPITULO 1. INTRODUCCION 13

ron para formar los primeros hadrones, este proceso no se sabe como ocurrio,
y de igual forma se espera que estudiando el QGP se pueda comprender.

Como conclusién final tenemos que en QED nuestra herramienta teodrica
es suficiente para el estudio de la interacciéon de particulas con carga eléctrica.
Por otro lado, QCD es una teoria cuya descripcion perturbativa es insuficiente
para describir completamente la materia bajo la fuerza fuerte, puesto que
existen situaciones a bajas energias, en la naturaleza, donde la herramienta
de calculo en QCD es inttil. En estos casos los céalculos en la red son tutiles
para determinar propiedades estaticas (por ejemplo, el espectro de masas de
los hadrones y la entropia del QGP), pero no dinamicas (como amplitudes
de dispersion y la viscosidad del QGP).

En el régimen de acoplamiento fuerte es donde la teoria de cuerdas, y en
especifico la dualidad de Maldacena, nos proporcionan herramienta teodrica
para hacer calculos. En los siguientes capitulos presentaremos la formulacion
de tal dualidad, a partir de la teoria de cuerdas, y mostraremos su aplicacion
al calcular el cociente de viscosidad y entropia de un plasma de gluones.



Capitulo 2

LA DUALIDAD DE
MALDACENA.

Como se menciond, el método perturbativo de céalculo en QCD, y méto-
dos niimericos como QCD en la red son insuficientes para entender el plasma
de quarks y gluones. Sin embargo, progresos en teorias de supercuerdas han
proporcionado una herramienta teérica para estudiar plasmas no abelianos
calientes interactuando fuertemente, similares al plasma de QCD. Esta nueva
perspectiva extrae propiedades del plasma correspondiente, a partir del estu-
dio de hoyos negros, y por tanto podemos encontrar respuestas relacionadas
al QGP, por medio de calculos sencillos en relatividad general clasica. Tal he-
rramienta es llamada! correspondencia o dualidad de Maldacena, AdS-CF'T,
norma-gravedad o bulto-frontera [6].

Dicha dualidad fue descubierta por Juan M. Maldacena en 1997 [7]. La
idea de tal trabajo es que por un lado tenemos una teoria de particulas similar
a QCD, que como sabemos vive en 3-+1 dimensiones, y no incluye a la fuerza
de gravedad. Por el otro lado, tenemos a la teoria de cuerdas que entre otras
cosas tiene gravedad, y vive en un espacio con mayor dimensionalidad. La
propuesta de Maldacena es que, contrario a las apariencias, estas dos teorias
son de hecho completamente equivalentes, y describen una misma realidad.
Tenemos entonces dos lenguajes diferentes para describir el mismo sistema
fisico, y existe un diccionario que nos permite traducir de una teoria a la
otra. Una de las ventajas de ésto, es que calculos que son dificiles o quizas
imposibles de realizar en teorias tipo QCD se pueden hacer en teoria de

1Tos diversos nombres tendran sentido a través de la lectura de la tesis.

14
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cuerdas, y utilizar esta dualidad para mapear los resultados.

Con el descubrimiento de Maldacena se abre una nueva posibilidad de
interpretar el Universo. Y plantea un nuevo paradigma: la equivalencia entre
sistemas con y sin gravedad.

En la siguiente secciéon revisaremos algunos resultados de teoria de cuerdas
con el proposito de entender la deducciéon de la dualidad de Maldacena.

2.1. Teoria de cuerdas

En la teoria de cuerdas (ver p. ej. [8], [9]) se postula que todas y cada
una de las particulas elementales de nuestro Universo son en realidad mani-
festaciones diferentes de un objeto mas fundamental: un diminuto filamento
que podemos visualizar como una liga muy pequena y delgada a la que lla-
mamos “cuerda” . Estas cuerdas pueden moverse como un todo, y debido a
su naturaleza unidimensional pueden ademas vibrar de diferentes maneras.
En una descripcion cuantica, cada uno de estos modos de vibracion resulta
tener las propiedades basicas de un tipo especifico de particula. Con esta idea
se presenta una ruptura con las teorfas previas que modelaban la materia en
términos de particulas puntuales.

Tenemos, entonces, que una tnica cuerda fundamental da lugar a un
nimero infinito de modos de vibracién que corresponden a distintos tipos de
particulas. Entre estos modos existe uno cuyas propiedades son equivalentes
a la particula mensajera de la fuerza gravitatoria, el gravitén. Por tal motivo,
se cree que la teoria de cuerdas es un buen candidato para ser una teoria de
gravedad cuantica.

En teoria de cuerdas la dimensionalidad del espaciotiempo es una pre-
diccién, una consecuencia de la consistencia matematica. En las teorias de
cuerdas mas sencillas el resultado es de 26 dimensiones. Estas cuerdas, so-
lo tienen grados de libertad bosénicos no incluyen fermiones, y entonces no
pueden explicar la materia que conocemos. Ademas, de los modos de vi-
bracion que aparecen hay unos que corresponden a particulas cuya masa es
imaginaria, llamadas taquiones [8|.

Todos estos problemas se solucionaron agregando supersimetria a la teo-
ria, es decir incorporando companeros fermionicos para cada bosén. Asi, se
encontraron otras formulaciones que no contienen taquiones, y no requie-
ren tantas dmensiones para el espaciotiempo. Estas son las cinco teorias de
supercuerdas, que viven en 10 dimensiones espaciotemporales. Tales teorias
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se distinguen porque contienen cuerdas cerradas y abiertas (Tipo I) o solo
cuerdas cerradas (Tipo IIA, IIB, heterética SO(32) y heterética Fg x Eg).
Las siglas SO(32) y Es x Eg indican el grupo de simetria, las letras A y
B se refieren al tipo de supersimetria, y los ntimeros I y II la cantidad de
supersimetrias.

2.2. La teoria de cuerdas 1IB

Para nuestros intereses serd suficiente concentrarnos en la teoria de cuer-
das tipo I1IB en 9+1 dimensiones. A nivel de hoja de mundo tenemos diez
campos escalares X* y veinte espinores de Majorana-Weyl, diez con quira-
lidad derecha ¥* y diez con quiralidad izquierda *. Debido a que dicha
teorfa consta de sblo cuerdas cerradas, la componente espacial de la hoja de
mundo es un circulo. Los campos escalares satisfacen condiciones de frontera
periddicas, en dicha coordenada, y los espinores tienen la opcién de satisfacer
condiciones de frontera periédicas o antiperiédicas, es decir,

V(o + 2w, 1) = Y (0o, T) Yu, (2.1)

VH(o +2m,7) = =i (a,T) V.

donde 7 y o son los pardmetros de la hoja de mundo: la trayectoria que
describen la cuerdas por su movimiento en el espaciotiempo. El primer caso
se conoce como condicion de frontera tipo Ramond (R) y el segundo como
Neveu-Schwarz (NS). Las mismas opciones ocurren para ¢*. Para una teoria
de supercuerdas consistente, necesitamos considerar ambas condiciones de
frontera al momento de la cuantizacion. Esto tiene como consecuencia que
obtenemos cuatro sectores que describen los diferentes estados de la cuerda.
Los estados correspondientes a los sectores NS-NS y R-R resultan ser bo-
sonicos, mientras que los correspondientes a los sectores NS-R y R-NS son
fermionicos.

Al cuantizar dichas cuerdas, se genera una torre infinita de estados con

masas,
o AN

Sz
donde [, es un pardmetro de la teoria, la longitud caracteristica de las cuerdas.

A inicios de 1970 cuando la teoria de cuerdas fue formulada para ser una
teoria de hadrones, la longitud de la cuerda se supuso comparable con la

m N=0,1,23,.. (2.2)
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escala nuclear. Ahora, se piensa que la teoria de cuerdas es una teoria de las
fuerzas fundamentales, y entonces la longitud de la cuerda es normalmente
considerada mucho menor que la escala nuclear. Entonces, para modelos de
unificacion (més alla del modelo estandar) se tiene que 10°GeV < m, =
I71 < 10YGeV. Para aplicaciones a QCD, m. = I; ~ 1GeV.

Debido al niimero infinito de modos de vibracion en la teoria de cuerdas
consideraremos, entonces, una teorfa efectiva a bajas energias (£ < m.), ésto
quiere decir energias mucho més bajas que la escala de la cuerda i, por tanto
solo los estados de la cuerda sin masa pueden ser excitados. Los estados no
masivos (N = 0), resultan ser idénticos a estados de particulas correspon-
dientes a los siguientes campos:

-Sector NS-NS (Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz)
(M) Campo del dilaton
hary (zF) Métrica
By (2f) Campo Kalb-Ramond

-Sector R-R (Ramond-Ramond)
C(2M) Campo del Axion
Cun(z?) 2-forma R-R
Ciinrp(z¥) 4-forma autodual

-Sector NS-R y R-NS
AL, A%, 2 Dilatinos (espinores Majorana-Weyl con la misma quiralidad)
Xhrs) Xars 2 Gravitinos (espinores Majorana-Weyl con quiralidad opuesta a
los dilatinos)

donde M,N,L,R,P,S = 0,1,---,9. Los campos Byn,C,Cun y Ci;yrp
son campos de norma generalizados.

Después de mostrar el espectro de estados (no masivos) de esta teoria
efectiva, por orden logico, lo que sigue es determinar la manera en que estas
fluctuaciones interacttian entre si. Las interacciones estan controladas por la
constante de acoplamiento de cuerdas, g., que resulta estar relacionada con
el valor de fondo del campo del dilaton,

ge = €%. (2.3)

Tenemos, entonces, una teoria efectiva constituida por campos no masi-
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vos, v su accion la expresaremos como:
Stub,er = Ssuara + So/ (2.4)

donde el primer término define la teoria de campos conocida como Supergra-
vedad (SUGRA) Tipo IIB en 941 dimensiones. Y la parte expresada por S/
estd asociada a correcciones a la gravedad de Einstein.

En el marco de Einstein, la accién de Supergravedad tiene la forma

1

1
SSUGRA :/dl’lo \/—g<R —§(aM(p)2—5@_‘PHMNPHMNP—|—...) (25)

FEinstein— Hilbert

donde Hynp = %8[MBNP] (los corchetes indican antisimetrizacion de los
indices) es la intensidad de campo de Kalb-Ramond B .

La acciéon que se denot6 con S, contiene una serie infinita de correcciones
con derivadas de los campos de SUGRA. Pero, por anélisis dimensional, estos
términos contienen potencias de I, = Vo 2, con ¢ la llamada pendiente de
Regge. Tenemos, entonces, que para El. < 1 (o, equivalentemente, [. — 0
con E fija) la teoria de cuerdas IIB se reduce a Supergravedad IIB.

La teoria de cuerdas tiene una gran variedad de soluciones clasicas solito-
nicas; entre ellas existen unas equivalentes a hoyos negros, pero extendidos.
Se les conoce como branas negras, y su descripcion como soluciones a las
ecuaciones puramente de supergravedad es apropiada cuando la curvatura
del espacio (Ohpyny %, donde R es el radio de curvatura) sea pequena com-
parada con la longitud de las cuerdas, (I. < R), y por tanto las correcciones
cuerderas son insignificantes (S, ~ 0). Estas soluciones pueden perturbarse
y entenderse desde un analisis perturbativo, a partir de cuerdas cerradas, es
decir, considerando pequenas fluctuaciones cuanticas de los valores de fondo
en cuestion.

La solucién que méas nos va a interesar son los fondos descubiertos por
Horowitz y Strominger en 1991 [10] mencionados arriba, p-branas negras:

ds® = = ( — f(r)dt* + i dxid:ci) + m(;i(f) + rzdﬁéfp) (2.6)

e? =g.H(r) ™, (2.7)

2Estaremos utilizando unidades naturales ¢ = A=1
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Corz..p = C_lgc_l(l - H(T)_l)> (2.8)
donde R
-p
H(r)=1+ g(7> (2.9)
con 0 < ¢ <1 un paramétro llamado de “no extremalidad,” y R es conocido
como radio de carga,

R = r;"’(l f@), (2.10)

mientras que

fr)=1- (T—H)H), (2.11)

r
donde 7y es el radio del horizonte de eventos. Estamos considerando coorde-
nadas cartesianas para ', ..., 2P y esféricas para 2Pt ... Y.

Hay que notar que la solucién es independiente de ¢, z!, ..., 2P, tiene sime-
tria esférica en la S®7, se reduce a Minkowski®™! para r > R,ry v tiene un
horizonte de eventos en r = ry con topologia RP x S®~P. Este fondo describe
entonces a un objeto solitonico de la teoria de cuerdas, que es una versiéon ex-
tendida en p dimensiones de un agujero negro asintoticamente plano (r — oo
nos lleva lejos del soliton). Debido a que el campo Cpya. ,, esta encendido, el
objeto posee carga “eléctrica” Ramond-Ramond:

9—p

(7T—p)Qs—p (R\7P 2772
Q = m(z) s donde Qg_p = P(H) (212)

2
es el volumen de la esfera (8 — p)-dimensional, que rodea a la brana negra. Y

R™P =¢,g.QI""  donde ¢, = (2/7)° T (%) (2.13)

La masa de la brana negra es

o Q AN 1
M= <2w>pgcz€+l(R) (1—(2 y 7—p)v” (214

A partir del area del horizonte (relacion de Bekenstein-Hawking), y la
gravedad superficial se puede calcular respectivamente la entropia y tempe-
ratura de la p-brana negra:

8—p
Qs pVory

S = :
4G N /1 — 2

(2.15)
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7y = T=PVI=¢ (2.16)

drry

Ademas, del algebra de supersimetria se puede deducir la siguiente de-
sigualdad, la cual nos permite evitar tener una singularidad desnuda,

V
M > Lﬂ. (2.17)
(2m)Pg,l¥
Esta es llamada una cota BPS, que nos dice que dada una carga RR implica
tener una masa minima.
La solucion que satura la cota (es decir, que tiene justamente la masa
minima para la carga dada) se conoce como p-brana negra extremal, y se

obtiene en el limite ry — 0, ( = 1 con R7P = fr;{plf@ fijo:

ds® = \/%( —dt* + Z-i d:l;idxi) + \/W(Ch’? + 7‘2dQ§7p) (2.18)

e? = ch(r)gTTp, (2.19)
Corp =g, (1 —H(r)™") (2.20)
donde BT
—-Pp
H@q51.+<—) (2.21)
r
V
R™P =¢,Qq.l”?, M = L, S=0=T. 2.22
La brana negra genérica se llama no extremal, incluyendo el caso cuando
Q=0 (R=0).

Otra solucion de SUGRA, fue descubierta por Dabholkar y Harvey en
1989 [11]: la lamada cuerda negra con carga “eléctrica” bajo Bjsy. Para el
caso extremal la solucion es

ds* = h(r)_l( — dt* + dx%) + (dr2 + T2dQ$>, (2.23)
e’ = gch(r)_%, (2.24)
Boy = ~(h(r)" = 1), (2.25)
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Con carga N y masa M,

NV;
M=——=NWT 2.26
27l? o (2.26)
donde T = - es la tension de una cuerda. Esta masa es idéntica a una

iz
coleccion de N cuerdas estiradas a la largo de ! y apiladas una sobre otra.
De aqui se puede inferir que la cuerda negra (NS1-brana) extremal no es otra
cosa que los campos macroscopicos generados por dicha coleccion de cuerdas.

La teoria de cuerdas IIB también contiene una 5-brana con carga “magné-
tica” bajo el mismo campo By, que se conoce como NS5-brana (descubierta
por Callan, Harvey y Strominger en 1991 [12]) con masa:

NVs
M = —(27T)5g§l§’ (2.27)
notando que debido a g2, ésta es mas pesada que la 5-brana RR cuando
ge < 1.

Existen muchas otras soluciones del tipo (gns, gr)-cuerdas y (gns, gr)-5-
branas que tienen gys unidades de carga eléctrica para las cuerdas y magné-
tica para las branas bajo By, ¥ qg unidades bajo Cj;n. Como explicaremos
ahora, todas estas branas estan emparentadas entre si a través de distintas
dualidades.

La teoria IIB posee una simetria conocida como dualidad S, con grupo
discreto SL(2,7Z), que deja invariante a la métrica hyy y a la intensidad del
campo C’JJ\}NPQ, mezcla el dilaton ¢ con el axion C'y también mezcla las inten-
sidades de los campos BMN (HMNP = %@MBNP]) y OMN (GMNP = a]V[ONp).
De ésto resulta que estas transformaciones convierten a la cuerda negra
((1,0)-cuerda) en cualquiera de las otras (gys, qr)-cuerdas. Similarmente,
transforman a la 5-brana RR en cualquiera de las otras (gyns, gr)5-branas.

Ademas, la teoria IIB posee otra simetria, conocida como dualidad T (que
la conecta también con la teoria ITA), cuyo efecto es convertir a una p-brana
RR en una (p &£ 2)-brana RR. Tenemos una conclusion interesante la cual es
que todas las branas son igualmente importantes en la teoria, porque todas
estan relacionadas, y cualquiera de ellas puede entonces interpretarse con la
cuerda negra reescrita en otras variables.

A partir de la dualidad T, se descubrieron otros objetos no perturbativos
llamados D-branas [13]. Una Dp-brana es un objeto extendido en p dimensio-
nes con grosor infinitesimal en la restantes 9 — p dimensiones. Una Dp-brana
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traza un volumen de mundo (p + 1)-dimensional. Sus excitaciones se descri-
ben a través de cuerdas abiertas cuyos extremos son libres de deslizarse a
lo largo de las direcciones paralelas a la brana (obedeciendo condiciones de
Neumann), pero se mantienen adheridas a la brana, en las direcciones trans-
versales (obedeciendo condiciones de Dirichlet). Desde este punto de vista,
las cuerdas abiertas so6lo pueden existir en presencia de D-branas. Ademas,
estas D-branas pueden ser consideradas como ingredientes para generar las
branas negras extremales, como en el caso de la cuerda negra, la cual era
producida por una coleccién de cuerdas fundamentales.

Ahora apliquemos las reglas de cuantizacion a la cuerda abierta, y por
tanto a partir de tal espectro describir las excitaciones de la D-brana. Tene-
mos que el espectro cuantico de la cuerda abierta da lugar a una torre infinita
de estados con masa,

m2=2 n=012,.. (2.28)

Tales estados pueden ser interpretados como particulas, pero viviendo sobre
la Dp-brana, y por tanto estos estados de particulas pueden estar asociados
a campos definidos so6lo sobre la brana.

El caso particular de estados no masivos (n = 0), estan asociados a los
siguientes campos sin masa:

i (x*): Campos escalares sobre la Dp-brana. Estos campos describen la
posiciéon de la brana en las 9 — p direcciones transversales. Estos grados de
libertad de la Dp-brana son asociados a la dinamica, debido al grupo de si-
metria del espaciotiempo.

A%(z®): Campo de norma U(1) sobre la Dp-brana. Tenemos entonces es-
tados internos, en especifico p — 1 grados de libertad, en cada punto de la
Dp-brana.

U (z*): Campo espinorial con 16 componentes reales. Estos son otros 8
grados de libertad internos de la D-brana, que resultan ser fermionicos.

Como es natural, lo siguiente es estudiar las interacciones entre cuerdas
abiertas las cuales estan controladas por /g.. A bajas energias (F < IJ1),
estas interacciones se pueden describir a través de la siguiente accion efectiva,
que involucra s6lo a los campos no masivos, descritos arriba,
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Spper = Sppr + 5o, (2.29)

donde el primer término denota a la accion de Dirac-Born-Infeld:

SDBI == _TDp /dp+10'\/— det((“)aXmﬁgX"nmn + 27TlgFaﬂ), (230)

X*=0%  X'=2m20,  F.=0,45 - 034,

donde el primer sumando dentro de la raiz corresponde a la métrica indu-
cida sobre la Dp-brana, Fys la intensidad de campo y Tp, la tension de la
Dp-brana. Esta accién Spp; contiene una serie infinita de correcciones en
potencias de [.. El término Spp; es la accién exacta cuando Fog y 0, X" son
constantes, de otra manera la accién S D, contribuird en la accion efectiva
SDp,ef-

La tltima parte que nos hace falta mencionar es la dispersion entre cuer-
das abiertas y cerradas, y de esta manera determinar la manera en que las
D-branas se acoplan a los modos de supergravedad (y de igual forma para los
deméas modos de cuerda cerrada). Se puede ver que la tension Tp, controla
la manera en que la Dp-brana se acopla a la métrica, y en particular, su
amplitud de probabilidad para emitir gravitones. La tensiéon de la Dp-brana
fue deducida por Polchinski en 1994 obteniendo:

1

_— 2.31
(27r)1’gcl§+1 ( )

Tp, =

Un analisis interesante, el cual nos llevara a la deduccion de la dualidad
de Maldacena, es el estudio de un conjunto de D-branas, cuyas excitaciones
se describen nuevamente a través de cuerdas abiertas, pero ahora incluiremos
cuerdas con sus extremos conectadas a las diferentes Dp-branas. Comenza-
remos entonces considerando un sistema con N D-branas paralelas y coinci-
dentes. Los distintos sectores de cuerdas abiertas pueden ahora etiquetarse
con [z, j] donde i y j son enteros que corren de 1 hasta N. El sector [i, j] co-
rresponde a una cuerda que empieza en la D-brana ¢ y termina en la D-brana
j. En total hay N? sectores. Mencionamos que al cuantizar la cuerda abierta
asociada con una D-brana, existe un modo de vibracion correspondiente a un
campo de norma viviendo en su volumen de mundo, pero ahora en nuestro
caso, tendremos un campo de norma por cada sector, constituyendo entonces
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una matriz N x N, y de igual forma para los demas campos asociados a una
D-brana. Por ejemplo, para m = 0 se tiene los siguientes campos:

1(2%), @), W), (2.32)

Por lo tanto, este sistema tiene un campo de norma matricial que resulta
estar asociado a un grupo de norma no abeliano. La descripcion dinamica de
este conjunto de NV Dp-branas es dada por una teoria de norma no abeliana,
es decir, bajo un grupo de simetria local U(N), pues se puede ver que las
amplitudes de dispersion son invariantes bajo transformaciones U(N) que
mezclan a las N Dp-branas entre si. A bajas energias, la accion efectiva para
los campos sin masa, mencionados arriba, tienen asociados una versiéon no
abeliana de la accion de Born-Infeld. Este sistema tiene entonces N? campos
de norma que interactian, y en el limite de ultra-bajas energias definen una
teoria de super-Yang-Mills NV = 25" en (p + 1)-dimensiones con grupo de
norma U(N) y

Gon = (2m)P g ll > (2.33)

2.3. Deduccion de la dualidad norma-gravedad.

Después de haber mostrado diferentes soluciones de Supergravedad ahora
vislumbraremos una relacion sorprendente entre una brana negra extremal
con carga N bajo el campo de norma Ramond-Ramond Ci,, _m,,,, y masa

M=% (2.34)
(2m)Pg lot!
que de aqui en adelante llamaremos una Rp-brana, con una pila de N Dp-
branas sin excitar. Esta equivalencia es supuesta debido a que ambas descrip-
ciones tienen la misma masa y carga [14], por tanto podemos concluir que
la brana negra extremal no es otra cosa que los campos de supergravedad
(gravitacional, RR, dilaténico) generados por dicha pila de D-branas.

Recordemos que al considerar bajas energias la teoria de cuerdas IIB se
puede escribir en términos de una teoria efectiva la cual consistia de un tér-
mino correspondiente a SUGRA, y correcciones de derivadas de los campos de
SUGRA acompanados de potencias de ., por lo tanto, cuerdas IIB se puede
describir de manera exacta con SUGRA cuando [.0hyy ~ ll—% <1 (R>1,).
Por tanto, el radio de curvatura de la brana negra R"? = ¢,(g.N)I7~? implica
que el régimen perturbativo es valido s6lo cuando g.N > 1.
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Por otro lado, en la teoria de norma aparece un factor de N por cada lazo,
de tal manera que una anélisis perturbatvo es valido cuando g.N < 1. Es
decir, g.N es el parametro que controla la expansion perturbativa de cuerdas
abiertas que describen excitaciones de la pila de D-branas. Ademas, g.N
controla la emision de gravitones por parte de la pila de D-branas.

Tenemos entonces que no hay una equivalencia entre las descripciones per-
turbativas de la Rp-brana extremal y la pila de N Dp-branas en Minkowski,
es decir, no existe una dualidad entre dichas descripciones, puesto que son
validas en regimenes mutuamente excluyentes. Lo que sigue es entonces con-
jeturar una extension de estas dos descripciones a nivel no perturbativo, y
entonces partir de una dualidad entre las dos descripciones completas. Es
a partir de tal hipotética dualidad a nivel de cuerdas que resulta posible
deducir la dualidad de Maldacena.

Siguiendo la idea propuesta tenemos, entonces, que la solucién de la Rp-
brana negra es descrita por medio de cuerdas cerradas, y esta bajo control a
nivel de célculos perturbativos sélo cuando g.N > 1, y entonces hacemos una
extension de esta descripcion de cuerdas cerradas al régimen no perturbativo
g.N < 1. Deigual forma, la pila de N Dp-branas en el fondo plano es descrita
a través de cuerdas abiertas y cerradas a nivel de calculos perturbativos
so6lo cuando ¢g.N < 1, y por tanto sugerimos por completez extender esta
descripcion al régimen no perturbatvo g.N > 1.

Tenemos ahora una dualidad a nivel de cuerdas, puesto que ambas des-
cripciones serian validas simultaneamente. Como evidencia a favor de la exis-
tencia de esta dualidad, se mostré que ambas descripciones conducen al mis-
mo resultado para las amplitudes de dispersiéon de cuerdas cerradas a bajas
energias [15], y para la amplitud de absorcion de cuerdas cerradas [16]. Ade-
mas, se mostr6 que un sistema de D-branas es capaz de reproducir la tasa
de radiacion de Hawking [17| de la brana negra correspondiente (en el caso
extremal).

Juan Maldacena [7| tom6 como punto de partida esta equivalencia entre
Rp-branas y Dp-branas para poder deducir su dualidad. De igual forma no-
sotros tomaremos este punto de vista, y daremos una deduccion heuristica
de la corrrespondencia AdS-CFT.

Comenzaremos entonces particularizando a p = 3, tenemos entonces una
R3-brana, donde sé6lo tenemos encendida la métrica y la 4-foma Cjyio3, mien-
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tras que el dilaton ¢ es constante:

3
ds* = ! ( —dt* + Z dxidxi> +\/H(r) (dr2 + 7‘2d§2§>, (2.35)
i=1

H(r)
e? = g, (2.36)
Coos = g ' (1= H(r)™") (2.37)
con R A
Hv):1+<?), R* = dmg, NI, (2.38)

Como mencionamos arriba, esta descripcion estd bajo control cuantitativo
cuando g.N > 1 (curvatura pequefia) y g. < 1 (cuerdas débilmente acopla-
das). Mientras que la descripcion alternativa, correspondiente al conjunto de
N D3-branas, esta bajo control cuantitativo cuando g. < 1y g.N < 1.
Ahora consideremos el régimen de ultra-bajas energifas:
11

E i 2.39
<R (2.39)

N

Debido a que R = (47rch) l., tenemos dos casos:

1 1
Si g.N <1 entonces pedimos que F < T < I (2.40)
. . 1 1
Si g.N > 1 entonces pedimos que F < I < T (2.41)

Asi que la condicion que estamos imponiendo es una sola, F < # cuando
geN > 1,0 E < st gN < 1,

Ahora veremos que en este régimen, suceden 2 cosas muy interesantes.

La primera consiste en que cada lado de la correspondencia, obtenemos
dos sistemas desacoplados.

En la descripcion de R3-brana negra, Igor Klebanov [16] mostro que la
seccion eficaz de absorcion o de modos no masivos de la brana negra es:

RS
o x F°PR® = o0 <F) (2.42)
Uno pensaria que la brana negra deberia absorber cualquier cosa que se le
arroje, pero uno puede notar a partir de las relaciones anteriores que los mo-
dos con longitud de onda A o % > R (= ¢ — 0) no pueden ser absorbidos,
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es decir, el radio de curvatura R es el tamano caracteristico para poder ab-
sorber ciertos modos de los campos de SUGRA. De aqui uno puede concluir
que los modos de SUGRA (modos no masivos de cuerda cerrada), en este
régimen de ultra-bajas energias (R < £ o< A), en el exterior de la garganta
(r > R) esencialmente se propagan en un fondo plano, y no pueden penetrar
al interior. Por otra parte, los modos en el interior de la garganta no tienen
suficiente energia para vencer el potencial gravitacional y salir al exterior.
Por tanto, no existe ninguna comunicacién entre estas dos regiones.

En la descripcion de las D-branas, Igor Klebanov [16] mostroé que tienen
la misma probabilidad de absorciéon, y entonces se obtienen de igual forma
dos sistemas desacoplados, es decir, las cuerdas cerradas en el fondo plano
no pueden convertirse en cuerdas abiertas, ni viceversa.

La otra propiedad interesante que se tiene en este régimen de ultra-bajas
energias es que la descripcion en las dos regiones desacopladas, se simplifica.

Considerando primero la pila de D-branas sobre el espacio Minkowski,
tenemos que las cuerdas cerradas en el fondo plano se reducen a los modos
de SUGRA IIB libres, mientras que las cuerdas abiertas sobre las D-branas
se reducen a los modos no masivos, descritos por SYM N = 4 en 3+1 di-
mensiones.?

Del lado de la R3-brana existe un corrimiento al rojo, puesto que la com-
ponente temporal de la métrica no es constante,

9it = —(1 + R—4>_;- (2.43)

Este corrimiento se ve reflejado en que un objeto con energia propia E,
(medida localmente) en un punto con coordenada radial r tiene energia

Ry
—) E, (2.44)

B = V=guE, = <1+ -
medida por un observador en infinito. La interpretacién que esto tendria es
que, debido al campo gravitacional de la R3-brana, las mediciones de energia
de un objeto serian cada vez mas bajas al acercarse cada vez mas a r = 0,
todo ésto desde el punto de vista de un observador en infinito. Esta energia
E, es sobre la que hemos impuesto la restriccion, F, < i, %. Esto es asi
porque la nocién de tiempo t en la R3 cuando r — oo coincide con la que
tenemos para las D3-brana.

3SYM N = 4, también denominada MSYM, es una teoria norma que incorpora super-
simetria. En el siguiente capitulo se incluird una descripcion de ésta.
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Tomando en consideracién esto ultimo, tenemos que el observador en el
infinito observa que existen dos tipos de excitaciones en este régimen, que
estan desacoplados: particulas sin masa propagandose en la region plana de
la geometria, o cualquier tipo de excitacion cerca de » = 0. En el primer
caso, para r > R tal condiciéon resulta F = F, < i, %7 y por tanto nos
reducimos a SUGRA libre propagandose en un fondo plano. El otro caso
limite es considerar la region cercana al horizonte, r < R, aqui no tenemos
ninguna restriccion sobre E,, (existe cualquier tipo de excitacion), podemos
tener energia local arbitrariamente grande, ya que E ~ (5)E, < i, %.
Esta condicion nos lleva a que H(r) = 1 + f—f ~ f—f, y por tanto la métrica
de fondo se simplifica a

2

R2
ds* = ﬁ( — dt* + di?) + ﬁ(dr2 + r2dQ3)
2 2
— (pdwader + R—dﬁ) + RO (2.45)
R2 M r2 . 5, :

.

. . M . 5-esfera con radio R
anti-de Sitter (4+1)dim con radio R

Tenemos que sobre este espacio, AdSs x S5 con N unidades de flujo RR a
través de la S, se propagan todos los modos de la teoria de cuerdas IIB
(incluyendo modos no perturbativos como Dp-branas, etc.)

Por tanto, llegamos a una conclusiéon impresionante: al considerar una
dualidad entre el sistema de N D3-branas en un espacio de Minkowski y
la brana negra extremal, y tomar limite de ultra-bajas energias obtuvimos
supergravedad libre sobre un fondo plano en ambas descripciones, mas una
segunda teoria. Es inevitable entonces identificar las segundas teorias que
aparecen en ambas descripciones, y conjeturar que la teoria super Yang-
Mills N'=4 con grupo U(N) en Minkowski 3+1 dimensional es equivalente a
la teoria de cuerdas IIB sobre un espacio AdSs x S® con N unidades de flujo
RR a través de la Sy

Notar que a pesar de que en la deduccién se consider6 r < R, en la teoria
de cuerdas en AdS5 se puede tener r arbitrario, es decir, incluso r > R, sin
pensar en que regresaremos a la region plana.

Antes de seguir tenemos que hacer dos precisiones en esta dualidad. La
primera es sobre el grupo de simetria interna local en SYM. Sabemos que
U(N) ~ U(1) x SU(N). Del lado de la R3-brana, los modos U(1), nos dan
informacion sobre donde colocar la garganta en el espacio plano, pero en el
caso en que consideramos bajas energias, como se mostro, la garganta resulta
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ser AdSs x S°, ademés de que se desacopla de la parte plana. Al considerar a
la teorfa de cuerdas IIB definida sobre AdS5 x S% estamos dejando entonces
fuera de la descripcion a los grados de libertad U(1). Por tanto, para que esta
dualidad sea exacta uno debe considerar solo el grupo SU(N), del lado de
SYM. La segunda precision es que, si aceptamos esta dualidad, del lado de
la teoria con gravedad tenemos todo el espectro de la teoria de cuerdas 1IB,
incluyendo excitaciones grandes, pero manteniendo el fondo como AdSs5 x S°
en el infinito, ya que necesitariamos energia infinita para modificar la métrica
en dicha region. De este modo, la dualidad involucra no sélo a AdSs x S® sin
deformar, sino a fondos asintéticamente* AdSs x S°.

Finalmente tenemos el enunciado mas preciso de la dualidad de Malda-
cena:

SYM N=4 SU(N) en R*' = Cuerdas IIB en un fondo aAdSs x S°

Este resultado es sorprendente, puesto que la inexistencia o existencia
de la gravedad, al igual que el niimero de dimensiones depende del punto
de vista que adoptemos. Ademads, si uno quiere estudiar un sistema fisico,’
hemos mostrado que existen dos posibilidades: por medio de particulas con
color viviendo en un espaciotiempo plano, o cuerdas en un espaciotiempo
curvo.

A pesar de que la anterior no es una deduccion rigurosa, la validez de
la correspondencia es apoyada por una gran cantidad de evidencia que se
ha obtenido durante los ultimos 16 anos (periodo en el que el articulo de
Maldacena ha acumulado cerca de 9 000 citas).

Durante el estudio de esta dualidad se ha ido acumulando mucha inves-
tigacion, culminando en un diccionario. La construcciéon de dicho diccionario
tiene como objetivo interpretar cualquier objeto o proceso de un lado de la
dualidad a un objeto o proceso en la otra descripcion. Esto nos lleva a la
posibilidad de obtener informacién sobre un sistema fuertemente acoplado a
partir del estudio de una teoria completamente diferente, y por medio de tal
diccionario interpretar dicha informacion. En la siguiente seccion mostrare-
mos algunas entradas de este diccionario.

“En el sig. capitulo se retomara este tema. Tales fondos seran denotados aAdSs x S°.

5Vale la pena hacer notar que ninguna de estas dos teorfas describe a nuestro Universo.
Se trata de dos universos imaginarios. Cierta investigacién ha sido dirigida a encontrar
teorias duales que describan nuestro mundo real.



Capitulo 3

DICCIONARIO DE LA
DUALIDAD AdS-CFT.

En este capitulo daremos algunos resultados que se han encontrado en
el estudio de la dualidad de Maldacena y que necesitaremos para mapear
los calculos realizados de un lado de la dualidad e interpretarlos en el otro
lenguaje. Este es el tipo de herramienta que la correspondencia ha implemen-
tado: realizar calculos que son complicados o quizas imposibles de un lado
de esta dualidad de manera un poco mas sencilla del otro.

3.1. Espaciotiempo Anti-de Sitter.

Como sabemos, el espaciotiempo de Minkowski tiene curvatura cero,
mientras que el espaciotiempo de Sitter tiene curvatura constante positiva,
y la diferencia a Anti-de Sitter! (AdS) es que éste tiene curvatura constante
negativa. Este espaciotiempo puede definirse por medio de un hiperboloide
en un espacio plano con signatura (4,2),

X2 - XA XP X2+ X2 X2 =R (3.1)

Vamos a mostrar dos maneras de parametrizar este espaciotiempo. La
primera de ellas es por medio de las llamadas coordenadas globales:

0<p<oo, —ow<7T<o00o, 0<Q;<1 donde i=1,23,4

!Nos restringiremos al caso (4+1)-dimensional, que es el caso que nos interesa; la ge-
neralizacién es idéntica.

30
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X_1 = Rcoshpsenr,
Xo = RcoshpcosT, (3.2)
X; = RQ;senhp

donde Q,Q; = 1, es decir, las ; describen puntos en la S3. Con estas coor-
denadas, la métrica sobre este hiperboloide es

ds> = R*( — cosh p dr* + dp® + senh® pd3) (3.3)

con dQ3 = df? + sen 6? (d@% + sen Bodb3).

Una forma de representar esta métrica es por medio de un diagrama de
Penrose. A partir de este diagrama, se puede observar que el infinito espacial
es una superficie tipo tiempo, y la luz toma un tiempo finito en llegar a la
frontera (p = 00), a pesar de que se encuentra a una distancia propia infinita.
Esto implica que en anti-de Sitter no basta con dar condiciones iniciales en
7 = 0 para determinar por completo la evolucion, sino que hace falta ademas
especificar condiciones en la frontera.?

Otra manera de parametrizar el hiperboloide es con las coordenadas
de Poincaré (u horosféricas):

0<r<oo, —00<t,x,r1x3<00
X 1=—t
R’ e o e
X0_§[1+—4(R + 7 —t?)] (3.4)
X = %f
R2 T2
Xo=—[1+ = (-R*+ 7 -t?)].
47 9, [ + R4< + )]
Y la métrica correspondiente es
,,,2 . R2
ds® = ﬁ(—dt2 + di®) + ﬁdrz. (3.5)

2Vale la pena tener presente ésto, ya que posteriormente en el estudio de la correspon-
dencia de Maldacena tendra repercusiones, de hecho va ser de vital importancia en nuestro
célculo, al final de la tesis.
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A partir del cambio de variable z = R727 una forma alternativa de esta métrica
es:
. I 2 =2 2
ds :?(—dt +di* + d2?). (3.6)

La coordenada r o z es conocida como la coordenada radial. El limite r — oo
(0 z = 0) es la frontera del espacio AdS. Recordemos que éstas son las
coordenadas que aparecieron en la dualidad de Maldacena.

Vale la pena mencionar que a diferencia de las coordenadas globales que
cubrian por completo el espaciotiempo AdS, las coordenadas de Poincaré
s6lo cubren una parte de dicho espaciotiempo, llamada cuna de Poincaré. La
cuna de Poincaré esta delimitada por una hipersuperficie en r = 0, llamada
horizonte de aceleracién; tal horizonte delimita la comunicacién entre obser-
vadores que se encuentren dentro y fuera de la cuna. Si consideramos, por
ejemplo, trayectorias tipo tiempo o nulas generalmente salen de esta region,
cruzando el horizonte en un tiempo global (y tiempo propio) finito, pero en
tiempo de Poincaré infinito.

Como notamos, el tiempo de Poincaré es el que coincide con el tiempo
de MSYM; y por tanto en nuestra dualidad tendremos que agregar un matiz
mas en un nuestro enunciado para hacerlo mas preciso, de tal forma que
tenemos la siguiente equivalencia:

MSYM SU(N) en R**! = Cuerdas IIB en aADS® x S® Poincaré.

Tenemos que recordar que la teoria de cuerdas es una teoria de gravedad, lo
cual implica que la geometria es dinamica, y hay que considerar que el estado
de minima energfa (el vacio) de MSYM es equivalente al fondo AdSs x S°
sin excitar, y fluctuaciones pequefas o grandes de AdSs x S° corresponden
a otros estados de MSYM. Mas en general, cualquier objeto o proceso de un
lado de la dualidad corresponde a un objeto o proceso en el otro lado.

3.2. Parametros en las teorias.

La dimension N del grupo de norma SU(N) (es decir, el nimero de colores
o el nimero de D3-branas) del lado de la teoria de norma corresponde al
ntimero de unidades de flujo del campo RR a través de la S° (carga de la
3-brana negra) del lado de la teoria de cuerdas .

La teoria de campos tiene dos parametros: el ntimero de colores N y la
constante de acoplamiento gy ;. Cuando el nimero de colores es grande la
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teoria perturbativa esta controlada por la constante de acoplamiento de ‘t
Hooft, A = ¢2\;N ~ ¢g.N. Del lado de la teorfa de cuerdas, los parametros son
la constante de acoplamiento de cuerdas g., y la longitud de la cuerda [. (en
comparacion con el radio de curvatura R del espaciotiempo donde viven las
cuerdas). Se tiene que la teoria de cuerdas y la teoria de campos tiene cada
una dos parametros adimensionales que se mapean de uno a otro a través de
las siguientes relaciones:

gym = 4dmg. = dme?|__ (3.7)
R4
A= Gl = 7 (3.8)

Estas ecuaciones, desde el punto de vista de la correspondencia AdS-CFT,
nos dicen que si queremos mantener la teoria de cuerdas débilmente interac-
tuante, entonces la constante de acoplamiento de la teoria MSYM debe ser
pequena. La otra ecuacion es mucho més interesante. Esta nos dice que si la
constante de acoplamiento de ‘t Hooft es grande, del otro lado, corresponde-
ria al limite cuando el radio de curvatura del espaciotiempo es mucho mas
grande que la longitud de la cuerdas. En este limite, como vimos, uno puede
desacoplar los modos masivos, y reducir la teoria de cuerdas a SUGRA. La
utilidad practica de la dualidad de Maldacena viene en gran parte de esta
conclusion, es decir, por su habilidad para tratar en el limite de acoplamiento
fuerte en la teoria de campo.

Vale la penar abordar un poco més sobre la idea anterior. Para visualizar
este resultado, recordemos que la teoria de cuerdas esta bajo control a nivel de
calculos solo si el espaciotiempo esta débilmente curvado, porque es entonces
cuando la teorfa en la hoja de mundo de la cuerda esta débilmente acoplada .
Ademas, la descripcion perturbativa de soluciones clasicas de SUGRA (como
Rp-branas), es util cuando las cuerdas estan débilmente acopladas,?

7 _
ﬁ<<1’ 9.1 = A=gyyNe>1, N> 1, (3.9)

es decir, cuando MSYM tiene muchos colores y lesta fuertemente acopladal.

3Notar que el parametro % controla la expansion perturbativa en lazos de la hoja de

mundo, mientras que g. controla la expansién en lazos de cuerda.
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3.3. Super Yang-Mills N'=4.

Aqui vale la pena hacer un alto para hablar en mas detalle de la teoria
de campos que tenemos en el ejemplo que nos interesa de la dualidad de
Maldacena, es decir, de super Yang-Mills N/ = 4 supersimetrias (también
denominada Yang-Mills maximamente supersimétrica). Primero que nada es
una teorfa de norma, porque tenemos un campo A,(x); ademds seis cam-
pos escalares reales sin masa ®°,e = 1,2,...,6 y cuatro espinores de Weyl
izquierdos sin masa ¥/, f = 1,2, 3,4. Todos estos campos transformando en
la representacion adjunta del grupo de norma SU(N). En esta teoria no hay
campos que transformen en la representacion fundamental, y por tanto si uno
quiere estudiar quarks es necesario ponerlos a mano como fuentes externas
del campo de norma. Como cualquier teoria de campos relativista tiene co-
mo simetria al grupo de Poincaré (diez generadores: 6 correspondientes a las
transformaciones de Lorentz J,,, y 4 a las traslaciones P,). Ademaés, incluye
otros cuatro generadores para las llamadas transformaciones conformes espe-
ciales K,. Por otro lado, su constante de acoplamiento no corre con la energia
y, por tanto, la teoria es invariante bajo reescalamientos (con generador D).
Estos quince generadores forman lo que se conoce como algebra conforme
que codifica la tabla de multiplicacién del grupo conforme SO(4,2). El “su-
per” en el nombre esti asociado al hecho de que la teoria posee supersimetria
(SUSY), es decir, es invariante bajo transformaciones generadas por cuatro
supercargas (espinores de Weyl) Q',1 = 1,2,3,4 que mezclan entre sf a los
campos bosoénicos y fermionicos. Adicionalmente es invariante bajo el grupo
de simetria interna SU(4) ~ SO(6) que describe como se mezclan entre si las
cuatro supercargas , entonces ésto explica el nombre de SYM A = 4. El ad-
jetivo maximamente supersimétrica se debe a que no es posible agregar mas
supercargas sin involucrar a la gravedad. Cabe mencionar que en SYM N = 4
en Minkowski 341 dimensional no hay confinamiento ni libertad asintética.

Un punto importante es que, si consideramos esta misma teoria de norma,
pero a temperatura finita algunas de sus caracteristicas cambian radicalmen-
te. Por ejemplo, la presencia de una escala energética asociada a la tempera-
tura rompe la invariancia conforme, y la supersimetria. Ademaés esta teoria
de norma, la densidad de energfa es proporcional a 7. Mientras que QCD a
temperaturas 7" > T, ~ 200 MeV esta desconfinada. Tenemos entonces una
teoria que reproduce algunas de las caracteristicas de QCD cuando T > T,
y por tanto podemos usarla como modelo de juguete para estudiar aspectos
que no entendemos de la interacciéon fuerte a temperatura finita.
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3.4. Generalizacion de la dualidad.

Algo sorprendente de la dualidad entre MSYM vy la teoria de cuerdas 11B
en AdSs x S° es la concordancia entre sus simetrias globales. Por ejemplo,
como mencionamos MSYM en 3+1 dimensiones es invariante conforme, y
ademés ante el grupo de simetria interna SU(4) ~ SO(6), conocida como
simetria R. Del lado de la teorfa con gravedad, el grupo de isometria del
espacio AdSs es precisamente SO(4,2), mientras que la 5-esfera tiene como
isometrias al grupo SO(6).

A partir de resultados anteriores se puede tener una conclusion mas ge-
neral de la dualidad de Maldacena. En el caso particular que tuvieramos una
teoria de campos conforme* (CFT) en 3+1 dimensiones, distinta a MSYM,
por definicion una de sus simetrias globales seria el grupo conforme, SO(4, 2).
Asi que, si esta teoria tuviera un dual con gravedad entonces podemos con-
cluir que el espaciotiempo donde vive éste tltimo deber tener un factor AdSs,
debido a que el tnico espacio con SO(4,2) como su grupo de isometrias es
AdSs5. Por otro lado, la 5-esfera en general no figurara, puesto que la pre-
sencia de SU(4) como simetria global esta asociada a la existencia de SUSY
N =4, que es una caracteristica especifica de MSYM.

Esto se puede generalizar atin mas en d + 1 dimensiones, puesto que el
grupo conforme SO(d + 1,2) coincide con el grupo de isometrias de AdSy. .
Debido a ésto, la dualidad de Maldacena tiene el nombre genérico de Dualidad
AdS-CFT,

Ademas al no estar hablando ya del ejemplo de MSYM, la teoria gravita-
cional en general no tendria por que ser especificamente cuerdas I1B. Incluso
podemos plantearnos la posibilidad de que no sea una teoria de cuerdas. (aun-
que si debe ser una teoria de gravedad bien definida a nivel cuantico.) Es por
tal motivo que la dualidad de Maldacena puede ser llamada Norma-Gravedad.

Tenemos entonces que:

Teoria Conforme en R*1=Teoria Gravitacional en aAdSq o x MP

donde M? es alguna variedad compacta p-dimensional asociada a las simetrias
internas de la CF'T.

4Es decir, una teoria de norma invariante bajo el grupo conforme.
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3.5. Coordenadas espaciotemporales.

Otra cosa que realmente es interesante, que surge al instante del conoci-
miento de la dualidad norma-gravedad es la traducciéon entre las coordenadas
espaciotemporales de las dos teorias; y por supuesto se vuelve més sorpren-
dente por el hecho de que una de estas teorias vive en un nimero de mayor
dimensiones.

Como se mostro en la equivalencia entre el conjunto de D3-branas y R3-
brana; las coordenadas z# = (¢, %) del espacio de Minkowski en 341 dimen-
siones donde vive MSYM, coinciden con las coordenadas x* en la cuna de
Poincaré. Mientras que las coordenadas angulares (61, 60s,03,04,05) corres-
pondientes a la S° del lado de MSYM seran relacionadas con los parame-
tros correspondientes al espacio interno SO(6) ~ SU(4). Es por ello que en
MSYM se va a trabajar con objetos con ntimeros cuanticos bien definidos
bajo SU(4).

La altima coordenada que nos hace falta relacionar es la coordenada ra-
dial r (z = RTQ) de AdSs, este mapeo lleva a la conexion denominada UV-IR.
Para entender esta entrada del diccionario recordemos que en una teoria de
campos al considerar interacciones las particulas se vuelven objetos mas com-
plicados debido a que pueden interactuar consigo mismos. Esto lleva a que
las cantidades fisicas que aparecen en el lagrangiano de dicha teoria deben
ser renormalizados, es decir, reemplazados tomando en cuenta mediciones ex-
perimentales, y por tanto dependeran de la escala energética p involucrada
en los experimentos. Por ejemplo, si los paramétros medidos de masa y carga
son m(p), q(p) tendremos entonces la descripcion del electron fisico cuando
la examinamos a una distancia ~ % (de manera que s6lo incluimos una cierta
porcion de la “nube” de particulas virtuales que rodea a esta particula “ves-
tida”). A partir del grupo de simetria SO(4, 2), se puede mostrar que AdS a
distinto valor de r (o z) es equivalente a la informacion en MSYM a distintas
escalas de energia (o distancia). Finalmente tenemos que la conexion UV-IR
consiste en que la coordenada radial » en AdS corresponde a una escala de
energia en MSYM (en el sentido de una escala de resolucion espacial). Equi-
valentemente, la coordenada radial z corresponde a una escala de distancia
en MSYM. Esto implica que la region cercana a la frontera en AdS, el IR
(distancias grandes) de la teoria gravitacional, corresponde al UV de la teoria
de norma, y viceversa.

Hay que notar que MSYM es una descripcion alternativa de cuerdas I1B
en AdS, y es incorrecto considerar las dos teorias simultaneamente, es decir,
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que la CFT vive en la frontera, z = 0, de AdS. MSYM contiene informacion
sobre lo que ocurre en todos los valores de z, no solo en z = 0.

3.6. Objetos basicos en las teorias duales.

La siguiente entrada del diccionario hace referencia a la relacion entre los
objetos basicos de las dos teorias. Como se menciond, los objetos basicos que
contienen la informacion fisica en una teoria de norma son los operadores
O(z#) invariantes de norma. Del lado de la teoria de cuerdas, los objetos
basicos son los campos ¢(z™), que en el limite clasico (N — oo) tienen
ciertos valores especificos, y en la teoria cuantica son también operadores
que pueden actuar sobre el vacio para darnos distintos estados.

Para tener una idea clara de este mapeo uno necesita considerar la relacion
entre la R3-brana negra y el conjunto de N D3-branas en Minkowski. En este
contexto, si queremos estudiar las D3-branas tiene sentido arrojarles cuerdas
cerradas, correspondientes a un modo de vibracion de un campo ¢(zM), y
observar la dindmica de las D3-branas. Esto da como resultado ciertos modos
de vibracién de cuerdas abiertas en las D3-branas.

En limite de bajas energias, el campo ¢(z*) en la ubicacion de las D3-
branas se convierte en una fuente de los campos de MSYM a través de un
operador O(z*); la forma de visualizarlo es por medio de la accion de las D3-
branas en el limite de Maldacena, y entonces identificar el operador O(z*)
que estd acoplado al campo ¢(2™). Del lado de la R3-brana negra, vimos que
la parte dual a la pila de D3-branas es la garganta, por tanto, para producir
excitaciones en AdSs x S es por medio del valor del campo ¢(z*) en la
frontera de AdS.

Por ejemplo, analicemos el caso del dilaton . Se tiene que la accion de
la D3-branas es:

Spz = —Tp3 / d4xe_‘pTr{\/— det(n,, + 2w2F,v) + }

1
8.

7

/d4xTr(FWF“”+...)+/d4wTr(FWFW+...)+... (3.10)

~~ Op=LrsyMm
SMsYM

es decir, el operador dual a ¢ es Tr(F?+...)~ lim;_,o %’@:0.
De la misma manera, el graviton h,,y aparece en Sps dentro de la métrica

gun = Nun + hyny de modo que sus componentes pv son duales al tensor
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de energia-momento de MSYM:
O, (z) ~ lim = =T, = Tr(FXF\ + ...). (3.11)

Recordemos que los operadores O(z#) en MSYM estan definidos en el es-
paciotiempo de Minkowski 3-+1 dimensional, y las coordenadas de la S° son
los parametros asociados a la simetria interna R, por lo tanto, estos operado-
res tienen ntimeros cuanticos asociados a una representacion de este grupo de
simetria. Estos nimeros cuanticos especifican el nimero de estados internos,
y como se mezclan ante las transformaciones asociadas a la representacion
correspondiente de SU(4). Uno puede concluir que los operadores no deben
corresponder a campos ¢(z*) localizados en 9-+1 dimensiones del espacio-
tiempo, sino a campos ¢(z™) = ¢(z, x*) en AdSs, mezclandose bajo el grupo
de isometrias de la S°. Entonces, cada campo se descompone en modos de
Kaluza-Klein sobre la S°:

pz™,0%) = ¢p(z™)Yi(6)  donde a=1,2,..5, (3.12)
k

y los arménicos esféricos Y (6%) sobre la S® corresponden a representaciones
de SU(4). Por tanto, los modos de Kaluza-Klein ¢y (z™) sobre la S® (campos
de Cuerdas IIB en AdSs) son los que son duales a los operadores O(z#) de
MSYM.

Por ejemplo, el modo del gravitéon que es constante sobre la S° (onda s)
es dual al tensor de energia-momento en MSYM,

Ry (2, 2#) = T (2P) = TT(F“,\F;\ +...), (3.13)

y las ondas parciales de hy,,(zF,0) con | # 0 son duales a operadores en
MSYM que son generalizaciones de T}, con carga R.

Vale la pena hacer notar que en cualquier teoria cuéntica de campos
(invariante bajo traslaciones en el espaciotiempo), el tensor energia-momento
es un operador local invariante de norma, y por tanto en la teoria dual va a
estar presente la gravedad.

3.7. Multipletes en las teorias.

Debido a que las simetrias globales coinciden en ambos lenguajes de la
correspondencia, uno esperaria tener los mismos multipletes en las dos di-
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ferentes descripciones. La siguiente entrada del diccionario corresponderia
entonces a verificar que estos multipletes son iguales.

Comenzaremos primero mostrando los diferentes multipletes que existen.
Del lado de MSYM, estos multipletes estan conformados de operadores O(x),
invariantes de norma. Como mencionamos, en cualquier teoria de campos
conforme las transformaciones de escala o dilataciones x* — sz* son también
una simetria, cuyo generador es D, y es por ello que nos conviene trabajar
con una base de operadores (o equivalentemente los estados que generan estos
operadores, O(z)|0)) que tengan un eigenvalor definido® A bajo D, conocido
como su dimension de escalamiento, es decir,

[D,0(0)] = —iAO(0), equivalentemente O(0) — O'(0) = s~0(0).

(3.14)

Del algebra conforme tenemos que:
D,J,] =0, [D,P)=—iP, [D K,=+iK,, (3.15)
es decir, que J,,, P, y K, tienen dimension 0, +1, —1 respectivamente. Se
puede inferir a partir de lo anterior que los operadores [K,,:] y [P,,] son
equivalentes a operadores de aniquilacion (descenso) y creacion (ascenso)
respectivamente, en el sentido de que disminuyen o aumentan al eigenvalor
A. Por tanto, dado un operador O(0), al aplicar sucesivamente el operador
“K,” (es decir, [, -]) llegaremos en algiin momento a un operador O(0) que

es aniquilado por K,

[K,,0(0)] = 0. (3.16)

Tal operador tendra la menor dimension de todos los operadores en ese mul-
tiplete, lo llamaremos operador primario conforme. Ahora, para determinar
los otros operadores (estados) del multiplete aplicaremos sucesivamente “P,”
(es decir, [P,,-]) sobre O(0) un niimero arbitrario de veces, tales operadores
son conocidos como descendientes del operador primario.

Debido a que MSYM es superconforme, los multipletes en esta teoria
seran mas grandes. Es decir, si consideramos un operador primario conforme,
y actuamos con las cargas conformes S,¢ ¢ S”Z-i podremos generar un nuevo
operador primario, pero, con dimensiéon menor por %, o con las supercargas
Qg v Qa 7 obtendremos otros primarios conformes con dimensién mayor por %

5En una teoria conforme, como es el caso de MSYM, P? ya no es un Casimir, debido
a que [D, P?] # 0.
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De esta manera, estos operadores son equivalentes a dos pares de operadores
de aniquilacion y creacidon, pero ahora, fermionicos.

Ahora si aplicamos sucesivamente S, (6 S’g) sobre un operador primario
O(0) existira un operador O(0) tal que

[Say, 0(0)]« = 0=[SL,000)]+ Va,d,f (3.17)

(ademés de que [K,,O(0)] = 0),

este operador es denominado operador primario superconforme.

En resumen tenemos que un (super) multiplete del grupo superconforme
SU(2,2,]4) puede ser generado a partir de un operador primario supercon-
forme O actuando sucesivamente con los operadores @ y @, con los cuales
generamos otros primarios conformes O, y con aplicaciones sucesivas de P,
se pueden generar los operadores descendientes de cada operador primario.

Estos multipletes estan caracterizados por los niimeros cuénticos del pri-
mario conforme bajo SO(4,2) x SO(6) ~ SU(2,2[4), es decir, su dimension
A, espin j y su representacion bajo la simetria R (SU(4)).

Debido a que en MSYM los campos transforman en la representacion
adjunta, los operadores locales invariantes de norma son del tipo

O(z) ~ Tr(M;(z)Msy(x)...) (3.18)

(o productos de tales trazas) donde M;(z) = F,, (), ®*(x), ¥/ (x) (o deriva-
das covariantes D,, de estos campos basicos). Debido a esto, sus propiedades
de transformacion son manifiestas bajo Lorentz y SU(4). Por tanto, el anico
dato no trivial es su dimensién de escalamiento A.

Como en cualquier QFT, cuando existen interacciones los parametros en
el lagrangiano no concuerdan con los medidos experimentalmente. En este
caso es necesario renormailizar los campos y los operados compuestos. Pero,
al remover las divergencias UV en las funciones de correlacion de estos ope-
radores renormalizados nos llevara a corregir la dimension de los operadores,
es decir,

A=A0 14 (3.19)

donde A® es la dimensién desnuda (dimensién sin interacciones), y v es
denominada dimensién anémala. La dimensién andémala v se puede calcular
de manera perturbativa (A < 1), pero no cuando A > 1, por tanto, no
sabemos en general la dimension para todo operador O.
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Pero, se tiene un caso especial para ciertos operadores primarios su-
perconformes que son aniquilados por algunas supercargas Q y @, y por
tanto el multiplete que generan es més corto; tales operadores son llama-
dos primarios superconformes quirales o BPS [18]. Lo interesante es que uno
puede mostrar, a partir del algebra superconforme, que la dimensiéon de un
operador primario quiral (BPS) queda determinada por sus propiedades de
transformacion bajo Lorentz y bajo la simetria R, es decir,

1 _
eas(01 D + SaRY,) + §5§,J#yagg, O(0)| = 0. (3.20)

La conclusion es que los operadores quirales (tanto el primario supercon-
forme O como todo el multiplete que genera) tienen, para cualquier valor
de A, dimensiéon de escalamiento exactamente igual a su dimensién desnuda,
A=A,

Se puede mostrar que los tinicos operadores de una traza en MSYM que
son primarios quirales (BPS) son:

O)(x) = Tr(q){el(x)..@e’}(x)) (3.21)

con [=2,3,4,...,N, dimension A©® = [y carga R [0,1,0] (etiquetas de Dynkin
para identificar una representacion de R). Estos operadores tienen, por ser
BPS, A = para cualquier valor de \.

Del lado de cuerdas IIB en el limite N — oo y A — 00, es decir SUGRA
IIB, se puede mostrar que para cada campo sobre AdSs (modo de Kaluza-
Klein ¢ (x™) sobre la S°) en coordenadas globales existe una relacion entre
la masa y la energia (ver p. ej. |6]) de la siguiente manera

espin 06 2: m?’L* = E(E — 4),
1.3
espin 5 6 % Im| = E — 2, (3.22)

p-forma: m?L? = (E —p)(E +p—4).

Los modos KK de los campos de SUGRA IIB tienen espin < 2, y por
tanto, deben pertenecer a multipletes cortos. Es decir, todos los modos de
SUGRA TIB estan en multipletes quirales (exactamente %BPS).

A partir de una rotacion de Wick en la teoria con gravedad y la teoria
conforme podemos obtener diversas versiones euclideanas de la correspon-

dencia AdS-CFT, por ejemplo MSYM en S® x R es dual a cuerdas IIB en
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AdS5 global. Se puede mostrar en MSYM que el generador de dilataciones D
se convierte en el generador de traslaciones en el tiempo (es decir, el Hamil-
toniano) para la CFT definida sobre S® x R, y considerando que dicha teoria
es dual a cuerdas IIB en AdSs global, se puede concluir que la dimensién A
en la CF'T corresponde a la energia E asociada al tiempo global 7 en AdS.

Por tanto, de la relacion entre £ y m que mencionamos, tenemos el si-
guiente mapeo entre la dimension A de los operadores en la CFT y la masa
m de los campos (modos KK) en AdS:

espin 06 2: m?L* = A(A —4)

1.3
espin 5 6 % m| =A—2 (3.23)

p-forma: m?L* = (A —p)(A +p —4).

Finalmente se tiene que, si la correspondecia AdS-CFT es correcta, por
cada multiplete %BPS de operadores de una traza en MSYM, debemos tener
un multiplete %BPS de campos en cuerdas IIB. Es decir, por cada operador
primario superconforme del lado de MSYM

O =Tr(ef@0%, .97) 1-2,.N (3.24)

con A =1, s =0, en la representcion [0, [, 0] de SU(4), debe existir en cuerdas
ITB un multiplete %BPS para cada valor de [ = 2, ..., N, basado en un campo
primario superconforme con espin cero, masa m?L* = (I — 4) y en la rep
[0,1,0] de SU(4). Sorprendentemente, al hacer la comparacion detallada jse
encuentra un acuerdo perfecto!

3.8. Evolucion de los estados.

Después de estudiar el espectro de estados en la dualidad, el siguiente pa-
S0, como es natural, es verificar si los estados evolucionan de la misma manera
en ambos lados de la correpondencia y, si es asi, mostrar como se traduce la
informacion entre las teorias duales. Es decir, estudiar interacciones desde el
punto de vista de la correspondencia.

Como hemos visto, toda la informacién fisica en una teoria de campos
interactuante, por ejemplo MSYM, se encuentra en las funciones de correla-
cion, en particular de operadores O(x) invariantes de norma. Teniendo este
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panorama la pregunta es como traducir el calculo de correladores en MSYM
a la teoria dual.

Del lado de MSYM, recordemos que para calcular correladores (de n
puntos) lo podemos hacer por medio de la funciéon de particion Z[.J;], de la
siguiente manera

1 ) )
O, (21)...0;, (2,)) = , Z[J; , 3.25
< .71('r1> ]n(x )> Z[O] Z(Sc]jl(xl) 7/5(]‘7”<xn) [ J] Jj:() ( )
donde
Z[J}] = / DA, DO DY eliSusvutis; [ d'a0;(@) ()] (3.26)

Como observamos los operadores O, invariantes de norma, se acoplan con las
fuentes Jj;, ésto equivale a deformar la teoria,

6Smsym = Z / d*zO; () J;(x), (3.27)

aunque al final normalmente se apaga esta deformacion.

Del lado de la teoria con gravedad vimos, al inicio del capitulo, que en
AdS no bastaba con dar condiciones iniciales para determinar por completo la
evolucion, sino que hace falta ademas especificar condiciones en la frontera.
Por tal motivo, la funcién de particiéon Za45 tiene que ir acompanada de
condiciones de frontera para cada campo ¢;(z™), es decir,

Zaas[o"] = / Dy Dh"DBM™ .. etScus (3.28)

o(xt, 2 =0) ~ gol(o)(:p“), ..., ete.

Las condiciones de frontera de los campos ¢; estan determinadas por las
ecuaciones de movimiento correspondientes.

En el caso particular de un campo escalar ¢ con comportamiento asintoti-
co lim,_,0 ¢(z,2%) = 22¢©) (2#), y al considerar la ecuacion de Klein-Gordon
en coordenadas de Poicaré, uno puede verficar que

AA = 4)60 + 22970,0,00 — m2R2p =0

= AN —4)=m’R?
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debido a que el segundo término es subdominante cuando z — 0. Por tanto,
tenemos dos diferentes comportamientos asintoticos correspondientes a

Ar =2+ 1+ m2R2. (3.29)

Podemos notar de la ec. (3.23) que A, es equivalente a la dimension de
escalamiento del operador O que es dual al modo de KK con masa m. Es
decir, A, =AyA_=4—-A.

Si definimos el producto interno, para dos soluciones cualesquiera de
Klein-Gordon, como

(61, ) = i / B da/=gg" (6002 — 621, (3.30)

podemos comprobar que la soluciéon ¢, asociada a A,, es normalizable.
Mientras que para la solucion con comportamiento asintotico A_, es decir
¢_, se tiene que

(p_, ) ~ /Odz<§)5(%)2z% o 22472 o —oo st A<,
(3.31)
es decir, ¢_ es no normalizable si m2R? > —3.

Esto no es particular para un campo escalar, sino es un resultado genérico.
Para cualquier campo siempre existen dos comportamientos asintéticos de
manera idéntica, es decir,

lim ¢(z, 2") = 2260 (21) (3.32)
z—0
con A, = A (normalizable) y A_ =4 — A (no normalizable).

Al cuantizar el campo ¢(x™) son sblo los modos normalizables los que
pueden fluctuar, mientras que los no normalizables debido a que tienen un
comportamiento asintético tan violento no pueden fluctuar, y por tanto re-
presentan un fondo fijo, es decir definen la teoria. Los modos no normalizables
pueden estar encendidos o no, dependiendo de lo que especifiquemos en las
condiciones de frontera de los campos.

Encender modos no normalizables, modificando las condiciones de fron-
tera, significa cambiar de teorfa de la misma manera que sucede cuando
queremos calcular la funciéon de particién de lado de MSYM. Por tanto, uno
puede proponer que ( ver [19], [20] )

ZeorrlJj] = Zaas|J;] (3.33)
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donde
Zaas[o] = / Do Dh]"DBJ™...cliSci] (3.34)
con l%¢j(z,x“) =2 ().
Es decir, el valor de frontera gzﬁgo)(x“) = lim, 0 2% *¢;(z,2") del campo

¢j(z,z") se interpreta como la fuente J;(z#) del operador dual O;(z*).

Hasta aqui podemos tener la primera conclusion, ésta es la manera de
interpretar a los modos normalizables y no normalizables del lado de la teoria
conforme. Esto es, encender modos no normalizables de ¢;(z, ") en AdS
implica cambiar la CFT por 65 = [ d%(’)j(:p“)qﬁgo)(ﬂ), o viceversa. Mientras
que encender modos normalizables implica del lado de la CFT cambiar de
estado, o de manera equivalente en direccion opuesta.

En general, no sabemos calcular la funciéon de particion Z 45 de lado de
cuerdas, ya que no conocemos el teoria completa. Pero en el limite de A > 1,
podemos restringirnos a los modos de SUGRA IIB en 9-+1 dimensiones,

1 1
Ssuara = m/dlox —g10 (R(m) - §8Mg08Mgp + .. ) (3.35)

o después de la descomposicién en modos de KK sobre la S°,

1 1
SSUGRA = 16 /d5xv —g®) <R(5) 5 0™ + .. ) (3.36)

donde
I _ Vol(S°)  N?
167G®) — 167G10 872 R3
con Vol(S5?) el volumen de la S® y G la constante gravitacional (ver (4.14) y

(4.16)). Para N — o0, esta accion se vuelve muy grande, asi que la funcion
de particion puede calcularse en la aproximacion de punto silla,

(3.37)

Zaaslel”] = / Do Dh™ DB . . . ¢Ssvarales] (3.38)

7 _ A=A (0)
li 0,(2,2%) = =426 (o)

NZeo Lisies s O] (3.39)
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donde gb?l denota la solucion a las ecuaciones de movimiento de SUGRA 1IB
con las condiciones de frontera dadas.

Por tanto, la conclusién es que para A > 1, N — oo podemos determinar
las funciones de correlacion de MSYM a través de un calculo en AdS que
involucra simplemente resolver las ecuaciones clasicas de SUGRA.

Confeccionar y mejorar el diccionario de la dualidad so6lo es una parte
del trabajo realizado en el contexto de la correspondencia AdS-CFT. Otra
direcciéon de gran importancia es encontrar duales geométricos a teorias de
norma que cada vez se parezcan mas a QCD. Como vimos, la teorfa de cuer-
das tipo IIB en AdSs x S°y SYM N = 4 es el ejemplo mejor entendido de la
dualidad, pero las caracteristicas de esta teoria de norma son muy diferentes
a las de QCD. Otros modelos sobre espaciotiempos de fondo més compli-
cados presentan duales gravitacionales a teorias de norma que incorporan
confinamiento, menos supersimetria, etc.

En el siguiente capitulo revisaremos una aplicaciéon concreta de la herra-
mienta matematica de la dualidad norma-gravedad para calcular la funcion
de correlacion del tensor energia-momento, y con ello determinar la viscosi-
dad de un plasma de MSYM, ademas de calcular la entropia de dicho plasma.
Con esta aplicaciéon incorporaremos todos los resultados del diccionario mos-
trados aqui.



Capitulo 4

APLICACION DE LA
DUALIDAD
NORMA-GRAVEDAD.

Como mencionamos en la seccion 3.3 en lugar de buscar teorias gravitacio-
nales duales a teorfas mas parecidas a QCD, una alternativa para acercarnos
un poco mas al mundo real consiste en encender una temperatura del lado
de la teoria de norma, lo cual resulta util para estudiar sistemas analogos al
plasma de quarks y gluones de QCD. Introducir una temperatura 7" a la teo-
ria de norma significa anadir energia al sistema sin modificar otros niimeros
cuanticos, de forma que la teoria en si no se modifica, pero el estado particular
es diferente. Para lograr ésto utilizando la correspondencia AdS-CFT, nece-
sitamos regresar al sistema de N D3-branas como solucién solitonica a las
ecuaciones de SUGRA. En la deduccién original de la dualidad de Maldacena
inicamente se considero6 el caso de la R3-brana extremal, M = (%y% Sin
embargo, si se introduce mas energia al sistema dejando fija su carga lo que
obtenemos es una R3-brana no extremal. Al tomar el limite de ultra-bajas
energias de dicho sistema deducimos que el dual gravitacional de la teoria
SYM N = 4 a temperatura finita es la geometria (AdS-Schwarzschild)s x S°
Los pioneros haciendo calculos de coeficientes hidrodindmicos en este fondo
fueron Son Starinets y Policastro [25, 26] . Es decir, la métrica

dz?
f(2)

2
ds2_-fi—<——f(zﬁﬁ2%—d£2—%

22

) + R (4.1)

47
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donde .

fz)=1- (i) o = (nT) (4.2)

ZH

con z = R72 la coordenada radial y zy la ubicacion del horizonte de eventos.
El comportamiento asintotico de la métrica revela que la fisica de la teoria
de norma en el UV no se ve afectada por la presencia de la temperatura. Sin
embargo, la fisica en el IR se modifica drasticamente. La métrica tiene un
horizonte regular con érea finita y temperatura de Hawking T = (7zy) ™'
Sorprendentemente esta temperatura asi como las propiedades termodinami-
cas del agujero negro van a ser las mismas en el lado de la teoria de norma,
donde lo que tenemos es un plasma fuertemente acoplado de gluones y ma-
teria en la representacion adjunta. En las siguientes secciones discutiremos
evidencias que dan soporte a esta afirmacion.

4.1. Densidad de entropia de un plasma.

La primera evidencia consiste en el calculo de la densidad de entropia s del
plasma de MSYM. Para ello utilizaremos la relacion de Bekenstein-Hawking
donde tenemos que la entropia S es proporcional al area Ay del horizonte de
eventos de un hoyo negro, es decir,

An

e (4.3)

SBH =

donde G es la constante gravitacional.

Aprovechando que la geometria (4.1) es el producto de dos espacios, nos
enfocaremos primero a calcular el area del horizonte respectivo a la métrica
(AdS-Schwarzchild);. El volumen d-dimensional es calculado por medio de:

V= / dx’dz'dz?...dz? "t \/— det ha (4.4)

donde h,, es la métrica inducida:

oz 0x”
ab = %%gul/(x)‘ (45)

Para calcular el volumen del horizonte de un hoyo negro se tiene que z = zp,
a tiempo fijo t¢, para toda &, y por tanto
R? -
ds* = —-dz* z=zy, t=ty, VI
/ZH ’



CAPITULO 4. APLICACION DE LA DUALIDAD NORMA-GRAVEDAD.49

En este caso tenemos que hy, = gup, v €ntonces

) . (R\3 R3 . R
| AdSs :/dgm\/—det(gab) = /d?’x(g) = —3/d3 = g\/},d

RH

concluimos que
aass _ 1P
“H
donde V' es el volumen tridimensional euclideano.
Ahora, para calcular el 4drea de la 5-esfera. Se tiene que, por analisis
dimensional, el volumen de la esfera de radio r esta relacionada al volumen

de una esfera de radio unitario por:
Vol(S4(r)) = r Vol (ST). (4.7)
El problema se restringe entonces a encontrar el volumen de una d-esfera
unitaria. Para este proposito evaluaremos la integral
2

1, :/ dridzxy...drge™" (4.8)
Rd

en dos formas diferentes donde hemos considerado el espacio R? en coorde-
nadas xy, Ty, ..., x4 y coordenada radial 7? = 23 + 23 + ... + z2.
Primero procederemos considerando el producto de d integrales gaussia-

nas, es decir,
d o d
I, = H/ dze" = 1_[(\/%z =Tz, (4.9)
i=1"—% i=1

Por otro lado, consideremos capas delgadas esféricas. Puesto que el es-
pacio de constante r es la esfera S¢~!(r), el volumen de una capa entre r y
r + dr es igual al volumen de S?*(r) por dr, es decir,

ol

I; = / drVol(8%(r))e™™ = Vol (S / drré=te""
0

1 oo
Iy = §VOZ(S‘H) / dte='t¥/21
0

para llegar a la ultima igualdad se hizo el cambio de variable t = 72. Para
resolver la integral, recordemos la definicién de la funcién gamma, es decir,

[(x) = / dte "1 r>0 (4.10)
0
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y las siguientes propiedades:

FNe+1)=al'(z) >0, T'n)=Mm—-1)! para n€Z y n>0

(4.11)

Tenemos que la integral en términos de esta funciéon es

1 d
Iy = 5VOZ(Ls*d-l)P(?, (4.12)
comparando con la evaluacién anterior, obtenemos
d+1
Vol(S%) = QW‘TF(%). (4.13)
Se tiene entonces que
5 5Y,.5 3 5 2m 3.5

Vol(S°(r)) = Vol(S°)r® = 2n°T'(3)r° = —1r° = 7°r°. (4.14)

2

Por supuesto, este mismo resultado se puede obtener usando (4.3) con una
eleccion estandar de coordenadas angulares sobre la S°.

Podemos finalmente calcular el area del horizonte de eventos con el pro-
ducto directo de la 5-esfera con (AdS-Schwarzchild)s, es decir,

o= s - ()] o]
Ay = (%)3381/351 (4.15)

Para calcular la densidad de entropia s falta calcular la constante gravi-
tacional GU% 10-dimensional. Para ello consideremos las relaciones entre los
parametros de las teorias duales

R4
9 = 4mge,  gyulN = s y que V8rGU0) = 87T7/2gcl3.

Al combinar las dos primeras,

cl =
Jete 4N

y sustituyendo

5/2 p4
VarGo = 27 ]/VR ,
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tenemos que

T R®

2N2°

Finalmente de la relacion de Bekenstein-Hawking se tiene que

G0 = (4.16)

1 /73 2N? N?
R -
Vag 4 \23 T4 RS 2mz3,

ZH

Por tanto usando (4.2), la densidad de entropia del plasma de MSYM es

2 \7273
g TNTT (4.17)
2

De aqui vale la pena resaltar dos cosas. Primero, que la entropia es pro-
porcional a N2, lo cual es una sefnal de desconfinamiento. Y segundo, que el
valor obtenido es % del valor predicho por la ley de Stefan-Boltzmann para
un gas libre de SYM N =4. Este altimo hecho no es un error de la correspon-
dencia AdS-CF'T; por el contrario, se interpreta como una prediccion para el

limite de acoplamiento fuerte. En efecto, se tiene que

SSYM — f()\)SSB (418)

donde f(A) es una funcién continua tal que f(0) = 1y f(oco0) = 3 [21].
Calculos perturbativos en SYM débilmente acoplado, y correcciones del lado
de teoria de cuerdas para 1 < A < oo son consistentes con este hecho [22, 23].
Resultados [24] obtenidos mediante QCD en la red estipulan que a tempera-
turas que se encuentran en el régimen de desconfinamiento e incluso cuando
el plasma estd fuertemente acoplado se tiene que sgcop ~ %sSB (notar que %
se acerca mas a % que a 1). El resultado obtenido para SYM sugiere que el
valor obtenido numéricamente para QCD es una huella de que los plasmas
fuertemente acoplados exhiben propiedades similares independientemente de
la teoria subyacente.

4.2. Hidrodindmica.

La hidrodinamica es una teoria efectiva, ya que describe con éxito so-
lo fenomenos que ocurren a longitudes de onda grandes (el continuo) y a
frecuencias bajas (tiempos largos) |27, 28]. Ademés como sabemos es nor-
malmente formulada en el lenguaje de ecuaciones de movimiento en vez de
un principio de accion.
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Por otro lado, el alcance de hoy en dia de la termodinamica fuera del
equilibrio no cubre todos los procesos fisicos. Una condicion para la validez
de muchos estudios en termodinamica fuera del equilibrio de la materia es la
que se conoce como equilibrio térmico local |28]. El equlibrio térmico local de
materia significa conceptualmente que, para el estudio y analisis, el sistema
puede ser divido espacial y temporalmente en celdas de tamano infinitesimal.
Cuando estas celdas son definidas, se admite que la materia y energia puede
pasar libremente entre dos celdas contiguas suficientemente lento para dejar
las celdas en su respectivo equilibrio térmico local con respecto a sus varia-
bles intensivas. Y por tanto, las condiciones de equilibrio térmico en cada
celda son una buena aproximacion. En ocasiones se asume que las variables
intensivas de la termodinamica en equilibrio son suficientes como las varia-
bles independientes para describir la dindmica. Uno puede pensar aqui en
dos tiempos de relajaciéon separados por orden de magnitud. El tiempo de
relajacion mas largo es del orden de magnitud del tiempo que le toma a la
estructura dindmica macroscopica del sistema cambiar. El tiempo mas corto
es del orden de magnitud del tiempo que le toma a una celda alcanzar el
equilibrio térmico local. Si estos dos tiempos de relajaciéon no estan bien se-
parados el concepto de equilibrio térmico local pierde su significado, y otros
enfoques tienen que ser propuestos.

Las ecuaciones que rigen toda la mecénica de fluidos se obtienen por la
aplicacion de los principios de conservacion de la mecanica y la termodinami-
ca a un volumen de fluido. Para el caso relativista [29], se tiene la conservacion
del tensor de energia-momento:

v, =0 (4.19)

donde V, es la derivada covariante compatible con la métrica de fondo g, en
donde el fluido vive. Estas ecuaciones no constituyen un problema de valores
iniciales, en general, ya que para d > 2 tenemos mas variables que ecuaciones
(3d(d + 1) componentes independientes del tensor energia-momento).

En el limite hidrodindmico con la suposicién de equilibrio local, el estado
del sistema, en un tiempo dado, es determinado por los campos de tempera-
tura T'(z) y velocidad v*(z). Debido a que v,v* = —1, solo tres componentes
de v* son independientes. Por consiguiente, el niimero de variables hidrodi-
némicas es cuatro, igual al niimero de ecuaciones.

Se tiene entonces que las ecuaciones para fluidos dindmicos no cargados
son las ecuaciones de conservacion del tensor de energia-momento y la rela-
cion de T* con T'(x) y v(x). (En el caso de fluidos con carga, se considera
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también la ecuacion de conservacion para la carga.) Siguiendo el procedimien-
to estdndar de teorfas de campo efectivas, hacemos un desarrollo en derivadas
de las variables dindmicas. En general, los coeficientes pueden ser obtenidos
ya sea por mediciones o por célculos microscopicos.

Para un fluido en equilibrio térmico local podemos entonces escribir una
expresion para el tensor de energia-momento de un fluido d-dimensional como
una funcion de los campos de temperatura y velocidad:

T" = (p+ P)v*v” + Pg"” — ot (4.20)

donde p es la densidad de energia, P es la presion y o*” representa la contri-
bucion de derivadas de Ty v* al tensor de energia-momento. Los primeros
dos términos describen el tensor del fluido ideal, mientras o* incorpora todos
los términos disipativos:

o o Y ol (4.21)
n=1

donde a% es el n-ésimo orden en derivadas de los campos dindmicos del
fluido.

La forma explicita de las funciones ijfb’ puede ser derivada a partir de la
dindmica del sistema especifico. Sin embargo, por simetria y otras conside-
raciones generales la relacion constitutiva es reducida significativamente. A
primer orden, por ejemplo, se tiene

aé% = prapvp [77(80/06 + 0V — %ga/ﬁ)\v}‘) + Cga/gﬁ)\v)‘} (4.22)
donde P* = g" + v*v” es un operador de proyeccidon sobre las direcciones
perpendiculares a v*.

Los coeficientes 1) y ¢ son funciones arbitrarias de la temperatura, referidas
a la viscosidad de corte (shear) y viscosidad volumétrica (bulk), repectiva-
mente. En el caso de una CFT el tensor de energia-momento es necesariamen-
te sin traza; esto lleva a que P = =25 y ( = 0, y por tanto no existe viscosidad
volumétrica. A ordenes més altos obtenemos maés términos, una discusion de
términos permitidos en segundo orden es considerado en [36]. En general,
hay funciones escalares de las variables termodinamicas multiplicando estos
términos, es decir, los coeficientes de transporte.

'Sin embargo, veremos mas adelante que el coeficiente correspondiente a la viscosidad
es posible determinarlo, del lado de gravedad.
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4.3. Viscosidad de un plasma de MSYM.

Un paso més adelante al calculo anterior, consiste en perturbar la métrica
y estudiar fluctuaciones para determinar propiedades hidrodinamicas de la
teoria de norma, que como mencionamos no eran accesibles con las herra-
mientas tedricas tradicionales. Los pioneros en este tipo de trabajos fueron
Policastro, Son y Starinets [30], quienes calcularon coeficientes de transpor-
te de la teoria SYM N—4 a temperatura finita a partir de las funciones de
correlacion del tensor energia-momento y la formula de Kubo. Esto genero
una intensa actividad en torno al tema, debido a que se pudieron determinar
ciertas propiedades para un conjunto amplio de teorias de norma fuertemente
acopladas.

Una aplicacion particular de la teoria de la respuesta lineal es el uso de
la formula de Kubo para extraer coeficientes de transporte de plasmas de
teorias de norma fuertemente acopladas

El célculo que realizaremos aqui sera el de la viscosidad de corte del
plasma de MSYM. Para ello consideraremos la relacion de Kubo [31] corres-
pondiente a la viscosidad de corte n, es decir,

1
n = —lim —ImG% _ (w,0), (4.23)

w—0 W Y,y

donde Gf, . (w,0) denota a la funcion de Green retardada de la componente

xy del tensor energia-momento,

G, (@) = 0(a" — 2°) ([T (@), T (@) (4.24)

P v

Recordemos ademés los siguientes dos enunciados del diccionario de la co-
rrespondencia (capitulo 3):

1. Para cada operador O(x*) invariante de norma de la teoria de campo
existe un campo? ¢(x™) dual en la teorfa de cuerdas.

2. La receta para calcular correladores, dada por:

ZCFT{J] = €is[¢5l], (425)

?De manera precisa y particular se tiene que los modos de Kaluza-Klein ¢y (2™) sobre
la S® (Campo de Cuerdas IIB en AdSs) son los que son duales a los operadores O(z*) de
MSYM.
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donde el lado izquierdo es la funcién de particion de la teoria de campo,
con la fuente externa J acoplada al operador O,

Zerr[J] = / DAeliS+i [ d'z]O]

mientras que en el lado derecho aparece la exponencial de la accién
S[¢a] de la solucion cléasica ¢ de la ecuacion de campo con la condicion

de frontera:
1, ¢cl(27 Q?)
im ———=

z—0 zA
donde A = 4 — A, con A la dimension del operador O que es dual
al campo ¢. Cuando A = 4, como es el caso del tensor de energia-
momento, tenemos

= J(z) (4.26)

Ga(z=0,2) = J(x) = ¢o(x). (4.27)

Tomando en cuenta estos dos enunciados y siguiendo el método habitual de
teoria cuantica de campos®, uno puede encontrar una relacién para calcular
correladores de dos puntos del operador O a partir de la correspondencia
norma-gravedad:

. (52501 [¢]
0J(2")0J () 1go(2=0)=0=0"

Se tiene entonces que la correspondencia AdS-CF'T mapea el problema de en-
contrar funcidénes de correlacion en la teoria de campos fuertemente acoplada
a un problema clasico en gravedad.

Ademas, queda claro que para encontrar funciones de correlacion de dos
puntos en QFT a partir de la correspondencia norma-gravedad, uno puede
limitarse a la parte cuadratica de la accion clasica del lado de gravedad.

El caso que nos interesa es encontrar la funciéon de correlacién del tensor
de energia-momento. Por tal motivo consideremos fluctuaciones h,,, sobre
un fondo? de la forma

G2, z) = —i(TO(2), O(x)) = (4.28)

ds* = g..dz* + g, (2)dz"dz”. (4.29)

3Es decir, aplicar la derivada funcional a la funcién de particién Z[J] dos veces con
respecto a J(x) y finalmente apagar la fuente, J(z) = 0, para obtener la funciéon de
correlacion de dos puntos respectiva.

4Es decir, gmn = Gmn+VGhmn donde Gy, es el valor de fondo del campo (por ejemplo,
AdS), hpyy, la fluctuacion que se cuantiza dando lugar a particulas y G la constante de
Newton.
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Se tiene que la accion (Einstein-Hilbert) para la métrica es

1

Spyq = ———
B 167G0O)

/d%dzv—gR ~ /d4:1:dz (ahah + VGO hOhOh + - - '>,

(4.30)
Los términos proporcionales a v/G de la accion Einstein-Hilbert son descar-
tados debido a que en nuestra receta de calculo de correladores, a partir de la
dualidad AdS-CFT, nos concentraremos en el caso cuando la CFT esta aco-
plada fuertemente, y tiene muchos colores N — oo y A > 1, ver la ecuacion
(3.37).
Para calcular la viscosidad necesitamos calcular la funcion de correlacion
de dos puntos de la componente zy del tensor energia-momento 73, que es
dual a la componente h,, = ¢. La acciéon para ¢ es:

S—K / dart / =G (0.6 + 9 0,0,6]. (4.31)

Siguiendo nuestra receta para calcular correladores, necesitamos encon-
trar la solucién clasica a las ecuaciones de movimiento, que se obtienen como
siempre a partir del principio de minima accion.

La ecuacién de movimiento es por tanto,

1

v

Uno puede proponer una soluciéon para esta ecuacion de la siguiente manera,

0.(V—=9970.6) + ¢ 0,0,¢ = 0 (4.32)

bo(0.2) = fo(2)dolp),  Ha,z) = / %fd@%(@em, (4.33)

con la condicion de fronteras:

o2 =0)=6olr), ool = [ fT’;ebo(p)eW. (131)

Al sustituir esta solucién en la ecuaciéon de movimiento tenemos:

1 d*p

\/——_g/ (2m)*
d*p

ipxT 1 z2Z ny o
/ e ) | =090 0(2) + 9 =) )] = 0

4

)0 (V=30 1(2)) 0" [ G om0, 0,67 =0
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1
v—9
con condicion en la frontera f,(z = 0) = 1.

Considerando ahora el caso particular correspondiente al dual geométrico
ds? = & (dz? — dt* + d7?) tenemos:

0:(V=9970.f,(2)) = 9" pupv fo(2) = 0 (4.35)

2 (R 22 5 22
w0 (G 0h) 7 gl =0

20 B 22
ﬁaz (Z 3azfp> - p2ﬁfp =0

5

2
z _ _ z
(=870, + 2702, ) — =5, = 0
-3z 22 22
?azfp + ﬁagfp - pzﬁfp =
3
02 fp(2) — J0:1(2) = Pfp(2) =0 (4.36)

Una propuesta de solucion es dada por f,(z) = 3(pz)?g(pz), donde g es
una funcioén por determinar,

2
% [zQ(zQQ/' +4zg' + 29) — 32(22g9 + 2%g) — p2z4g] =0

2
% [249” +422g +22%g — 62%g — 323¢ — p224g} =0
2

D [z4g"+23g'—4z29—p224g] —0

2
g4+ Py — 49— p*tg=0  Si p*>0
22" + zg' — (p*2%g +2%)g = 0.
Esta tltima es la ecuacién de Bessel modificada de grado 2, por lo tanto
g(pz) = Ky(pz). Tenemos entonces que

£(2) = %(pz)2K2(pz) 1 i(pz)Q _ %@z)ﬂn(pz) +o (4.37)

La segunda solucion es h(pz) = (pz)*Lx(pz) y es descartada porque diverge
exponencialmente cuando z — oo.
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Por otro lado, consideremos la siguiente derivada

am (¢cl \/__gamqbcl) = \/__gamqbclamqbcl + ¢8m (\/__gamqbcl)a

y tomando en cuenta la ecuacién de movimiento, (’9m(\/—g@m¢cl) = 0, obte-
nemos la siguiente igualdad:

Om (¢cl\/__gam¢cl) = \/__gam¢clam¢cl'

Ahora, si sustituimos en la accién tenemos

=k [ [ devmg0,0u070s =K [d'e [ dz0,(00v=50m00)
0 0

k¢ [t [ 0. (00v=50%00) + 0,(0av/=50"0)| =
B K/d% /OZH dz20;(pa/—90%¢u) + K /OZH o / d* 20, (dav/— 90" ¢a) =
— K [ daléuy=50"6

Pk [ deagoen = (438)
0 0
— K [ dtatouy=g00n)|" = K [ atetv=g"0ud.0n)|

Por tanto, al sustituir la soluciéon de la ecuacion de movimiento, tenemos que

5= K [ dta(v=g50u0.0.)] = (4.39)

_K/d%\/—g [/ (d4 )’ £ (2)do(p)e™ x]az[/ (d4) fo(z )¢o(p)6”"x} ZH

— i [ V| [ e ] St o) 2052

= K [ 500+ ) g o) V=g 1y (2000,

N K/ (547’;4%(—29)%(29)\/—_9927p(z)apr(Z) ‘ZH
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Y tenemos la acciéon en términos del valor frontera ¢y = ¢q(p, z = 0):

5= [ G =nFw 00| (4.40)
donde
F(p,2z) = KNJ—997% f—p(2)0. f,(2). (4.41)

Antes de derivar recordemos la definicién de una derivada funcional

SFlo()] _ . Flole) + 00 (@ — 21)) — Flo(a)]
Soa) :

Por ejemplo,

Bo(r) _ o 1600) 6 o) = 0] gy, o

bo(x) =0 E
[ da"f(x)g(@)] _ | [ da"[f(x) + 6 (@ — 2')]g(a) — [ de" f(a)g(x) _
5/ () 0 :

N / dz"0" (z — 2")g(x) = g(a").

Siguiendo con nuestra receta para calcular correladores a partir de la
correspondencia norma-gravedad, tenemos que derivar la acciéon con respecto
al valor frontera ¢o(p), es decir,

525[9W]
do(p')0o(p) '

Ahora considerando la dependencia de k y k' de F(k, k', z), correspondiente a
p v —p respectivamente en su definicion, e introduciendo una delta de Dirac,

<Twy(p,)7Txy(p)> - =

(To0). T 0)) = =5 | Gymgadi )6 () F k. 2)on()

5[ AR a0 Do)
= / 2 B 90 (p)

(5 dk4 14 4 / 4 , 4 , ,
= — / (27r)4dk [5< V(K —p) o (k)+6W (k—p) o (K )] SO K +k)F(k, K, 2)

Bok) + S0 (K) |8 (K + k) F (k. K, 2)
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S / %dk"* [5(4)(k'—p)5(4)(k—p’)+5(4)(k—p)5(4)(k’—p’)] S (K +k)F(k, K, 2)
Por tanto,
) /
(Toy(p'), Tuy(p)) = —%ﬂ;p) [F (p, 0, 2) + F(p',p, Z)] (4.42)
donde
F(p,2z) = KNJ—997% f—p(2)0. f,(2). (4.43)

Recordemos que, hasta aqui la inica suposiciéon que se ha hecho para calcu-
lar tal correlador ha sido que la métrica sea diagonal, por tanto puede ser
utilizado para cualquier teorfa de campos con dual geométrico de la forma
(4.24).

Para el caso en que la solucion a la ecuaciéon de movimiento sea simétrica,
como es el caso para temperatura cero tenemos,

(Tay, Tay)p = _2?_{% F(p, 2). (4.44)

Notemos que la accion S ~ [dzd*z\/—=g... sera divergente en z = 0, debido

a que el volumen del espacio diverge. Por la conexiéon UV-IR esta divergen-

cia IR en AdS corresponde a una divergencia UV en la CFT, como era de

esperarse. El procedimiento que se sigue es regularizar truncando la integral
[e.@] o0 . . . .

fo dz a [~ dz (para que las divergencias se vuelvan cantidades manejables).

Por tanto, pediremos como condiciéon de frontera:

Pz, 2") 5 2T (M), (4.45)

Esto se puede interpretar dicendo que la fuente no esta completamente loca-
lizada, sino esparcida en una regon de tamano ~ €. Después de regularizar,
se agregan (contra)términos locales, definidos en la superficie de corte z = €,
en la accion regularizada S[¢]. La accion total, S. + S5, da lugar a las mis-
mas ecuaciones de movimiento que S., pero no tiene divergencias IR (UV
en la CFT) cuando se evalua en la capa de masa en el limite ¢ — 0. Este
procedimiento es conocido como renormalizacién hologréfica [321. o

Siguiendo con el caso particular se tiene que K+/—gg* = (16?—2123) (f—o) (2—2) =

N2
1672237

va que ds* = f—j(sz + Nwdatdz”). Por tanto

Flp,z) = N? f—p(z)azfp(z)'

1672 23
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Considerando nuestra solucién de la ecuacion de campo f,(z) = 3(pz) Kz (pz) =
1 — 1(pz)? — 1—16(pz)4ln(pz) + ...,y tomando en cuenta el cambio de variable
x = pz,x’ = p tenemos

(Tyy, Ty)p = —21m F(p, 2)

Z—r€
N? 1 1 4 1
= —2lim = ,273[1—1—1(95)2—E(:E)4 ln(x)][—zmx'—l—(;x?’x' ln(:z:)—1—6x4x’1:c’]
NZ Ly o 1, g, 1y 6,2
= —@QLI% [— P E TP In(pz) P —i-gp + 6P In(pz) +
1 1 1 1
.t @pﬁf + 3—2p6z2 In(pz) + —apgz4 In*(pz) + 2—56198,24 ln(pz)}
N? 1., o 5 1 4. 1,
=g~ gt gt i) - o' |
<~
N? 1
=gl vt L)
BT 2
(Toys Toy)p = g n(?)  p”>0. (4.46)

Los términos subrayados son descartados porque son analiticos en p. Es decir
al transformar al espacio de posiciones son proporcionales a derivadas de
delta, p?™ — O™6W(x — 2'), asi que estos términos sélo contribuirian al
correlador en puntos coincidentes. Por esta razon, se les conoce como términos
de contacto. Estos son el tipo de términos que si pueden ser eliminados por
los contratérminos locales, como parte del proceso de renormalizaciéon. Tales
contratérminos involucran a el campo ¢, sus derivadas, y la métrica inducida,
y es por ello que so6lo pueden dar lugar a vértices que son polinomiales en los
momentos.

Sin embargo, cuando p? < 0, es decir p, es tipo tiempo, existen dos
soluciones, ninguna de las cuales puede ser descartada, pues no divergen
cuando z — oo. Por tanto tenemos que, para calcular el correlador de un
operador a partir de la correspondencia hay que ser més cuidadosos con la
eleccion de la solucion de la ecuacion de campo.

Una manera de enfocar el problema es considerar condiciones de frontera
en el horizonte a partir del punto de vista fisico, es decir, tomando en cuenta
que clasicamente nada puede ser emitido del horizonte de eventos de un hoyo
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negro. Esto es una condicion de frontera puramente entrante, donde las ondas
solo pueden viajar hacia adentro del horizonte de eventos de la brana negra,
pero no pueden ser emitidas de él. Esta condicion de frontera, que imple-
menta la causalidad, es justamente la que corresponde a la funcion de Green
retardada, mientras que la condicién de frontera saliente da surgimiento a la
funcion de Green avanzada.

Por lo tanto, considerando el valor frontera dado por f,(z =0) =1y
la condicién de frontera entrante uno puede determinar la solucion de la
ecuacion de campo y calcular el correlador retardado.

Hay que notar, que hasta aqui la formulacion mostrada de la correspon-
dencia para calcular correladores fue en el espacio de Minkowski y es razona-
ble que existieran diferentes soluciones, pues refleja la multitud de funciones
de Green en tiempo real de teoria de campos a temperatura finita.

Sin embargo, a pesar de satisfacer la condiciéon de frontera entrante en el
horizonte existe ain un problema en la ecuaciéon

G(k) = —=F(p, z) (Z)H — F(—p, 2) (Z)H. (4.47)

Uno puede notar que esta cantidad es completamente real y por tanto no
puede ser candidata para la funcion de Green retardada, la cual en general
es compleja. Como f;(z) = f,(z) es también una solucién a la ecuaciéon
de movimiento, y satisface la condicion de frontera entrante, se puede notar
que la parte imaginaria de F(p, z) es proporcional al flujo conservado de la
corriente de Klein-Gordon,

K
ImF(p.z) = 5/ =997 (f30:Fp = [0y ], (4.48)

y por tanto ImJF(p, z) es independiente de la coordenada radial, 0, ImJF = 0.
Entonces, la parte imaginaria en el horizonte zy se cancela con la parte
imaginaria en la frontera, z = 0. Podemos evitar este problema eliminando
la contribucion de zy, y manteniendo solo el término frontera en la frontera.
Sin embargo, la parte imaginaria de cada uno de los términos se cancelan
uno otro (debido a que F(—p,z) = F*(p, z)). Resulta entonces que G(p) es
aan real, y por lo tanto no podemos obtener la funcion de Green retardada
a partir de la teoria de gravedad.

Una solucién parcial a este problema fue sugerido por Son y Starinets
[33]. Ellos postularon que la funcion de Green retardada esta relacionada con
la funciéon F(p, z) obtenida anteriormente, es decir,

GR(p) = —211’rr(1) F(p,z) (4.49)
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donde
F(p.2) = Kv/=997 [-p(2)0: f(2). (4.50)
En particular se eliminaron las contribuciones del horizonte; esta receta fue
establecida més rigurosamente en [34]. Aqui aceptaremos la ecuacion como
un postulado y procederemos a extraer resultados fisicos a partir de ella.
El caso que nos interesa calcular es el correlador de la componente zy del
tensor de energia-momento 7, de MSYM a temperatura finita, cuya métrica
dual es (AdS-Schwarzschild)s x S°. Para resolver la ecuaciéon de movimiento

2
s . vy e , . . . . r
es util escribir la métrica en términos de la coordenada radial u = -4, es
decir,

TR)? R?

a5 = TS pyar + aw? du® + R0 4.51
s ” (—f(u)dt® 4+ dx >+4u2f(u) u” + (4.51)
donde f(u) = 1 — w2 Por tanto, la frontera se encuentra en u = 0 y el

horizonte en w = 1. En este caso

-

u u qu? f 2u3

Proseguiremos entonces a encontrar la solucién a la ecuacion de movimiento,
1
——9,
V=3

donde consideraremos que

(V=99 0o () + 9" 00y fp(u) = 0, (4.52)

_ Y _ D
"Torr 1T 2T
2u? (TT) RPN 4u? f u u
TR (525 ) (G )ouh] + TR T TRt
dud 4 4
o 0u(u” FOufy) + f—;nQ fo = 50*fs
u2f82fp + Oufp(—uf — 2u®) + %anp - qufp
2 2 2
Oty — (ﬁ—fu)aufp - (%) fp=0. (4.53)
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Esta ecuacion no puede ser resuelta exactamente para todo w y p. Sin embar-
go, cuando w y p son mucho més pequenos que 7', es decir, cuando n, ¢ << 1,
uno puede desarrollar en serie de potencias de n y ¢ (ver [35]).

La solucién que es una onda entrante en v = 1 y normalizadaa 1l enu =0
es:

folu) = (1—=u?)"% +0(n% ¢). (4.54)

Ahora aplicando la ecuacién propuesta por la receta dada por la ecuacion
(4.44), uno puede encontrar la funcion de Green retardada de T,. Para ello
consideremos la métrica de AdS-Schwarzschild en términos de la coordenada

radial z = RTQ, es decir
R? R? R?
d52 = —Z—QfdtQ + —d_’Z + ﬁdz (455)
donde
24 -1
f=1—— zg = (nT)
H

De la receta de la correspondencia AdS-CF'T en Minkowski se tiene:
GR(p) = -2 1:1_1)1(1) F(p,z) donde F(p,z) = KN =99 f-p(2) 0. fp(2).

Con

Ny he=(-%) = s

F =B (&) (E) G ) =
(B D () (- ) (- 1) -

2K R3ni N2 3 4.
= = (167r2R3>R () *ni =
T N*T?
= 3 ni

Tenemos finalmente el propagador para T,

TiN2T*
G (W p) =— TS (4.57)
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Después de un largo anélisis llegamos al climax de nuestro célculo de la

viscosidad de corte del plasma de MSYM. Finalmente utilizamos la formula
de Kubo,

1 1 T2 N2T? w
— —lfm ~ImG® — X —(— )
n im —ImG;, .. (w,0) im 1 (27TT)

w—0 W ey w—0 w
y concluimos por tanto que

TN?T3
n=—g (4.58)

Entonces estos calculos muestran que la correspondencia norma-gravedad
es una herramienta poderosa, ya que calculos dificiles en campos pueden
mapearse a unos calculos mas sencillos en cuerdas. Por conclusién tenemos
entonces que el cociente entre viscosidad de corte y densidad de entropia del
plasma de MSYM es igual a

n 1

- =—=0,68 4.59

s 4m ( )
Algo verdaderamente sorprendente esta en los resultados que se han obtenido
aplicando esta correspondencia, como éste caso, son muy parecidos a datos
experimentales en RHIC y LHC, donde se estima que 2 ~ 0,1 — 0,2 [43].



Capitulo 5
CONCLUSIONES.

En esta tesis, partimos de una revision breve de la QF'T, enfatizando que
es necesario implementar un método adicional para hacer calculos en el régi-
men de acoplamiento fuerte en QCD, puesto que el desarrollo perturbativo es
inutil para realizar cilculos relacionados con fenémenos asociados a la fuerza
fuerte a bajas energias. La tinica herramienta que se tenia para hacer calculos
en el régimen de acoplamiento fuerte son métodos nimericos conocidos como
QCD en la red. Estos calculos utilizan un espaciotiempo discretizado y aco-
tado con el fin de tener s6lo un niimero finito de variables dinamicas. A partir
de él, ha sido posible hacer calculos de algunas propiedades termodinamicas,
y el espectro de masas de algunos hadrones. Sin embargo, este método no
es aplicable para estudiar propiedades dindmicas, debido a su formulacién
euclidiana (puesto que se pierde la estructura causal).

Con esta motivacion presentamos a la dualidad norma-gravedad como una
herramienta que nos permite hacer calculos en el régimen de acoplamiento
fuerte de algunas teorias no abelianas remotamente similares a QCD. En
particular, esta dualidad nos da la posibilidad de estudiar plasmas de gluones
parecidos al QGP recientemente producido en RHIC y LHC.

A partir de la dualidad norma-gravedad se mostr6 que la densidad de en-
tropfa de un plasma de SYM AN'=4 fuertemente acoplada es s = (72 N?T3)/2,
lo cual difiere del resultado a acoplamiento cero solo por un factor de 0.75.
Con el resultado obtenido se pudo aliviar el dolor de cabeza que provocaba
la aparente incongruencia entre QCD en la red y los datos experimentales:
los calculos en la red parecian sugerir que el QGP podia ser modelado co-
mo un gas ideal (ya que la correccion por las interacciones era solo por un
factor de 0.8), mientras que los experimentos afirmaban que el QGP se en-

66
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cuentra fuertemente acoplado. Con el calculo de la densidad de entropia por
medio de la dualidad vimos que, al menos en MSYM, el efecto de A\ — oo
es corregir a la densidad de entropia por solo un factor de 0.75, el cual esté
més cerca de 0.8 que de 1, de modo que el resultado de QCD en la red puede
con ello interpretarse como consistente con acoplamiento fuerte. Ademaés este
resultado sugirié que el valor obtenido niimericamente para QQCD es una hue-
lla de que los plasmas fuertemente acoplados exhiben propiedades similares
independientemente de la teoria subyacente.

Con respecto al calculo del coeficiente de transporte correspondiente a la
viscosidad de corte se obtuvo que n = (7 N*T?)/8 para un plasma de gluones
y materia exotica en MSYM, desde la perspectiva de teoria de cuerdas. Vale
la pena resaltar que este célculo no es posible hasta ahora con QCD en
la red. La dependencia de este resultado con N? refleja que la teorfa esta
desconfinada.

Los resultados mostrados para la entropia y la viscosidad provocaron
mucha actividad para realizar calculos de propiedades térmicas del plasma
no abeliano de MSYM, y de otras teorias hologréficas. En la presente tesis s6lo
mostramos como calcular la viscosidad de corte, pero ésto solo corresponde
al orden méas bajo en derivadas del tensor o/ como se mostré en (4.22). En
principio, existe una serie infinita de términos a ordenes més altos, cada uno
caracterizado por un diferente coeficiente de transporte; se puede extender los
calculos holograficos a ordenes mas altos, y descubrir el resto de los términos.
Este procedimiento ha sido recientemente llevado a cabo a segundo orden en
derivadas en [36]. También se han calculado coeficientes de transporte en
teorias de campo no conformes con duales gravitatorios [37]. Ademaés, se
han revisado una gran variedad de calculos hologréaficos como los efectos de
introducir un potencial quimico [38], examinar la difusion de quarks pesados
|39] y el calculo de la tasa de emsion de fotones del plasma [40], por mencionar
solo algunos.

Ademés de la teorfa MSYM existe un gran ntmero de teorias cuyo com-
portamiento hidrodindmico ha sido estudiado usando la correspondencia AdS-
CFT. En todos los ejemplos la razon de ? ha resultado ser ﬁ en el limite
de acoplamiento infinito. Se probo6 que este valor es universal para todas las
teorfas de norma con dual gravitatorio, en el limite de 't Hooft [41, 42]. Re-
ciente investigacion sobre datos experimentales en RHIC parecen indicar que
1~ o= [43].

Para resumir, el reciente descubrimiento del QGP motivé mucha inves-
tigacion, pues no habia manera de entender tal estado de la materia. Sin
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embargo, casi en paralelo, con la investigacion en teoria de cuerdas, se des-
cubrié la correspondencia norma-gravedad, lo cual implic6 que al dia de hoy
la teoria de cuerdas sirve como herramienta analitica para estudiar ciertas
teorias de norma, por ejemplo MSYM. A pesar de que estas teorias de nor-
ma difieren de QCD en temperatura finita, tienen ciertas caracteristicas en
comin. Por tanto, célculos gravitacionales estdn siendo usados para tener
una idea de la nueva fase de la materia, y es por ello (y otras aplicaciones
similares) que las implicaciones de esta extraodinaria correspondencia siguen
siendo exploradas.
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