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Introduccién

La crisis econémica global de 2008 le costé a decenas de millones de personas sus ahorros, sus
trabajos y sus hogares [6]. La gran interaccién econémica causé que un problema hipotecario de
los Estados Unidos pronto se dispersara hacia el resto del planeta [9].

La mayor parte de los problemas econdémicos actuales surgen de sociedades complejas y en
contacto con factores externos que requieren un planteamiento sistemdtico [9]. Es por esto que
las matematicas tienen mucho que aportar al modelar la interacciéon de elementos en el sistema
econdémico, especificamente la quiebra de ciertos elementos a causa de su dependencia con otros, es
decir, la quiebra por contagio.

En este trabajo analizaré dos modelos estocéasticos que describen la posible quiebra de ciertos
elementos dado que existe interaccién y posible contagio entre ellos. Ambos fueron publicados
en la revista Quantitative Finance, el primero de ellos fue escrito por Mark Davis y Violet Lo,
y publicado en 2001, [7]. El segundo fue escrito por Diana Dorobantu, Didier Rulliere y Areski
Cousin, y publicado en 2013, [3]. Este dltimo se trata de una extensién del modelo de Davis y Lo,
por lo que ambos siguen la misma linea y los consideraremos como dos partes del mismo trabajo,
la parte estéatica y la parte dindmica.

Estos trabajos tuvieron como objetivo formalizar y mejorar la forma en que se estudiaba el
contagio en el contexto econémico.



1. La Técnica de Expansiéon Binomial de Moody’s

En 1996 la compania Moody’s Investors Services propuso, en [1], un modelo bastante simple
para simular la pérdida esperada dentro de un portafolio de bonos cuando algunos de ellos entran en
quiebra. A pesar de que no es un modelo de contagio explicito, considera dependencia entre bonos
de la misma industria, suponiendo que lo que le suceda a uno le afectard a los otros del sector y
que si uno de ellos entra en quiebra los de su grupo seran mas propensos a hacerlo. A partir de este
modelo se ha desarrollado gran parte de la teoria que trataré en mi trabajo.

Del portafolio inicial, con n bonos no necesariamente independientes, que se pretende modelar,
Moody’s toma ciertas caracteristicas y considera uno equivalente, donde los bonos son idénticamente
distribuidos e independientes, pero el nimero de elementos cambia. El Diversity Score (n') serd la
cantidad total de bonos en el portafolio equivalente, sobre el cual se trabajara.

Para establecer n/, Moody’s supone que la dependencia se da solamente entre bonos del mismo
sector, de la misma industria. La compania establece 32 sectores y asigna n’ al portafolio, depen-
diendo de la diversidad que tienen sus bonos dentro de estos sectores. El Diversity Score es bajo si
los bonos se concentran en pocos sectores y se incrementa a medida que los bonos estan distribuidos
en mas sectores, 1 <n' < n.
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Tabla 1: Diversity Score

El Diversity Score se obtiene a partir de la Tabla 1. Observamos la cantidad de bonos dentro
de cada sector, los grupos de bonos que se forman a partir de los sectores y el valor correspondiente
en la Tabla 1, dada en [7], estos valores se suman y el resultado se redondea al entero mas cercano
para obtener el Diversity Score. Hay que mencionar que la tabla no fue publicada por Moody’s
en [1].

Teniendo el Diversity Score podemos continuar construyendo el portafolio equivalente. Como
mencioné, el Diversity Score serd la cantidad de bonos en este nuevo portafolio. Un portafolio inicial
de n bonos se considera equivalente a uno independiente de n’ elementos con la misma probabilidad
de quiebra, p, para un intervalo de tiempo determinado. Esta probabilidad se toma igual a la media
de las probabilidades de quiebra de los n bonos iniciales. Moody’s genera las probabilidades de
quiebra de los bonos a partir de sus datos estadisticos y considerando el rating que tienen. Al



ser independientes y con la misma probabilidad de entrar en quiebra para un intervalo de tiempo
determinado, la variable aleatoria de la cantidad de bonos en el portafolio de n’ elementos que
entran en quiebra (N) tiene una distribucién binomial con pardmetros (n’,p), es decir,

/

Pk quiebras] = P[N = k] = (n

k)pk(l —p)" % conn>n

Aunque este resultado parezca incongruente al no poder obtener valores para n > k > n’, lo
importante aqui es la proporcién de bonos en quiebra respecto al total, n’, pues es a partir de la
proporcién que se definird la funcién de pérdida.

El modelo supone que los inversores empiezan a perder dinero cuando se alcanza un ntmero
especifico de quiebras. Una funcién de pérdida de este tipo es

L(z) = 100 max(x — t,0).

La variable x € [0, 1] es la fraccién de bonos del portafolio que estd en quiebra, es decir, %
El pardmetro t € [0, 1] es la fraccién de bonos a partir de la cual el inversor empieza a perder. El
factor 100 es demostrativo, debe ajustarse a los valores reales de pérdida en cada caso.

Teniendo la funcién de pérdida podemos calcular la pérdida esperada:

E[L(2) =ZP{1’=”] t(5) :Zp[f:n} £()

§E v ()= (oo (2),
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Figura 1: Efecto del Diversity Score en la pérdida esperada para p = .2 y L(z) = 100 méx(x —.3,0).



En la Figura 1 observamos que a medida que hay menos diversidad en el portafolio, y el Diver-
sity Score se reduce, la pérdida esperada crece. La interpretacion de este resultado es que cuando los
portafolios tienen muchas dependencias, hay muchos bonos en pocos sectores, estos bonos, aparte
de tener probabilidad propia de entrar en quiebra, son afectados por la situacion del resto de los
bonos en el sector. Esta posibilidad de ser afectados por los bonos de su sector incrementa la pro-
babilidad de entrar en quiebra que tendrian independientemente. Dependen de si mismos y de los
demas para entrar en quiebra. Esta probabilidad extra de entrar en quiebra por ser dependientes
de otros bonos puede considerarse una probabilidad de contagio.

Atn en el caso en que este modelo concordara con la realidad, no conocemos la forma en que se
establece el Diversity Score. Tampoco el desarrollo del modelo explica los factores que intervienen
y cémo se reflejan en él. Utilizarlo es un acto de fe, o de confianza por el prestigio de Moody’s, y
no algo justificado de lo que hayamos sido convencidos.

La importancia del modelo de Moody’s para este trabajo es que motivé muchos articulos que
han modelado la quiebra por contagio y son sobre los que nos enfocaremos.



2. El Modelo Estatico

A continuacién presentamos un modelo explicito de quiebra por contagio. Este trabajo, publi-
cado en 2001, en [7], modela la dependencia entre firmas a través de una probabilidad de contagio.
El modelo no tiene una forma de traducir los datos de las firmas a la probabilidad de contagio. Es
necesario tener las probabilidades de contagio dadas aparte, tedrica o experimentalmente, e intro-
ducirlas en el modelo. Esto 1ltimo no se desarrolla aqui. Cabe mencionar que una firma en quiebra
no se recupera.

Consideremos n firmas. Definimos las variables aleatorias {Z;}"; como Z; = 1, si la firma i
entra en quiebra en un periodo de tiempo dado, y Z; = 0, si la firma ¢ no entra en quiebra en un
periodo de tiempo dado. Sea IN la variable aleatoria de la cantidad total de firmas que entran en
quiebra en un periodo de tiempo dado. Entonces,

N = z”: Zi.
i=1

Definimos a {X;, i =1,...,n} y a {Y};, j =1,...,n, j # i} como variables aleatorias indepen-
dientes con distribucién Bernoulli de parametros p y ¢, respectivamente, es decir,

P[Xi:”:p, P[Xi:()]:l—p,
PlYj=1]=q y PlY;;=0]=1-g,
con i=1,...n, j=1,...n, y j#1.
El evento X; = 1 representa la caida en quiebra de la firma ¢ por causas propias y el evento

Y;; = 1 denota que existe contagio de la firma i a la j.
Modelamos a Z; como

ZZ:XZ—F(I—XZ) I—H(l—Xj)/}Z)
J#1

A pesar de que {X;, i =1,...,n} y {Yi;, j =1,...,n, j # i} son independientes, {Z;, i =1,...,n}
no son necesariamente independientes.

Observemos que, para cada i = 1,...,n, la firma i puede entrar en quiebra de dos maneras
distintas: directamente o por contagio.
X; = 1 representa la caida en quiebra de la firma 7 directamente, por causas propias, sin interven-
cién externa. En este caso (1 — X;) = 0, por lo tanto

es decir, la firma ¢ entra en quiebra.
Si X; =0,



Esto significa que no hay caida en quiebra directamente pero es posible que la firma ¢ caiga por
contagio. La variable Yj; = 1 implica que existe contagio de la firma j a la firma 7, Y}; = 0 nos dice
que no hay contagio de la firma j a la firma ¢. Si existe una firma que contagie a i y ésta entra en
quiebra directamente, entonces la firma ¢ entrara en quiebra, de lo contrario no lo hara.

En otras palabras, si existe k # i tal, que Xy =1y Yi; = 1, entonces

XpY = 1,
(1— XyYki) = 0,
H(l—Xiji) = 0,

J#i
Z; = 1,
es decir, la firma ¢ entra en quiebra.
Si para todo j # i, X; =06 Yj; = 0, entonces
XY =0,
(1-X,Yji) = 1,
[[a-xv) = 1,
J#i
Zi = 07

es decir, la firma ¢ no entra en quiebra.

A continuacién presentaremos y justificaremos la funciéon de masa de la variable aleatoria IV,
que cuenta la cantidad de firmas que entran en quiebra. Observemos que el desarrollo del modelo
estd basado en tres constantes: n, la cantidad total de firmas consideradas, ¢, la probabilidad de
contagio entre cualquier pareja de firmas, y p, la probabilidad de quiebra directa para cada firma.

Definimos a F' como

P[k quiebras] = P[N = k] = F(k,n,p,q).

Veamos ahora que

Fk,n.pq) = (Z) > (Z)p’"(l =)A= (L= g™ (L - g,

m=0

Comienzo la justificacién de la funcién de masa analizando el evento (Z1 =1, ..., 2y = 1, Z41 =
0,...Z, = 0). Las primeras 0 < k firmas caen en quiebra, sin especificar si directamente o por
contagio, las firmas cuyo indice es mayor a k no caen en quiebra.

Supongamos que solamente las primeras 0 < m < k firmas caen en quiebra directamente, éstas
contagian las k — m firmas restantes y no contagian a ninguna cuyo indice es mayor a k, es decir,
estamos describiendo el evento

(X1=1,0, X =1, Xpni1 = 0, ..., X = 0)
(Para todaj =m +1,...,k, existe i € {1,...,m} : Yj; = 1)
(Para todai = 1,...,m, existe j=k+1,..,n, Y;; =0).

N
N



La probabilidad de que las primeras m firmas caigan en quiebra directamente es p™. La proba-
bilidad de que el resto de las firmas no caiga en quiebra directamente es (1 —p)™~"™. La probabilidad
de que cada una de las m firmas que entraron en quiebra directamente no tenga contagio sobre una
especifica es (1 — ¢)™. La probabilidad del complemento de este evento, (1 — (1 — ¢)"™), es entonces
la probabilidad de que por lo menos una de las primeras m tenga contagio sobre una firma dada.
Por lo tanto (1 — (1 — ¢)™)*™™ es la probabilidad de que cada una de las k — m firmas que deben
caer por contagio sea contagiada por alguna de las firmas que entran en quiebra directamente. La
probabilidad de que una firma de indice mayor a k no sea contagiada por las primeras m es (1—¢)™,
por lo tanto (1 — q)m(”*k) representa la probabilidad de que todas las firmas de indice mayor a k
no sean contagiadas por las primeras m.

Todos estos eventos son complementos e intersecciones de eventos generados por las diferentes
variables Bernoulli independientes, definidas anteriormente. Por lo tanto estos eventos son indepen-
dientes. Tenemos entonces que

P((X1=1, Xm =1, Xmi1 = 0,..., X = 0)
ﬂ(Para toda j=m+1,..,k, existei=1,..,m|Y;; =1)
ﬂ(Para todai=1,....,m, y paratoda j =k+1,...,n, Y;; =0)]
=P[(X;=1,.,.Xn=1,X41=0,.., X, =0)]

PlParatoda j =m+1,....k, existei=1,...,m|Y;; =1]
PlPara todai=1,..,my paratoda j =k+1,...,n, Y;; =0

=" (1= p)" (1= (1= ™) (1~ ),

Observemos que esta construcciéon depende de la cantidad de firmas que caen en quiebra direc-
tamente pero no del orden de éstas dentro de las primeras k, que son las que entran en quiebra.
El resultado seria el mismo si en lugar de tomar las primeras m firmas para caer directamente,
tomaramos cualesquiera m de las primeras k y éstas contagiaran al resto sin contagiar a las de
indice mayor a k, la probabilidad se desarrollaria de la misma forma. Dado que existen (qi) formas
de seleccionar a estos m elementos del grupo de k, si fijamos el nimero de firmas que entran en
quiebra directamente, m, 1 < m < k, la probabilidad de que las primeras k firmas entren en quiebra
seria

(5 )ma—pr = @ =g g,

Observemos que al variar m de 1 a k obtenemos todas las maneras en que las k primeras firmas
entren en quiebra, desde que una caiga en quiebra directamente y contagie al k — 1 restante hasta
la situacién en la que las k primeras firmas caigan en quiebra directamente. Estos son eventos
disjuntos, entonces

Pl(Z1 =1,y Zy = 1, Z(t 1) = 0, ... 2y = 0)]
k

= > (Z)p’”(l —p)"M (L= (L= )™ (L — g,

m=1

Observemos que esta construccion es valida para cualquier arreglo de las k variables Z; = 1 en
los n elementos, no solamente cuando se trata de las primeras k, como supusimos. El desarrollo



seria el mismo tomando cualesquiera k firmas de las n totales para que éstas entren en quiebra. No
fue relevante el indice, sélo la cantidad de firmas que entran en quiebra, k. Por lo tanto, fijando k,
0 < k < n, obtenemos la misma probabilidad conjunta de k quiebras en n firmas para cualquier
orden de éstas. Otra forma de ver esto es que el cambiarlos de orden es simplemente cambiar el
indice de la variable Z;, ya que Z; tiene la misma distribuciéon para toda ¢ = 1,...,n esto no tiene
efecto en la distribucién. Existen (Z) formas distintas de elegir k firmas dentro de un conjunto con
n elementos. Esto da lugar a (Z) eventos distintos donde hay k quiebras en n firmas. Como vimos,
cada uno de estos eventos tiene probabilidad P[(Z] = 1,....,Zy = 1,Zk11 = 0,...Z, = 0)], por lo

tanto

PML—M—(ZPWZr—LMZk—LZml—&MZr—W

- (Z) > (fl)pmu K S Lo L Ll

m=1

El sumando de la expresién anterior con m = 0 seria diferente de cero sélo para k = 0, en cuyo
caso seria (1—p)™: la probabilidad de que ninguna firma caiga directamente, es decir, la probabilidad
de ninguna quiebra. Por lo tanto podemos agregarlo a la suma y asi obtener la expresién para 0 < k.

Entonces, para 0 < k,

P[N = k] = F(k,n,p,q)

—<Z>53<Z)ﬂ%1—pW”W1—(L—wmﬁ”wl—@mm%x

m=0
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Figura 2: Distribuciéon de N con n = 60.
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Figura 3: Acercamiento a la Distribucién de N con n = 60.

Las figuras 2 y 3 muestran la distribuciéon de N para diferentes valores de p y ¢ que mantienen
E[N] = 30.

Observemos que cuando ¢ = 0, cuando no hay contagio y las firmas sélo pueden caer en quiebra
directamente, la distribucién es la de una binomial con pardmetros (n,p). Dada esta situacion, en
la funciéon de masa todos los sumandos son iguales a cero excepto el de indice m = k que es igual a
(Z) k(1 — p)”_k. Las n variables Z; son independientes, al no haber contagio, y tienen probabilidad
de entrar en quiebra p, lo que concuerda con una distribucién binomial de N.

Cuando g = 1, la grafica azul en la figura 3, IV toma dos valores con probabilidad mayor a cero;
N = n, con probabilidad (1—(1—p)"), y N =0, con probabilidad (1 —p)". Cuando la probabilidad
de contagio es 1 y alguna firma cae en quiebra directamente, infectard al resto. En esta situacion
s6lo hay dos casos posibles; todas las firmas entran en quiebra o ninguna lo hace.

Ahora obtengamos la esperanza y la varianza de .

Observemos que X;+(1—X;)(1—]];,(1—X;Y};)) tiene solamente multiplicaciones de variables
aleatorias independientes, por lo tanto la esperanza abre las multiplicaciones, es decir, la esperanza
del producto de variables es el producto de las esperanzas. Entonces

Blz) = E|Xi+(1-X)0-[[0-XY)
i

= E[X]+E[(1-X)E|(1-]]0-Xv5)
i
= p+(1-p-(1-pg)" T=1-1-p)(1—pg" "



Por lo tanto

E[N|=E[Z\+ Zy+ ...+ Z,| = E[Z] + ... + E[Z,) = n(1 — (1 — p)(1 — pg)" ).
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Figura 4: E[N] con p y ¢ como pardmetros para n = 60.

En la figura 4 vemos cémo la esperanza de N alcanza muy rapidamente valores cercanos a 60,
el total de firmas consideradas, a medida que p y ¢ aumentan.

Antes de obtener la varianza probaré algunos resultados.
Primero veré que para toda i = 1,...,n y para toda r = 1,...,n, r # i, E[Z;Z,] es constante.
Seani=1,....,n, r=1,...,n, r #i. Tenemos que

(Xz' +1-X)1-]Ja- Xiji))) (Xr +(1-x)0-JJa- Xijr)))

E[Z:Z,] =E
J# J#T
=BX; X, + (1 - X)(1 - [ [0 = %% X + (1 - X) (1 - [ [(1 - X;50)) X,
jF#r J#i
+(1-X)(1 - X)(1 =[] - x5%50)) (1 = [ - X;¥50))]
j#i i#r

10



=B | XX, +(1-X,) [ Xi - (X = X7Ye) [ (- X;%5)
AT

=X [ X - - x2v) T - X%
j#i G

+1=-X) - (1 -X)1-XY) [[ (0—X%5)
J# jET

(1-X)-(1-X)1-XY,) [ (0—X;Y5)
AT i

=B | XX, +(1-X,) [ Xi - (X = X7Ye) [ (01— X;%5)
j#r j#i

+(1=X) [ Xo — (X5 — Xme) H (1- Xiji)
J#i g
+(1-X)1-X) - (1= X)(1 - X, - X,V + X2Y) [ (1 X;5)
J#i g
— (1= X)(1 - X - XY + X2Yi) [] (- X5Y5)
A j

+(1- X, = XY+ X2V | [ (- X595
J#T JFT

(1 —Xi—XiYir‘l-XEY;r) H (1-X;Yj)
i i

Todas las multiplicaciones de esta expresién son entre variables independientes o cuadrados de
variables aleatorias Bernoulli. La esperanza abre las multiplicaciones de variables aleatorias inde-
pendientes, es decir, la esperanza del producto de variables es igual al producto de las esperanzas.
La esperanza del cuadrado de una variable aleatoria Bernoulli es la esperanza de esta variable.
Sabemos que E[X;] = py E[Yiy] = q, para toda i = 1,...,n y para todar = 1,...,n, r # i, entonces

11



E(ZiZ,) = p’+(1-p)p—(p—pg)(1—pg)"?)
+(1=p)(p— (p— pg)(1 — pg)"~?)
+(1=p)(1—p) = (1 = p)(1 —p —pg+pg)(1 — pg)" >
(1—p)(1 —p— pg+pg) (1l —pg)" 2
(1—p—pq+pg)(l—pg)" >
(1—p—pq+pg)(1—pg)" >
= P +2p(1—-p)(1—(1—q)(1—pg)"?)
+(1=p)? (120 - pg)" 2+ (1 - pg)*"?)
e
Observemos que en el caso binomial (¢ = 0) esta férmula se reduce a p?, pues en este caso Z; y

Z, son variables aleatorias independientes con distribucién bernoulli de pardmetro p.
Observemos que Z; solamente toma valores en {1,0}. En ambos casos Z; = Z2, por lo tanto

E[Z;) = E|Z]).
Entonces

E[N?Y = E[(Zi+Zs+ .. + Zy)?

n n
= E ZZiQJrZZZiZT
=1

i=1 r#i

= z": E[Z?] + z”: > ElZ:7,]
i=1

= i=1 r#i
= nE[Z]+n(n—1)p5
= FE[N]+n(n—1)pk.

Teniendo estos resultados podemos calcular la varianza de N.

V[N] E[N?] — E[N]?

= E[N]+n(n—1)8 — E[N]2

12
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Figura 5: V[N] con p y ¢ como pardmetros para n = 60.
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Figura 6: V[N] con p y ¢ como pardmetros para n = 60.

En las figuras 5 y 6 vemos que en la mayor parte de los posibles valores de p y de ¢, la regién

13



azul, la varianza de N es cercana a cero. La region azul con valores de p cercanos a cero coincide
con la esperanza cercana a cero y la de valores p y ¢ grandes coincide con la esperanza cercana al
total. La regién roja y amarilla es donde se espera més variaciéon y esto coincide con esperanzas
intermedias.

Recapitulando, tenemos que

k

n k
PIN =k] = (L= p)" (1 = (1= g)™)k (1 — g R
<k) mZ::I <m>p p q q
E[N] = n(1—(1-p1—-pg)" ")
V[N] = E[N]+n(n—1)8k — E[N]?.

Observemos que en el (¢ = 0), las expresiones anteriores se reducen a las de una binomial de
parametro p.

Este modelo de contagio muestra resultados interesantes a partir de construcciones y suposicio-
nes sencillas e intuitivas, buscamos ahora extender este modelo.

14



3. El Modelo Dinamico Discreto

Desarrollaremos un modelo de contagio que extiende el modelo estatico en varios puntos. Este
modelo estd basado en el trabajo de Rulliere, Dorobantu y Cousin, publicado en 2013, en [3]. Este
nuevo modelo:

= Lleva el modelo estatico de la seccion anterior, de un periodo, a uno dindmico discreto, de
varios periodos. En este caso no solamente las firmas que entran en quiebra directamente
pueden infectar al resto, como en el modelo estatico, sino que también las firmas que fueron
contagiadas pueden infectar a otros.

= Abre la posibilidad de contagio a partir de varios elementos en quiebra. En el modelo anterior
era suficiente una firma para contagiar a otra. Este modelo, en cambio, permite que sean
necesarias diferentes firmas que contagien juntas a alguna otra para que ésta entre en quiebra.

» Las variables aleatorias de caida en quiebra directamente (X;) y de contagio (Y};) ya no son
necesariamente independientes, como lo eran en el modelo anterior.

Cabe mencionar que una firma en quiebra no se recupera.

Consideremos un conjunto de n firmas y sea 2 = {1,...,n}, es decir, el conjunto de sus indices.
El conjunto es observado durante un intervalo de tiempo dividido en 7' periodos. La variable de
tiempo, t, toma valores en {1,...,T}.
Extendiendo la notacién del modelo estatico, definimos las variables aleatorias y los conjuntos que
seran la base del modelo:

» Para toda i € Q y para todat € {1,...,T}, Z} = 1 indica el estado de quiebra de la firma i al
tiempo t y Z} = 0 representa que la firma ¢ al tiempo ¢ no estd en quiebra.

» Para toda t € {1,...,T}, ©; representa el conjunto de firmas en quiebra al tiempo ¢, es decir,
0, ={ieQZ] =1}.

» Para toda t € {1,...,T}, Iy son las firmas que no estdn en quiebra al tiempo ¢, es decir,
Iy = {i € Q]Z} = 0}. El conjunto del total de firmas es entonces Q = ©; |JT}.

» Para toda t € {1,...,T}, N; denota la cantidad de firmas en quiebra al tiempo ¢, es decir,
Ny =2} +Z¢+ ...+ Z} = 3,00 Z;. Nos interesa estudiar la distribucién de Ny.

» Para toda i € 2, para todat € {1,...,T}, X} = 1 representa la entrada en quiebra por causas
propias, sin contagio, de la firma 4 al tiempo t. X; = 0 denota que la firma ¢ no entra en
quiebra directamente al tiempo ¢.

» Definimos a N como la cantidad de firmas que entraron en quiebra directamente al tiempo
t, es decir, NP = >ier, , Xi-

» Para toda i € Q, para toda t € {1,...,T}, Y;ji = 1 simboliza la posibilidad de infeccién de la
firma j a la firma i en el tiempo . A diferencia del modelo estético, no es suficiente con que
Y/" =1y X] =1 para que la firma i entre en quiebra. En este modelo buscamos extender
la idea de contagio. El evento Y}’ = 1 significa que la firma j afecta a la i al tiempo ¢, pero
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dependerd del estado de la firma j y de la cantidad de infecciones que haya sobre la firma ¢
para que ésta realmente entre en quiebra por contagio. Si Y’* = 0 no es posible una infeccién
de la firma j a la i.

» Para toda i € , para toda t € {1,...,T}, p! = 1 representa la caida en quiebra por contagio
de la firma i al tiempo t. El evento ! = 0 denota que la firma i no entra en quiebra por
contagio al tiempo t.

En el modelo anterior, de un sdlo periodo, y donde una sola infeccién causa la quiebra,

oh=[1-TI0 - x{v{)
J#i
Ahora desarrollaremos otra construccién de esta variable.
Para introducir la idea de diferentes infecciones necesarias para un contagio, ¢! = 1, propone-
mos, para todo i € §, para todo ¢t € {1,...,T}, una funcién f :{0,...,n} — {0,1} y un conjunto de
firmas en quiebra, F; C O, de forma que

o= v
JEF:

Esta construccion nos permite generalizar dos elementos, F; y f. F; nos dice qué firmas en
quiebra son las que pueden infectar al resto y f nos dice cuantas infecciones diferentes son necesarias
para que las firmas entren en quiebra por contagio. En el modelo estéatico era suficiente una infeccién
para caer en quiebra por contagio, f(k) = 1;>1, y las firmas que cayeran en quiebra directamente
eran las que tenfan posibilidad de infectar al resto, F; = {i € Q|X? = 1}. En este modelo para que
una firma de fndice i entre en quiebra por contagio al tiempo ¢, i = 1, se tiene que cumplir que
exista cierto conjunto firmas, K C F; C , tal, que paratodo j € K,Y/" =1,y que f(card(K)) = 1.

Supondremos que la cantidad de firmas que pueden infectar al resto depende de los valores de
Ni_1 y NP, es decir, la cantidad de firmas que pueden infectar al resto se establecerd a partir de
cuantas estan en quiebra al tiempo ¢ — 1 y cudntas caen en quiebra directamente el tiempo t. Por
lo tanto card(F;) es una funcién que depende de N;_; y de NP, es decir, card(F;) = g(Ni_1, NP),
con g: Q% — {0,...,n}.

Con estas variables podemos construir la siguiente funcién recursiva que modela el desarrollo
en el tiempo de cada firma,

Z = Xi+(1-X)g
Zi = ZI  +(1—=Z_)[Xi+ (1 — X))¢l], paratodate {2, ..,T}, paratoda i€ Q.

Observemos que Z{' tiene la misma forma que en el modelo estatico si tomamos la funcién de quiebra
por contagio ¢} = (1 — L1 = X{Ylji)). Para 1 <t < T, la firma i tiene tres formas de estar en
quiebra al tiempo ¢, Z¢ = 1: habiendo caido en quiebra para un tiempo anterior a ¢, entrando en
quiebra al tiempo ¢ por si mismo y haciéndolo por contagio.

Si Z!_, = 1, entonces Z; = 1, es decir, si la firma quebré para algin tiempo anterior, lo se-
guird estando al tiempo t. Si Z}_; = 0, entonces Z} = [X]}+ (1—X/)yy]. Esta funcién toma el valor 1
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si X7 =16 ¢} =1, es decir, si la firma cae en quiebra directamente o si cae por contagio al tiempo ¢.

Durante el desarrollo del modelo utilizaremos las variables aleatorias intercambiables, definidas
de la siguiente manera;:

Definicién 3.1 (Variables Aleatorias Intercambiables). Sea X1, Xs,... una sucesion de variables
aleatorias. Decimos que esta familia de variables es intercambiable si, y solo si, para cada n € N, la
distribucion conjunta F' de Xi...., X,, es invariante bajo cualquier permutacion finita de los indices
on:{L,...,n} = {1,...,n}, es decir,

F([Bl, Ly euny xn) = F(man(l), man(Q)a ceey xan(n)).
De ahora en adelante trabajaremos bajo las siguientes suposiciones:

» Los T vectores X; = (X}, X?,...,X}), t € {1,...,T}, son independientes, pero para todo t €
{1,...,T}, X}, ..., X no son necesariamente independientes. Las caidas en quiebra por causas
propias son independiente respecto al tiempo, como en el modelo estdtico, pero es posible que
exista dependencia entre las caidas directas de las firmas para un tiempo dado. Esto puede
representar diferentes situaciones. Una de ellas es el efecto de la situacién macroecondmica.
Esto afecta a todas las firmas y por lo tanto sus caidas en quiebra directas ya no serian
independientes.

» Los T vectores V; = (Y11, V12, .. v,!In .yl Y™, t € {1,...,T}, son independientes. Pa-
ra todo t € {1,...,T}, los n? componentes de cada vector, Y;!2, ..., Y/, no son necesariamente
independientes, pero son variables aleatorias intercambiables.

= Las distribuciones conjuntas de (Y1, ...,Y,"") y (X}, ..., X}*), para todo t € {1,...,T}, son
conocidas.

= Las variables aleatorias {Y/', t € {1,..,T}, (j,i) € 2} son independientes de {X}, t €
{1,...,T}, i € Q}.

Ahora presentamos dos resultados que utilizaremos para encontrar la distribucién de Ny, la
variable aleatoria que buscamos describir.

Definicién 3.2. Sea I' C Q. Para todo t € {1,...,T} definimos el coeficiente de orden k € N,
k < card(T'), denotado por uy4(T), para el conjunto {X}, i € T'} como

1 S S
(D) = g Yo PXP=1,.,X*=1] y
( k ) {81,...,Sk}CF
§1<82<...<S8k
pot() = 1 (Incluyendo T' = 0).

Observemos que card(sy,...,sp € I' [s1 < s2 < ... < sg)= (car’i(I‘)).

Para todo i € , si las variables X} son intercambiables, entonces para todo I' € €2, para todo
{81, ceey Sk} C F7
PIXS =1, X" =1] = P[X} =1, XF =1],
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por lo tanto

1 (T
pes(T) = M(‘:ark( ))P [th —1,..,XF= 1] _p [th 1., XF= 1] = ik
k

Si X}, i € Q son variables aleatorias independientes con distribucién Bernoulli de pardmetro p,
como en el modelo estatico, entonces P [th =1,.,XF = 1] =pF = i t-
Con esta definicion presentamos el primer resultado, la formula de Waring.

Teorema 3.1. Férmula de Waring. Sea t € {1,...T}, sean {X}, ..., X'}, n variables aleatorias no
necesariamente independientescon distribucion Bernoulli, sea I' C  con card(I') = m. Entonces

> Xi= k?] = Lp<m (:?) mZ_k (m - k) (1) ey .1 (D).

iel §=0 J

P

Demostracion. Seat € {1,..T}, sean {X},..., X'}, n variables aleatorias no necesariamente inde-
pendientes con distribucién Bernoulli , sea I' C 2 con card(I') = m. Desde ahora y hasta el fin de
la prueba consideraremos inicamente firmas en el conjunto I

Sea k > m = card(T'). Observemos que Y ;. X; < m < k, pues X; toma valores en {1,0}, por
lo tanto

P

S xi= k] = 0= Tpm (::) mzk <m - k) (—1)? e ().

iel §=0 J
Sea k < m. Queremos probar que

ng':k;]

i€l

— (7;) mzk (m]_ k>(—1)j(cwfm o PXr=1,,X"=1]. (1)

j:() k-‘r] ) {sl,...,sk+j}CF
81<82<...<Sk+j

P

La idea de la demostracién es tomar un evento donde ocurran exactamente [ < m quiebras di-
rectas al tiempo ¢ y ver que la probabilidad de este evento se considera en la suma del lado derecho
de la pasada igualdad (1) sdlo si I = k, es decir, si _,.p X{ = k, y en este caso, sélo se considera
una vez. Es decir, este lado es la suma de las probabilidades de los eventos donde hay exactamente
k quiebras directas al tiempo ¢, P[>, . X} = k].

Sea | < m, sea {ki,kg,....k;} C I' con k; # k; para i # j. Consideremos el evento donde
exactamente estas [ firmas caen en quiebra directamente al tiempo ¢, es decir,

E = [thl =1, ...,th’ =1,{X{ =0, para todo r ¢ {ki, ,k:l}}} .
Observemos que si I < k la probabilidad del evento E no estd considerada en

> PX; =1, X" =1].

{81,...,Sk+j}CF
51<82<...<Sk+]'
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Es decir, si descomponemos a todos los eventos considerados en eventos donde el valor de cada
variable estd establecido, el evento F no apareceria. Esto se da ya que todos los eventos considerados
tendrian mas de | quiebras directas al tiempo t. Entonces si [ < k, en ningtin momento se suma la
probabilidad de algin evento que contenga a FE.

Si [ = k, veamos que la probabilidad de E esta considerada uinicamente en un elemento del lado
derecho de (1). Al ser j = 0 esta expresién se reduce a

Y PIX=1,.,X=1].
{815, }CT
§1<82<...<Sk
Observemos que de estos eventos cuyas probabilidades son sumadas, el evento E esta contenido
Unicamente en [Xfl =1,.., thl = 1} , pues para cualquier otro evento de la suma habria un elemen-
to s; para el cual X, tendria valores diferentes en E y en la suma. Por lo tanto E estd considerado
solamente una vez, en P [thl =1, ...,Xf’ = 1}.
Hemos visto que si [ < k, la probabilidad de cualquier evento especifico con exactamente [
quiebras no estd considerada en la expresion derecha de (1) y si l = k, estd considerada una sola
vez.

Para terminar la demostracién, veremos que si [ > k, la probabilidad de este evento con [
quiebras directas se cancela en la expresion

m—k
m m—k . 1 Sps
1\ S1 __ k43 __
(k;)Z( ; >( 1) ) > PIX} =1, X" =1].
7=0 k+j {81,...,Sk+j}cr
81<82<..A<Sk+j

Por lo tanto las tunicas probabilidades consideradas en esta expresién son las de eventos que
tienen exactamente k quiebras directas al tiempo t, los de la forma de E con [ = k.

Sea | > k. En esta situacion el evento E tiene exactamente | quiebras directas al tiempo ¢ en las
firmas {k1,ko,....ki} C T, E = [Xfl =1, ...,thl =1,{X{ =0, para todo r ¢ {kl,...,kl}}] Obser-
vemos que F esta contenido en los eventos de la forma [Xfl =1,.., ka” = 1] donde {s1, ..., 8545} C
{k1,ko,....,k;} C T,y por lo tanto k + j < [. Existen (k-lm) formas de acomodar estas k + j firmas

en las [ establecidos por E, las formas de acomodar {si, ..., s;1;} en {ki, ko, ...,k }. Por lo tanto,
l

k—i—j) veces en

para cada j <[ —k, el evento E estd considerado (

Y PXP=1,.,X =1].

{81,...,Sk+]'}CF
51<82<...<Sk4tj
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Entonces el nimero de veces que se considera a E en el lado derecho de (1) es

(D% ’“)HV o (e)

B - (m—=k)! (m—k—)k+ ) il
(m— k:'k'Z (m—k—j)j! m! =k —7)k+j)

- 1 (1— k)
- Z TR0

Ik
4 o
o lk;l jZ W
-k
l> Z i -k
= ()7TFI(=1)7
<k‘ = J
l
= <k> (1—1) por identidad binomial de (1 — 1)
=0

Por lo tanto, para [ > k, E no esta considerado en el lado derecho de (1). Entonces los tnicos
eventos presentes en esta expresion son los que representan exactamente k quiebras directas al
tiempo ¢, y éstos estan considerados una sola vez. Por lo tanto

m—k
Pimxi= = (S () T el -

i€l k+j ) {81,...,Sk+]’}cr
§1<82<...<Sk+j

La demostracién anterior es una adaptacién de la prueba hecha por Feller, en [4].

Ahora desarrollaremos un resultado similar a la férmula de Waring, pero en este caso para las
entradas en quiebra hechas por contagio al tiempo t, para {¢},i € Q}.
Recordemos que g(N;_1, NP) = card(F,) y que {Y;?,(i,7) € Q?}, las variables aleatorias de la

infeccién entre firmas, son intercambiables. Por lo tanto {f (3. Y7 Z) ,i € Q}, las variables alea-

JEF}:
torias de las caidas en quiebra por contagio al tiempo ¢, dependen del niimero de variables conside-
radas en la suma y no de cudles son éstas especificamente. Podemos considerar entonces las de indice

o(1,1),...,0(1, card(Fy)), para cualquier permutacién o de Q2 es decir, {Ytg(l’l), ey Yto(l’cwd(pt))}.

Entonces, dada la cardinalidad de Fy y f, {f (Z ek

den solamente de {Y,” (1), vy Yf(cam (F1) } Como card(F;) = g(Ny_1, NP), las variables {¢},i € Q}
son intercambiables dado {N;_1, N}

) , 1 € Q} son intercambiables, pues depen-
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Al igual que para el Teorema 3.1, definiremos los coeficientes Ay ; y &+, elementos que nos
ayudardn a analizar la distribucién de {¢},i € Q}.

Definicién 3.3. Para todot € {1,...,T} y para todo k € N, con k < n, definimos el coeficiente de
orden k para el conjunto {Y;?, (i,j) € 02}, denotado por Akt, €COMO

Mg = P 1@"“’”:1,...,1@"“”“):1} y
)\O,t = 17

para cualquier permutacion o de Q2.

Para todo t € {1,...,T} y para todo k € N, con k < n, definimos el coeficiente de orden k para
el conjunto {¢i, i € Q} dado {N¢, NP}, denotado por &y, como

Eeilg(u,l) = P gatl =1, ...,cp,’f = 1|Ni—1 = u, NtD =1 y
§ot(g(u,l)) = 1.

Con estas definiciones analizamos la distribucién de {¢}, ..., oF} en el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Sea

Ga(2) =P f [ Y V| =10 [ DV | =1feard(F) = 2|

JjeEF: JEF:
conkeN,0<k<n,zeN,0<z<n—k.
Entonces:
= Para f(i) = Li>1,
£ ()5 (s
=0 a=0

» Para cualquier funcion f:{0,....,n} — {0,1},

zk zk—y . '
a2 =S m() 3 (z’“j ”)(—nwm
v=0

=0
donde

o) =Y f(%)---f(w)(z>---(z>,

Mt Y=Y m gL
’\/1,...,’)%6{0,...,2}

() = Y f(71)<,j1>77k1,z(7_71)7

v1€{1,...,z}
<y
z
771,z(90) = HISZf(x)<x>v
noz(x) = lgz=p.
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Demostracion. Probaremos primero el primer punto del teorema. Sea f(i) = 1;>1,sea m € {1,...,n},
sea k € {1,...,m}. Observemos que

FIY V) =1 vi>1icq

jel jeF;

Definimos una variacién de &,

eV =P I3V > Yy e Yy =,
JEFY JEF JEF:

Z Y™ = 0|card(Fy) = 2
JEFY

Es decir, consideramos la probabilidad con la que, dada card(F}), al tomar m firmas de las n
totales, las primeras m — k caen en quiebra por contagio al tiempo t y las tltimas k no lo hacen.

Observemos que para k, k' € {1,...,m}, k # K, los eventos considerados en f,(:’)t(z) y 5,,(:2(2)
son ajenos. Esto se da ya que estos eventos difieren en por lo menos un término, Zje £ Yt]’mfk

] — / . . . . .7
0 Zje 7 Y k ,si k <k ok > K, respectivamente. Por lo tanto, al introducir la unién de los
eventos en la suma,

e 2+ eV z)

= P> v > Y v e | Yy =06 Y v >
JEF: JjEF: JEF: JEF:

DoV =0, Y Y = Ofeard(F) = =

JEF}: JEF}:
= P> Y1 Yy Yy =,
JEF JEF: JEF:

Z Y™ = 0|card(Fy) = 2
JEF:

= PIY V=1 Y vt e Yyt =,
JEF: JEF: JEF

Z Y/ = 0|card(F) = 2
JjEF

= D).
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La tercera igualdad se da ya que, como vimos, dada card(F;), {yi, i € Q} son variables aleatorias
intercambiables.
Tenemos entonces que

W) = ) % V().

l l

S ez = SV -V )

j=r j=r
! l

S = S - e V)
Jj=r j=r =

l

> = &le - e, @
Jj=r

Utilizaremos esta expresiéon en el siguiente resultado. Probaremos ahora, por inducciéon sobre
k=1,...,m, que

6u(2) = 1= )0+ (5 ) ar—r (104 (sl = i(—l)i(’j)s&’(z), donde ) (z) 1= 1.

1=0
Sea k = 1.

C

&e(z) = P Z Ytj’1 > llcard(F;) =z| =1—-P Z Ytj’1 > 1| |card(F;) =z
JEF: JEFY

- 1_p Z Y;j’l =0lcard(F}) =z| =1— 5%1)(z).
jeF:

Supongamos que la ecuacién se cumple para k y probemos para k + 1.

Z v/t >1, ., Z Ytjk > 1l|card(Fy) = z
| JELFY JEF:
= ZY?I > 1,...,Z}ij21ﬂ2ﬁjk+l > 1|card(F;) = z
JEF: JEF; jEF;
U Z Ytj1 >1,.., Z Ytjk > 1, Z Y;jk’ﬂ = O|card(F;) = z
JEF: JjEF: JEF:

Observemos que esta union es disjunta. Por lo tanto, al tomar probabilidades de estos eventos,
obtenemos que

Ga(2) = Gra2) +€0,(2),
_ k\ o) k
duni) = (1- ()b (5)e



Por (2),
l
51(7; (2 _7("T11t Zﬁ z), conr=2yl=Fk+1.
j=r
Entonces
k k k k+1
ot = (1= ()l (G)ete - o (el - (b - Lo

Al descomponer cada elemento de la suma, de nuevo por (2),

i) = (1= ()l + (5)ee - r c0r ()

k+1 J
e -3 [ - Y ez
Jj1=2 Jj2=3
En general,
k k k
i) = (1= (F)eb@+ (5)e -k (-1F (k,) (o))
k+1 71 Jk—1
—%z) - (55?2@)2 DR i)
Jj1=2 J2=3 Je=k+1

Veamos ahora que cada sumando de la forma flght) (z), con h € {1,....,k + 1}, aparece (hfl)
veces en esta expresién. El sumando §,Sht) (z) aparece una vez por cada {j1,j2, ..., jh—1}, con k+1 >
J1 > J2 > o > jpe1 > 2, ji > i+ 1. El conjunto {j1,j2,...,jn—1} representa los valores de cada
suma en los que se considera féht) (z). Es decir, 55,22 (z) aparece una vez por cada j; € {2,...,k + 1},
cada sumando de la primera suma. fé?t)(z) aparece una vez por cada jo € {3,...,71}, para cada
j1 € {2,...,k + 1}, una vez por cada elemento posible de la segunda suma por cada elemento de la

primera. Entonces el nimero de veces que aparece el elemento §,(Lh2 (z) es el numero de arreglos de
tipo {j1,72, -, jh—1}, con k+ 1> j1 > jo > ... > jp_1 > 2, j; > i+ 1. Observemos que se trata de
una seleccién de h — 1 elementos del conjunto {h, ...,k + 1}, de tamano k + 2 — h, con reemplazo

y sin diferenciar por el orden. Por lo tanto existen ((kH*h}):gh*l)*l) = (hﬁ 1) combinaciones de

este tipo. Observemos que §;Lht)(z) tiene un factor 1 o —1 alternadamente al variar h. Entonces la
expresion que obtenemos es

s () (o () () o-
o0t (1) + (5 ) 896 + Corneiidee
- 1- (ler1> ft)(z) + (kgl e2(2) — ..



Con esto terminamos la prueba por induccién.

Observemos que {Yti’j, (i,7) € 92} son variables aleatorias Bernoulli intercambiables. Por lo
tanto, para r € {1,...,k}, para o(), permutacién de Q2

gﬁj"t)(z) = P Z }/;j’l — 0’ - Z )/;jﬂ' — 0|C(I'I"d(Ft) =z
_jEFt JEF:

= P ZYtU(j) = Olcard(F;) = z
=1

Utilizando el Teorema 3.1, la férmula de Waring, con I = {1, ..., rz},

é?(z) = P ZY;U(j) = Olcard(F}) = =
j=1

C () e
(3

1=0

Tz ra )
> ( Z, ><_1)u,,t.

1=0

Entonces, para k =1, ...,m,

fus) = 1- (et + (e — v o (el + o) el

1
) o;o <IZ‘> ; < 7 >(_1) TN

Con esto terminamos la prueba del primer punto del teorema.

Analizamos ahora la distibucién de ¢} = fQ jer V") para cualquier f : {1,...,n} — {0,1}.

Sea f;! = {i € {1,..,n}, i < z, f(i) = 1}, es decir, definimos el conjunto de los posibles
valores para los que f(i) = 1, considerando sélo los elementos de Fy, de z = card(F};) elementos.
Entonces

Ei(z) = PV =10 | D" = leard(Fy) = =

JjeF; JEF:
i1 ik
= >, P|Y Y=mo ) Y =ylard(R) =
yiewefst LI€F JEF

Descomponemos & ;(2) en todas las distintas formas en que puede formarse.
Dado que las variables {Y,"”, (i,7) € 92} son intercambiables, para cualquier 1, ..., € f. !,
para cualquier o, permutacién de 92,

25



1 .
P [ZJGFz Yt] =710 ZjEFt Y;j = ’yk|card(Ft) = Z}

P [Zfil YtU(Lj) =y + ... +Y|card(Fy) = Z}

('Yl +]~€~,-Z+’yk)

Esto se da ya que ambos eventos denotan ij =1, para y1 + ... + Y, := v elementos especificos,
y Y} =0, para kz — y objetos especificos. Por lo tanto

z z kz
gk,t(z) = Z (’Yl)kz(’Yk)P }/to'(.j) — ’Y’CCLTd(Ft) = 2
Ve HES g j=1
kz (’YZI)(;k) kz (i)
=0 7t ty=y ('y) =

Yy YR €{ L5 2}

Descompusimos la suma anterior para hacer variar los posibles valores de 71 + ... +7, =7 de 0
a kz, el total de elementos considerados. El factor f(y1)...f(vx) sera igual a uno si v1, ..., € f; *
y cero si algin 71, ..., 7% no estd en este conjunto.

Utilizamos el Teorema 3.1, con I" = {1, ..., kz}. Entonces

kz
P ZY;U(]) = v|card(F;) = z
j=1

kz gy kz — A
- ( ) Z ( ' 7)(_1)1‘]3 {Yf(l’l) = 1,...,Yf(1’7+1) = llcard(F;) = z} )

1
A

Por lo tanto

Galz) = 3 Fn)e )

=0 m+..+y=v ('y)
Y15V E{L,..002}

p {Yta(l,l) —1, mjyta(l,'YJri) = 1|card(F) = Z}

& Uy 5 ‘
= Z 77]47,2 (7) Z < . ) (_1)2)\i+’7,t)
v=0

i=0 J
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() = >, fon)-Sow) (721) ('Z)

Y1t Y=Y
Y15V €{0;.,2}

- ¥ > fr)- f (=) f () (;1) (7;1) (;)

Ye€{0,.. 2} Vit AV 1=k
V<Y Ve Ye—1€{0,.,2}

SHRD SR (G0l ) ARWCEES!

'Yke{o""yz}
Te <y

La igualdad se da dado que partimos la suma en dos, haciendo variar 45 en la primera, pero
recorriendo los mismos elementos.
Concluimos asi la demostracion.

O

La siguiente secciéon corresponde al andlisis de la distribucién de N;. Haremos esto por partes.
Primero analizaremos el caso estatico, con T' = 1, y posteriormente el caso dindmico, con T > 1.

Sea T = 1. Dado que en esta situacién ¢t = 1, la variable ¢ toma sélo un valor, omitiremos los
subindices temporales en todas nuestras variables, es decir, N; = N, X} = X?, etc.

Al ser T = 1 la ecuacién recursiva para Z¢, i € ), definida anteriormente, se reduce a

7' = X"+ (1-X")¢'.
Presentamos entonces el teorema sobre la distribucién de N.
Teorema 3.3. Sear € {0,...,n}. Si T =1, entonces
r n—r n—k
Pv=r= (M) ()X ("0 ) 0 arrala0 i) X (") e,
k=0 a=0 j=0

Demostracion. Sea r € {0,...,n}. Sea T'= 1. Por la ley de probabilidad total,
P[N=r]=> PIN=r|N? = kP[NP = k] =Y P[N =r|N” = k|P[N” = k].
k=0 k=0

La segunda igualdad se da dado que NP denota la cantidad de firmas que entraron en quiebra
directamente y N la de todos los que entraron en quiebra, es decir, NP < N, por lo tanto P[N =
r|NP = k] =0, para k > 7.

Por definicién, NP = YicaX ¢, Aplicando el Teorema 3.1, con I = 2, obtenemos que

P[NP = k] = 1<, (Z) g (n ; k) (—1) 4 2(€2).

En este caso estatico
n

N:=> 7= ixi + (1= XN
=1

=1
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Por lo tanto

PIN=rIN? =k = P> (X'+(1-X)g")=r[N" =k
Li=1
= Plk+ Z o =r|NP =k
ie{jeQ, Xi=0}

= P > P =r—kINP =k
Lic{ieQ, Xi=0}

Aplicamos el Teorema 3.1 para ¢*, con I' = {j € Q, X7 = 0}, de cardinalidad n — k,

p Y @ =r—kNP =k
e{jeN, Xi=0}
n—k (=R —(r=h) n—r & D _

_ _1\¢ 1_ i+r—

- (T_k> ; ( Z, >( 1)P[g0 1., ot = 1N

= (O (") vt

- r—k i i i+r—k\g\Y, .

Supusimos que en la situacién inicial no hay firmas en quiebra. Por lo tanto, para t = 1,
Ni_1 = Ny =0.
Tenemos entonces que
P[N=r] = ) P[N=r|NP=kPIN" =}
n — n—r n— n n—k:
= Z ((7’ _ > Z ( ) 52+7’ k 0 k (k Z > :uj+k(Q)
k=0 = 7=0
T n n—r n—k . )
- S0DWE () evsson X (5 )crmae
k=0 =0 7=0
n\ w— (7 s« [n—71 ; —
- <7’> Z <k)> ( i )(_1> Ei+r k Z ( ) /,Lj+k<Q)
k=0 i=0 j=0

En el tltimo paso utilizamos la igualdad (?:I]z) () = (7)(;)- Terminamos asf la demostracion.

O]

En el teorema anterior obtuvimos una expresion para la distribucién de N; cuando T = 1.
Analizamos ahora la distribucién de Ny para el caso en que T > 1, donde hay méas de un periodo

y t puede tomar diferentes valores.
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Recordemos primero la expresién recursiva para la variable aleatoria del estado de quiebra de
las firmas, planteada al inicio de la seccion,

Zi = Xi+(1-X)¢l
Zi = Zl  +(1—-Z )[XI+ (1 - X)¢l], paratodote {2, ...,T}, paratodo i€ Q.

Recordemos que la variable ©; C €2 denota el conjunto de firmas en quiebra al tiempo t.

Teorema 3.4. Sea r € {0,...,n}. Para todo T € N, T' > 1, para todo t € {1,...,T},

P[Nt:T]: Z P[@tzﬁt],
0:CQ
card(0)=r

POy =6y = Z Z Pl©; = 0|01 = 0,_1]P[O;—1 = 6;_1],

u=0 6;_1CH;
card(fi—1)=u

PlO; = 6;|0;1 = 6;_1]

r—u
=> Y PXi=1, X/ =0, paratodoi € My, Vj € Q— 0,1 — MOy = ;1]
m=0 M¢C8;—0:—1

card(My)=m
> (” i ) (“1V & mag(w,m)).
=0

Demostracién. Sear € {0,...,n},seaT €N, T >1,yseat e {1,.., T}
Podemos entonces separar el evento card(©;) = r, exactamente r quiebras, a partir de los
conjuntos especificos de r elementos que contienen a todas las firmas en quiebra. Es decir,

[Ne =7] = [card(®y) =r] = | ] [6: =0

0:CQ
card(0¢)=r

Al ser una unién disjunta,

P[N;=r]= Y PlO,=0

0:CQ
card(0¢)=r

Usando la ley de probabilidad total para P[©; = 6] en esta situacién, con 8, C €, card(;) =r,
obtenemos que

PO, =6] = Y > PO/=066,1=0,1]P[0 1 =06, 1]
u=0 0,5_1CQ
card(0i—1)=u

= Z Z POt = 0|01 = 0, 1] P01 = 0_1].
u=0 9t,1C0t
card(fi—1)=u
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Observemos aqui que 6;—1 C Q, card(fy—1) = u, con u € {1,...,n}, son todos los posibles
valores que puede tomar ©;_1, pues esto es cualquier conjunto contenido en §2. Dado que no existe
recuperacién de las firmas en quiebra, ©;—1 C ©;. Entonces P[O; = 0;|0;_1 = 6;_1] = 0 para
0:—1 ¢ 0, que incluye la situacién card(6;) < card(6;—1), por lo que se reducen los sumandos.

Obtenemos ahora una expresién para P[O; = 6,/©;_1 = 6;_1] en la situacién anterior, con
0,1 C Oy CQ, card(0i—1) = u < card(b;) =,

P[O; = 6|0, 1 =6;_ 1] = P[Z] =1, th =0, para todo i € 0y — 6;_1, para todo j € Q — 6|01 = 0;_1]
= PIX[+(1-X))ei =1, X] +(1-X{)el =0,
para todo i € 0y — 6,1, para todo j € Q — 6,|0;_1 = 6;_1]
= PXi=lopi=1 X/ =0, ¢ =0,
para todo i € 6y — 6;_1, para todo j €  — 6;|0;_1 = 0;,_1].
Es decir, necesitamos que las firmas que faltan por entrar en quiebra para llegar a ©; = 6;,
0; — 0;_1, caigan en quiebra al tiempo ¢ y que las que estan fuera del conjunto 6y, es decir, en
Q) — 6, no lo hagan. Ya que las firmas en estos conjuntos estan fuera de 6;_1, las firmas en quiebra

al tiempo ¢t — 1 son tales, que fol = 0 para todas ellas. Por lo tanto, el evento Z} = 0 se reduce a
las expresiones de la segunda igualdad de la expresién anterior.

Ya que en este resultado X; = 1 6 ¢! = 1, para todo i € 6; — #;_1, podemos descomponer
P[@t = 9t|@t71 = 9,571] como

PlO; = 04|01 = 0;_1]

= Z P[Xf =1, para todoi € My C 0y — 0,1, ¢ =1, para todo a € (6 — 0,_1) — M,
MiCO—0;_1

Xg =0, para todo j € Q — 0, + (0; — 0,1 — M,), wtﬁ =0, para todo f € Q — 0,041 = 0;_1].

Observemos que en esta expresién encontramos sélo intersecciones. Ya que {X}, i € Q} son
independientes de {¢], j € Q} podemos separar los eventos de la siguiente forma,

PO = 0401 = 6]

= Z P[Xti =1, Xg =0, para todo i € My, para todo j € Q — 6,1 — M;|©;_1 = 6;_1]
MiCOi—0¢_1

P[(pi =1, gp{ =0, para todo i € 0y — 6,1 — My, para todo j € Q — 0|01 = 0;_1].

Separamos los sumandos por cardinalidad de M; y, dado que {¢%, i € Q} son intercambiables,
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P[O; = 6,01 = ;1]

T—Uu
= Z Z P[XZ =1, th = 0, para todo i € My, para todo j € Q — 0,1 — M|©y—1 = 0;_1]
m=0 M;CO:—0;_1
card(M)=m
Plpi =1, goz =0, para todo i € {1,....,7 — u — m},
paratodo j € {r—u—m,..,tr—u—m+(n—7r)=n—u—m}
|N;_1 == card(©;_1) = u, NP = card(M;) = m]

T—Uu
= > > P[X/=1, X] =0, para todo i € M;, para todo j € Q— 01 — M;|©;_1 = 0;_4]
m=0 MtCQt—Gt_1
card(M¢)=m

‘ D
P[zz‘eﬂfet,th ;=1 —u—m|Ni_1 =u, N =m]
(nfufm) :
rT—u—m
La ultima igualdad se da porque al ser {p%, i € Q} un conjunto de variables intercambiables, la
probabilidad de r —u —m elementos con ¢} = 1, especificos, seleccionados de n —u —m objetos, es
igual para cualquier seleccion. Al haber (1::3:;2) formas de elegir estos elementos especificos obte-
nemos que la probabilidad de exactamente r —u—m elementos con cualesquierag! = 1 seleccionados
de n — u — m objetos, entre (""2"™) es igual a la probabilidad del evento especifico.
. y D
Aplicando el Teorema 3.1 a P} ;cq g, , a0t =7 —u—m|Ni—1 = u, N7 = m], con I' =
Q —u — M, de cardinalidad {1,...,m — u — m}, tenemos que

P Z ol=r—u—m|Ny_1=u, N’ =m
i€Q—0;_1—M;
(n—u—m)—(r—u—m)
_ (n—u—m Z (n—u—m)—(r—u—m) (—1)
T—uU—m = J

P[(p% =1,.., (p{JrT_“_m = 1|N¢—1 = u, NtD =m].

Por lo tanto

PO =0,/0;_1 = 6;_1]

T—Uu
= > Y PX]=1, X] =0, Vie M, para todo j € Q— 01 — My[©;_1 = 0, 1]

m=0 MyC0;—0;_1
card(M)=m

n—r

2 (n J_ r) (=178 r—u-m,t(9(u, m)).

=0

Concluyendo asi el teorema.
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El teorema anterior sera el ultimo que obtendremos con las suposiciones hasta ahora conside-
radas. Es claro que no obtuvimos una expresién sencilla para la distribucién de V¢, ni se observan
caracteristicas claras de ésta a partir de las expresiones encontradas. A continuacién aplicaremos
los teoremas a casos especificos para obtener resultados concretos.

En el Teorema 3.4 obtuvimos una expresién para la distribucion de la variable aleatoria N;. Esta
expresién depende de &4, variable que describimos en el Teorema 3.2, que depende a su vez de
Mk,2(7), descrita también en el Teorema 3.2, y de \; ¢, que es conocida ya que una de nuestras supo-
siciones es que conocemos la distribuciéon conjunta de {Y;” , (i,7) € Q%}. Para encontrar una forma
explicita de la distribucién de N; podemos primero obtener 7y .(7y), para obtener &, siguiendo el
Teorema 3.2, e incorporar este elemento en la férmula de N; del Teorema 3.4. La expresion explicita
de Ny para un caso especifico puede ser bastante compleja, dependiendo de los parametros, f, g y
F}, y de las distribuciones conjuntas de {X{, i € Q} y {V}"’, (i,j) € Q*}.

Analizaremos ahora la distribucion de V; en casos especificos. Haremos esto considerando ciertas
suposiciones adicionales a las propuestas:

1. Para todo t € {1,...,T}, {X}, i € Q} forman parte de una sucesién de variables aleatorias
intercambiables, y por lo tanto éste es un conjunto finito intercambiable.

2. Paratodot € {1,...,T}, {Yti’j, (i,7) € 92} forman parte de una sucesién de variables aleato-
rias intercambiables, y por lo tanto éste es un conjunto finito intercambiable.

3. Para todo t € {1,...,T}, las distribuciones conjuntas de {X?, i € Q} y {¥;"/, (i,7) € 92} no
cambian con el tiempo, por lo tanto, tampoco lo hacen & +(2), ikt y Ak -

Estas tres especificaciones nos dejan con calculos méas manejables y con una complejidad tedri-
ca bastante rica, por lo que podemos aplicar algunos resultados interesantes, como lo veremos a
continuacién.

Encontremos primero una expresiéon simplificada para la distribucién de N; considerando las
nuevas suposiciones.

Teorema 3.5. Sear € {0,...,n}. Consideremos las nuevas suposiciones. Para todo T € N, T > 1,
para todo t € {1,...,T},

P[N, = 1] :;P[Nt_l -y (Z B Z) 'y (T T;U) n_zufm (n N Z_ m) fimtant

m=0 a=0
Z <n ; T) (_1)j+a§j+rfu7m,t(g(ua m))
=0

Demostracion. Observemos que, para todo t € {1,....,T}, {X},i € Q} y {Y{,i € Q} son conjuntos
de variables aleatorias intercambiables, por lo tanto {Z},i € Q} son también variables aleatorias
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intercambiables. Entonces
PN, =7, Ny =] =( " — gl = u o gutl _ 0o
t — T’ t—1 — u] — u P[Nt — 717 Zt—l — 1, aeey Zt—l — 17Zt—1 — 07 aeey Zt—l — O]
:(”) (” - “)P[Zg =1,.,2l =1,2"" =0,..,2" =0,

u r—u
Zl o =1,.,2" =1,Z2" =0,.., 721 = 0]

= (”) (” - “)P[@t = 0,011 = 0,_1),
u T—Uu

para cualesquiera 6,1 C 0, C Q, card(6;) =r y card(6;—1) = u.
De igual forma obtenemos que

n
P[N;_1 = u] :(U)P[Ztl_l =1,., 2" =1,Z"=0,.., 2, =0
n
=< )P[@t—l = 0;1],
u

para todo 0;—1 C Q, card(0;—1) = u.
Entonces

™ (") P[0, = 6;, 0,1 = 0, _
P[Nt:r|Nt,1:u]:(“)(T7") O = 0,01 =0; 1]:<n u

(M) P[©s—1 = 0;—1] >P[®t = 01041 = b1]-

r—u
Por otro lado

PNy =7] =Y P[N; =7|N;_1 = u]P[N;_1 = u].

u=0

Entonces

- n—u
P[Nt = r] = ZP[Nt—l = u] <7’ _ u)P[@t = et‘gt—l = (915_1],
u=0

para cualesquiera 6,1 C 0, C Q, card(f;—1) = u 'y card(6y) = 7.
Por el Teorema 3.4, tenemos que

r—u
PO, =040;_1 =6,_1] = Z Z P[Xf =1, X/ =0, para todo i € M,

m=0 MyC0;—0;_1
card(M¢)=m

<

n—

, n—r ,
para todo j € Q — 60,1 — M;|Oy—1 = 0;_1] Z < j )(—1)]§j+r_u_m,t(g(u,m)).
=0

<
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Ya que {X}, i € Q} son intercambiables,

P[Xti =1, Xg =0, para todo i € My, para todo j € Q — 6,1 — M;|©;_1 = 0;_1]
(X! =1, X" =1,X"" =0,., X" =0

(XF =1, X7 = L X = Y- U = 1)
X} =1, x7=1-[{x" =13 .. X7 =1}
(X} =1, X =1-[{x! =1, x7" =1} .| (X! =1,... X =1}]

= Y (- (“ e m)P[th =1,.., X" =

(6%
a=0
= (1)a( )Mmm,t,
(6%
a=0

para todo M; C 0; — 01 con card(M;) =

Observemos también que
n—u
> ="
01 m

My CO—
card(M¢)=m

Entonces

PIN, = 7] ZPNt 1_u]<Z:Z>

u=0

Z Z P[X! =1, Xg =0, para todo i € My, para todo j € Q — 6,1 — M;|©;_1 = 6;_1]
m=0 M;CO;—0;_1

card(M¢)=m
> (") wematalm)
=0

T

—ZPNtl—u<r_u>Z > nuzm (n_z_m>ﬂm+a,t

m=0 M;C0;— 9,5 1 a=0

card(M)=m
n—r n—r .
< . )(_1)]£j+rum,t(g(uvm))
j=o ~ J
- n—u\ w— (7 —u\ ~"(n—u—m
:ZP[Nt_1:U]<r—u>Z< m > Z < o >’um+o"t
u=0 m=0 a=0

(n B T) (=17 Gt (9w, ).
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Presentamos ahora el teorema de De Finetti. Fue hecho propuesto y demostrado por Bruno De
Finetti en 1931 y a continuacién utilizaremos una version del teorema para distribuciones Bernoulli.
La demostracién se desarrollard en el apéndice.

Teorema 3.6. Teorema de De Finetti. Sea X1, Xo, ... una sucesion de variables aleatorias inter-
cambiables con distribucion Bernoulli. Entonces existe una funcién de distribucion F sobre [0, 1]
tal, que

1
PIX) =1, Xy =1, Xy =1, Xypq = 0,0, Xpo = 0] = / 0" (1 — 0)F—dF(0).
0

Utilizaremos el Teorema de De Finetti de la siguiente forma:
Para todo t € {1,...,T}, {X}, i € Q} son parte de una sucesién infinta de variables aleatorias inter-
cambiables con distribuciéon Bernoulli. Aplicando el teorema de De Finetti, para todo 1 < k < n,
existe Foy , funcién de distribucién sobre [0, 1] con la variable aleatoria correspondiente, Ox,, tal,
que

1
prs = PIX} =1, X =1] = / 0" dFe, (0) = E[Ox,"].
0
Volvemos a utilizar el Teorema de De Finetti para obtener A:
Para todo t € {1,...,T}, {Y;", (i,) € Q?} son parte de una sucesién infinta de variables aleatorias
intercambiables con distribucién Bernoulli. Aplicando el teorema de De Finetti, para todo 1 < k <
n, existe Fo, , funcién de distribucién sobre [0, 1] con la variable aleatoria correspondiente, Oy,
tal, que

1
Ao o= P70 =1, vy =) = / 0kdFe,, (0) = E[Oy"),
0

con o, cualquier permutacién de Q2.

Veamos que, por nuestra tercera suposicion adicional, py ; y Ar¢ no cambian con el tiempo. Por
lo tanto, tomando Ox := O, y Oy := Oy,, para algin (i,j) € T2, obtenemos que, para todo
t € {1,..,T}, pes = B[Ox* v My = E[Oy"], es decir, estos conjuntos se caracterizan con dos
variables aleatorias.

Observemos que nuestros resultados sobre la distribuciéon de N; estdn completamente estable-
cidos a partir de 0, T', Fy, f, pgs ¥ Mt-

Queda claro que las tres suposiciones adicionales estan hechas para, las primeras dos, aplicar
el teorema de De Finetti y caracterizar la distribucién de N; por variables aleatorias sobre [0, 1] y,
la tercera, para que sean necesarias para esto sélo dos variables aleatorias, una para los quiebras
directas, Ox, y otra para los contagios, Oy .

Sea p := P[X} = 1] = E[Ox] y sea q := P[Yta(l) = 1] = E[Oy], siguiendo la notacién del
modelo estatico de la probabilidad de entrar en quiebra directamente para cualquier firma y de un
contagio cualquiera. Sea 0% = V[Ox] y sea 02 = V[Oy].

Supondremos que la varianza y la esperanza de ©x y Oy son conocidas y que estas variables
aleatorias tienen distribucién Beta. Hacemos esto ya que las distribuciones Beta tienen soporte [0, 1]
y podemos obtener todos los momentos a partir de la varianza y esperanza, utilizando el siguiente
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teorema.

Teorema 3.7. Sea © una variable aleatoria de distribucion beta con pardmetros o y B, es decir,
su funcion de densidad es
:Eo‘_l(l _ m),8—1

z)=1 .
fw)=1oy [ te=1(1 — t)8—1dt

Entonces

Fa+k) T(a+pB)
I'a) T(a+pB+k)

a=sle] (FO) 1) v — - mrep (PO ).

E[0F] = donde

o0
con I'(x) := / e Yy* dy, la funcion Gamma de Euler.
0

El Teorema 3.7 sera probado en el apéndice.

Aplicando el teorema anterior podemos caracterizar a las variables aleatorias ©x y ©y, con
distribucién beta, a partir de su varianza y esperanza, si su varianza es distinta de cero. En este
caso podemos utilizar la ecuacién del Teorema 3.7 para obtener los momentos de cada variable
aleatoria.

» Sio% =0, entonces E[Ox] =Ox y O x" es constante, por lo tanto
pee = E[0x" = 0x" = E[Ox]" = p.
» Sio% >0,

I(ax +k) T'(ax +Bx)
M(ax) T(ax +px +k)’

o (P2 1) - (K22 ),

X X

s = E[Ox"] =

(o9}
I'(z) = / e Yy* tdy, la funcién Gamma de Euler.
0
» Si o2 =0, entonces E[Oy]| = Oy y Oy" es constante, por lo tanto
A = E[Oy*] = 0yF = E[0y]F = ¢".
= Si 032/ > 0,

D(ay +k) Doy + By)
Llay) T(ay+py +k)

Con ay=q<q(1ggq)—1) YBY:(l_Q)((](la;q)_1>a

Y Y

At = E[0y"] =
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o0
I(x) = / e Yy”ldy, la funcién Gamma de Euler.
0

Es decir, dadas estas suposiciones, la distribucién de N; queda completamente establecida con
los parametros €, f, g, p, q, ag( y cr%. Hemos obtenido también las relaciones que nos llevan de estos
elementos a obtener fi ¢, Ar¢, &kt ¥y, con ellos, la distribucion de IV;. Podemos entonces calcular
valores para casos especificos.

0-35 T T T T T T T T T
03} el .
— 1':2
025} rare x
—_—— T:
% 021 =
Z—v— a— g -
o 0.15F -
/t/ d r -“-\-\_HH\\
o.f" o~
% e ;
X // o 3
005f Y -
0 P s o I I I I I
0 1 2 3 4 &

Figura 7: Distribucién de Nj.

La figura 7 muestra la distribucién de N; para 10 firmas, n = 10, cuatro periodos, T = 4,
considerando un contagio suficiente para quebrar, f(x) = 1,>1, de las firmas que caen directamente
en ese periodo, g(u,m) =m, conp=.1,q= .2, cr§< =0y 0}2/ = 0, es decir, con las quiebras directas
y por contagio independientes. Observemos que la distribucién de NV; tiende hacia valores altos a
medida que el tiempo pasa, esto se deba a que no existe recuperacién.
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Figura 8: Esperanza de N;.

Figura 9: Varianza de V.

La figura 9 muestra el cambio de la varianza de N; cuando el tiempo transcurre. La figura 8
muestra el avance de E[Ny], el que no haya recuperacién explica el incremento en la esperanza.
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Figura 10: Distribucién de ;.

La figura 10 muestra la distribucién de Ny para 10 firmas, n = 10, y cuatro periodos, T = 4,
considerando tres contagios necesarios contagio para quebrar, f(x) = 1,>3, de las firmas que caen
directamente en ese periodo, g(u,m) = m. Consideramos también p = .1, ¢ = .4, O'g( = .05y
a% = .05. Observemos que las distribuciones para cualquier tiempo estdn cargadas hacia k =0y
k = 10.

Figura 11: Esperanza de N;.
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Figura 12: Varianza de N;.

La figura 12 muestra el cambio de la varianza de N; cuando el tiempo transcurre. La figura 11
muestra el avance de E[Ny].
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4. Sectores

A nuestro modelo anadiremos ahora la idea de firmas en sectores, obtenida de Davis y Lo,
en [7]. Consideremos un conjunto de firmas que se divide en sectores disjuntos, las firmas son
independientes respecto a las firmas fuera de su sector y no necesariamente independientes dentro
de él, el contagio se da solamente dentro de los sectores. Denotemos al nimero total de firmas
n, a la cantidad de sectores s y n; al nimero de firmas en el sector i, para ¢ = 1,..., s. Entonces
n = ni+...+ns. Consideraremos solamente un periodo en el tiempo, de ahora en adelante N = Ny.

Dado que cada firma es independiente de las que se encuentran fuera de su sector, la cantidad
de quiebras dentro de un sector también serd independiente respecto a los demads sectores. Sea p;
la probabilidad de quiebra directa y ¢; la de contagio para el sector i, con i = 1,...,5. Sea N' la
variable aleatoria de la cantidad de firmas que caen en quiebra para el sector i, para i = 1,...,s.
Entonces

=1

Recordemos que cada N’ estd determinada por diferentes tamaifios del sector, n;, probabilidades
de contagio, ¢; y de quiebra directa, ¢;. Cada sector puede verse como un conjunto de firmas con
contagio general como los analizados anteriormente. Cada uno de estos sectores es independiente
de los otros, dando lugar a esta funciéon de masa conjunta para la cantidad de quiebras por sector.

La funcién de masa que buscamos es una general, que nos dé la distribucion del total de firmas en
quiebra. Observemos que, para generar esta funcién podemos considerar todas las formas diferentes
en que se pueden formar un cierto nimero de quiebras k, en s sectores, y aplicar la funcién de masa
de la variable N que obtuvimos en la seccién anterior. Es decir,

Plk quiebras] = P[N =k = > [[PIN' = ki,
acAs(k) i=1

donde A4 (k) denota al conjunto de todos los arreglos del tipo a = {ki, ko, ...,ks} con > ;_ ki =k
y 0 < k; < n;. El arreglo a nos da la cantidad de quiebras para cada sector donde el numero total
de quiebras es k. Los elementos de A4(k) son entonces todas las posibles formas en que se pueden
tener k quiebras en total, todas las maneras en que podemos acomodar estas k quiebras en los s
sectores, considerando la restriccién de tamano para cada sector.

El calcular A, (k) explicitamente es sencillo para pocos sectores pero se complica a medida que
s crece, haciendo casi necesario pasarlo por una computadora. Presentaré ahora una construccién
més formal y algunas caracteristicas del conjunto A,(k).

Observemos que

jmax
As(k) = U {As—1(k =), 7},
J=Jmin
donde {As_1(k — j),j} denota a todos los arreglos {ki,ka,...,ks—1,7} con {ki, ko, ....ks_1} €

As_1(k — 7).
Observemos que A;(a) = {a}, para todo a > 0 y que A,(0) = {0, ...,0}, para todo o > 0.
Esta construccién recursiva se da pensando que para obtener los arreglos A,(k) podemos tomar
todos los arreglos As_1(k—j) para diferentes valores de j, con un sector y cierto nimero de quiebras
menos, y agregarles el sector y las quiebras necesarias para llegar a k quiebras. Esta nueva entrada,
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7, tendra dos restricciones, una debido a que el nimero de quiebras en el iltimo sector, representado
por la dltima entrada, no puede exceder el total de firmas en este sector n, ni el total de quiebras
en el portafolio, k, la otra restriccién se da ya que el nimero de quiebras es los primeros s — 1
sectores no puede ser mayor la cantidad de firmas en estos sectores ni j puede ser negativa, pues
esto no tiene sentido en el modelo. Es por esto que

s—1
Jmin = mMax (k - i, 0)
=1

Jmax = min(k,ng).

Teniendo esta férmula podemos derivar una forma recursiva para la cardinalidad de Ag(k).
Dado que, para cualquier j, {As_1(k — j),j} agrega un elemento a cada arreglo de A,_1(k — j),
estos dos conjuntos tienen la misma cardinalidad. Observemos que ;23’; AAs—1(k =), j} es una
unién disjunta. Por lo tanto

Jmax Jmax
card(As(k)) = Y card({As_1(k — ), j}) = card(As(k)) = > card(As1(k — j)).
J=Jmin J=Jmin

Dado que A;j(a) = {a} para todo a > 0, card(A;(«)) = 1. Observemos también que A, (0) =
{0, ...,0} para todo a > 0, por lo tanto card(A,(0)) = 1.
Estas ecuaciones nos sirven para calcular A;(k) y con él la distribucién de N.

Como ejemplo consideremos un conjunto de 10 firmas divididas en tres sectores de tamano 1,3
y 6. Consideremos ¢; = g constante para los tres sectores.

025 ; : : . .
—-—Q:O
——g=2
02k S ain .
——g=.6
0.15¢ —ane =
¥ o
£

005 / -

jd'
/

/

/

0 I I I / I I I
@] ] 2 3 4 5 & 7 8 g 10
k

Figura 13: Distribucién de N considerando tres sectores con 1,3 y 6 elementos.
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La figura 13 muestra las distribuciones de N para diferentes valores de ¢ donde p; fue calculado
de manera que el valor esperado en cada sector es la mitad de su tamano. Esto fue hecho para
mantener el valor esperado total igual a 5.

Al considerar sectores podemos hacer una comparacién con el trabajo de Moody’s [1], presentado
en la introduccién, que motivé el desarrollo de estos modelos. Consideremos la funcién de pérdida
L(z) = 100 méx(z — .3,0), donde = denota la fraccién del total de firmas en quiebra.

2F T T T T
26
25

24

E[L]

23

22

8] 0.1 02 03 04 0.5 0.6 07 08 0.9 1

Figura 14: Efecto de la probabilidad de contagio g en la pérdida esperada.

24 T T T T T T

235

23

22:5

E[L]

22

| | I |
QO‘\? 0 < 8 7 & 5 4 3

Diveristy Score

Figura 15: Efecto del Diversity Score en la pérdida esperada.
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La figura 14 muestra la pérdida esperada obtenida utilizando el modelo de contagio explicito
que hemos analizado en el desarrollo de este trabajo aplicado al ejemplo propuesto. La figura 15
muestra la pérdida obtenida utilizando la Técnica de Expansién Binomial de Moody’s con p = .5.

La pérdida esperada nos sirve para comparar los modelos. Nuestro ejemplo de 10 firmas en 3
sectores tiene Diversity Score de 6 y pérdida esperada de 21.7, lo que equivale a una probabilidad
de contagio de 0.18.

Es necesario obtener las probabilidades de quiebra directa y de contagio de datos reales asi como
las relaciones econémicas globales para incluirlas en nuestros modelos. Sin estos datos serd dificil
modelar la realidad econémica. Sin embargo, esta tarea implica mayor conocimiento econémico y
acceso a informacion poco difundida, por lo que no sera discutido en este trabajo.
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Apéndice
A. Demostracion del Teorema de De Finetti

En este capitulo desarrollaremos la demostraciéon del teorema publicada en 1976 por David
Heath y William Sudderth, en [2], para distribuciones Bernoulli. Veamos primero dos resultados
necesarios para la demostracién del teorema.

Teorema de Seleccién de Helly (A partir de Feller, en [5]). Sea {F,} una sucesion de funciones
de distribucion. Entonces existe una funcion, F : R — [0, 1], mondtonamente creciente y continua
por la derecha, y una subsucesion, {F,, } de {Fy,}, tales, que {F,, } converge débilmente a F, es
decir,

kh'm F,,(x) = F(z), para todo x, punto de continuidad de F.
—00

Demostracion. Veamos primero que existe una subsucesién, {F),, } de {F,}, convergente sobre todo
punto de Q. Para ello utilizaremos el método diagonal de Cantor.
Enumeremos los elementos de Q como {z;}5°;.

Sea F,(LO) = F},. Entonce {FT(LO) (1)}52; es una sucesién acotada de puntos en R, por lo tanto
oo

existe una subsucesién convergente, {Fég)(xl)}zo:l de {F}LO) (x1)}9°,.

Sea F, ,51) = F,SZ). Como {F; ,51) (22)}72, es una sucesién acotada de puntos, existe una subsucesion
convergente, {F,Sn) (x2)}>° 4 de {F]gl)(l‘g)}zozl, y por lo tanto de {F,so) (x2)}02,.
Sea Fr(r?) = Fk(;;)

o

Siguiendo este método obtenemos {{F¥}2° ;12 | una sucesién de subsucesiones, tal, que {F,gk) >

)y oo
n=1»

o0
n=1»

es subsucesién de {FT(L]{’,_1 y por lo tanto de {F}, } y {Fék) (x;)}22, converge paral < x; < k.
Consideremos ahora la subsucesién diagonal de funciones {F,(ln) o0 1 de {F,,}5° ., que toma en

el lugar n la n-ésima funcién de la n-ésima subsucesion de funciones de {F},}°2 ;. Para todo j € N

[e.9]

la sucesiéon de puntos {FV(L”) (xj)}52; converge, pues {FT(Ln) (zj)}oe ;s los valores a partir de j, es

subsucesion de {FT(LJ )(xj)}j’f:l convergente.
Por lo tanto existe una subsucesién, {F,, } de {F,}, la diagonal que acabamos de definir,
convergente en todo punto de Q.

Sea F*(z) = lim F),, (z), para todo z € Q.

k—o0

Dado que {F,, } son funciones de distribucién, F* : Q — [0, 1], es mondtonamente creciente.
Extendemos la definiciéon de F* a R — Q para abarcar a R,

F*(x) =sup{F*(r)|r € Q, r <z}, para todo z € R — Q.

Observemos que

0 =mf{F*(r)|r € Q} < F*(z) < sup{F*(r)|r € Q} =1, para todo z € R — Q.
Es decir, F* : R — [0, 1].
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F*(z) = sup{F*(r)|r € Q, r <z} > F*(r), para todo r € Q, para todo x € R — Q, r < z, por definicién.
F*(x) =sup{F*(r)lr € Q, r <z} < F*(r), para todo r € Q, para todox € R —Q, r > x,

pues F'* es mondétonamente creciente en Q.

F*(z) > F*(y), z,y e R—Q, = >y, pues {F*(r)[r € Q, r <y} C{F*(r)|r € Q, r < z}.

Por lo tanto F* : R — [0, 1] es monétonamente creciente.

Veamos ahora que limg_,o Fpy, () = F*(x), para todo z € R, z punto de continuidad de F™.
Si z es un punto de continuidad de F* y € > 0, entonces existen x1,z9 € Q, 1 < x < x9, tales, que

F*(x1) < F*(z) < F*(x1) + €
F*(x9) —e < F*(x) < F*(x9),
pues Q es denso en R y F* es mondtona creciente.
Como cada F}, es mondtona creciente,
o (21) < F, () < Fyy (22).

Cuando k£ — oo,

Ff(z) —e < F*(21) < kh’m Fo, (x) < F*(xz9) < F*(x) + €, para todo € > 0.
—00

Por lo tanto limy_, Fy, (2) existe y limy_yo0 Fy, (z) = F*(x), para todo z € R, punto de
continuidad de F*.

Observemos que F* tiene a lo més una cantidad numerable de discontinuidades, pues su imagen
estd contenida en [0, 1] y la funcién es mondétona creciente, es decir, las discontinuidades son saltos
disjuntos de tamano positivo.

Definamos una nueva funcién, F.

F(z) = F*(x), para todo = € R punto de continuidad de F*,
F(x) = Hm+ F*(h), para todo x € R discontinuidad de F™.
h—x
F :R — [0, 1] es entonces mondtonamente creciente, continua por la derecha y

ka F, (x) = F(z), para todo z € R punto de continuidad de F.
—00

El siguiente resultado es parte de una caracterizacion de la convergencia débil.

Lema de Helly-Bray (A partir de Roussas, en [8]). Sea {F,} una sucesion de funciones de
distribucion convergente a una funcion de distribucion F sobre todos los puntos de continuidad
de F, es decir, {F,} converge débilmente a F. Entonces, para todo o, € R, a < 3 tales, que
limy, 00 Fro(@) = F(a) y limy, o0 F(B) = F(B), y toda funcidn, f : [a, 5] — R, continua,

lim f(x)dF,(x) = f(x)dF(x).

7790 (8] (a,]
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Demostracion. Dado que F' es mondtonamente creciente en [0, 1], esta funcién tiene una cantidad
numerable de discontinuidades sobre [o, 8]. Por lo tanto los puntos de continuidad de F' son densos
sobre [a, (]. Consideremos la partcién de [«, 8] en m intervalos, a = z1 < 2 < ... < Tyyy1 = 5,
con z;,j = 1,...,m + 1, puntos de continuidad de F. Dada esta particién definamos la funcién
fm : (o, ] = R como

2) =Y fE) Ly 050 (@), con & € (x5, 2501), j=1,....m
j=1
Por la desigualdad del triangulo,
<

f(z)dFn(x) — fm(w)dFn(z)
(3] (a,3]

fn(x)dF () — f(z)dF(z)
(o8] (o8]

f(z)dF,(z) — f(x)dF(z)
(a] (o8]

fm(@)dFn(2) — fm(z)dF (z)
(a,] (3]

f(@) = fm(@)dFn ()| +

- +

fm(@)dFn(2) — fm(x)dF(2)
(] (3]

(e8]

+ fm(x) = f(x)dF(x)

(e8]

fm(@)dFp(2) — fm(z)dF (z)] .

< 2sup{|fm(z) - f(2)| 1w € (a, B} +
(o8] ()

Todas las integrales existen pues, para todo m > 0, f,, tiene una cantidad finita de discontinuidades
sobre (a, B]. La dltima desigualdad se da, ya que la variacién total de las funciones de distribucién
sobre (a, (] es igual o menor a uno, pues son monétonamente crecientes y su imagen estd contenida
en [0, 1].

Observemos que

m(x)dF (z) = )dF(x) = (z F
[ In@are g/]f () ;f E)F(s41) - Fz;)] v
[ dn@ar g /] Fo(z) = ;ﬂ@)[ ' (@541) — F(a)].
Por lo tanto
Fn@)dFu() = [ fn@dF@)| = |32 FE) Furys1) — Falwj) — Flagin) + F(a;)]
(o8] (o8] s
Z | (IFn (1) = F(xj)| + [F(x5) — Falz)))-

Los valores z1, ..., Zy4+1 son puntos de continuidad de F', por lo tanto

i Fo(zj41) = Faj) y m Fo(z)) = Fz;).
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Entonces

lim (|Fuj1) — Flagin)| + [F(y) — Fala)]) = 0

Jim (Zf () ([ Fn (1) — F(wj+1)+F(wj)Fn(ﬂ?j))) =0.

Observemos que

sup{|fm(z) — f(z)| : # € (o, B]} = max{sup{[fm(z) — f(2)] : @ € (), zj+1]} : J €N, 1 < j <m}
= méx{sup{[f(§;) — f(z)| 1 @ € (zj, x;11]} : j €N, 1 < j <m}
< max{sup{[f(§;) — f(z)| : z € [zj,zj11]} : J €N, 1 < j <m}
=max{[f(§) — f(y;)| : 7 €N, 1 < j <m},
para algin y; € [z}, z;41]
=1f(&) — f(yk)|, paraalgin k € N;1 <k <m,
para algin y; € [z, Tp41]-

La peniltima igualdad se da dado que f es continua. Entonces yi € (zg, zr11] v & € (Tp, Tpa1]
para algin k, con 0 < k < m. Es posible escoger particiones de forma que

— <3< =
i mix{fo; ] 1< < m} =0,
pues los puntos de continuidad son densos en («, 3].
Por lo tanto

lim |z — 21| =0y hm & = Yk
m—0o0

Ya que f es continua,

lim  f(&) = f(yw)-

Entonces
i sup{| () — (@) € (0, 8]} = 0.
Ya que
- f(z)dFo(z) — " f(x)dF (z)| <2sup{|fm(z) — f(z)|: z € (a, B]}
+ fm(z)dF,(z) — fm(x)dF (x)
(e, 8] (o,8]
se cumple para toda particin,
(e8] (e8] (o, 8] (e,8]
Por lo tanto
im | [ f@dFu@) — [ f@)dF@)| =0,
Gl PACH:] (c,6]

48



esto es, lim f(x)dF,(x) = f(z)dF(x).
B G CX)

O

Teorema de De Finetti. Sea X1, Xo,... una sucesion infinita de variables aleatorias intercam-
biables con distribucion Bernoulli. Entonces existe una funcion de distribucion F sobre [0,1], tal,
que

1
PX;1=1,Xo=1,..,X, =1,X,11=0,..,X;, = 0] = / 0" (1 — 0)*"dF(0).
0

Demostracion. (Teorema de De Finetti) Sea X1, Xa,... una sucesién intercambiable de variables
aleatorias con distribuciéon Bernoulli.

Observemos que para todo r,k,m € NU{0}, 0 < r < k < m, m > 0, por la férmula de
probabilidad total,

PX;=1,Xo=1,.,X, =1,X,31 =0, ..., X = 0]

m m m
=Y P X =L X = L X = L X =00, X = 0 DX =i | P )X =i
i=0 j=1 j=1

Es decir, para cada m condicionamos respecto a los eventos disjuntos {Z;”:l X;=1i}m,.
Parai <r,i>m—(k—r),

m
PlXi=1,Xo=1,., Xp =1, Xp41 =0, ..., X :o‘ZXj —i| =0,
j=1

pues debe haber r variables con valor uno y k — r variables con valor cero en ZTzl X =1.
Entonces

PX;=1,Xs=1,.,X, =1, X541 =0,..., X}, = 0]

m—(k—r) m m
= > P X=X =1 Xy = L X = 0, Xp = 0| DX, = | P DX, =i
=T Jj=1 Jj=1

Observemos que

m

1= 3 P X1:atl,Xg:xQ,...,Xm::Em‘ZXj:i

(@1, 2m)€{0,13™ 3=1
con >, Xj=i

m

m .

:(Z>P X1:$1,X2:$1,---,Xm:.%'m‘ 'ElXj:'L 5
j=

m
para todo (x1,...,zm) € {0,1}™con ij = .
j=1
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La segunda igualdad se da ya que cualquier arreglo de las ¢ variables aleatorias intercambiables con
valor uno tiene la misma probabilidad y existen (T) arreglos de este tipo.
Entonces

m
P X1 :xl,Xg :ajl,...,Xm::L’m‘ZXj =1 = —<

j=1 (7)
para todo (z1,...,zy) € {0,1}"con ij = .

Por otra parte

m
PlXi=1,X0=1,.0 X, =1, Xp11 = 0,0, X = OIZXj —
j=1

= Z P X1 :CL'l,ngl‘l,...,Xm:l‘m‘in:’L'

($17---7I7n)€{071}m ]:1
con 7 X;=i,

r _ k -
j=1X5=T; Zj:r+1 X;=0

Entonces, ya que existen (T?:rk) arreglos considerados, cada unos con probabilidad (Tl),

(m—k)! (m—i)! i

_ === _ =) =G=n) =)t _ (M = Dr—r(i)r
m! m! )
(m—i)!3! (m—Fk)! (m)y
al
con (a)p == (a—0)" (a)p = 0 para b > a.
Por lo tanto
m—(k—r) (m . 2)k7 (1)7« m
PG = 1 Xo = L X = L X =0 X =0 = 30 o irllep |3y
: k -
1=r j=1

_ (m — @) g—r(i)r = _
=2, P XN=

m
=0

Sea 0 = % Entonces

PXi=1,Xo=1,..,.X, =1,X,41 =0,..., X, =0]
_ oy (=Om ), [Z?;Xj _ 9] |

(m) m

3)

6c{0, X, 2 .1}

‘mom’Y
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X
Sea Fi,,(0) = P {@ < 9}. Observemos que esta funcién de distribucién es escalonada con

saltos en {0, 2,2 .. 1} de tamafio P [% = 9} para 6 € {0, 2

(A=0)m)—r(mb),

(m)g

Para todo 6 € [0,1] existe jp € {0,...,m} tal, que & € (2 2] Para todo 6 € [0,1] sea

o m, ..., 1}. Extendamos la

definicion de

para incluir todos los valores de 6 € [0, 1]:

m
_Ja Jo.
Griem(0) = (c m)@f):(mm” Se trata de una funcién escalonada, continua por la izquierda en la
—0)m)p_, (mO)
que grkm(0) = (@ )%k (m0) , para § € {0, + -, m, oy 1}

Podemos reescribir la suma (3) como una integral de Riemann-Stieltjes:
1
PXi=1,Xo=1,.,.X, =1,X,11 =0,.., X3 =0] = / Grjem(0)dFy, (), para todo m € N.
0

Esta integral considerard solamente los valores donde existen saltos, § € {0, 1 o m, w1l y
sumard el valor de la funcién por el tamano del salto, es decir, es igual a nuestra suma orlglnal.
Observemos que para todo r,k € NU {0}, 0 <r <k, la igualdad se cumple para todo m natural,
m > 0, k < m; por lo tanto, dados r,k € NU {0}, 0 < r <k, también se cumple que

1
P[Xl = 1,X2 = 1, ...,XT = 1,XT+1 = 0, ,Xk = O] = lim gr,k,m(G)dFm(H)

m—00 0

Es el limite de una sucesién constante para m.

Veamos ahora que para todo r,k,m € NU{0}, 0 <7 <k <m, m >0, grpm(f):[0,1] — [0,1]
converge uniformemente a 0" (1 — )*~" cuando m tiende a infinito.

Sea € >0y sea 0 € [0,1].

Por la deﬁnicién de gr1m(0), basta verificar que existe M tal, que para todo m > M y para
todo # en {0, = P m, oy 1},

Grjem(0) —07(1 — 0)F | < e.

Para todo 6 € {0, 2 P m, w1}, grkm(0) = ((1_9)77;’“);”(7”9)T.

Si e {0, 1} es tal, que 0 < 0 < - < 1. Entonces, como (L=0)m)—r(mO)r _ 0,

(m)g

' m? ma"'a

' ((1 - a)m)k—T(mg)T N 97"(1 B e)kfr
(m)k

— 01— ) < (1) <’

m m
Ya que 7 es fijo, existe m; € N tal, que para todo m > m1, - < ¢, por lo tanto hay convergencia:

' (A = 0)m)g—r(mb), —0"(1— e)k:fr
(m)k

r r
< — < ¢, para todo m > mq, para todo 6§ < —.
m m

Si ahoraHG{O,m,m, Jh, L <0<, como@-—,rﬁigm, entonces
(1 = 0)m)g_r(mb), _ (m — @) g—p(2)r _ ((m_(i)_(li—r))! =) _ (H;?:o Hm —i— INALZ é(l — 7))
(m k (m) (mnl!k)[ Hf;é (m —j)

(=1 di-r+1 m—im—i—1 m—i—(k—r—1)
S \mm—1"m—-r+1)\m—rm—-r—-1" m—(k-1) '
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En este caso calcularemos la diferencias:

' (A = 0)ym)g—r(mb),
(M)

(i1 di—r+1N(m—im—i—1 m—i—(k—r—1)\ [(i\ (m—i\""
C\mm—-1"m—-r+1)\m—-—rm—-r—-—1" m-—(k-1) m m ’
Por desigualdad del tridngulo
idi—1 di—r+l\(m—im—i—1 m—i—(k—r=1\ (i\ (m—i\""
mm-—1"m—-r+1)\m—-rm-r—-1"  m—(k-1) m m
< di—=1 di-r+1 m—im—i—1 m—i—(k—r—1)
“\mm—-1"m—-r+1)\m—-rm-r—1" m—(k—1)
(i (m—im—i—-1 m—i-(k—r—1)
m m—rm—r—1" m—(k—-1)
nra Tfm—im—i—1 m—i—(k—r—1\ [(i\ (m—i\""
m m—rm—r—1" m—(k—-1) m m
Cf(ii—1 i—r41 (i) i m— i
S \mm—1"m—r+1 m
N m—im—i-1 m—i—(k—r—1)\ (m-—i b
m—rm—r—1"  m—(k—1) m

Observemos que para todo 0 < j < a < b,

_ 9r<1 _ e)k—r

a—j afa—yj) b

a
b—j b a (b—j) b(ba—aj)

Entonces
. r . . . . r
0< 1—r—+1 < KK 1...Z r+1 < 7 v
m—r—+1 mm-—1 m-—r+1 m

oo (MUY (ol b (o)
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Utilizaremos este hecho para acotar muchos factores:

di—=1 di-r+1\ (i\|/m-—im—i-1 m—i—(k—r—1)
mm—1"m—-r+1 m m—rm—r—1"  m—(k—1)

LN T . r .\ k—r LN T . r
< iy [fi-r4l m—1 < (1Y _ 1—r+1
- m m—r+1 m-—r —\m m—r-+1

. T ._ 1 T
§(2> <Zr+> (puesi>r)y

m m
m—im—i-1 m—i—(k—r=1\ (m—i\""| /i)’
m—rm—r—1" m—(k—1) m m
m—im—i—1 m—i—(k—r—1Y\ (m—i\""
m—rm—r—1" m—(k—1) m
Recapitulando, para todo i € {r,...,m},

‘ ((1 — Q)m)k—r(me)r

<

(pues i < m).

_ H'r(l _ G)k—r

<(2) - (FE) s (zotmet sy (e

Observemos que, para todo ¢ € {r,...,m},

(i)"_ (i—r+1)7"_ i =i =i (= 4+ 1) — = (—r 1)

m m m”
it em! c
< < = —, para alguna constante c.
m” m” m

Entonces existe mg tal, que para todo m > mg, para todo i € {r,...,m},

(i)r <i—r+1)r €
— ) - (—) <=
m m 2

Consideremos los valores de i € {r,...,m} donde

m—im—i-1 m—i—(k—r—1Y _ (m—i kor
m—rm—-r—1" m—(k—1) “\m ’

después consideraremos el caso contrario. En este caso
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Si

C

= — (con ¢
m

, constante positiva).

Consideremos ahora los valores de ¢ € {r, ..., m} donde

En este caso

<m—im—i—1 m—i—(k—r—l))

e R L <
K:::Z:i:i--m_ni:(é:g)—1))_(mT;Z)k7«
- | N

_ <Z_i;l_;_i...m‘ﬂi—((z—g)— 1)> ) <mﬂg£)

- k—r . k—r
m—1 m—1
< —
_<m—r> ( m >

k—r k—r(

_ mF=T(m — )T — (m —9) k=r
(m = r)F=r (m)=r
_ (m _ i)kz—r(mk—r _ (m _ T)k—r)
(m _ r)kfrmkfr
(m)k—r(mk—r _ (m _ T)k—r)
(m _ T)k—rmk—r

m k—r
m—rT

m—r)

Por lo tanto, para todo i € {r,...,m},

() - ()

J m k—r
§+< ) —1.
m m—rT
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Entonces existe ms tal, que para todo m > ms, para todo ¢ € {r,...,m},
m—im—i—1 m—i—(k—r—1) m—i\*"
m—rm—r—1" m—(k—-1) m

Por lo tanto, para todo m > max(mz, m3), para todo § € { -, ..., 1},

‘ ((1 = 0)m)p—r(m0),

m)g

<

N o

—0"(1 -0 <e

—~

Asi, para todo m > méx(my, ma, m3) = M y para toda 0 € {0, =, 2 ... 1},

‘ (A =0)m)g—r(mb),

AT (1 _ p\k—r
oo 6" (1 - 0)

< €.

Es decir, g, xm(0) converge uniformemente a " (1 — 8)*~" cuando m tiende a infinito.

Buscamos ahora probar que existe una funcién de distribucién, F', tal, que

1 1
lim [ grpm(0)dFm(0) = / 0" (1 — 0)F"dF(9).

Aplicando el teorema de seleccién de Helly visto antes en este apéndice a la sucesiéon {F,,}
obtenemos una funcién, F' : R — [0, 1], monétonamente creciente continua por la derecha y una
subsucesién {Fp,;} de {F,} tales, que lim; ;o Fin;(z) = F(z), para todo = punto de continui-
dad de F'. Observemos que la funciéon F' no es en general funcién de distribucion, hace falta que
limy oo F(x) =1y limy— oo F(z) = 0.

F : R — [0, 1] es mon6tonamente creciente, por lo tanto tiene a lo méds una cantidad numerable
de discontinuidades, de saltos disjuntos de tamanio positivo. Entonces los puntos de continuidad de
F son densos en R. Observemos que para toda m € N, F,(x) = 0, paratodo x < 0y Fp(x) =
1, para todo x > 1.

Entonces, al ser F' mondtona creciente,

F(x) =0, para todo z < 0, y F(z) =1, para todo z > 1.

Es decir, encontramos que para nuestra sucesién {F),} existe una funcién de distribucién,
F . [0,1] — [0,1], y una subsucesién, {Fy,;} de {F,}, tales, que {Fp, } converge a F en los
puntos de continuidad de F, esto es, {Fy,, } converge débilmente a F.
Veamos ahora que
1 1
Hm [ gy gm, (0)dFm, (0) = / 0(1 — 0)*"dF(6).
0

Jj—o0 Jo

Recordemos que g, k. m(#) converge uniformemente a 6" (1 — g)k—.
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Sea € > 0. Por desigualdad del tridngulo,

/olgr(l TR (9) — /Olgr,k,m(e)dij(e)’

1 1
r k—r r k—r
< /0 0" (1 — 0)FdF(0) —/0 6" (1 - 0) dij(e)‘

+ /0 19”(1 = 0)* T dF, (0) — /0 lgr,k,mw)dij(@)‘-

Por la continuidad uniforme de g,k m, sabemos que existe j/ € N tal, que para todo j >
j', para todo 6 € [0,1],

Ir.k,m; (9) - 9r(1 - e)k—r

<€
2 b
por lo que

1
/ (9T k TdFm](e)_/ gr,k,mj(e)dij(g)’
0

/ 0"(1 = )" — gy pm, (0)dF, mj(e)‘ = /01

< <
<t /O 1dFy, (0) <

97"(1 - G)k_r — Grk,m; (9) dFmJ (9)

l\’)\m

Por otro lado, aplicando el lema de Helly-Bray visto antes en este apéndice con (o, 8] = (—1, 1]
y 0"(1 — 0)*=" = 0 para 6 < 0, obtenemos que

1 1
/ 0" (1 —0)F"dF(9) — / 0" (1 — e)k—Tdij(e)' =0.
0 0

Es decir, existe jj tal, que para todo j > ji,

1 1
/ 0 (1 — 0" dF(0) — / 0°(1— 0)"dF,, (9)' <
0 0

Entonces para todo j > méx{j',ji}v

lim
Jj—o00

DO

1
0/ AR (9) - / gr,k,mj(e)dij(o)‘q.
0

Es decir,
1 1
lin [ gt ), 6) = [ 071 0)" " dF(0).
0

J—=% Jo
Recordemos que
1
P[Xl = 1,X2 = 1, ...,XT = 1,X,«+1 = 0, ,Xk- = O] = lim gr,k,m(e)dFm(H)

m—0o0 0
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Ya encontramos el limite de una subsucesion, pero sabemos que la sucesién converge, por lo que
los limites coinciden. Entonces
1 1
lim Grkeym; (0)dFy(0) = lim Grem(0)dFm (0).

Jj—o0 Jo m—oo Jq

Recapitulando,
1 1
/ 0"(1—0)"""dF(0) = lm [ grpm, (0)dFn,(0)
0

= lim gr,k,m(e)dFm(e)

m—r0o0 0

—PXi=1,X,=1,.,X, =1,X,,1 =0,... X = 0].
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B. Demostracién del Teorema 3.7

Teorema 3.7. Sea © una variable aleatoria de distribucion beta con pardmetros o y 3, es decir,

su funcion de densidad es
x®

X

1— )8t

f(z) =1,

FEntonces

I(a+k) T(a+p)

f to=1(1 — t)8-1dt

donde

E[0F] =

« =510} (",

HOULEO) 1) 5o -

I'(a) T(a+pB+k)

E6)(1 - E[6))
o) ( =

oo
con I'(z) := / e Yy*Ldy, la funcién Gamma de Euler-.
0

_1>,

Demostracion. Sea © una variable aleatoria de distribucion beta con parametros a y [, es decir,

su funcion de densidad es

(1—33)6 '

Veamos primero que

104—1 _ \B-1 _ T(o)l(8
/Ot (-0t = P

Haciendo el cambio de variable t = & + 5, t'(z) =

1 S 1 1
(1 — )1 = / Ty et o L

| eta=n "G

/(:U—l—s)a_l(s—:c)ﬁ_ld:c,

1
a=1(1 _ \B-1gs(26)0 BT —
/O 191 (1 — )P d1(2s) /_

28a+5*1

S

S

)= 1t

25’

1

I'(x) ::/ e Yy Lay.
0

obtenemos que

(x4 5)* (s — ) L.

Multiplicando por e~2* e integrando respecto a s de 0 a A,

1 A
/tal(1—t)ﬁ1dt/ e 25(25)0 g =
0 0

//S S(z+5)* (s

—z)% Y ds.

Hacemos ahora un cambio de variable s = £, ¢ (k) = %, del lado derecho de la pasada igualdad

27

y tomamos el limite cuando A tiende a infinito. Entonces

1 2A 1
lim [ 11— t)ﬁldt/ e kpath-l <> dk
A—o0 0 0 2
! 1
/ 7 1 — )P Ldt <2> [(a+pB)
0
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A—o0 s
= h’m/ /

A—o0 s

Sz 4 8)* (s

S(z45)* (s

—z)% Y ds,

—2)% Yz ds.



Hagamos un cambio de variable miltiple, ahora sobre el lado derecho de la igualdad.
1 1
Sea (s,z) = h(o,7) = <<2> (o +71), <2> (o0 — 7')> .

(o,7) =h71(s,2) = (x4 5,5 — x).

4)
2

1
’det(Jh(a,T))’ = §a

ht{(s,2), 0<s< A —s<x<s})={(0,7), 0<o+7<24, 0,7 >0}:=R

Observemos que

Por lo tanto h es inyectiva.
Veamos que

=
Q
2
7N
DI —
D[

Aplicando el teorema de cambio de variable para integrales multiples obtenemos que

/Oltal(l—t)ﬁldt (;) T(a+p)= lim // ~F () N (1) 1<;> dr do
( )/ / () (0)0=1 (1) Vdr do

v _ ['(a)L(B)
a—1 _ g1 _
/Dt (-0t = 50,

1 I(a+B)
T(a)l(B)

Entonces

f(@) =1z (1 —2)’"

Veamos ahora que

L(a)L'(B)
_ Tla+p) 1$cx+k—1 )81
- rerey Jy =0
_ T(a+ B) T(a+ k)T(B)
F(a)D(B) T(a+ k+ p)
Dla+k) T(a+p)
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Para probar que

a=sle] (FEEO) 1) v s — - mrep (PO - ),

veamos que, al integrar por partes la definicién de I', obtenemos que
oo
I'(t) :—/ e Yyt dy
0
oo
=—e Yy +/ eVt —1)y'"% dy
0

(-1 [ ey
0

=(t—1)I(t—1).
Entonces
Tla+p)l(a+1)  T(@+pl(v)a «
HOI= S+ 551) ~ T@Ta+ flarp) —a+th
sy Da+p)l(a+2)  Tl+Bl(a+1)(a+l) a+1
Bl = L)l (a+B+2) T(a)T (a+6+1)(a+ﬁ+1)_E[G]a+6+1’
viel - pleY - plop - —2— (02D __
(a+B)(a+B+1) (a+p)?
_ ale+fB)(a+1)  (a+B+Da* P+’ +aPftaf P +a’f+a’
C(a+PB)2(a+B+1) (a+p)2a+pB+1)  (a+pB)2(a+B+1) (a+B)2(a+p+1)
_ af
C(a+B)2(a+B+1)
Por lo tanto
(E[G] _ < oe-f—ﬁ oz+,32 . )
(a+6)2a+5+1
:< a(a+ B)? a+5+1)—a(a~l—5+1) aB)
af
2 042 (6% (6%
() (159) -
BO0-BO) |\ _ o o
E[®]< Vo] —1>_a+ﬁ(+6)—
E[O](1 - E[O]) B N .

Con lo que concluimos esta prueba.
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