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Introduccion

A inicios del siglo veinte la topologia combinatoria, disciplina que utiliza conceptos
de combinatoria en la solucién de problemas de topologia, se convirtié en lo que ahora
se conoce como topologia algebraica. No fue sino hasta 1978 que la situacién se torné al
revés, cuando métodos de la topologia algebraica fueron usados para resolver problemas
de combinatoria. A esta disciplina actualmente se le conoce como combinatoria topolédgica.

Uno de los los teoremas mas importantes de la topologia algebraica es el teorema
de Borsuk-Ulam, el cual fue conjeturado por el matemadtico polaco Stanislaw Ulam y
demostrado por su compatriota Karol Borsuk. Este teorema se caracteriza por sus diversas
versiones, sus diferentes pruebas y sus numerosas aplicaciones en diferentes dreas de la
matematica. Una de la versiones del teorema de Borsuk-Ulam, y tal vez la més facil de
recordar, dice que para toda funcion continua f : S™ — R", donde S™ representa la esfera
unitaria de dimensién n y n > 0, existe un =z € S™ tal que f(z) = f(—=z). El teorema
de Borsuk-Ulam es una de las herramientas mas utiles ofrecidas por la topologia algebraica.

En 1955, tras trabajar en un articulo sobre formas cuadréticas, Martin Kneser for-
mulé un problema sobre el comportamiento de particiones de familias de k—subconjuntos
de un n—conjunto. Dicho problema, trasladado a lenguaje de teoria de graficas, es justo el
de encontrar el niimero cromatico de una coleccién de graficas en particular, las graficas
de Kneser. Veintitrés anos después de que Kneser planteara su problema, Laszlé Lovasz
le dio solucién haciendo uso de herramientas topolégicas. Esto dio pie al desarrollo de la
combinatoria topolégica. En el mismo ano, Imre Barany dio otra solucién al problema
haciendo uso de herramientas topoldgica también pero de una manera més directa.
Recientemente, en el ano 2002, una solucién aun mas simplificada fue encontrada por el
estudiante de matematicas Joshua Greene. Una de las numerosas aplicaciones del teorema
de Borsuk-Ulam es encontrar el nimero cromético de las graficas de Kneser. (Para més
detalles véase [3].)

En este trabajo se dard una prueba del teorema de Borsuk-Ulam y se mostrard la
relacién que tiene con estructuras discretas tales como simplejos y graficas de Kneser,
dando a notar asi la importancia que tiene en las matematicas discretas. En el primer
capitulo se definen conceptos basicos y resultados necesarios para los capitulos posteri-
ores. Conceptos que comprenden el drea de geometria, andlisis, dlgebra y topologia. En
el segundo capitulo se da una introduccién al grupo fundamental, espacios cubrientes y
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se expone el grupo fundamental de S™ y del espacio real proyectivo de dimensiéon n para
toda n > 1. Ademsds, se presenta una prueba del teorema de Borsuk-Ulam para un caso
mas general que cuando n < 2.

Una vez demostrado el teorema de Borsuk-Ulam, hablaremos sobre un lema referente
a etiquetamiento de vértices de una triangulacién de la bola n—dimensional. A este impor-
tante resultado de las matematicas discretas, dado por el matemadtico canadiense Albert
W. Tucker, se le conoce como el lema de Tucker. En el capitulo tres se prueba el lema de
Tucker y se muestra de que manera esta relacionado con el teorema de Borsuk-Ulam.

Por ultimo, en el capitulo cuatro se definen las graficas de Kneser y se demuestra,
haciendo uso del teorema de Borsuk-Ulam, el primer resultado de la combinatoria
topoldgica, el niimero cromatico de las graficas de Kneser.



Capitulo 1

Preliminares

En este trabajo supondremos que el lector esta familiarizado con conceptos de topologia
bésica, como espacio topoldgico, conexidad, compacidad, espacios de Hausdorff y métricos,
funciones continuas, entre otros. No obstante, recordaremos algunos conceptos y resultados
que aparecen con menos frecuencia en otras areas de la matematica, o que no pertenecen
a un curso estandar de licenciatura. Cabe mencionar que los conceptos y resultados que
se utilizan en este capitulo se pueden encontrar en [16], [4] ¥ [7], entre muchos otros.

En adelante X, Y y Z denotardn espacios topoldgicos a menos que se indique otra
cosa.

1.1. Topologia

Definicion 1.1. Sea p : X — Y wuna funcion sobreyectiva. Se dice que p es una funcion
cociente si U C 'Y es abierto en'Y si y solo si p~1(U) es abierto en X. Decimos que Y
tiene la topologia cociente inducida por p.

Noétese que cualquier funcién cociente es continua, por lo que esta condicién es aun
mas fuerte que la continuidad, razén por la que algunos autores la llaman continuidad
fuerte. Es usual referirse a la funcién p como una identificacién.

Definicién 1.2. Seap: X — Y una identificacion. Entonces decimos que Y es un espacio
cociente de X.

Una particién de un conjunto C' es una coleccién D de subconjuntos no vacios de
C, ajenos a pares, y cuya unién es igual a C. A la aplicacién ¢ : C — D que asocia a
cada ¢ € C con el tnico elemento de D que lo contiene, le llamamos proyeccién natural
asociada a la particién D. Sea D una particién del espacio topoldgico X. Consideremos en
el conjunto D la topologia 7p definida de la siguiente manera: A € 7p siy sélo si Jgc 4 d s
un subconjunto abierto de X. A la pareja (D, 7p) se le conoce como espacio de particiones
de X. Notese que justo 7p es la topologia cociente inducida por gq.

Sea ~ una relacion de equivalencia en X, entonces ~ induce una particion en el
espacio. Reciprocamente, si D es una particiéon de X, la relacién x ~ y si y sélo si x
y y pertenecen al mismo elemento de D, define una relacién de equivalencia en X. A
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cualquier particién D en X con la topologia cociente inducida por ¢, se le acostumbra
denotar por X/ ~, donde ~ es la relacién de equivalencia inducida por D.

Definicion 1.3. Una funcion f : X — Y es continua en xg € X si y solo si para toda
vecindad V' de f(xo) en'Y, existe una vecindad U de xo en X tal que f(U) C Y. Se dice
que f es continua en X si y solo si es continua en cada xg € X.

Definamos ahora el concepto de homeomorfismo.

Definicion 1.4. Una funcidon continua f: X — Y es un homeomorfismo si f es biyectiva
y f~1 es continua. En tal caso, se dice que X y Y son homeomorfos y se denota por
XY,

Un invariante topolégico es una propiedad que se preserva bajo homeomorfismos, esto
es, siempre que un espacio topolégico X tenga esta propiedad, todo espacio homeomorfo
a X la tiene. Tal es el caso de la conexidad y la compacidad, entre otros.

Teorema 1.1. Todo espacio cociente se puede representar como un espacio de particiones.

Demostracion. Sea Y un espacio cociente de X para la identificacién p. Definamos entonces
una relacién ~ tal que para cualesquiera x1,x2 € X, 21 ~ x2 si y s6lo si p(x1) = p(x2).
Noétese que la relacion ~ es de equivalencia. Vamos a demostrar que Y es homeomorfo a
X/ ~. Para ello, definamos la funcién b : Y — X/ ~ dada por h(y) = p~!(y). Observemos
que h(p(z)) = p~!(p(z)) representa la clase de equivalencia del punto x con respecto a
la relaciéon que acabamos de definir. Ademds, como p es una funcién, p~!(y1) # p~*(y2)
si y1 # yo; es decir, h es inyectiva. La suprayectividad de h es evidente. Asi pues, h es
biyectiva. Tomemos ahora B C X/ ~. Entonces, h~!(B) = A es abierto en Y si y sélo si
p~(A) es abierto en X, pero p~!(A) = h(A) = B. Esto es, h es continua y abierta. Por
lo tanto A es un homeomorfismo de Y en X/ ~. O

A continuacion demostraremos una serie de resultados que nos ayudaran en el tran-
scurso de este trabajo.

Proposiciéon 1.1. Sea f: X — Y una funcion continua y biyectiva. Si X es compacto y
Y es Hausdorff, entonces f es un homeomorfismo.

Demostracion. Mostraremos que las iméagenes de conjuntos cerrados de X bajo la funcién
f son cerrados en Y'; con esto demostraremos la continuidad de f~!. Sea A un subconjunto
cerrado de X. Entonces, dado que todo subconjunto cerrado de un espacio compacto
es compacto, A es compacto. De esta manera f(A) es un subconjunto compacto de Y.
Ademas, debido a que todo subconjunto compacto de un espacio Hausdorff es cerrado,
f(A) es cerrado en Y. Asi, f~! es continua.

O

Enunciaremos ahora un lema sobre continuidad en la unién de espacios topoldgicos.
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Lema 1.1. Sea X = AU B, donde A y B son cerrados en X, y sean f : A — Y y
g : B =Y funciones continuas tales que f(x) = g(x) para todo x € AN B. Sea también
h: X —Y una funcion dada por,

[ f(z) si xeA,
h(x)_{g(m) si x € B.

FEntonces h es continua.

Demostracion. Sea C' un subconjunto cerrado de Y, entonces
hHO) = fHO)ug H(O).

Dado que f es continua, f~!(C) es cerrado en A y por tanto cerrado en X. De manera
andloga g~1(C) es cerrado en X. Por lo tanto su unién h=1(C) es cerrado en X, siendo
asi h continua. O

El lema 1.1 es conocido como el lema del pegado.

Sea {U;}jes una familia de subconjuntos del espacio X. Decimos que {U;};c; cubre
o que es una cubierta de X si cumple que Uje 7 Uj = X. En particular, si la cubierta esta
formada por conjuntos abiertos, se dice que la cubierta es abierta. Enunciemos ahora una
propiedad importante de las cubiertas abiertas de espacios métricos compactos. Para esto,
definamos antes lo que es un espacio métrico.

Definicién 1.5. Sea X un conjunto. Una distancia (o una métrica) en X es una funcion
d: X x X — R que tiene las siguientes propiedades:

1. d(z,y) > 0 para todo z,y € X.

(
( sty sélo si T =y.

(

(x,2) < d(z,y) + d(y, z) para todos x,y,z € X.

A esta ultima desigualdad se le llama la desigualdad del tridngulo. Un espacio métrico
es un conjunto X con una métrica dada d y lo denotaremos por (X, d).

Teorema 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y sea { U;}je una cubierta abierta
de X. Entonces existe un nimero positivo 0, el cual depende de {U;}jes, llamado nimero
de Lebesgue, con la siguiente propiedad: Cada bola B(x,d) esta contenida en al menos un
elemento de la cubierta.

Demostracion. Para cada x € X, elijamos un r, > 0 tal que B(x,r,) C Uj, para algin U;
en { Uj}jes. Ahora, por ser X compacto, de la cubierta abierta { B(z, %5 ) }zex extraigamos
. . To.
una subcubierta finita {B(x;, 5-) }ieq1,....n}- Sea
Twy Tay Ten ],

A=min|—, —=, ..., ;
27 2 2



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

veamos que A > 0 es el nimero de Lebesgue. En efecto, sea z un punto en X, z € B(x;, %)
para alguna i € {1,...,n}. Entonces, para todo z € B(z, \) se tiene lo siguiente,

Ta;

d(z,z;) < d(z,z) +d(z,z;) < A+

< Ty

Tz

esto es, B(z,\) C B(x;, 5*). Dado que B(z;, %) esta contenido en algin elemento de
{U;}jes, se llega al resultado.
O

Al teorema 1.1 se le conoce como el teorema de la cubierta de Lebesgue. Para el
siguiente resultado conviene probar primero la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2. Seap : X — Y una funcion continua y sobreyectiva. Entonces, p es una
identificacion si y solo si para cada espacio Z y cada funcion g : Y — Z, la continuidad
de g o p implica la continuidad de g. Es decir, el siguiente diagrama conmuta.

X2y

g
gop\\

Z

Demostracion. Asumamos que p es una identificacion y que g o p es continua. Entonces,
para cada U C Z abierto, (gop) 1 (U) es abierto en X, esto es, p~ (g1 (U)) es abierto en
X. Dado que p es una identificacién, el hecho de que p~'(g~!(U)) sea un abierto en X,
quiere decir que g~!(U) es abierto en Y, por lo tanto g es continua.

Supongamos ahora que la continuidad de g o p implica la continuidad de g. Sea Y el
conjunto Y con la topologia cociente, entonces p’ : X — Y es una identificacién. Veamos
ahora que Y 2 Y’. Sea i : Y — Y’ la funcién identidad. Entonces, dado que i o p = p’ es
continua, por hipétesis, i también lo es. Ademas, dado que i ' op’ = p es continua y p’ es
una identificacién, por la prueba del parrafo anterior, i~ es continua. Por lo tanto i es un
homeomorfismo entre Y y Y’. De esta manera p es una identificacién.

O

El teorema que a continuacién se enuncia es conocido como el teorema de transgresion.

Teorema 1.3. Sea p: X — Y wuna identificacion y sea h : X — Z una funcion continua.
Asumamos que h es constante sobre la imagen inversa de p(x) para toda x € X. Entonces
hop™:Y — Z es continua vy el siguiente diagrama conmuta.

X2y

h
ADA

A
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Demostracion. Dado que h es constante sobre la imagen inversa de p(z) para toda x € X,
tenemos que

hz) =h(p~'(p(x))) = (hop~") o p(x),
1

esto es, h = (hop~!)op. Dado que h es continua , por la proposicién 1.2 hop~! es
continua. 0

1.2. Analisis

Veamos que es posible definir una topologia a partir de una métrica. Consideremos el
espacio métrico (X, d) y las bolas abiertas de radio r con centro en zg, para algin zy € X
y algin r > 0, definidas a partir de la métrica d. Entonces, la familia de abiertos de X
son aquellos A C X tales que, para toda = € A, existe B(z,r) C A. Dicha topologia es
llamada la topologia en X inducida por la métrica d y la denotaremos como 7(d).

Definicién 1.6. Dos métricas dyi,dy sobre un conjunto X son equivalentes si 7(d1) =
7(da), es decir, si di y da generan la misma topologia.

Sea z € R"™, veamos algunos ejemplos de métricas:

= di(z,y) =30 i — il

. da(wy) = /0 i - il

v doo(z,y) = maz{|z; —y;| i € {1,....,n}}.

De los ejemplos anteriores, dado que di, do y do, generan los mismos abiertos en R,
7(d1) = 7(d2) = 7(ds). Esto es, podemos utilizar cualquiera de las métricas anteriores en
R™. En la préctica, a doo(z,0) la denotaremos como ||z||s y la llamaremos norma infinita.

Definicién 1.7. En un espacio métrico (X,d) la distancia de un punto xo a un subcon-
junto no vacio A de X esta dada por

d(xo, A) = inf{d(zo,a) : a € A}.
Una propiedad importante de la distancia entre un punto y un conjunto es la siguiente:

Proposicién 1.3. Sea (X,d) un espacio métrico y sea A un subconjunto no vacio de X.
Entonces, para todo x € X, d(x,A) =0 si y sélo si x pertenece a la cerradura de A. Por
tanto A = {z € X : d(z, A) = 0}.

Demostracion. Tenemos que ¥ € A si y sélo si para toda B(x,r), B(z,7)[ A # 0. Esto
sucede si y so6lo si para toda r > 0 existe un a, € A tal que d(x,a,) < r, lo que pasa si y
sélo si d(z, A) = 0. O

Se definird a continuacion la continuidad en espacios métricos.
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Definicién 1.8. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos, una funcion f : X — Y es
continua en x € X si y sdlo si para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que d'(f(z), f(y)) < e
siempre que d(x,y) < 0.

Veamos ahora que la distancia entre un punto y un conjunto inducen una funcién
continua en R.

Teorema 1.4. Sea (X,d) un espacio métrico, A C X y R el conjunto de los nimeros
reales con la distancia usual. Entonces, la funcion f: X — R dada por f(z) = d(z, A) es
continua.

Demostracion. Sean x y y cualesquiera dos elementos de X. Entonces, para cada a € A,
tenemos que d(z,a) < d(z,y) + d(y, a), por lo tanto

d(z,A) =inf{d(z,a) :a € A} < inf{d(z,y) +d(y,a):a € A} = d(z,y) + d(y, A).

De esta manera, d(z, A) — d(y, A) < d(z,y). Intercambiando los roles de x y y, tenemos
que d(y, A) —d(xz, A) < d(z,y), es decir,

tomando d = € se tiene que f es continua. O

Sean (X,dx) y (Y,dy) espacios métricos, recordemos ahora los términos de la con-
tinuidad uniforme.

Definicion 1.9. Una funcion f : X — Y es uniformemente continua si dada € > 0
existe un § > 0 (el cual depende inicamente de €) tal que, para cualesquiera x,y € X si
dx(z,y) <9, entonces dy (f(z), f(y)) < e.

Sea {2 un subconjunto no vacio de X y f : {2 — Y una funcién continua , si {2 es
compacto, entonces f es uniformemente continua en (2. Véase [16].

Por ultimo, se definen los conjuntos
B" ={zx eR" cx 2t < 1} vy S :{:UGR”+1 :3:12—1—...—|—mn+12 =1}

de R™ y R™*! respectivamente. Al conjunto B™ se le conoce como bola unitaria de dimen-
sion n, mientras que al conjunto S™ se le denomina esfera unitaria de dimensién n. Nétese
que S" ! es la frontera de B".

1.3. Geometria

Definicion 1.10. Sea P un conjunto de puntos en R™. Una combinacion lineal de puntos
en P es una suma del tipo Zle Aixi, donde k es un entero, y para toda v =1,....k, \; es
un real y x; es un punto de P. Una combinacion lineal Zle Aix; es afin si

k
Z)\i =1.
i=1
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Al conjunto de combinaciones lineales afines de puntos en P lo llamaremos el cierre
afin de P. Por ejemplo, el cierre afin de dos puntos diferentes es la recta que pasa a través
de esos dos puntos, el cierre afin de tres puntos que no pertenecen a la misma recta es el
plano que pasa a través de los tres puntos, etcétera. Para mas detalles véase [2].

Recordemos ahora el concepto de dependencia lineal.

Definicion 1.11. Seq vy, vo, ..., v, un conjunto de vectores en R™. Decimos que los vectores
V1, V9, ..., Uy Son linealmente dependientes si existen numeros \i, A, ..., Ap, no todos iguales
a 0, tal que

A1U1 + Aovg + ...+ A\v, = 0.
Si dichos ntimeros no existen, decimos que los vectores son linealmente independientes.

Definicion 1.12. Sean xg, 1, ..., T puntos en R™. Los puntos xg, x1, ..., T} son afinmente
dependientes si existen numeros reales Ag, A1, ..., A, no todos 0, tal que Z?:o Aix; =0y
E?:o Ai = 0. De otra manera, decimos que xg, x1, ..., T Son afinmente independientes.

La definicién anterior es equivalente a decir que {x; — zg,z2 — x0,...,Tx — To} son
linealmente independientes. Geométricamente esto significa, un conjunto de puntos es
afinmente independiente si 3 puntos no pertenecen a la misma recta , 4 puntos no
pertenecen al mismo plano y en general, si n puntos no pertenecen al mismo hiperplano
de dimensiéon n — 1.

Para 0 < k < n, un k—plano en R"™ se define como el cierre afin de k + 1 puntos
afinmente independientes. Por lo tanto, un 0—plano es un punto, un 1—plano es una
recta, un 2—plano es un plano, y un (n — 1)—plano es un hiperplano. Nétese que sélo hay
un n—plano en R", al cual llamaremos de igual manera R™. Véase [5].

Definicion 1.13. Un politopo es una region en un espacio n—dimensional la cual esta
delimitada por un numero finito de hiperplanos de dimension n—1, es decir, es la general-
izacion a cualquier dimension de un poligono bidimensional, o un poliedro tridimensional.

1.4. Teoria de Graficas

Una grafica G es un par ordenado (V(G), E(G)) donde V(G) y E(G) son conjun-
tos tales que E(G) C (V(QG))l. El conjunto V(G) es llamado el conjunto de vértices
de G y el conjunto E(G) es llamado el conjunto de aristas de G. Es usual represen-
tar la estructura abstracta de una grafica con un dibujo, el cual explica el nombre
de grafica asi como el de vértice y arista. Por ejemplo, sea V(G) = {1,2,3,4,5,6} y
E(G) = {{1,2},{1,5},{2,3},{2,5},{3,4},{4,5},{4,6}}, es posible dibujar la grifica G

como el siguiente diagrama:

! (V(2G>) representa el conjunto de todos los subconjuntos de V(G) de cardinalidad 2.
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Para simplificar la notaciéon omitiremos las llaves en la notacién para aristas y sim-
plemente escribiremos uv en lugar de {u,v}. Si wv € E(G), decimos que u es adyacente
aven G,y que uv une a v con v en GG. Llamamos puntos finales a los vértices u y v
de una arista uv en G. En particular, a cualquier arista que une a un vértice v consigo
mismo se le conoce como lazo. La vecindad N (v) de un vértice v € V(G) es el conjunto de
vértices que son adyacentes a v en G. El grado de un vértice v € V(G) es el nimero |N(v)|.

Una gréafica G es simple si no posee lazos y si no existen 2 aristas que unan el mismo
par de vértices en V(G).

Definicion 1.14. Una caminata en una grdfica G es una secuencia de aristas de la for-
ma VU1, V1V2, . . . , Un—1Un. En algunas ocasiones, cuando hablamos de grdficas simples, la
caminata se representa como vg,v1,v2,...,U,, donde a vy se le conoce como el vértice
inicial y a v, como el vértice final. Al nimero (n) de aristas se le llama la longitud de la
caminata.

Una caminata en la cual todas las aristas son distintas se le llama recorrido. Si ademas,
todos los vértices vg, v1, ..., v, son distintos, excepto posiblemente vy = v,, se le llama
trayectoria; una trayectoria la cual su vértice inicial y final coinciden se le conoce como
ciclo. (Véase [1].)

En la grafica de la figura 1.1,

1,2,4,5,2 es un recorrido pero no una trayectoria;
2,4,6,5 es una trayectoria de longitud 3;
2,4,6,5,2 es un ciclo de longitud 4.

Figura 1.1
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1.5. Grupos de Transformaciones

Definicion 1.15. Un conjunto no vacio de elementos G se dice que forma un grupo si en
G estd definida una operacion binaria, llamada producto y denotada por (x) tal que :

1. Sia,b € G, entonces axb € G.
2. Sta,b,ce G, entonces ax (bxc) = (axb)x*c.

3. Existe un elemento e € G tal que axe = exa = a para todo a € G (existencia de un
elemento identidad en G).

4. Para todo a € G existe un elemento a=' € G tal que axa™! = a~'xa = e (existencia

de inversos en G).

Un subconjunto H de un grupo G se dice que es un subgrupo de G si respecto al
producto en G, H mismo forma un grupo.

Sea G un grupo con operacién (x), g un elemento de G'y H un subgrupo de G. Definase
como clase lateral izquierda de H en G al conjunto de todos los elementos de la forma
g x h, para toda h € H. De igual manera, definimos como clase lateral derecha de H en
G al conjunto de todos los elemento de la forma h x g, para toda h € H. Usaremos las
notaciones g x H y H x g para referirnos a una clase lateral izquierda y una clase lateral
derecha respectivamente. Veamos algunas propiedades importantes de las clases laterales.

Lema 1.2. Sea H un subgrupo de G. Entonces las clases laterales izquierdas de H en G
tienen las siguientes propiedades:

1. Todo elemento g € G pertenece a su clase lateral izquierda g * H.

2. Para g1,92 € G, si se tiene que g1 = go * h' para algin h' € H, entonces g1 x H =
g2 * H.

3. Para g1,92 € G, st g1 x H N go x H es no vacio, entonces g1 x H = go x H.

Demostracion. Dado que H contiene el elemento identidad, la clase lateral izquierda
g * H contiene a g. Esto prueba el inciso 1.

Sean ahora g1 y g2 elementos de G tales que go = g1 * b/ para algiin b/ € H. Entonces,
para todo h € H, tenemos que go * h = g1 * (b x h) y g1 x h = go * (W'~! % h). Nétese que
tanto A’ * h como h'~! x h pertenecen al subgrupo H. De esta manera, todo elemento de
g1 * H se puede representar como un elemento de g, * H y viceversa, esto es,

Ggrxh=gix(Wxh)cgxH y gixh=gyx (W 1 xh)€goxH.

Por lo tanto go * H C g1 * H y g1 * H C g2 * H, es decir, g1 * H = g2 * H. Con esto se
prueba el inciso 2.
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Finalmente, sean g, * H y go* H dos clases laterales izquierdas de interseccién no vacia.
Sea u un elemento de la interseccion, entonces u = g1 * h1 = g2 * hg para algin par de
elementos hy y he de H. De esta manera, se tiene que g1 = ga * (ha * hl_l), pero dado que
ho x hfl € H, por el inciso 2, se sigue que g1 * H = g9 x H. O

De este lema se deduce que las clases laterales constituyen una particién de G.

Definicion 1.16. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Decimos que H es un subgrupo
normal de G si para toda h € H y toda g € G, gxh* g~ ' € H.

Sea g un elemento de G. Denotaremos por g* H g~ ' al conjunto de todos los g*h*g~*

con h € H. De la definicién anterior, es claro que H es un subgrupo normal de G si y sélo
si gx H*g ' C H para todo g € G.

Lema 1.3. H es un subgrupo normal de G si y sélo si g H x g~' = H para todo g € G.

1

Demostracién. Si g« H x g~' = H para todo g € G, es claro que g« H * g~ C H, luego

H es normal en G.
Supongamos ahora que H es un subgrupo normal de G. Entonces, para todo g € G, se
tiene que tanto g * H % g~ como ¢~ ! * H * g se quedan contenidos en H. De esta manera,

H:g*(g_l*H*g)*g_lCg*H*g_ch.

Por lo tanto, g« H x g~ ' = H.
O

Notese que cuando H es un subgrupo normal de G, las clases laterales derechas e
izquierdas coinciden.

A partir de ahora se desarrollara el concepto de grupo de transformaciones y se haran
notar algunos resultados importantes que seran de utilidad en capitulos posteriores.

Definiciéon 1.17. Sea G un grupo multiplicativo con elemento identidad e. Se dice que
G actia o bien opera (por la izquierda) en un conjunto X cuando existe una funcion
0:Gx X — X, llamada accion de G en X que satisface:

1. O(e,x) = x para cada x € X.

2. 0(g1,0(g2,x)) = 0(g1 * g2, x) para todo g1,92 € G yx € X.

En la préctica 6(g, x) se escribe simplemente g- z; asi tenemos:
er=2 y g ()= (g1 %02) .

Se dice que G actia por la derecha en X cuando existe una funcién (x, g) — z- g tal que
para toda x € X y toda ¢1,¢92 € G

ze=x y (z-g1)92=2x(g1%92)
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Cada accién por la derecha, determina una por la izquierda definiendo g-x = x- ¢! para
todo g € G. En efecto, se tiene que

g1+ (g2-x) = g1+ (2 g2~ ")
= (@9 )a
=z (g2 ' xg1 ) (1.1)
= (gr*g2) "
= (91 % g2)- .

1

Andlogamente toda accién por la izquierda determina una accién por la derecha.
A un conjunto X con la accién de un grupo G le llamaremos un G—conjunto. En
adelante usaremos siempre acciones por la izquierda salvo que se indique lo contrario.

La accién 6 de G en X induce para cada g € G la transformacion
0y: X = X,

dada por 04(x) = 0(g, x). Veamos que las propiedades (1) y (2) implican que 6, es biyectiva.
En efecto, observemos que 0, = 1x y 04,49, = 0(g1,0(92,2)) = 04, 0 04,. En particular
y08,1 = 1x = 0,100, Por lo tanto ¢, es biyectiva para toda g € G. Sea Biy(X)
el grupo de las permutaciones de X, es decir, el grupo de todas las funciones biyectivas
X — X con la operacién composicién. Veamos que la correspondencia g + 6, define un
homomorfismo

¢: G — Biy(X)

dado por ¢(g) = 6,. En efecto, ¢(g1 * g2) = Og,xg, = 04, © 04, = #(91) © ¢(g2). Llamaremos
entonces a ¢ el homomorfismo inducido por 6. Esto hace que sea usual usar el término de
grupo de transformaciones para referirse a la terna (G, X, 0), donde € es una accién del
grupo de G en el conjunto X.

Definicion 1.18. Sean X; y Xo G—conjuntos, una funcion f : X1 — Xs la llamamos
G—equivariante o simplemente una funcion entre G—conjuntos, en caso de que

para cualquier g € G y x € X;.

Decimos que una funcion G—equivariante f : X; — Xo es un isomorfismo entre
G-conjuntos, si existe otra funcién GG—equivariante g : Xo — X; tal que fog es la funcién
identidad en X5 y g o f es la funcién identidad en X;. Esto es equivalente a decir que la
funcién f sea biyectiva. Como es usual, a un isomorfismo de un G—conjunto en si mismo
se le llama automorfismo.
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Definicion 1.19. Decimos que un G—conjunto X es homogéneo si opera transitivamente
en X, es decir, si para cualesquiera x,y € X existe un elemento g € G tal que

gr=y.

Sea GG un grupo y sea H un subgrupo arbitrario de G. Denotamos como G/H al
conjunto de todas la clases laterales g * H, con g € GG. Si ademds H es normal en G,
entonces G/H también es un grupo bajo la operacion (g1 * H) * (g2 x H) = (g1 * g2) * H,
elemento neutro e x H y ¢~ * H como elemento inverso de cada g * H. A dicho grupo se
le conoce como grupo cociente. Al nimero de clases laterales que posee G/H se le conoce
como el indice de H en G y esta dado por % Es facil ver que si operamos por la izquierda
a todos los elementos de una misma clase lateral con un elemento g € GG, obtenemos como
resultado que todos los elementos pertenecen a la misma clase lateral. Esto da lugar a
una funcién G x G/H — G/H, para la cual es facil verificar que las condiciones para un
G—conjunto se mantienen, ya que la operacién (x) es asociativa en G. Por lo tanto G/H
es un G—conjunto.

Proposicién 1.4. Cualquier G—conjunto homogéneo es isomorfo a un conjunto G/H.

Demostracion. Sea X un G—conjunto homogéneo y xo € X, definimos un subgrupo H de
G como
H = {g € Glg-zo = z0}.

H esta bien definido pues (g1 * g2)- 2o = g1 (92-20) = g1-xo = xo. El subgrupo H es
llamado subgrupo de isotropia correspondiente al punto xy. Consideremos ahora la funciéon
n: G — X dada por n(g) = g-zo. Esta funcién es sobreyectiva debido a que X es un
G—conjunto homogéneo. Sean g1, g2 € GG, veamos bajo qué condiciones g1 y g2 se mapean
al mismo elemento de X. Tenemos que

g1- %o = ga-To < (g2 ' % g1)- 0 = o,

es decir, go ' x g1 € H. Por tanto, g; y g2 se mapean al mismo elemento de X si y sélo si
pertenecen a la misma clase lateral de H.

Observemos que si g1 * H y g9 * H son dos clases laterales de H tales que g1,g92 € g1 x H
v 91,92 € g2 * H, entonces, dado que su interseccién es no nula, ambas clases laterales
coinciden. De esta manera 7 induce una funcién ' : G/H — X la cual es biyectiva. Debido
aquen(gxg «H)=gxg xH-x9=gx*n'(¢g x H), n es G—equivariante. Por lo tanto,
G/H y X son G—conjuntos isomorfos, como se querfa ver. Nétese que el isomorfismo 1’ y
el subgrupo H del argumento anterior dependen de la eleccién del punto xg en X. O

Para el propédsito de este trabajo necesitamos saber la estructura del grupo de
automorfismos de un G—conjunto homogéneo. Para esto, en adelante consideraremos que
el grupo G actia por la derecha en X y que es homogéneo.

Sea ¢ : X — X un automorfismo de X. Veamos que dado un punto z € X, z y ¢(x)
tienen el mismo subgrupo de isotropia. En efecto, sean H y H' los subgrupos de isotropia de
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x'y p(z) respectivamente. Entonces, dado que para toda h en H, o(x)-h = ¢(x-h) = ¢(x),
H C H'. Sea ahora b/ € H'. Como ¢(z-h') = ¢(x)- h' = p(x), aplicando ¢! tenemos que
x-h' =x. As{ H C H y por tanto H = H'.

Ahora supongamos que x y y son puntos en X que tienen el mismo subgrupo de
isotropia y veamos que existe un automorfismo ¢ de X tal que ¢(z) = y. Definamos ¢ de
la siguiente manera. Sea z € X. Entonces, por ser X homogéneo, existe una g € G tal que

z=2xg.
Por lo tanto, debemos tener que

o(2) = p(r-g) = p(x) g =1y9g.

Por consiguiente, definiremos ¢(z) = y-¢g . Ya que x y y tienen el mismo subgrupo de
isotropia y x-h = x para todo h € H, ¢(x) = y-h = y. Nétese que por la manera en
como definimos ¢, ésta es G—equivariante. Ademas, podemos verificar que ¢ es biyectiva
definiendo ¢ ~! de manera andloga tal que ¢~ !(y) = z. Por lo tanto ¢ es un automorfismo
de X.

Luego, si ¢1 v @2 son automorfismos de un G—conjunto homogéneo, y para algin
x € X se tiene que p1(x) = po(x), veamos que p; = 9. Esto se debe a que G opera
transitivamente sobre X, por lo que

e1(y) = 1(x-g) = p1(x)- g = pa(x)- g = pa(x- g) = w2(y).

Por lo tanto 1 = po.

Como una consecuencia de los argumentos anteriores tenemos el siguiente lema.

Lema 1.4. Un grupo A de automorfismos de un G—-conjunto homogéneo X es el grupo
entero de automorfismos de X siy sélo si para cualesquiera dos puntos x,y € X, los cuales
tienen el mismo subgrupo de isotropia, existe un automorfismo ¢ € A tal que p(x) = y.

Demostracion. Supongamos que A es el grupo entero de automorfismos de X. Dado que
ya vimos que para cualesquiera dos puntos x,y € X con el mismo subgrupo de isotropia,
existe un automorfismo ¢ de X tal que ¢(z) = y, se cumple la primera implicacién.
Veamos ahora que se cumple la implicacién inversa. Supongamos que para cualesquiera
dos puntos x,y € X, los cuales tienen el mismo subgrupo de isotropia, existe un automor-
fismo ¢ € A tal que ¢(x) = y. Sea ¢’ un automorfismo en A°, entonces, para cualquier
x € X, zy ¢ (x) =y tienen el mismo subgrupo de isotropia. De esta manera tenemos un
automorfismo de X fuera de A tal que ¢'(x) = y. Pero por hipdtesis existe un automorfis-
mo ¢ € A tal que p(z) = y. Como ¢'(x) =y = p(z), entonces ¢’ = . Por lo tanto A es
el conjunto entero de automorfismos. O

Sea H un subgrupo de G, definimos el conjunto N(H) como

NH)={geG:gxHxg ' =H}.
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El conjunto N(H) es un subgrupo de G que contiene a H y es llamado el normalizador
de H. N(H) es el subgrupo més grande de G que contiene a H como subgrupo normal.
Asi, N(H)/H es un grupo cociente. Nétese también que un subgrupo H de G es normal
en Gsiysdlosi N(H)=G.

Proposicion 1.5. Sea X un G—conjunto homogéneo y H el subgrupo de isotropia de G
correspondiente a xg € X. Entonces el grupo de automorfismos de X es isomorfo al grupo
cociente N(H)/H.

Demostracion. Sea S el conjunto de todos los x € X para los cuales H es su subgrupo
de isotropia. Por argumentos anteriores, es claro que el grupo de automorfismos de X
actia transitivamente sobre el conjunto S, es decir, para cualesquiera x,y € 5, existe un
automorfismo ¢ de X tal que p(z) = y.

Veamos ahora que si x € Sy g € G, entonces z-g € S si y sélo si g € N(H). La
condicion de que x-g € S es equivalente a decir que H es el conjunto de todos los h € G
tales que (z-g)-h = x-g. Pero x- (g* h) = x-g si y s6lo si z- (g x h* g~1) = x, esto es, si
y sélo si g% hx g~' € H, o dicho de otra manera, h € ¢~ x H % g. Entonces, debido a
que el conjunto de todos los h € G tales que h € g~ * H x g es g~ * H * g, se tiene que
g 1% Hx%g= H. Por lo tanto g € N(H). De esta manera, dado que X es homogéneo, y
por el argumento anterior, N(H) actia transitivamente sobre S. Nétese ademds que, en
vista de que los elementos de H dejan fijo a cada punto de S, el conjunto N(H)/H actia
transitivamente sobre S también.

Ahora estableceremos un isomorfismo entre el grupo de automorfismos de X y N(H)/H
de la siguiente manera. Sea ¢ un automorfismo de X, entonces, dado que z¢ y ¢(z0)
tienen el mismo subgrupo de isotropia y N(H)/H opera transitivamente sobre S, existe
un elemento o € N(H)/H tal que

ro- o = p(p).

Observemos que « es Unico. En efecto, sean oy = g1 * H y ag = g9 * H elementos de
N(H)/H tales que - a1 = ¢(x9) = xo- ae. Entonces, dado que H deja fijo cada punto
de S, la ecuacién xg- g1 = - go implica que g1 y g2 pertenecen a la misma clase lateral.
Por lo tanto a3 = as.

De manera inversa, sea a € N(H)/H. Recordemos que « es del tipo g * H para algin
g € N(H). Entonces, como zg-g € S y los elementos de H dejan fijo cada punto de S,
por el lema 1.4, existe un automorfismo ¢ en X tal que ¢(z9) = z¢- a. Veamos que dicho
automorfismo es unico. Sea ¢ y @2 automorfismos de X tales que ¢1(zg) = xo- o = p2(xo),
entonces, como vimos anteriormente, 1 = 9. Por lo tanto la correspondencia entre el
grupo de automorfismos de X y N(H)/H es biyectiva.

Sélo falta ver que dicha correspondencia es un homomorfismo. Sean ¢ y ¥ dos auto-
morfismos de X y «, 8 € N(H)/H, supongamos que

w(wo) = T0* Q,

Y(z0) = wo- B
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Entonces,

(o) (w0) = (¥(x0)) = @(z0- B) = p(x0)- B = xo- - f = o (% B).
Por lo tanto la correspondencia es un isomorfismo. O

Observe que el isomorfismo entre N(H)/H y el grupo de automorfismos de X depende
de la eleccion de zg € X.

1.6. Categorias

Definicion 1.20. Una categoria C consiste de una coleccion de objetos, un conjun-
to C(A,B) de morfismos (también llamados funciones) entre cualesquiera dos objetos
A, B € C, un morfismo identidad idy € C(A, A) para cada objeto A (usualmente abre-
viado id), y una regla de composicion

o:C(B,C) x C(A, B) — C(A, C)

para cada tripleta de objetos A, B,C € C. La composicion entre los morfismos debe ser
asociativa y el morfismo identidad debe comportarse como su nombre lo dicta, esto es,

ho(gof)=(hog)of, idof=f 'y foid=]f

Algunos ejemplos de la definicién 1.20 son: la categoria Set de conjuntos y funciones,
la categoria T'op de espacios topoldgicos y funciones continuas, la categoria Gpo de grupos
y homomorfismos, entre otros.

Definicion 1.21. Un funtor F' : C — D es una funcion entre categorias. Esta asigna un
objeto F(A) de D a cada objeto A de C y un morfismo F(f): F(A) — F(B) de D a cada
morfismo f: A — B deC de tal forma que

F(ida) =idpay y F(go f)=F(g)oF(f).

Para mas detalles véase [10].
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Capitulo 2

El teorema de Borsuk-Ulam.

2.1. El grupo fundamental.

Definicion 2.1. Sean f y g funciones continuas de X en'Y, decimos que f es homotopica
ag (f ~g) siexiste una funcion continua H : X x I —'Y tal que

H(z,0)=f(z) y H(z,1)=g(z) V2zeX

donde I = [0,1] es el intervalo unitario. La funcién H es llamada homotopia entre f y g.

Figura 2.1: f~g

Se dice que f es homotopicamente nula si es homotépica a la funcién constante.

Sea Map(X,Y)={f:X — Y : fes una funcién continua }, veamos que la homotopia
~ define una relacién de equivalencia en Map(X,Y).
Veamos primero que f ~ f. En efecto, sea H la homotopia definida como H(x,t) = f(z)
para todo x € X y para todo t € I, la cual es continua dado que f lo es.
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Supongamos que f ~ g, entonces existe una homotopia H tal que H(z,0) = f(x)
H(z,1) = g(x) para todo x € X. Definimos la funcién H* : X x I — Y como H*(z,t)
H(xz,1—t). Claramente H* es continua y ademas H*(x,0) = H(x,1) = g(z) y H*(z,1) =
H(z,0) = f(x), por lo tanto, g ~ f.

Ahora supongamos que f ~ gy g ~ h, entonces existe una homotopia H tal que H(z,0) =
f(z) y H(z,1) = g(z), y una homotopia K tal que K(z,0) = g(x) y K(x,1) = h(z) para
todo z € X. Definamos una funciéon L : X x I — Y dada por

Il

[ H(z,2t) si
Lz,?) = {K(:p,Qt —1) si

= o=

= o
IAINA
~+ o+
IAINA

Tenemos que L(x,0) = H(z,0) = f(z) y L(z,1) = K(z,1) = h(z), por lo tanto L es
la homotopia que buscamos, la cual esta bien definida pues para t = % H(z,1) =g(z) =

K(z,0).

Figura 2.2: f~g~h

Definicién 2.2. Sea A C X y f,g: X — Y funciones continuas tales que f(a) = g(a)
para toda a € A. Decimos que [ y g son homotopicas relativas a A si existe una homotopia
H tal que H(a,t) = f(a) = g(a) para todo t € I y para todo a € A.

Definamos ahora el concepto de trayectoria.

Definicion 2.3. Sean xzg,x1 € X, una trayectoria de xo a x1 es una funcion continua
a: ] — X tal que a(0) = z9 y a(l) = x1. Decimos que xo y x1 son los extremos de c,
donde xg es el punto inicial y x1 el punto final.
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X1

Figura 2.3: Trayectoria «

Si x¢p = x1 decimos que « es una trayectoria cerrada o un lazo basado en xy.

Xo

Figura 2.4: Trayectoria cerrada «

Ejemplo 2.1. Sea x € X un punto arbitrario, a la trayectoria c, : I — X dada por
cz(s) = x para todo s € I se le llama trayectoria constante.

Si a es una trayectoria cerrada homotdpica a la trayectoria constante c,, decimos que
« es homotopicamente nula o contraible.

Ejemplo 2.2. Sea n un nimero entero, la trayectoria wy, : I — S* C C dada por wy(s) =
e?™st s la trayectoria cerrada de grado n en el circulo. w, envuelve a S' n veces en
direccion contraria a las manecillas del reloj si n > 0, en direccion a las manecillas del
reloj sin <0 y si n =0 entonces w, = c1.

Dada una trayectoria o : I — X, definimos la trayectoria inversa de e como & : I — X
donde a(s) = a(1 — s) para todo s € I.
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Definicion 2.4. Sean o, : I — X dos trayectorias , decimos que son concatenables si
a(l) = B(0), por lo que podemos definir el producto (concatenacion) de o y 3 como la
trayectoria ax 3 : I — X dado por

B a(2s) si s €0, l]
axf(s) = {5(25_ 1) si se€ [%j]

donde a * (0) = a y a(l) x 8 = f. Observemos que a x 3 es continua dado que o y 3 lo
son y a(l) = 5(0).

Figura 2.5: a * 8

Ahora veamos como se relaciona la homotopia de trayectorias y la concatenacion. En
adelante, la notacién « : xg >z hard referencia a una trayectoria o con punto inicial zg y
punto final x7.

Lema 2.1. Sea o : zg>x1, B : x1>x2 Yy v : T2 > x3 trayectorias en X, se cumple lo
siguiente:

1. ax (Bxy) >~ (ax ).
2. Cppra>ayakcy ~a.
3ok gy YOk Cyy.
4. Sea w: x1 >~ x9 una trayectoria en X,si f ~ w, entonces a x f >~ o * w.

Demostracion. Por la definicion anterior las trayectorias estan bien definidas, ahora
veamos que son homotodpicas

1. Proponemos H como la homotopia entre a * (8 %) y (a x ) x v dada por
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a(5%) s 052 QT;t,t
H(s,t) = ﬂ(4s4;f_g 2) si- _tg s < 5,
Y(ZET) si == <s<1,

la cual esta bien definida pues a, 8 y =y son continuas y para s = % y s = %,
a(l) = 5(0) y B(1) = v(0) respectivamente. Ahora, para t =0

a(2s) st 0<s< 1
H(s,0) =< B(4s —2) si égsgg,
v(4s=3) si §<s<1,

a la cual, por la definicién de concatenacién de 8 v, podemos reescribir como

B a(2s) si OSSS%, B
H(S’O)_{6*7(2s—l) i l<s<i —orB)
Andlogamente, para t = 1
faxp((2s) si 0<s<3,
H(S?l)_{7(25_1) s %gsﬁl, _(a*/ﬁ)*’77

por lo tanto a * (8 *y) =~ (a * ) * 7.

2. Veamos que las funciones H, K : I x I — X dadas por

[ cmls) st 0<s <L

H{s,t) = {a(%;_tl_l) si It <s<1
K(s,t) = a(Fy) si 0<s <
T Len(s) st HE<s <1

son las homotopias que buscamos. H y K estan bien definidas pues a,cy, v ca,

. _ 1t _ 14t _ _ .
son continuas y para s = 5y s = -, xg = «(0) y a(l) = x; respectivamente.

Para t = 0 H(s,0) = ¢y, x a(s) y K(5,0) = axcgy(s), sit =1 H(s,1) = a(s) y
K(s,1) = a(s). Por lo tanto czy x @ @ a y a* ¢z, >~ .

3. Definimos las funciones H, K : I x I — X como

_f a(2s(1-1t) s 0<s<i
H(s,t) = {a(2(1s)(1t)) si %Ssﬁi

a1 —-s)(1—1t) si 0<s< 1,
K(S’t)—{ a(2s(1— 1)) si%SSSi
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H y K estén bien definidas pues a es continua y para s = %, a(2s(1 —t)) =
a(2(1=s)(1—t)). Parat =0, H(s,0) = axay K(s,0) = axa,sit =1, H(s,1) = cg,
y K(s,1) = ¢, . Por lo tanto H y K son las homotopias deseadas, es decir, axa ~ ¢y,
YV a*xo >y,

4. Dado que 8 ~ 7, existe una homotopia H entre Sy 7. Sea F' : I x I — X una
funcién dada por

IAIA

F esta bien definida y es continua pues o y H son continuas y para s = %, H(0,t) =
x1 = a(1). Tenemos que H(2s —1,0) = f(2s — 1) y H(2s — 1,1) = w(2s — 1) para
todo s € [3,1], por lo tanto F(s,0) = a* 3y F(s,1) = a *w, esto prueba que F es
una homotopia entre o * 5y « * 7.

Las homotopias de trayectorias que nos van a interesar son aquellas que conservan fijos
sus extremos, por lo que en adelante cada que hablemos de homotopias de trayectorias
nos referiremos a homotopias de trayectorias relativas al {0, 1}.

Del inciso (4) del lema 2.1 se sigue que si « y = son dos trayectorias concatenables
tales que @« ~ By v~ 4, entonces axy~ FxJoy*ra~dx*[.

Tenemos que ~ define una relacién de equivalencia en Map(I, X). Sea Map(I,X)/ ~
el conjunto de clases de equivalencia respecto a ~, llamadas clases de homotopia, y sea
Map(I,X)/ ~ = {[a]la € Map(I, X), si [a] =[] entonces a(0) = 5(0) y a(1) = B(1)},
es decir, todas las trayectorias de la clase de homotopia tienen los mismos extremos. Sea
[a],[B] € Map(I,X)/ ~, definimos

[ * [] = [a* B].

Por el inciso (4) del lema 2.1 la operacién (*) esta bien definida en Map(I, X)/ ~.
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Figura 2.6: [a] * [5]

Proposiciéon 2.1. Sea a : x>y, B : y> 2z y v : z>w trayectorias en X, se cumple lo
stguiente:

1 o]+ ([B] + 7)) = (led = [8]) * [7]-
2. [ea] ¥ [o] = [o] = [a] ¥ [ey].
3. [al x[a] = [ea] y @] x [a] = [ey].
Demostracion. De la definicién anterior tenemos que

L o] ([8] « [7]) = o] + ([6 % 7]) = [a* (B x7)],

Por el inciso (1) del lema 2.1 esto es igual a

[(a* B) %] = ([ax B]) * [v] = ([a] * [5]) * [7].

2. Por el inciso (2) del lema 2.1
[cz] % [o] =[x ¥ o] = [a] ¥
[a]  [ey] = o x )] = [o].

3. Por el inciso (3) del lema 2.1
[a] x[a] = [axa] = [e] ¥
[@] x o] = [axa] = [¢].

O

Sea a una trayectoria en X y ag,at, ..., a, nimeros reales tales que 0 = aqp < a1 <
.. < ap = 1. Entonces, para toda i € {1,...,n}, existe una unica funcién p; : [0,1] —
[ai—1,a;], de la forma p;(z) = ma + k, que lleva 0 a a;—1 y 1 a a;. A la funcién p; la
llamaremos funcién lineal positiva de [0,1] en [a;—1, a;]. Definamos ahora o; = « o p;.
Asi o >~ (g * (g * (... % (ap—1 ¥y )...))), y dado que el producto entre clases de homotopia
es asociativo,

[a] = [(a1 * (g * (oo % (a1 * ap)...)))] = [a1] * [aa] * ... * [au].



26 CAPITULO 2. EL TEOREMA DE BORSUK-ULAM.

En virtud de la proposiciéon 2.1 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1. Sea (X, xz¢) un espacio topolégico basado, es decir, un espacio X con un
punto base g . Entonces el conjunto

m1(X, z0) = {[A]|X es un lazo basado en x¢}

es un grupo con operacion [A] * [p] = [X x ¢|, elemento neutro 1 = 15, = [cz,] y [A] como
elemento inverso de cada [A].

Este grupo es llamado el grupo fundamental de X relativo al punto base xg.
Sea « una trayectoria en X de xp a z1. Entonces « induce una funcién
am (X, xo) = m (X, x1)

dada por

Si 7 es un lazo basado en x( , entonces & * (v * ) es una lazo basado en z;. Por tanto,
& aplica m1 (X, xg) en 71(X,z1). Ahora veamos que & esta bien definida. En efecto, sean
v ~ [, entonces

a((]) = [l « Y]+ o] = [axyxa] = [axfxa] = [a] « [5] * [o] = &([A])
Tenemos que & cumple que &([v]) * &([]) = &([y] * [k]). Esto se debe a que
a([y]) = a([x]) = ([a] * [v] * [e]) * ([a] * 1] * [a])
= ([a] * [y] * [x] * [a])
= a([y] * [k])-

Es decir, & es un homomorfismo de grupos.
Sea [ el inverso de «, afirmamos que 3 es el inverso de &, siendo asi & biyectiva.
Calculamos para cada elemento [y] de 71 (X, x1),

aplicado en & tenemos que

a(B() = [a] = ([a] * ] * [a]) * [a] = [1].

Un célculo similar muestra que 5(d([p])) = [p] para todo [p] € m1 (X, zo). Por lo tanto, &
es un isomorfismo de grupos.
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Definicion 2.5. Un espacio X se dice que es conexo por trayectorias si cada par de puntos
de X se pueden unir mediante una trayectoria en X.

En virtud de lo anterior tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2. Si X es conexo por trayectorias, entonces m(X,xg) es isomorfo a
m1(X, x1) para cualesquiera xop,z1 € X.

Si X es un espacio conexo por trayectorias, entonces no se necesita especificar el punto
base del grupo fundamental, pues los grupos son isomorfos.

Ejemplo 2.3. Sea R" el espacio euclidiano n — dimesional, veamos que m1(R™,0) = {0},
es decir para todo lazo o : I — R™ basado en 0, existe una homotopia H que comienza en
a y termina en cg. Proponemos H : I x I — R™ como H(s,t) = (1 — t)a(s), claramente
H es continua. En efecto H(s,0) = a(s) y H(s,1) = ¢j, por lo tanto 71 (R™,0) = {0}. De
manera andloga se puede ver que w1 (B™,0) = {0}

) = {0} para todo n € Z, pero R” 2 R™ si n # m. De igual
), pero sabemos que R™ 2 B"™.

Observemos que 71 (R"™

,0
manera 1 (R",0) = 71 (B",0

Definicion 2.6. Un espacio X es simplemente conexo si es conexo por trayectorias y
m1(X) es el grupo trivial, es decir m(X) = {0}.

Sea X un espacio simplemente conexo y sean 'y 8 dos trayectorias de zg a x1, entonces
a * [ esta bien definido y es un lazo basado en xy. Dado que X es simplemente conexo,
o * 3 es homotépico al lazo constante c;,. Entonces

[ B] % [B] = [cxo] * [B] = [A]

y de igual manera

[ovx B] * [B] = [(ax B) + B] =[x (B * B)] = [a]

por lo tanto [a] = [3]. Esto quiere decir que en un espacio simplemente conexo, dos caminos
cualesquiera con los mismo puntos extremos son homotopicos por trayectorias.

Lema 2.2. Sean o, y v trayectorias en X y sea f : X — Y wuna funcion continua, se
cumple lo siguiente:

1. Si o~ f3, entonces foa~ fof.
2. Si o yy son dos trayectorias concatenables, entonces fo (axvy) = (foa)* (fon).

Demostracion. 1. Dado que a ~ 3, entonces existe una homotopia H tal que H(s,0) =
a(s) y H(s,1) = B(s) para todo s € I. Sea F' : I x I — X una funcién continua
dada por F' = f o H, entonces para todo s € I se cumple que

F(s,0) = f(H(s,0)) = f(a(s))
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F(s,1) = f(H(s,1)) = f(B(s))
por lo tanto, F' es una homotopia entre foa y f o fS.

2. Como « * y es la trayectoria dado por

B a(2s) si s € [0, 3],
axy(s) = {7(23 —1) si se€ [%j]’

entonces

fo(axn(s))

Il
—
~

O
(e)
—
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por lo tanto fo (a*xvy) = (foa)x*(fo~y).

Notemos que los resultados del lema 2.2 se cumple si «(0) # 8(0) y (1) # B(1).

Sea f : (X,z0) = (Y, yo) una funcién continua tal que f(zg) = yo y [ una clase de
homotopia en X. Denotamos por f.([a]) a la imagen de [a] en Y, es decir f.([a]) = [foa].
Por el inciso (1) del lema 2.2, f.([«]) esta bien definida.

En vista de lo anterior, decimos que f induce un homomorfismo de grupos relativo al
punto base xg

Je (X, 20) = m1(Y, 0).

Veamos ahora que f, es un homomorfismo de grupos. En efecto,

fulla] # [B]) = [ o (o B)]
por el inciso (2) del lema 2.2
fellad +[B]) = [(f 0 ) * (f © B)]
=[foalx[fof]
= fu([a]) * £(18])

Lema 2.3. Sean f : (X,z0) — (Y,v0) v 9 : (Y,y0) — (Z,20) funciones continuas tales
que f(xo0) =yo y 9(yo) = zo. Entonces la siguientes condiciones se cumplen:

1. Sii: (X, xo) = (X, 20) es la funcion identidad, entonces iy : m1 (X, xo) = m1 (X, x0)
es el homomorfismo identidad.

2. (g0 f)x=gso [

Demostracion. Siguiendo la definicion de homomorfismo inducido
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1.
ix([o]) = [ioa] = [a]
2.

(goflla]) = [(gof)eoa]
= lgo(foa)
= g:([foal)
= g:(fu([o]))
= (g=0 fo)([a]).

Sea f : (X,z09) — (Y,yp) un homeomorfismo de X en Y tal que f(xg) = yo y k :
(Y,yo) = (X, x0) la inversa de f, entonces ky o f. = (ko f). = ix, donde i es la identidad
en (X,20),y feoks = (fok)s = Js, donde j es la identidad de (Y, yo).

Dado que i, y js« son los homomorfismos identidad en 71 (X, zg) v 71 (Y, y0) respecti-
vamente, k. es la inversa de f.. Por lo tanto f, es un isomorfismo de grupos.

Por el lema 2.3, m; es un funtor de la categoria de espacios topoldgicos basados en
la categoria de grupos, y debido a esto, m; es un invariante topolégico. Observemos
que dos espacios homeomorfos tienen el mismo grupo fundamental, pero lo contrario no
es necesariamente cierto como se vio en la observacién que aparece después del ejemplo 2.3.

Sean (X,z0) vy (Y,y0) espacios topoldgicos basados, entonces [(X,zo),(Y,v0)]x =

Map((X, xo), (Y,50))/ ~, donde Map((X, o), (Y,50)) = {f € Map(X,Y)|f(x0) = yo}-
Dicho lo anterior podemos definir el grupo fundamental de la siguiente manera.

Definicién 2.7. Sea (X,xo) un espacio topoldgico basado, para n > 1 definimos el
n—esimo grupo de homotopia como

7Tn(X> 1‘0) = [(Snv (L), (X7 1’0)]*

La operacién de los n grupos de homotopia es la concatenacién. No probaremos este
hecho, sin embargo se puede encontrar en [14]. Note que el primer grupo de homotopia es
al que se conoce como grupo fundamental.
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7r1(X, ZL‘()) 71—2(X> ':UO)

Figura 2.7: Ejemplos del primer y segundo grupo de homotopfa.

Para el caso cuando n = 0, my(X,zp) no es un grupo, como ocurre para n > 1.
Para verificar esto, veamos que existe una biyeccién entre 7y(X, zg) y el conjunto de las
componentes por trayectorias de X.

Teorema 2.1. mo(X,xg) esta en biyeccion con el conjunto de las componentes por trayec-
torias de X.

Demostracion. Tenemos que S° = {—1,1} y supongamos que 1 es el punto base. Sea X
un espacio topolégico y Map((S°,1), (X, z)) el conjunto de funciones continuas de S°
en X que mandan al 1 en x9. Notemos que toda funcién f € Map((S°, 1), (X, o)) esta
completamente determinada por f(—1). Definamos entonces la funcién

T: Map((SO, 1),(X,z9)) = X

como Y(f) = f(—1). Sea X el conjunto de las componentes por trayectorias de X, veamos

que T induce una funcién
T: 7T0<X,:L’0) — X.

Definamos Y([f]) = [f(—1)]. Verifiquemos que efectivamente T esta bien definida. En
efecto, sean f,g € Map((S°, 1), (X,x0)) tales que f ~ gy sea H : S° x I — X una
homotopia entre ellas tal que H(—1,0) = f(-1), H(-1,1) = g(-1) y H(1,t) = x¢ para
toda t € I. Es claro que H define una trayectoria entre f(—1) y g(—1) dada por H(—1,t) :
I — X. Por lo tanto T esta bien definida.

Veamos ahora que es una biyeccién. Supongamos que T([ fl) = Y([g]), por lo que
f(=1) y g(—1) pertenecen a la misma componente por trayectorias, entonces existe una
trayectoria o : I — X tal que «(0) = f(—1) y a(1l) = g(—1). Definamos una homotopia
entre f y g que dependa de « de la siguiente manera: H : S® x I — X, dada por,
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H(1,t) = zo y H(—1,t) = a(t) para toda t € I. Por lo tanto [f] = [g], es decir, T es
inyectiva. Falta ver que T es sobreyectiva. Sea [x] € X, definamos ay : (S°,1) — (X, z)
como a,(—1) = 2. Tenemos que Y ([o,]) = [z]. Por lo tanto mo(X, xo) esta en biyeccién
con el conjunto de las componentes por trayectorias de X. O

Por el teorema 2.1, es claro que dos espacios que no son homeomorfos pueden tener el
mismo 7y. Entonces, debido a que no hay una manera natural de asignarle una estructura
de grupo al conjunto de las componentes por trayectorias de un espacio topolégico,
mo(X, xg) : Top, — Set es un funtor de la categoria de espacios topolédgicos basados en la
categoria de conjuntos.

En general, para n > 1, m,(X,z0) : Top, — Gpo es un funtor de la categoria de
espacios topoldgicos basados en la categoria de grupos. Esta definicién se estudia més a
fondo en [14].

2.2. Espacios cubrientes.

Sea p : X — X una funcién continua y sobreyectiva, y U un subconjunto abierto de
X . Decimos que U esta totalmente cubierto por p si p~!(U) es la unién ajena de conjuntos
abiertos V; en X tales que para cada 4, la restriccién de p en V; es un homeomorfismo de
Vi en U. Es facil de ver que si U esta totalmente cubierto por p y A C U, entonces A
también esta totalmente cubierto por p.

Figura 2.8: Abierto U totalmente cubierto por p.

Definicion 2.8. Un espacio cubriente de X es una tupla que consiste en un espacio X Y
una funcion p : X — X continua y sobreyectiva tal que se cumple la siguiente condicion:
Para todo x € X existe una vecindad abierta U totalmente cubierta por p.

En adelante nos referiremos a X como el espacio que cubre a X y a p la llamaremos
funcién cubriente. Ademaés, supondremos que todos los espacios son conexos por trayec-



32 CAPITULO 2. EL TEOREMA DE BORSUK-ULAM.

torias y localmente conexos por trayectorias a menos que se indique otra cosa.

Observemos que si p : X — X es una funcién cubriente, entonces, para todo z € X,
el subespacio p~!(x) en X tiene la topologfa discreta. Sea U una vecindad abierta de z
totalmente cubierta por p y {V;} la familia de abiertos ajenos homeomorfos a U, entonces
cada abierto V; intersecta a p~!(z) en un solo punto, el cual es abierto en p~!(x). Por lo
tanto, p~!(z) tiene la topologfa discreta.

Ejemplo 2.4. Sea X cualquier espacio topoldgico e i : X — X la funcidon identidad,
entonces el par (X, 1) es un ejemplo trivial de un espacio cubriente de X. De igual manera,
si f es un homeomorfismo de X en'Y, entonces (X, f) es un espacio cubriente de Y.

" conn €N, es una funcion

Ejemplo 2.5. La funcién p : St — S dada por p(x) = x
cubriente.

Al tomar a x como un numero complejo de norma 1, x™ representa al punto x ddndole
n vueltas a la 1—esfera. FEs claro que p es continua y sobreyectiva. Entonces, dado que

p~1(x™) representa el conjunto de las n raices de x™, p es una funcion cubriente.

Ejemplo 2.6. Sean X y D espacios topolégicos, donde D discreto. Entonces la proyeccion
p: X x D — X esuna funcion cubriente.
Como D es discreto tenemos que

XxD=|]JXx{d}
deD

con X x {d} abierto en X x D para toda d € D. Ademds, d # d' implica que X x {d} es
ajeno a X x {d'}. Finalmente p|x(ay representa un homeomorfismo entre X x {d} y X
para toda d € D. Por lo tanto (X x D,p) es un espacio cubriente de X.

Ejemplo 2.7. Sea p: R — S una funcion dada por
p(z) = (cos(2mz),sen(27z)).

Veamos que p es una funcion cubriente. En efecto, sea U C S* formado de aquellos puntos
para los cuales la primera coordenada es positiva. El conjunto p~1(U) consiste en aquellos
puntos x para los cuales cos(2mx) es positivo, es decir, la unién de los intervalos

1 1

Vn = R )

para todo n € Z.
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Figura 2.9: Funcién cubriente p.

Ahora, restringida a cualquier Vy,, la funcion p es inyectiva en U dado que el sen(27mx)
es estrictamente mondtona en todo el intervalo. Ademds, por el teorema del valor inter-
medio, p aplica sobreyectivamete V,, en U. Entonces, dado que V, es compacto y U es
Hausdorff utilizando la topologia usual, por el teorema 1.1, p|v7 es un homeomorfismo de
V,, en U. En especial ply, es un homeomorfismo de V,, en U.

Un argumento similar se aplica para la interseccion de S* con los semiplanos abiertos
superior, inferior e izquierdo. Por lo tanto p es una funcion cubriente.

Ejemplo 2.8. El espacio real proyectivo RP" es el conjunto de rectas en R"! que pasan
por 0. Sea I, la recta en RP™ que pasa por los puntos x y —x en R"*1, definimos la funcién
continua f : S™ — RP" la cual manda cada x a su respectiva l,, y la proyeccion candnica
m: S = S/ gy, considerando a S™/y~.—, con la topologia cociente. Dichas funciones
mnducen una funcion continua f : 8"/ gz — RP™ dada por

f:fowfl.

STZ

| 7

Sn/mwf:r

Es fdcil de ver que f es un homeomorfismo, pues m manda a cada clase de equivalencia
a un par de puntos antipodales, los cuales pertenecen a la misma recta en RP™. Por lo
tanto RP" = S™/,._,. Dicho lo anterior podemos definir a RP"™ como el espacio cociente
de S™ respecto a la relacion de equivalencia dada por x ~ y si y solo si y = tx. Ahora
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veamos que RP es homeomorfo a S'. En efecto, el homeomorfismo se ve geométricamente
de la siguiente manera. Identifiquemos primero la parte superior con la parte inferior de

St

X ~ =X

—X

Figura 2.10: Identificacion.

Identificando 1 y -1 obtenemos claramente S*.

Haciendo uso de la proyeccion candnica w: S™ — RP™, veamos que RP™ es conexo por
trayectorias y localmente conexo por trayectorias. Efectivamente, sean [z] y [y] elementos
de RP", tomemos a z € mY([z]) y y € 7 ([y]) puntos en S™. De esta manera, dado que
S™ es conexo por trayectorias, existe una funcion continua « : [0,1] — S™ tal que a(x) =0
y a(y) = 1. Nétese que por ser m continua, w(c) es una trayectoria en RP™ entre [x] y [y].
Por lo tanto RP™ es conexo por trayectorias.

Ahora, dado que 7 es continua, para todo x en S™ y toda vecindad W de 7(x) en RP",
existe una vecindad V de x en S™ tal que (V) C W. Entonces, por ser S™ localmente
coneza por trayectorias, eriste una vecindad abierta V' C V de x que es conexa por
trayectorias. Es claro que (V') es una vecindad de m([x]) que esta contenida en W. Sean
entonces [x'] y [y] elementos de w(V'), tomemos a x € 7 ([z]) y vy € 7 ([y]) puntos
en S™ tales que ',y € V'. Asi, dado que V' es conexo por trayectorias, utilizando un
argumento similar al anterior, llegamos a que ©(V') es conexa por trayectorias. Por lo tan-
to RP™ es conexo por trayectorias y localmente conexo por trayectorias como se queria ver.

Seap : S™ — RP" la proyeccidon candnica, veamos ahora que p es una funcion cubriente.
En efecto, sea [x] € RP™ y tomemos x € p~*([z]). Sea B(z,3) N S™ una vecindad de
en S™, entonces U = p(B(z, %) N S™) es una vecindad de [z] en RP". Dado que para
cada [r] € RP", p~Y([z]) = {x, —z}, la imagen inversa de U puede ser representada como
abiertos ajenos homeomorfos a U. Por lo tanto p es una funcion cubriente de RP™.

Definicién 2.9. Sea p : X — X una funcién cubriente. Si f es una funcion continua de
Y en X, un levantamiento de f es una funcion f:Y — X tal quepo f = f.
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X

e

P

Y —— X
f

Ejemplo 2.9. Consideremos el cubrimiento p : R — St del ejemplo 2.7 . La trayectoria
a:[0,1] = St comenzando en by = (1,0) y dada por a(z) = (cos(mz),sen(wx))) se levanta

a la trayectoria &(x) = § comenzando en 0 y acabando en %

)

[O, 1] T>Sl

Proposicién 2.2. Sea (ij) un espacio cubriente de X y sea’Y un espacio conexo. Dadas
cualesquiera dos funciones continuas fy, f1 : Y — X tales que po fo = po f1, entonces el
conjunto ' ={y €Y : foly) = fi(y)} esh o Y.

Demostracion. Dado que Y es conexo, los tnicos subconjuntos abiertos y cerrados en Y
son el vacio y el total. Asi, basta probar que I es abierto y cerrado. Probemos que I es
cerrado. Sea y € I'' y x = p(fo(y)) = p(fi(y)). Supongamos que fo(y) # fi(y). Sea U
una vecindad abierta de x totalmente cubierta por p, y sean Vi y Vi las componentes de
p~1(U) que contienen a fo(y) v f1(y) respectivamente. Dado que fo y fi son continuas,
podemos encontrar una vecindad abierta W C Y de y tal que fo(W) C Vo y f1(W) C V7,
lo cual es una contradiccién pues Vo (V4 = (0. Por lo tanto fo(y) = f1(y) para todo y € T,
es decir, I es cerrado.

Probaremos ahora que I es abierto también. Por contradiccién supongamos que I’ no
es abierto, entonces no existe una vecindad abierta para un punto y totalmente contenida
en I' .Sea W, una vecindad abierta del punto y, ¥’ un punto en Wy tal que v/ #yyy ¢ I,
vz =p(fo(y)) =p(fi(y)). Como y' ¢ I' tenemos que fo(y') # f1(y'), entonces, tomando
nuevamente U como una vecindad abierta de z, totalmente cubierta por p, y a Vo y V1
como las componentes de p~!(U) que contienen a fo(y) y f1(y) respectivamente, llegamos
a una contradiccién con un procedimiento similar al del parrafo anterior. Por lo tanto I’
es abierto y cerrado. O

Veamos ahora algunas propiedades importantes de los espacios cubrientes.

Proposicién 2.3. Seap: X — X una funcion cubriente, Zog € X y p(Zo) = xo. Entonces,
cualquier trayectoria « : [0,1] — X que comienza en xo tiene un unico levantamiento a
una trayectoria & en X que comienza en I.

Demostracion. Sea {U;};jec; una cubierta abierta de X donde cada U; esta totalmente cu-
bierta por p, entonces {a 1 (U;)};es es una cubierta abierta del espacio métrico compacto
I. De esta manera, usando el teorema de la cubierta de Lebesgue, podemos encontrar una
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subdivisién 0 = sg, 51, ...,5, = 1 de [0,1] de tal forma que cada a([s;, s;4+1]) C U; para
algin j € J. Definamos ahora el levantamiento a.

Sea &(0) = Zp. Entonces, suponiendo que p(a(s)) = «a(s) para toda s € [0,s;], de-
finamos & en [s;, s,41] de la siguiente manera: Sea «a([s;, s;4+1]) C U; para algin j € J
v {Vk }rex la particién de p~1(U;) en abiertos ajenos homeomorfos a Uj, entonces &(s;)
pertenece a alguno de los Vj; supongamos que es Vj. De esta manera podemos definir a(s)
para s € [s;, Si4+1] como

a(s) = p vy (a(s)),
la cual es continua dado que ply;, es un homeomorfismo en U;. Observemos que para todo
s € [8i, Sit1]
plvy(@(s)) = afs).

De esta manera, por el lema de pegado, se puede definir a & para todo s € [0,1]. Por lo
tanto poa = a.

Ahora veamos que & es tinico. Sea & otro levantamiento en X tal que &(0) = &(0) = .
Entonces, por la proposicién 2.2, éa(s) = a(s) para todo s € [0, 1]. O

Proposicién 2.4. Sea p: X — X una funcién cubriente, iy € X y p(Zo) = xo. Ademds,
sea F': I x 1 — X wuna funcion continua con F(0,0) = xo, entonces existe un unico
levantamiento de F a una funcion continua F : I x I — X tal que F(0,0) = 2. Si F es
una homotopia de trayectorias, entonces F es una homotopia de trayectorias.

Demostracion. Sea {U;}ier una cubierta de X donde cada U esta totalmente cubierto
por p. Al igual que en la proposicién 2.3, usando el teorema de la cubierta de Lebesgue,
podemos encontrar una subdivision 0 = tg,t1,...,t, = 1 de [0,1] de modo que cada
F([ti,tiv1] % [tj,tj+1]) este contenido en un U; para algin | € L. Sea Uy el elemento
de la cubierta que contiene a F'([0,t1] x [0,1]) y Vi el abierto de la particién {Vj }rer de
p~*(Up) que contiene a Zo, entonces definimos a F' sobre este cuadrado como

p_1|vO oF.

Claramente, F' definida en [0,#;] x [0,1] es continua por ser composicién de funciones
continuas y se cumple que p[vo(ﬁ(s,t)) = F(s,t) para todo s,t € [0,%1]. Repitamos el
proceso anterior con [0,#1] X [t1, t2]. Sea U; una vecindad abierta de F'([0,¢1] X [t1,t2]) en la
cubierta de X y VJ un abierto de la particién de p~'(U;) que contiene a F([0,#1] x {t1}).
Observemos que Vj existe dado que p~!|y, (F([0,#1] x {t1})) esta contenido en p~1(Uy)
v p v (F([0,¢1] x {t1})) es conexo. De este modo, restringiendo p~! a V{, obtenemos
una funcién continua sobre [0,t1] X [t1,t2] que coincide con la funcién anterior, pudiendo
ast extender la funcién F sobre [0,#1] x I.

Consideremos ahora el rectdngulo [ti,ts] X [to,t1], v extendamos F mediante una
funcién continua en ese intervalo, la cual coincida con la parte de F ya definida en
la arista {t1} X [to,f1]. De igual manera, considerando el rectdngulo [t1,t2] X [t1,12],
podemos extender F mediante una funcién continua en ese intervalo, que coincida
con la ya definida sobre las aristas {t1} x [t1,t2] U[t1,t2] x {t1}. Esto se debe a que

{t1} x [t1,t2] U[t1, t2] x {t1} es conexo y su imagen en F' se queda contenida en el mismo
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abierto de la particién del correspondiente p~!(U;). Mediante este procedimiento tenemos
a I definida sobre [to, t2] x I y repitiendo el argumento la podemos extender a I x I.
El que F definida sobre I x I sea continua se da de manera inmediata por el lema del
pegado. Por lo tanto p o F = F. Un argumento similar al de la prueba de la proposicién
2.3 muestra que la funcién F es tnica.

Supongamos ahora que F’ es una homotopia de trayectorias, entonces F' lleva al conjun-
to 0 x I a un solo punto 29 de X. Como F es un levantamiento de F, F(0 x I)Cp (o),
pero sabemos que p~!(zg) tiene la topologia discreta como subespacio de X. Entonces,
dado que 0 x I es conexo y F es continua, F' manda 0 x I a un conjunto unipuntual. Nétese
que dicho punto es Zg. De manera andloga se puede ver que F(l x I) debe ser un conjunto
unipuntual. Por lo tanto F' es una homotopia de trayectorias. O

Proposicién 2.5. Sea p : X — X una funcidn cubriente, &y € X y p(&o) = xo. Sean
también o y B dos trayectorias en X de xg a x1, con & y BN como sus respectivos levan-
tamientos en X que comienzan en Tg. De esta manera, si a es homotopica a B, & y B son
homotédpicas y terminan en el mismo punto.

Demostracion. Sea F' la homotopia de trayectorias entre « y B tal que F(0,0) = xg. Sea
ademds F el levantamiento de F en X tal que F (0, 0) = Zo. Entonces, por la proposicién
2.4, F es una homotopia de trayectorias, por lo que F(0 x I) = {&o} y F(1 x I) = {#}.
Observemos que la restriccién F |7x0 es una trayectoria en X que comienza en o, la cual
es levantamiento de F|rxo. Dado que F (I x 0) = a, entonces, por la unicidad de los
levantamientos de trayectorias, F' |7x0 = &. De manera andloga podemos observar que
F\le = B Por lo tanto & es homotoplca a 5 y terminan en Z. O

Como una consecuencia de los resultados anteriores en los levantamientos de trayecto-
rias, se tiene el siguiente lema.

Lema 2.4. Sea (X, p) un espacio cubriente de X, entonces los conjuntos p~(z) para toda
x € X tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. Sean xg y x1 cualesquiera dos puntos de X, tomemos una trayectoria «
de zg a 1. De esta manera, utilizando la trayectoria «, podemos definir una funcién f :
p~Y(xo) — p~ (1) de la siguiente manera. Dado cualquier punto yo € p~!(xg), tomemos
el levantamiento de o a una trayectoria @ en X con punto inicial yo. Sea y; el punto final
de &, entonces f(yo) = y1 es la funcién deseada. Usando la trayectoria inversa @ dada por
a(s) = a(l — s), podemos definir de manera andloga una funcién g : p~*(z1) — p~ (o)
dada por g(y1) = yo. Entonces, por la unicidad de levantamientos de trayectorias, f es la
inversa de g y viceversa. Asi f es biyectiva. Por lo tanto p~!(z) para toda z € X tienen
la misma cardinalidad. O

La cardinalidad de los conjuntos p~!(z), para toda = € X, se le conoce como el

numero de hojas del espacio cubriente (X,p). Nétese que el ejemplo 2.5 representa un
espacio cubriente de n—hojas, mientras que el ejemplo 2.7 representa un espacio cubriente
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de una infinidad de hojas.

Sea p : X — X una funcién cubriente con p(&g) = g, veamos que el homomorfismo
inducido p, : m (X, &) — m1 (X, 20) es un monomorfismo. Supongamos que « es cualquier
lazo en X basado en Zy tal que p.([a]) en el elemento neutro en (X, zg). Sea F una
homotopia de trayectorias entre poa y la trayectoria constante cg,,. Si F es el levantamiento
de F en X tal que F(0,0) = &, entonces F es una homotopia de trayectorias entre «
y la trayectoria constante cz,. Por lo tanto el homomorfismo inducido p, : m (X' ,Zo) —
71(X, o) es un monomorfismo.

Definicién 2.10. Sea p : X — X una funcidn cubriente, g € X y p(Zo) = 0. Dado
un elemento [a] de 7 (X, x0), sea & el levantamiento de o a una trayectoria en X que
comience en Tg. Entonces definimos la funcion

¢ (X, z0) = p~ ' (x0)
dada por ¢([a]) = a(1).
Por la proposicion 2.5, ¢ esta bien definida y depende de la eleccién del punto .

Proposicién 2.6. Sea p: X — X una funcion cubriente, iy € X y p(&g) = zo. Si X es
conexo por trayectorias, la funcion de la definicion 2.10

¢ m (X, w0) = p~ ' (20)
es sobreyectiva. Si X es simplemente conexo, entonces ¢ es biyectiva.

Demostracion. Si X es conexo por trayectorias entonces, dado un Z1 € p~!(xg), existe
una trayectoria & en X de Tg a ;. De esta manera o = po & es un lazo en X basado en
xo y por definicién ¢([a]) = Z1. Por tanto ¢ es sobreyectiva.

Ahora supongamos que X es simplemente conexo. Dado que todo espacio simplemente
conexo es conexo por trayectorias, basta probar que ¢ es inyectiva. Sean [a] y [5] dos
elementos de 71 (X, z0) tales que é([o]) = #([3]). Sean @ y f los levantamientos de o y 3
a trayectorias en X que comienzan en i, y para los cuales a(1) = B(1). Dado que X es

simplemente conexo, existe una homotopia de trayectorias F' en X entre &y 5. Entonces
p o F es una homotopia entre o y 3, siendo asi [a| = [5]. Por lo tanto ¢ es biyectiva. [

Estamos ahora en condiciones de calcular el grupo fundamental de S*.
Proposicién 2.7. El grupo fundamental de S* es isomorfo al grupo aditivo de los enteros.

Demostracién. Sea p : R — S! la funcién del ejemplo 2.7 dada por p(x) =
(cos(2mx),sen(2mx)) para todo z € R, &g = 0y p(Zo) = zo = (1,0). Entonces p~!(zg) es
el conjunto Z de los enteros. Asi, dado que R es simplemente conexo, la correspondencia
del levantamiento

¢ : ﬂl(slvx(]) — 7
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es biyectiva. De esta forma, bastara probar que ¢ es un homomorfismo. Dados [a] y [A]
en (S, xg), sean & y 3 los levantamientos de o y 3 en R que comienzan en 0. Entonces

&(1) =ny B(1) = m para algunos n,m € Z. Por lo tanto ¢([a]) =n y ¢([8]) = m.

Sea 3 la trayectoria dada por

(s) = n+ B(s)

N

en R. Como para todo =z € R, p(n + z) = p(z), 3 es un levantamiento de 8 que comienza
en n. Entonces el producto & BN esta bien definido y es un levantamiento de o * 3 que

comienza en 0. Nétese que el punto final de & 3 es B(l) =n+ 3(1) = n + m. Entonces

¢(la]  [B]) = n+m = ¢([a]) + ¢([8]).
Por lo tanto 71 (S, bo) es isomorfo a (Z, +)?!. O

Nétese que a cada clase de homotopia en 71(S!, zg), le asignamos el nimero de vueltas
que da a la circunferencia teniendo en cuenta el sentido del giro. Este resultado nos sera de
gran utilidad para la prueba que daremos méas adelante del teorema de Borsuk-Ulam.

2.3. El grupo fundamental de S5".

Una vez visto el grupo fundamental de S', es importante saber el grupo fundamental
de n—esferas de mayor dimension. Para esto, se hara ver que toda n—esfera es simplemente
conexa cuando n > 2. Antes de eso probemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.8. Supongamos que X = U UV, donde U y V son conjuntos abiertos de
X. Supongamos también que U NV es conexo por trayectorias y que xg € U NV. Sean i
y j las funciones inclusion de U y V respectivamente en X. Entonces las imdgenes de los
homomorfismos inducidos

s m(Uyzg) = m(X, o) vy ju:m(V,zo) = (X, 20)
generan 1 (X, xg).

Demostracion. El teorema establece que dado un lazo a en X basado en =z, este es
homotdpico por trayectorias a un producto de la forma (51 * (82 * (...(Bn=1 * Bn)...))),
donde cada ; es un lazo en X basado en x( totalmente contenido en U o en V.

Primero elijamos una subdivisién 0 = ag < a1 < ... < a, = 1 del intervalo [0, 1] tal que
a(a;)) e UNV y alai—1, a;]) este totalmente contenido en U o en V para toda 0 < i < n.
En efecto, utilizando el teorema de la cubierta de Lebesgue, sea 0 = by < b1 < ... < b, =1
una subdivisién de [0, 1] tal que para cada i, «([bj—1,b;]) este totalmente contenido en
UoenV.Sial) e UNV, para cada i, habremos terminado. Si no es asi, sea i un
indice tal que a(b;) ¢ U NV, entonces a([bi—1,bi]) y a([bs, bit1]) deben estar en U o en V/

Y(Z,+) representa el grupo de los niimeros enteros con la operacién suma
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dependiendo donde se encuentre a(b;). En cualquier caso, podemos suprimir b;, obteniendo
una nueva subdivisiéon 0 = ¢y < ¢1 < ... < ¢, = 1 que siga cumpliendo que «a([¢;—1, ¢;]) este
totalmente contenido en U o en V para toda 0 < i < n. Un nimero finito de repeticiones
de este proceso nos permite obtener la subdivisién deseada.

Sea « un lazo en X basado en zgy 0 =ap < a1 < ... < a, = 1 la subdivisién de [0, 1]
construida previamente, definamos «; como la funcién lineal positiva de [0, 1] en [a;—1, a;]
compuesta con «. Entonces, como vimos anteriormente,

[a] = [aq] * [ag] * ... * [

Dado que U NV es conexo por trayectorias, para cada ¢, elijamos una trayectoria ; de xg
a a(a;). Debido a que a(ap) = a(a,) = x¢, podemos suponer que 7y y 7, son la trayectoria
constante en xg.

Definimos ahora el lazo 8; en X basado en xy como
Bi = (Vie1 * 0g) *7;

para cada i € [1,n]. Observemos que (; esta totalmente contenido en U o en V. De tal
forma. que

[B1] * [B2] % ... # [Bn] = [(0 * 1) * 7] * (71 % c2) % 72] * .. x [(yn—1 * o) * ]
= (o * cn) * 1] * [y1 % g * ...k o x
= [(yo % 1) * 77 * (71 * Qg * ... % ap * 7))
= [0 * a1 % Q2 * ... % Q¥ V)
= [ag * ag * ... % ay)
— o] # ] # . % ]
= [a]

Por lo tanto i, (m1 (U, z0)) v j«(m1(V, o)) generan (X, o).
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Figura 2.11: Ejemplo de la proposicion 2.8.

En virtud de la proposicién 2.8 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.3. Supongamos que X =U UV, donde U y V son conjuntos abiertos de X,
y que U NV es conexo por trayectorias y no vacio. Si U y V son simplemente conexos
entonces X es simplemente conexo.

Dicho lo anterior, probemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.9. S” es simplemente conexo para toda n > 2.

Demostracion. Sean p = (0,0,0,...,1) y ¢ = (0,0,0,...,—1) el polo norte y el polo sur de
S™ en R"*1. Veamos que, para n > 1, la esfera agujerada S™ — {p} es homeomorfa a R".
Definamos entonces f : (S™ — {p}) — R" como

1

m(fﬂl?l?, ,"Bn)

f(.’E) = f($1,.’£27 ...,xn,xn+1) =
A la funcién f se le conoce como proyeccion estereogréfica. Observemos que si tomamos la
recta r, en R™"! que pasa por el polo norte p y el punto z de S™—{p}, entonces r,, intersecta
al n—plano R™ x 0 C R""! en el punto f(z) x 0. Por lo anterior es evidente que f es
biyectiva. Se prueba que f es un homeomorfismo viendo que la funcién g : R™ — (S™—{p})
dada por

— 22 21! z’||2 — 1
g$/ =g x/71‘/7,..,1‘/ :( 1 S eeny n_ , —— )
() = 901,22, o) = T e T o P+ 1

es la inversa de f. Observemos que la funcién reflexién que manda (z1,x2, ..., Tpn, Tpnt1) &
(x1,x2, ..., Tn, —Tp4+1) define un homeomorfismo entre S™ — {p} y S™ — {q}, por lo que
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S™ — {q} también es homeomorfa a R™.

Probemos ahora que 5™ es simplemente conexo para todo n > 2. En efecto, sean U y

V los conjuntos abiertos S™ — {p} y S™ — {q} de S™ respectivamente. Nétese que, para

n > 1, los abiertos U y V son simplemente conexos por ser homeomorfos a R"”. Ademss,

la interseccion de U y V es igual a S™ — p — ¢, que es homeomorfo bajo la proyeccién

estereogréfica a R™ — {0}. Por lo anterior, U NV es conexo por trayectorias para toda
n > 2. Finalmente, aplicando el corolario 2.3 se obtiene lo deseado.

O

De esta manera, dado que el grupo fundamental de todo espacio simplemente conexo
es el grupo trivial, m1(S™) = {0} para toda n > 2. (Véase [11].)

2.4. El grupo fundamental de RP".

Sea ¢ : m1(X,z0) — p~(z0) la funcién de la definicién 2.10, veamos que ¢ induce una
accion
0 :p~(z0) x m(X,x0) = p~ ' (z0)
de 71(X,z0) en p~1(zo) dada por (o, [a]) = dz,(1), donde &z,(1) representa el punto
final del levantamiento de e en X que comienza en . Recuerde que en la practica 6(o, [a])
se escribe como Zg- [a], verifiquemos que se cumplen las siguientes condiciones:

L. (Zo- [a])- [B] = Zo- ([a] * [B]).
2. jo- [CIO} = .’io.

Probemos la primera condicién. Sea & el levantamiento de @ en X que comienza en
Zo. Entonces, dado que p(a(1)) = a(l) = zyp y 8 es un lazo basado en xp, § tiene un
levantamiento ﬂN en X que comienza &(1). Asi, &= B es el levantamiento de a* 3 en X que
comienza en Zg. Por tanto Zo- ([o]*[]) = Zo- ([a*]) = (a*B)z,(1) = B&iou)(l)' Se prueba
la igualdad de la condicién 1 observando que (Zo- [E)z]) 18] = az,(1)-[8] = Bd%(l)(l)- Por
otra parte, dado que el levantamiento de c;, en X que comienza en %y es cz,, resulta
evidente observar que el punto final de su levantamiento es Zy. Por lo tanto, la condicion
2 también se cumple.

Por los argumentos anteriores, 71 (X, 7q) actia por la derecha en p~!(z¢). Veamos ahora
que el grupo 71 (X, o) opera transitivamente sobre el conjunto p~!(xg). En efecto, sean
Z0,%1 € p~(zg). Dado que X es conexo por trayectorias, existe una clase de homotopia
[a] en X con punto inicial Zo y punto final #;. Sea [a] = p.([d]), entonces [o] es una clase
de homotopia entre trayectorias cerradas en X, teniendo asi que Zo- [a] = Z1.

Observemos que para cualquier Zo € p~!(xg), su subgrupo de isotropfa es precisamente
el subgrupo p, (m1 (X, o)) de m1 (X, zo). Por lo tanto, como un 1 (X, zg)-conjunto sobre el
que se actia por la derecha, p~!(zg) es isomorfo a w1 (X, xg)/ps(m1(X, Z0)), y el nimero
de hojas de (X, p) es igual al indice del subgrupo p, (71 (X, %)) en m (X, 20).
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Definicion 2.11. Sea (Xl,pl) Yy (Xg,pg) espacios cubrientes de X. Un homomorfismo de
(X1,p1) en (Xa,p2) es una funcion continua ¢ : X1 — Xo tal que pa o @ = py.

X

Xl — X
p1

Veamos que la composicion de dos homomorfismos es de nuevo un homomorfismo. En
efecto, sean ¢y : X1 — X2 y @2 : X2 — X3 dos homomorfismos tales que p2 o 1 = p;
Y D3 © 2 = p2, es decir, (ps o %2) o1 = p3o (p20p1) = pi. Por lo tanto w2 0 1 es un
homomorfismo de (X7, p1) en (X3, p3). Observemos ademds que, dado un espacio cubriente
(X,p) de X, la funcién identidad i : X — X es un homomorfismo.

Un homomorfismo ¢ de (X1,p1) en (Xa,ps) es un isomorfismo si existe un homomor-
fismo 1) de (X3, p2) en (X1,p1) tal que ambas composiciones ¢ o) y 1 0 ¢ son la funcién
identidad. Dos espacios cubrientes se dicen isomorfos si existe un isomorfismo entre ellos.
Un automorfismo es un isomorfismo de un espacio cubriente en el mismo, el cual puede o
no ser la funcién identidad. El conjunto de todos los automorfismos de un espacio cubri-
ente (f( ,p) de X es un grupo bajo la composicién de funciones y lo denotaremos como
A(X,p).

Ahora veamos algunas propiedades de los homomorfismos y automorfismos sobre es-
pacios cubrientes.

Lema 2.5. Sean o y @1 homomorfismos de (Xl,pl) en (Xg,pg). Si existe un punto
T € Xy tal que po(Z) = ¢1(Z), entonces gy = 1.

Demostracion. Tenemos que p2 o 99 = p1 y p2 0 p1 = p1, es decir, pa 0 pg = p2 © p1 para
todo Z € X;. Entonces, por la proposicién 2.2, {Z € X1 o(®) = ¢1(&)} es 0 o X;. Por
lo tanto , dado que existe un Z € X tal que wo(Z) = p1( ) resulta que ¢g = 1. O

Se sigue del lema 2.5 que A(f( p) opera sin puntos fijos en X. Esto es, si pE A(X',p)
y ¢ no es la funcién identidad, entonces ¢(Z) # & para todo & € X.

En adelante, cada que hablemos de funciones entre espacios basados, daremos por
hecho que la funcién es continua y que mapea el punto base del dominio al punto base del
contradominio. Nos resultara de gran utilidad conocer acerca de la existencia y unicidad
de levantamientos de funciones en general, no solo de levantamientos de homotopias. Para
esto tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2.10. Sea (X,p) un espacio cubriente de X, Y un espacio conexo y lo-
calmente conexo por trayectorias, yo € Y, Tg € X y xo = p(Zo). Entonces, dada una
funcién ¢ : (Y,y0) = (X, x0), existe un levantamiento ¢ : (Y, yo) — (X, &) siy sdlo si
90*(71'1(}/7 yO)) C p*(ﬂ-l(Xai‘O))'
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Demostracion. Supongamos que existe dicho levantamiento. Entonces, dado que toda fun-
cién entre espacios basados induce un homomorfismo entre sus grupos fundamentales, el
siguiente diagrama conmuta.

m(X, &)

P i
Px

m(Y, y0) —5= m(X, wo)

Veamos que la existencia del homomorfismo ¢, es equivalente a decir
que la imagen de . esta contenida en la imagen de p,. En efecto, como
@x(m1(Y,90)) = (B (m1(Y,90))) v Gx(m1(Y,90)) € m1(X, To), por ser p. un monomorfis-
mo se tiene que @.(m1(Y,30)) C pa(m1 (X, Fo)).

Para el reciproco, definamos la funcién @ : (Y,y9) — (X, %o) de la siguiente manera:
Dado un punto y en Y, elijamos una trayectoria o de yp a y. Entonces ¢(a) es una
trayectoria en X que comienza en xg. Asi, aplicando la proposicién 2.3, existe un tnico
levantamiento v : I — X de ¢(a) que comienza en o y cumple que p o~y = ¢(a). Por
tanto definimos ¢ como

G(y) =~(1).

Veamos que ¢ esta bien definida independientemente de la eleccién de la trayectoria «.
En efecto, por la proposicién 2.5, podemos remplazar « por una trayectoria homotépica
sin alterar el resultado, es decir, ¢(y) solo depende de la clase de homotopia de la
trayectoria a. Siendo asi, supongamos ahora que [a] y [5] son dos clases de homotopia
diferentes en Y que van de yg a y. Observemos que [a] * [3] es la clase de homotopfa de un
lazo basado en yo. Entonces, como [a] * [B] € m1(Y,90) v w«(m1(Y,50)) C pe(mi(X, %0)),
ex([a] # [B]) € pu(m1 (X, To)).Nétese que p.([o] x [B]) = [poa] x[po B] = pu([a]) * ¢u([B]).
Por lo tanto, existe una clase de homotopia en m(X,Zo) que se proyectan sobre
©«([a]) * v« ([B]), o dicho de otra manera, si levantamos @, ([a]) * p.([3]) a una clase de
homotopia en X que comience en Zo, el resultado es una clase de homotopia en X de
lazos basados en Zg. Asi, por la proposicién 2.5, los levantamientos de ¢« ([a]) v v«([5])
en X que comienzan en &, terminan en el mismo punto. Con esto verificamos que © esta
bien definida. Es fécil ver que, por ser Y conexo por trayectorias, p(¢(y)) = ¢(y) para
todoy €Y.

Ahora veamos que la funciéon ¢ que acabamos de definir es continua. Sea y € Y y U
una vecindad de $(y), veamos que existe una vecindad V' de y tal que ¢(V) C U. En
efecto, elijamos una vecindad U’ de p(¢(y)) = ¢(y) totalmente cubierta por p tal que
U’ C p(U). Observemos que U’ existe debido a que (X, p) es un espacio cubriente de X y
todo subconjunto de una vecindad totalmente cubierta conserva las mismas caracteristicas.
Sea W el abierto de la particién de p~(U’) que contiene a $(y), tomemos una vecindad
U” de ¢(y) totalmente cubierta por p tal que U” C p(U (W). Nétese que U” existe por
un argumento similar al anterior. Tomemos ahora a W’ como el abierto de la particién

de p~1(U") que contiene a ¢(y). Es claro que W’ C U, pues la restriccién de p en W’
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es un homeomorfismo de W’ en U” y U” C p(U (\W). Se sigue que, por ser ¢ continua,
podemos tomar un vecindad V' de y tal que p(V) C U”. Veamos que esta vecindad es la
que estamos buscando. Por ser Y localmente conexo por trayectorias, podemos escoger a
V' como una vecindad conexa por trayectorias de y. Definamos entonces una trayectoria
B de y a y para toda y' € V. Asi, ¢(8) es una trayectoria en X que comienza en ¢(y),
la cual tiene un tnico levantamiento § en X que comienza en &(y). Nétese que, por ser §
conexoy ¢(y) € W', § C W'. De esta manera, $(V) C W/ C U. Por lo tanto ¢ es continua
y se cumple que po @ = .

0

Veamos ahora un caso particular de la proposicién 2.10.

Lema 2.6. Sean (X1,p1) y (X2,p2) espacios cubrientes de X. Sean ademds &1 € X1 y
T2 € Xo puntos tales que py (Z1) = p2(Z2). Entonces existe un homomorfismo ¢ de (X1,p1)
en (Xo,p2) tal que o(%1) = T2 si y solo si pr(m1(X1,71)) C pa(mi(Xz, T2)).

Demostracion. Supongamos que existe un homomorfismo ¢ de (Xl,pl) en (Xg,pg) tal que
©(Z1) = T2, entonces el siguiente diagrama conmuta.

(X2, 22)

>
p2
(X1,21) —5> (X, 0)
Como supusimos que los espacios que cubren son conexos por trayectorias y local-
mente conexos por trayectorias, por la proposicién 2.10, tenemos que pi(m(X1,21)) C
p2(m1 (X2, T2)). } )
Supongamos ahora que p1(m1(X1,%1)) C p2(m1(X2,¥2)), entonces, por la proposicién
2.10, existe una funcién continua ¢ : (X1,21) — (X2, Z2) que hace conmutar el diagrama
anterior, es decir, ¢ es un homomorfismo de (X1,p1) en (Xo,p2) tal que p(z1) = 2. O

Una consecuencia del lema 2.6 es el siguiente corolario.

Corolagio 2.4. Sean (Xl,pl) Yy (X'g,pg) espacios cubrientes de X. Sean ademds 571~€ X'l
y To € Xy puntos tales que p1(Z1) = p2(Z2). Entonces existe un isomorfismo ¢ de (X1,p1)
en (Xo,p2) tal que o(%1) = T2 si y solo si p1(m1(X1,71)) = pa(m1 (X2, T2)).

Mais atin, dado que todo automorfismo es un isomorfismo de un espacio cubriente en
si mismo, al aplicar el resultado anterior, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.5. Sea (X,p) un espacio cubriente de X y Z1,Z2 € p~H(zo), donde xo €
X. Entonces existe un ¢ € A(X,p) tal que o(Z1) = T2 si y sdlo si p1(m(X,%1)) =
p2(m1(X, 22)).

A continuacion se mostrard un resultado importante que establece una conexién entre
el grupo de automorfismos de un espacio cubriente y la accién de 71(X, x¢) en p~1(xzo).
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Proposicion 2.11. Para cualquier automorfismo o € A(X,p), cualquier o € p~t(z0), ¥y
cualquier [a] € (X, zo),

p(Zo-[o]) = @(Zo)- [al;
es decir, cada automorfismo en A(X,p) induce un automorfismo del conjunto p~*(xo)
considerado como un 71(X, xg)—conjunto sobre el que se actia por la derecha.

Demostracion. Sea & el levantamiento de o en X que comienza en 7 tal que po & = a,
entonces To- « es el punto final de &. Ahora consideremos la trayectoria ¢(&) en X cuyos
puntos extremos son ¢(Zp) y ¢(Zo- ). Observemos que

p(p(a)) = (pop)(@) = p(a) = a;
es decir, (&) es un levantamiento de o que comienza en ¢(Zp) y termina en ¢(Zo)- [a].
Por lo tanto, ¢(Zo- ) = ¢(Zo)- [a]. O

Observemos que la proposicién anterior se cumple para cualquiera xg en X. Ahora
podemos determinar completamente la estructura del grupo de automorfismos A(X, p).

Proposicion 2.12. Sea (X',p) un espacio cubriente de X . Entonces, el grupo de automor-
fismos, A(X,p), es isomorfo al grupo de automorfismos del conjunto p~!(xg), con zo € X,
considerado como un 71(X, xg)—conjunto sobre el que se actia por la derecha.

Demostracién. Sea ¢ un automorfismo en A(X,p), entonces, en vista de la proposicién
2.11, la restriccién pl,-1(,,) es un automorfismo de p~1(xg). Més atin, dado que A(f(,p)
opera sin puntos fijos, y por el lema 2.5, cada automorfismo ¢ € A(X ,p) esta completa-
mente determinado por su restriccién g0|p_1(xo). Sean @1, 2 € A(X,p), observemos que
(10 02)|p-1(g) = P1lp-1(2) © P2lp-1(20)- Por lo tanto, la funcién ¢ — ¢|,-1(5,) es un
monomorfismo de A(X,p) sobre el grupo de automorfismos de p~*(zg).

Luego, por el lema 1.4 del capitulo 1, dado que estamos tomando el conjunto entero de
automorfismos de p~!(zg), dados cualesquiera 77 y Iy en p~(zo), existe un automorfismo
@ de p~1(xg) tal que (1) = F2. Nétese que py(m1(X,21)) = pu(m1(X, T2)), ya que 21y
Z9 el mismo subgrupo de isotropia. Asi, por el corolario 2.5, existe un v € A(X, p) tal que
Y(Z1) = T2. De esta manera 7|,-1(,,) v % son dos automorfismos del 7 (X, x)—conjunto
homogéneo p~! (o) tales que |,-1(4,)(Z1) = (1), es decir, y],1(,) = ©. Esto nos dice
que la funcién ¢ — (p‘p—l(xo) es un epimorfismo y, por lo tanto, A(X ,p) es isomorfo al
grupo de automorfismos del conjunto p~!(bg) considerado como un (X, zg)—conjunto
sobre el que se actia por la derecha. ]

Nétese que el isomorfismo entre A(X ,p) v el grupo de automorfismos de p~!(zg) no
depende de la eleccién del punto xg en X. La siguiente proposicién es resultado de aplicar
la proposicion 1.5 del capitulo 1 a la proposicién 2.12.

Proposicién 2.13. Sea (X,p) un espacio cubriente de X . Entonces, para cualquier xo €
X y cualquier To € p~1(xg), el grupo de automorfismos A(X,p) es isomorfo al grupo
cociente N [p«(m1(X, Zo))]/p«(m1 (X, Z0)), donde N[p.(m(X,Zo))] es el normalizador del

subgrupo py(m1 (X, Zg)) en w1 (X, zg).
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Demostracion. Por la proposicién 2.12 tenemos que A(X ,p) es isomorfo al grupo
de automorfismos del conjunto p~'(xg), considerado como un (X, z0)—conjunto
sobre el que se actia por la derecha. Ademds, por la proposicién 1.5, p~!(xq)
es isomorfo a N[p.(m1(X,%))]/p«(m1(X,%)). Por lo tanto A(X,p) es isomorfo a

Np:(mi (X, %0))] /ps(m1 (X, &0)). O

Una clase importante de espacios cubrientes son aquellos para los cuales p, (71 (X, Zg))
es un subgrupo normal de 71(X, xg), sin importar la eleccién del punto o € p~!(xg). A
los espacios cubrientes que cumplen esta condicién se les conoce como espacios cubrientes
regulares. Es claro que si p,(m1(X, %)) es un subgrupo normal de m (X, zg), entonces
N[p.(m1 (X, %0))] = 71 (X, o). De esta manera, al aplicar la proposicién 2.13 a un espacio
cubriente regular, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.6. Si (X,p) es un espacio cubriente regular de X, entonces A(X,p) es
isomorfo al grupo cociente m (X, x0)/p«(m1(X,Z0)) para cualquier xo € X y cualquier
Zo € p ' (w0).

Decimos que un espacio cubriente (X,p) es universal si X es simplemente conexo.
Dicho lo anterior se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.14. Sea (X,p) un espacio cubriente universal de X. Entonces, A(X,p)
es isomorfo a m(X, o), y el orden del grupo m (X, xo) es igual al nmimero de hojas del
espacio cubriente (X, p).

Demostracion. Debido a que ()Nf ,p) es un espacio cubriente universal, X es simple-
mente conexo y por tanto (X ,Zo) = {0}. Ademés, dado que p, es un monomorfismo,
po(m1(X, Z0)) es el elemento neutro en 7 (X, o). Asi (X, p) es regular. Por lo tanto A(X, p)
es isomorfo a 71 (X, z0) /P« (71(X, Z0)) = 71 (X, x0).

Por tltimo, dado que |py(m1(X,%0))| = 1, el indice del subgrupo p(mi(X,%g)) en
m1(X, zg) es igual al orden del grupo 71 (X, zp). De esta manera, se tiene que el nimero
de hojas del espacio cubriente (X, p) es igual al orden del grupo m (X, z). O]

Veamos ahora el resultado principal de esta seccion.

Proposicién 2.15. Sin > 2 entonces w1 (RP") = Zs.

Demostracion. Recordemos que, por la proposiciéon 2.9, S” es simplemente conexo para
toda n > 2. Asi, considerando la proyeccién p : S™ — RP", tenemos lo siguiente. Dado
que cada elemento de RP" esta compuesto por un par de puntos antipodales, solo hay dos
posibles automorfismos en A(S™, p), la aplicacién identidad y la antipodal. Entonces, por

la, proposicién 2.14, el orden de 71 (RP") es 2 y por tanto 71 (RP") = Zs.
O
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2.5. El teorema de Borsuk-Ulam.

Definicion 2.12. Si x es un punto de S™, entonces su antipoda es el punto —x. Ademds,
para cualquier par de enteros positivos n y m, decimos que la funcion f : S™ — S™
preserva antipodas o preserva puntos antipodales si f(—x) = —f(x) para todo x € S™.

A continuacién abordaremos el teorema principal de este capitulo, el teorema de
Borsuk-Ulam. Dicho teorema dice que no existe una funcién continua f : S® — ™! con
n > 0, que preserve puntos antipodales. La prueba de este teorema no se mostrara en este
trabajo, sin embargo esta se puede ver en [18]. La prueba que veremos en este capitulo es
un caso menos general y esta basada en la dada en [18].

Observacién: Veamos que no existe una funcién continua f : S* — S° que preserve
puntos antipodales. En efecto, supongamos que dicha funcién existe. Entonces, dado que
S' es conexo por trayectorias y f es continua, f(S') deberfa ser conexo por trayectorias,
lo cual es una contradiccién pues S° es un par de puntos antipodales.

Ahora veamos que esto se cumple para un caso mas general.

Teorema 2.2 (Teorema de Borsuk-Ulam). 2 Para n > 1 no ewiste una funcién continua
f:8" — S que preserve puntos antipodales.

Demostracién. Supongamos que existe una funcién continua f : S — S que preserva
puntos antipodales. Asi, considerando a RP"™ y RIP como los espacios cocientes de S™ y
S1 respectivamente, denotamos a p,, : S™ — RP" y p; : S' — RP como las funciones que
mandan cada elemento del dominio a su respectiva clase de equivalencia. Observemos que
Pn y p1 son continuas pues RP" y RP tienen la topologia cociente.

Veamos ahora que f induce una funcién continua g : RP" — RP debido a que preserva
puntos antipodales. En efecto, dado que la imagen inversa de p,(x) es el conjunto {z, —z}
para todo z € S™ y f preserva puntos antipodales, pi(f(—z)) = pi(—f(z)) = p1(f(x)),
esto es, p; o f es constante sobre la imagen inversa de p,(x) para todo = € S™. Asi,
debido a que p,, es una identificacién y p; o f es continua, por el teorema de transgresion,

g=(p1of)op,~! es continua y el siguiente diagrama conmuta.

f

sn—— > &t

N

RP" —? ~ RP

La funcién g induce un homomorfismo g, : m (RP") — 71 (RP). Entonces, dado que
71 (RP™) & (Zo, ¥) y 71 (RP) =2 71(S1) 22 (Z, +), veamos que g, debe ser trivial, es decir, la
imagen de todo Zs es cero. Sabemos que g,(0) = 0 y supongamos que g.(1) = k para algin
k > 0. De esta manera, por ser g, homomorfismo, ¢.(0) = g.«(1 x 1) = g.(1) 4+ g«(1) = 2k,

2Caso particular.
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lo cual es una contradiccién. Por lo tanto g, es trivial.

Por otra parte, sea [a] una clase de homotopia en S™ tal que sus puntos extremos son
un par de puntos antipodales x y —x. Entonces, dado que f preserva antipodas, los puntos
extremos de f.([a]) son puntos antipodales en S'. Observemos que py,([a]) v p1.(f«([2]))
son trayectorias cerradas en RP" y RP, y por lo tanto representan elementos de los grupos
fundamentales 7 (RP", [z]) v 71 (RP, [f(z)]) respectivamente. Veamos que py,, ([a]) # {0}.
En efecto, considerando la accién de 71 (RP™, [z]) en el conjunto p, ~!([z]), O(z, pp,([a])) =
az(1) = —z. Asi, dado que p, induce un monomorfismo p,, : m(S™, x) — w1 (RP", [z]),
y por la unicidad de los levantamientos de homotopias de trayectorias, py,,([a]) # {0}.
De manera andloga podemos ver que p1,(f«([e])) # {0}. De este modo, debido a que el
diagrama anterior conmuta,

g+ (pni([a])) = pru(f+([2])).

Asi, por el argumento anterior, g, manda a p,,,([]) en p1,(f([e])), contradiciendo el hecho
de que g, es trivial. Por lo tanto no existe una funcién continua f : S — S! que preserve
puntos antipodales.

O]

Terminamos con algunas equivalencias del teorema de Borsuk-Ulam que nos seran de
gran utilidad més adelante.

Teorema 2.3. Para todo n > 1, las sigutentes afirmaciones son equivalentes.

1. Para toda funcion continua f : S™ — R™, existe un punto x € S™ tal que f(x) =

f(==).

2. Para toda funcion continua que preserva puntos antipodales f : S™ — R", existe un
punto x € S™ tal que f(x) =0.

3. No existe una funcion continua f : S™ — S™ ! que preserve puntos antipodales.

4. No existe una funcion continua f : B™ — S"~! antipodal en la frontera, esto es,
satisface que f(—x) = —f(x) para todo x € S~ = OB™.

Demostracion. Veamos que en efecto las afirmaciones anteriores son equivalentes.

(1 = 2). Sea f : S — R"™ una funcién continua que preserva puntos antipodales
y f # 0, es decir, f(—z) = —f(z) para toda x € S™. Entonces, dado que por hipétesis
existe un x € S™ tal que f(z) = f(—z), tenemos que f(x) = —f(z). Esto es, f(x) = 0.
Por lo tanto existe un z € S™ tal que f(x) = 0.
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(2=1). Sea f : S™ — R"™ una funcién continua, definamos la funcién g(z) = f(z)— f(—x),
la cual preserva puntos antipodales pues

Dado que por hipétesis existe un punto =z € S™ tal que g(z) = 0, entonces

f(@) = f(=z) =0,
es decir,
f(z) = f(-2).
Por lo tanto, para toda funcién continua f : S™ — R" existe un punto x € S™ tal que
flx) = f(=2).
(n>1)

(2= 3). Sea f:S™ — S"! una funcién continua que preserva puntos antipodales. Dado
que S"! C R, la funcién f puede verse como una funcién de S™ en R"™. Entonces, por
hipétesis, existe un z € S™ tal que f(z) = 0, pero S~ ! no contiene al cero. Por lo tanto
no existe la funcién f.

(3 = 2). Supongamos que f : S™ — R"™ es una funcién continua que preserva
puntos antipodales tal que para todo x € S™, f(z) # 0. Definamos ahora la funcién
g:S" = 8™ ! dada por

f(x)

9@) = TF @)

Observemos que g es continua ya que f(z) # 0 para todo = € S™. Entonces, dado que f
preserva puntos antipodales,

e )
90 = 15l ~ T fn Y

Por lo tanto g : S™ — 8™ ! es una funcién continua que preserva puntos antipodales, lo
cual contradice la hipétesis.

(3 = 4). Supongamos que g : B® — S" ! es una funcién continua antipodal en la
frontera, U el hemisferio cerrado superior o inferior de S™ y w : U — B"™ la proyeccién
dada por 7 : (21, ..., T, Tnt1) > (T1, .oy Tn).
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Es facil ver que 7 es un homeomorfismo de U en B™. Definamos entonces una funcién
f: 8" — 8" ! dada por

flz)=g(r(x)) y f(—x)=—g(n(zx)) Vzel.

Denotaremos como —U al conjunto de todos los —z tal que z € U. Nétese que —U, al
igual que U, es cerrado y U N —U = dB". De esta manera, dado que 7(—x) = —m(x) para
toda x € QU y g es antipodal en la frontera, f esta bien definida en todo S™. Ademads, se
sigue que la funcién resultante f es continua pues ésta es continua en ambos hemisferios
cerrados. Es claro que, por como definimos a f, f(—x) = —f(x) para toda z € S".
Por lo tanto f es una funcién continua que preserva puntos antipodales, la cual es una
contradiccion.

(4 = 3). Supongamos que f : S" — S" ! es una funcién continua que preserva
puntos antipodales y m : U — B" la proyeccién mencionada anteriormente. Dado que w
es un homeomorfismo, podemos definir una funcién g : B" — S"~! dada por

g(z) = f(n~ (),

la cual es continua por ser composicién de funciones continuas. Observemos que un par de
puntos de B™ son antipodales en la imagen de 7! si ambos pertenecen a 9B™. Asi, dado

que f preserva antipodas, g es antipodal en la frontera, lo cual no es posible.
O
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Capitulo 3

Triangulaciones antipodalmente
simétricas.

3.1. El lema de Tucker.

Una configuracién de puntos es una coleccién finita A = {ay,aq, ..., a,} de puntos en
Rn
El cierre convexo de una configuracién de puntos A, a lo que denotaremos por conv(A),
es la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a A.

Definicion 3.1. Un simplejo de dimension k, o un k — simplejo, es el cierre convezxo de
k + 1 puntos afinmente independientes en R™, donde k < n. Los k + 1 puntos afinmente
independientes son llamados los vértices del k — simplejo. Una cara de dimension j, o
J —cara de un k — simplejo S, es el cierre convexo de j + 1 vértices de S, por lo que en
particular es un j — simplejo por si mismo. Véase [2].

Figura 3.1: Simplejos de dimension 0,1,2 y 3.

El interior relativo de un simplejo « es la regién obtenida al remover todas las caras
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de dimensién menor a la de «.

Figura 3.2: Interior relativo de un 2—simplejo.

Definicion 3.2. Un politopo de cruce n—dimensional es el cierre convexo del conjunto de
vectores de la base ortonormal estandar y sus negativos de R™,

conv(er, —€1, ..., €n, —€n).

Es decir, es la bola unitaria en norma ly dada por {x € R™ : |x1| + |z2| + ... + |xn| < 1}.
Denotaremos como B™ al politopo de cruce n—dimensional.

[vw}
(ow}
N
v}
w

Figura 3.3: Politopos de cruce de dimensién 1,2 y 3.

Definicion 3.3. Una familia no vacia A de simplejos es un complejo simplicial si cumple
las siguientes condiciones:

1. Cada cara de cualquier simplejo o €A es también un simplejo en A.
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2. La interseccion no vacia de cualesquiera dos simplejos ai,a0 €A es una cara en
comun entre a1 Yy Q.

El conjunto de vértices de A, denotado por V(A), es la unién de los conjuntos de
vértices de todos los simplejos en A.
La unién de todos los simplejos de un complejo simplicial A es el poliedro de A y se denota

% i

(a) (b)

Figura 3.4: La figura (a) es un complejo simplicial, mientras que la figura (b) no lo es.

Definicién 3.4. Sea X un espacio topoldgico, si existe un complejo simplicial A tal que
X 2 ||A ||, entonces decimos que A es una triangulacion de X .

5 B

1

Figura 3.5: Complejos Simpliciales.
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Sean A1 y As los complejos simpliciales de la figura 3.5, observemos que A22 B? pero
A2 B2, pues (A1) # m(B?). Por lo tanto Ag es una triangulacién de B? como lo
muestra la figura 3.6.

Figura 3.6: Triangulacién de una 2-bola.

Definicién 3.5. Un complejo simplicial abstracto es una pareja (V, K), donde V es un
conjunto y K C 2V 1 tal que si F € K y G C F, entonces G € K. En particular ) € K

siempre que K # ().

Podemos asumir que V = Ugcrz, por lo tanto es suficiente escribir K en lugar de
(V,K), donde V se entiende como Ugzerx.
Cada complejo simplicial A determina un complejo simplicial abstracto. Los elementos
del complejo simplicial abstracto son la unién de los vértices de los simplejos de A, es
decir,V := V(A) y K esta conformado por los conjuntos de vértices de los simplejos de A.
Por ejemplo, para el complejo simplicial de la figura 3.7

Figura 3.7

19V denota el conjunto potencia de V, es decir, es el conjunto de todos los subconjuntos de V.
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su correspondiente complejo simplicial abstracto es {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3},

{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3}}.

Definicién 3.6. Sean K y L dos complejos simpliciales abstractos. Una funcion simplicial
de K en L es una funcion f : V(K) — V(L) la cual manda simplejos en simplejos; es
decir, sea F' C V(K), entonces f(F) € L siempre que F € K.

Ejemplo 3.1. Sean

K ={0,{a},{b},{c}.{d},{a, b}, {a,c},{b,c} . {c,d},{a, b, c}},
L={0,{a},{b},{c},{d},{a,b},{b,d},{b,c},{c,d},{b,c,d}} y
R = {(b’ {a}v {b}’ {6}7 {d}{a7 b}}

complejos simpliciales abstractos. Entonces definamos las funciones fi : K — L y
fo: K — R dadas por

file)=a2Vze K

a si x € {a,d},

falw) = {b si x € {b,c}.
Observemos que fo es una funcion simplicial, mientras que f1 no, pues {a,c} ¢ L.

Definicion 3.7. Decimos que T es una triangulacion antipodalmente simétrica de S™ si
para todo simplejo a C S™ de T, se tiene que —a = {—x € S™ : © € a} también es un
simplejo de T'.

Definicion 3.8. Sea T una triangulacion de la bola n—dimensional B"™, decimos que T
es antipodalmente simétrica en la frontera si el conjunto de simplejos de T' contenidos en
OB™ = 8" ! es una triangulacidn antipodalmente simétrica de S™ 1.

Al simplejo —a lo llamaremos simplejo antipodal y diremos que « y —« son antipodales.

(a) (b)

Figura 3.8: La figura (a) es una triangulacién antipodalmente simétrica en la frontera,
mientras que la figura (b) no lo es.
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Por ultimo, denotemos como o™~ ! al complejo simplicial abstracto con conjunto de
vértices V(o™ 1) = {4+1,42,...,£n} y con simplejos F C V(0" 1) siempre y cuando no
haya un ¢ € {1,2,...,n} tal que F contenga tanto a i como a —i, es decir, se puede
reconocer "~ como el complejo simplicial abstracto de la frontera de un politopo de
cruce (n — 1)—dimensional.

+2

-2

Figura 3.9: Ejemplo de o!.

La figura 3.9 muestra la frontera de un politopo de cruce de dimensiéon 2. Observemos
que ningin simplejo de la figura 3.9 tiene los vértices +¢ para i = 1, 2.

Pasemos ahora a enunciar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 3.1 (Lema de Tucker). Sea T una triangulacion de B™ antipodalmente simétrica
en la frontera y sea
A V(T) = {£1,£2,...,£n}

una funcién de etiquetamiento de los vértices de T tal que N(—v) = —A(v) para todo
vértice v € OB™, es decir, A es una funcion antipodal en la frontera. Entonces existe un
1—stmplejo en T que es complementario; esto es, las etiquetas de sus vértices son %i para
algin i € {£1,£2,...,£n}.

arista
+1 complementario

Figura 3.10: Ejemplo del teorema 3.1 para n = 2.
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La figura 3.10 muestra la triangulacién de una 2—bola, la cual tiene un 1—simplejo
complementario con etiquetas +2. El teorema 3.1 establece que para tal triangulacién
debe existir al menos un 1—simplejo complementario.

Al teorema 3.1 se le conoce como el Lema de Tucker. A continuacién daremos una
prueba constructiva de este importante resultado de las matematicas discretas, mostrando
asi la existencia del 1—simplejo complementario. Esta prueba esta basada en [17].

Demostracion. Antes de comenzar la prueba especificaremos las caracteristicas de la
triangulacion que utilizaremos y definiremos una funciéon que nos serd de gran utilidad.
Ademsds, en la prueba reemplazaremos la bola euclidiana B™ por el politopo de cruce
n—dimensional B, lo cual es vélido por el homeomorfismo que existe entre ambos.

Sea 4™ la triangulacién de B" inducida por los hiperplanos coordenados, es decir,
para todo a € 0"~ 1 tenemos que o[ J{0} € ™.

+2>
{0,-1,+2>

{-1,-2>

ISH .
o IGY

Figura 3.11: Complejo simplicial ¢2.

Probaremos el Lema de Tucker para triangulaciones 7' de B" antipodalmente simétricas
en la frontera que refinen a 4", es decir, triangulaciones tales que para todo simplejo « en
T existe un simplejo 8 en 4™ que satisface o C . A dichas triangulaciones las llamaremos
triangulaciones especiales de B". Ahora supongamos que 1’ es una triangulacién especial
de B" y X : V(T) — {£1,42,...,£n} una funcién de etiquetamiento antipodal en la
frontera tal y como se muestra en la figura 3.12 .
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-1 1 2

Figura 3.12: Triangulacion especial de B2 etiquetada por A.

Definamos ahora la funcién sgn, que llamaremos funcién signo.

-1 si z<0,
sgn(z) =4¢ 0 si z=0,
1 si x>0.

Sea z = (1,2, ...,Tn) € R", entonces sgn(z) = (sgn(z1), sgn(x2), ..., sgn(zy,)) € R™,
al cual llamaremos vector de signos del punto z. Sea s = (s1,...8,) € R™ un vector de
signos de algin punto y € R", definimos a C(s) como el conjunto de todos los x € R™ para
los cuales sgn(z;) = s; para todo i € {1,2,...,n}. Sea o un simplejo de T', observemos
que sgn(z) es el mismo para todo z en el interior relativo de «, por lo tanto diremos que
sgn(a) es sgn(z), donde x pertenece al interior relativo de a.

( C«0,1»

/NN

C«-1,1>) CALLI).
7 % SO L sgntad=sgnto=CL1d
C«=1,0
& - ‘
\ / CC1,00
Xl)) C((l,—l))/
\7
C«o,-1>
C(s) C R? Vector de signos de un 2—simplejo

Figura 3.13



3.1 El lema de Tucker. 61

Sea s un vector de signos y « un simplejo en T', decimos que « estd s—etiquetado si para
todo s; # 0, s;- i es una etiqueta de alguno de los vértices de a. Si «v es sgn(a)—etiquetado,
decimos que « es completamente etiquetado.

2 -1
- 1 5 |2 o
-2
1 2

Figura 3.14: Simplejos completamente etiquetados de dimensién 0, 1 y 2.

, al i—esimo elemento de sgn(o). En la figura 3.14
sgn(a) = (1,1). Dado que sgn(a),-1 =1y sgn(a),-2 = 2 son etiquetas de «, entonces a
es completamente etiquetado.

Definamos como sgn(a),

Decimos que el 0—simplejo {0} es siempre completamente etiquetado dado que su
vector de signos es el vector cero. Ademads, debido a que en la funcién de etiquetamiento
A(—v) = =A(v), si « es un simplejo de T' completamente etiquetado tal que a C oB™,
entonces su simplejo antipodal —«a también lo es.

La prueba se basa en encontrar una trayectoria en una grafica G' cuyos nodos son los
simplejos completamente etiquetados y existe un arista entre un par de nodos si ambos
simplejos completamente etiquetados pertenecen a oB" y son antipodales, o si uno de ellos
es una cara del otro y [ es sgn(a | 8)—etiquetado
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2 -1 —~ -
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| -~ 172 _
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Figura 3.15: Ejemplo de simplejos completamente etiquetados adyacentes.

La figura 3.15 muestra como los 1—simplejos completamente etiquetados 5y —f3 son
adyacentes por ser antipodales. Los simplejos « v 3 son adyacentes pues [ es una 1—cara
de ay a8 =8 es sgn(al] B)-etiquetado, es decir, 5 es sgn(a)-etiquetado.

En la gréfica G, el 0—simplejo {0}, el cual siempre es completamente etiquetado,
es de grado 1. Esto se debe a que {0} sélo puede ser adyacente a los 1—simplejos que
pertenecen a los hiperplanos coordenados, de los cuales es una cara. Ademas, si j es la
etiqueta de {0}, el 1—simplejo con el cual es adyacente es el que en su vector de signos se
cumple que s|j = ﬁ, entonces este vector es unico.

Ahora mostraremos que cada simplejo completamente etiquetado que contenga un
1—simplejo complementario es de grado 1 en G y que los restantes, a excepcién de {0},
son de grado 2 en G.

Sea s el vector de signos del simplejo completamente etiquetado o y supongamos
que s tiene k entradas diferentes de 0, entonces « pertenece a C(s) C RE. Ademas, el
conjunto de vértices de a debe contener al menos k etiquetas distintas, dado que « es
s—etiquetado. Por lo tanto « es un k—simplejo o (k — 1)—simplejo.

Supongamos que « es un (k — 1)—simplejo. Si o ¢ dB™, entonces es una (k—1)—cara
de exactamente dos k-simplejos en C(s), ambos completamente etiquetados dado que « lo
es. Si & C OB™, entonces « es cara de un k—simplejo completamente etiquetado en C|(s)
y es adyacente a su antipoda, la cual también es completamente etiquetada. En ambos
casos, « es de grado 2 en G.
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1 1 1/l N\
2/ -1 Y4 R & T
\
\
1 2
> 1 2 . -2 2
e /
e
1 f=4 //
i //
| /
\ 5 /
12 T 4
\ 7/
N 7
-1 N -1 -
~___ _-
Ejemplo cuando o« ¢ 0B™ Ejemplo cuando o« C 0B™
Figura 3.16

Ahora supongamos que « es un k—simplejo. Entonces « tiene k 4+ 1 vértices, con una
etiqueta extra ademas de las k etiquetas distintas, esto por ser completamente etiquetado.
La etiqueta extra es o un duplicado de una de las k etiquetas distintas, el complemento
de una de las k etiquetas distintas o 4-j para una j tal que s; = 0. En el primer caso
« tiene exactamente dos caras con las k etiquetas requeridas, por lo que son completa-
mente etiquetadas y por lo tanto a es de grado 2 en G. En el segundo caso « contiene al
1—simplejo complementario y solo tienen una cara con las k etiquetas requeridas, la cual
es completamente etiquetada, siendo asi de grado 1 en G. En el ultimo caso supongamos
que la etiqueta extra es 4. Sea t un vector de signos en G que coincide con s excepto en
si, en donde t; = +i, entonces « es cara de exactamente un (k + 1)—simplejo en C(t), el
cual es completamente etiquetado, ademas « tiene una cara con las k etiquetas requeridas,
por lo tanto « es de grado 2 en G.

Etiqueta extra en C((-1,1))  Etiqueta repetida en C((-1,1)) Etiqueta +1 en C((0,1))

Figura 3.17
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Dado que G tiene unicamente nodos de grado 1 y 2, y en toda grafica el nimero de
vértices con grado impar es par, tomando en cuenta que el 0—simplejo {0} es de grado
1, entonces existe al menos otro nodo en G con grado 1 el cual tnicamente puede ser un
simplejo completamente etiquetado que contenga a un 1—simplejo complementario. Més
aun, tenemos que existe un numero impar de simplejos completamente etiquetados que
contienen un 1—simplejo complementario en 7T'.

O]

Figura 3.18: Gréfica G sobre la triangulacion T en Bn

Observemos que aunque sabemos que existe un nimero impar de simplejos completa-
mente etiquetados que contienen un 1—simplejo complementario en T', no es posible decir
algo sobre la paridad de los 1—simplejos complementarios pues algunos estdn contenidos
en simplejos que no son completamente etiquetados como se muestra en la figura 3.18 .

Es interesante ver que el Lema de Tucker puede ser reformulado usando funciones
simpliciales sobre la frontera de un politopo de cruce (n — 1)—dimensional.

Teorema 3.2. Sea T una triangulacion de B™ que es antipodalmente simétrica en la
frontera. Entonces no existe una funcion \ : V(T) — V(o™ 1) la cual sea una funcién
simplicial de T en o" 1 y cumpla que A\(—v) = —\(v) para todo vértice v € OB™.

El teorema anterior es una reformulacion del teorema 3.1 por lo siguiente. Sea T una
triangulacién de B™ antipodalmente simétrica en la frontera, supongamos que A : V(1) —
{#1,42,...,4n} es una funcién simplicial de T en o"~! tal que A\(—v) = —\(v) para todo
vértice v € OB™. Entonces, por ser A una funcién simplicial, sabemos que si {v1, v, ..., vg }
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es un simplejo en T" para alguna 0 < k < n + 1, {\(v1), A(v2), ..., A\(vg)} es un simplejo
en "1 Por la manera en como definimos ¢"~!, lo anterior quiere decir que i,—i ¢
{A(v1), AM(v2), ..., A(vg)} para todo simplejo {vi,vg,...,vx} € T. Por tanto no existe un
1—simplejo en T que sea complementario.

Supongamos ahora que, en una triangulaciéon 7" de B™ antipodalmente simétrica en
la frontera con funcién de etiquetamiento A : V(T') — {£1,+£2,...,£n}) antipodal en la
frontera, no existe un 1—simplejo en T que sea complementario. Entonces, en particular,
la funcién X : V(T) — V(0" 1) dada por N (v) = A(v) es una funcién simplicial de T en
o"~1 antipodal en la frontera.

Lo anterior prueba que los teoremas 3.1 y 3.2 son equivalentes.

3.2. La implicacion del lema de Tucker al teorema de
Borsuk-Ulam.

Una vez demostrados el teorema de Borsuk-Ulam y el lema de Tucker, en esta sec-
cién haremos ver que estan relacionados. Antes de mostrar dicha relacién, recordemos los
teoremas que vamos a usar.

Teorema 3.1 (Lema de Tucker). Sea T una triangulacion de B™ antipodalmente simétrica
en la frontera y sea

A:V(T) — {£1,£2, ..., £n}

una funcion de etiquetamiento de los vértices de T tal que AN(—v) = —A(v) para todo
vértice v € OB™, es decir, A es una funcion antipodal en la frontera. Entonces existe un
1—simplejo enT' que es complementario, esto es, las etiquetas de sus vértices son numeros
opuestos.

Teorema 2.2 (Teorema de Borsuk-Ulam). No eziste funcién continua f : B® — S™~1
que sea antipodal en la frontera, es decir, que satisfaga f(—x) = — f(z) para todo x € OB".

Probaremos que el lema de Tucker implica el teorema de Borsuk-Ulam. Para esto
supondremos que existe una funcién continua f : B® — S™~! antipodal en la frontera y
construiremos una triangulacién 7" antipodalmente simétrica en la frontera de B", asi como
una funcién de etiquetamiento A : V(T') — {£1,£2,...,+n} antipodal en la frontera, de
tal manera que no exista el 1—simplejo complementario en T que afirma el teorema 3.1.
Esta prueba se encuentra en [9)].

Teorema 3.3. El lema de Tucker implica el teorema de Borsuk-Ulam.

Demostracién. Asumamos que f : B® — S" ! es una funcién continua antipodal en la
frontera. Sea T" una triangulacién de B™ antipodalmente simétrica en la frontera, en la cual
cada simplejo tenga un didmetro de a lo mas § para algin § > 0, es decir, todo simplejo
en 1" cabe en una bola de radio g.
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Figura 3.19: 2—simplejos contenidos en una 2-bola de radio g.

Para especificar dicha § tomaremos un nimero real € = ﬁ y haremos uso de la
continuidad uniforme.

Antes de especificar la § que utilizaremos, veamos que para todo y € S™ !, ||yco=
max{|y;| : ¢ € [1,n]} > e. En efecto, supongamos que ||y||c< €, es decir, |y;| < ﬁ para

toda i € [1,n]. Esto nos dirfa que 327", |yi|> < 1, lo cual es una contradiccién pues por
definicién 37| y;|* = 1. De esta manera ||y||o> € para toda y € S*~1.

Dado que B" es compacto y toda funcién continua sobre un compacto es uniforme-
mente continua, f es uniformemente continua. Por lo tanto existe una ¢ > 0 tal que si la
distancia entre un par de puntos x,y € B™ es menor que ¢, entonces || f(x) — f(y)|lco< 2e.
La delta que utilizaremos para formar la triangulacion de B™ es ¢, la delta de la
continuidad uniforme.

Demos ahora una funcién que nos ayudard a definir A\ : V(T) — {£1,+2,...,£n}.
Seav € By f(v) = (f(v)1, f(v)2, ..., f(v)n) € S"7L, definamos la funcién K : B — R
como

K(v) =min{i: |f(v);|> €}.

Observemos que K (v) estd bien definida pues el conjunto {7 : | f(v);|> €} es no vacio, esto
debido a que ||y||oo> € para toda y € S" L. Por lo tanto definimos a A de la siguiente
manera:

oy = JTE@) st f(0)kw >0,
Alv) = {—K(U) si f(’U)K(U) < 0.

La funcién X etiqueta los vértices de la triangulacién T respecto a la posiciéon de su imagen
en f, es decir, toma el indice ¢ que le asigna K a cada vértice de T y les da un signo, el
cual depende de si la i—ésima coordenada de su imagen en f es mayor o menor a 0.
Veamos que A es una funcién antipodal en la frontera. En efecto, dado que f es antipo-
dal en la frontera, sea v € dB", se cumple que f(—v) = —f(v), es decir, f(—v); = —f(v);
para todo i € {1,2,..,n}. Sea a(v) = {i : |f(v);|> €}, si i € av), |f(v)i]> €y
|—f(v)il= |f(=v)i|> €, de manera que i € a(—v). Esto quiere decir que o(v) = a(—v) y
por lo tanto K (v) = K(—v). Ahora supongamos que A\(v) = K (v), esto es, f(v)g () > 0.
Por ser f antipodal en la frontera tenemos que f(—v)g () < 0y dado que K(v) = K(—v),
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f(=v)k(—) < 0; esto quiere decir que A\(—v) = —K(—v) = —K(v). De manera andloga
podemos ver que si A(v) = —K(v), entonces A(—v) = K(v). Por lo tanto A(—v) = —A(v)
para toda v € B", es decir, A es antipodal en la frontera.

Entonces, por el Lema de Tucker, existe un 1—simplejo complementario en 7', al que
denotaremos como vv’, para el cual A(v) = —A(v') = i. Dado que f(v) y f(v') pertenecen
8 5" [|F(W)lloe> € ¥ | F(t)) oo €, en especial |f(0)]> ¢ y [F(v' i[> e Bsto es, f(v); > ¢
y —f(v'); > €. Por lo tanto

1f(v) = f(V")]lo= maz{[f(v); — f(v')i|: i € [1,n]}
=maz{|f(v); + (—=f(v')i)]: 7 € [1,n]} > |e + €|= 2,

pero como la triangulaciéon T fue formada a partir de ¢, la delta de la continuidad
uniforme, entonces

1f(v) = F ()]l < 26,

lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, no existe un 1—simplejo complementario en 7.
O

Asimismo la implicacién inversa también es cierta y se encuentra en [9].

El hecho de que podamos derivar el teorema de Borsuk-Ulam a partir del lema de
Tucker hace que sea comun decir que el lema de Tucker es una versién discreta del
teorema de Borsuk-Ulam.
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Capitulo 4

El nimero cromatico de las
graficas de Kneser.

4.1. La conjetura de Kneser.

Una gréfica G es 2-partita si para su conjunto de vértices V(G) existe una particién
{V1, Va}, que consiste de dos subconjuntos o partes, tal que para toda arista uv € E(G),
u € V1 y v € V;. Generalizando, una grafica G es k-partita si su conjunto de vértices V(QG)
tiene una particién {V1, Vs, ..., Vi} que consiste de k partes, tal que no existe un arista
con puntos finales en una misma parte. De forma equivalente, se podria pensar que los
vértices son coloreados, es decir, se les asigna un color sobre un conjunto de colores, de
tal forma que ninguna arista une a dos vértices con el mismo color. Lo anterior motiva la
siguiente definicion:

Definicién 4.1. Una k—coloracion de una grdfica G = (V, E) es una funcion ¢ : V(G) —
{1,2,...,k}, donde {1,2,...,k} es el conjunto de colores. Una coloracion c es propia
st ningun par de vértices adyacentes tiene ambos vértices con un mismo color asignado
(Véase la figura 4.1).

Una coloracién también puede verse como una particién {Vq, Va, ..., Vi } de V(G) donde
V; denota el conjunto (posiblemente vacio) de vértices a los cuales se les asigné el color
1. Los conjuntos V; son llamados las clases cromaticas de la coloracién. En este trabajo
Unicamente estamos interesados en lo que respecta a coloraciones propias, por lo que
es conveniente para nosotros referirnos a una coloracién propia simplemente como una
coloracién. A partir de este punto entonces, cuando hablemos de una coloracién estaremos
hablando de una coloracién propia.

Definicién 4.2. El nimero cromdatico de una grdfica G, denotado por x(G), es el minimo
nimero de colores necesarios para colorear una grdfica G. (Véase la figura 4.2)
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(a) (b)

Figura 4.1: La grafica (a) representa una coloracién sobre el conjunto de colores azul,
amarillo y verde, mientras que la grafica (b) representa una coloracién propia sobre el
conjunto de colores azul, amarillo, verde y rojo.

100

000

(a) (b)

Figura 4.2: La grafica (a) representa la grafica de Hajos que tiene nimero cromético 4,
mientras que la grafica (b) representa un 3-cubo(Qs) bipartito y por lo tanto 2 coloreable.

Definido el nimero cromético de una grafica, queda pendiente definir una grafica de
Kneser antes de empezar a preguntarnos por el nimero cromatico de esta coleccién im-
portante de graficas.

Definicién 4.3. Sean n y k enteros tales que 1 < k < n. La grdfica de Kneser K(n,k)
es la grdafica cuyo conjunto de vértices V(K (n,k)) es la familia de k—subconjuntos del

conjunto {1,2,...,n}, y existe una arista entre dos k-subconjuntos A y B en V(K (n,k))
si ANB = 0.
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Figura 4.3: La gréfica (a) es K(4,1), mientras que la grafica (b) es K(5,2) conocida como
grafica de Petersen.

Una vez definidas las graficas de Kneser, comenzaremos a desarrollar la solucién al
problema de encontrar su nimero cromético. Encontrar x (K (n,k)) significa encontrar
la particion minima {Vi, Va, ..., Vi K(n,k))}, donde V; es una familia de k—subconjuntos
de {1,2,...,n}, tal que para cualquiera dos k—subconjuntos A, B € V;, se cumple que
AN B # (. Observemos que si n < 2k entonces cualesquiera dos k—subconjuntos de
{1,2,...,n} se intersecan, y la gréfica K(n,k) es una grafica sin aristas. Por lo anterior,
el nimero croméatico de una grafica de Kneser cuando n < 2k es 1, entonces asumiremos
que n > 2k, y escribiremos n = 2k +d para k > 1 y d > 0. En 1955 Kneser demostré el

siguiente lema.

Lema 4.1. Para todo k> 1y d >0, x(K(2k +d,k)) < d+ 2.

Demostracion. Para i € {1,2,...,d + 1}, sea V; la familia de todos los k—subconjuntos
que contienen a 7 como su elemento mas pequeno. Es claro que existen k—subconjuntos
que no pertenecen a ninguin V;. Sea W el conjunto de todos los k—subconjuntos que no
estan contenidos en ninguno de los V;, podemos ver que |W| <2k+d—(d+1)=2k—1
dado que cada V;, con 1 < ¢ < d+ 1, contiene al menos un k—subconjunto. Entonces
ningtn par de elementos en W son adyacentes. Por lo tanto podemos usar d + 2 colores
para colorear los vértices de K (n, k). O

El lema 4.1 representa una cota superior del ntmero cromatico de las gréaficas de
Kneser. Kneser conjeturé que el ntimero cromatico de K (2k+d, k) es d+2; a esta conjetura
se le llama la conjetura de Kneser.
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4.2. El primer resultado de la combinatoria topolégica.

El problema aparentemente inofensivo planteado por Kneser se convirtié en uno de los
retos mas importantes en la teoria de graficas. La conjetura de Kneser permanecié abierta
23 anos y no fue hasta que Laszl6 Lovasz en [12] mostré que x(K(2k + d, k) = d + 2.
La soluciéon presentada por Lovéasz utiliza el teorema de Borsuk-Ulam de la topologia
algebraica, lo cual fue una verdadera sorpresa en su momento. Después de la prueba de
Lovész, Imre Béardny en [6], y luego Joshua Greene en [8], presentaron pruebas més cortas
v elegantes de la conjetura de Kneser. En lo que resta de este capitulo desmenuzaremos
la prueba de Greene.

En la prueba de la conjetura de Kneser utilizaremos principalmente dos herramientas:
la primera, es una variante del teorema de Borsuk-Ulam, y la segunda, es un resultado
conocido como el lema de Gale en el ambito de la geometria combinatoria. Antes de
presentar la prueba probaremos ambos resultados. La siguiente es una variante del teo-
rema de Borsuk-Ulam, que ademas generaliza el teorema de Lyusternik y Shnirel’man [13].

Teorema 4.1. Si la d—esfera S estd cubierta por d + 1 conjuntos,
SE=U1U...UU;UUgs1,

tal que cada uno de los primeros d conjuntos Uy, ...,Uy es abierto o cerrado, entonces uno
de los d + 1 conjuntos contiene un par de puntos antipodales z', —z' € S¢.

Demostracion. Sea Uy U...UU;UUz.; una cubierta de S¢ y asumamos que ninguno de los
elementos de la cubierta tiene un par de puntos antipodales. Definamos ahora la funcién
f: 8% — R? dada por

f(x) = (d(z,Uy),d(z,Us),...,d(z,Uy)).

d(xz,U;) denota la distancia del punto = al conjunto U;. Dado que la funcién distancia
es continua en x, la funcién f es continua. Entonces, por el teorema de Borsuk-Ulam,
existen un par de puntos antipodales 2/, —z' € S¢ tal que f(2') = f(—2'). Como
por hipétesis ninguno de los elementos de la cubierta tiene un par de puntos an-
tipodales, el conjunto Ui no contiene un par de ellos. Por lo tanto al menos 2’ o
—x' debe estar contenido en uno de los U; para alguna i € {1,2,...,d}; supongamos
que se encuentra en Up con 1 < k < d. Sin perdida de generalidad podemos suponer
también que ' € Uy, es decir, d(2/, Uy) = 0. Asi, dado que f(2') = f(—2'), d(—2',Uy) = 0.

Si Uy es cerrado, d(—x',Uy) = 0 implica que —z' € Uy y por tanto 2/, —z' € Uy, lo
cual es una contradiccion.
Si Uy es abierto, d(—2',U;) = 0 implica que —z' € Uy, la cerradura de Ug. Sea —Uj =
{—z : x € Uy}. Entonces, por ser Uy abierto y no contener un par de puntos antipodales,
S\ (=Uy,) es un conjunto cerrado tal que U C S\ (=Uy). Asi, por ser Uy, el cerrado més
pequeiio que contiene a Uy, Uy C S\ (—Uy). Esto significa que —z' € Uy € S%\ (~Uy),
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lo que quiere decir que —z’ ¢ —Uy y por tanto 2’ ¢ Uy, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto alguno de los d + 1 elementos de la cubierta contiene un par de puntos
antipodales. O

Ahora enunciaremos algunas definiciones y resultados necesarios para la prueba del
lema de Gale.

Definicién 4.4. La curva {v(t) : t € R} dada por v(t) = (t,t%,...,t%) se conoce como la
curva de momento en R

1.5 -1

].2; /
\ l_né /
08!

06}

0.4

Figura 4.4: Las figuras (a) y (b) representan la curva de momento en R? y R3 respectiva-
mente.

El siguiente lema muestra una propiedad importante de la curva de momento.

Lema 4.2. Ningin hiperplano interseca la curva de momento v en R® en mds de d puntos.
Por consiguiente, todo conjunto de d + 1 puntos distintos en v son afinmente independi-
entes. Por otra parte, si vy interseca un hiperplano h en d puntos distintos, entonces -y
cruza h de un lado a otro en cada interseccion.

Demostracion. Un hiperplano h tiene una ecuacién de la forma a1z +aszo+...+agry = b
con (a1, as,...,aq) # 0. Si un punto (t) pertenece a h, entonces tenemos que at + ast? +
...+ aqt? = b. Esto significa que los valores de t correspondientes a las intersecciones con
h son las raices reales del polinomio p(t) = agt? + ...+ ast® +ait — b de grado a lo més d.
Dado que p(t) tiene a lo més d raices reales, entonces no existen méas de d intersecciones.
Asi, si existieran d intersecciones diferentes, p(t) tendria d raices distintas. Por lo tanto
p(t) cambia de signo en cada raiz, esto es, v cruza de un semiespacio abierto definido por
h al otro en cada interseccién. O

El lema a continuacién es conocido como el lema de Gale.
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Lema 4.3. Para toda d > 0 y toda k > 1, existe un conjunto A C S de 2k +d puntos tal
que todo hemisferio abierto de S contiene al menos k puntos de A.

Demostracion. Utilizando la proyeccién central de R a S% con centro en el origen,
probaremos lo siguiente: Existe un conjunto de puntos vy, va, ..., varsq en R tal que
todo semiespacio abierto, cuyo hiperplano en la frontera pase por el origen, contiene al
menos k puntos de ellos. Es claro que ambas afirmaciones son equivalentes.

Figura 4.5: Proyeccién central de R? a S' con centro en 0.

Para esto usaremos la curva de momento de la definicién 4.4, pero la levantaremos una
dimension sobre el hiperplano x; = 1. Esto es,

3 ={(1,t,, ..., 11 eR™ .t e R}.

Es claro que la propiedad del lema 4.2 se sigue conservando. Tomemos ahora cualesquiera

2k + d puntos distintos en 4 y etiquetémoslos con wi,ws,...,wsk4q €n el orden en que
vayan ocurriendo a lo largo de la curva. Llamaremos a los puntos ws, wy, ... pares y a los
puntos wi, ws, ... impares. Ademads, definamos v; = (—1)"w;.

Sea h un hiperplano que pasa por el origen, y sea h® y h® los dos semiespacios abiertos
determinados por h. Nosotros queremos argumentar que h? y h® contienen al menos k
puntos de entre los v;. Veamos que esto se cumple para h®. Dado que v; = w; para toda i
par y v; = —w; para todo i impar, necesitamos probar que el nimero de w; pares en h®
m4és el nimero de w; impares en h® es al menos k.

Usando el lema 4.2, tenemos que todo hiperplano h que cruza el origen, interseca a 7 en
no méas de d puntos. Mds aun, si existen d intersecciones entre 7 y h, entonces 7 cruza h
en cada interseccién.

Entonces, dado un hiperplano arbitrario h que cruza el origen, afirmamos que podemos
moverlo continuamente a una posicion en la que contenga al origen y exactamente d puntos
de W = {w1,wo, ..., wsk1q}, mientras ningin punto de W cruce al otro lado de h durante
el movimiento. Veamos que esto es posible. Teniendo j < d puntos de W en h, rotemos h
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alrededor de un (d — 2)—plano que contenga los j puntos y al 0. Repitiendo este paso una
cantidad finita de veces, tenemos que podemos mover el hiperplano continuamente hasta
que contenga d puntos de W y al origen.

Asi, supondremos que h interseca a 7 en exactamente d puntos de W. Sea W, el conjunto
de los d puntos en W que pertenecen a h'y Wyrp = W — W, el resto de los 2k puntos.
Observemos que en cada punto de W,,, ¥ cruza h de un lado a otro.

Colorearemos a w; € W,y de negro si es par y pertenece a h® o si es impar y pertenece
a h®. De otra manera, colorearemos a w; blanco. Veamos que los puntos blancos y negros
de Wys se alternan. En efecto, sea w y w’ dos puntos consecutivos en Wy a lo largo de
~ con j puntos de W, entre ellos. Si j es par, w y w’ estdn en el mismo semiespacio, y
dado que uno es par y el otro impar, uno es blanco y el otro negro. Ahora, si j es impar,
w y w’ estan en diferentes semiespacios, pero ambos son pares o impares, por lo tanto de
nuevo uno es blanco y el otro negro.

De esta manera, dado que el hiperplano h tiene a lo més d puntos de W, entonces
[5Wossl] > k. O

En virtud del lema 4.3 tenemos el siguiente corolario, el cual sera el que utilizaremos
en la prueba de la conjetura de Kneser.

Corolario 4.1. Para toda d > 0 y toda k > 1, existe un arreglo de 2k 4+ d puntos en
posicion general sobre ST, Esto es, no existen d + 2 puntos sobre un mismo hiperplano,
el cual cruza por el centro de la d + 1—esfera.

Demostracion. En efecto, por el teorema de Gale, sabemos que existe un conjunto A C
S4+1 de 2k + (d+ 1) puntos tal que todo hemisferio abierto contiene al menos k puntos de
A. Esto significa que no existen d+ 2 puntos en la interseccién de la cerradura de cualquier
par de hemisferios abiertos opuestos. De esta manera, quitandole un punto al arreglo que
tomamos, obtenemos 2k + d puntos en posicién general. O
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(a) (b)

Figura 4.6: La coleccién de puntos de la figura (a) estdn en posicién general mientras que
los de la figura (b) no.

Demostrados el teorema 4.1 y el corolario 4.1, ahora si daremos una prueba de lo que
en su momento fue llamada la conjetura de Kneser. Para esto, es importante hacer ver
que una manera de reformular la conjetura de Kneser es la siguiente. Para toda particion
{V1,Va,...,Vgi1} de la familia de todos los k—subconjuntos de {1,2,...,2k + d}, existe
un V;, con i € {1,2,...,d + 1}, que contiene un par de k—subconjuntos A y B tales que
AN B = (. Esta prueba se basa en la dada en [15].

Teorema 4.2. Para todo k> 1 yd >0, x(K(2k+d,k)) =d+2.

Demostracion. Supongamos que V(K (2k + d, k)) estd particionado en d + 1 conjuntos, es
decir, V(K (2k+d, k)) = ViUVaU...UVg4q con V;NV; = 0 para todo i, j € {1,2,...,d+1}
diferentes. Veremos ahora que existe un par de k—subconjuntos A, B € V;, para algun
i€ {1,2,...,d+1}, tales que A( B = (). Tomemos 2k + d puntos en posicién general sobre
S4+1. Para toda i € {1,2,...,d + 1} definiremos el conjunto

O;={x¢€ SIL . el hemis ferio abierto H, con polo x contiene un k—subconjunto de Vit

Figura 4.7: Hemisferio abierto con polo z
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Es claro que cada O; es un conjunto abierto en S%1. Observemos que la familia de
conjuntos O; junto con el conjunto cerrado C' = S\ (O; U...U Oy + 1) forman una
cubierta de S4t!. Entonces, por el teorema 4.1, uno de los elementos de la cubierta contiene
un par de puntos antipodales 2/, —z’ € S, Veamos que dicho conjunto no puede ser
C'. Supongamos que ', —z' € C. Por como definimos a los conjuntos O;, los hemisferios
H, y H_, no contienen ningiin k—subconjunto y por tanto tienen menos de k elementos
de {1,2,...,2k + d}. Entonces, dado que H,» y H_,/ contienen a lo mas k — 1 elementos
de {1,2,...,2k + d}, al menos d + 2 puntos estdn contenidos en la interseccién de las
cerraduras de H,» y H_,s, lo cual es una contradiccién pues los puntos estdn en posicién
general. Por lo tanto alguno de los O; contiene un par de puntos antipodales ' y —a/, es
decir, existen k-subconjuntos Ay B en V; talesque AC Hyy BC H_,.

Figura 4.8: Subconjuntos ajenos Ay B parak=4y d=1.

Dado que H, y H_, son conjuntos abiertos ajenos, AN B = (). Lo anterior muestra

que el minimo nimero de colores necesarios para colorear K (2k + d, k) es d + 2.
O]

En el area que fue conocida en un principio como topologia combinatoria, que después
se convirtié en lo que ahora conocemos como topologia algebraica, son bien conocidas
las aplicaciones de la combinatoria en la topologia. Antes de la prueba de Lovasz, no se
conocian aplicaciones de la topologia en la soluciéon de problemas combinatorios o de la
matematica discreta. La prueba de la conjetura de Kneser marco el comienzo de una nueva
area de las matemaéticas conocida ahora como la combinatoria topoldgica, que estudia la
aplicacién de métodos y teoremas de la topologia a problemas de las matematicas discretas.
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Conclusiones

La presente tesis tuvo como objetivo mostrar la importancia del teorema de Borsuk-
Ulam dentro de las matematicas discretas y encontrar la manera en como se relaciona con
simplejos y gréaficas de Kneser.

Para mostrar esto, primero se dio una prueba del teorema de Borsuk-Ulam haciendo
uso de herramientas de topologia algebraica. Se pudo observar como un teorema facil de
interpretar, como es el teorema de Borsuk-Ulam, puede ser mas dificil de demostrar de
lo que uno pudiera pensar. Asi mismo se estudié la estructura discreta conocida como
simplejo v con esto se probd el lema de Tucker, para después hacer notar que ambos
resultados son equivalentes. Ante este escenario nos es comun referirnos al lema de Tucker
como la versién discreta del teorema de Borsuk-Ulam.

Por otro lado, también se definieron y estudiaron las gréificas de Kneser, la otra
estructura discreta que se menciona en este trabajo. Una vez definida esta coleccién
importante de graficas, haciendo uso del teorema de Borsuk-Ulam, se encontré el ntimero
cromatico de las graficas de Kneser. Cabe mencionar que éste es el primer resultado de la
combinatoria topoldgica. Con esto se mostré una de las muchas aplicaciones del teorema
de Borsuk-Ulam dentro de otra drea de las matematicas y en particular una dentro de las
matematicas discretas.

Mi conclusién final es que el teorema de Borsuk-Ulam, ademéas de ser uno de los
teoremas mds importantes de la topologia algebraica, es una herramienta de gran utilidad
en diferentes areas de la matemadtica. Dentro de las matematicas discretas vimos que el
teorema de Borsuk-Ulam tiene una version discreta, conocida como el lema de Tucker, y
ayuda a la solucién del problema que consiste en encontrar el nimero cromatico de las
graficas de Kneser, entre otras cosas. Con esto, es facil ver que el teorema de Borsuk-Ulam
juega un papel importante dentro de las matematicas discretas.
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