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13

Introduccion.

En la literatura del siglo pasado sobre légica intuicionista', On the principle of
excluded middle es un antecedente en el cual, bajo cierto sistema de axiomas, se

examina implicitamente la ley de doble negaciéon ( f (~~P — P) ). En dicha obra,
Kolmogorov prueba sobre la base del llamado sistema B -de Brouwer- (sistema

compuesto por los axiomas de Hilbert para la implicacion y un axioma para la negacion
propuesto por Kolmogorov ?), ciertas formulas (oraciones simbélicas) que son
instancias de la ley de doble negacion. A través de ello, Kolmogorov delimita el
dominio aplicabilidad del esquema de dicha ley, bajo un sistema de axiomas del cual es

excluida.

En la presente tesis, llamada Un examen de la ley de doble negacion bajo el sistema
proposicional intuicionista, derivaremos algunas oraciones simbolicas en el sistema
proposicional intuicionista de Heyting (sistema constituido por (i) los axiomas del
cdleulo proposicional intuicionista > y (ii) las reglas de inferencia adecuadas para las
oraciones simbolicas del lenguaje del cdlculo de oraciones *). A través de las
mencionadas oraciones simbdlicas delimitaremos el dominio de aplicabilidad del
esquema de la ley de doble negacioén, como en su momento Kolmogorov lo hizo

respectivamente bajo el sistema 3B .

"El término “intuitionistic” suele traducirse como intuicionista, el cual se vincula al intuicionismo que se
considera iniciado con la disertacion doctoral de Brouwer. Cf. Posy (2005) p.319.

2 Cf. Kolmogorov (1981) pp. 422, 418 y 421. Los axiomas de Hilbert para la implicacion y el axioma para
la negacion propuesto por Kolmogorov se pueden consultar en el apartado V.

“El calculo proposicional intuicionista ha sido desarrollado [A. Heyting 1930] como un sistema formal
con A, Vv,—,~ como constantes...”( Heyting (1971) p.105 -traduccién del autor) y sobre la base de
ciertos axiomas (ver seccion V.1)

4« ramadela logica que esencialmente comprende los conectivos oracionales.” Kalish (1980) p.59.
-traduccién del autor
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En adicidn a lo anterior, para completar el presente examen de la ley de doble
negacion, la oracion simbdlica ~~ ( ~~P — P ), oracion derivable en el sistema

proposicional intuicionista de Heyting, serd examinada

(1)  considerando el significado semantico clasico de la negacion

(presentado en la seccion 111.2), y

(2)  considerando el significado semantico intuicionista de la negacion

(seccion 1I1.4).

Dicho examen llevara a exponer distintos resultados, para el valor de verdad y el
“valor de probabilidad” (este tltimo vinculado con el que cierta proposicion ha sido
probada -no ha sido probada), de la oracion simbolica presente en el esquema de la ley

de doble negacion.

Notemos que para completar el presente examen requerimos previamente distinguir
el significado semantico clasico de la negacion, del significado semantico intuicionista

de dicho signo.

En consideracion a lo anterior, uno de los objetivos centrales del presente trabajo

serd responder a la siguiente pregunta:

(, el significado semantico clasico de la negacion presenta algun atributo con el
que diferenciemos dicho significado, del significado semantico intuicionista de

la negacion?
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El sostenimiento de la respuesta a la pregunta precedente, nos llevara a mantener la

siguiente tesis.

El significado semdntico cldsico de la negacion presenta un atributo, el cual estd
ausente en ciertos elementos que representan ‘situaciones de evidencia’, los cuales se
exhiben en algunos modelos intuicionistas asumidos en el significado semdntico

. . . . .7y 5
intuicionista de la negacion.

En relacién con lo anterior, demostraremos bajo qué condicion se obtendria cierta
relacion condicional, la cual (simplificadamente) diferiria del atributo considerado que

presenta el significado semantico cldsico de la negacion.

La metodologia para exponer el atributo anteriormente mencionado, el cual nos
permitira (i) diferenciar el significado semantico cléasico de la negacion del significado
semantico intuicionista, y (ii) completar el presente examen de la ley de doble negacion,

serd la siguiente:

* En Boceto sobre una teoria del significado iniciaremos introduciendo al lector en
cierto modelo de significado que circunscribiremos en la l6gica intuicionista. Modelo en
el cual, la comprension del significado de una proposicion matematica consiste en la

capacidad de reconocer una prueba de ella cuando se nos presenta.

> El tipo de modelo intuicionista (en una estructura modelo ( G, K, R) ) al que me refiero, Kripke lo
define en Semantical Analysis of Intuitionistic Logic I como: cierta funcién binaria ¢: Px K — { V,F }

-donde P es un conjunto de letras oracion (del lenguaje del cdlculo de oraciones) y K es un conjunto

cuyos elementos representan ‘situaciones de evidencia’. Cf. seccion I11.4.
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* En Proposiciones “indecidibles” : (i) ejemplificaremos algunas diferencias
pertinentes para la ldgica entre una proposicion y la oracion en la que se declara,
(i1) examinaremos ciertas similitudes entre una proposicion y una oracion simbdlica, y
(111) presentaremos dos interpretaciones de lo que consideraremos como definicion de

una proposicion.

* En el apartado Significado de los signos logicos distinguiremos el significado

semantico de los signos logicos (del lenguaje £, del célculo de oraciones), de lo que

supondremos el significado sintactico de tales signos. Posteriormente, considerando

cada una de las interpretaciones mencionadas en el parrafo anterior, presentaremos

respectivamente
(1) el significado semdntico clasico de los signos logicos de £, y
(i1) cierta interpretacion intuicionista de los signos logicos.

En adicidn a lo anterior, el significado semantico intuicionista de los signos logicos

de £, , lo exhibiremos directamente de la propuesta de Kripke en Semantical Analysis

of Intuitionistic Logic I. Ademas, en este apartado expondremos el atributo del
significado semantico clasico de la negacion, con el que diferenciaremos dicho

significado del significado semantico intuicionista de la negacion.

* En Ley de doble negacion exhibiremos lo que permitiria afirmar la negaciéon de
[ (~~P — P) . Lo cual sera también condicién suficiente de cierta relacion
condicional, que simplificadamente diferiria del atributo (mencionado en el parrafo
precedente) del significado semantico clasico de la negacion. Expondremos ademads, una

transcripcion de un ejemplo en el cual intuicionistamente falla ~~P — P .
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* En El sistema proposicional intuicionista de Heyting presentaremos tanto los
axiomas del célculo proposicional intuicionista desarrollado por Heyting (de los cuales

se excluird el axioma f (~~P — P)), como las reglas de inferencia adecuadas para

las oraciones simbolicas del lenguaje £, (del cdlculo de oraciones). Axiomas y reglas de

inferencia, que determinaran el significado sintactico intuicionista (bajo los axiomas de

Heyting) de los signos logicos de £, , y que constituiran el sistema proposicional

intuicionista de Heyting bajo el cual examinaremos la ley de doble negacion.

Aunque en Conclusiones presentaremos un resumen seriado de los resultados
obtenidos en esta tesis, finalizaré el presente examen de la ley de doble negacion, con
algunos comentarios que expondré en el apartado llamado Comentarios criticos. En

dicho apartado:

(1) exhibiremos algunas propuestas relacionadas con logica intuicionista, las cuales
involucran o cierta instancia de la ley del tercio excluso o involucran la ley de

doble negacion, y

(i1) exhibiremos cierta problematica que podria presentarse cuando consideramos
simultaneamente, traducciones de la nocion de negacion de Heyting a distintas

. 6
formulas modales’.

S Las férmulas modales a las que me refiero fueron propuestas por Godel en An interpretation of the
intuitionistic propositional calculus. Cf Apéndice B.
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Esta tesis decidi llamarla Un examen de la ley de doble negacion bajo el sistema
proposicional intuicionista, no solo por el examen explicito que presento en el apartado
El sistema proposicional intuicionista de Heiting, sino porque las inferencias realizadas
en toda la tesis se efectuaron de acuerdo a axiomas (o teoremas) intuicionistas (en el
caso de alguna inferencia dentro de la /dgica clasica, esto se comenta en el pie de

pagina).

El presente trabajo, aunque pretende introducir al estudiante de filosofia de la ciencia

(o de la matematica) en la logica proposicional intuicionista, espero ayude aquel

autodidacta interesado en el tema.
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I. Boceto sobre una teoria del significado.

En el presente apartado, partiendo de una de las formulaciones sobre el significado
de una palabra, formulaciones expuestas por Carnap en La superacion de la metafisica
mediante el analisis logico del lenguaje, ofreceremos una disertacion con la que
situaremos cierto modelo de significado (extraido de La verdad y otros enigmas obra

escrita por Dummett) dentro de la l6gica intuicionista.
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En La superacion de la metafisica mediante el analisis logico del lenguaje,
Carnap presenta cuatro formulaciones sobre el significado de una palabra, considerando
a cada una de ellas como condicion necesaria y suficiente para que la palabra en
cuestion tenga significado. Ademas, supone que cada una de tales formulaciones dice
fundamentalmente lo mismo’. Una de dichas formulaciones consiste en establecer las
llamadas condiciones de verdad, para (lo que tal autor considera) la proposicion

elemental ® en la que aparece la palabra por cuyo significado se pregunta.

Aunque en el siguiente apartado expondremos lo que es una proposicion y lo que
llamaremos estructura (“forma’) proposicional, por el momento considérese el
siguiente ejemplo. Para Carnap, la forma proposicional elemental de la palabra
“artropodo” es la cosa x es un artrépodo °. En adicion a ello, dicho autor parece sugerir
las siguientes condiciones de verdad, bajo las cuales debe ser verdadera la proposicion
elemental que contiene a la palabra “artropodo” (criterio de verdad): que sea el caso de
que (sea verdad que) (i) “x es un animal”, (ii) “x posee un cuerpo segmentado”,

(iii) “x posee extremidades articuladas” y (iv) “x tiene una cubierta de quitina” '°.

7 Cf. Carnap (1965) p.70

% En relacion a las llamadas proposiciones elementales, Carnap expone que: “En primer lugar debe fijarse
la sintaxis de la palabra, es decir, la manera como se presenta en la forma proposicional mas simple en la
que puede aparecer; llamaremos a esta forma proposicional su proposicion elemental. La forma
proposicional elemental para la palabra ‘piedra’, por ejemplo, es ‘x es una piedra’; en proposiciones de
esta forma podriamos designar algo dentro de la categoria de las cosas para que ocupara el lugar de ‘x’,
por ejemplo, ‘este diamante’, ‘esta manzana’.” Carnap (1965) p.68.

? “De esta manera ha quedado resuelto el problema antes mencionado en relacion a la forma
proposicional elemental de la palabra ‘artropodo’, esto es, para la forma proposicional ‘la cosa x es un
artropodo’. ” Carnap (1965) p.68.

'“En lugar de exponer las condiciones de verdad, bajo las cuales debe ser verdadera la proposicion
elemental que contiene a la palabra ‘artropodo’, Carnap presenta lo siguiente: “Se ha estipulado que una
proposicion de esta forma [la cosa x es un artropodo] debe ser derivable de premisas de la forma ‘x es un
animal’, ‘x posee un cuerpo segmentado’, ‘x posee extremidades articuladas’, ‘x tiene una cubierta de
quitina’ y que inversamente, cada una de estas proposiciones debe ser derivable de aquella proposicion.”
Ibidem, pp.68-69.

En adicion a lo precedente, Carnap parafrasea las estipulaciones anteriores sobre ‘derivabilidad’, como
estipulaciones sobre su criterio de verdad de la proposicion elemental sobre “artrépodos” (“Por medio de
estas estipulaciones sobre derivabilidad (en otras palabras: sobre su criterio de verdad, el método de
verificacion, el sentido) de la proposicion elemental sobre ‘artropodos’, se fija el significado de la palabra
‘artrépodos’.” Ibidem, p.69).

Por lo anterior se sugiere el expuesto criterio de verdad.
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De lo anterior, y dado que podemos establecer un criterio de aplicacion para la
proposicion elemental que contiene a la palabra “artrépodo” ( (1)-(iv) ), la palabra

“artropodo” tiene significado de acuerdo a la formulacion inicialmente mencionada.

Sin embargo, la precedente condicion (1)-(iv) remite a palabras de las cuales
necesitamos conocer su significado. Por lo tanto, dichas palabras suponemos tendrian
significado, es decir, las condiciones de verdad de las respectivas proposiciones
elementales en las que aparecerian estarian establecidas, y asi reiteradamente. Ademas,
para poder afirmar el que cierta x; por ejemplo tiene (no tiene) una cubierta de quitina,
podriamos constatar si tal x; tiene una substancia de aspecto corneo que le da dureza al
dermatoesqueleto, y de ello afirmar, si asi es el caso, que x; tiene una cubierta de
quitina. Para ello estariamos apelando al sentido de la oracidn en la que se invocan
conceptos conocidos: substancia de aspecto corneo que da dureza al dermatoesqueleto,
para una vez verificado lo declarado, es decir, una vez comprobada la verdad de la
proposicidn en x; tiene una substancia de aspecto corneo que da dureza al

dermatoesqueleto, afirmar aquello que sea el caso para x;.

La nocidn de verdad, ya sea implicita en verificar la proposicion sobre cierta x; que
cumple con la condicién de verdad de la palabra “artropodo”, o implicita en el supuesto,
de que las palabras presentes en la condicion de verdad de la palabra “artropodo” tienen

significado (y asi reiteradamente), requiere ser explicada.
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[13

Una explicacion comin de la palabra verdadero “...es que [es verdad que p | tiene
el mismo sentido que la oracién p” ''. En adicion a lo anterior, “De una oracion se
puede decir si tiene sentido, antes de saber si es verdadera o falsa” '%. Incluso, existen
proposiciones declaradas en oraciones, de las que no podemos establecer que sean
verdaderas y de las que tampoco podemos establecer que sean falsas, sin por ello
carecer de sentido (el cual puede resultar entre otros requisitos, de los conceptos ya
conocidos llamados en la oracion'?). Por ejemplo: en la oracion La sucesion
0123456789 aparece en la expansion decimal de s se declara una proposicion que

podria resultar con sentido, en tanto que remite a conceptos conocidos, aunque no

podamos establecer que sea verdadera y tampoco probar que sea falsa.

Cabe preguntarnos bajo que criterio podemos sostener que ciertos conceptos son
conocidos. Lo que daria lugar a que la oracion en que son llamados tales conceptos
tienda a considerarse con sentido. Situemos ante dicha interrogante, un modelo de
significado que circunscribiremos en la 16gica intuicionista, modelo extraido de La

verdad y otros enigmas, obra escrita por Dummett.

" Dummett (1990) p.86. Dummett comenta que dicha explicacion es derivada de Frege, ademas, en la
disertacion que desarrolla sobre tal explicacion se refiere a ella a través de es verdad que p si y solo si p.
A partir de ello llega a establecer que: ““...siempre sera inconsistente afirmar la verdad de toda instancia
de ‘es verdad que p si y solo si p’ mientras permitamos que haya un tipo de oracioén que bajo ciertas
condiciones no es ...verdadera ni falsa.” Dummett (1990) p.69.

'2 Carnap (1990) p.25.

13 «Sj una proposicién solamente contiene conceptos que ya son conocidos y han sido reconocidos como
inobjetables, entonces el sentido de la proposicion resulta de dichos conceptos.” fdem.
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En la vertiente de la 16gica intuicionista desarrollada por Dummett se considera que:
“uno entiende los conceptos llamados en el lenguaje si y solo si uno sabe como usar el

lenguaje correctamente”™'*

(tesis del uso). Bajo ésta tesis, la comprension del significado
de un enunciado' matematico debia consistir en la capacidad para usar el enunciado de
cierta manera, o de responder de una cierta manera al uso que le dan otros'®. Mas dado
que, las caracteristicas reales del uso que aprendemos a hacer de los enunciados
matematicos consisten en reconocer aquello que ha de constituir una prueba o refutacion
del enunciado, en la légica intuicionista, examinada a través de la obra mencionada de
Dummett, se propuso un modelo de significado donde: “...1a comprension del
significado de un enunciado [matematico] consiste en la capacidad de reconocer una

prueba de él cuando se nos presenta...”"”.

Volviendo al ejemplo presentado, ;podriamos afirmar que entendemos los conceptos
llamados en la oracion La sucesion 0123456789 aparece en la expansion decimal de i,
a pesar de que carecemos tanto de una prueba como de una refutacion de la proposicion
declarada?. Antes de pretender responder a tal interrogante, delimitemos el término

prueba presente en el expuesto modelo de significado intuicionista.

'4 Shapiro (1997) p.204 —traduccion del autor.

'S Aunque el término enunciado es el que se presenta en La verdad y otros enigmas, mas adelante sera
precisado a través del término proposicion.

16 Cf. Dummett (1990) pp.297-298.

7 Dummett (1990) p.307. La traduccion de Truth and other enigmas, realizada por Herrera A., presenta
explicitamente el término prueba. En el presente trabajo conservé tal término en lugar del término
demostracion por lo siguiente.

“En matematicas puras, ...nos restringimos a demostrar que nuestros supuestos primarios
necesariamente implican o vinculan teoremas los cuales son deducidos a partir de dichos supuestos, y
omitimos la cuestion de si nuestras conclusiones asi como nuestros axiomas o postulados son de hecho
verdaderos.

Es posible que sea de alguna ventaja usar la palabra ‘prueba’ para...el procedimiento...por el cual
concluimos que una proposicion es verdadera..., y designar por ‘deduccioén’ o ‘demostracion’ el
procedimiento por el cual solo establecemos una implicacion o conexion necesaria entre una premisa y su
conclusion omitiendo la verdad o falsedad de una u otra.” Cohen (1934) p.7-traduccion del autor.

Por lo anterior, y dado que las formulas derivables a partir de los axiomas de la aritmética intuicionista
(axiomas que incluyen las formulas axioma de la 16gica proposicional intuicionista) son formulas
llamadas por Gentzen intuicionistamente verdaderas (cf. Gentzen (1969) pp.55-56), optamos por
conservar el término prueba presente en la traduccion mencionada de Truth and other enigmas.
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*En On the relation between intuitionist and classical arithmetic, Gentzen declara que
el complemento formal de una prueba, el cual es llamado una derivacion, .. .es una
sucesion de formulas cada una de las cuales es o una formula axioma o resulta de las

, . . .y . s 18 s
formulas anteriores por la aplicacioén de una regla operacional (en relacién con los
axiomas y reglas de inferencia del sistema formal en el que se estipulen, éstos

determinaran el significado sintactico de los signos logicos —ver apartado IIT).

*En Intuitionism An Introduction, Heyting llamaria una prueba de & : a una
construccion matematica realizada con ciertas propiedades dadas, construccion
demandada por una proposicion matematica g '°. En adelante abreviaré lo anterior

llaméndole construccion probatoria de g .

En relacién con la palabra “construccion” empleada por Heyting, dicho autor la

entenderia en un sentido amplio, pudiendo denotar:

. . .20
(1) un método general de construccion”,
(i1) alglin supuesto que unido a una prueba de cierta proposicion matematica

. e, 21
guiara a una prueba de otra proposicion”, etc.

'8 Gentzen (1969) p. 55 -traduccion del autor.

' Lo expuesto en el texto, lo extraigo de la siguiente cita: “...una proposicion matematica @ siempre
demanda una construccion matematica con ciertas propiedades dadas; ella puede ser afirmada tan pronto
como una construccion ha sido realizada. Decimos en ese caso que la construccion prueba la proposicion
# y lallamamos una prueba de @ . Por brevedad, también denotaremos por g cualquier construccion la
cual es proyectada por la proposicion g .” Heyting (1971) p.102 -traduccion del autor.

" Heyting afirma que “Es necesario entender la palabra ‘construccion’ en sentido amplio, asi que ella
también puede denotar un método general de construccion...” Ibidem, p.103.

2! Un ejemplo de tales supuestos puede extraerse de la siguiente cita:

“...0 — ¢ puede ser afirmada si y solo si poseemos una construccion la cual, unida a la construccion g ,

debe probar ¢ . Ahora suponga que [ ~ @, esto es, hemos deducido una contradiccion de la suposicion

de que @ fuese realizada. Entonces, en un sentido, esto puede ser considerado como una construccion, la
cual, unida a una prueba de @ (la cual no existe) guia a una prueba de ¢ .” Ibidem, p.106.
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En adicidn a lo anterior, Heyting interpretaria los signos logicos explicita o

implicitamente a través de la nocidon de construccion. Por ejemplo:

(1) “~ @ puede ser afirmada siy solo si poseemos una construccion la cual, de la

suposicion de que una construccion g fuese realizada, ésta guiara a una

. .y 22
contradiccion” =, o

(i1) “ ® N g pueden ser afirmadas siy solosi ambas ¢ y ¢ pueden ser

9 23

afirmadas” =, es decir, tan pronto como haya sido realizada tanto una

construccion matematica con ciertas propiedades dadas demandada por g
(construccion probatoria de @ ), como una construccion matematica demandada

por ¢ (construccion probatoria de g).

Respecto a la pregunta anteriormente planteada, aunque en la oracion La sucesion
0123456789 aparece en la expansion decimal de w se declare una proposicion de la que
carecemos tanto de una prueba como de una refutacion, ésta es constituyente (como
veremos en la seccion IV.1) de una construccion, la cual, de la suposicion de que cierta
construccion @ fuese realizada, ésta guiaria a una contradiccion **. Reconocer tal
prueba, bajo el modelo de significado intuicionista expuesto, funda la comprension del

significado de lo que garantiza el aserto de cierto “enunciado” matematico ~ & .

22 Heyting (1971) p.102.

fdem.
* En IV.1 transcribiremos un ejemplo adjudicado a Brouwer, donde no es el caso que: la prueba de la
negacion de la imposibilidad de cierta propiedad sea una prueba de la propiedad misma. Pero también
expondremos con ello, y a esto me refiero, una construccién donde suponer que p no pueda ser racional
guiaria a una contradiccion, siendo que con el generador de numero p se presentan entre otras oraciones:
La sucesion 0123456789 aparece en la expansion decimal 7.
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Finalizaré este boceto concluyendo que de La verdad y otros enigmas podemos
extraer un modelo de significado que circunscribimos en la l6gica intuicionista. Modelo
en el cual, la comprension del significado de un “enunciado’™ matemético, precisando,
de una proposicion matematica, consiste en la capacidad de reconocer una prueba de

ella cuando se nos presenta.

El término prueba, mencionado en el modelo precedente, podemos delimitarlo

considerando que:

1) para Gentzen el complemento formal de una prueba es una derivacion, y

ii) para Heyting, una construccion matematica realizada con ciertas propiedades

dadas, construccion demandada por una proposicion matematica g , es llamada

una prueba de g (lo que abreviaremos como construccion probatoria de § ).

No obstante, para completar la delimitacion anterior se requiere delimitar la palabra
“construccion”, la cual, Heyting entenderia en un sentido amplio. Un ejemplo de tales

construcciones se presenta en la seccion I'V.1.

En el proximo apartado trataremos de esclarecer lo que (para los propdsitos de la
logica) suele entenderse como una proposicion en distincion de la oracion en que se
declara; y “definiremos” operacionalmente el negar que una proposicion sea

absolutamente “decidible”.

> Enunciado: “En ciertas escuelas lingiiisticas, secuencia finita de palabras delimitadas por silencios muy
marcados. Puede estar constituida por una o varias oraciones.” Diccionario de la Lengua Espaiola. Real
Academia Espafiola. Vigésima Edicion. Tomo 1. Impreso en Espaiia. 1984. p.568.
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Sin pretender desviar espero al lector, considero pertinente cerrar este apartado

comentando cierta linea de investigacion extraible del presente boceto.

En la llamada tesis del uso, uno entiende los conceptos llamados en el lenguaje si y
solo si uno sabe como usar el lenguaje correctamente. Conocer como usar, que en el
caso de proposiciones matematicas consiste en reconocer una prueba o refutacion de

tales proposiciones.

De lo anterior parece sugerirse que: el reconocimiento de una prueba (o refutacion)
de cierta proposicion matematica & es condicion necesaria y suficiente, para que los
conceptos llamados en la oracion con la que se declara dicha proposiciéon matematica
sean considerados entendidos (conocidos). Lo que permitiria sefialar (tomando en
cuenta que “Si una proposicion solamente contiene conceptos que ya son conocidos y
han sido reconocidos como inobjetables, entonces el sentido de la proposicion resulta de

2.

dichos conceptos™®) que la proposicion g es candidata para resultar con sentido. No

obstante, se presentan los siguientes casos que pudieran delimitar la condicion sugerida:

(1) existen proposiciones de las que carecemos tanto de una prueba como de una
refutacion, proposiciones constituyentes de construcciones probatorias reconocidas
como pruebas de otras proposiciones matematicas, éstas ultimas, aspirantes a resultar

con sentido bajo la condicion anteriormente sugerida, y

26 Carnap (1990) p.25
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(2) como veremos adelante, existen vinculos entre ciertas proposiciones los cuales son
demostrables a partir de ciertos conceptos. Por lo que, desde la condicion sugerida,
serian candidatos para resultar con sentido ante el reconocimiento de tales
demostraciones. Sin embargo, dichos vinculos entre las proposiciones en cuestion

27
pueden ser falsos en algunos modelos™".

" En el siguiente apartado presentaremos al pie de pagina, una demostracion en la cual bajo el concepto

ingenuo de conjunto, el conjunto de “los pios” esta vacio siy solo si el conjunto de “los pios” es igual a
“el conjunto vacio”. Sin embargo, existen modelos donde el vinculo (si y solo si) entre las proposiciones
declaradas es falso (considerando la primera interpretacion de la definicion de proposicion expuesta en la

seccion I1.2). Cf. notas al pie 33 y 41.
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I1. Proposiciones “indecidibles”.

En el apartado anterior donde situamos cierto modelo de significado que
circunscribimos en la l6gica intuicionista, y en la literatura sobre el tema, en ocasiones
suelen no distinguirse los términos “proposicion”, “juicio”, “enunciado”, “oracidon”, etc.
Sin pretender abordar las distinciones sobre dichos términos, que suelen exponerse en el
analisis para el estudio del estrato sintagmatico (analisis que abarca el gramatical, el

distribucional, el l6gico, etc.”*), iniciaremos la primera seccidn presentando cierta

definicidon de una proposicion acorde con los propositos de la logica. Posteriormente

. ejemplificaremos algunas diferencias pertinentes para la l6gica entre una

L . 29
proposicion y la oracion en que se declara™,

. examinaremos ciertas similitudes entre una proposicion y una oracion

simbolica y

. exhibiremos lo comentado en el apartado anterior sobre cierto vinculo entre
proposiciones que versan sobre conjuntos, el cual es demostrable bajo ciertos

conceptos, y que sin embargo es falso en algunos modelos.

En la segunda seccion expondremos dos interpretaciones de la definicion
anteriormente mencionada de una proposicion. Dichas interpretaciones, en el apartado

I11, seran respectivamente consideradas para el significado semantico clasico de los

%8 Una recomendable obra sobre los diversos analisis que permiten estudiar el estrato sintagmatico se
encuentra en Paulin (2006).
%% Una fuerte influencia por exponer tales distinciones fue motivada por Cohen (1934).
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signos 16gicos (del lenguaje del cdlculo de oraciones), y la interpretacion intuicionista

de los signos légicos propuesta por Heyting.

Finalizaremos la segunda seccion “definiendo” operacionalmente el negar que una

proposicion sea absolutamente “decidible”.
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I1.1. Vinculo entre proposiciones y oraciones.

En An Introduction to Logic and Scientific Method, Cohen expone que una
proposicion, para los propoésitos de la 1dgica, suele definirse como algo que puede
decirse que es verdadero o falso (pero no simultaneamente ambos)*. Lo anterior,
suponiendo que la copula se distribuye sobre cada disyunto, sugiere la siguiente

definicion:

Def.1. Una proposicion es algo que puede decirse que es verdadero o que es falso

(pero no simultaneamente ambos).

*  Ejemplifiquemos algunas diferencias entre una proposicion y una oracién".

( I) Existen oraciones gramaticalmente distintas con las que se manifiestan
respectivamente proposiciones, que bajo ciertos conceptos, la verdad (falsedad) de una
de ellas conlleva a la verdad (falsedad) de otra y viceversa (implicandose mutuamente el
mismo valor de verdad), en adelante, proposiciones equivalentes™. Por ejemplo:

considérese las siguientes distintas oraciones

(1) El conjunto de “los pios” estda vacio, 'y

(i1) El conjunto de “los pios” es igual a “el conjunto vacio”.

39 Cf. Cohen (1934) pp.27-30.
31 “La oracion se distingue dentro del habla como la menor expresion que tiene un sentido pleno”
(Diccionario Enciclopédico Quillet. Editorial Argentina Aristides Quillet, S.A. Buenos Aires. Grolier
Internacional, Inc. Nueva York. Tomo IV. 1968, p. 402).
32 E] criterio expuesto para llamar equivalentes a dos proposiciones, en logica clasica, lleva al ofrecido a
continuacion por Cohen y Nagel (y viceversa):

“Si p es verdadera, ¢ es verdadera.

Si p es falsa, ¢ es falsa.

Dos proposiciones conectadas asi se dicen equivalentes.” Cohen (1934) p.55 -traduccion del autor.
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De las distintas oraciones anteriores podemos obtener, bajo el concepto ingenuo de
conjunto (que consiste en considerar que para cada propiedad hay un conjunto), que la
proposicion declarada en (1) es verdadera (falsa) si y solo si la proposicion declarada en

(ii) es verdadera (falsa)>>.

(II') En adicioén a lo anterior, existen oraciones que no manifiestan proposiciones, por

ejemplo: jAcercate!.

De lo expuesto en (1) y (II') se sostiene que el conjunto de oraciones es distinto del
conjunto de proposiciones, aunque cada proposicion se declare a través de una oracion,
y se simbolice, cuando se tiene el lenguaje artificial adecuado para ello, a través de

. . r7. 34
oraciones simbolicas™.

33 Demostracion.
— ] Si el conjunto de los pios (B) esta vacio, no tiene elementos, es decir, ~Ix (x € B) (y viceversa).
Ademas, bajo el concepto ingenuo de conjunto (que consiste en considerar que para cada propiedad hay
un conjunto -cf. Amor (1997) p.5) se tiene que para la propiedad x =x , existe
el conjunto vacio (@). Deello, @ = { x / x =x }, que abrevia: Vx (x€@0 < x=x)
(cf. Amor (1997) p.2). De lo anterior, y tomando en cuenta el principio de identidad, ~Fx (x& ). A partir
de esto ultimo, y si ~Ix (x €B), se obtiene que Vx (x€B <> x& @ ). Lo que junto con la definicion de
igualdad entre conjuntos llevan a establecer que B = .
< ] Bajo el concepto ingenuo de conjunto obtuvimos que ~Ix (x€ J). De ello, y si B = 0, obtenemos
que ~Ix (x €B) (de laregla de Leibniz).

De lo demostrado tanto en — | como en < | se sostiene que ~Ix (x EB) <> B = . De esto
ultimo, y suponiendo que lo demostrable es verdadero, en logica clasica obtenemos que:
~Jx (x €B) es verdadero (falso) siysolosi B =@ es verdadero (falso).

Por lo anterior, bajo el concepto ingenuo de conjunto, en la oracion El conjunto de “ los pios” estd
vacio se declara una proposicion que es verdadera (falsa) si y solo si, la proposicion declarada en
El conjunto de “los pios” es igual a “el conjunto vacio” es verdadera (falsa).
3 Las oraciones simbdlicas de cierto lenguaje simbolico pueden generarse a través de la notacion BNF.
Un ejemplo de ello se presenta en la seccion II1.1.
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* Examinemos ciertas similitudes entre una proposicion y una oracion simbolica.

“Una oracion simbdlica...puede tener dos valores de verdad, verdad (V') o falsedad
(F)”**. Lo anterior sugiere considerar que cada oraciéon simbolica representa algo que
puede decirse en tanto posibilidad, que es verdadero o que es falso, es decir, representa
al menos una proposicion. Exhibamos para tal sugerencia, un ejemplo de proposicion a

oracion simbolica y viceversa.

Considérese el siguiente argumento.

Todos los inmortales son nonatos.
Socrates es inmortal.

.~ Socrates es nonato.

Tanto en las oraciones de cada premisa y de la conclusion se declaran
respectivamente proposiciones que, bajo el siguiente esquema de abreviacion
I: x es inmortal, N: x es nonato, A: Sécrates™®, es posible representarlas o simbolizarlas

a través de las siguientes oraciones simbolicas:

Vx ( I(x) = N(x))
1(4)

N(A)

3% Kalish (1980) p.88 -traduccién del autor. Aunque Kalish se refiere a las oraciones del calculo simbélico
extendemos dicha afirmacion para cualquier calculo, como el de cuantificadores, de identidades, etc.

3% En el lenguaje simbolico del cdlculo de cuantificadores 'monddico’, tanto I como N son letras
predicado, mientras que 4 es una letra nombre. Cf. Kalish (1980) pp.119 y 144.
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Ademas, de la oracion simbolica ( Vx (I(x)— N(x)) A I(4) ) — N(A) -que es
un teorema del cdlculo de cuantificadores 'monddico'- podemos exponer que es verdad
para cualquier expansion de verdad funcional (independientemente del esquema de
abreviacion inicialmente propuesto)’’. De ello consideramos representa al menos una
proposicidn en cada expansion, ya que cada una de tales expansiones tiene el valor de
verdad V' (o F -por adicion). Por lo tanto, existen oraciones simbdlicas “complejas”

cuyas expansiones pueden representar proposiciones.

No obstante las precedentes ejemplificaciones de proposiciones a oraciones
simbolicas y viceversa, “...la proposicion es la expresion de un juicio entre dos

términos, a saber, sujeto y predicado; que afirma o niega éste (el predicado) de aquel

37 Como en el argumento simbélico ¥x (1 (x) = N (x) ) 1(4) .. N (4),la conclusion es derivable de
las premisas, dicho argumento es valido (cf. Kalish (1980) p.153). Ademaés, cada premisa asi como la
conclusion es una oracion simbolica (una oracion simbolica, en el calculo de cuantificadores 'monadico’,
es una formula simbolica en la cual ninguna variable esta libre. Pero también las formulas simbolicas,
resultantes de escribir una letra predicado seguida de una letra nombre, suelen considerarse constituyentes
de oraciones simbolicas. Lo que sugiere incluirlas como tales oraciones -cf. Kalish (1980) pp. 119, 120,
124 y 129).

Ya que es valido el argumento anterior, cuyas premisas y conclusion son respectivamente oraciones
simbdlicas, en cada una de las expansiones funcionales de verdad *, las premisas implican
tautoldégicamente la conclusion (cf. Kalish (1980) pp. 175). De ello, no existe una asignacion de valores
de verdad con respecto a la cual, simultaneamente, cada una de las premisas tiene el valor de verdad V'y
la conclusion F (cf. Kalish (1980) p.99). Lo que (en logica clasica) lleva a establecer que, con respecto a
cualquier asignacion 4, o no es el caso que la conjuncion de las premisas es verdad (respecto 4) o la
conclusion es verdad (respecto A4).

De lo precedente, en cada una de las expansiones funcionales de verdad es verdad que la conjuncion
de las premisas implica la conclusion (con respecto a cualquier asignacion de valores de verdad, e
independientemente del esquema de abreviacion considerado inicialmente en el texto).

* Para obtener una expansion funcional de verdad, del argumento en consideracion, se realizan los
siguientes procedimientos.
1° Se elige una sucesion finita de distintas variables, por ejemplo: y;, y> .
2° Se substituye Vx (/(x) = N(x) ) por (I(y;) = N(yi1) A I(y2) = N(y2) ).
3° Se reemplaza uniformemente la letra nombre 4, por una de las variables de la sucesion, digamos y;.
4° En el argumento resultante: ( I (y;) = N(y1) A I(y2) = N(y2) ) 1) .. N(yi),cada
férmula simbdlica compuesta de una letra predicado seguida de una variable se reemplaza
uniformemente por una letra oracion —distintas formulas pasan a distintas letras oracion-, por
ejemplo: (P—= Q A R— S ) P .. Q. Cf Kalish (1980) p.174.
Notemos que, si nos restringimos a un universo de dos objetos distintos, representados respectivamente
por y;, ¥, la formula cuantificada precedente implica la conjuncidon expuesta y viceversa.
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(del sujeto), o incluye o excluye el sujeto respecto del predicado” *®.

En consideracion a la precedente definicion de proposicion, la oracion simbolica
( Vx(I(x)— N(x)) A I(A) ) — N(A) pareceria que - bajo el esquema de
abreviacion inicial- ‘no simboliza’ precisamente una proposicion. Pues la respectiva
traduccion al espaiol representa mas que la expresion de un juicio entre dos términos.
Por ello, en adelante llamaremos estructuras proposicionales, a aquellas oraciones
simbolicas (también las formulas de los sistemas proposicionales) con las que
representamos o simbolizamos, una o varias proposiciones declaradas a través de

oraciones simples o compuestas®’.

3% Paulin (2006) p.191.
3% Un antecedente, de lo que pretendo abarque el término estructura proposicional, puede ser extraido de
Cohen (1934). Sin pretender desarrollar un planteamiento exhaustivo menciono lo siguiente.

(1) Cohen y Nagel reconocen que las proposiciones tienen estructura: “...La estructura de una
proposicion por tanto, debe ser expresada y comunicada por una apropiada estructura de
simbolos...” (Cohen (1934) p.27 -traduccion del autor) y

(i1) exhiben la posibilidad de proposiciones que involucran mas de dos términos: “Si el total de
la geometria es condensada dentro de una proporcion, los axiomas son los antecedentes en
la proposicion hipotética asi obtenida. No obstante, ellos también caracterizan como hemos
visto, la estructura formal del sistema en la cual los teoremas son los elementos.” Ibidem,
p-133.
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* Exhibamos ahora cierto vinculo entre proposiciones que versan sobre conjuntos, el
cual es demostrable bajo ciertos conceptos, y que sin embargo es falso en algunos

modelos.

En el ejemplo inicialmente expuesto, de dos distintas oraciones:

(1) El conjunto de “los pios” estd vacio y

’

(i1) El conjunto de “los pios” es igual a “el conjunto vacio”,

en las cuales bajo el concepto ingenuo de conjunto se declaran proposiciones

equivalentes, se tienen dos estructuras proposicionales:

i) ~Ix (P(xA'B") ) y () A'B") =’

(donde P’abrevia: x pertenece a y, A': El conjunto de x, B': Los pios 'y C": El conjunto vacio 4O) ,

que (enfatizo) bajo el concepto ingenuo de conjunto representan proposiciones
equivalentes. No obstante, bajo otro concepto de conjunto, dichas estructuras podrian
representar respectivamente proposiciones con distintos valores de verdad. En relacion
con ello es posible construir modelos donde el valor de verdad de una sea /'y el de la
otra F, si las variables representan el mismo tipo de objeto (elemento del universo) que

el que se le asocia a las letras operacion de cero plazas®'.

%0 Las letras capitales presentadas se caracterizan en el lenguaje simbolico del cdlculo de cuantificadores
-cf. Kalish (1980) pp. 202-203.

*'Enel modelo U: {0,1}, P*: {}, B":1, C’:0, A'(0) I- 0, A'(1) I— 1,

~Jx (P’(x A'(B°) ) tiene el valor de verdad V' 'y A'(B’) = C° el de F.
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De lo precedente, como sefialamos al final del apartado anterior, existen estructuras
proposicionales que representan algin vinculo entre proposiciones, el cual es
demostrable bajo ciertos conceptos. Por ejemplo: bajo el concepto ingenuo de conjunto,
~Ix (P (xA"B")) < A'(B°)=C" esdemostrable **. Vinculo que, aunque seria
candidato para gozar de sentido ante el reconocimiento de tales demostraciones, es falso

en algunos modelos.

Para finalizar esta seccion sobre vinculos entre proposiciones y oraciones
concluiremos lo siguiente. Se tienen casos en los cuales, bajo ciertos conceptos, dos
distintas estructuras proposicionales representan respectivamente proposiciones tal que,
la verdad (falsedad) de una de ellas conlleva a la verdad (falsedad) de la otra (y
viceversa), es decir, bajo ciertos conceptos, representan proposiciones equivalentes. En
dichos casos, para establecer la mencionada equivalencia, consideramos estructuras
proposicionales no aisladamente, sino bajo ciertos esquemas de abreviacion, conceptos,

axiomas o definiciones en un “sistema de lenguaje” *.

2 La demostracién (bajo el concepto ingenuo de conjunto) de la estructura proposicional en cuestion es
semejante a la presentada en la nota al pie 33.

# Al respecto considérense lo expuesto en el comentario critico (II) del apartado VIL en el cual se exhibe
lo que implicitamente involucra suponer distintas estructuras proposicionales como una traduccion entre
ellas.
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I1.2. Negar que una proposicion sea absolutamente “decidible”.

En la disertacion anterior consideramos que cada oracidon simbolica representa algo
que puede decirse en tanto posibilidad, que es verdadero o que es falso, en otras
palabras, cada oracion simbolica simboliza al menos una proposicion. Sin embargo,
“poder decir” como posibilidad se distingue de “poder decir” en tanto que poseemos
una autorizacion para decirlo. Por lo tanto, la definicion de proposicion Bef.1

podemos interpretarla en por lo menos dos caminos:

@) los términos “puede decirse que es verdadero o que es falso” se refieren a los
posibles valores de verdad de una proposicion. Dicha interpretacion impera en la
construccion de las tablas de verdad de los conectivos lo6gicos, y en el examen de

argumentos formalizados, y

(ii) con los términos mencionados se expone el que se autoriza decir la verdad o en
su caso se autoriza decir la falsedad de una proposicion (notese que en dicha
interpretacion suponemos que la autorizacion se distribuye sobre cada
disyunto*). Ademas, si la existencia de una construccién probatoria es la base de
dicha autorizacion, tal lectura da lugar a interpretar los signos 16gicos (los cuales
conectan, vinculan o actian sobre proposiciones matematicas) a través de
construcciones probatorias -como en el caso de la interpretacion intuicionista de

los signos logicos propuesta por Heyting (cf. seccion I11.3).

* En la interpretacién intuicionista de los signos 16gicos propuesta por Heyting, “@ v ¢ pueden ser

afirmadas si y solo si al menos una de las proposiciones £ y ¢ puede ser afirmada” (Heyting (1971)

p.102 -traduccion del autor). Lo anterior sugiere considerar que: se autorizar decir la verdad o falsedad de
una proposicion, siy solo si se autorizar decir la verdad o se autorizar decir la falsedad de tal proposicion.
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En tanto posibilidad podemos considerar que el valor de verdad de P es V' o el valor
de verdad de P es F' -donde P representa una proposicion-, independientemente de que
tengamos una construccion probatoria de P, o de que poseamos una construccion la
cual, de la suposicion de que una construccion de P fuese realizada ésta guiara a una

contradiccion.

La consideracion precedente permite, como mencionamos anteriormente, examinar
argumentos formalizados o definir tablas de verdad. Pues cuando definimos las tablas
de verdad de un signo l6gico suponemos los valores de verdad, de las variables
proposicionales conectadas por el signo, sin tener una prueba general de las

proposiciones representadas a través de las variables.

Sin embargo, sostengo que P es verdadera o sostengo que P es falsa, excluye la
posibilidad de aquel caso donde: no sostengo que P es verdadera por carecer de una
justificacion para ello, y tampoco sostengo que P es falsa por la misma razon. En otras

palabras, [sostengo que q] o [sostengo que ~q] -donde q representa [acaece que P |-

excluye que: no [sostengo que q] y no [sostengo que ~q] .

Veamos un ejemplo de lo anterior. Supongamos que estuviésemos aislados del
ambiente de tal manera que no percibamos el que esté lloviendo, pero tampoco
percibamos el que no esté lloviendo. ;Estariamos facultados, bajo dicho estado de
cosas, a sostener que acaece que esta lloviendo o a sostener que no acaece que esta
lloviendo (siendo este ultimo disyunto distinto de no sostener que acaece que esta
lloviendo)?. Notemos que no [sostengo que q] y no [sostengo que ~q] ‘no es una

contradiccion’ como [sostengo que q] y no [sostengo que q] - donde ¢ representa

[acaece que estd lloviendo | .
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En relacién al caso anteriormente ejemplificado, en el cual consideramos
indirectamente la segunda interpretacion de la definicion de proposicion (Pef.1),

resaltemos lo siguiente.

(1) Bajo dicha interpretacion carecer tanto de una autorizacion para decir que cierta
proposicion P es verdadera, como de una autorizacion para decir que es falsa,
parece llevar a una contradiccion en tanto que tal proposicion P ‘no seria’ una
proposicion. Por lo anterior, en adelante consideraremos que en la segunda
interpretacion de la definicion de proposicion (Ief.1), aquello autorizado en
decirse que es verdadero o autorizado en decirse que es falso (pero no
simultaneamente ambos) es una proposicion, sin que aceptemos la copula

reflejada *°.

(2) En la interpretacion intuicionista de los signos logicos propuesta por Heyting,

tema expuesto en el siguiente apartado, se exhibira la diferencia entre:

(1) probar (en algunas ocasiones considerando demostraciones
bajo ciertos conceptos, axiomas o definiciones) la negacion de
cierta proposicion matematica (negacion interna) -lo que
notemos autorizaria sostener la negacion de dicha proposicion
(bajo los supuestos considerados)- y

(i1) no tener una prueba de tal proposicion (negacion externa).

Siendo que, cada una de las situaciones en (i) y (i1) es posible simbolizarla a través

de distintas estructuras proposicionales propias de lenguajes artificiales amplios.

> Aunque con la restriccion adoptada (en la segunda interpretacion de la definicion de proposicién)
dejamos de predicar lo que una proposicion es, recordemos que “...la proposicion es la expresion de un
juicio entre dos términos, a saber, sujeto y predicado, que afirma o niega éste (el predicado) de aquel (el
sujeto)...” (Paulin (2006) p.191). Pero también recordemos que las oraciones simbolicas representan o
simbolizan, una o varias proposiciones declaradas a través de oraciones simples o compuestas.
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Finalizaremos esta seccion delimitando operacionalmente aquellos casos de
proposiciones, en los que carecemos tanto de una autorizacion para sostenerlas como de

una autorizacion para sostener negarlas.

En Philosophy of Mathematics, obra escrita por Shapiro, se llama a “...una oracion ¢
absolutamente decidible si o hay un argumento racionalmente obligatorio que establece
a @ ouno que refuta a ¢ *. De lo anterior, si no es el caso que una oracidn @ es
absolutamente decidible, entonces no es el caso que: o hay un argumento racionalmente
obligatorio que establece a ¢ o uno que refuta a ¢ . Mas si no hay un argumento
racionalmente obligatorio que establece a ¢ y tampoco hay uno que refuta
a @*, en particular no hay una prueba de ¢ y tampoco hay una prueba de ~¢.

Por lo anterior consideraremos la siguiente “definicion” operacional:

Pef.2.  Sino es el caso que una proposicion P es absolutamente decidible,

entonces no hay una prueba de P y tampoco hay una prueba de ~P.

% Shapiro (1997) p.208 -traduccion del autor.
*7 Para obtener dicha conjuncion, implicitamente consideramos que en el calculo proposicional
intuicionista de Heyting se afirma la certezade ~(P v Q) — (=P A ~Q ) -cf. Heyting (1971) p.104.
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En la primera seccion del presente apartado iniciamos presentando la siguiente

definicion:

Def.1. Una proposicion es algo que puede decirse que es verdadero o que es falso

(pero no simultaneamente ambos).

Posteriormente ejemplificamos algunas diferencias (pertinentes para la 16gica) entre
una proposicion y la oracion en la que se declara. Ademads expusimos ciertas similitudes
entre una proposicion y una oracion simbdlica, y nombramos estructuras
proposicionales a aquellas oraciones simbolicas con las que representamos, una o varias
proposiciones declaradas a través de oraciones simples o compuestas. En suma

obtuvimos los siguientes resultados:

(1) el conjunto de oraciones es distinto del conjunto de proposiciones, y

(2) se tienen casos en los cuales, bajo ciertos conceptos, dos distintas
estructuras proposicionales representan respectivamente proposiciones tal que,
la verdad (falsedad) de una de ellas conlleva a la verdad (falsedad) de la otra (y
viceversa), es decir, bajo ciertos conceptos, representan proposiciones equivalentes. En
dichos casos, para establecer la mencionada equivalencia, consideramos estructuras
proposicionales no aisladamente sino bajo ciertos esquemas de abreviacion,

conceptos, axiomas o definiciones en un “sistema de lenguaje”.

A partir del resultado en (2) exhibimos lo sefalado en el apartado precedente sobre la
existencia de estructuras proposiciones, que representan algin vinculo entre
proposiciones el cual es demostrable bajo ciertos conceptos. Vinculo que, aunque seria
candidato para gozar de sentido ante el reconocimiento de tales demostraciones, puede

ser falso en algunos modelos.
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En la segunda seccion los términos “puede decirse que es verdadero o que es falso”

presentes en la definicion de proposicion Bef.1, los interpretamos

(1) refiriéndose a los posibles valores de verdad de una proposicion, y

(i1) como exposicion de que se autoriza decir la verdad o en su caso se autoriza decir

la falsedad de lo que seria una proposicion.

Ademas, en relacion con aquellas proposiciones de las que carecemos tanto de una
autorizacidn para sostenerlas como de una autorizacion para sostener negarlas,

presentamos la siguiente “definicion” operacional:

Pef.2.  Sino es el caso que una proposicion P es absolutamente decidible,

entonces no hay una prueba de P y tampoco hay una prueba de ~P.

En el siguiente apartado, las interpretaciones anteriormente mencionadas (de la
definicion de proposicion Bef.1 ) seran respectivamente consideradas para el
significado semantico clasico de los signos logicos (del lenguaje del calculo de

oraciones), y la interpretacion intuicionista de los signos logicos propuesta por Heyting.
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I11. Significado de los signos légicos.

En el presente apartado inicialmente comentaremos brevemente en que consiste,
seglin lo expuesto por Alchourrdn en Concepciones de la Logica, 1o que suele cubrir la
semiotica o teoria general del signo: la sintaxis, la semantica y la pragmatica.

Comentario con la finalidad de distinguir el significado semdntico de los signos logicos

del lenguaje £, del cdlculo de oraciones (lenguaje que expondremos en la seccion

I11.1), de lo que supondremos como el significado sintdctico de tales signos.

En la seccion II1.2 a partir de la primera interpretacion de la definicion de
proposicion Bef.1 (expuesta en la seccion I1.2) consideraremos que: una asignacion
correlaciona a cada letra oracion, uno y solo un posible valor de verdad. Siendo que,

respecto a una asignacion de valores de verdad presentaremos el significado semantico

clasico de los signos logicos (del lenguaje £,). De lo anterior provendra el atributo del

significado semantico clasico de la negacion, con el que posteriormente exhibiremos la
diferencia entre dicho significado, y el significado semantico intuicionista de la

negacion.

El considerar la segunda interpretacion de la definicion de proposicion Bef.1
(expuesta también en la seccion I1.2) dara entrada en la seccion 1.3, a cierta
interpretacion intuicionista de los signos logicos extraida de la presentada por Heyting
en Intuitionism An Introduction. En dicha seccion simbolizaremos (la interpretacion
intuicionista de) la afirmacion de la certeza de la negacion de una proposicion

matematica. A partir de ello demostraremos cierta relacion condicional, la cual
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pareceria fundamentar parte del atributo del significado semantico clasico de la
negacion -expuesto en la seccion I11.2. Ademads, comentaremos bajo que condicion
obtendriamos la negacion de dicha relacion condicional reflejada, siendo que esto

ultimo, simplificadamente, diferiria del atributo antes mencionado.

En la seccion I11.4 ofreceremos el significado semantico intuicionista de los signos

logicos del lenguaje £, , directamente de la propuesta de Kripke en Semantical Analysis

of Intuitionistic Logic I. Dicho significado sera acorde con la relacion condicional

demostrada en la seccion II1.3.

Finalmente presentaremos un cuadro comparativo (seccion IIL5), en el que
diferenciaremos el significado semantico clasico de la negacion, del significado

semantico intuicionista.
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En Concepciones de la Logica, Alchourron expone que la semiotica o teoria general

de los signos es el nombre genérico que cubre

@) la sintaxis: “...parte de la metateoria que considera solamente las
propiedades y relaciones de los signos de un lenguaje £, con independencia de

cualquier interpretacion del lenguaje...” *,

(ii) la semantica: “...parte de la metateoria en la que se consideran las

propiedades y relaciones entre los signos de un lenguaje £, que dependen de

las correlaciones entre las expresiones del lenguaje y la realidad establecida por

. . . 49
las funciones de interpretacion...” © y

(iii) la pragmatica: “...parte de la metateoria en la que se consideran las
reglas de uso de los signos lingiiisticos adoptados por un hablante o una

comunidad de hablantes del lenguaje...” .

En adicidn a lo anterior, el significado cléasico (seccionlll.2) asi como intuicionista

(seccionlll.4) de los signos logicos del lenguaje £, , lo presentaremos respectivamente:

(1)  conrespecto a cierta asignacion, la cual fija el valor de verdad de cada letra
oracion, de las oraciones simbdlicas sobre las que acttia el signo 16gico a definir y

(2) asumiendo definida la funcion que fija en un punto de Kripke, la probabilidad '
para cada oracion simbolica (es decir, el que cierta estructura proposicional ha

sido probada — ‘no ha sido probada’) sobre la que actia el signo 16gico a definir.

* Alchourrén (1995) p.19.

* fdem.

>0 fdem.

> En el presente trabajo, con el término probabilidad, nos referimos a calidad de probable. Mientras que
con el término probable, a 1o que se puede probar. Cf. Diccionario de la Lengua Espafiola. Real
Academia Espafiola. Tomo II. Vigésima edicion. Editorial Espasa-Calpe. Impreso en Espana.1984,
p-1106
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En el significado de los conectivos 16gicos que presentaremos a través de la funcion
mencionada en (2), los puntos de Kripke representan “situaciones de evidencia”.
Mientras que en el significado que presentaremos respecto a una asignacion de valores
de verdad (1), tal asignacion podria fijar implicitamente “situaciones posibles”. Ya que
dicho significado de los signos 16gicos se vincula a situaciones ciertas o a situaciones
que podrian ser, consideraremos pertenece al ambito semantico de una teoria del signo.

En adelante llamaremos al comentado significado: significado semdntico de los signos

légicos de £,.

En distincion al significado semantico de los signos logicos de £,, en los sistemas

proposicionales delimitaremos el significado sintactico de dichos signos logicos. Es
decir, a partir de los axiomas del sistema proposicional ya sea intuicionista, ya sea
clésico, junto con las respectivas reglas de inferencia (estipuladas en el metalenguaje del
sistema proposicional considerado) derivamos teoremas, los cuales delimitan las
relaciones entre los signos logicos de cada sistema. Siendo que, dicha delimitacion se
realiza respectivamente, con independencia de la evaluacion de funciones de

probabilidad, y con independencia de la asignacion de valores de verdad.

Por lo anterior, a través de las estructuras proposicionales nombradas como axiomas

(y las reglas de inferencia) fijaremos lo que llamaremos el significado sintactico de los

signos logicos de £,. No obstante, considero pertinente comentar que al presentar en el

metalenguaje cierta estructura proposicional como axioma, esto nos remite a varias
lecturas de ello en la totalidad de sistemas proposicionales considerados. Veamos un

ejemplo. ~P — (P — Q) es un axioma tanto en el sistema proposicional clasico
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como intuicionista de Heyting, axioma con el que delimitamos respectivamente el
significado sintactico de ~ y —. Aunque la estructura ~P— (P — Q ) es la misma en
ambos sistemas, como axioma en el sistema proposicional clasico, cualquier oracion
simbolica con dicha estructura se considera verdadera °%. Mientras que como axioma del
calculo proposicional intuicionista de Heyting (axioma constituyente de lo que
llamaremos el sistema proposicional intuicionista de Heyting), dicha estructura se
considera goza de aserto >, siendo que una proposicion matematica goza de aserto, tan
pronto como una construccion matematica con ciertas propiedades dadas ha sido

realizada >*.

52 Dado que en la literatura suele exponerse que las leyes 16gicas enuncian la verdad de cualquier
instancia de su respectivo esquema (cf. Dummett (1990) p.21), supondremos que cualquier oracion
simbolica resultante de aplicar la regla de reemplazamiento (seccion V.2), a cierta estructura
proposicional nombrada como axioma en el sistema proposicional clésico, sera verdadera.

>3 Entenderemos por aserfo: “...Afirmacién de la certeza de una cosa” (Diccionario de la Lengua
Espafiola. Real Academia Espafiola. Tomo I. Vigésima edicion. Editorial Espasa-Calpe, S.A. Impreso en
Espafia. 1984, p.138)

Cf. Heyting (1971) p.102.
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II1.1 El lenguaje simbolico £, .

El lenguaje simbolico que presentaremos a continuacion constituye el lenguaje del
llamado cdlculo de oraciones, el cudl “...es la rama de la 16gica que esencialmente
comprende los conectivos oracionales” *°. Las formulas tanto del sistema proposicional

clasico como intuicionista pueden caracterizarse exhaustivamente, a través de dicho

lenguaje simbodlico que llamaremos £,,.

Los simbolos del lenguaje £, consisten en las letras oracion P, O, R...-con o sin

subindices (en la literatura también llamadas variables proposicionales), los signos
logicos de la negacion ~ , de la implicacion — , de la conjuncion A y de la

disyuncion v ,y los paréntesis.

Las oraciones simbdlicas de £, son generadas a través de la siguiente BNF:

@ = P |~¢| (¢=9) | (9r9) | (gve) >

El significado semantico de los signos 16gicos de £, (tanto clasico como intuicionista),

aunque sea extensivo a lenguajes mas enriquecidos simbolicamente, lo restringiremos

para oraciones simbélicas de £, .

55 17 A1
Kalish (1980) p.59
56 - . ., . e )
La notaciéon BNF dice que las letras oracion son oraciones simbdlicas, y que podemos construir
oraciones complejas de oraciones simbdlicas usando la negacion ~ , la implicacion —, la conjuncidon 4

y la disyuncion v -cf. Ditmarsch (2008) p.12.
°" En la seccion II1.3 simbolizaremos la interpretacion intuicionista de la negacion de una proposicion
matematica que goza de aserto, restringiéndonos también, a proposiciones representables a través de

oraciones simbdlicas de £,.
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II1.2 Significado semantico clasico de los signos logicos de £,

En la primera interpretacion de la definicion de proposicion (Ief.1), exhibida en la
seccion I1.2, los términos “puede decirse que es verdadero o que es falso” se refieren a
los posibles valores de verdad de una proposicion. Bajo dicha interpretacion

consideraremos que: una asignacion correlaciona a cada letra oracion (minima

estructura proposicional de £, constituyente de oraciones simbdlicas), uno y solo un

posible valor de verdad ( V-F").

El significado semantico clasico de los signos logicos de £, , respecto a una

asignacion 4, lo presentamos a través de las siguientes definiciones - donde tanto ¢

como 6 representan respectivamente, cualquier oracion simbolica del lenguaje £,:

(i) ~ @ es verdad (respecto 4) siy solo si

no es el caso que @ es verdad (respecto 4),

(ii) (p—06) es verdad (respecto A) siy solo si

no es el caso que @ es verdad (respecto 4) o 6 es verdad (respecto A),

(iii) ( @20 ) es verdad (respecto A) siy solo si

@ es verdad (respecto 4) y 6 es verdad (respecto 4) ,

(iv) ( @v@ ) es verdad (respecto A) siy solo si

@ es verdad (respecto A) o @ es verdad (respecto 4).”®

%% A partir de las reglas que presenta Kalish, para determinar el valor de verdad de cualquier oracion
simbolica con respecto a una asignacion dada 4 (cf. Kalish (1980) p.88), se demuestran (clasicamente)las
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En distincion al presente significado semantico clasico de los signos logicos de £,

en el cual, cada asignacion corresponde a un posible valor de verdad de las letras
oracion, las cuales constituyen aquellas oraciones simbdlicas sobre las que actta el
conectivo a definir (definiciones que remiten al significado de los conectivos del

9% €C 9% CC_ 9

lenguaje natural: “no”, “o0”, “y”), en la literatura suele presentarse

(a) el significado de la implicacion a través de un vinculo obligatorio entre la
verdad de los juicios involucrados (por ejemplo: “El significado del simbolo
A—B es agotado por el hecho de que una vez convencidos de la verdad de 4,

debemos aceptar la verdad de B también” **),

y

(b) el significado de la negacion a través de la prohibicion en considerar a
cierto juicio como verdadero (por ejemplo: “El simbolo A de la 16gica de

e e e, . e 60
juicios,...expresa...la prohibicion de considerar al juicio 4 verdadero” ™).

En los significados mencionados en (a) y en (b), respectivamente se considera la
verdad de los juicios involucrados, y se prohibe considerar a cierto juicio como
verdadero. Mientras que en el significado semantico clasico presentado en (i)-(iv),
basandonos en la primera interpretacion de la definicion de proposicion Bef.1,

consideramos la posible verdad de las estructuras proposicionales involucradas.

respectivas definiciones expuestas de los conectivos logicos -relativizadas a oraciones simbdlicas de £,

(sipara cualquier ¢ € £, , “ el valor de verdad de ¢ es V —dada una asignacion A ” siy solosi “ @es

verdad (respecto A) ”, entre otros supuestos).
%% Kolmogorov (1981) p.420.
% fdem.
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En relacién con el significado semantico cldsico de la negacion expresado en (i),

notemos que,
predicar la verdad como posibilidad de la negacion de una estructura
proposicional (respecto a cierta asignacion A), implica negar el predicar sobre

dicha estructura su verdad como posibilidad (respecto A), y viceversa.

Lo anterior sera abreviado como Yy (~¢) <= ~UY4( @) -donde Uy(p) selee:

@ es verdad respecto a la asignacion A.

De lo precedente diremos simplificadamente, que en el significado semantico cldsico
de la negacion, convencionalmente, la negacion interna implica la externa y viceversa,
atributo con el que posteriormente exhibiremos la diferencia entre dicho significado, y

el significado semantico intuicionista de la negacion.
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IT1.3 Interpretacion intuicionista de los signos logicos.

En la segunda interpretacion de la definicion de proposicion Bef.1 (presentada en la
seccion I1.2), con los términos “puede decirse que es verdadero o que es falso” se
expone el que se autoriza decir la verdad o en su caso se autoriza decir la falsedad de lo
que seria una proposicion. En adicion a lo anterior, considerar que una prueba de cierta
proposicién matematica autoriza decir la verdad de dicha proposicion, da lugar a
interpretar los conectivos l6gicos a través de construcciones probatorias. Desarrollemos

lo anterior.

Si una prueba de una proposicién matematica (en ocasiones tomando en cuenta
demostraciones bajo ciertos conceptos, axiomas, definiciones o supuestos -como vimos
en la seccion I1.1) es lo que garantiza que tal proposicion goce de certeza, es lo que
autoriza sostener (bajo los conceptos, axiomas, etc. considerados en la demostracion)
que la proposicion es verdadera, entonces con ello se exhibe porqué en la vertiente
intuicionista propuesta por Heyting, una proposicion matematica gozaba de aserto, tan
pronto como una construccién probatoria de dicha proposicion fuese realizada °'. De
ello, una proposicion matematica compuesta a través de conectivos logicos gozaria de
aserto, tan pronto como una construccion probatoria de ella fuese realizada. Lo que da
lugar a interpretar los conectivos logicos, explicita o implicitamente, a través de

. .62
construcciones probatorias ™.

61 e i . ., . .
“...una proposicion matematica g siempre demanda una construccién matematica con ciertas

propiedades dadas; ella puede ser afirmada [goza de aserto] tan pronto como una construccion ha sido
realizada. Decimos en ese caso que la construccion prueba a la proposicion @ y la llamamos una prueba
de ¢ .” Heyting (1971) p.102.

En adicioén a lo anterior, recordemos que en Boceto sobre una teoria del significado llamamos
abreviadamente construccion probatoria de g , a una construccion matematica realizada con ciertas
propiedades dadas, construccion demandada por una proposicion matematica g .

%2 En relacion con la mencionada interpretacion de los conectivos 16gicos considérese lo siguiente. ... He
dado un criterio para proposiciones matematicas, diciendo que cualquier proposiciéon matematica tiene la
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El considerar la interpretacion de la definicion de proposicion inicialmente expuesta,

da entrada a la siguiente interpretacion intuicionista de los signos logicos extraida de la

presentada por Heyting en Intuitionism An Introduction —donde 'y ¢ se usan como

abreviaciones para proposiciones matematicas * :

(i) @ A g gozade aserto siy solosi ambas £ y ¢ gozan de aserto,

(ii) @ v 7 goza de aserto siy solo si al menos una de las proposiciones

£ Y g goza de aserto,

(iii) ~© goza de aserto siy solo si poseemos una construccion la cual, de la
suposicion de que una construccion £ fuese realizada, ésta guia a una

contradiccion y

(iv) g =g goza de aserto siy solo si poseemos una construccion z, la cual, unida

a cualquier construccion probatoria de £ (suponiendo que la anterior se efectua),

da automaticamente el efecto de una construccion probatoria de &.

En lo que respecta a la presente interpretacion intuicionista de los signos 16gicos se
tiene lo siguiente. De la afirmacion de la certeza de la negacioén de una proposicion

matematica (proposicion representable a través de una oracidon simbolica del lenguaje

£p), bajo los axiomas del sistema G de Godel (Apéndice B), probar la negacion de una

forma He efectuado una construccion con las siguientes propiedades...Esta forma es preservada por los
cuatro conectivos.” Ibidem, p.103.
63 Cf. Heyting (1971) pp.102-103.
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proposicién matematica, conlleva negar que poseemos una construccion probatoria de

dicha proposicion.

Lo anterior sera abreviado como B (~¢) — ~B (@) -donde B (@) se lee:

@ es probable ( @ representa cualquier oracion simbdlica de £, ).

De lo precedente diremos simplificadamente que: la negacion interna conlleva la
externa. Lo que pareceria fundamentar parte del atributo del significado semantico
clasico de la negacion, significado en el que convencionalmente la negacion interna

implica la externa y viceversa.

Justificacion de la relacion condicional B (~¢) — ~B(¢p).

* Iniciemos simbolizando la interpretacion en (iii) como

(i) F ~¢ siysolosi B(@p—L) *.

En la simbolizacién anterior /- es el simbolo para aserto®, B ( ¢) se lee:

@ es probable, L es la constante de falsedad (l6gica) ®° y ¢ representa cualquier

oracion simbolica de £,.

64 Cercano a la presente simbolizacion, Cook expone que, “...la siguiente clausula semiformal es dada
como una definicion de la existencia de un verificador para (i.e. la verdad de) oraciones que contienen
negaciones:

v verifica =4 precisamente cuando v verifica(A—L).” Cook (2000) p.10.

65 Las formulas que gozan de aserfo son marcadas con / -cf. Heyting (1971) pp.103-104.
66 «_se usara, ademas la constante de falsedad (I6gica) << L >>...”. Alchourrén (1995) p.40.
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En relacién con la precedente simbolizacion comento lo siguiente:

(a) “...el punto normal de partida para definir la negacion intuicionista frecuentemente

involucra el condicional y una constante de falsedad primitiva (la cual es estipulada

siendo en principio no probable)” ¥, y

(b) en Intuitionism an Introduction, Heyting ejemplifica la nocion de contradiccion
considerando la proposicion @ = (V2 es racional ), lo cual le lleva a obtener (bajo
ciertos supuestos basados en argumentos conocidos y deducciones) resultados
contradictorios ®. Lo anterior sugiere que ~© goza de aserto, cuando probamos que

o1

* Demostremos que, bajo los axiomas del sistema G y la simbolizacion en (iii’),

B(~p) = ~B(g) .

Supongamos que B(~¢). De ello, ~¢ gozaria de aserto’”’, es decir, | ~@ . De esto
ultimo y (iii’), B ( ¢—L ), que con el axioma G’ levana que B (@) — B (L) .De

ello, y como en principio no es el caso que L es probable, concluimos que ~B (). >

57 Cook (2000) pp.9-10.
6% Cf. Heyting (1971) p.102

69 ., . . . .
En la presente demostracion consideraremos los axiomas del sistema G, sin suponer por ello, la

traduccion propuesta por Godel de las nociones primitivas de Heyting.

7 Recordemos que “...una proposicién matematica g siempre demanda una construccioén matematica
con ciertas propiedades dadas; ella puede ser afirmada [goza de aserto] tan pronto como una construccion
ha sido realizada. Decimos en ese caso que la construccion prueba a la proposicion g y la llamamos una
prueba de g .” Heyting (1971) p.102.

71@;: B(P)— (B(P—=Q) — B(Q)) -cf. Apéndice B. Dicho axioma equivale a

G2 B(P—Q)— (B(P)— B(Q)), axioma que indica la distribucion del operador probabilidad
sobre la implicacion.
72 El mismo resultado es demostrable (bajo los axiomas del sistema G), si la interpretacion en (iii) es

simbolizada como [ ~g siy solo si B ( B(g)—_L ). Pero también, si es simbolizada como
F ~¢ siysolosi B (B(e)—B(L)).
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No obstante el resultado precedente, como demostraremos en el apartado IV,

no sera el caso de la relacion condicional reflejada, es decir , ~ (~B () = B (~¢) ) ,

cuando ~ (B (~~¢p) — B (p) ) .Bajo tal condicion obtendriamos simplificadamente,

que no seria el caso que la negacion externa conllevare la interna, lo que diferiria del
atributo del significado semantico clasico de la negacion, el cual la negacion interna

implica la externa y viceversa.

Antes de finalizar este apartado y presentar a través de un modelo intuicionista en

una estructura modelo, cierto significado semantico intuicionista de los signos logicos

de £,, el cual es acorde con la precedente relacion condicional demostrada (relacion la

cual la negacion interna conlleva la externa), mencionaré lo siguiente. La llamada
negacion interna presenta cierta similitud con la negacion matematica nombrada por
Heyting; y la negacion externa, con la negacion factual. Pues en ésta ultima se niega
haber efectuado una construccion’, mientras que en la negacion matemdtica se efectua
una construccion, en la cual se deduce una contradiccién de suponer que cierta

construccién fuese realizada’™.

73 “Cualquier asercion matematica puede ser expresada en la forma: He efectuado la construccion A en mi
mente” ( Heyting (1972) p.19 -traduccion del autor ), siendo que, la negacion factual de dicha asercion es
“...No he efectuado la construccién A en mi mente...”. idem.

™ La negacion matemdtica de una asercion matematica “...puede ser expresada como He efectuado en mi
mente una construccion B, la cual deduce una contradiccion de la suposicion de que la construccion A
fuese realizada...”. Idem.
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I11.4 Significado semantico intuicionista de los signos logicos de z,.

En el apartado IIL.2 presentamos el significado clasico de los signos logicos de £,

respecto a una asignacion, la cual correlaciona a cada letra oracidon constituyente de

oraciones simbolicas, con uno y solo un posible valor de verdad (V-F). Mientras que el

significado semantico intuicionista de los signos logicos de £, , que extraeremos

directamente de la propuesta de Kripke ( Semantical Analysis of Intuitionistic Logic I),
lo presentaremos a través de un modelo intuicionista, el cual es una funcion binaria
cuyo rango representa dos posibles “valores de probabilidad”. Expongamos lo que
dicho autor define por un modelo intuicionista en una estructura modelo.

(13

Una estructura modelo ( intuicionista) se define como ...una terna ordenada
(G, K, R)donde K es un conjunto, G es un elemento de K, y R es una relacion
reflexiva y transitiva en K .” ”° El elemento G en general suele interpretarse como la
presente (inicial) “situacion de evidencia”, en la cual quiza tengamos suficiente
informacion para probar cierta proposicion. Mientras que los demas elementos de K
representan puntos del tiempo posteriores a G en que podemos tener varias piezas de
informacion adicional, ya sea con la cual probemos alguna proposicidon anteriormente
no verificada, ya sea para excluir la opinion de que cierta proposicion sera alguna vez

probada. Ademas, si en el tiempo H podemos obtener posteriormente suficiente

informacion para avanzar a H’, entonces decimos que HRH’ (H, H’ € K ) . ’°

7> Kripke (1965) p.94. Traduccion del autor.
76 Cf. Kripke (1965) pp.98-99.
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Un modelo intuicionista, en una estructura modelo ( G, K, R), es una funcion

binaria ¢ :Px K — {V,F} -donde ‘P es un conjunto de letras oracion de £, -, la cual
satisface la siguiente condiciéon: si ¢(P,H)=V y HRH’ (PP y H,H’ €K),

entonces ¢ (P, H’)=V."”

Aunque el rangode ¢ es { V,F } , Vy F no denotan verdad y falsedad
intuicionista, ya que representan “valores de probabilidad”, es decir, si “...en un punto
particular H del tiempo, tenemos suficiente informacidn para probar una proposicion A,
decimos que ¢ (A4, H)=V...” "® Por otro lado,“... ¢ (A4, H)=F no quiere decir que

A ha sido probada falsa en H. Ella simplemente (aun) no ha sido probada en H, pero

puede ser establecida después.”

El significado semantico intuicionista de los signos logicos de £,, asumiendo que

(@, H) y¢ (6, H) yahan sido definidas -donde tanto ¢ como 8 representan

respectivamente cualquier oracion simbdlica de £, , lo presentamos a través de la

siguiente definicion inductiva™:

@ ¢o(prOB,H) =V siysolosi ¢(p,H) =¢(O0,H) =V,

de otromodo ¢ (@2 6,H) =F.

b) ¢(pvO,H) =V siysolosi ¢(¢p,H) =V 6 ¢(6,H) =V,

de otromodo ¢(@ v O,H) =F.

7 Cf. Kripke (1965) p.94.
78 Kripke (1965) p.98.

" {dem.

80 Cf. Kripke (1965) p.94.
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(c) p(p—=60,H) =V siysolosi paratoda H’€K tal que HRH’,

op(p,H)=F 6 ¢(0,H’) =V; de otromodo ¢ ( p—6,H) =F.

d ¢(~p,H) =V siysolosi paratoda H’€ K tal que HRH’,

¢(p,H) =F; deotromodo ¢(~p,H) =F.

La definicion de la negacion, propuesta en la cldusula (d), es acorde con la

precedente relacion condicional demostrada en la seccion I11.3, ya que:

si ¢(~q@,H) =V,enpalabras, si ~ @ es probable en H,
entonces (de la clausula (d), particularizando, y dado que HRH -ya que R es una
relacion reflexiva) ¢ (@, H) = F, es decir, no tenemos una prueba de ¢ en H

(siendo aplicable dicha relacion condicional a cualquier H en K ).

No obstante, en lo que respecta a la mencionada relacion condicional pero reflejada,
existen modelos intuicionistas en estructuras modelo ( G , K, R ), que para cierta
H’e K es posible no tener una prueba de ¢ en H’, pero tampoco poseer una prueba de
~@ en H’. Por ejemplo: “Considérense los siguientes dos puntos del modelo que

contrarresta la ley del tercero excluido

P

G H

Tenemos ¢ (P,H) =V, ¢(P,G) =F.Yaque ¢(P,H) =V, ¢(~P,G)=F...

Intuitivamente, en la presente situacion G, atin no hemos probado P, ni podemos
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afirmar ~P , desde entonces permanece la posibilidad de que posteriormente generemos

suficiente informacion para avanzar a H y afirmar P.” ®!

En el modelo anterior, no es el caso que, P es probable en G, y tampoco es el caso
que, ~ P es probable en dicho punto. De ello, en la ‘situacion de evidencia’
representada por el punto G, no es el caso que la negacion externa (no es el caso que, P

es probable en G) conlleva la interna (~ P es probable en G) ¥

A partir de lo precedente sostenemos la siguiente tesis.
El significado semdntico cldsico de la negacion presenta un atributo, el cual estd
ausente en ciertos elementos que representan ‘situaciones de evidencia’, los cuales se
exhiben en algunos modelos intuicionistas asumidos en el significado semdntico

intuicionista de la negacion.

Finalizaré este apartado comentado lo siguiente. Kripke expone que
intuicionistamente la definicion inductiva dada anteriormente no funciona, pues ella
llama a la ley del tercero excluido tanto en la clausula (¢) como (d) 8 Por ello, propuso
definir un modelo ¢ comounmapeode ¢ (@, H) a {V, F }, el cual satisface las

clausulas (a)-(d) 3, tema desarrollado a través de teoria de categorias 8,

81 Kripke (1965) pp. 99-100. Para la inferenciade ¢ (P,H) =V a ¢(~P,G) =F nétese lo siguiente:
de GRH y ¢(P,H) =V,noes el caso que, para toda H’e K tal que GRH’, ¢ (P,H’) =F.Delo
anterior y la clausula (d), no es el caso que, ¢ (~P, G) =V, es decir, no tenemos una prueba de ~P en G.
%2 En el presente modelo guiaria a una contradiccion suponer que:

sino es el caso que, P es probable en G (negacion externa),

entonces ~P es probable en G (negacion interna).

No obstante lo precedente notemos lo siguiente. Dado que no tenemos una prueba de P en G, si G fuese
el tnico elemento de K, entonces ( a partir de la definicion en (d) ) obtendriamos que ¢ (~P,G ) =V, es
decir, ~P es probable en G. En dicho nuevo modelo, donde G seria el tinico elemento de K, la negacion
externa (no es el caso que, P es probable en G) conllevaria la interna (~P es probable en G).

83 «“Nétese que intuicionistamente, la definicion inductiva dada aqui no funciona, ya que ella claramente
llama a la ley del tercero excluido en la clausula (¢) y (d)...”. Kripke (1965) p.95.

84 «__.intuicionistamente, seria mejor definir un modelo ¢ como un mapeode ¢(A4,H) a {V,F},
donde A4 corre sobre formulas arbitrarias del calculo proposicional y el cual ocurre de acuerdo con las
clausulas (a)-(d)...”. Idem.

%5 Sobre dicho tema puede consultarse por ejemplo: Bell J.L. Toposes and Local Set Theories An
Introduction. Clarendon. Press. Oxford. E.U.A. 1988, pp.49-50.



II1.5 Cuadro comparativo.

Diferencia entre el significado semantico cldsico de la negacion y el significado

semantico intuicionista.

69

Definicion de proposicion.
Algo que puede decirse que es verdadero o que es falso.

“puede decirse”
como posibilidad

Clasicamente.

Para toda asignacion 4,

UYa(~p) <= ~UYa(@).

La negacion interna
implica la externa y
viceversa.

“puede decirse”
como autorizacion

Intuicionistamente.

Para toda H €K,

Bu(~¢) = ~Bu(g).

La negacion interna
conlleva la externa, y no
es el caso que: para todo
modelo para toda H € K,

UYa (@) selee: @ esverdad respecto a la asignacion A.

Bu (@) selee: @es probable en el punto H.

~ By (p) — Bu(~p).
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En el presente apartado inicialmente distinguimos el significado semantico de los

signos logicos de £, , del significado sintactico de dichos signos. Para ello consideramos

lo siguiente.

(1)

(i)

El significado semantico clasico se presenta respecto a una

asignacion de valores de verdad, y el significado semantico intuicionista,
asumiendo definido un modelo intuicionista en una estructura modelo (para
oraciones simbolicas del calculo de oraciones). En relacion con las asignaciones
mencionadas, cada una de ellas podria representar una “situacion posible”,
mientras que cada punto de Kripke (del conjunto K de una estructura modelo) se

interpreta como una “situacion de evidencia”.

En distincion al vinculo entre el significado semantico (ya sea clasico, ya

sea intuicionista) y las “situaciones” anteriormente mencionadas, el significado

sintactico de los signos logicos de £, lo fijan los axiomas y reglas de inferencia

del sistema proposicional considerado, con los cuales se delimitan relaciones

entre los signos logicos de dicho lenguaje simbolico £,. Delimitacion con

independencia ya sea de aplicar asignaciones de valores de verdad, ya sea de

evaluar cierto modelo intuicionista.

Posteriormente el significado semantico clasico de los signos logicos de £, (seccion

I11.2) fue presentado bajo la primera interpretacion de la definicion de proposicion

Pef.1 (seccion I1.2). En dicho significado, respecto al significado semantico clasico de

la negacion, se tiene que:

predicar la verdad como posibilidad de la negacion de una estructura
proposicional (respecto a cierta asignacion A), implica negar el predicar sobre

dicha estructura su verdad como posibilidad (respecto A), y viceversa.
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Lo anterior fue abreviado como Y, (~¢) <= ~Us(@) -donde UY4( @) se lee:

@ es verdad respecto a la asignacion A ( @ representa cualquier oracion simbolica

de £,).

De lo precedente (simplificadamente), en el significado semdntico clasico de la
negacion, convencionalmente, la negacion interna implica la externa y viceversa,
atributo del significado semantico clasico de la negacion, con el que exhibimos la
diferencia entre dicho significado y el significado semantico intuicionista (ver cuadro

comparativo -seccion IILS).

Antecediendo la presentacion del significado semantico intuicionista de los signos

logicos de £,, en la seccion II1.3 consideramos la segunda interpretacion de la

definicion de proposicion Bef.1 (expuesta en la seccion I1.2), lo que dio entrada a cierta
interpretacion intuicionista de los signos logicos extraida de la presentada por Heyting

en Intuitionism An Introduction.

En la mencionada seccion II1.3,

(1) simbolizamos la interpretacion intuicionista de la afirmacion de la certeza de la

negacion de una proposicion matematica (proposicion representable a través de

una oracion simbolica de £, ). Siendo dicha simbolizacion:
F ~¢ siysolosi B(p—1)

-donde B (@) se lee: pes probable, L es la constante de falsedad (logica) y

@ representa cualquier oracion simbolica de £,. Ademas,
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(i1) a partir de la simbolizacion anterior, y bajo los axiomas del sistema G de

Godel, demostramos que probar la negacion de una proposicion matematica

(proposicion representable a través de una oracion simbdlica de £, ), conlleva

negar que poseemos una construccion probatoria de dicha proposicion.

De manera abreviada: B (~¢) — ~B (¢ ). Simplificando lo

anterior, la negacion interna conlleva la externa.

El significado semantico intuicionista de los signos logicos de £, , el cudl

presentamos en II1.4 directamente de la propuesta de Kripke (Semantical Analysis of
Intuitionistic Logic I), preserva en cualquier punto de Kripke el resultado expuesto en el

parrafo anterior. De manera abreviada:

VHeK, Buy(~p) = ~Bu(p)

-donde K es un conjunto constituyente de una estructura modelo (intuicionista) y

By (p) selee: @ es probable en el punto H ( @ representa cualquier oracion

simbolica de £, ).

De lo precedente (simplificadamente), en el significado semdntico intuicionista de
la negacion, la negacion interna implica la externa. Sin embargo, existen modelos
intuicionistas en estructuras modelo ( G , K, R ), que para cierta H’e K es posible no

tener una prueba de ¢ en H’ y tampoco poseer una prueba de ~ ¢ en H’.
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De lo anterior sostuvimos la siguiente tesis.

El significado semdntico clasico de la negacion presenta un atributo, el cual estd
ausente en ciertos elementos que representan ‘situaciones de evidencia’, los cuales se
exhiben en algunos modelos intuicionistas asumidos en el significado semdntico

intuicionista de la negacion.

En el siguiente apartado demostraremos bajo que condicion no seria el caso de que la

negacion externa conlleve la interna.
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IV. Ley de doble negacion.

En este apartado diferenciaremos inicialmente, la estructura proposicional presente
en el esquema de la ley de doble negacion, de cierta simbolizacion resultante de suponer
a dicha estructura una ley o axioma. Ademas, interpretando dicha simbolizacion a través
de la interpretacion intuicionista de los signos logicos (seccion I11.3), exhibiremos lo
que permitiria afirmar negar que: la estructura proposicional en el esquema de la ley de
doble negacion goza de aserto. Lo cual (simplificadamente) sera ademas condicion
suficiente, para que no sea el caso de que la llamada negacion externa conlleve la
interna. Siendo que esto ultimo diferiria del atributo, del significado semantico clasico

de la negacion exhibido en el apartado anterior.

En la seccion IV.1 expondremos una transcripcion, de un ejemplo en el que
intuicionistamente falla la estructura proposicional presente en el esquema de la ley de
doble negacion. Ejemplo donde ademas exhibiremos una construccion, en la cual,
considerar la suposicion de cierta proposicion matematica sobre un generador de
numero (previamente dado) guiaria a una contradiccion. Lo que podria elucidar parte
del sentido de la palabra “construccion” (cf. final del apartado I) presente en la
interpretacion intuicionista, de la afirmacion de la certeza de la negacion de una

proposicién matematica.
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El esquema de la ley de doble negacion presenta la siguiente estructura proposicional

del lenguaje £, : ~~P — P 8 Si suponemos a dicha estructura una ley o axioma, esto

podria simbolizarse como f (~~P — P) *. Ademas, en logica clasica, la ley de doble

negacion enuncia la verdad de cualquier instancia de su respectivo esquema **, mas

intuicionistamente, el signo /- antecediendo a ~~P — P sefialaria que ~~P — P

gozaria de aserto *.

De la interpretacion intuicionista de los signos logicos (seccion I11.3), el que la

oracion simbodlica ~~ P — P gozase de aserto, querria decir, que poseemos una

construccion #, la cual, unida a cualquier construccion probatoria de ~~ P, da

automaticamente el efecto de una construccion probatoria de P. De lo anterior, aquel

caso de proposicidon matematica, digamos £ , tal que no es el caso que:

poseamos una construccion # , la cual, unida a cualquier construccion probatoria

de ~~g, daautomaticamente el efecto de una construccion probatoria de £,

permitird afirmar que no es el caso que ~~@& — & goza de aserto.

86 A partir del esquema de dicha ley y a través de la regla de reemplazamiento (presentada en la seccién
V.2) resultan oraciones simbolicas con la misma estructura “ ~~...—... 7.

¥7Cada una de las oraciones simbolicas que son consideradas axioma del célculo proposicional
intuicionista propuesto por Heyting es antecedida por el signo [ -cf. Heyting (1971) pp.105-106.

88« _.existen cuatro leyes logicas, cada una de las cuales enuncia la verdad de toda instancia de uno de los
cuatro esquemas, a saber: ... iv) Si no es el caso que no A, entonces es el caso que A, en simbolos,
~~A—A ... Aiv) se le llama por supuesto la ley de doble negacion...”. Dummett (1990) pp.21-22.

Dado que en la literatura se presentan ejemplos de proposiciones matematicas, en los cuales a partir de
la interpretacion intuicionista de los signos l6gicos falla la estructura proposicional presente en el
esquema de la ley de doble negacion (cf. Heyting (1971) pp. 104 y 17-18), consideraremos que lo
anteriormente enunciado por las leyes 16gicas es propio de la 16gica clésica.
¥Las formulas que gozan de aserfo son marcadas con - -cf. Heyting (1971) pp.102-104.
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En relacion con lo precedente, para cualquier oracion simbolica ¢ de £, si no es el

caso que, probar ~~ @ implique probar ¢ , entonces no tenemos una pruebade ~¢ y
tampoco de ¢ . Siendo que esto ultimo también es consecuencia, de que no sea el caso

de que @ sea absolutamente decidible (cf. Pef.2 en 11.2).

* Demostremos lo anterior.

1) Supongamos que ~ (B (~~p) — B (@) ) -donde B (¢p) se lee: ¢ es probable.
2) Del supuestoen 1), ~ (~B (~~¢) v B () ).
3) De lo anterior, ~~ B (~~p) A ~B (@) o

4) Ademas,

41) ~~B (~~¢p) — ~~~B (~@) -paraobtener dicha implicacion considérese

(1) que la negacion interna conlleva la externa,

en éste caso: B(~~q@) — ~B(~p) y

(i) que (P— Q) — (~ Q — ~ P ) es derivable
en el sistema proposicional intuicionista de

y Heyting .

42) ~~~ B (~p) — ~B(~p) "

5) De las relaciones condicionales en 4) y la conjuncién en 3), ~B (~¢p) A ~B (¢).

*De los axiomas del sistema proposicional intuicionista de Heyting As, Ag'y Azy (seccién V.1) es
derivable (~P v Q )= (P — Q). De ello, y como la oracién simbdlica (P— Q) = (~Q - ~P)
también es derivable en dicho sistema (cf. Gentzen (1969) p.58), podemos derivar que

~(P—=>0) = ~(-PvQ).

*'Para tal resultado considérese la siguiente oracion simbolica demostrable en el calculo proposicional
intuicionista de Heyting: ~(P v Q) = (=P A ~Q) (cf. Heyting (1971) p.104).

%2 Cf. Gentzen (1969) p.58.

En el sistema proposicional intuicionista de Heyting, ~~~P — ~P es una oracion simbolica
derivable, pero también lo es sobre la base de los axiomas del llamado sistema ‘B (de Brouwer)

-cf. Kolmogorov (1981) pp.425-426.
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Por lo anterior queda demostrado que
~(B(~~¢) = B(g)) —= (~B(~9) 1+ ~B(¢))

En palabras, sino es el caso que, probar ~~ ¢ implique probar ¢ , entonces no

tenemos una prueba de ~ ¢ y tampoco de ¢ .

El antecedente supuesto en la demostracion anterior, es decir,

~(B (~~@) — B (p)) (el cual simboliza simplificadamente lo que permitiria afirmar

negar que: la estructura proposicional presente en el esquema de la ley de doble
negacion goza de aserto —para @ representando una letra oracion), es ademas condicion

suficiente, para que no sea el caso de que la llamada negacion externa conlleve la

interna. Esto ultimo, en simbolos adecuados, ~ (~B (¢) — B (~¢) ) .

® Demostremos lo precedente.

1) Supongamos que ~ (B (~~¢) — B (@)).
2) De 1)y lo anteriormente demostrado, ~ B (~¢) A ~B ().
3) Ademss, ~B(¢) — ( (~B(p)—=>B(~p)) — B(~p) )™

4) De esto ultimo y simplificando la conjuncion en 2), ~ (~ B (@) — B (~¢) ).

% Del axioma A4 del sistema proposicional de Heyting (seccion V.1) y el teorema T

(Apartado A) derivable en dicho sistema (cf. Gentzen (1969) p.58), P — ( (P—=Q) —=Q ) es
derivable. Considerando lo anterior, para expresiones de cierto lenguaje simbdlicamente amplio,
obtenemos el exhibido resultado en el texto.
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Por lo anterior queda demostrado que

~( B(~~¢) = B(¢)) — ~(~B(¢p) — B(~¢)).

Finalizaré esta seccion comentado que, procediendo semejantemente, los resultados

anteriormente demostrados para 2 son obtenibles para By ( donde By () se lee:

@ es probable en el punto H ).
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IV.1 Ejemplo en el cual intuicionistamente falla ~~ P — P .

A continuacion presentaremos una transcripcion de un ejemplo en donde no es el
caso que, la prueba de la negacién de la imposibilidad de una propiedad sea una prueba
de la propiedad misma, ejemplo adjudicado a Brouwer °°. En el mencionado ejemplo,
no gozara de aserto que: la negacion de la imposibilidad de cierta propiedad implique a

dicha propiedad, mejor dicho, no es el caso que:

una construccion #, unida a cualquier construccion probatoria de la negacion

de la imposibilidad de cierta propiedad, da automaticamente el efecto de una

construccion probatoria de la propiedad misma.

La construccion z considerada se presenta con el siguiente generador de numero p %,

% Cf. Heyting (1971) pp.17-18.
% En Intuitionism An Introduction, Heyting expone la siguiente “Definicién 1. Una sucesion de Cauchy
de ntimeros racionales es un generador-numero real.” (Heyting (1971) p.16). Siendo que, “Una sucesion
{a,} de nimeros racionales es llamada una sucesion de Cauchy, si para cualquier nimero natural &
podemos encontrar un nimero natural n =n (k) , tal que | @nip - ay | < 1/k para cualquier
namero natural p .” (Idem).

Un ejemplo de sucesion de Cauchy es la sucesion 0.3, 0.33, 0.333, ..., es decir, la sucesion
{(10"™ — 1) / 3(10") } —donde n pertenece a los enteros positivos. Sucesion que, de acuerdo con la
definicion 1, es un generador-numero real.

Ademas, en relacion con el ejemplo en el cual intuicionistamente falla ~~ P — P, Heyting expone lo

siguiente:

(1) “Escribo la expansion decimal de 7w y debajo de ella la fraccion decimal p=0.333..., la cual
suspendo tan pronto como una sucesion de digitos 0123456789 se presente en . Siel 9 de la
primera sucesion 0123456789 en m es el n-ésimo digito después del punto decimal,

o = (10"-1)/3(10".” (Ibidem, pl7) y

(2) “Pero si decidimos que el generador-nimero p el cual he definido hace algunos momentos...”

(Ibidem, p.18).

Por lo anterior optamos por conservar (en la presente transcripcion) el término generador de numero
para p. Sin embargo, notese que lo correcto seria llamar generador de numero real a la sucesion
{(10"=1)/3(10™ } — donde n pertenece a los enteros positivos.
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[ 1/3 si es el caso que la sucesion 0123456789 no

| aparece en la expansion decimal de ,

| (10"—1) /3(10") sies el caso que la sucesion 0123456789

l aparece en la expansion decimal de &

- donde 7 seria el n-ésimo lugar después del punto decimal (lugar
expresado a través del respctivo entero positivo) que ocuparia el 9 de
la primera sucesion 0123456789, si ésta se presentase en la
expansion decimal de 7t *7,

Supongamos que p no pueda ser racional. De ello, la sucesion 0123456789 no
podria aparecer en la expansion decimal de m, pues si apareciere dicha sucesion
tendriamos una » fija, digamos n =ny, y como p seria igual al nimero racional

(10" —1) / 3(10™) , p seria racional. Mas si la sucesion 0123456789 no apareciere

en la expansion decimal de T, p seriaiguala 1/3,y de ello, p seria racional.

Notemos que la suposicion inicial guiaria a una contradiccion, de ello, no es el caso
que p no pueda ser racional. Sin embargo, no tenemos derecho a afirmar que p es
racional, pues esto querria decir, que podemos calcular los enteros ky m tales que

p=k/m?®

T Notese que si la sucesion 0123456789 no se presentase en la expansion decimal de 7t ,
p seriaiguala //3,loqueesiguala Iim ( (10"-1)/ 3(10") ).
n — oo

%Cf. Heyting (1971) pp.17-18.
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En relacién con esto ultimo comento lo siguiente. A través de induccion matematica

podemos demostrar, para toda n perteneciente a los enteros positivos, que

(10"=1) / 3(10") es racional *°. No obstante, para demostrar que p es racional,

requeririamos que “...o podamos indicar una sucesion 0123456789 en m o demostrar

que no puede aparecer tal sucesion.” '%°

De lo anterior, no es el caso que:

la construccion 2 con el generador de niimero p, unida a la construccion

probatoria de no es el caso que p no pueda ser racional, da el efecto de una

construccion probatoria de p es racional,

lo que intuicionistamente se considera como un fallo de la estructura proposicional

presente en el esquema de la ley de doble negacion .

Finalizaré este apartado comentando que existen una infinidad de expresiones
decimales de m, dependiendo del ultimo digito explicitamente expuesto. Por lo que,
el objeto a tal que a es expansion decimal de 7 es una descripcion definida impropia
(ya que mas de un objeto (sucesion) satisface ser expansion decimal de ) ' . Lo

anterior sugiere un calculo descriptivo, para abordar adecuadas simbolizaciones del

presente ejemplo.

?Considere para ello, que la suma entre nimeros racionales es un nimero racional, y que la
multiplicacion entre enteros es un nimero entero.

"“Heyting (1971) p.18 -traduccion del autor.

191“Otra forma del principio es ~~P — P . Hemos encontrado muchos ejemplos de proposiciones para

los cuales esto falla: el primero fue p es racional...”. Heyting (1971) p.104.
12¢Cf. Kalish (1980) p.307.
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En este apartado diferenciamos la estructura proposicional ~~P — P presente en el
esquema de la ley de doble negacién, de cierta simbolizacion resultante de suponer a

dicha estructura una ley o axioma: [~ (~~P — P) . Siendo que, bajo la interpretacion
intuicionista de los signos logicos (seccion II1.3), la simbolizacion anterior querria decir

que poseemos una construccion # , la cual, unida a cualquier construccion probatoria

de ~~ P, da automaticamente el efecto de una construccion probatoria de P.

En relacién con lo precedente, ~ (B (~~¢) — B (¢)) (donde B (@) se lee:

@ es probable, y @ representa cualquier oracion simbolica de £, ),

(1) simboliza simplificadamente lo que permitiria afirmar negar que: la estructura
proposicional presente en el esquema de la ley de doble negacion goza de aserto

(para @ representado una letra oracion), y
103

(i1) es ademas condicion suficiente para que ~ (~B (p) — B (~¢)) .

Simplificadamente: es condicion suficiente para que no sea el caso de que la
llamada negacion externa conlleve la interna. Siendo que esto ultimo diferiria del

atributo del significado semantico clasico de la negacion.

La transcripcion del ejemplo en la seccion I'V.1 (en el cual intuicionistamente falla la
estructura proposicional presente en el esquema de la ley de doble negacién), aunque
sustentaria excluir el axioma f (~~P — P) del sistema proposicional de Heyting
(sistema que exhibiremos en el siguiente apartado), sugiere un cdalculo descriptivo para

abordar adecuadas simbolizaciones de dicho ejemplo.

1% Dicho resultado también es obtenible para By en lugar de B.
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V. El sistema proposicional intuicionista de Heyting.

En la literatura del siglo pasado encontramos autores que propusieron
respectivamente, un sistema de axiomas para la ldgica de juicios intuicionista '**, y un
calculo proposicional intuicionista, desarrollado como un sistema formal y sobre la
base de ciertos axiomas '°°. Aunque tales propuestas se basaban en distintos conjuntos
de axiomas: (1) en los mencionados sistemas, cada una de las formulas consideradas

como axioma es (en notacidon contemporanea) una oracion simbolica del lenguaje

simbolico £, ; y (i1) en cada uno de los sistemas propuestos se excluye

[ (~~P —P) del conjunto de axiomas 19 En adelante llamaremos a dichas

propuestas sistemas proposicionales intuicionistas.

En este aparado iniciaremos comentando las propuestas mencionadas arriba sobre los
sistemas proposicionales intuicionistas tanto de Kolmogorov como de Heyting.
Posteriormente presentaremos, respectivamente en la seccion V.1 y la seccion V.2, los

axiomas del célculo proposicional intuicionista de Heyting; y las reglas de inferencia

adecuadas para oraciones simbolicas del lenguaje £, . Axiomas y reglas de inferencia

que, como expusimos en el apartado III, determinan el significado sintactico

" En On the principle of excluded middle, Kolmogorov expone que “...el primer axioma de la negacion
de Hilbert no puede ser un axioma de la 16gica de juicios intuicionista...” (Kolmogorov (1981) p.421
-traduccion del autor). Ademas llamo sistema B : al sistema de axiomas compuesto por los axiomas de
Hilbert para la implicacion, y un axioma para la negacion ofrecido por el mismo Kolmogorov

(cf. Kolmogorov (1981) p.422). Siendo que, las formulas probables sobre la base de los axiomas B
constituirian para Kolmogorov, la logica general de juicios (cf. Kolmogorov (1981) p.425).

Por lo anterior, y suponiendo que la ldgica general de juicios conlleva en particular la logica de juicios
intuicionista, consideraremos que Kolmogorov propuso implicitamente un sistema de axiomas para la
logica de juicios intuicionista.

195 Cf. seccion V.1
19 B que algunas propuestas exhibieran distintos conjuntos de axiomas, no anula algan posible vinculo
derivacional entre un conjunto de axiomas y otro.
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intuicionista de los signos 16gicos del lenguaje £, (bajo los axiomas del calculo

proposicional intuicionista de Heyting).

En la seccion V.3,

@D exhibiremos algunas oraciones simbolicas derivables en el sistema
proposicional intuicionista de Heyting, con las cuales delimitaremos el dominio

de aplicabilidad del esquema de la ley de doble negacion (delimitacion como la

realizada por Kolmogorov, bajo el sistema que llamaria sistema B -de Brouwer),

(1) tomando en cuenta cierta oracion simbolica derivable en el mencionado

sistema de Heyting, y considerando

(1) la primera interpretacion de la definicion de proposicion Pef.1
(seccion I1.2), a partir de la cual presentamos

(i1) el significado semantico clasico de la negacion (seccion 111.2)
-significado en el que simplificadamente la negacion interna

implica la externa y viceversa-

expondremos que: la estructura proposicional en el esquema de la ley de doble

negacion es verdad respecto a cualquier asignacion de valores de verdad, y

(IIT)  tomando en cuenta la oracién simbdlica mencionada en (II), y considerando el
significado semantico intuicionista de la negacion (seccion 111.4),
estableceremos que no es el caso que: la negacion de la estructura proposicional

en el esquema de la ley de doble negacion sea probable en el sistema de Heyting.
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Finalmente, en la seccion V.4 presentaremos un cuadro comparativo, en el que
diferenciaremos el significado semantico clasico de la negacion, del significado

semantico intuicionista de dicho signo, incorporando ademas, el significado sintéctico.
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El significado sintactico de los signos logicos del lenguaje £,, como expusimos en el

apartado III, lo determina los axiomas y reglas de inferencia presentes en el sistema
proposicional considerado (intuicionista de Heyting, clasico, ...). Axiomas y reglas de
inferencia, con los cuales derivamos teoremas que delimitan las relaciones entre los
signos 16gicos de cada sistema. Siendo que, dicha delimitacion se realiza con
independencia, ya sea de evaluar un modelo intuicionista en una estructura modelo
(para las oraciones simbdlicas en que se presentan tales conectivos), ya sea de asignarle

valores de verdad a las letras oracion involucradas.

En la literatura suelen proponerse (lo que llamaremos) sistemas proposicionales
intuicionistas, sistemas en los cuales, figuran distintos axiomas. Por ejemplo:
Kolmogorov (anticipado a la formalizacion de la 16gica intuicionista de Heyting)

presenta el sistema B -de Brouwer- actualmente conocido como el calculo minimo'”’.

En dicho sistema, figuran los axiomas de Hilbert para la implicacion'®®, ademas de
proponerse un axioma para la negacion (cuya verdad sigue de interpretar a tal signo
109)

légico, como la prohibicion de considerar el juicio que antecede como verdadero

Siendo que, en el sistema B se excluye el axioma P — (~P — (), axioma presente

en el sistema proposicional intuicionista de Heyting.

7Cf. introduccion de Wang Hau, al articulo On the principle of excluded middle, en Van Heijenoort
(1981) p.414.

1% Axiomas de Hilbert para la implicacion en el lenguaje £p.
P = (Q0—=P),

(P = (P—=0)) = (P=0),

(P = (0—=R)) = (Q—=(P—=R)),
(Q—=R)—= ((P—=Q)—=(P=R)).

AW N —

1% K olmogorov propone el siguiente axioma para la negaciéon: (P —-Q ) = ( (P —>~Q) — ~P )
-exhibo a dicho axioma en el lenguaje £,. Ademas expone que “La verdad del axioma propuesto sigue de

la mas simple interpretacion de la negacidn, la prohibicion de considerar el juicio como verdadero...”.
Kolmogorov (1981) p.422.
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No obstante la distincién anteriormente expuesta, tanto en el cadlculo minimo como

en el sistema de Heyting, - (~~P — P) esta ausente de los axiomas, pues para

Kolmogorov, la estructura proposicional anterior es infundada''’, mientras que Heyting,
presenta ejemplos de proposiciones para los cuales falla (como el expuesto en el

apartado anterior).

En las siguientes secciones presentaremos respectivamente, los axiomas del calculo

proposicional intuicionista de Heyting; y las reglas de inferencia adecuadas para

oraciones simbolicas del lenguaje £, . Axiomas y reglas de inferencia, que determinan

el significado sintdctico intuicionista de los signos logicos de £, (bajo los axiomas de

Heyting).

19 ¢f. Kolmogorov (1981) p.426.
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V.1 Axiomas del calculo proposicional intuicionista de Heyting.

“El calculo proposicional intuicionista ha sido desarrollado [A. Heyting 1930] como

un sistema formal con A, v, =, ~ como constantes...y sobre la base de los

5 111 112

siguientes axiomas” ', o sobre la base de las siguientes formulas axioma " :

A. fF (P — (PaP)),

Az F ((PrQ) = (QaP)),

Az F ((P=Q) = ((PAR) = (QAR))),
A, F (((P=Q) A (Q—R)) = (P—=>R)),
As. F (0= (P=0)),

A F ((PAr(P=Q)) = 0),

A, F (P = (PvQ)),

As. F ((Pv Q) — (QvP)),

As. [ (((P=R)A(Q—=R))—= ((PvQ)—R)),
Aw. F (~P = (P—=0)),
Au. F (((P=Q) A (P—~0)) = ~P).

En las estructuras proposicionales anteriores, cada letra capital es una letra oracion

de £,,la cual ademads es una oracion simbolica de dicho lenguaje (tales letras son

llamadas en algunos textos: variables proposicionales)

" Heyting (1971) p.105. Traduccién del autor.
"2 En Heyting (1971), cada axioma presentado es cierta oracion simbolica de £, antecedida por el

signo }, indicando con ello que goza de aserto (cf. Heyting (1971) pp. 103 y 105-106). Mientras que en
Gentzen (1969), respecto a las formulas axioma de la 16gica proposicional intuicionista (cada una de las

cuales es (en notaciéon contemporanea) una oracion simbdlica de £, ), da sefia previa de pertenencia a un
sistema de formulas verdaderas (cf. Gentzen (1969) pp.55-56).
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V.2 Reglas de inferencia.

Las reglas de inferencia consideradas en el presente sistema proposicional
intuicionista son (1) el esquema de inferencia modus ponens (MP) para oraciones

simbolicas (las cuales representaremos tanto por ¢ como ) :

y (2) la regla de reemplazamiento (R): a partir de una formula axioma, digamos ¢,
resulta otra oracion simbdlica, cuando reemplazamos cada ocurrencia de una misma
letra oracion que se presenta en @, por la oracion simbdlica, digamos y , siempre que

coloquemos la misma y en cada lugar de la letra oracion considerada 4

'3 Gentzen presenta la regla de inferencia en consideracion, a través de la siguiente regla operacional:
si ¢ y @ —y son formulas verdaderas, también lo es y - donde tanto ¢ como y sirven “...como
variables sintacticas, i.e., como variables para nuestras deliberaciones sobre la aritmética.” (Gentzen
(1969) p. 54 -traduccioén del autor). Por otro lado, con el lenguaje completo de la de la 16gica de primer
orden, Posy exhibe un sistema formal donde se axiomatiza la 16gica intuicionista, prescribiendo ademas,
que contenga reglas y axiomas para cada particula loégica. Siendo que la regla de modus ponens, la
presenta como

A A—B.

B

Cf. Posy (2005) pp.336-337.
14 Cf. Gentzen (1969) pp. 57-58. La regla de reemplazamiento expuesta, a distincion de la presentada por
Gentzen, se restringe exclusivamente para variables proposicionales sin argumento, es decir, para letras
oracion.
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V.3 Oraciones simbélicas derivables.

La sucesion de oraciones simbdlicas, cada una de las cuales es o una formula
axioma, o resulta de una formula axioma por la regla de reemplazamiento, o resulta de
las oraciones simbdlicas anteriores por aplicacion del esquema MP es llamada una
derivacion. Ademas, una oracion simbolica es llamada derivable, si existe una

derivacién en la cual es la tiltima oracién simbélica de la sucesiéon'"®

. Al respecto,
notemos que cuando se finaliza la derivacion de cierta oracion simbolica presentamos
un argumento racionalmente obligatorio que la establece, el cual es aplicable a cualquier
instancia de dicha oracidon simbolica (realizando los reemplazamientos adecuados en la

derivacion). De ello, cada una de tales oraciones simbolicas es absolutamente

decidible'".

En el presente sistema proposicional, cada una de las siguientes oraciones simbolicas
es derivable, independientemente de que las letras oracion constituyentes (variables

proposicionales) representen proposiciones “decidibles” (“indecidibles”).

. ~~(~P — P) ,

2. ~~(P =~0) = (P =~0),

115 Cf. Gentzen (1969) p.55 y 57-58. De la exposicion de Gentzen sobre lo que es el complemento formal
de una prueba (el cual llama una derivacion), y suponiendo la copula como es lo mismo que, obtenemos
lo presentado en este texto.

En adicion a lo anterior, cada una de las formulas del sistema proposicional intuicionista extraible de

Gentzen (1969) es (en notacion contempordnea) una oracion simbolica de £, . Por lo anterior, en el

presente apartado substitui el término formula en Gentzen (1969), por el término oracion simbolica (s6lo
conservé el término formula axioma).

No obstante lo precedente, en el calculo de cuantificadores “Por una oracion simbolica se entiende una
férmula simbdlica en la cual ninguna variable es libre” (Kalish (1980) p.124). De ello, para ciertos
calculos simbdlicos, no es el caso que cada féormula simbdlica sea una oracion simbolica.

"6 Sobre el término absolutamente decidible confrontese la seccion I1.2.
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3. ~~(~P) = (~P) ,

4. ~~(~P 2 ~0) = (~P 2 ~0) '

(1) El dominio de aplicabilidad del esquema de la ley de doble negacion queda
delimitado en el presente sistema proposicional intuicionista de Heyting, a través de las
oraciones simbolicas en 2-4. La oracion simbolica, que sea una instancia de
cualesquiera de tales oraciones simbolicas ( 2-4 ), también es una instancia del esquema
de la ley de doble negacion, la cual goza de aserto (independientemente de que esté
constituida de oraciones con las que simbolicemos proposiciones “decidibles” -

“indecidibles™ ).

Al respecto del presente dominio de aplicabilidad, Kolmogorov introduce los
simbolos ‘4,‘B, ‘C... , los cuales denotan ... juicios arbitrarios para los cuales el juicio

mismo sigue de su doble negacion” ''* . Siendo que bajo el sistema B , tanto los juicios

negativos (cf. 3) como los juicios del tipo ‘4 — ‘B (cf. 2) son juicios del tipo ‘4 '"°.

"7 a derivacion “simplificada” de la oracién simbélica (con la misma estructura que) en /, asi como en 2
se realiza en el Apéndice A (las derivaciones son “simplificadas” pues en dichas derivaciones, algunas
oraciones simbolicas resultan de la aplicacion de la regla de reemplazamiento a oraciones simbdlicas (en
lugar de formulas axioma) que ya han sido derivadas en otros textos).

La oracién mostrada en 3 se deriva directamente de los teoremas T; y T, , teoremas expuestos
también en el apéndice anteriormente mencionado.

Para la derivacion de la oracion en 4 considérese que tanto ~~ (~PA~Q) = ~~(~P), como
~~ (~P ) — (~P ) sonoraciones derivables en el presente sistema proposicional intuicionista de
Heyting.

La oracién en 2 puede derivarse (bajo el sistema B) a partir de las siguientes formulas probadas por
Kolmogorov: (46) ~~ (P — Q) —- (P - ~—~Q0) vy (36) ~~(~P) — (~P)
(cf. Kolmogorov (1981) pp.427 y 426 —expongo a dichas oraciones simbdlicas en notacion
contemporanea). Mientras que sobre la oracion derivable mostrada en 3 menciono lo siguiente: Brouwer
demostré que lo absurdo de lo absurdo de lo absurdo es equivalente con lo absurdo (cf. Brouwer
(1925) p.253).

"8 K olmogorov (1981) p.425.
19 Cf. Kolmogorov (1981) pp.425-427.



97

(II') A partir de la oracion simbdlica ~~ ( ~~P — P ), la cudl es derivable en

el presente sistema proposicional intuicionista, y considerando

(i) la primera interpretacion de la definicion de proposicion Bef.1 (seccion I11.2), y

(i1) el significado semantico clasico de la negacion presentado a partir de la
mencionada interpretacion (significado en el que simplificadamente la

negacion interna implica la externa y viceversa)

es posible exponer, basdndose en oraciones simbolicas que gozan de aserto en sistemas
formales intuicionistas, que la estructura proposicional en el esquema de la ley de doble

negacion es verdad, respecto a cualquier asignacion de valores de verdad.

Expongamos lo anterior .

* La sucesion de oraciones simbolicas en la que es derivable ~~ ( ~P — P )

- Apéndice A- podemos reordenarla como un argumento vdalido en el calculo de
oraciones, cuyas premisas son las instancias de axiomas (o de oraciones simbdlicas

previamente derivadas —teoremas) presentes en dicha sucesion, y cuya conclusion es

~~(~P = P).

* “Ya que un argumento simbdlico es valido en el calculo de oraciones justo en caso

s 121

de que la conclusion es implicada tautologicamente por las premisas” *', no existe una

'20°En dicha exposicion implicitamente no distinguiremos (incorrectamente) el término verdadero del
término verdad, ya que tal tema sobrepasa las pretensiones del presente trabajo.
121 K alish (1980) p.99.
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asignacion de valores de verdad con respecto a la cual, simultineamente, cada una de

las premisas anteriormente mencionadas tiene el valor de verdad ¥y la conclusion F '*2.

* De lo precedente, si cada una de las formulas axioma del presente sistema
(proposicional intuicionista de Heyting) enuncia la verdad de cualquier instancia de su
respectivo esquema (para cualquier asignacion de valores de verdad), entonces no es el
casoque, ~~ ( ~~P — P ) es falsa (respecto a cualquier asignacion)'** . Lo que,
considerando la primera interpretacion de la definicion de proposicion (seccion 11.2),
lleva a establecer que ~ ~ (~~P — P ) es verdad (respecto a cualquier asignacion 4

de valores de verdad) '**.

* De lo anterior, y dado que en el significado semantico cléasico de los signos 16gicos,

predicar la verdad como posibilidad de la negacion de una estructura
proposicional (respecto a cierta asignacion A), implica negar el predicar sobre
dicha estructura su verdad como posibilidad (respecto A), y viceversa

(cf. seccion 111.2),

llegamos al siguiente resultado: no es el caso que no es el caso que, ( ~~P — P )

es verdad (respecto a cualquier asignacion 4). Ademas, de la mutua exclusion entre los

122 Cf. Kalish (1980) pp.99-100.
123 Para tal deduccion considérese lo siguiente: (i) en el calculo de predicados intuicionista de primer
orden, “~Jx Px — Vx ~Px” goza de aserto (cf. Heyting (1971) p.107), y (ii) en el calculo proposicional
intuicionista de Heyting, “~(P A Q) — (P—~(Q)” gozaria de aserto ( cf. apartado VII (II) =).
124 De la primera interpretacién de la definicion de proposicion, respecto a una asignacion A de valores de
verdad, ~ ~ (~~ P — P ) es verdadero (respecto A) o ~~ (~~ P — P ) es falso (respecto A).
Dado que no es el caso que, ~~ (~~ P — P ) es falsa (respecto a cualquier asignacion), concluimos
que ~~(~~ P — P) es verdadero (respecto a cualquier asignacion).

Para la precedente deduccion considérese que “( PvQ A ~P) — Q7 es derivable en el presente
sistema proposicional intuicionista, y clausurese la definicion anteriormente mencionada, respecto a las
asignaciones de valores de verdad.
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valores de verdad que tiene una proposicion obtenemos que: si ( ~~P — P ) es

falsa (respecto A), entonces no es el caso que, ( ~~P — P ) es verdad

(respecto A) '%°.

* De los dos resultados precedentes, no es el caso que, ( ~~P — P ) es falsa
(respecto a cualquier asignacion A). Finalmente, considerando nuevamente la primera
interpretacion de la definicion de proposicién, concluimos que ( ~~P — P ) es
verdad (respecto a cualquier asignacion 4), si cada una de las formulas axioma (del

presente sistema proposicional intuicionista) enuncia la verdad de cualquier instancia de

su respectivo esquema (para cualquier asignacion de valores de verdad) '*°.

125 . . . L
“...con respecto a una asignacion A4, cualquier oracion simbdlica tiene uno de los dos valores de

verdad V o F, pero no ambos.” (Kalish (1980) p.88) Expresando tal mutua exclusion (entre los valores de
verdad de una oracidn simbolica) como

no es el caso que: @ es verdad (respecto A) y ¢ es falsa (respecto A)

-donde ¢ representa cualquier oracion simbolica de £, -,

‘

y considerando que “~(P A Q) — (P—~(Q)” gozaria de aserto en el calculo proposicional
intuicionista de Heyting, obtenemos lo siguiente.
Si (~~ P — P) es falsa (respecto 4), entonces no es el caso que, (~~ P — P ) es verdad (respecto A4).
126 A través de una deduccion semejante podemos establecer, prescindiendo de la derivacion de
~~(~~ P — P), que respecto a cualquier asignacion 4, si ~~ P es verdad (respecto 4) entonces
P es verdad (respecto 4) . No obstante, para deducir de lo anterior (y el significado semantico clasico de
la implicacion) que “( ~~ P — P ) es verdad (respecto 4)” requeririamos que “(P = Q)—=>(~P v Q)"
fuese derivable, lo que permitiria derivar “ P v ~ P ” (estructura proposicional presente en el esquema de
la ley del tercio excluso, ley “rechazada” en el intuicionismo 16gico).

Alternativamente podemos exponer el presente resultado considerando (i) la primera interpretacion de
la definicion de proposicion y (ii) la oracidon simboélica “( Pv~P) — (~~ P — P) ", lacual es
derivable en el sistema proposicional intuicionista de Heyting (entre otras consideraciones).
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( IIT') Finalizaremos esta seccion comentando lo siguiente.

En distincion a lo anteriormente expuesto, la derivacionde ~~( ~~P — P )
es el complemento formal, de una prueba en el sistema proposicional intuicionista de

Heyting, de la negacion de la estructura proposicional ~( ~~P — P ).

En adicidn a lo anterior, recordemos que del significado semantico intuicionista de la

negacion (presentado en la seccion 111.4):

para cualquier punto H’ de Kripke (donde H’e K y K es un conjunto constituyente

de una estructura modelo intuicionista), probar en H’ la negacion de una

oracion simbolica de £, , implica negar que poseemos una construccion

probatoria en H’ de dicha oracion.

De lo precedente, y suponiendo que con cierto punto H de Kripke representamos un

punto en el tiempo, en el cual tenemos la informacion respectiva del significado

sintdctico intuicionista de los signos logicos de £, 127 establecemos que:

no es el caso que, ~ ( ~~P — P ) sea probable en el sistema

proposicional intuicionista de Heyting 128

Notemos que lo anterior difiere de probar la estructura presente en el esquema de la

ley de doble negacion.

127 . . . e . ..
Alternativamente podemos suponer cierto modelo intuicionista ¢, “acorde” al mencionado significado,

tal que para cualquier oracion simbolica ¢, la cudl sea derivable en el sistema proposicional intuicionista

de Heyting, ¢, ( ¢, H) seaigualaV -VHE K.
128« _si ya tenemos una prueba de 4 en la situacion H, entonces podemos aceptar A como probada en
cualquier situacion H’ posterior...” (Kripke (1965) p.99). De lo anterior, y ya que en cualquier punto de
Kripke la negacion interna conlleva la externa, el resultado expuesto en el texto se presentd en modo

subjuntivo.
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V.4. Cuadro comparativo.

Diferencia entre el significado semantico cléasico de la negacion y el significado

semantico intuicionista, incorporando el significado sintactico.

Definicion de proposicion.
Algo que puede decirse que es verdadero o falso.

“puede decirse” “puede decirse”
como posibilidad como autorizacion
Clésicamente. Intuicionistamente.
Para toda asignacion A, Para toda HeK,
UYs(~p) <= ~TUa(p). Bu (~¢) — ~Bu(p).
La negacion interna La negacion interna
implica la externa y conlleva la externa, y no
viceversa es el caso que: para todo
modelo para toda H € K,

~Bu(9) = Bu(~9).

En el presente sistema proposicional intuicionista de Heyting

F o~ (.-P—>P) F~~ (‘-P—>P)

Para toda asignacion A, Para toda HeK,
~By(~(~~P— P)).
Ua (—~P — P). Ademas, para ciertas

oraciones simbolicas ¢
degy, F~~¢ = ¢ .

UYa (@) selee: @esverdad respecto a la asignacion A.

Bu (@) selee: @es probable en el punto H.

%k * %k
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En el presente sistema proposicional intuicionista de Heyting, la oraciéon simbolica

que sea una instancia de cualquiera de las siguientes oraciones simbolicas de £,,

también es una instancia que goza de aserto del esquema de la ley de doble negacion:

(1) ~~(P = ~0) = (P = ~0),
(i) ~~(~P) = (~P) y
(iif) ~~(~P 2 ~0) = (~P 2 ~0)

A partir de lo anterior delimitamos el dominio de aplicabilidad del esquema de dicha

ley, para los siguientescasos: (¢ — ~0) , ~¢ ,(~@ A ~0)

-donde tanto ¢ como 6 representan respectivamente, cualquier oracion simbolica de £,

la cual, podria representar una proposicion ya sea “decidible” (“indecidible”), ya sea

sobre conjuntos transfinitos.

Ademas, a partir de la oracion simbodlica ~~ ( ~~P — P ) derivadaen el

mencionado sistema proposicional de Heyting, y considerando

(1) la primera interpretacion de la definicion de proposicion Bef.1 (seccion I1.2) y

(i1) el significado semantico clasico de la negacion (seccion I11.2)

expusimos que: la estructura proposicional en el esquema de la ley de doble negacién es
verdad respecto a cualquier asignacion de valores de verdad, si cada una de las formulas
axioma (del sistema proposicional intuicionista de Heyting) enuncia la verdad de
cualquier instancia de su respectivo esquema (respecto a cualquier asignacion de

valores de verdad).



103

No obstante, a partir de la oracién simbdlica ~~ ( ~~P — P ) derivada en el
sistema de Heyting, y considerando el significado seméntico intuicionista de la
negacion, obtuvimos que no es el caso que, ~ ( ~~P — P ) sea probable en el

sistema proposicional intuicionista de Heyting.

Queda asi examinada la ley de doble negacion bajo el sistema proposicional

intuicionista de Heyting.
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VI. Conclusiones.

En An Introduction to Logic and Scientific Method, Cohen expone que una
proposicion, para los propositos de la logica, suele definirse como algo que puede
decirse que es verdadero o falso (pero no simultineamente ambos). Lo anterior,
suponiendo que la copula se distribuye sobre cada disyunto, sugiri6 la siguiente

definicion:

Pef.1. Una proposicion es algo que puede decirse que es verdadero o que es falso

(pero no simultaneamente ambos).

A partir de interpretar los términos “puede decirse que es verdadero o que es falso”
(en Pef.1) refiriéndose a los posibles valores de verdad de una proposicion

consideramos que: una asignacion correlaciona a cada letra oracion (minima estructura

proposicional de £, constituyente de oraciones simbdlicas), uno y solo un posible valor

de verdad (V-F).

Dado lo anterior, respecto a una asignacion A de valores de verdad presentamos el

significado semantico clasico de los signos logicos (del lenguaje simbolico £,). Siendo

que, en el significado semantico clasico de la negacion,

predicar la verdad como posibilidad de la negacion de una estructura
proposicional (respecto a cierta asignacion A4), implica negar el predicar sobre

dicha estructura su verdad como posibilidad (respecto A), y viceversa.
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Lo precedente fue abreviado como Uy (~¢) <= ~ U4 (@) -donde Uy ( @) se lee:

@ es verdad respecto a la asignacion A ( @ representa cualquier oracion simbolica de

£p ). Simplificando lo anterior: en el significado semdntico cldsico de la negacion,

convencionalmente, la negacion interna implica la externa y viceversa.

En distincion a la precedente interpretacion, cuando consideramos

(1) que en la definicion de proposicion (Bef.1), con los términos “puede decirse
que es verdadero o que es falso”, exponemos el que se autoriza decir la verdad

0 en su caso se autoriza decir la falsedad de lo que seria una proposicion, y

(i1) que una prueba de cierta proposicion matematica autoriza decir la

verdad de dicha proposicion,

da lugar a interpretar los conectivos logicos, explicita o implicitamente, a través de

. . 129
construcciones probatorias ~.

El considerar la interpretacion anterior (de la definicidon de proposicion) dio entrada
a cierta interpretacion intuicionista de los signos logicos, la cual se extrajo de la
presentada por Heytinh en Intuitionism An Introduction. Siendo que, en el caso de la
interpretacion intuicionista de la afirmacién de la certeza de la negacion de una

proposicién matematica, dicha interpretacion se propuso simbolizarla como:

F ~¢ siysolosi B(p—1)

129 . . . . . . .

Heyting llamaria una prueba de g : a una construccion matematica realizada con ciertas propiedades
dadas, construccion demandada por una proposicion matematica g . En la presente tesis, lo anterior fue
abreviado llamandole construccion probatoria de & .
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-donde F es el simbolo para aserto, B (@) selee: @ es probable, L es la constante

de falsedad (logica) y @ representa cualquier oracion simbolica de £, .

A partir de la precedente simbolizacion, y bajo los axiomas del sistema G de Godel

(Apéndice B), demostramos que:

probar la negacion de una proposicion matematica (proposicion representable a

través de una oracion simbolica de £, ), conlleva negar que poseemos una

construccion probatoria de dicha proposicion.

Lo anterior fue abreviado como B (~¢) — ~ B (@), de lo que simplificadamente

se dijo: la llamada negacion interna conlleva la externa. Sin embargo, no es el caso que

la negacion externa conlleve la interna, cuando ~ ( B (~~¢) — B (@) ). Siendo

que esto ultimo simboliza simplificadamente, lo que permitiria afirmar negar que: la
estructura proposicional presente en el esquema de la ley de doble negacion goza de

aserto (para @ representando una letra oracion).

El significado semantico intuicionista de los signos logicos de £, , el cual fue

presentado directamente de la propuesta de Kripke en Semantical Analysis of
Intuitionistic Logic I, preserva en cualquier punto de Kripke el resultado exhibido

arriba, es decir,

VHek, By (~p) — ~Bu(p)
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-donde K es un conjunto constituyente de una estructura modelo (intuicionista),

Bu (@) selee: @ esprobable en el punto H y @ representa cualquier oracion

simbolica de £,.

De lo anterior dijimos simplificadamente que: la llamada negacién interna
conlleva la externa. Sin embargo, existen modelos intuicionistas en estructuras modelo
(G,K,R), que paracierta H’€ K es posible no tener una prueba de ¢ en H’, pero
tampoco poseer una prueba de ~ @ en H’. En tales elementos de K no es el caso que la
llamada negacion externa implica la interna, lo que difiere del atributo del significado
semantico clasico de la negacion, en el cual, la negacion interna implica la externa y

viceversa.

A partir de lo precedente llegamos a sostener la siguiente tesis.

El significado semdntico clasico de la negacion presenta un atributo, el cual estd
ausente en ciertos elementos que representan ‘situaciones de evidencia’, los cuales se
exhiben en algunos modelos intuicionistas asumidos en el significado semdntico

intuicionista de la negacion.



109

Una vez diferenciado el significado semantico clasico de la negacion del significado
intuicionista de dicho signo, la ley de doble negacion fue examinada bajo el sistema
proposicional intuicionista de Heyting (apartado V). Para dicho examen procedimos

como a continuacion expongo.

A partir del significado sintactico intuicionista de los signos logicos de £,

(significado bajo los axiomas del célculo proposicional intuicionista de Heyting), y

considerando

(i) la primera interpretacion de la definicion de proposicion Bef.1 (seccion I11.2) y

(i1) el significado semantico clasico de la negacion (seccion 111.2)

expusimos que: la estructura proposicional en el esquema de la ley de doble negacién es
verdad respecto a cualquier asignacion de valores de verdad, si cada una de las formulas
axioma, del sistema proposicional intuicionista de Heyting, enuncia la verdad de
cualquier instancia de su respectivo esquema —para cualquier asignacion de valores de

verdad.

No obstante lo anterior, a partir del mencionado significado sintactico, y
considerando el significado semantico intuicionista de la negacion, obtuvimos que no es

el caso que:

la negacion de la estructura proposicional en el esquema de la ley de doble negacion

sea probable en el sistema proposicional intuicionista de Heyting.
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En relacién con lo precedente, a través del sistema proposicional intuicionista de
Heyting delimitamos el dominio de aplicabilidad, del esquema de la mencionada ley

para las siguientes casos:

(i) p — ~0
(i1) ~@ 'y
(iii) ~¢ A ~0

-donde tanto ¢ como O representan respectivamente, cualquier oracion simbolica de £,.

Finalizaremos este examen exponiendo algunos comentarios criticos en el siguiente
apartado, mas antes de ello menciono lo siguiente. El ejemplo examinado, en el cual
intuicionistamente falla la ley de doble negacion (seccion IV.1), sugiere un calculo
descriptivo intuicionista para abordar adecuadas simbolizaciones de los términos
involucrados. Un antecedente en el que se proponen distintos tipos de variables
proposicionales para distinguir aquellos juicios los cuales siguen de su doble negacion,
de los juicios de la llamada logica general de juicios, 1o encontramos en Kolmogorov
On the principle of excluded middle. No obstante, “Debe ser recordado que ningun
sistema formal puede probarse representar adecuadamente una teoria intuicionista.

Siempre permanece un residuo de ambigiiedad en la interpretacién de los signos...” '*°

0 Heyting (1971) p.106 -traduccion del autor.
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VII. Comentarios criticos.

(1) En la seccion I11.4, directamente de la propuesta de Kripke en Semantical

Analysis of Intuitionistic Logic I , presentamos el significado semantico intuicionista de

los signos logicos de £, . En dicha propuesta, un modelo intuicionista en una estructura
modelo (G, K, R) es cierta funcion binaria ¢: P x K — {V,F} -donde P es
un conjunto de letras oracién de £, , y K es un conjunto en el que cada elemento o

punto de Kripke se interpreta como una ‘situacion de evidencia’.

En relacién con lo problematico que podria resultar definir un modelo intuicionista

(en una estructura modelo) como una funcion binaria(¢: P x K — {V,F})

comento lo siguiente.

*si (G, K, R) esuna estructura modelo intuicionista y ¢: P x K — {V F}

esunmodeloen (G,K,R),entonces VYV PeP VHeK, ¢(P,H)=V o

¢(P,H)=F.

Demostracion.

Sean ( G, K, R) una estructura modelo intuicionista, ¢ : P x K — {V, F}

unmodeloen (G,K,R) , PPy He K. Demostremosque ¢(P,H)=V o

¢(P,H)=F.
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Como PePy HeK , (P,H) € P x K.Deello,ydado que ¢ esuna
funciéonde P x K a {V,F}, obtenemosque ¢ (P,H)e {V,F} "' Deesto

ltimo, ¢ (P,H)=V o ¢(P,H)=F"? que eslo que querfamos demostrar.

* De lo demostrado, si probasemos que cierta terna (G, K, R) es una estructura

modelo intuicionista y ¢: P x K — {V,F} unmodeloen (G, K, R), entonces
quedaria probado V PP VHeK, ¢(P,H)=V o ¢(P,H)=F .Deello

(y bajo tal condicién), V PP Y He K , Pes probable en H o no es el caso que,

P es probable en H '**. Siendo que, la disyuncién anterior es una instancia de la ley del

tercio excluso, para cierta ampliacion del lenguaje £, .

* Por lo anterior, definir un modelo intuicionista (en una estructura modelo) como

una funcion binaria ¢: P x K — {V,F }, bajo la prueba de ciertas condiciones,

involucra una instancia de la ley del tercio excluso, cuyo respectivo principio es

“rechazado” en el intuicionismo légico.

P! Como (P,H)E Dom¢p y Codp ={¢(P,H) |(P,H)E Dom¢ } (cf. Amor (1997) p.27),
¢(P,H)€E Codg, es decir, p(P,H)E { V,F } .

B2Como ¢ (P,H)E{V,F} v ¢(PH)E{V.F} & (¢(P,H)=V v ¢(P,H)=F)
(cf. Amor (1997) p.3) obtenemos que ¢ (P,H)=V o ¢(P,H)=F.

133 Para tal inferencia (implicitamente) consideramos que el axioma G, :B(P) =P

(del sistema G de Godel -Apéndice B) es aplicable para un lenguaje ampliado simbolicamente. Asi si
[ VPEPVYHEK, ¢(P,H)=V 0 ¢(P,H)=F ]| esprobable,
entonces VPP VHeK, ¢(P,H)=V o ¢(P,H)=F.
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(IT) En la literatura existen ciertas traducciones de nociones clésicas de signos
16gicos a nociones intuicionistas'**, asi como correspondencias de formulas elementales
con formulas de la pseudomatematica'”, las cuales (implicitamente) involucran la ley
de doble negacion “rechazada” en el intuicionismo logico. Por ejemplo: traducir
P— O como ~ (P A~Q) " involucra la ley de doble negacidn, pues bajo los

axiomas del sistema proposicional intuicionista de Heyting:

F(—~P—P) siysolosi f (~(PAr~Q) —= (P—0)).

Demostracion.

=] Supongamos que f (~~P —P ).
Como f((~(PaQ)aP)—>~0)"y
F(((PrQ)—=R) = (P—=(Q—>R)) )" obtenemos que
F(~(PrQ) = (P—>=~0)).
De esto Gltimo y el supuesto inicial,

F(~(Pr~0Q) = (P=>0))

134 . . . . , . .
“...si traducimos respectivamente las nociones cldsicas ~p, p —=¢q, p vq, p *q por las siguientes

nociones intuicionistas =p, = (pA=q),=(=p A -q), p Aq,entonces cualquier formula clasica

[[valida]] también se sostiene en [el calculo proposicional intuicionista] H.” (Godel (1986a) p.287).
Notemos que en el antecedente anterior se deja corresponder la negacion ( ~ ) con lo absurdo ( = ).

135 Cf. Kolmogorov (1981) pp.427-428.

136 En relacion con la traduccion propuesta considérese lo siguiente.

“Hablando desde la hermenéutica, para aplicarle el tamiz de la epistemologia, hay tres tipos principales
de interpretacion: la interpretacion-lectura, la interpretacion-explicacion y la interpretacion que es al
mismo tiempo lectura y explicacion.” (Beuchot (1990) p.28).

En la interpretacion que es al mismo tiempo lectura y explicacion suele decirse: 4 si'y solo si B,
donde lo inobservable B es simultaneamente condicion necesaria y suficiente para lo observable A.
(Cf. Beuchot (1990) pp. 28 y 31).

En consideracién a lo anterior, y dado que traducir “P —= Q ” como “~ (P A ~Q) "~
da lugar a interpretar (explicar) “P— Q7 como “~ (P A~Q) 7, hay viabilidad de que en
dicha traducciéon se diga: “P — Q siysolosi ~ (P A~Q) 7, donde “~ (P A~Q)” es
condicion necesaria y suficiente para “P — Q ”. Deello, “~ (P A ~Q)” es condicion suficiente
para “P— Q7.

37 Cf. Heyting (1971) p.105.
138 Cf. Gentzen (1969) p.58.
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<] Supongamosque f (~ (P A~Q) = (P— 0) ).
Deello, £ (~ (~~P A~P) - (~P— P) ).

Ademas, F ~ (~~P r~P) "%

De lo anterior, - (~~P — P ).

13 Para establecer que dicha formula goza de aserto considérese que del axioma A;; (del sistema

proposicional intuicionista de Heyting) obtenemos que
F(((~PAa~P — ~P) A (~—~PA~P — ~—~P))—> ~(~—~PaA~P) ).



115

(IIT) En relacion con la problematica que puede presentarse cuando consideramos
(simultaneamente) traducciones de la nocion de negacion de Heyting a distintas

formulas modales comento lo siguiente.

En An interpretation of the intuitionistic propositional calculus, Godel expone que

“Uno puede interpretar el calculo proposicional de Heyting por medio de las nociones
del calculo proposicional ordinario y la nocion ‘P es probable’ (escrita B ( P) )...”'%,
141

si uno adopta el sistema de axiomas G para tal nocion (entre otras consideraciones)

En adicion a lo anterior, Godel traduce la nocion primitiva de Heyting =P como

~ B (P). Ademés comenta que “Uno también puede traducir con igual éxito =P por

B(~B(P))..” '™

En relacién con las traducciones de =P a las formulas modales anteriormente

expuestas notemos lo siguiente.

* Si cada una de las traducciones precedentes es considerada una interpretacion,
interpretacion que al mismo tiempo sea lectura y explicacion '+, entonces

decimos:

140 Godel (1986b) p.301. En la presente cita omiti la nota al pie del texto original.
41 Cf. Godel (1986b) p.301.

142 Godel (1986b) p.301.

'3 Cf. nota al pie 136.
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(i) =P siysolosi ~B(P)

-donde ~ B (P ) essimultaneamente condicion necesaria y suficiente para =P,y

(il)) =P siysolosi B(~B(P))

-donde B (~ B (P)) essimultaneamente condicion necesaria y suficiente para =P .

* De lo anterior, y dado que para algunos autores “...una prueba de =@ es una

prueba de que no puede haber una prueba de @ ” '**, obtendriamos que

~%B(P) siysolosi B (-P)

-donde ~ B (P ) estanto condicion necesaria como suficiente para B (=P ).

* De lo precedente, e identificando - con ~ '*, concluiriamos que

si consideramos simultaneamente las expuestas traducciones

( de la nocion de negacion de Heyting a las formulas modales
anteriormente expuestas), el atributo (la negacion interna implica
la externa y viceversa) con que diferenciamos el significado
semantico clasico de la negacion del significado semantico

. e , . . C 146
intuicionista seria un atributo compartido por ambos significados .

144 Shapiro (1997) p.206.

145 Sj consideramos el atributo con que diferenciamos el significado semantico clasico de la negacion, del
significado seméantico intuicionista de dicho signo, entonces tendriamos que oponernos a identificar la
negacion clasica con la intuicionista.

No obstante lo anterior, “...en cualquier lenguaje que contiene dos negaciones, ambas cumpliendo las
reglas de introduccion y eliminacién normales, las dos negaciones serian interderivables, a pesar de que
otras reglas estén presentes.” (Cook (2005) p.396).

En consideracion a lo precedente, en lo que respecta al significado sintactico de la negacion, pareceria
que en los lenguajes mencionados en el parrafo anterior podriamos identificar = con ~.

146 Extendiendo ~ B (P) siysolosi B (~P), para By (P) enlugarde B (P)
-donde By (P ) selee: P es probable en el punto H.
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Sin embargo, el consecuente anterior es insostenible, ya que:

(1) existen modelos intuicionistas en estructuras modelo (G , K, R), que para
cierta H’e K es posible no tener una prueba de P en H’ , pero tampoco

poseer una prueba de ~P en H’ 'Y | y

(i1) sino tenemos una prueba de P en H’ y tampoco una prueba de ~P en H’,

entonces no es el caso que la negacion externa (no es el caso que, P es

probable en H) conlleva la interna (~P es probable en H’) '

17 Cf. seccion T11.4.
48 Cf. seccion I11.4.
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APENDICE A.

A continuacion presento la derivacion “simplificada” (en el sistema
proposicional intuicionista de Heyting ) tanto d¢ ~~ ( ~~A — A ) como de
~~(A — ~B) — (A — ~B) considerando para ¢llo, los siguientes teoremas que
también son derivables en dicho sistema'*’:

Tl (A—B) — (~B—-~A)

T2 (AAB) — A

T3 ((AAB)—C) = (A—(B—C))

T4 A —> ~~A

TS ~~(~A v ~~A)

T6 (~~A A (A— ~B)) — -~B

T7 (A—B) = ((ArC) — B)

T8 ((A—=B)Ar (A—=C)) = (A—=(BaC))
T9 ~(AAB) - (B—~A)

Derivacion de ~~ (~~A — A ).

1 A — (~~A—A) A5
2 {A—> (~~A—A)} = {~(~~A—A)—>~A} T1
3 ~(~~A—A) — ~A MP 1,2
4 {~(~~A—=A)—=>~A} = {~~A = ~~(~~A—A) } T1
5 ~~A — ~~(~~A—A) MP 3, 4
6 { CFAA~~A)—= ~A A (FAA~~A)—=>~~A } = ~(~AA~~A) An
7 (~A A~~A)— ~A T2
8 (~A A~~A)— (~~A A~A) A2
9 (~~A A~A)— ~~A T2

10{(~A A~~A — ~~A A~A) A (~~A A ~A—> ~~A)} —>{~AA~~A —>~~A} A4

149 Algunas de los teoremas expuestos se presentan en la literatura ( cf. Gentzen (1969) p.58 ). Ademas,
cada una de las letras capitales A, By C en lo que sigue representa una letra oracion (variable

proposicional) de £,.
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N[{(~AA~~A = ~~AA~A)A(~~AA ~A — ~~A )}—>( ~AA ~~A = ~~A )]
—>[(~AA~~A = ~~A A~A ) {(~~A A ~A = ~~A)—>(~AA ~~A = ~~A)}]13

12(~A A~~A = ~~A A~A )= {(~~A A~A = ~~A )= (~A A~~A—~~A)}mpP 10,11
13 (~~AA~A = ~~A) = (~AA~~A — ~~A) MP 8, 12

14 (A A~~A)— ~~A MP 9,13

15 [ { (~|A A~~A = ~A) A (~A A~~A — ~~A) } = ~(~A A ~~A) |
— [(~AA~~A = ~A ) = {(~A A~~A —> ~~A ) = ~(~A A ~~A)}] 13

16 (~A A~~A — ~A) = {(~A A ~~A — ~~A ) = ~(~A A~~A) } MP6,15

17 ( ~AA~~A — ~~A) — ~(~AA~~A) MP 7,16
18 ~(~A A ~~A) MP 14,17
19 ~(~AA~~A) = ( (~Ar~~A) = A) A10
20 (~RAA~~A) = A MP 18,19
21 {(~AA~~A)— A)} = {~A = (~~A—= A) } T3
2 ~A—= (~~A—A) MP 20,21
23 (~~A - A) > ~~(~~A—= A) T4

24{~A —(~~A = A)A(~~A—A )>~~(~~A = A )} {~A—> ~~(~~A—> A)}a¢

25[{~A—>(~~A = A)A(~~A—A )= ~~(~~A = A)}>{~A—>~~(~~A— A)}]
~[~A=(~~A—=A )~ {(~~A—>A)>~~(~~A—>A))=>(~A—~~(~~A—A))}]13
26{~A—(~~A—=A)}=>{((~~A—A)—>~~(~~A—=A))>(~A—=~~(~~A—=A))} Mp2425
27 { (~~A—=> A)—=> ~~(~~A— A) } = {~A = ~~(~~A—A)} MP22,26
28 ~A — ~~(~~A—>A) MP23,27

29{~A—>~~(~~A>A ) Am~A—>~m(~~A—>A) } > {(~AV ~~A) >~~(~~A—>A)} a9
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30[{~A—>~~(~~A—>A) A~ A=~~~ A—>A) > {(~AV ~~A) > ~~(~~A—A)}]
(A= (A A))> [ A (= Ams A)) > (~AV~~A) (<A A))}] T3

31 {~A—»~e(~~A—>A)}> {(~~A—>~~(~~A—=A))= (~AV~~A)—>~~(~~A—A))} MP29,30
R2{~~A > ~~(~~A—>A)} > { (~AV ~~A) > ~~(~~A—A)} MP2831
33 (~Av~~A) — ~~(~~A—A) MP5,32
34 ~~ (~Av~~A) T5
35[~~ (~AV~~A)A {(~AV ~~A) > ~~(~~A— A)}] = ~~(~~A—A)T6
36 [ =~ (~AV ~~A) A ((~AV ~~A )=~ (~~A—> A)) } = ~~(~~A—A) |
= [~~(~Av~~A) = {(~AV ~~A) = ~~(~~A—= A))=~~(~~A—= A)}]| 13
37 ~~(~A vV ~~A )= [{(~A vV ~~A )= ~~(~~A— A)} = ~~(~~A— A)]|MP3536
38 { (~RAV~~A) > ~~(~~A—A)} = ~~(~~A—A) MP34,37

39 ~~(~~A — A) MP33,38

Derivacion de ~~(A - ~B) — (A — ~B)

1 AAB — BAA A2

2 BAA — B T2

w

{ AAB = BAA & BAA—-B} — ( AAB — B ) A4

=

[ { AAB - BAA A BAA—->B} — (AAB -B) | —
[ AAB — BAA) — { (BAA — B) — (AAB — B)} | T3

9]

(AAB — BAA) — { (BAA—B) — (AAB — B) ! MP34

=2

(BAA - B) — (AAB — B) MP1,5

7 AAB — B MP2,6
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8 B - {(A—~B)— B} A5

9[AAB—=B A B— {(A>~B) > B}] —[AAB — { (A=>~B) — B }]a4

10[{AAB = B A B =-{ (A—~B) = B}} »{AAB = ((A—~B) - B) }] —
[(AAB — B)—={(B = {(A—>~B) = B}) = [ AAB = ((A—>~B) — B)] }|3
11 (AAB -»B) = {(B— {(A—»~B)—B})— [ AAB —((A—~B)— B )]} MP9,10
2|B—-{(A»~B)->B}] - | AAB - { (A»~B)—= B} | wmpr.11
3 AAB — { (A—~B) — B} MPS8,12
4 { A A A>-B} — -~B A6
5]{ A A A-»~-B} - ~B] - [A—- {(A—=~B)— ~B} |13
16 A - {( A—-~B) - ~B } MP14,15
17[A—-{(A—-~B) - ~B}] - [(AAB) - {(A—=~B)—=>~B} |17
8 (AAB) - { (A—~B)—~B } MP16,17

19 [ (AAB) = {(A—»~B) =B} A (AAB) » {(A»~B) > ~B} ] —
[ (AAB) - { (A>~B) =B A (A—~B)—>-~B !} ] T8

20 { [ (AAB) - {(A—>~B) > B} A (AAB) - {(A—>~B) > ~B}]| —
[ (AAB) - { (A>~B)—=B A (A—~B)—-~B } ]}

e
{[ (AAB) - {(A—=~B) - B}] —[{(AAB) - ((A>~B)—=-~B)} —
{ (AAB) - [ (A>~B)—=B A (A>~-B)—-~B | }] } T3

21[ (AAB) = { (A—~B) = B }| ={ [(AAB) > { (A—>~B) - ~B}] —
[(AAB) - { (A»>~B)—=B A (A—~B)—=~B } ]} MP19,20

2 | (AAB) - {(A—>~B) - ~B} ]| —
{ (AAB) - [ (A»~B)=B A (A—=~B)—~B | } wmr321
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23 (AAB) - | (A»~-B)- B A (A—~B)—~B | MP18,22

4 { (A»~-B)-»B A (A—»~B)—»~B } — ~(A—~B) All

35 { (AAB) - [(A»~B)—>B A (A—=~B)—=~B |
[ (A>~B)—>B A (A>~B)—~B | - ~(A—-B) } —
{ (AAB)— ~(A—~B) } Ad

26 { [ (AAB) > { (A>~B) > B A (A»~B)—>~B } &
{(A>~B)—>B A (A>~B)—>~B} — ~(A—>-B) | -
( (AAB) = ~(A—~B) ) }
e
[ [ (AAB) - { A>~B)—B A (A—>~-B)—>-~-B} | —
{[{(A>~B)=B A (A—>~B)—>~B }—> ~(A—>~B) | —
( (AAB) - ~(A—-~B) ) } | T3

27 | (AAB) - {(A—»~B)—=B A (A>~B)—>~B } | —
{ [{(A>~B)—>B A (A>~B)—>-~B } > ~(A—>-B) | —
( (AAB) > ~(A—~B) ) } MP25,26

8 | { (A-~-B)- B A (A»~B)—->~B }— ~(A—-B) | —

{ (AAB) - ~(A—~B) } MP23,27
29 (AAB) - ~(A—=~B) MP24,28
30 { (AAB)-» ~(A—--~B) }-{ ~(A—=~B) - ~(AAB)} 11
31 ~~(A—=~B) — ~(AAB) MP29,30
32 (BAA) — (AAB) A2
33 { (BAA) - (AAB)} - {~(AAB) - ~(BAA)} 11
34 ~(AAB) - ~(BAA) MP32,33
35 ~(BAA) - (A— ~B) T9

36]~(AAB)— ~(BAA) A ~(BAA)— (A—~B)] — [~(AAB) = (A—~B)] a4
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37{[ ~(AAB)— ~(BAA) A ~(BAA)— (A—=~B) |—=| ~(AAB) = (A—~B) ]}
e

{[~(AAB)— ~(BAA)]=>[{~(BAA) = (A—>~B)}—>{~(AAB) - (A—>~B)}]} 13

38[~(AAB)—=~(BAA)]—[{~(BAA)—(A—~B)}— {~(AAB)—(A—~B)}|mp36,37
39 {~(BAA) - (A»~B)}—=>{ ~(AAB) - (A—~B) } MP34,38
49 ~(AAB) - (A—~B) MP35,39
41[~~(A—=~B)—>~(AAB) A ~(AAB)—>(A—~B) |—=[ ~~(A—=~B)—>(A—~B)] a4

22{[~~(A—=~B)—=>~(AAB) A ~(AAB)—>(A—>~B)]—[~~(A—~B)—(A—~B)]|}

—

{[~~(A—>~B)—>~(AAB)]—={[~(AAB)—>(A—~B)] = [~~(A—>~B)—>(A—~B)|} } 13

43| ~(A—-~B) - ~(AAB) | —
[{~(AAB) - (A->~B)} - {~~(A—=~B) - (A—~B)} | mrar2

#4{~(ArAB)>(A—->~B)}>{~~(A—>~B)—>(A—~B)} mp3143

45 ~~(A—-»~B) — (A—-~B) MP40,44



APENDICE B.

Una interpretacion del calculo proposicional intuicionista **.

Uno puede interpretar °° el céalculo proposicional de Heyting por medio de las
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nociones del calculo proposicional ordinario y la nocion “P es probable” (escrita B (P)),

si uno adopta el siguiente sistema de axiomas (G para tal nocion:

Gi. B(P) — P,

G2. B(P) — (B(P—=Q) = B(Q)),

Gs. B(P) = B(B(P)).

Ademas, para las nociones —, ~, -, v , seran adoptados los axiomas y reglas de

inferencia del calculo proposicional ordinario, asi como también la nueva regla de

inferencia: De P, B ( P) puede ser inferida.

Las nociones primitivas de Heyting serdn traducidas como sigue:

-P | ~B(P)
P50 |  B(P) — B(Q)
PvQ | B(P) v B(Q)
PaAQ | P-Q

“*Traduccion (del autor) de An interpretation of the intuitionistic propositional calculus
(obra publicada en Godel (1986b) pp.301 y 303).

130 K olmogorov (1932) ha dado una interpretacion algo diferente del calculo proposicional intuicionista,

sin estar seguro, especificando un formalismo preciso.
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Uno también puede traducir con igual éxito = P por B(~B(P)) y P A Q por
B(P)-B(Q).Latraduccion de una formula arbitraria que se sostiene en el sistema
de Heyting es derivable en @ ; por otro lado, la traduccionde P v ~P no es
derivable en G ; ni en general lo es cualquier formula de la forma B(P) v B(Q)
paralacualni B (P) ni B(Q) esyaprobadoen G .Presumiblemente en el calculo

de Heyting se sostiene una formula si y solo si su traduccion es probable en G .

El sistema G es equivalente al sistema de la implicacion estricta de Lewis si B (P)
es traducido por N (P) (ver Parry 1933a), y uno aumenta el sistema de Lewis de

acuerdo al siguiente axioma adicional de Becker Bl N(P) < N(N(P)) .

Debe ser notado que para la nocidn ““ probable en cierto sistema formal S, no todas

las formulas probables en G se sostienen. Por ejemplo, B (B (P) — P) nunca se

sostiene par tal nocion, es decir, para ningun sistema S que contiene aritmética se

sostiene. Pues de otro modo, por ejemplo, B(0=0 ) — 0 =0 Yy por lo tanto también

~B (0=0 ) seriaprobable en §, es decir, la consistencia de S seria probable en S.

151 Becker 1930, p.497.
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