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Resumen de Tesis

En este trabajo se considera un problema variacional con el propédsito de determinar
el sitio éptimo de descarga y la razon de descarga 6ptima de un nutriente que sera liberado
dentro de un sistema acudatico contaminado con petréleo. El objetivo es minimizar el total
de la masa del nutriente descargado dentro del sistema, con la restriccién de alcanzar ciertos
valores criticos de la concentracion promedio del nutriente, que sean suficientes para eliminar
los residuos de petréleo en determinadas areas afectadas a través de biorremediacién. Por lo
tanto, los valores criticos de éstas concentraciones promedio son usados como restricciones del
problema variacional. Ademas, se considera un problema de valor inicial 3D para la ecuacion
de adveccién-difusion, junto con su problema adjunto, para modelar, estimar y controlar la
dispersién del nutriente en una regién limitada. Siendo las soluciones del modelo de advec-
cién-difusion y su adjunto la base para realizar el presente estudio. También, se muestra que
el problema de adveccion-difusién es un problema bien planteado y que sus soluciones satis-
facen la ecuacién de balance de masa. En cada zona contaminada, la concentraciéon promedio
se calcula por medio de una férmula integral en la cual la solucion del modelo adjunto es
el nicleo. La expresion analitica para determinar la razén 6ptima de descarga del nutriente
esta dada como una combinacién lineal de las soluciones del problema adjunto y para la
posicién 6ptima, es posible obtener una funcién no-lineal cuyo valor minimo corresponde al
sitio de descarga 6ptimo. La aplicacién de este nuevo método se muestra con varios ejemp-
los numéricos, donde se aplica la metodologia anterior con el fin de biorremediar tres zonas
contaminadas en un canal.
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Introduccion

La biorremediacién o saneamiento biolégico es una tecnologia basada en procesos
naturales que utiliza la capacidad de algunos microorganismos, tales como bacterias y hongos,
para transformar compuestos quimicos con la finalidad de disminuir o eliminar su condicion
de peligrosidad (Cook y Westlake, 1972 ). La descarga de petrdleo y sus productos derivados
a las corrientes naturales de aguas superficiales y subterraneas ha planteado un problema que,
en la mayoria de los casos, ha adquirido bastante gravedad. En el caso de aguas superficiales
la adicion de nutrientes se realiza sin menor complicacion en el area a tratar con el objeto
de aumentar la poblacién nativa para acelerar el proceso de biodegradacion.

Actualmente se ha demostrado que la biorremediacién es una técnica eficaz para
la recuperaciéon de sitios contaminados tanto en agua como en suelo y que ademas es de
muy bajo costo. Una forma de abordar el problema de biorremediacién, es mediante el uso
de un modelo matematico que involucre la mayor cantidad de variables del problema de
estudio para que la solucion este mas cercana de la realidad. En general los modelos se
clasifican en problemas directos y problemas inversos, en un problema directo se requiere
hallar la solucién a un conjunto de ecuaciones con algunos parametros conocidos, como la
geometria, condiciones iniciales, condiciones de frontera y los valores de los parametros. En
un problema inverso se tiene informacioén sobre la solucion de las ecuaciones y lo que se
busca es la condicion sobre los parametros del modelo para que la solucion al problema
directo cumpla con esas condiciones.

Los modelos de dispersion tienen un papel importante en diversos problemas de interés
ecologico como lo son: estimaciéon ambiental por derrames de petrdleo, ubicaciéon 6ptima de
nuevas plantas industriales y el control 6 monitoreo de la concentracién de contaminantes
en la atmoésfera. Por esta razon podemos hacer uso de estos modelos para determinar la
concentracion de un nutriente en un sistema acuatico contaminado, el cual represeta nuestro
problema directo y el problema inverso del modelo de dispersién nos ayudard a determinar
los pardmetros de descarga de un nutriente, es decir, la razén de descarga de un nutriente y
la posicién de la fuente de nutriente, con el objetivo de minimizar la cantidad de masa total
del nutriente, logrando de esta forma una estrategia de recuperacion de un sistema acuético
contaminado de bajo costo por medio de la biorremediacion.
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Justificacion

Las actividades de la industria petrolera tienen un gran impacto sobre los mares,
océanos, rios, playas y costas, por fugas y derrames de hidrocarburos; asi como, por el
deposito de residuos generados durante los procesos de perforacion y explotacion. El im-
pacto por un derrame durante las primeras horas puede mitigarse a través de procesos de
contencién; sin embargo, la capacidad de los métodos tradicionales que ademaés de ser cos-
tosos, se ven limitados por las condiciones presentes en el lugar de contaminacién, motivo
por el cual hacen imposible lograr la recoleccién total de hidrocarburos. Ademas, al paso
del tiempo la sedimentacién de hidrocarburos sobre los fondos marinos generan un severo
impacto sobre los ecosistemas cercanos a las zonas contaminadas; por lo tanto, es de suma
importancia que se mejoren o desarrollen estrategias de saneamiento efectivas y de bajo costo
que permitan la maxima recuperacion de una zona contaminada.

Objetivos

Objetivo general

= El objetivo de este trabajo es disenar una estrategia de biorremediacion de bajo costo
que nos permita estimar los parametros de descarga de un nutriente (razén de descarga
y posicién de la fuente) empleando el modelo de dispersién y su adjunto, con el fin de
optimizar la masa total del nutriente suministrado con la restriccion de que se alcancen
concentraciones criticas de nutrientes en las zonas de interés y se logré la maxima
degradacion de contaminantes.

Objetivos particulares

= Plantear la estrategia de biorremediacién mediante una formulacién variacional.

= Mostrar ejemplos de biorremediacion en una dimension resolviendo el problema directo
y su inverso con el método de series de Fourier.

= Definir un modelo de dispersion y su modelo adjunto sobre un dominio tridimensional
con condiciones de frontera mixtas.

= A partir del modelo de dispersién y su adjunto, obtener las expresiones que permitan
calcular los pardmetros de descarga del nutriente (razén de descarga y posicién de la
fuente) con la condicién de minimizacién de la masa total del nutriente.

= Aplicar la estrategia desarrollada en el presente trabajo sobre un canal de fondo plano
en tres dimensiones.
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Descripcion general de la tesis

A continuacién damos un panorama sobre el presente trabajo.

En el capitulo 1 se da una descripcion general del problema de biorremediacion de
sistemas contaminados con petréleo y algunas definiciones que permitirdn un mejor en-
tendimiento del problema. Ademas se plantea la estrategia de biorremediacién como un
problema de optimizacion mediante una formulacién variacional y la teoria bésica de los
modelos de dispersion y el modelo adjunto. En el capitulo 2 se presentan un par de ejem-
plos unidimensionales de biorremediacion, los cuales serviran como introduccién al problema
general de esta tesis.

En el capitulo 3 se plantean el modelo de dispersién y su adjunto para un dominio
tridimensional, los cuales nos permitiran obtener las relaciones para los parametros de descar-
ga del nutriente en un sistema acuatico contaminado, y en el capitulo 4 se da un conjunto
de resultados analiticos sobre los cuales se sustenta el presente trabajo.

En el capitulo 5 se describn los esquemas numéricos utilizados para resolver el modelo
de dispersion y su adjunto y varios ejemplos donde se aplica la estrategia desarrollada en los
capitulos previos.

Finalmente, se dan las conclusiones del trabajo.

Todos los resultados numéricos y graficos se han obtenido utilizando un programa
realizado con el lenguaje de programacion de MATLAB.




Capitulo 1

Biorremediacion de sistemas acuaticos

1.1. Contaminacién de cuerpos de agua por petrdleo

El agua constituye un elemento natural indispensable para el desarrollo de la vida y
de las actividades humanas, por lo cual, resulta dificil imaginar cualquier tipo de actividad
en la que no se utilice de una u otra forma. Sin embargo, este elemento vital estd expuesto a
la contaminacion causada por las actividades humanas, mediante la introduccion directa o
indirecta en los rios, lagos, costas, mares y océanos de sustancias liquidas, sélidas o gaseosas,
daninas para los organismos vivos del medio acuatico y que representan un peligro para la
salud de las personas y animales. Por lo tanto, es de vital importancia no sélo tratar de
evitar la contaminacion de este recurso, sino también disenar estrategias que puedan ayudar
a restaurar los sistemas acuaticos que se vean afectados por la contaminacion.

Actualmente el petréleo y sus derivados son impresindibles para la fabricacién de
multiples productos de la industria quimica, farmacéutica, alimenticia, etc., ademas es una
fuente importante de energia. Los derrames de petroleo son eventos que representan una gran
amenaza para el ambiente. A menudo se cree que los derrames de petréleo son la principal
fuente de contaminacién como lo fué el incidente del buque Exxon Valdez; sin embargo, la
mayor parte de la contaminacién se debe a la dispersién del petroleo sobre la superficie, por
las actividades de extraccién, transporte, refinamiento y el trafico ilegal del petrdleo (Suni
et al., 2007). Se estima que entre 1.7 y 8.8 millones de toneladas métricas de petréleo son
vertidas cada ano (NAS,1985), de las cuales més del 90 % es directamente liberado por las
actividades humanas.

La magnitud de los efectos del petréleo sobre los ecosistemas marinos depende del
tipo de petréleo (crudo o refinado), cantidad derramada, distancia del sitio contaminado con
la costa, época del ano, condiciones atmosféricas, temperatura media del agua y corrientes
oceanicas.

Al ocurrir un derrame de petréleo, se disminuye la entrada de luz al mar a causa
de las manchas de petréleo, lo cual reduce el area donde es posible la fotosintesis y, por lo
tanto, el desarrollo de plantas verdes. La falta o diminucion de plantas fotosintéticas reduce
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el aporte de oxigeno y alimento a los ecosistemas como lo es el fitoplancton, el cual es a su
vez alimento del zooplancton. Por lo tanto, al faltar fitoplanctén, el zooplancton muere y
con €l se interrumpe el crecimiento de un importante niimero de especies y al mismo tiempo
se deja sin alimento a un gran nimero de animales marinos.

Ademas, el petroleo sobre la superficie se queda impregnado sobre las aves y al intentar
limpiarse el plumaje, ingieren grandes cantidades de hidrocarburos por lo que se envenenan.
Los mamiferos marinos como focas y nutrias de mar mueren por asfixia por la obstruccién
de sus vias respiratorias por los hidrocarburos y pueden morir también por ingerir grandes
cantidades de hidrocarburos al alimentarse de animales contaminados.

También algunos componentes quimicos del petréleo pueden interferir con algunas
sustancias quimicas, como las feromonas que los animales marinos secretan para llevar a
cabo procesos vitales y de comunicacion. Estos compuestos quimicos les sirven para realizar
diferentes procesos, como escapar de los animales de presa, atraccion sexual, seleccion de
su habitat y la alimentacion. El petréleo més pesado se deposita sobre los fondos marinos
matando o provocando efectos irreversibles sobre muchos animales y plantas vitales para los
ecosistemas.

La mayoria de los ecosistemas marinos expuestos a grandes cantidades de petroleo
crudo requieren de unos 3 anos para su recuperacion. Sin embargo, los ecosistemas marinos
contaminados por petréleo refinado, en especial en los estuarios, requieren de 10 anos o mas
(Jewett S.C., et al., 2002). La contaminacion de las playas por petréleo causa serios problemas
econdémicos a los habitantes de las costas, ya que pierden ingresos por la actividad pesquera y
la turistica. Las playas contaminadas por petréleo, cuando tienen corrientes y olas intensas,
requieren de al menos un ano para su recuperacion, pero las playas que no tienen estas
caracteristicas tardan varios anos en recuperarse. Los estuarios y marismas sufren el mayor
dano y no pueden limpiarse eficazmente.

1.2. Estrategias de recuperacion de sitios contamina-
dos

Los métodos y procedimientos para la contencion y recuperacion de petroleo en un
derrame dependen de una gran variedad de factores, tales como el tipo de petréleo, las cor-
rientes marinas, el oleaje sobre la mancha de petrodleo, la hidrografia y las condiciones me-
teorolégicas presentes durante las operaciones de limpieza. Diversos métodos e instrumentos
se han desarrollado con el propdsito de controlar y remediar las zonas contaminadas por
petroleo. Existen métodos naturales, fisicos y quimicos que ayudan a la remediacion de sitios
contaminados, los cuales describiremos brevemente a continuacion.
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1.2.1. Métodos naturales

La reduccion natural o recuperacién natural, es una opcién en la cual no existe in-
tervencion humana, sino que por medios naturales el petrdleo es removido y degradado.
En algunos casos de derrames de petroleo, es muy probable que sea altamente costosa la
limpieza de un sitio, siendo la mejor opcion dejar que su recuperaciéon sea natural. Ejemplos
de estos casos son los derrames en lugares inaccesibles o en lugares en los cuales las activi-
dades de limpieza causen mas danos que beneficios. Los procesos naturales que favorecen a
la reduccién de petréleo son:

» Evaporacion. La evaporacion es el proceso de limpieza mas importante durante las
primeras etapas de un derrame de petréleo y da como resultado la eliminacién de los
componentes méas ligeros. Dependiendo de la composicién del petréleo derramado, mas
del 50 % de los componentes mas toxicos y ligeros pueden evaporarse en las primeras
12 horas del derrame de petréleo (Alfonso V. Botello, Susana Villanueva F., Leonardo
GarcAa HernAjndez, 2007)

= Fotooxidacion. Este proceso natural ocurre cuando el oxigeno expuesto a la luz del
sol, reacciona con los componentes del petréleo. La fotooxidacion da como resultado,
el rompimiento de los compuestos complejos del petréleo a compuestos mas simples
que tienden a ser mas ligeros en peso y mas solubles en agua, permitiendo que sean
removidos mediante otros procesos (Alfonso V. Botello, Susana Villanueva F., Leonardo
GarcAa HernAjndez, 2007)

= Biodegradacion. En este proceso actuan varios tipos de microorganismos dispersos en
la naturaleza capaces de degradar hidrocarburos. La biodegradacion es un mecanismo
particularmente importante para la eliminacién de los componentes del petréleo no
volatiles. Este es un proceso lento y puede requerir meses o hasta anos para que los
microorganismos degraden una fraccién significativa del petréleo estratificado dentro
de los sedimentos marinos (Alfonso V. Botello, Susana Villanueva F., Leonardo GarcAa
HernAjndez, 2007)

1.2.2. Meétodos fisicos

Para los métodos fisicos es necesario que exista interaccion humana con el medio afec-
tado por medio de sistemas mecanicos como son: barreras de contencion, skimmers, lavado
directo, recolecciéon mecanica, incineracion in-situ, los cuales describimos a continuacién.

= Barreras y Skimmers. Se emplean barreras de contencién para retener el crudo en
determinados lugares para acumularlo y recolectarlo con ayuda dispositivos atractores
de petroleo (skimmers), los cuales tienen la capacidad de repeler el agua al momento de
su recolecciA®n, siendoestemétodoaltamentee ficienteparalarecuperaciéndepetroleo.
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= Recoleccion mecanica. Es la recolecciéon de sedimentos de petréleo empleando instru-
mentos mecanicos como excavadoras, dragas, cintas transportadoras, etc. Se puede
utilizar en tierra siempre que los lugares sean muy accesibles y soporten la maquinaria
pesada; también se utilizan para limpiar fondos con exceso de petréleo.

= Lavado directo. Se hace fluir agua a presion para diluir el petréleo sélo en areas con
altas concentraciones de petréleo, manteniendo precauciones para no danar las zonas.

» Incineracion in-situ. El crudo flotante es retenido empleando barreras resistentes al
fuego para incinerarlo. Mientras el tipo de petréleo sea més denso es extremadamente
dificil de quemar, causando una contaminacion significativa del aire poniendo en riesgo
la salud humana y la de los animales, ademés de la destruccion de la vegetacién en
caso de estar cerca de la costa.

El uso de barreras y skimmers es un método eficaz de limpieza de derrames de petroleo
porque se obtiene el minimo dano al medio ambiente si el proceso se lleva a cabo correcta-
mente (Zhu et al., 2001). El lavado directo es un método eficaz sobre regiones costeras, sin
embargo, al aplicar este método, se requiere de mas tiempo de trabajo, ademas el petréleo
removido es llevado hacia otras zonas donde serd recolectado por otros métodos.

1.2.3. Meétodos quimicos

Los métodos quimicos emplean sustancias que modifican la composicion del petroleo
con el fin de tener una mejor recoleccion de hidrocarburos empleando los métodos fisicos
o naturales mencionados anteriormente. Sin embargo, los métodos quimicos no se utilizan
ampliamente dado que a largo plazo existen efectos de toxicidad en las aguas por las grandes
cantidades de sustancias quimicas. Las diversas sustancias quimicas que se emplean son:
dispersantes, demulsificadores, solidificadores, entre otros, los cuales describimos a continua-
cién.

= Dispersantes. Los dispersantes hacen que el petréleo se diluya en el de agua y han
sido utilizados ampliamente como medida de respuesta ante un derrame de petréleo.

» Demulsificadores. Los demulsificadores se emplean para separar el petroleo mezclado
con las aguas con el fin de aumentar su dispersion.

= Quimicos para capas de petrodleo. Agentes formadores de estratos pueden utilizarse
para evitar la adherencia del petréleo sobre las costas y para incrementar la recoleccion
de petroleo adherido en las superficies empleando la técnica de lavado con agua a
presion.

» Solidificadores. Con esta técnica se pretende reducir la solubilidad y movilidad de los
elementos contaminantes mediante modificacién de su estado quimico convirtiéndolo
en un solido de manipulacién sencilla y segura, evitando riesgos de volatilizacién.




1. Biorremediacion de sistemas acuaticos 5

Los métodos quimicos para la limpieza del petroleo no se han utilizado mucho en los
Estados Unidos; sin embargo, sobre costas muy asperas como las que se tienen en el Reino
Unido, la utilizacién de dispersantes es esencial para su recuperaciéon (Lessard y Demar-
c0,2000). Los Estados Unidos han sido estrictos para utilizar los métodos quimicos, debido
a la posibilidad de que algunos compuestos sean téxicos para el ambiente (Zhu et al., 2001).

1.3. Biorremediacion

El petroleo se compone de muchos compuestos toxicos que ponen en peligro el habi-
tat natural inmerso en el sitio del derrame; sin embargo, actualmente se sabe que muchos
microorganismos naturales son capaces de sobrevivir ante un derrame y ademas tienen la
capacidad de degradar los compuestos toxicos del petréleo. Al proceso que emplea microor-
ganismos con el fin de limpieza se le conoce como biorremediacién y se ha demostrado que
es un método eficaz para la recuperacén de las zonas marinas afectadas por derrames de
petréleo (Coulon et al., 2006).

Tal como mencionamos anteriormente, existen diferentes métodos para la limpieza
ante un derrame, los cuales en combinacién con la biorremediacién pueden dar mejores
resultados. Se ha encontrado que la combinacién de los métodos tradicionales con biorreme-
diacion da como resultado una mayor limpieza con una disminucién significativa de los costos
y de las de horas de trabajo. La biorremediacién puede aplicarse de dos formas distintas, la
primera mediante la adiciéon de microorganismos degradantes de hidrocarburos directamente
sobre el sitio afectado, a esto se le conoce como bioaumentacién; la segunda forma consiste
en suministrar nutrientes en la zona afectada para estimular el proceso de biodegradacion,
a esto se le conoce como bioestimulacion.

La bioestimulacién se practica para la limpieza de derrames de petréleo del mar
cuando hay una poblacién de microbios degradantes del petrdleo. Cuando hay un derrame
de hidrocarburos, el resultado es un aumento grande en carbono, lo que también estimula
el crecimiento de los microorganismos degradantes del petréleo. Sin embargo, la tasa de
crecimiento de estos microorganismos estd limitada por la cantidad de nitrégeno y fésforo
disponible.

Mediante la adicion de estos nutrientes suplementarios en concentraciones adecuadas,
los microbios degradantes de hidrocarburos son capaces de lograr su méaxima tasa de creci-
miento y por lo tanto, la tasa maxima de degradaciéon de contaminantes. Se ha encontrado
que cuando se utiliza nitrégeno como nutriente, una maxima tasa de crecimiento de los
microorganismos se realiza a una concentracion de 2.0 mg / L (Boufadel et al., 2006).

Un factor importante para practicar la bioestimulacién con éxito, es lograr una con-
centracién de nutrientes necesarios para el crecimiento maximo de los microorganismos y ,
mantener esta concentracion por un periodo , siempre y cuando sea posible. Dependiendo del
lugar donde se aplique este método, esta situacién puede convertirse en una situaciéon dificil
debido a las influencias fisicas, tales como las diferentes concentraciones de nutrientes que
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se deben lograr en distintos lugares y los movimientos de las olas y las mareas (Boufadel et
al., 2006). Cuando los nutrientes aplicados se disuelven en el agua, los nutrientes se mueven
junto con el agua y este movimiento puede variar de acuerdo a las condiciones del sitio. Los
estudios de trazadores se utilizan con frecuencia para examinar de que forma los nutrientes
son influenciados en diferentes situaciones de acuerdo a la dindmica de los mares y océanos.

Para investigar el papel de las mareas Boufadel et al., (2006), mediante varios exper-
imentos mostré que los nutrientes tienden a undirse durante mareas crecientes y adentrarse
en el mar cuando se tienen mareas decrecientes. Esta informacién es muy til en la deter-
minacién del momento adecuado para agregar nutrientes a las zonas contaminadas con el
fin de que el tiempo de permanencia del nutriente sobre la zonas afectadas sea maxima. De
los resultados de tales experimentos, se llegé a la conclusion de que los nutrientes deben
aplicarse durante la marea baja sobre la linea de costa, lo cual permite un mayor tiempo de
contacto entre los nutrientes con los microorganismos degradantes de petréleo.

Las olas también tienen un efecto importante en la distribucion de los nutrientes
disueltos, debido a que modifica el tiempo de residencia de los nutrientes sobre las areas
afectadas por petréleo. Investigaciones realizadas por Boufadel et al., (2007), concluyeron
que las olas aumentan la dispersion del nutriente, disminuyendo su concentraciéon y que el
tiempo de permanencia del nutriente cuando se tiene la presencia de olas con mareas, es
aproximadamente el 75 % del tiempo de permanencia cuando se tiene solamente la marea.

La bioaumentaciéon, la cual consiste en la adiciéon de microorganismos capaces de
degradar hidrocarburos, se utiliza cuando hay varios tipos de contaminantes que no pueden
ser degradados por los microorganismos existentes. Existen diferentes microorganismos degra-
dantes de hidrocarburos, con més de 200 especies conocidas de bacterias, hongos y levaduras
que son capaces de degradar compuestos tan simples como el metano y compuestos con mas
de 40 dtomos de carbono (Zobell, 1973 en Zhu et al., 2001).

Como la mayoria de los ambientes naturales contienen microorganismos degradantes
de hidrocarburos, la bioaumentaciéon no se utiliza muy a menudo. La bioaumentacion no
es muy eficaz para su uso en situaciones de limpieza de derrames de petréleo por que la
adiciéon de microorganismos no nativos a menudo causa competencia con los microorganismos
existentes. Esta situacion es una razon por la cual no se ha demostrado que la bioaumentacion
tiene un impacto positivo en la limpieza de las zonas afectadas (Venosa, 1998). Ademsds, la
bioaumentacion ha sido criticada por que no se sabe si es seguro introducir microorganismos
en un nuevo ambiente.

1.3.1. Factores que afectan la biorremediacién

Las condiciones de la zona contaminada tienen un papel importante para saber si la
biorremediacion es el método adecuado para la limpieza de zonas afectadas. El éxito de la
biorremediacion depende de las condiciones fisicas y las condiciones quimicas del lugar. Entre
los parametros fisicos tenemos la temperatura del agua, la superficie contaminada, el oleaje
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y mareas. Entre los pardmetros quimicos tenemos las cantidades de oxigeno disponible, el
contenido de nutrientes y la composiciéon del petréleo.

La temperatura afecta a la biorremediacién por que cambia las propiedades del
petroleo e influye en la eficacia de su degradacién por los microorganismos (Nedwell, 1999).
Cuando se disminuye la temperatura, la viscosidad del aceite es mayor modificando la toxi-
cidad y solubilidad del petréleo (Zhu et al., 2001). Ademads la temperatura modifica la tasa
de crecimiento de los microorganismos; asi como, la tasa de degradacién de los hidrocar-
buros. En un estudio realizado por Coulon (2006), se encontr6é que cuando en una muestra
se agregaba petroleo, el crecimiento de microbios degradadores de petrdleo, aumenté en dos
ordenes de magnitud a 4 °C |, més de tres 6rdenes de magnitud a 12 °C, y més de cuatro
ordenes de magnitud a 20 °C.

El tamano del drea cubierta por petrdleo es un parametro importante para que el
proceso de biorremediacién sea eficaz ya que el crecimiento de microorganismos se da en la
interfase entre el agua y el petréoleo. Cuanto mayor sea la superficie contaminada por petréleo
se tendra una mayor area de crecimiento de microorganismos y por lo tanto se tendrd una
mayor cantidad de microorganismos (Venosa,1996).

Los niveles adecuados de oxigeno y nutrientes son factores que influirdn directamente
sobre los microorganismos por que su capacidad de sobrevivir en el medio ambiente dependen
de las concentraciones de oxigeno y nutrientes. El oxigeno es necesario para la supervivencia
de muchos microorganismos y también es importante para las reacciones de degradacion de
los hidrocarburos. Los nutrientes necesarios especialmente nitrégeno y fésforo, son también
necesarios para el crecimiento de los microorganismos y también para la transformacion del
exceso de carbono presente en el petréleo.

La presencia de olas o mareas son también un factor importante por que aguas tur-
bulentas pueden dispersar y diluir los nutrientes esenciales para los microorganismos. La
composicién quimica del petrdleo es otro parametro que afecta la biorremediacion. Si el
petréleo es muy denso serd mas dificil para los microorganismos degradarlo, en comparacion
con petrdleos mas ligero (Venosa, 1996).

1.3.2. Ventajas de la Biorremediacion

La biorremediacion tiene muchas ventajas sobre los métodos tradicionales de limpieza
en los derrames de petroleo. Una de las principales ventajas es la reduccion de los costos y del
tiempo de trabajo para las personas. Después del derrame del buque Exxon Valdez, el costo
de la limpieza de 120 km de costa por biorremediaciéon fue menor que el costo empleando
por lavado directo por un dia (Atlas, 1995 como referencia por Zhu et al., 2001).

Ademas, empleando el método de biorremediacion, no es necesario el uso de sustancias
quimicas las cuales pueden ser téxicas y tener un efecto secundario sobre el ambiente. Em-
pleando este método los organismos que degradan los componentes téxicos, los transforman
en compuestos simples que no representan una amenaza para el ambiente y, esto también
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elimina la necesidad de retirar y transportar los compuestos toxicos a otro sitio (Venosa,
1996). Estos beneficios ambientales también hacen de éste un método con gran aceptacién
por parte del ptublico.

1.3.3. Desventajas de la biorremediacién

Uno de los inconvenientes de la biorremediacién es que es un proceso lento (Venosa,
1996) y en muchos casos es necesario una respuesta rapida ante los eventos de derrame,
los cuales pueden ser una gran amenaza para los diferentes sitios contaminados. Ademas
el proceso de biorremediacién depende de muchos factores para que sea un método eficaz
para la limpieza de los sitios contaminados. Dependiendo del lugar donde se quiera aplicar
esta técnica, en ocasiones sera dificil llevar los nutrientes apropiados para todas las zonas
contaminadas por la dindmica de las costas o mares. Si se produce un derrame de petroleo en
alta mar, por lo general hay mucha més energia por las olas, y esto puede causar la pérdida
rapida y dilucion de los nutrientes proporcionados por la bioestimulacion.

En el caso de la bioaumentacion, cuando se agregan microorganismos externos, se
desarrolla una competencia entre los microbios nativos y los agregados, haciendo este método
ineficiente. Otra desventaja de la biorremediacion es que es dificil llevar a cabo pruebas de
campo en los sitios contaminados debido a los diversos factores y condiciones que no pueden
controlarse.

1.4. Modelos de dispersion

Modelar y predecir la forma como se transportan y reaccionan sustancias vertidas en
cuerpos de agua es un campo de estudio que involucra e interesa a diferentes disciplinas, tales
como: la oceanografia, biologia marina, ingenieria, matemaéticas aplicadas, quimica, ecologia,
etc. Por ejemplo, el conocimiento de la forma en como se dispersa, mueve y reacciona una
sustancia toxica vertida en el agua, permite trazar anticipadamente la trayectoria de las
sustancias y conocer el tiempo en que tardaria en llegar a una costa o a una poblacién
cercana, evaluar con anticipacién el impacto de la sustancia en un ecosistema o asentamiento
humano, planear estrategias de contencién en caso de que dicha sustancia sea un producto
toxico y disenar estrategias de recuperacion de cuerpos de agua contaminados.

Muchos problemas fisicos pueden ser modelados por medio de los procesos de difusion,
adveccion, reaccion, evaporacion y sedimentacion, tal como se observa en la figura 1.1, donde
se puede observar el efecto de cada proceso en la dispersién de una sustancia vertida en un
cuerpo de agua.

A continuacion describiremos brevemente los procesos mencionados anteriormente.

Difusion: se refiere al movimiento de una sustancia desde una zona de alta concen-




1. Biorremediacion de sistemas acuaticos 9

Evaporaciéon L
Superficie libre

 Difusién

= Adveccién
Sedimentacion

Fuente

Figura 1.1: Dispersién de una sustancia por los procesos de difusion, adveccion, transforma-
cién quimica, sedimentacién y evaporacion.

tracion hasta una zona de menor concentracién, debido al efecto del movimiento browniano
de las moléculas de la sustancia difundida.

Adveccidn: se relaciona con el transporte de especies debido a la presencia de campos
de velocidad.

Transformacién quimica: es el proceso de interacciéon entre una sustancia y el
medio dando lugar a una reduccién o generaciéon de dicha substancia dentro de un cuerpo
de agua.

Sedimentacién: describe al proceso natural por el cual las particulas més pesadas
que el agua, son removidas por la acciéon de la gravedad.

Evaporacion: es el proceso fisico en el que una sustancia pasa de estado liquido a
estado gaseoso tras haber adquirido suficiente energia para vencer la tension superficial.

Matemadticamente, la concentracién de una sustancia ¢(r,t) en cada punto del espacio
r = (z,vy, z), se obtiene por medio de la siguiente ecuacién diferencial parcial, mejor conocida
como ecuacion de transporte o de difusion-adveccion.

0 —
8—?+U-V¢—V-uv¢+a¢+v-¢s:f(r,t), (1.1)
donde cada término representa
9¢ o Y
e : la variacion temporal de la concentracién.
f(r,t) : fuentes de emisién.
U - V¢ : el proceso de adveccion. (1.2)

V - uVe¢ : el proceso de difusién.

V - ¢ : cambio de la concentracion por la sedimentacién.

N R
siendo ¢5 = —vs0k, U(r,t) es el campo de corrientes presente en el medio, pu(r,t) es el
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coeficiente de difusién turbulenta, o(r,t) es el coeficiente de transformacién por reacciones
quimicas y V es el operador nabla definido por:

g. 0. 0

La mayor parte de los modelos de dispersién pueden ser clasificados basandose en el
marco de referencia usado para su formulacion. Hay dos tipos de marcos de referencia, el
lagrangiano y euleriano. En los modelos lagrangianos de particulas, el sistema de referencia
se mueve con las particulas y la posicion instantanea de una particula puede ser considerada
como una funciéon de la posicién inicial de la particula y el tiempo transcurrido. En los
modelos eulerianos, el sistema de referencia es estacionario, y las particulas pasan a través
de volimenes de control diferenciales fijos. Ademas los modelos eulerianos son considerados
cuando la carga de particulas es alta, como en el caso de los emision de una sustancia en un
cuerpo de agua, por esta razon se utilizara el sistema de referencia euleriano para el presente
estudio.

1.5. Planteamiento del problema de biorremediacion
de sistemas contaminados por petroéleo

La estrategia que consideramos para la remediacién de un sistema acudatico contami-
nado con petroleo se basa en el uso de la dinamica del flujo de una regién limitada D, con el
fin de distribuir un nutriente (nitrégeno y fésforo) y estimular la biodegradacién en algunas
zonas de interés ; C D, (1 =1,2,...,N), tal como se muestra en la figura 1.2. Empleando
esta estrategia, los nutrientes liberados en el punto 7y del dominio D con una tasa de descarga
Q(t) durante un tiempo 7', se propagaran con ayuda de las corrientes hasta llegar a todas las
zonas contaminadas. En cada zona {); una concentracién promedio critica de nutrientes ¢;,
debe mantenerse durante un tiempo 7 suficiente para estimular adecuadamente el crecimien-
to de los microorganismos degradantes de petréleo en las zonas €2; (i = 1...., N) (Boufadel
et al., 2006). Dicho intervalo de tiempo lo denotamos de la siguiente forma [T — 7,77 .

Cabe senalar que la velocidad de descarga Q(t) adecuada no siempre existe, es decir,
a veces esta estrategia falla. En particular, esto puede ocurrir cuando el punto de descarga
ro no esta bien elegido con respecto a la dindmica del flujo y las posiciones de la zonas 2;,
o cuando el tiempo T de descarga no es lo suficientemente grande como para permitir que
el nutriente pueda llegar a todas las zonas §2;. Diremos que la estrategia es la 6ptima si se
resuelve el problema planteado y al mismo tiempo se minimiza la razén de descarga Q(t) con
el fin de reducir los impactos de los nutrientes en el sistema acudatico y disminuir el costo de
rehabilitacion. De este modo, mediante la introduccién de una menor cantidad de nutrientes
no solo obtendremos la remediacién de las zonas de interés sino también se protegera al
ecosistema.

Las consideraciones mencionadas anteriormente para la estrategia de remediacion, se
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C Ql Cl

Figura 1.2: Suministro de nutrientes en la posicién ry a una razén de descarga Q(t) para la
biorremediacion de tres zonas contaminadas €2;, ¢ = 1,2, 3.

plantean matematicamente mediante una formulacion variacional de la siguiente forma

T
minimizar: m(Q) = / Q*(t)dt, (1.3)

0
sujeto a: )>0,0<t<T, (1.4)
Ji( o(r, t)drdt = ¢ 1=1,---,N. 1.5
- ). / =

donde m(Q) es el funcional que representa la masa total de los nutrientes liberados en el
sistema dentro de un intervalo de tiempo [0, 7], ¢ = ¢(r,t) es la concentraciéon de nutrientes
en D, que se determina con un modelo de dispersién y J;(¢) es la evaluacién funcional de
la concentracién media de nutrientes en la i-esima zona §2; (¢ = 1...., N) . Para simplificar,
todas las zonas {2; consideradas en este trabajo son sin interseccion.

1.6. Modelo adjunto

G. I. Marchuck (2006) a lo largo de su trayectoria ha mostrado que el estudio de
sistemas complejos como son el cambio climatico, pronostico del tiempo a largo plazo, la
evaluacién de la contaminacion ambiental y la asimilacion de datos atmosféricos y oceanicos,
se puede realizar empleando la teoria del operador adjunto, gracias al principio de dualidad
que se deriva de esta teoria. Dicho principio establece que si todos los conceptos que aparecen
en una afirmacién sobre un sistema, son reemplazados por sus conceptos duales, también se
obtiene una afirmacion, que es dual a la afirmacion original. Este principio de dualidad se
ha aplicado satisfactoriamente en muchos campos de las matematicas, por ejemplo, logica
matematica, geometria, matematicas numéricas, teoria del control éptimo, etc.
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Al desarrollar la teoria de ecuaciones diferenciales, es 1til emplear la notaciéon de
operadores. Por ejemplo, el modelo de dispersién de una sustancia dado por (1.1) lo podemos
reescribir de la siguiente forma:

09

donde A es el operador asociado al problema de dispersién, el cual lo definimos de la siguiente

manera: N
Ap=U-Vo -V - -uVo+o¢p+ V- ¢,

el cual puede mostrarse que cumple con las siguientes condiciones

A(pr + ¢2) = Apr + Aoy y A(co) = cAg,

lo cual implica que el operador A es lineal.

También recordemos que un espacio de Hilbert H, es un espacio vectorial sobre el cual
se ha definido el producto interno (-,-), el producto interno para este trabajo lo definimos
de la siguiente forma:

(g.h) = / hgdr,
D

donde D es el dominio de las funciones h y g, y r la coordenada espacial. Ademds, la norma
de la funcién g se define de la siguiente forma:

glI> = (g, 9) :/g2dr-
D

Observamos que un operador A es postivo definido si se satisface

(A¢,¢) =0,

para cualquier elemento ¢ > 0.

Uno de los espacios de Hilbert es el espacio de Lebesgue Ls[a, b] formado por funciones
reales f definidas en [a, b] cuyos cuadrados son integrables, es decir:

b
/f2<oo,
a

y con producto interno definido por:

1.7. Operador adjunto

Con los elementos anteriores es posible dar la definicion de un operador adjunto, que
es uno de los conceptos fundamentales en el principio de dualidad propuesto por Lagrange
a finales del siglo XVIII.
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Definicién. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno dado por (-,-), y
L : H — H un operador lineal con dominio ® € H ($ subespacio lineal de H). El operador
adjunto de L es un operador lineal L* : H — H, con dominio ®* € H (®* subespacio lineal
de H), que satisface:

(Lo, g) = (¢, L7g) Voed y Vged© (1.6)

la cual recibe el nombre de identidad de Lagrange.

1.7.1. Existencia del operador adjunto

Bajo las caracteristicas de la definicién anterior para el operador L, el operador
adjunto existe, es decir, siempre es posible construir un operador L* que cumpla la igualdad
(1.6). Para esto, se define el conjunto ®* como el subconjunto més grande de H tal que,
g € ®* siy slo si la funcional lineal ¢ — (Lo, g) es acotada.

®* es un conjunto no vacié ya que 0 € ¢*. Ademds, ®* es un subespacio lineal de H,
ya que para ¢g; , g € ®* y a, b € R se tiene

(L@, agi +bga)| _ |all(Le, g1)| + |bl[(L¢, g2)]

C b|C b — ) 7
o] < ] < la|Cy + |b]Cy, ¢ € {0}.  (1.7)

Por otra parte, si g € ®* entonces, por el Teorema de Riez, existe un tnico v € H tal
que

(Le,g) = (¢, v)- (1.8)

Se define entonces el operador L* : ®* +— H como: L*g = v. Este operador esta bien
definido por la unicidad de v, y de acuerdo con la ultima igualdad satisface

(L, g) = (¢, L7g),YVo €@ yV g€, (1.9)

es decir, L* es el operador adjunto.

1.8. Unicidad del operador adjunto

En general, el operador adjunto no es tnico segin la definicién dada anteriormente,
ya que de acuerdo a la construccion anterior, si el operador L* se restringe a cualquier
subespacio propio de ®, entonces también la restriccién satisface (1.6).

Con el fin de establecer unicidad se supone que ® es un subespacio denso en H y se
considera a L* con dominio maximal; es decir, ®* es el mayor subespacio donde se cumple
(1.6). Bajo estas condiciones, si F™* es un adjunto, entonces Domp+ C ®* (de lo contrario L*
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se puede extender al subespacio Domp- + ®* y ®* no serfa maximal), y por lo tanto, para
g € Domp« se tiene

(Lo, g) = (¢, F7g) = (9, L79), Vo € P, (1.10)

es decir,
(¢, F"g—L*g) =0,Y¢ € . (1.11)

Por otra parte, si (¢,h) =0V ¢ € @, entonces h = 0. Esta afirmacion es cierta por la
densidad de ¢, ya que existe una sucesion en este conjunto tal que ¢, — h, y por lo tanto,

si h # 0 entonces
16 — hII* = [léull* + lIRI[* = [I2]]* > 0, (1.12)

que contradice la convergencia. Por lo cual h = 0.

Con este ultimo resultado se concluye que F*g — L*g = 0, es decir, F'* es s6lo una
restriccion de L*; en este sentido L* es tnico.

Es importante destacar que, en general, el operador lineal L y su adjunto son difer-
entes. So6lo en algunos casos particulares, como el operador de Laplace con condiciones de
Dirichlet o Neumann homogéneas, se tiene que L = L*(® = ®*), en tales casos el operador
L se denomina autoadjunto. El caso L # L* pero ® = ®* es importante, ya que se preservan
propiedades cuando alguno de los operadores satisface una caracteristica, por ejemplo, si L
es definido positivo, entonces

(L*g,9) = (9,L"g) = (Lg,g) > 0,Vg € ®. (1.13)

Por 1ltimo, se consideran algunos ejemplos sencillos de operador adjunto donde se
destaca la importancia de la identidad de Lagrange (1.6).

1. Si A € M,«,(R), entonces el operador adjunto de la matriz transpuesta A’, y en este
caso, autoadjunto significa que A es simétrica (4 = A").

2. Si Lo = k¢ con & = Ly(0,1), entonces L*g = kg con & = &* ya que
(Lo, g) = (ko,g) = (&, kg) = (¢, L7g), (1.14)

y por lo tanto L es autoadjunto.

3. 8i Lo = ull con & = {¢ € C[0,1]|¢(0) = ¢(1)} C L2(0,1), entonces L*g = —u2 con
®* = @, ya que

b odo [ty ' dg
L = —gdr = — —¢dx| = —u— | dxr = L*
(tong) = [ oifato=ulgo b= [ Lodo| = [Co(-ul) o= (6.1
(1.15)
y por lo tanto L y L* son operadores antisimétricos, es decir, (Lo, ¢) = (L*g, g) = 0.
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4. Si Lo = ,ud%‘f con & = {¢ € C?0,1]|¢/,(0) = ¢' (1) = 0} C Ly(0,1), entonces
L*g = p35 con @ = @, ya que

1 d2
(L(b,g):/o Md—x(fgdfﬂ
- . / . 1 d2g
= 1 {gqf) lo — (9 ? o _/0 ﬁgbdx)} (1.16)
1 d2
- o ()
= (¢, L"9),

y por lo tanto L es autoadjunto.

Una de las principales aplicaciones del modelo adjunto es la construccion de principios
de conservacién, como es el caso de Dymnikov (2002), quien desarroll6 leyes integrales de
conservacion para sistemas de ecuaciones de la hidrodindmica (Marchuck,2006).

En este trabajo, el modelo adjunto es fundamental para reescribir el problema varia-
cional (1.3)-(1.5) a través de un principio de dualidad, y con esto obtener los pardmetros
Optimos para la descarga del nutriente en un sistema acudtico con el fin de lograr su recu-
peracion de la contaminacion de residuos de petréleo.




Capitulo 2

Biorremediacion en una columna de
agua (1-D)

En este capitulo se presenta un ejemplo sencillo de biorremediaciéon unidimensional
(ideal), donde resolvemos el problema de optimizacién de nutrientes. Dicho problema se
resuelve directamente (series de Fourier) y por medio de la teoria del operador adjunto.

2.1. Planteamiento del problema

Consideremos una columna de agua unidimensional a lo largo del eje z, de longitud
unitaria 0 < z < 1, con varias zonas ; = [ay, 5;] (i = 1,...N) contaminadas con petréleo,
sobre las cuales se desea alcanzar las concentracidénes criticas (minimas) de nutriente ¢;
(¢ =1,..., N) durante el intervalo de tiempo [T" — 7, T| para su total recuperacién. Con una
fuente de nutrientes ubicada en z = z5. En la figura 1.1 se muestra el caso en que se tiene
una zona contaminada €2; y de acuerdo a la estrategia de biorremediacién planteada (1.1)-
(1.3), el objetivo principal es determinar la razén de descarga de nutrientes éptima Q*(¢) y
la posicién éptima z; de la fuente de nutriente en el lapso de tiempo ¢ = [0, 7], de tal forma
que se minimize la masa total de nutriente liberado.

En este caso de estudio consideramos que los nutriente liberados se distribuyen por
difusién a lo largo de la columna y para determinar la concentracién de nutrientes ¢(z,t) es
necesario resolver el siguiente problema de valor inicial y condiciones de frontera:

0p(z,t) D?P(z,t)

T v m Q(t)d(z — 20), 0<2z<1, (2.1)
Ma(b(;t’ ) =0 en 2z=0, (2.2)

,Ua(bézz’ t) = _5¢(Zat) en z=1, (23)
¢(z,t)=0 en t=0. (2.4)

16
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Figura 2.1: Biorremediacién en una columna de agua con una zona contaminada (£2; =
[a1, f1]), empleando una fuente de nutrientes ubicada en z = z

Donde (2.1) representa la ecuacién de difusién y el término de la derecha (forzamiento)
representa la fuente de nutrientes ubicada en z = z; con una razén de descarga Q(t). La
condicién (2.2) representa la frontera del fondo de la columna de agua, la cual asegura que
en este sitio no existird flujo de nutrientes. La condicién (2.3) representa la disminucién
de nutrientes por evaporacién en la superficie en z = 1, la cual consideramos proporcional
a la concentraciéon de nutrientes sobre la superficie, siendo ¢ el factor de evaporacion del
nutriente. Por dltimo la ecuacién (2.4) representa la condicién inicial, es decir, no tenemos
nutrientes en la columna de agua en el tiempo inicial.

2.2. Método directo

De acuerdo a la teoria de ecuaciones diferenciales, la solucion de la ecuacién de difusién
(2.1) (ecuacion diferencial lineal no homogenea de segundo orden con coeficientes constantes)
se obtiene sumando la solucién general de la ecuaciéon homogenea asociada a (2.1) y una
solucién particular de (2.1). Por lo tanto, primero calculamos la solucién general de (2.1) en
su forma homogénea,

[9J0) 0%¢

=~ =0,

ot 0%z
empleando el método de separacién de variables. Se considera a ¢(z,t) como el producto de
dos funciones

(2.5)

¢(z,1) = Z(2)T(1),

y sustituyendo en (2.5), obtenemos la siguiente relacién

1 drt) 1 d*Z(z)
pT(t) dt — Z(z) dz?
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donde se han separado las variables, es decir, el lado derecho depende sélo de z y el lado
izquierdo depende sé6lo de t. De esta forma se considera que ambos lados de la ecuacion son
iguales a una constante de separacién igual a —\?, dando lugar a las siguientes ecuaciones

dT(t) .,
= UART() = 0, (2.6)
diiiz) FA2Z(2) =0, (2.7)
udiiz) —0 en z=0, (2.8)
' 4z
u d(zZ) =—&Z(z) en z=1, (2.9)

donde (2.8) y (2.9) son las condiciones de frontera modificadas por el método de separacién
de variables. Notemos que el problema (2.7)-(2.9) es un problema del tipo Sturm-Liouville,
es decir, existen valores A, para los cuales existen soluciones no triviales Z(z) # 0. A di-
chos valores A, se les denomina eigenvalores y sus correspondientes soluciones no triviales
eigenfunciones Z,(z), los cuales determinaremos a continuacion.

De acuerdo a la teoria de ecuaciones diferenciales, las soluciones generales de (2.6) y
(2.7) son
Zn(x) = apcos(Apz) + bysin(A,2),

T, (t) = e,
dado que obtendremos n eigenvalores \,,.

Aplicando la condicién de frontera (2.8), se concluye que b, = 0, y aplicando la
condicién de frontera (2.9), obtenemos la siguiente ecuacién trascendente

tan(\,) = g){—:f, (2.10)

con la cual es posible determinar los eigenvalores A, y sus correspondientes eigenfuciones
Zn(z) = cos(Apz). La gréfica 2.2 muestra los eigenvalores cuando &/ = 1, se observa que
este conjunto es un conjunto infinito.

Para tener una base Z,(z) ortonormal, calculamos ||Z,(z)]|

Yo = [1Za(2)]| = (Za(2), Zu(2))F = \// cos? )\zdz—\/2< "2@ 2)), (2.11)

de esta forma las eigenfunciones normalizadas son Z,(z) = cos(A,2)/Vn.

Por lo tanto, aplicando el principio de superposicién la solucién general de (2.5) es

o0

Bz t) =) ane—witmiﬂ. (2.12)

n=1
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31
—[tan (A)

2l —| 1/

A
11 1

2
7»3 , 7‘4
0 b m T
\ 7\’

Al

Figura 2.2: Célculo de eigenvalores A,, cuando &/pu = 1.

Para obtener la solucién particular de (2.1) observamos que no es posible resolver la
ecuaciéon empleando el método de separacién de variables. Entonces resolvemos (2.1) por el
el método de variacion de parametros, también conocido como el método de expansién en
eigenfunciones. Siendo especificos, buscaremos una solucion del problema de condiciones a
la frontera como una serie de Fourier coseno de la siguiente forma

ZA 003/\z) (2.13)

cuyos coeficientes A, (t) son funciones diferenciables dependientes del tiempo, y las funciones
coseno son el conjunto de eigenfunciones Z,,(z) de la ecuacién (2.1) en su forma homogénea.

Desarrollamos también el término del forzamiento de (2.1) en una serie coseno de
Fourier, es decir

8(z — 2z) = chw,

Tn

n=1

donde los coeficientes de Fourier ¢, estan dados por:

L /1 5z — Zo)cos()\nz) _ cos()\nzo)7
0 Tn In

de esta forma tenemos

d(z — 20) Zcos An20) cos/(y)\ ) (2.14)




2. Biorremediacién en una columna de agua (1-D) 20

Sustituyendo (2.13) y (2.14) en (2.1), obtenemos

ZA, cos (An2) 2 ZA cos (A Z) _ Q(t)ZCOS(/\nZO)COS()Q\nZ),
n=1 Tn

y comparando los coeficientes de los términos coseno en ambos lados, obtenemos una ecuacion
diferencial lineal de primer orden no homogénea para los coeficientes A, ()

An
4,0) + i Au(r) = Q0
la cual tiene como solucién
An(t) = e it { / Q(t)Me“’\%tdt + c} : (2.15)
Tn

De esta forma la solucién general de (2.1) esta dada por:

o(z1) Ze 02 {/Q cos (A zo) it gy 1 cos(/\nz)‘ (2.16)

Tn

donde los eigenvalores )\, se obtienen resolviendo numéricamente la ecuacion trascendente
(2.10). Una vez calculada la concentracion, es posible calcular la concentraciéon promedio de
nutriente en cada zona contaminada 2;, es decir:

1 T .
Ji(éb)—m/j’ﬁ/Qiqﬁ(r,t)drdt_ci i=1,---,N.

Podemos observar que ¢(z,t) y J;(¢) dependen explicitamente de la razén de descarga
Q(t) y del sitio de la fuente zj, los cuales son los pardmetros que deseamos conocer. Esta
ecuacion no nos permite resolver completamente el problema de optimizacién de nutrientes,
ya que no es posible despejar a Q(z) y zo. Para poder resolver el problema de optimizacién,
en las siguientes secciones consideramos dos casos particulares de la razén de descarga Q(t).

2.2.1. Razdn de descarga constante Q(t)=

En este caso consideramos que la razén de descarga es invariante en el tiempo, es
decir Q(t) = Q. Por lo tanto los coeficientes A, (t) estan dados por

1 An
An(t) = N>‘2 (QCOS(V ZO) + Ce'u)\%t) )

y para determinar la constante ¢, aplicamos la condicién inicial (2.4), lo cual implica que
A, =0y c=—Qcos(A,z0), por lo tanto tenemos

= ) o),
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de esta manera obtenemos la soluciéon general

(2, 1) = Z ,u)g% <1 - e’“’\%t> cos(Anz0)cos(Anz). (2.17)

n=1

Una vez conocida la concentracion ¢(z,t) de nutriente sobre la columna de agua,
podemos calcular la concentracion promedio ¢; de nutriente en cada zona contaminada,

donde
! /@l/&w )dzd
GG = —— z,t)dzdt.
T (61 - ai) T—7Jaq;

Sustituyendo (2.17) en la ecuacién anterior, obtenemos

[e.e]

B Q cos(Anzo)
Ci= - G — o ; RERE [sen(\,B;) — sen(Apa;)] X

efu)\iT

T+ e <1—e“>‘%7>]. (2.18)

La expresién anterior la podemos reescribir de la siguiente forma:

! L dzd F,
Ci = T(&—_ai)/TT ) o(z,t)dzdt = QF;(2) (2.19)
donde
Fi(zo) = 7 (5i1— ;) ; COSEQQZO) [sen(Anfi) — sen(Anai)] X
e—u,\iT

la cual nos ayudara a encontrar el sitio 6ptimo de descarga.

La masa total suministrada m(Q), dada por la ecuacién (1.3) para este caso, resulta
ser

T
m@Q = [ @uit-e1. av-q (2.21)
0
y a partir de (2.19) podemos despejar a (). Sustituyendo en la expresién anterior, obtenemos
c2
= 1 2.22
m (Q) FwiQ (ZO) ( )

T. (2.23)
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el cual se minimiza cuando la funcién Fj(zp) es maxima, de esta manera, el sitio 6ptimo
de descarga va ha ser el punto zj tal que méximice Fi(zp). Y la razén de descarga 6ptima

esta dada por:
C1

~ ()

Ademas el problema de optimizacién va ha tener solucién si y solo si la funcién Fj(z) es una
funcién positiva en 0 < z < 1.

Q*

Para el caso en que tenemos dos zonas contaminadas (N = 2), aplicando las ecuaciones
(2.19) y (2.23), tenemos:

a1 = QFi(z), ¢y = QF3(z),
y el funcional de masa m(Q) resulta ser
2

@)= mi VT = me !

el cual se minimiza cuando se cumple la siguiente relacién
G(20) = c2aFi(20) — c1F2(20) = 0 (2.24)

con lo cual el sitio éptimo de descarga z;, esta dado por el punto donde la funcién G(zp)
se anula, es decir, G(z5) = 0. Y la razén de descarga 6ptima, cuando tenemos dos zonas

contaminadas, esta dada por:
C1 C2

TRz B(x)

Q" (2.25)

Cuando hay més de dos zonas (N > 2), el sitio 6ptimo debe ser solucién del siguiente
sistema de ecuaciones

Gz(ﬁo) = Clﬂ(.%'o) — CiFl(.fo) = 0, 1= 3, ceey N (226)
el cual minimiza el funcional de masa m(Q), siendo la razén de descarga éptima Q* =
c1/F1(z5). Ademas, notemos que el problema de optimizacion tiene solucién si y sélo si para

cada i, Fi(zp) > 0 en un intervalo I C [0,1] y el sistema de ecuaciones tiene al menos una
raiz zg en 1.

2.2.2. Razdén de descarga variable Q()

Para este caso, consideramos que la razén de descarga Q(t) tiene la siguiente forma

Q) = 3" Quunlt) (227




2. Biorremediacién en una columna de agua (1-D) 23

donde s es el niimero de términos que tendra la razén de descarga y la funcion 1, esta definida
de la siguiente forma

1 (k=De<t < ke o
wk_{o b=k —1)e kg O FTLos (2.28)

siendo € = T'/s, el lapso de tiempo donde se descarga nutriente a una razén constante Q.
En la figura (2.3) se puede observar un ejemplo de razén de descarga Q(t) de acuerdo a las
definiciones anteriores. En la figura (2.4) se muestra el comportamiento de la funcién ¢ (t).

N 0, 0=X 0w,

A 0, 0 =
Qk—l Q.r

0, 0, Oy
Qs O,
0, 0

Ly 4 L L. Lior Lo Ty L. Ly o Loy I

Figura 2.3: Razén de descarga variable Q(t)

Sustituyendo (2.27) en la ecuacién (2.16), es posible llegar a la siguiente expresién
para la concentracion de nutrientes

Bz, t) = i et [Z Qs /0 t @/)k(t)e’“%tdt] %cos(xnz). (2.29)
n=1 k=1 n

Al igual que en el caso anterior, después de calcular la concentraciéon de nutrientes,
podemos calcular la concentracion promedio ¢; en cada zona contaminada, la cual esta dada
por (1.5)

T B
¢ = m /T o(z,t)dzdt, (2.30)

sustituyendo (2.29) en (2.30), obtenemos:

e 1 - g —uXZt - ! U2t
¢ = —T(ﬂ—a);/m{e L;Qk/o We(t)e dt]}dtx

cos(Anzo)
AnY2

nin

[sen(\,3;) — senos(Aa;)] . (2.31)
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Ly ty 1, t Loy 4 Ly t by Ly 4
| A (tl_lz)
| | | I | > t
Ly 6, 1, t, t Loy 1 Ly t by Ly 4
A (tifl_tl)
1 4
| | | | ’ t
Ly L 1ty t Lo i i 4 lima Loy Uy
n (1,1t )
' >t
Ly 4 L t Loy b L t iy Ly 4
A (te—1,)
1
' | | | ., Z‘
Ly 4, 1, t, t Loy 4 Ly t Ly Ly 4
t,=0 t,=T
Figura 2.4: Base unitaria ¢
La expresién anterior puede reescribirse de la siguiente manera
¢ = Z Qi M. i, (2.32)
k=1
donde
1 = cos(An20)
M, = cos(Apfi) — cos(Apai)| m, 2.33
S D A (s cosOuail (233
con
T 2 t 2
n= / {emt { / wk(t)e%tdt”dt. (2.34)
T—71 0
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Ahora, la masa total de nutriente, estda dado por:
T T S 2 s T s
m@ = [ Q- | [Z ka] d=> Gt [ wti=cy @)
0 0 k=1 k=1 0 k=1

Por lo tanto, el problema de optimizacién (1.3)-(1.5), toma la siguiente forma:

S

minimizar: m(Q) = Z €nQ2, (2.36)
n=1
sujeto a: Q; > 0,71 =1,2,3, y (2.37)
=Y MyQr, i=12-- N (2.38)
k=1
que en forma matricial, la tltima condicién queda de la siguiente manera.

M1,1 Mk,1 Ms,l 1 cl
Ml,n . Mk,n . Ms,n Qk — C; (239)

Ml,N ce Mk,N ce Ms,N Qs CN

para obtener los @y que minimizan el funcional m(Q), empleamos la funcién lsqlin del Mat-
lab. El inconveniente en este caso esta en la definiciéon de la razén de descarga ya que para
resolver este problema es necesario realizar n x s integrales por cada término de la matriz
Mj, i, lo cual requiere un mayor esfuerzo computacional cuando consideramos valores grandes
de n (términos de la serie de Fourier) y s (términos de la razén de descarga).

Ademas, con este método no es posible obtener una expresion para obtener el sitio
optimo de descarga. Lo vamos a poder obtener evaluando el funcional de masa como funcién
del sitio de descarga, es decir m(zp), y el punto para el cual se minimiza m(z), serd el sitio
optimo de descarga.

2.3. Meétodo adjunto

A continuacién resolvemos el problema (2.1)-(2.4), empleando la teoria del operador
adjunto. De (2.1) se tiene que el operador del modelo de difusién es
D*¢

y para obtener el operador adjunto de (2.40), empleamos la identidad de Lagrange (1.6), la
cual establece que
0%¢

(Lo, g) = (¢, L*g) donde L = —Hpy (2.41)
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Al calcular (L¢, g) e integrando por partes dos veces, obtenemos

1 82
(Lo.9) = | —nad:

yA
9l ag |t g
= nagt| uglo) - I (—u@ e (2.42)
st ag | ,

donde L* = —u%.

De la expresién anterior, podemos observar que el operador L es auto adjunto cuando

dg
g Zal =0 2.43
95z, “az¢0 : (2.43)
lo cual se obtiene bajo las siguiente condiciones
t

u% =0 en 2z=0, (2.44)
MM = —£g(z,t) en z=1, (2.45)

0z
g(z,t)=0 en t=T. (2.46)

y de esta forma tenemos que el operador L es auto adjunto.

Multiplicamos (2.1) por g = g(z,t) y tomando las integrales sobre el dominio del
espacio y tiempo (0,1) x (0,7"), obtenemos

/ / dzdt+ / /gL(bdzdt / /gQ 5(z — zo)dzdt. (2.47)

Integrando por partes la primera integral de (2.46), y usando la condicién (2.46) y

g(z,T) =0, resulta
/ / 95, 99 1.t — / / ¢—gdzdt

con lo cual la ecuacién (2.47) la podemos reescribir de la siguiente forma:

// { +L*}drdt /Q 9(z0, t)dt. (2.48)

donde se ha aplicado la identidad de Lagrange y las propiedades de la funcién delta de Dirac.

De la ecuacién anterior podemos considerar la siguiente relacion

dg
2 g =p(rt 2.4
5 T LY p(r,t), (2.49)
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donde el forzamiento p(z,t) lo definimos de la siguiente forma

p(z,t):{% zeQyte(T—1T) (2.50)

-
0 en otro caso

donde |Q] es la longitud de Q = [a, (], y T es el tiempo requerido para que el nutriente man-
tenga la concentracién promedio critica en una zona. Con esta definicién de p(z,t) podemos
observar que el término de la izquierda de (2.47) es en realidad igual a la concentracién
promedio de nutriente en la zona €2 afectada por la contaminacion, es decir,

/OT/01¢{—%+L*g} drdt:/OT/Qqﬁp(r,t)drdt: ﬁ/ﬁ/f ¢drdt = J(¢), (2.51)

igualando (2.48) con (2.51) obtenemos

J(6) = / 9z Q1) = c. (2.52)

a esta ultima relacién se le conoce como pricipio de dualidad.

Para el caso en que tengamos varias zonas contaminadas €; (i = 1,...,N), de la
expresion anterior, las concentraciénes promedio ¢; de nutriente de cada zona resulta ser:

1(6) = /0 0o )Q()dE = . (2.53)

Con el resultado anterior el problema variacional (1.3)-(1.5) toma la siguiente forma

minimizar: m(Q) = /T Q*(t)dt, (2.54)
0
sujeto a: Q(t) >0,0<t < T, Y, (2.55)
0
siendo g;(zo,t) la solucién adjunta para cada zona €; (i =1,--- | N).

Con esta formulacién variacional podemos observar que las soluciones adjuntas g;(zo, t)
son independientes de la razén de descarga Q(t). Las cuales estan determinadas por el pro-
ceso de difusion sobre la columna de agua y pueden considerarse como funciones de peso
que caracterizan el impacto de la descarga del nutriente en el punto zy, sobre cada zona ;.
Por lo tanto, las soluciones adjuntas son consideradas como funciones de informacién o de
influencia en el problema de control.
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2.3.1. Solucion de la ecuacion adjunta

Para determinar las soluciones adjuntas g;(z,t), es necesario resolver el problema de
valor final dado por (2.49) y (2.44)-(2.46)

COgi(z,t)  Pgilz,)

=, <z < .
at H 822 pl(z7t) VARV ARN 1, (2 57)
dgi(z,t) -
W=y = 0 en z=0, (2.58)
% = —gi(z,t) en z=1, (2.59)
gi(2,t) =0 en t=T. (2.60)

el cual se puede transformar en un problema de condicion inical considerando el siguiente
cambio de variable ¢ = T — ¢, obteniendo:

891-(2,25/) 8ng~(z,t/) p

_ pu— < < .
o W53 p(z, 1) z2<z<1, (2.61)
u% =0 en z=0, (2.62)
W50 o) e 2=, (2.63)
0z
gi(z,t)=0 en t =0. (2.64)

Podemos notar que el problema anterior (2.61)-(2.64) es idéntico al problema (2.1)-
(2.4). Por lo tanto podemos utilizar la base de funciones Z,, para obtener la solucién adjunta
gi(z,t). Asi, consideremos a g;(z,t) como una serie de Fourier de la siguiente forma:

/ d /. coS(A\pz
n=1 n
donde los eigenvalores \,, de las funciones base Z,, estan dados por:
tan(\,) = C<“. (2.66)

., . / . .
Desarrollamos también el forzamiento p(z,t ) en serie de Fourier

pi(z, tl) = Z dpicos(Anz), (2.67)
n=1
donde los coeficientes d,,; estan dados por:

(2.68)

i = /lp(z t)cos(Apz) = {T'%ﬁ [sen(A\nf;) — sen(Aew)] 2 € Qi y t € (0,7)
0

\
0 en otro caso
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Ahora sustituyendo p;(z,t) v gi(2,t ) en (3.54) obtenemos

ZA cos)\z —|—,u)\22Am Jeos(Ap2) decos)\z

y comparando los coeficientes de los términos coseno en ambos lados, obtenemos una ecuacion
. . . . , . ’
diferencial lineal de primer orden no homogénea para los coeficientes A, (t)

AL () + pA2A(t) = dyy,

la cual tiene como solucién

/

! t 2,/ /
A (l) = et / e gt (2.69)
0

donde se ha considerado la condicion g;(z,0) = 0 (2.62), y sustituyendo los coeficientes de
d,i (2.68), obtenemos

1—e —RALE )d i t<T
(4 _ ,u/\Q( n,i
An,l(t ) {u/l\Q (e_ﬂ)‘%(t_T) _ e_u)‘%t)dn’i t > - (270)

de esta forma obtenemos las funciones adjuntas g;(z,t) y aplicando el cambio de variable
t =T —t obtenemos la solucién g;(z,t). Utilizando el principio de dualidad (2.52) podemos
calcular la concentraciéon promedio de nutriente en la i-ésima zona contaminada. Al igual que
en la seccién anterior para poder resolver el problema de control, consideramos los mismos
casos para la razén de descarga Q).

2.3.2. Razoén de descarga constante Q(t) = @

De acuerdo al principio de dualidad (2.52), y considerando que Q(t) = @), tenemos

:/O Q(t)gi(zo,t)dtZQ/o gi(20, t)dt, (2.71)

y al sustituir g;(zo,t) obtenemos

00 )\n
¢ = © : Z COS;(L 20) [sen(\,B;) — sen(Apa;)] X

e—y)\%T

T <1—€W\%T>], (2.72)

y como era de esperar, se llegd a la misma expresién para la concentracion promedio emple-
ando el método directo y por el método del operador adjunto, en donde la funcién Fj(z)
obtenida por el método directo resulto ser

Rl = [ Qato v (2.73)
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Para el caso en que tenemos una zona contaminada, de (2.73) obtenemos la expresién

para la razon de descarga
1

= ) 2.74
y el funcional de masa m(Q) resulta ser
Q) = ol 275)
Ff(20) '

el cual se minimiza cuando la funcién Fj(zp) es maxima, de esta manera, el sitio 6ptimo
de descarga va ha ser el punto z§ tal que maximice Fj(z9) o que el drea bajo la curva de
g1(23,t) sea méxima en el intervalo de tiempo (0,77). Por lo tanto la razén de descarga éptima
esta dada por:
C1
Q' ==, 2.76
Fi(%) 270
ademds, el problema de optimizacién va ha tener solucién si y solo si la funcién Fj(z) es una
funcién positiva en 0 < z < 1.

Si tenemos dos zonas (N = 2) contaminadas:

1 1
€= Q/O g1 (20, t)dt = QF, cop = Q/O 92(20, t)dt = QF>, (2.77)

y el funcional de masa m(Q) resulta ser

2 2
1 &)

R F(%)

m(Q) T, (2.78)

el cual se minimiza cuando se cumple la siguiente relacién
G(20) = c2F1(20) — c1F>(20) = 0, (2.79)

por lo tanto el sitio éptimo de descarga z§, estd dado por el punto donde la funcién G(z)
se anula, es decir, G(z5) = 0. Y la razén de descarga 6ptima cuando tenemos dos zonas

contaminadas esta dada por:
(&1 Co

V=R T RE)

(2.80)

2.3.3. Razoén de descarga variable Q(t)

Al igual que en la seccién (2.2.2), consideramos a la razén de descaga Q(t) de la
siguiente forma

Q) = Quthx, (2.81)
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donde v, esta definida por (2.27), por lo tanto la concentracién promedio de nutriente en la
i-ésima zona esta dada por:

/Q )gi(z, t)dt = /Zkak ZA’ t)cos(\,z)dt = ZQRM;“, (2.82)

donde
M, Zcos nz/ U (t) AL ()dt (2.83)
n=1

Con esta definicion de la razén de descarga, el funcional de masa toma la siguiente forma
T T S 2 s T s
— [Caura= [ S auo| d=3 01 [ vina—e>ah s
0 0 k=1 k=1 0 k=1

Por lo tanto el problema de optimizacién (1.3)-(1.5), toma la siguiente forma:

S

minimizar: m(Q) = Z €nQ2, (2.85)
n=1
sujeto a: Q; > 0,1=1,2,3, y (2.86)
ci = iMka, i=1,2,---,N. (2.87)
que en forma matricial, la ultima condiciérz 1queda de la siguiente manera.
M1,1 Mk,l Ms,l Q1 &1
[T T T A Y P 259

para obtener los @y que minimizan el funcional m(@Q), empleamos la funcién Isqlin de Matlab.

Hay que notar que en este caso no es posible obtener una expresion para encontrar el
sitio 6ptimo de descarga. Lo vamos a poder determinar al evaluar el funcional de masa como
funcién del sitio de descarga m(zp), y el punto para el cual se minimize, serd el sitio 6ptimo
de descarga.

2.4. Solucién numérica

A continuacién mostramos la solucién de los problemas formados por (2.1)-(2.4) y
(2.57)-(2.60) empleando esquemas numeéricos con el fin de comprobar las soluciones obtenidas
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x=0 h x=1
o i i i i i i | o
h h —
N=T3 =3 X X; Xis1 xzv—1=1_5 Xy =1+

Figura 2.5: Tasas de descarga con las funciones adjuntas.

por el método de series de Fourier. En general ambos problemas tienen la siguiente forma

¢ B B
SHAC=f. AC=

0%
— U= 2.89
W (2.89)
donde ¢ puede ser la concentracién de nutrientes ¢(z,t) o la soluciéon adjunta g;(z,t) y el
forzamiento f que le corresponda a cada caso. Para resolverlo numéricamente (2.89), primero
discretizamos el operador A( sobre la malla que se muestra en la figura 2.5, donde el tamano
de la malla es h = 1/N, el cual resulta ser:

1 -2 1 G
1 -2 1 G
Gim1 — 2G; + Ct 1z - :
AC = —p 2=t = =3 1 -2 1 G| (2.90)
1 -2 1 Cy
0 I =2 1/ \(nvu

Ahora discretizamos las condiciones de frontera en los puntos 2z =0y z =1

a G—G

=pu—-=0 = = 2.91
pe » L G =G (2.91)
a¢ Cni1 — CN (1 + Qv 4
Mam - fC % h 5 9 CN-H,] 'VCNJ» Y % + g
(2.92)
sustituyendo los valores de ¢; y (y+1 en (2.90) obtenemos
-1 1 0
1 -2 1
1 N
A=-1; 1 -2 1 (2.93)
1 -2 1

0 1 2479
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Después de la discretizacion en espacio, procedemos a discretizar en el tiempo sobre el
intervalo [t;,¢,;4+1] de tamailo 7, y aplicando el esquema de Crank-Nicolson a (2.89), tenemos

o (el o)
el cual se puede reescribir de la siguiente forma
gt =BJ +715f, (=0, (2.95)
donde , N1 . -
B= (1 + §A> (1 + 5/1) . S= (1 + 5/1) . (2.96)

siendo I la matriz identidad y A la matriz dada por (2.90).

Ahora solo falta dar las discretizaciones de los forzamientos f. Para el problema (2.1)-
(2.4) el forzamiento f = Qd(z — zy), va estar formado por un vector de ceros excepto en la
entrada correspontiente del punto z = z; cuyo valor es igua a f; = Q(z — z;) = Q/h

0
f= Qi — 20) = Qo= — =) = | Q/h (2.97)
0

Por 1ltimo, el forzamiento f del problema (2.57)-(2.60) dado por

L ZEQZ': Q. D t e T—T,T
pet) = 7 iyt tmnt) (2.9
0 en otro caso
donde |€;] = |5; — a4] es la longitud de €2;, y 7 es el tiempo requerido para que el nutriente

mantenga la concentraciéon promedio critica en una zona €2, va ha ser un vector de ceros
excepto en las entradas que correspondan a los puntos z; que esten en ;=|q;, 3;] cuyo valor
es ﬁ y que ademds cumpla con t € (T'— 7,T) ya que de no ser asi las entradas del vector
p seran ceros, es decir,

0
1 1
pi(z,t) = W 1 zeQyte(T—7,T) 6 p=0 en otro caso (2.99)
7- .
1
0

Resolver el problema de difusién de nutrientes o el problema de la funciéon andjunto
por este método no nos permitira resolver el problema de optimizacién ya que no es posible
determinar la razén de descarga Q(t) y el sitio 2o de la fuente de nutrientes que minimizan
la cantidad de masa total. Estas soluciones solo nos permitiran comprobar los perfiles de
concentracion ¢(z,t) y las soluciones adjuntas g;(z,t) obtenidas con el método de Fourier.
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2.5. Ejemplo 1

Consideremos una columana de agua unitaria la cual contiene una zona (figura 2.6a)
6 dos zonas contaminadas (figura 2.6b), las zonas contaminadas son: ; = [0.3,0.4] y Q =
[0.8,0.9]. Y se libera el nutriente desde el punto z; = 0.5 a una razén de descarga constante
@ = 0.5, considerando que el coeficiente de evaporacion y el coeficiénte de difusion son:
¢ =0.3  =0.1. En la figura (2.7) se puede observar la concentracién del nutriente liberado
sobre la columna durante el lapso de tiempo ¢t = [0, 8] (figura 2.7a), la concentracién promedio
alcanzada en las zonas contaminadas (figura 2.7b), considerando un tiempo de control 7 = 1
y el perfil de nutrientes para el instante de tiempo t = 8.

Figura 2.6: Biorremediaciéon de una columna de agua con una o dos zonas contaminadas
(Q = [y, Bi],7 = 1,2), considerando una fuente de nutrientes ubicada en z = z

a) c

[0.3,0.4]
[0.8,0.9]

Figura 2.7: a) Célculo de la concentraciéon de nutriente ¢(z,t), b) Concentracién promedio
¢; en las zonas € = [0.3,0.4] y Q5 = [0.8,0.9] y ¢) perfil de concentracién de nutriente para
t=8, considerando (=0.3 y p =0.1.
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Los pardmetros de descarga () = 0.5 y zp = 0.5 fueron tomados arbitrariamente. Se
desea optimizar la masa total de nutriente liberado considerando que las concentraciones
criticas ¢; en las zonas 0 = [0.3,0.4] y 2 = [0.8,0.9] son las que se muestran en la tabla
2.1. De la figura 2.7b podemos observar que () = 0.5 y 2y = 0.5 no son precisamente los
parametros optimos dado que las concentraciones promedio alcanzadas en cada zona son
mucho mayores a las concentracioens de la tabla (2.1).

Caso | €21 | Q9
C1 Ca
1 2 -
2 - 2
3 0.5] 0.5
4 09| 0.5
5 2.1 10.94
6 2 | 05

Tabla 2.1: Concentraciones criticas.

Entonces de acuerdo a la estrategia desarrollada, cuando tenemos una zona contami-
nada (caso 1y 2) el sitio 6ptimo de descarga es el punto que maximiza a Fj(zo) la cual esta
dada por (2.20). Las funciones F(zy) y F»(20) de cada zona se muestran en la figura (2.8), en
donde se puede observar que existe el sitio 6ptimo z; y por lo tanto la razén de descargd 6pti-
ma dada por (2.24). Los cuales resultaron estar dentro de las zonas contaminadas como era
de esperar.

F(2)

— C1:2
—— C2:2

6.5¢

551

451
ZO=O.82 g

3.51

|
2.5f ‘
|
|

Figura 2.8: Sitio 6ptimo de descarga cuando se tiene una zona contaminada, considerando
(=0.3y pu=0.1.

Para el caso en que tenemos dos zonas, el sitio 6ptimo de descarga es el punto en
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donde la funcién G(zp) dada por (2.79) se anula. En la figura (2.9) se muestran las graficas
de G(zp) para los casos 3 y 4 (figura 2.9a) y los casos 5 y 6 (figura 2.9b). Donde podemos
observar que para todos los casos excepto para el caso 6 (figura 2.9b-linea azul), fue posible
determinar el sitio éptimo de descarga dado que existe un punto tal que G(zp) = 0, condicién
de 6ptmimizacién cuando se tienen dos zonas. En la tabla (2.5) se muestran los pardmetros
optimos de descarga de los casos de la tabla 2.1.

G(2)

G(2)

b)

——C;=2.1,C=0.94

—=2.1,¢,70.5

|
| cl
-1 NN BTN |
0 010203040506 070809 1
z
0

Figura 2.9: Sitio éptimo de descarga para dos zonas contaminadas.

Caso | Q1 | Qo | Parametros 6ptimos

cy Cy xH Q"

1 2 - 0.32 0.62

2 - 2 0.82 0.54

3 0.5] 05 |0.77 0.14

4 09| 0.5 | 0.48 0.16

5 2.1 10.94 | 0.24 0.32

6 2 | 0.5 - -

Tabla 2.2: Parametros 6ptimos.

Desde el punto de vista de la teoria operador adjunto, para resolver el problema de
optimizacién, es necesario conocer las funciones adjuntas asociadas a las zonas 2y y €)o,
es decir, ¢1(z0,t) y g2(z0,t), las cuales estan dadas por (2.65) y (2.70). En la figura (2.10)
podemos observar la variacion de g1(z,t) y g2(z,t) en el intervalo de tiempo t = (0, 8).

La forma de ver por que el punto zy = 0.5, no es el sitio éptimo para el caso 5 de
la tabla2.1, es por que las funciones adjuntas ¢;(0.5,t) y ¢2(0.5,¢) las cuales podemos ver
en la figura 2.10 (en lineas punteadas) o en la figura 2.11a podemos observar su perfil, no
cumplen con la condicién de tener la mayor area bajo la curva, lo cual si cumplen los perfiles
de ¢1(0.32,t) y ¢2(0.82,¢) mostrados en las figura 2.11b.
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9,zT) g,(z.7)

16

9(z.T)

Figura 2.10: Variacién de soluciénes adjuntas g;(z,t) y go(z,t) .

2T 9@z, M)
g(, ) — , b) 2 — — —

9,(0.32,9)
9,(0.82.1)

7 —
1.8} 9,(0.5.0)

0,051
1.6r b

1.4} b

1.2 1

0.8r J

0.6 g 1

0.4 : : J

o
o

Figura 2.11: Funciones adjuntas en sitios 6ptimos ¢;(z5,t) y g2(z5,t), para los casos 1y 2 .

Considerando el caso 5 pero ahora resolvemos el problema con una razon de descarga
variable, con s = 8 términos @y con € = 1, tenemos que resolver el problema dado por (2.36)-
(2.38). En la figura 2.12, podemos observar la variacién del funcional de masa m(Q) respecto
al sitio de descarga zy (figura 2.12a), de la cual podemos determinar el sitio 6ptimo 6ptimo
de descarga dado que se puede observar facilmente donde el funcional toma su valor minimo.
Ademas se muestra la variacion de la concentraciéon promedio en las zonas contaminadas
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(figura 2.12b), dichas concentraciénes criticas requeridas son logradas tal como se requiere
para el caso 5 (tabla 2.1). Y finalmente se muestra la razén de descarga obtenida la cual tiene
forma de funcién escalén, la cual es comparable con la razén de descarga obtenida para el caso
en que la razon de descarga es constante, la cual resulto ser Q* = 0.32 (linea azul de la figura
2.12¢) y de esta forma observamos que la definicién de razén de descarga variable permite
una mayor minimizacién de la masa total descargada ya que m(Q)/m(Q(t)) = 1.0858, es
decir se disminuyo un 8.5 % la masa total de nutriente suministrada.

Funcional de masa Concentracion promedio Q)
0.85 ‘ ‘ —————— 0.45 —
—[0.3,0.4] —Q
—[0.8,0.9] 0al Q(t) |
0.83} ol ST
0.35} .
0.81¢ - 1.5} N
% ° 0.3 7
0.79¢ . 1r s
0.25} .
0.77¢ . 0.5¢ .
0.2} .
0.75 L I 0 i i i i i i i i i i i i i i
0.1 0.2 0.3 0.4 012 3456 738 01 2 3 45 6 7 8
z z t

Figura 2.12: a) Funcional de masa mg«)(20), b) Concentracién promedio en la zonas );
i =1,2y c) Razon de descarga éptima, para el caso 5 de la tabla 2.1.

Al considerar que la razén de descarga fuera constante, para el caso 6 de la tabla
2.1 no fue posible determinar los parametros, esta dificultad puede resolverse al considerar
que la razén de descarga sea variable en el tiempo. En la figura 2.13 podemos observar el
funcional de masa (figura 2.13a), la variacién de la concentracién promedio de nutriente en
las zonas €2; (figura 2.13b) y la razén de descarga éptima (figura 2.13c), mostrando de esta
forma la solucién a este caso.

Todos los resultados obtenidos en esta seccion se verificaron con los dos métodos
descritos (directo y adjunto) y las soluciones del problema directo y el problema adjunto se
comprobaron empleando los métodos numeéricos.
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”g Funcional de masa Concentracion promedio Q)

Figura 2.13: a) Funcional de masa mg)(20), b) Concentracién promedio en la zonas §);
i =1,2y c) Razon de descarga éptima, para el caso 6 de la tabla 2.1.




Capitulo 3

Modelo de dispersion y su adjunto
(3-D)

En este capitulo se da la teoria basica para resolver el problema de dispersion de
nutrientes vertidos en un cuerpo de agua, con el fin de biorremediar ciertas zonas contami-
nadas con petroleo. Ademas se plantea y resuelve el problema adjunto asociado, el cual nos
permitira calcular los parametros de descarga 6ptimos.

3.1. Modelo de dispersion

La concentracién del nutriente ¢(z,t) en el dominio D C R? (ver figura 3.1), y en el
intervalo de tiempo [0, T], se puede estimar con el siguiente modelo de dispersién

0 —
a—f+U-V¢—V'uV¢+J¢+V~¢S:Q(t)é(r—ro) (3.1)
junto con las siguientes condiciones iniciales y de frontera

a: = —i/sqb? en D, (3.2)
,ugjz = EZ - Cqb? .7 sobre S, (3.3)
’u% =0 sobre S%, (3.4)
u% —U,p =0 sobre S, (3.5)
u% = a: .7 sobre Sg, (3.6)
¢(r,0) = ¢°(r) en D, (3.7)
V.-U=0 en D. (3.8)

Donde (3.1) representa la ecuacién de adveccién-difusion, U(r, t) es el campo de veloci-
dad que satisface la condicién de incompresibilidad (3.8), u(r,t) es el coeficiente de difusién

40
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turbulenta, o(r,t) es el coeficientre de transformacién quimica que representa la razén de
decaimiento del nutriente en el agua. El término lineal de primer orden o¢(r,t), describe el
proceso de transformacion quimica, el cual es una aproximacion razonable para los nutientes
en agua como el nitrégeno y fésforo. El término V - ¢ en (3.1), donde ¢ esta dado por
(3.2), describe el cambio de concentracién de nutriente por unidad de tiempo debido a la
sedimentacion con velocidad constante vs > 0, y d(r — 1) es la delta de Dirac centrada en
el punto de descarga ry de nutriente.

La ecuacién (3.3) es la condicién de frontera sobre la superficie libre Sy del dominio
D, donde ((r,t) es el coeficiente que caracteriza el proceso de evaporacién del nutriente sobre
la superficie libre.

Figura 3.1: Dominio de estudio D.

La condicién de frontera dada por (3.6) representa la condicién de frontera en el
fondo Sp del dominio D. Las ecuaciones (3.4) y (3.5) son las correspondientes condiciones
de frontera sobre los limites laterales de D, donde ST es la frontera donde se tiene un flujo
de salida y se cumple que U,, = ﬁ T >= 0, v S7 es la frontera de entrada de flujo donde
U, < 0. Finalmente, la ecuacién (3.7) representa la distribucién inicial del nutriente al tiempo
t = 0. En todas las ecuaciones, 77, es el vector unitario normal (dirigido hacia el exterior)

_>
a la frontera 0D = S U ST US™ USp y k es el vector unitario dirigido hacia arriba en el
sistema de coordenadas cartesianas (Fig. 3.2).

Sobre las fronteras notemos que

?-ﬁ:o sobre STUS™ ¥y 7-7:0 en SrUSg. (3.9)

Ademds, las condiciones de frontera (3.3) y (3.4) son generales, es decir, no son solo
para superficies horizontales en la supeficie libre S y en el fondo Sg, por lo tanto, el modelo
de dispersiéon puede tomar en cuenta el movimiento ondulatorio sobre la superficie y la
topografia marina.
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3.1.1. Ecuacién de balance de masa

A continuaciéon mostraremos que la solucién del modelo de dispersién (3.1)-(3.8)
satisface la ecuacién de balance de masa. En efecto integrando la ecuacién (3.1) sobre el
dominio D, obtenemos

%/ngdw/])ﬁ-vgzsdr—/Dv-uvasdH/Dde/Dv-Zdr:

/DQ(t)(S(T —1ro)dr

Aplicando el teorema de la divergencia (Kreyszing, 2006), es posible reescribir algunas
integrales de la ecuacién anterior, de la siguiente forma

/Dﬁ-wdr:/])v-(ﬁ(ﬁ)dr: aDﬁ-WMS,

/ V- uVodr = / uNVo - HdS = / u%ds,
D oD o

oD

/V~¢_:dr: o, - T dS.
D oD

Finalmente, dividiendo cada integral sobre la frontera 9D en cuatro integrales sobre
S, ST, 57 y Sp, y aplicando las ecuaciones (3.3)-(3.6) y la observacién (3.9), obtenemos la
ecuaciéon de balance de masa

0

_ _ _ _ 7=
a/ngdr_cg(t) /Dagbdr /S+ U,¢dS 5 Cok - 1dS. (3.10)

Es decir, la masa total del nutriente se incrementa por la razén de descarga Q(t), y decrece
por las transformaciones quimicas, el flujo advectivo sobre St y la evaporacién superficial.
Es importante notar que el proceso de sedimentacion no produce flujo sobre la frontera 0D,
de esta manera, estos procesos ocurren estrictamente dentro de la region D.

3.1.2. Existencia, unicidad y estabilidad de la solucién del modelo
de dispersion

Ahora mostraremos que el problema de dispersion (3.1)-(3.8) esta bien planteado
de acuerdo a las condiciones sugeridas por Jacques Hadamard, es decir, se cumplen las
condiciones de existencia, unicidad y estabilidad de la solucién.

En efecto, de la ecuacién (3.1), el operador del modelo de dispersién es

Ap=T -Vé—V-yVo+0p+V - . (3.11)
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Ademds definimos el producto interno en el espacio de Hilbert Ly(D) como

(A, &) = /D o Addr.

y al calcularlo obtenemos la siguiente expresién

(Ad, ) = /D 6T - Vodr — /D ob2dr — /D OV - uVdr + /D &Y - prdr

El teorema de la divergencia nos permite modificar algunas integrales en la ultima
ecuacion, de la siguiente forma

6T -Vodr = = [ 62T - 7ds,
/. 2,

. _ 99 o 2
[ 9 - (uvoyir - [ ongmas | Ivotar
/w.chr:l do - TdS.
D 2 op

Finalmente, dividiendo cada integral sobre la frontera 9D en cuatro integrales sobre
S, ST, S~y Sp, y aplicando las condiciones (3.3)-(3.6) y (3.9), obtenemos

(10,0) = [

0¢2dr+/u|v¢|2dr+
D D

41 { U,62dS — | U,0%dS + / ey ﬁds} +
2 S+ S— St

_>
+ | ¢k -TdS. (312)
St
_>
Donde U, < 0 en S~y k -7 > 0 en Sy, por lo tanto la ecuacién anterior (3.12)

muestra que el operador es positivo semidefinido: (A¢, ¢) > 0.

Tomando el producto interno de cada término de la ecuacién (3.1) con ¢, obtenemos

(%f ¢) — (£.6) - (49, 9), f(r,t) = Q()3(r — o)

Usando la condicién (A¢, ¢) > 0y la desigualdad de Schwarz, la dltima ecuacién implica la
siguiente desigualdad:

0
(6.57) <l6lIA1~donde [l = /5.
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La expresién anterior la podemos reescribir de la siguiente forma

0¢p 10 2 _
(.57) = 3llelP = lieli ol

por lo tanto tenemos
1ol ||¢>|| < [lolll11]

y de esta manera

0
Sllell < II11l:

Integrando la expresién anterior sobre el intervalo de tiempo (0, 7T"), obtenemos

I ¢(z,t) < T max | Q(t)d(r —ro) || + 11 "(r) || - (3.13)

0<t<T

Ya que el modelo de dispersién (3.1)-(3.8) es lineal con respecto a ¢(z,t), entonces
(3.13) garantiza que la solucién del problema (3.1)-(3.8) es unica y continua respecto a
perturbaciones en la condicién inicial y el forzamiento.

Usando el método descrito en Skiba y Parra-Guevara (1999, 2000) es posible probar
la existencia de una solucién general al problema (3.1)-(3.8), lo cual implica que el modelo
de dispersién esta bien planteado en el sentido de Hadamard. Ademas, podemos notar que el
hecho de que el operador A sea positivo semidefinido nos permite separarlo en las direcciones
coordenadas, y con la ayuda de los esquemas numéricos de Marchuk (1986) y Crank-Nicolson
(1947) podemos construir un algoritmo incondicionalmente estable, balanceado y de segundo
orden para calcular la solucién aproximada del problema (3.1)-(3.8) (Skiba,1993).

3.2. Modelo adjunto

El problema variacional (1.3) es dificil de analizar por que las restricciones J;(¢) =
¢ (i = 1,---,N), estdn relacionadas implicitamente con la solucién Q(t) del problema
de optimizacién a través de la solucion ¢(r,t) del modelo de dispersién (3.1)-(3.8). Para
establecer una dependencia explicita entre las restricciones del problema ¢; y la razon de
descarga Q(t), planteamos el modelo adjunto del modelo de dispersion (3.1)-(3.8).

Para obtener el operador adjunto A* del operador A del modelo de dispersion, parti-
mos de la identidad de Lagrange, la cual esta dada por:

(A, 9) = (9, A"9)

donde (-, ) es el producto interno en Ly (D) y g es la funcién adjunta asociada a ¢ (Marchuk,1996;
Skiba et al., 2005).




3. Modelo de dispersién y su adjunto (3-D) 45

Calculando (A, g), obtenemos

(A6, g / gU - Vdr — /D sgddr — /D gV - uVbdr + /D gV - dudr

Aplicando una vez més el teorema de la divergencia, podemos reescribir algunas in-
tegrales en la tltmia ecuacién, de la siguiente forma:

/Dgﬁ-qudr—/aDggbﬁ-ﬁdS—/Dd)ﬁ-ngr

0
/D gV - (uV)dr = / gua%ds cbuﬁdé% / ¢V - pVgdr

dp

/gv-Zdr:/ g$;~ﬁ>d5—/<bv-g_s>dr
D Ip D

_>
donde ES) = —vg k.

Sustituyendo las expresiones anteriores, se tiene

(A¢’g):/D¢<_ﬁ'V9—V'MVg+Ug—V-E?>dT+

+ / g0 -7ds+ [ op22as— [ gu2las - / 9o, - TdS.
oD ap O ap  ON D

Dividiendo las integrales sobre la frontera 0D, entre las fronteras Sp, S*, S™, v Sg,
y utilizando las condiciones (3.3)-(3.6) y (3.9), obtenemos

(A¢’¢):/]3¢(—ﬁ'V9—V~MVg+ag—V~§§)dr,

suponiendo que la funcién g satisface las condiciones de frontera (3.17)-(3.20).

Ademas tenemos que (A¢p, g) = (¢, A*g), por lo tanto,

(16,:0) = [ 0(~T Vg =V -uVg+09-V-3) dr = [ 6A'9dr = (6.2°)
D D
lo cual implica que A*g, esta dada por

A*g:—ﬁ-Vg—V-,qu%—ag—V-@Z.

Por otra parte, multiplicando (3.1) por g y tomando las integrales sobre el dominio
del espacio y tiempo D x (0,T'), obtenemos

/ / —drdt+/T/DgA¢drdt=/OT/DQQ(t)é(r—ro)drdt.
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Integrando por partes la primera integral, y usando la condicién (3.7) y g(r,T) = 0,

resulta . 56 . 5
—drdt = — r,0)¢° (r)dr —/ / —gdrdt
| [ [ a0 = [ [ o2

Aplicando ahora la ecuacion (3.1), la identidad de Lagrange y la delta de Dirac, uno puede

obtener
/ / {———i—A* }drdt:/OTQ(t)g(ro,t)dt—/Dg(r,O)ngO(r)dr. (3.14)

De (3.14) podemos observar que existe una relacion explicita entre la razén de descarga
del nutriente Q(t), con la concentracién de nutriente ¢(r,t) por medio de la funcién g.

Para determinar la funcién g, consideramos el siguiente modelo de dispersion adjunto,

—a — ﬁ Vg—V - -uVg+og—V-g. =p(rt) (3.15)
con las siguientes condiciones de frontera y condicién inicial,
7. = —l/sgz> en D (3.16)
0
Majg +(gK -7 sobre Sy (3.17)
dg +
W +U,g =0 sobre ST, (3.18)
0
[Lajg =0 sobre S, (3.19)
0
[Lajg =0 sobre Sp, (3.20)
g(r,T) =0 en D, (3.21)

Notemos que las condiciones de frontera (3.16)-(3.20) y la condicién inicial (3.21) para
la solucién g se pensaron de tal forma que se cumpla la identidad de Lagrange. Ademas, el
forzamiento p(r,t) de la ecuacién (3.15), se definird de tal manera que se establezca una
relacién explicita de la concentracién media del nutriente J;(¢) en una zona contaminada
Q; € D con larazén de descarga Q(t) y la concentracion inicial de nutriente ¢°(r), por medio
de la solucién adjunta g.

El forzamiento p(r,t) lo definimos de la siguiente forma

(3.22)

— 1e€Qyte(T—rT)
p(rt) = {7'9
0 en otro caso

donde || es el volumen de 2, y 7 es el tiempo requerido para que el nutriente mantenga la
concentracion promedio critica en una zona.
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La ecuacion (3.15) la podemos escribir de la siguiente forma

9gi

ot

para la i-ésima solucién adjunta g;, por lo tanto, el término de la izquierda de (3.14) queda
de la siguiete forma

/OT/Dd){—%g;+A*gi}drdt:/OT/D¢p(r,t)drdt:/OT/quﬁdrd’f:JM)'

y el término de la derecha de (3.14) se reduce a

AQ@WmW—Aamw%W>AgmMm@ﬁaAwmwww,

de esta forma obtenemos

M@—Agmwwwﬁ+4%mmwmm (3.23)

a esta ultima relacién se le conoce como principio de dualidad.

En nuestro caso ¢ = 0, y la tltima ecuacién se reduce a

M@ZAQMMW@ﬁ (3.24)

Utilizando esta féormula integral en (1.5) para cada zona €2; (i = 1,--- , N), obtenemos
una formulacién modificada del problema variacional (1.3)-(1.5), el cual es mas conveniente
para el analisis

T
minimizar: m(Q) = / Q*(t)dt, (3.25)
0
sujeto a: Q(t) > 0,0 <t < T, Y, (3.26)
T
/0 gi(ro, Q) dt = cs. (3.27)

En la nueva formulacién variacional es importante notar a partir de (3.27) las solu-
ciones adjuntas g;(ro,t) son independientes de la razén de descarga Q(t). Las cuales estén
determinadas por la dinamica del flujo en la regién D y pueden considerarse como funciones
de peso que caracterizan el impacto de la descarga del nutriente en el punto ry, sobre cada
zona ;. Por lo tanto, las soluciones adjuntas son consideradas como funciones de informacion
o de influencia en el problema de control.

Ademas de las aplicaciones en los problemas de control, las soluciones del problema
adjunto son ampliamente utilizadas para estudiar la sensibilidad de varios modelos, y en par-
ticular, en los modelos de pronostico del tiempo y teoria del clima, modelos de la atmosfera
y del océano, en los problemas de asimilacion de datos, en los problemas de identificacion
de fuentes contaminantes desconocidas (como en los accidentes nucleares), y en los proble-
mas de control de emisiones de plantas industriales (Marchuk 1986, Parra-Guevara y Skiba,
2003,2006; Skiba y Davidova-Belitskaya,2003, Skiba et. al., 2005)
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3.2.1. Peculiaridades de las estimaciones duales y la sensibilidad
de las formulas

Ahora discutiremos las principales caracteristicas de las estimaciones duales (1.5) y
(3.23) o sus simplificaciones (3.24) y mostraremos la utilidad de las estimaciones del adjunto
en el estudio de sensibilidad de la concentracién promedio J(¢), ante variaciones en la dis-
tribucién inicial ¢°(r) de nutriente, razén de descarga Q(t) y posicién ry de la fuente.

En el monitoreo ambiental, las estimaciones adjuntas (3.23) son ttiles para comple-
mentar las estimaciones directas (1.5). Uno puede usar tanto estimaciones directas como
estimaciones adjuntas dependiendo de la situaciéon. Asumimos, por ejemplo, que la concen-
tracién promedio J;(¢) de nutriente es monitoreada en N zonas ecoldgicas importantes €2; del
domino D (i =1,--- , N). Si el numero de zonas son lo suficientemente grandes, entonces es
mejor resolver el problema (3.1)-(3.8) y usar las estimaciones directas (1.5) en cada zona. Por
otro lado, si el nimero N es lo suficientemente pequeno entonces es mas efectivo y econémico
resolver el problema adjunto (3.15)-(3.21) y usar las estimaciones adjuntas (3.24). A difer-
encia de (1.5), la estimacién adjunta (3.24), permite evaluar explicitamente la contribucién
de cada fuente sobre cada valor J;(¢).

En el caso de que la razén de descarga sea invarible con el tiempo (Q(t) = @), la
evaluacién (3.24) es aun mas simple, es decir

J(6) = / 0i(ro, )Q()dt = / 0:(ro, ) Qdt = 0,Q (3.28)

donde .
0

Cada funcién de peso w;, depende solo de la soluciéon adjunta y caracteriza la con-
tribucion de la fuente de emision con una razén de descarga () a la concentracion media

Ji(¢) en ;.

De acuerdo a lo anterior, podemos decir que la estimacién directa (1.5) relativa a la
solucién ¢(r,t) del problema (3.1)-(3.8), es independiente de una zona en concreto €2, sin
embargo, depende de la razén de descarga Q(t), posicién ry de la fuente y de la distribucién
inicial del nutriente ¢°(r) en D. Esta es la razén por la cual la estimacién (1.5) es preferible
si uno necesita conocer la distribucién de nutriente en muchas zonas {2; en el dominio D o
en cada punto de D x (0,7). Sin embargo, las estimaciones directas requieren resolver el
problema (3.1)-(3.8) cada vez que los pardmetros Q(t), r° o ¢°(r) cambien. En el estudio de
la sensibilidad del modelo, esta aproximacion requiere mucho tiempo computacional, porque
J(¢) debe ser calculada siempre que nuevos valores de estos pardmetros sean usados.

A diferencia de esto, las soluciones g;(r,t) del problema adjunto dependen de la zona
Q;, pero son independientes de Q(t), o 0 ¢°(r). En la evaluacién adjunta (3.23), g;(r,t) sirve
como una funcién de peso que caracteriza la respuesta del modelo a estos tres parametros.




3. Modelo de dispersién y su adjunto (3-D) 49

Dado que el problema adjunto es lineal, de (3.23) podemos calcular la variacion de la
concentracion 6.J;(¢), lo cual implica

5Ji:/0 gi(rg,t)5Q(t)dt+/Dg,-(r,())éqbo(r)dr. (3.30)

Esta relacion de sensibilidad es muy importante por que relaciona la variacién §.J;(¢)
en ); ante variaciones de 0Q(t) y 6¢°(r) dada una razén de descarga Q(t) y distribucién
inicial de nutriente ¢°(r). Esto hace que las estimaciones (3.24) y (3.30) sean més eficientes y
computacionalmente economicas, por que una vez calculada la solucién g;(r, t), puede usarse
repetidamente en estas formulas para valores diferentes de Q(t), ro o ¢o(r).

El efecto de cambiar la posicién de la fuente de 7y a 7, se estima por la siguiente
formula

50 = [ a0 = aitro.0] Qo) (3.31)

Finalmente, damos sin demostracién la formula general de sensitividad

0Ji(#) = /0 9:(ro, )0Q(t)dt + /D gi(r, 0)36° () dr—
_/O /STgi(r,t)¢(r,t)5((7’,t)d5dt—/o /Dgi(r,t)B(r,t)drdt, (3.32)

donde

(Skiba y Parra-Guevara (2000), la cual toma en cuenta las variaciones arbitrarias 0Q(t) y

d¢°(r) y variaciones pequenias de U, do, du, ovs y ¢ en el dominio D. A diferencia de las
formulas previas, estimar (3.32) es mucho més complicado por que utiliza las soluciones de
ambos problemas (3.1)-(3.8) y (3.15)-(3.21) y las ecuaciones lineales para las perturbaciones.




Capitulo 4

Resultados Analiticos

En este capitulo se dan los argumentos tedricos que sustentan la existencia y unicidad
del sitio éptimo de descarga y la razén de descarga ptima del problema varicional (3.25)-
(3.27), elementos esenciales para la estrategia de biorremediacién propuesta en el presente
trabajo.

4.1. Propiedades del espacio de factibilidad y el fun-
cional de masa

Para analizar la existencia y unicidad de la solucién del problema variacional (3.25)-
(3.27), ahora mostramos algunas propiedades del espacio de factibilidad y el funcional m(Q)
cuando el punto de descarga ry estd fijo (Parra-Guevara y Skiba, 2007; Parra-Guevara ,Skiba
y F. N. Arellano , 2011 ).

Lema 1. El conjunto de factibilidad definido por

T
0
(4.1)
es un conjunto convexo en Ly (0,T).

Demostracion. En efecto, sean Q7 y ()2 dos elementos del espacio de factibilidad,
es decir, Q1 y Q2 € © y A € (0,1). Entonces, se tiene,

AQ1+(1-X)Q2 >0, 0<t<T.

Multiplicando la expresién anterior por g;(ro,t) e integrando en el intervalo [0, 7],
obtenemos

T T T
/ [)‘Ql + (1 - )\)Qz] gi(r07t>dt = / )\Q1gi(7"o7t)dt + / (1 - )‘)Q29i<7n07t)dt>
0 0 0

20
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y utilizando la expresién (3.27), dada por

T
/0 gl(TQ,t)Q(t)dt = G4,

obtenemos
T
/ AQ1 + (1 = N)Q2] gi(ro, t)dt = Ae; + (1 — Ne; = ¢, (¢=1,---,N).
0

y por consiguiente, © es un conjunto convexo.
Lema 2. El espacio de factibilidad © es un conjunto cerrado en Lo(0,T).

Demostracion. Para mostrar esto tenemos que probar que ©=0. Sea Q, un ele-
mento de ©. Entonces hay una sucesién {Qx}32, en © tal que

[|Qr — Qol| = 0 cuando k — .

Supongamos que Qy(t) < 0 en algin intervalo I C (0,7") de medida positiva |I| > 0.
Entonces

T
HQk_Q0H2:/0 (Qk—Qo)thZ/l(Qk—Qo)2dt2/Idit:l>0.

Esta tdltima desigualdad contradice la convergencia de {Q}72, en Lo(0,T), por lo
que, (o es una funcién no negativa en (0, 7).

De la desigualdad de Schwarz tenemos

T T
ci — / Qogi(roi)dt‘ = / (Qr — Qo)gi(ro, t)dt| < [|Qr — Qoll[|g:]| — O,
0 0

y en el caso limite £ — oo, obtenemos

T
/ Qogi(r(]at)dt:civ (Z: 17 7N7>7
0

es decir, Qg € O.

Lema 3. El funcional m(Q) del problema (3.25)-(3.27), es estrictamente convexo en
el espacio de factibilidad ©.

Demostracion. Consideramos, @1, Q2 € O tales que Q1 # Q2 v A € (0,1) y
calculando el funcional m [AQ1 + (1 — A)@Q2], tenemos
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ademds \? < \, entonces
T T
)\2/ (Ql — Q2)2dt < /\/ (Ql — Q2)2dt7
0 0

y de esta forma obtenemos

reescribiendo el término de la derecha, obtenemos

T T T T T
/O Qidt + 2/\/0 Q2(Q1 — Qo)dt + /\/0 (Q1 — Qq)?dt = /\/0 Qidt + (1 — /\)/0 Q3dt
= Am(Q1) + (1 = A)m(Q2),
lo cual implica que
mAQ1 + (1= A)Q2] < Am(Q1) + (1 — A)m(Q2)
y por lo tanto el funcional m(Q) es estrictamente convexo.

Lema 4. Un conjunto cerrado, no vacio y convexo, es un espacio uniformemente
convexo de Banach, que posee un tinico punto cercano a un punto dado.

La prueba del Lema 4 puede verse en Cheney(1966).

Debe notarse que los Lemas 1-3 se han probado bajo la condicién de que © es un
conjunto no vacio. Esta es una propiedad no trivial del espacio de factibilidad (4.1). Una
condicién necesaria para que cumpla esta condicién es que para cada i, g;(ro,t) > 0 en un
intervalo abierto I; € (0,7), 1 < i < N. Esto significa que el punto de descarga ry no debe
tomarse de manera arbitraria. En efecto, debe de seleccionarse tal que durante el intervalo
(0,T), el nutriente sea capaz de llegar a cada zona contaminada €2;. Ademds, esta condicién
no es suficiente (excepto para el caso N = 1). Por ejemplo, si

0 < g;(ro,t) < gr(ro,t), 0<t<T,

y ¢; # ¢, entonces el espacio © es vacio y el problema variacional (3.25)-(3.27) no tiene
solucién. Este conjunto también es vacio cuando dos zonas distintas ; y €25, con ¢; # ¢,
poseen una dinamica y geometria tal que

0 < gj(ro,t) = gr(ro,t), para te€0,T].
Por lo tanto, para escoger el punto de descarga ry cuando las concentraciones criticas

para dos zonas son diferentes, se debe evitar una simetria entre las zonas contaminadas y el
pundo de descarga.

Ahora provemos la existencia y unicidad de la solucién del problema (3.25)-(3.27).

Teorema 1. Si el espacio de factibilidad © es no vacio, entonces el problema varia-
cional (3.48)-(3.50) tiene solucién tnica.
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el cual se obtiene sustituyendo (4.3) en la integral de las restricciones (3.27) del problema
variacional.

Ahora mostremos con el siguiente teorema que (4.3) y (4.4) son condiciones suficientes
para tener un minimo.

Teorema 2. Si QQ*(t), dada por (4.3) y (4.4), es una funcién no negativa en (0,7),
entonces, es la razén de descarga éptima.

Sea Qg = Q* 4 0Q una razén de descarga factible (Qy € ©), entonces

/T 5Qqi(ro,t)dt =0,  (i=1,---,N) (4.5)
0

donde 6@ # 0 es una variacién arbitraria de Q*.

Y para mostrar que (Q*) es el 6ptimo, calculemos la diferencia entre los funcionales
m (Qo) vy m (Q*), entonces
T T T T
m(Qo) —m (Q*) = / (Q* + 6Q)*dt — / Q*dt = 2/ Q*(1)dQdt +/ 62Qdt
0 0 0 0

sustituyendo (4.3) y por (4.5) obtenemos

m(Qo)—m(Q*)—Zia-/TéQg(m t)dt+/T52th—/T52th>o
s J 0 J ) 0

0

lo cual implica que
m(Qo) > m(Q")

y de esta forma mostramos que Q* es la razén de descarga éptima o minima del problema
(3.25)-(3.27).

Los multiplicadores de Lagrange «; los podemos obtener utilizando la regla de Cramer,
la cual se aplica para obtener la soluciéon de un sistema de ecuaciones de la forma Ax = b,
donde A es la matriz de coeficientes del sistema, x es el vector columna de las incognitas y b
el vector columna de los términos independientes, entonces la solucién del sistema esta dado
por:
. det(Aj)
YT Get(A)

donde A; es la matriz resultante de reemplazar la j-ésima columna de A por el vector columna
b. Ademas debe notarse que el sistema tiene solucién cuando el determinante de la matriz
A es no nulo.

Por lo tanto los multiplicadores de Lagrange del sistema (4.4) estdn dados por

. det(\IJ])

N et(w) (4.6)
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donde
i Y2 ... Ui Y Yin
U — ¢21 1022 cee 1/12N y \Ifj _ %1 C2 ¢2N ’ (4‘7)
1/)N1 ¢N2 e %UNN ¢N1 CN ¢NN
cuyas entradas estan dadas por
T
w’L] = / 92’(7’0; t)g](rmt)dtu 1 S Iiu .] S N7 (48>
0

es decir, el producto interno en Ly(0,7") de las funciones adjuntas (matriz de Gram), y la
matriz ¥, es obtenida remplazando la j-ésima columna de W por el vector de concentraciones

criticas ¢ = (c1,- -+ ,en)"

Es facil ver a partir de (4.8) que la matriz ¥ es simétrica. Ademds que ¥ es una

matriz positiva semidefinida tal como mostramos a continuacion

¢11 1/)12 e dle T
i
7t\11? = (mly x2, e 7»’UN) le ¢22 N ¢2N .2
x
N N N :L;
- (in%l,Z@@Dﬂ,--- ,Zmi@bN) :
=1 i=1 i—1 :
IN

N N N
=T Z$i¢i1 + T2 Zxﬂ/fiz + -t aN Z%‘%’N
i=1 i=1 i=1
r N
(w191 + T2g2 + -+ + TNgN) (Z ngz)] dt
N N Z;l N
Z ffigi) (Z $z‘gi> dt = (Z ZiGi, Z fL"igz‘)
i=1 i=1 i=1 i=1

2

:/OT
:/OT
:/OT

>0

Y

N
Z TG (T()’ t)
=1

por lo tanto
2
T =

>0

)

N
Z xiQi(ﬁ), t)
=1

B N N N
TLY Tigigy+ T2y Tigigat AN Y xz‘gigN] dt, gi = gi(ro,1)
I i=1 i=1

para cualquier vector 7 € RN no cero . Donde hemos utilizado en la dltima desigualdad

|| - || como la norma en Ly(0, 7).
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En el caso de que las funciones adjuntas {g;(ro, t)} Y, sean linealmente independientes,
la matriz W es positiva definida, y por lo tanto no-singular. En este caso la razén de descarga
optima esta dada por

Q*(t) =

C(lieett((ij)) gj(ro, 1), (4.9)

N
=1

J
donde U y U, estan dadas por (4.6) y (4.7).

Por dltimo, debe notarse por el Teorema 2 que Q*(t) dada por (4.9) es la razon de
descarga éptima solamente si es una funcién no negativa en el intervalo (0, 7). Esta condicién
se satisface cuando el vector de concentraciones criticas ¢ = (c1, - -+ , cy)* estd dentro del cono
convexo (Lueberger, 1984), el cual estd determinado por las columnas de la matriz W. Si este
es el caso, todos los coeficientes «; (i = 1,---, N) en (4.3) son no negativos. En particular,
este es el caso cuando las soluciones adjuntas {g;(ro,?)};_; son funciones ortogonales, es
decir, 1;; = 0 para ¢ # j , por lo tanto tenemos

Yin 00 0 Pip 0 0 0
10 % 0 0 lo0 0 0

=10 0o v, o U=y o0 o | (4.10)
0 0 0 wNN 0 0 0 2ﬂNN

y los multiplicadores de Lagrange estan dados por

o = det(W;)  dntp---¢i--¢Ynn ¢
J det(\I/) wlleQ e ¢]j ce wNN ¢]J’

por lo tanto la razén de descarga 6ptima se expresa como

Q*(t) = Z{#)dt)}gj(ro,t). (4.11)

T
j=1 o 932(T0=t

4.3. Sitio de descarga optimo

Ahora analizaremos diferentes casos con el fin de seleccionar el punto éptimo de descar-
ga rg. El criterio para seleccionar tal punto es minimizar la masa del nutriente suministrado
al sistema acuatico.

Si tenemos solo una zona contaminada, N = 1, de (4.3) y (4.4), obtenemos

Q" = a1g1(ro,t),

T
G = al/ g%<7'07t)dt>
0
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Demostracion. Tenemos que m(Q) es un funcional estrictamente convexo (Lema
3) definido sobre el conjunto convexo © (Lema 1), su minimo, si existe, es globlal y tinico
(Cheney 1966).

Por otro lado, Ly(0,T) es un espacio de Hilbert y también un espacio uniformemente
convexo de Banach (Cheney, 1966). Ademads, por los Lemas 1y 2, el espacio © es un conjunto
cerrado y convexo en Lo(0,7).

Notemos que Q = 0 ¢ O, ya que las concentraciones criticas (3.27) son positivas para
cualquier i (i = 1,--- , N). Por lo tanto por el Lema 4 existe un punto Q* € © que minimiza
la distancia entre el conjunto © y el punto ) = 0. Este punto es soluciéon del problema
(3.25)-(3.27).

4.2. Razén de descarga 6ptima

Las expresiones analiticas para la razon de descarga optima (Q* pueden obtenerse
aplicando el método de multiplicadores de Lagrange (Smith,1998) al problema variacional
(3.25)-(3.27).

Sea

ra)=} [ -0 { [ cwmirnni—c)

el funcional de Lagrange y «; los multiplicadores de Lagrange. La primera variaciéon de F' en
el sentido de Gateaux (Smith,1998), se calcula de la siguiente forma

OF(Q;6Q) = %F(Q + €6Q) =0 = /0 {Q(t) - Z Oéjgj(TOat)} 0Qdt (4.2)

donde 0(@) es una variacion de Q.

De acuerdo a Smith (1998), para que Q* sea la razén de descarga éptima o el minimo,
se debe de cumplir:
IF(Q*;0Q) =0 paratoda Q.

Por lo tanto de (4.2) se deduce que la razén de descarga 6ptima esté dada por:
N
Q*(t) = ajg;(ro, 1) (4.3)
j=1

donde los multiplicadores de Lagrange «; pueden determinarse a partir del siguiente sistema
de ecuaciones lineales

i:;aj {/OTgi(ro’t>gj(r07t)dt} = ¢, (i=1,---,N), (4.4)
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de las cuales se tiene que la descarga 6ptima de nutriente estd dada por
C1 C1

Q(t) = = 91(ro, 1),
" L g o t)dt ol 1{ro, )

donde || - || es la norma en Ly(0,7).

Aplicando la norma en ambos lados de la ultima ecuacién, obtenemos
2 2 2 2 2
_ cillgi (ro, )] _ &l _ 1

lgr(ro. OI1F Nlar(ro, DI [T g2(ro, t)dt

(4.12)

* |12 €1
=[|l— t
HQ H HHgl(rO;t)’Pgl(TO, )

L . . T
Por lo tanto, para minimizar ||Q*||* tenemos que maximizar la integral [, gi(ro,t)dt.
De esta forma el sitio 6ptimo es el punto rg que maximiza el area bajo la curva de la funcién

gi(ro,t), t € (0,7).

Cuando tenemos més de una zona contaminada, N > 1, y las soluciones adjuntas
{g:(ro, )}, son funciones ortogonales, entonces a partir de (4.11) obtenemos,

Q"] / (;{W}%(%i)) (;{m}gj(ro,ﬂ) dt
/ {fo 2 ;07 )dt)g (ro, t) } dt = Z/ {—fo o )dt)gj(fo,t)} dt
Zugl ), e Zug Tl

N 2
G

= [1g;(ro, )7

(4.13)

Por lo tanto el punto de descarga 6ptimo debe seleccionarse de tal forma que minimice
la suma definida por (4.13). Ademés de las ecuaciones (4.12) y (4.13) podemos observar que
las funciones adjuntas deben cumplir la siguiente condicion

gi(ro,t) >0 en un intervalo abierto I, €(0,7), 1<i<N.

En el caso més general, se tienen varias zonas contaminadas (N > 1), y las funciones
adjuntas {g;(ro, %)}, no son ortogonales, de (4.3) obtenemos

T [ N N
Q*|1” :/0 (Z%Qj(%i)) <Zajgj(ro,t)> =AU,
Jj=1 j=1

donde VU esta dada por (4.6) y & = (aq, - -+ ,an)" es el vector de multiplicadores de Lagrange.
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De la ecuacién (4.4) obtenemos

por lo tanto
Q| = (P)w(¥ 1) = =7

por que ¥ = Wt

Sustituyendo los vectores @ y @ (4.6) en la expresién anterior, podemos reescribir
|Q*]|? de la siguiente forma

det (W, (ro))/det(¥(ro))

de de N
NI = (er,ca,- - ) | PH (V20T o) - i e e,

det(\I’N(To))/det(\P)(m)
(4.14)

por lo tanto

1Q7|I* = I Zdet (4.15)

Con lo cual el punto de descarga éptimo ry debe seleccionarse tal que minimice la
suma definida por (4.15) entre los puntos r € D tal que det(¥(r) # 0).

Notemos también que en todos los casos, la funcién objetivo ||Q*|| es una funcién no
lineal de tres variables, es decir, de las coordenadas de ro = (o, Yo, 20), y pueden ser evaluados
cuando todas las funciones adjuntas g;, (i = 1,--- , N) estan completamente determinadas.




Capitulo 5

Esquemas numeéricos y ejemplos

Debido a la complejidad del problema de dispersion y su adjunto no es posible en
general obtener soluciones analiticas para estos problemas. En este capitulo se presenta
un esquema eficiente para obtener las soluciones numéricas de los modelos descritos. En
particular, tal esquema se aplica para calcular las funciones adjuntas y resolver el problema
de control de descarga de un nutriente.

5.1. Separacién de operadores componente por com-
ponente

Varios problemas complejos a menudo pueden ser reducidos a una serie de problemas
mas simples. El método de separacién de operadores establece que el problema
o9

E—{_A(b:f’ en [0,7], (5.1)

donde A es un operador semidefinido positivo (A > 0), es posible resolverlo separando A
como la suma de varios operadores A;, es decir

A— ZAZ" (5.2)

donde los operadores A; son también positivos semidefinidos A; > 0.

La descomposicion de operadores tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, en mod-
elos atmosféricos se pueden separar procesos fisicos, por ejemplo: procesos bardtropicos y
baroclinicos, advectivos y turbulentos, etc. (Skiba, 1997; Skiba, 1993; Marchuck, 1986). O
bien, se puede separar un proceso o grupo de procesos fisicos en cada coordenada geografica
(x,y, 2), a este esquema se le conoce como separacién componete por componente.

En el capitulo 2 se mostré que el operador A del modelo de dispersion es positivo
semidefinido (3.12), por lo tanto podemos aplicar el método de separacién componente por

29
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U

Figura 5.1: Dominio D = [0, X] x [0,Y] x [0, Z] de descomposicién del operador A del modelo
de dispersién (3.1).

componente. Utilizando la ecuacién de continuidad (3.8), el operador A de la ecuacién (3.1)
puede reescribirse como A = A; + Ay + As, donde

19 106 0 096 1
Ar=55; o)+ 5ug — aatar T3¢

16 1 96 0 96 1
Ay = (V¢) Tov o oy oy + gaﬁb (5.3)
_10 o 1.06 9 96 1
As = 55,00 + 505 — 5, T 370

VW =w — V.

Para mostrar que cada operador unidimensional A;, es positivo semidefinido (Skiba,
1993), supongamos sin perdida de generalidad que el dominio D es un cubo [0, X] x [0, Y] x
0, Z] (ver figura 5.1).

Para el operador A; evaluamos (A1, @) , entonces

X X 0 0 0 0
(iono) = [ oioo = [ {Z070 (u) + uo? — 075l 4 o0 ds
- ou @_ B a¢
o ARG R o a¢}

e integrando por partes las siguientes integrales, obtenemos

/ gb—d = —u ¢ :—/OXugbg—idm

) a¢ L R S A
/0 92" 9z ,ugb%() _/0 N(&E) 4z,
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y sustituyendo las integrales obtenemos
X 1 (X X 06\ 1 G,
/ dA pdx = —/ op*dx —|—/ i 99 dr + | =¢*u — ,uqb ¢ .
0 3 0 0 ax 2 0

Asumiendo que u(0) > 0y u(X) > 0. Entonces el punto de frontera = = 0 pertenece
a S7, mientras que el punto z = X pertenece a ST (ver figura 5.1). Con las condiciones de
frontera (3.4) y (3.5) en los puntos = 0 y = X respectivamente, el dltimo término puede
reescribirse como

5o mogt| = 30X + F (o) > 0

Ademas considerando que ¢ > 0 y > 0, concluimos que

(416 ) = /0 ) /0 ' /0 " s rodadydz > 0,

por lo tanto el operador A; es positivo semidefinido.

De la misma forma se puede mostrar que As y A3 son también operadores positivos
semidefinidos. Debe notarse que esta prueba es verdadera para cualquier regién D, la cual
considerarse como la uniéon de un ntimero finito de cubos.

Por otro lado el operador adjunto de A*, del problema (3.15)-(3.21), puede ser pre-
sentado como la suma A* = A7 + A} + A3, donde

. 10 1 9¢g 0 dg 1
A9 =55, + gug ~ Gl T 379
. _18 1 89 0 89 1
) 1a 1 ag o 06 1
39 = 55,9+ 505~ 5.9, T3

5.2. Discretizacion de operadores

Los problemas (3.1)-(3.8) y (3.15)-(3.21) se resuelven en tiempo con el método de
separacién (Marchuk y Skiba, 1976; Skiba 1999). Suponemos por simplicidad que p = pu(z),
y definimos las funciones netas sobre diferentes mallas, tal como se muestra la figura 5.2

(bz'jk = ¢(Ii7 Yijs Zk); Uik = u(xi—l/%yja Zk), Vijk = 7/(961‘, Yj—1/2, Zk)-

Wijk = w(Iz‘,yja Zk—1/2), e = M(Zk), Vijk = V(xi,yj, Zk—1/2)-
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yj Zy
i Di i1k iuk+1
w. .
& Vij+tLk & k1
Viik+1
bDi_1j .k Dk bDii1,jok
C - P - @ — x, @
U; 1k Ui v 1,5,k
w. .
®Vi i1k @ k1
Vi jk—1
® D1k @ L.

Figura 5.2: Posicion de los nodos de la malla para las variables ¢, u, v, w p.

Las féormulas de aproximacién de segundo orden para cada término de los operadores A;
sobre una malla doble (tipo-C de Arakawa) son:

1 1
§U</5 = gaﬁbm (5.5)
10 1 0 1
5%(1@) + QUai = %[WH@H — uidi-1], (5.6)
a 0
8_x'u8_i = (ALL%)Q[@H — 2¢; + @i, (5.7)

por lo tanto las aproximaciones discretas de segundo orden de A; y la ecuacién de continuidad
(3.8) tienen la forma (indices invariables i, j, k se omiten).

1 1

(Ar@)isn = E[Uiﬂﬁbiﬂ — Wipi_1] — (Auii)g[@ﬂ —2¢; + ¢iq] + §g¢i7 (5.8)
1 1

(A3¢)ijk = m[’/ﬂl%‘ﬂ - Vj¢j—1] - (AM;;)Q[%'H - 2¢j + </5j—1] + §U¢j> (5-9)

(AL g)ijn = ﬁ[@k—kld)k-&-l_wkgbk—l]_@[Mk+l(¢k+l_¢k)_Mk(¢k_¢k—l>]+%o-¢ka (5.10)

Ui41 — Uy n Vj+1 — Vj Wg41 — Wk
Ax Ay Az

donde se han utilizado férmulas similares a las ecuaciones (5.5-5.7) para discretizar los op-
eradores Ay y As sobre las direcciones y y z.

=0, (5.11)

Los operadoress adjuntos (A?)* se obtienen con la substitucién de —u, —v, —w y g
por u, v, Wy ¢ en (5.8)-(5.10), obteniendo

1

i 1
(Arg)ijn = —m[uiﬂgiﬂ — ;g1 — W[Qiﬂ —2¢; + gi—1) + 3995 (5.12)
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M

1
Do b1k "2
® L

1 L
] 1
0 3 1 n—1 E n

u

1
2 2

Figura 5.3: Posicion de los nodos de la malla adyacentes a las fronteras en el eje x manteniendo
J v k constantes.

1 7 1
(Agg)ijk = _m[ljjJrlngrl — ngjfl] - ﬁ[%ﬂ —2g9; + 9;'71] + gﬂgja (5~13)

1 B 1 1
(ALg)ij = _E[wk+1¢k+l_wk9k71}_w[ﬂwrl(glﬁl_gk>_ﬂk(gk_gkfl)]+§agk- (5.14)

Para discretizar las condiciones de frontera, damos solo un ejemplo (ver Skiba, 1993
para mas detalles). Sea u;j; un valor positivo de la componente u del vector velocidad en el
punto M = (x1/2,%;, 2) en la frontera de la izquierda de la malla del dominio (ver figura
5.3). Entonces U,, = —uyjx < 0, y el punto M pertenece a S~ y las condiciones (3.5) y (3.19)
se aproximan de la siguiente forma:

1 (Poji — H1jk) N (Do + P1jx)
Azx 2

=0, Jojk = 91jk- (5-15)

Para cualquier i = 1,2, 3, los operadores discretos A y (A?)* son positivos semidefinidos,
y todos son antisimétricos sobre la diagonal si p = 0 = 0y S es la linea de costa (U, = 0
sobre todo los puntos sobre 5).

En cada intervalo de paso de tiempo doble (¢, — At, ¢, + At) tal como se muestra en
la figura 5.4, los esquemas numeéricos para el problema directo y el problema adjunto toman
la siguiente forma:

¢[n-1] ¢[”—g] d[n-=] [n] ¢[n+%} d)[n+§] $[n+1]

o—i i i } } } —(
t , t t ¢ t t

tn71 n-= n-= n n+l n+§ n+l
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CID[n—l—é} —@[n—l—%] :——Ag(q) [n—i—%] +<I>[n+%])
Pn+1]—@[n+2] :——A?(q)[n—i-l]—i-@[n—l—%})
y
Gln+3] = Gln—1=-Z(A) (Cln+1+C [n+3])
Gln+3] —Gn—3 = =24 (Gn+ 3] +C[n+}])
Gln=3]-Cn+3]=—SAD (Gn+3]+C[n—34]) +2mpln]  (5.07)

)
=
|
C&
|
Q
3
|
|

Il

—%(AS)* (G n-3]+G[n-3])
Gln—1-G[n—2 :—%(A’;)* (G[n-2]+Gn—1)

donde ® y GG son los vectores formados por los valores de las soluciones ¢ y g en los puntos de
malla en pasos fraccionarios de tiempo, ademdas ¢ y p son vectores formados por los valores
sobre la malla de la razén de descarga para el problema directo Q(t) y el forzamiento p
definido del problema adjunto para el tiempo %, respectivamente (Skiba,1993).

Cada problema unidimensional discreto, es un esquema Crank-Nicolson el cual puede
resolverse por una factorizacion eficiente y directa para una matriz tridiagonal (Marchuk y
Skiba, 1976).

De (5.16) podemos eliminar a los vectores auxiliares obteniendose
O[n + 1) = T[n]@[n — 1] 4+ 2711 [n]Ts[n|p[n], (5.18)

T[n] = T1[n]T3[n]T3[n]Ta[n|Ti[n] con T; = (I — %A{)_I(I + %Af)

y para (5.17) tenemos
G[n — 1] = T[n|Gn + 1] + 2711 [n]T5[n]q[n], (5.19)

Tln] = Tin] D Ts[n|Ton] Thn]  con T; = (I — 5(A)") " (L + 5(4])).

Para mostrar la estabilidad de los esquemas (5.16) y (5.17), aplicamos primero la
norma euclidiana sobre (5.18)

|®[n +1][| = [|IT[n]®[n + 1] + 27 T3 [n]Ta[n]p[n]||

< [T [)||||®[n + 1]|| + 27| T3 [n] ||| Ze[n]|||[pln]]]. (5.20)

Empleando el Lemma de Kellog, el cual establece que si A es una matriz semidefinida
positiva y ¢ > 0 una constante, se cumple la siguiente relaciéon

I(E—oA)(E+oA) | <1,
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por lo tanto podemos simplificar la expresion (5.20), a la siguiente expresién

| @[n + ]| < [[®[n = 1]|] + 27[p[n]]| (5.21)

De la misma forma puede mostrarse para (5.17) que se cumple

|Gln =[] < |Gl + 1] + 27]|g[n]]]. (5.22)

Las desigualdades (5.21) y (5.22) manifiestan la estabilidad del algoritmo respecto a
los vectores ®[n — 1], G[n + 1] y p[n|, q[n] respectivamente para cualquier paso de tiempo 7.

Para obtener la estimacién adjunta de la ecuacién (3.24), evaluamos la identidad de
Lagrange para vectores y matrices reales, la cual estd dada por

GTAD = (ATG)'® (5.23)
obteniendo como resultado la siguiente ecuaciéon
G*[n+1]®[n + 1] + 7p*[n] (P[n + 3] + ®[n — 1]) =
7 (G*[n — 3]+ G*[n — 3]) ¢[n] + G*[n — 1]®[n — 1] (5.24)

para cada subintervalo [t, — At,t, + At]. Sumando la ecuacién anterior sobre todos los
subintervalos [0,7] (es decir, sobre n) y usando las condiciones (3.7) y (3.21) podemos
derivar la version discreta de la estimacion adjunta.

5.3. Reducciéon del problema de dispersiéon en 3D a un
problema de 2D

Resolver la ecuacién (3.1), es un problema bastante complicado, es por esta razén que
consideramos a ¢y (x,y) como la concentracién promedio de nutriente sobre una columna de
agua de altura H ubicada en el punto (x,y), la cual definimos de la siguiente forma

H
op(r,y) = %/0 o(z,y,2)dz, (5.25)

de esta manera el problema se reduce a un problema bidimensional sobre las coordenadas x,
y tal como se muestra mas adelante. Si consideramos que H es una altura constante, estamos
considerando que el dominio D es un dominio de fondo plano, un dominio que cumple con
esta condicion es el de un canal de agua.

Si consideramos que sobre el canal se tiene que la componente vertical de la velocidad
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del fludio es w = 0, la ecuacién de difusién-adveccién (3.1) se reduce a:

62)-508)-208)-
1,92 = Q3 — )3y — w)3( ~ 20). (526)

Integrando la ecuacién (5.26) sobre la componente vertical z sobre [0, H], tenemos

o H o H o H H
a(/o qﬁdz)—iru%(/o ¢dz>+ua—y</ ¢dz)+a/0 pdz—
0 o (1 0 o [ " 0¢
“ar e ) o0) =3 (o [ o0e) = [ 32 () -
H H
— 1/8/0 %dz = /0 Qt)d(x — 20)0(y — yo)d(z — 20)dz. (5.27)

Ahora, si consideramos que el proceso de sedimentacion lo podemos despreciar y que
no hay evaporacion sobre la superficie, tenemos que v = 0 y n = 0, por lo tanto de las
condiciones de frontera en la superficie Sy y en el fondo Sg, obtenemos:

u%:@-n—w .7 =0 sobre ST(z:H);»uaZ = 0.
u%z&?ﬁ): sobre SB(z:O):ua =0,

por lo tanto
/ " 3¢ 09 |"
il dz = p—
o 0z Moz 0z

Ademas, tenemos que

0

3gb B
Vg i aZdz 0,
A Q)5(x — 20)3(y — 10)3(= — 20)dz = Q()5(z — 20)3(y — yo).

Con los resultados anteriores y dividiendo la ecuacién (5.27) por H, obtenemos la
ecuacion de transporte bidimensional para la concentraciéon promedio de nutriente para cada
columna de agua del dominio D,

agf +U-Vog =V - uNVoy + ooy = Q}(;)d(m — 20)0(y — o) (5.28)
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cuyas condiciones de frontera e inicales son:

T

)= [ 6.0z en D, (529)
0

ugjgb—o sobre S* (5.30)

,uaa%—Unqb:O sobre S™ (5.31)

La expresion para la concentracién promedio sobre cada zona contaminada () para el
problema bidimensional es:

= t
]Q]T/T T/gbrtdxdydz \Q*|HT/T T/(br Ydxdydz

|Q*|T/T / 7 (r,t)dzdydz = |Q " /T . op(r,t)dxdy = J(dn)

donde Q2 es el area superficial de la la zona contaminada Q.

(5.32)

Por lo tanto el modelo directo del problema de transporte bidimensional es el siguiente:

a(;LtH +U -Voéuy —V-uVoyg + ooy = %5(@" — 20)0(y — yo) (5.33)
nggb = (0 sobre S+ (534)

M% —U,p =0 sobre S~ (5.35)

¢y(r,0)=0 en D, (5.36)

El modelo adjunto asociado lo construimos a través de la identidad de Lagrange,
obteniendose

0
—% +U-Vygy — V- uNgy +oguy = p(r,t) (5.37)
u% =0 sobre S~ (5.38)
ug%’- 4 Upgn =0 sobre S* (5.39)
@ (r,TY=0 en D, (5.40)

donde el forzamiento p(r,t) estd dado por

< reQYyte(T-1,T
p<r,t>:{fﬂ' reyieT-nT) (5.41)

0 en otro caso
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sujetoa: @Q;>0,l=1,---,L, (5.45)
L
3 Q= (5.46)
— At

Donde At = T/t, t; = 1-At, (I = 0,---,L), @ = Q(ti—1y2) ¥ 9a = gi(r0,ti—1/2),
(1=0,---,L).

El problema de optimizacién(5.44)-(5.46) tiene solucién tnica. La existencia de la

solucion se sigue inmediatamente del hecho de que la funcién global m(a) donde 5 =
(Q1,-+-,Qr) es continua y el conjunto de factibilidad

L
@:{aGRL;QZZO7(l:17'”7L) y ;ngzlzi_;a(lzlaa]\[)} (547)

es un conjunto compacto en R* (Luenberger, 1984). La unicidad de la solucién es conse-

cuencia del hecho de que m((Q) es una funcién estrictamente convexa, y el conjunto O es
también un conjunto convexo (Luenberger, 1984). Asumimos que el conjunto de factibilidad
© es un conjunto no vacio. La solucién 6ptima puede ser calculada eficientemente con una
técnica de optimizacién numérica, por ejemplo, con la subrutina lsqlin de MATLAB. Los
coeficientes g;; se determinaron resolviendo numéricamente el modelo adjunto (3.15)-(3.21)
para cada zona (;, usando el método de separacion descrito anteriormente.

5.5. Ejemplos

5.5.1. Ejemplo 2. Calculo de funciones adjuntas y descargas 6pti-
mas

Para ilustrar el método desarrollado, consideramos un ejemplo simple de recuperacion
de un canal de 120 m de longitud [0,120], 10 m de ancho [0,10] y de 4 m de profundidad
[0,4], H=4. El canal contiene tres zonas contaminadas (N = 3): ; = [20, 30] x [9, 10] x [0, 4],
Qy = [70,80] x [9,10] x [0,4] y Q3 = [95,100] x [0,2] x [0,4], tal como se muestran en la
figura 5.5.

Los parametros del modelo adjunto (3.15)-(3.21) se tomaron de la siguiente forma: el

—
campo de corriente ﬁ est4 dirigido a lo largo del canal y es igual a 30 mh=t i, p = 6 m?h~!,
o =1h"'y ( = v = 0. El nutriente se descarga en el punto ry = (3m,2.2m,2m) durante 4
horas, entonces el intervalo de tiempo total es de 4 horas: (0,T)=(0,4), y las concentraciénes

criticas se debe alcanzar dentro de la ultima hora del intervalo de tiempo (3,4), es decir,
T=1h.

Las funciones adjuntas g;(ro, t) para las tres zonas (i = 1,2, 3) se muestran en la figura
5.6.
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Q,=[20,30]%]

Q,=[95,100]x[0,2]x[0,4]

Figura 5.5: Biorremediacion de un canal de fondo plano con tres zonas contaminadas.

120 m

Funciones adjuntas

1.8 .
18| /7

140]

(1/mz)

08+

0.6F !

0.4 ;

0.2+ i

Figura 5.6: Funciones adjuntas g;(ro,t), i = 1,2, 3.

En la tabla 5.1 se muestran las concentraciones criticas de nutriente ¢; en las zonas
Q);, las cuales se requiere alcanzar en la ultima hora de descarga del nutriente, es decir 7 = 1.

Las concentraciones criticas ¢; (grm™3) de la tabla 5.1 varfan de un experimento a
otro, los cuales generan diferentes razones de descarga optimas ()} tal como se muestra en

la figura (5.7).

4m
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el cual resulta ser un problema de valor final. Dicho problema puede transformarse a un
problema de valores iniciales al considerar el cambio de variable t' = T — t y al considerar
U'" = —U es posible mostrar que el problema adjunto tiene la misma estructura que el
problema directo.

Para ambos problemas bidimensionales es posible mostrar que son problemas bien
planteados, es decir, es podemos mostrar la existencia, la unicidad y la estabilidad de ambos
modelos.

Al igual que en problema 3D cosideramos el método de separacion de operadores para
resolver el problema de trasnporte directo y el adjunto, es decir el operador del problema
bidimensional A de la ecuacién (5.33), lo podemos reescribir de la siguiente forma:

A=A + Ay, donde A=Ap=T -Vé—V-uVé+ oo, (5.42)
' 10 106 0 06 1
=550 T 5 T s T 370
10 106 0 06 1
Az_iﬁ_y(yd))JrQ o a—May 3 oo,

De forma similar resolvemos los problemas bidimensionales en tiempo sobre el in-
tervalo de tiempo (¢, — At, t,, + At) con el el siguente esquema numérico de orden dos de
aproximacion:

O[n—4]+@m—1]=—2A} (@[n— 4]+ n—1))

@[n]+®[n— 3] = —2 A5 (& [n - 1] - rq[n)

@ [n+3]+@[n] = —S A4 (@ [n+ 3] + 7qln]) (5.43)
Oln+1]—®[n+1] = —SA1 (@ [n+ 1]+ S0+ 1)

Para las discretizaciones espaciales se utilizaron las mismas mallas consideradas en la
seccion anterior.

5.4. Solucién alternativa al problema de 6ptimizacién

En el caso de que en la ecuacién (4.9) no determine la razén de descarga 6ptima,
la solucién puede obtenerse por medio de la discretizacién de las integrales en el problema
(1.3)-(1.5) con la férmula de punto medio. Lo cual da como resultado el problema cuadratico
de optimizacion en R

L
minimizar: m(Q,---,Qr) = At Z Q7 (t)dt, (5.44)
=1
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Caso | Zona 1 | Zona 2 | Zona3

C1 Co C3
1 0.8 0.8 0.8
2 1.0 0.8 0.5
3 1.5 1.0 1.5
4 1.2 0.5 1.2
5 0.6 1.2 0.6
6 0.6 0.6 1.5
7 1.5 0.6 0.6

Tabla 5.1: Concentraciones criticas de nutrientes en las zonas €; (i = 1,2, 3).

Tasas de descarga 6ptimas
15000 ' :

10000

Qk/M (gr)

k=

5000

2
t (h)

Figura 5.7: Razones de descarga éptimas g, = Qr(t)/H, k =1,2,...,7.

En la figura 5.8 se muestra la evolucion de la concentracién media en las zonas (2;
(N = 3), para el caso 7 de la tabla 5.1.

Las isolineas de concentracién promedio del nutriente en el dominio D en el momento
final T' = 4h para el caso 7 se presentan en la figura 5.9, donde se ha empleado la razon de
descarga 6ptima Q7(t). Ademéds notemos que en todos los experimentos de la tabla 5.1, la
razén de descarga Optima se ha podido determinar satisfactoriamente empleando la ecuacion
(4.12).

Los resultados anteriores se han comparado con las correspondientes soluciones numéri-
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15 Concentracion promedio del nutriente (Q7)
. T T I T I I

Qmegﬂ 145

16

1.4

/m3)

20.8
0.6

0.4
0.2

Figura 5.8: Evolucion de la concentracién de nutriente en las zonas €2;, 1 = 1,2, 3.

453

Isolineas de la concentracién promedio del nutriente (tasa Q7)
‘ T T

|
\ )
N 1

.679

.67m.906 :
1 1 | |

70 80 90 100 110

Figura 5.9: Isolineas de igual concentraciéon de nutriente en la regién D para T" = 4 h,
considerando la razén de descarga Q-(t).

cas del problema (5.44)-(5.46) para L = 400 por medio de la subrutina lsqlin de MATLAB.
Debe de notarse que la principal ventaja de la ecuacién (4.9), es que la razén de descarga

Optima az, en cada experimento (k = 1,---,7), se calcula resolviendo el sistema lineal
simétrico, positivo definido y una matriz bien condicionada de 3 x 3

0.1208 0.0001 0.0000
U, = 1077 { 0.0001 0.1788 0.0759
0.0000 0.0759 0.2006

, (5.48)

cuyo nimero de condicién es 2.33, mientras que la formulacién numérica (5.44)-(5.46), re-
quiere resolver un problema de optimizacién cuadratico con una matriz de 400x400, dado
que L = 400. Sin embargo, la formulacién numerica (5.44)-(5.46) es util cuando la ecuacién
(4.9) da como resultado una funcién no positiva Q. Este es el caso, por ejemplo, cuando las
concentraciones criticas de nutriente son ¢; = c3 = 0.8 grm =3y ¢, = 0.2 grm 3. La ecuacién
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(4.9) determina @) = ¢, (ver figura 5.10), la cual no puede ser la razén de descarga 6ptima
por que esta funcion es negativa aproximadamente en el intervalo entre la primera y segunda
hora. En contraste, la solucién de (5.44)-(5.46), Q = g, (ver figura 5.10), es una funcién no
negativa en todo el intervalo de tiempo [0,4], y de acuerdo al Teorema 2, debe ser la razén
de descarga 6ptima.

5000 Comparacion de las tasas de descarga
T T T T T T

7000

6000

1000 “.“.“.“.i.“.“.“.“ﬁ“.“.“.“.“.“.“.“.“.m [SUTU m.“.“.“.ﬂ......“ ER

qopt

: qe :

-1000 i i | | | i i
0

t (h)

Figura 5.10: Razones de descarga

5.5.2. Ejemplo 3. Determinacién del sitio 6ptimo

Consideramos un ejemplo sintético (bidimensional) de remediacién en un canal de 120
m de largo y 10 m de ancho, que contiene N = 3 zonas contaminadas. Las concentraciones
criticas del bioestimulante son ¢; = 0.8 grm™ (i = 1,2,3), y los pardmetros usados en los
modelos (3.1)-(3.8) y (3.15)-(3.21), integrados en la direccién z, son: ¢(r,t) = 0, T =30
imh™, =6 m?h™', 0 = 1h"' y ¢ = v = 0. Las zonas contaminadas €; son: ; =
20, 30] x [9,10], Q5 = [70,80] x [9, 10] y Q23 = [95,100] x [0, 2].

Las funciones adjuntas correspondientes a este ejemplo, se muestran en la figura 5.12.

Consideramos ahora un punto de prueba r; = (3m, 2.2m) donde se realiza la descarga
del bioestimulante durante T = 4 h, y la concentracién promedio se controlé para la tiltima
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Y

Q,=[20,30]%x[9,10]  ©,=[70,80]%[9,10]

. U=30mh""
B -0 o=1k"'

120 m

Q,=[95,100]x[0,2]

Figura 5.11: Biorremediacion de un canal bidimensional con tres zonas contaminadas.

X10° lasas de descarga con las tunciones adjuntas.
8 T T T T T T T 8000
o1
7 17000
Q1 g2 g1
6 -6000
5+ -5000
£
=]
4 Qopt —4000 ";j'
]
s
3 -13000
3
2+ J —-2000
Qopt
1L -11000
0 ! 1 1 L ! 0
0 05 1 15 2 25 3 35 4

t (h)

Figura 5.12: Tasas de descarga con las funciones adjuntas.

hora (1 =1 h). Para el punto r; , la tasa de descarga @)y se determiné empleando (4.9) tal
como se muestra en la figura 5.12

Para reducir el esfuerzo computacional en el proceso de minimizaciéon de la funcién

objetivo ||@Q*||?, se deben considerar sélo los puntos r que estdn en el soporte de la siguiente
funcién de indicacion:

P(ry) = H/o gi(r, t)dt > 0.
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en la figura 5.13 se muestra la funcién indicativa P obtenida por la ecuacion anterior, de
la cual obtenemos el soporte de la funcién de indicacién, supp(P) C [0,40] x [6,10], y
sobre este dominio, minimizamos la funcién ||Q*||?, siendo el punto de descarga éptimo
ry = (21.8m, 6.6m), cuyas funciones adjutas ¢;(rg,t) (i = 1,2, 3) asociadas al sitio éptimo se
muestran en la figura (5.12) y a través de (4.9) se determiné la tasa éptima de suministro
Q* = Qopt la cual se muestra en la figura (5.12). Como era esperado, @), introduce menos
masa al canal que Q1 (m?(Q1)/m?*(Qup) = 4.7 ). De aqui la ventaja del método.

P x1.0e+18

Figura 5.13: Funcién indicativa.
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Conclusiones

Los principales objetivos de la modelacién matemética en la proteccion del medio
ambiente son la prediccion de concentraciones de diferentes substancias (contaminantes, nu-
trientes, etc.), desarrollo de métodos para prevenir niveles altos de contaminantes peligrosos
(control de emisiones) y desarrollo de estrategias de recuperacién de zonas contaminadas. En
este trabajo, se ha presentado un método de recuperacion de un cuerpo de agua por medio
de la técnica de biorremediacién, donde se asume que el petroleo ha alcanzado algunas zonas
sobre una columna de agua (1D) y un canal (3D) con el objetivo de liberar un nutriente con
el proposito de incrementar la cantidad de microorganismos nativos en dichos cuerpos de
agua, los cuales van ha degradar los contaminantes en cada zona. Por lo tanto, los objetivos
especificos son determinar los parametros apropiados, es decir, el sitio 7y de descarga y la
razon de descarga (), para la liberacién de nutrientes, con el fin de alcanzar ciertas concen-
traciones criticas de nutriente necesarias para la recuperacion de las zonas contaminadas. Es
importante notar que ambos parametros desconocidos son seleccionados de tal forma que el
impaco sobre el medio ambiente y al mismo tiempo, el costo de la remediacion sean minimos.

Para cumplir con los objetivos mencionados, en el capitulo 2 con el ejemplo unidi-
mensional, mostramos que es posible resolver el problema de optimizacién resolviendo el
problema de difusion y su problema inverso empleando el método de series de Fourier, el
cual nos permitio obtener expresiones analiticas para determinar los parametros de descarga
optimos. Sin embargo, este método requiere un esfuerzo computacional considerable ya que
las expresiones obtenidas son series infinitas. En los capitulos 3-5 se mostré el método de
solucién del problema de control para un problema (3D) més general, en donde primero
disenamos, para cada punto rg, la razén 6ptima de descarga (Q(t) por medio del problema
variacional (se ha demostrado la existencia y unicidad de su solucién). Por lo tanto la solu-
cién analitica del problema variacional tiene el punto ry como un pardametro (Q = Q(ro))
y por lo tanto, es posible escoger o seleccionar el sitio de descarga éptimo como el minimo
de la funcién real ||Q(t,70)||*. Ademds se ha mostrado un esquema de diferencias finitas
de 2do orden absolutamente estable y balanceado. Basado en el método de separacion y el
esquema de Crank-Nicholson para la solucién del problema principal y el problema adjunto
de transporte (3D). Ademads, debido a las condiciones de frontera del problema 3D, tanto
el problema principal y el problema adjunto son problemas bien planteados de acuerdo a
Hadamard, esto es, la soluciéon de cada problema, es tUnica y estable ante perturbaciones
iniciales.
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El método propuesto en este trabajo para calcular el sitio y la tasa éptima de descarga
de un bioestimulante, en un sistema acudtico contaminado con petréleo consiste de dos
etapas. La primera consiste en resolver el modelo adjunto de dispersiéon para obtener las
funciones adjuntas g;(r,t), (i = 1,2,..., N) sobre todos los puntos r del dominio D. La
segunda fase consiste en minimizar la funcién real ||Q(¢, ro)||* para hallar el punto de descarga
6ptimo rj. Para que el método sugerido sea aun mas general y computacionalmente eficiente
es necesario considerar las siguientes observaciones:

» Primero, si la condicién de nutriente ¢(r,0) no es cero, el problema variacional se
resuelve considerando solo las zonas contaminadas donde

’

c;:ci—/¢(r,0)dr>0 i=1,2---,N
D

. / . . . . - s .
ya que si ¢; < 0 significa que no es necesario agregar nutrientes a la j-ésima zona.

= Segundo, para minimizar la funcién real ||Q(¢,1o)||?, reducimos la busqueda del sitio

ro a un dominio mas pequeno D, tal que

Plry) = H/O gi(r, 1)t > 0.

reduciendo de esta manera el esfuerzo computacional. Y en el caso en que P(rg) = 0
implica que el sitio 7y no es el adecuado debido a que la dinamica del fluido en D no
es favorable para que el nutriente descargado en el punto ry alcances todas la zonas
contaminadas durante el intervalo de tiempo [I" — 7, 7.

Notemos también que el método de remediacién esta fuertemente basado en las es-
timaciones adjuntas, pero también pueden, usarse las estimaciones directas del nutriente
en las zonas contaminadas. Estas estimaciones equivalentes se complementan para la esti-
macién de nutrientes y el control de contaminantes. La estimacion directa utiliza la solucién
del problema de transporte y permite hacer un analisis sobre todo un cuerpo de agua ante
una situacion ecologica. En contraste, las estimaciones adjuntas utilizan las soluciones del
problema adjunto y dependen explicitamente de la razén de descarga del nutriente y de la
distribucion inicial de nutriente en una regién. Las soluciones del problema adjunto sirven
como funciones de influencia mostrando la contribucién de nutrientes sobre una zona con-
taminada respecto al punto de descarga considerado. Sin embargo las estimaciones adjuntas
son efectivas y econémicas en el estudio de sensibilidad de las concentraciones de nutriente
ante variaciones en los parametros del modelo.

La técnica del adjunto descrita en este trabajo es muy préactica para estudiar los
problemas de control de emisiones industriales, la localizacion fuentes de emisién de contam-
inantes que violan las normas sanitarias y también puede ser empleada para la estimaciéon
de la intensidad de una fuente de contaminantes conocida su posicion. Por ejemplo podemos
considerar el caso de un accidente de la planta nuclear o explosiéon de una bomba nucle-
ar (prueba de un ataque terrorista). En todas estas situaciones la posicién de la fuente es
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conocida o puede ser facilmente localizada (por ejemplo desde un sételite). Y la técnica del
adjunto puede proporcionar el limite inferior de la intensidad de la fuente, la cual puede ser
util en la determinacién de grado de desastre del accidente.
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