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SISTEMA DE REACCIÓN-DIFUSIÓN
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Introducción

En 1937 Ronald Fisher publicó un modelo que describe como se lleva a cabo
el cambio en la proporción de un gen en una población usando una ecuación de
reacción-difusión, (ver [7]).

Posteriormente se siguieron aplicando las ecuaciones de reacción-difusión para
modelar fenómenos especı́ficos como son: el crecimiento de poblaciones, o el po-
tencial de acción en la transmisión nerviosa, el cual es modelado por las ecua-
ciones de Hodgkin y Huxley, (ver [5]).

Para 1952 en [9], Alan Turing propuso el primer modelo de un esquema de
reacciones quı́micas basado en las ecuaciones de reacción-difusión orientado en
la emergencia de patrones; en este modelo la inestabilidad es causada por la di-
fusión, es decir un sistema presenta inestabilidad por difusión (o inestabilidad de
Turing) si el estado estacionario es estable a pequeñas perturbaciones en ausen-
cia de difusión, pero inestable a pequeñas perturbaciones cuando la difusión esta
presente, (ver [6]). “Una caracterı́stica de la inestabilidad de Turing en un sis-
tema de reacción-difusión es, por presentar un estado temporal estable a medida
que evoluciona en el tiempo y un patrón espacial heterogéneo debido a pequeñas
peturbaciones de las concentraciones quı́micas” como se indica en [11].

El presente trabajo se divide en tres capı́tulos, que sé abordaran de la manera
siguiente:

El capı́tulo 1 se inicia con una explicación de como deducir la ecuación de
reacción-difusión, (ver [5]) y a partir de esta ecuación se muestra como obtener la
ecuación de Fisher, de la cual damos una interpretación fı́sica. De igual manera se
presenta una ecuación que modela un proceso de autocatálisis, (ver [3]).

En el capı́tulo 2 se realiza el análisis analı́tico a una ecuación de reacción-
difusión, con un término difusivo no lineal y con un orden cinético arbitrario en el
término reactante tal como es presentado en [4]; donde se demostró la existencia
de ondas viajeras monótonas. Asimismo se revisa un sistema de reacción-difusión
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conocido con el nombre de Gierer-Meinhardt, el cual fue propuesto para modelar
la dinámica de algunos procesos quı́micos.

Finalmente en el capı́tulo 3 se presentan los retratos fase para algunos valores
partı́culares de la ecuación de reacción-difusión con un término difusivo no lineal
y con un orden cinético arbitrario. También se muestran las soluciones asociadas a
estas trayectorias en las que se puede observar la forma de las ondas monótonas y
oscilatorias. De igual forma se muestra de que manera las soluciones dependen del
tiempo. Por último se grafica el retrato fase para el sistema de reacción-difusión
sin el término difusivo, el cual tiene un comportamiento oscilatorio. Todas las
gráficas se obtuvierón utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Los sistemas, que se presentaron en este trabajo, pertenecen a una familia de
modelos en ecuaciones diferenciales parciales no lineales, los cuales se conocen
como sistemas de reacción-difusión, que de manera general, explican, describen y
permiten entender fenómenos que se encuentran en la Naturaleza, (ver [5]). Poste-
riormente la aplicación de estos modelos ha dado lugar al desarrollo de disciplinas
asociadas a la formulación matemática de diversos procesos como la descripción
de la acción oscilatoria.
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Capı́tulo 1

Ecuación de reacción-difusión

Si se refiere a una densidad de individuos, animales, bacterias, moléculas,
partı́culas o inclusive una concentración de sustancias quı́micas en la cual se
quiere describir el cambio de las variables de estado de algun fenómeno que
ocurre, se pueden utilizar las ecuaciones de reacción-difusión, lo cual permite
entender la dinámica del sistema. De aquı́ en adelante vamos a pensar que las
variables son sustancias quı́micas.

Se entiende a la difusión como el movimiento de las sustancias involucradas en
el proceso a lo largo del dominio espacial y la reacción como el proceso de interac-
ción mediante la cual se transforman las sustancias involucradas en el fenómeno.

Se denomina comunmente patrón a las distribuciones espacio temporales de
las sustancias involucradas, en un fenómeno regido por los procesos de reacción
y difusión.

Supongase que se tiene una sustancia en una región con una superficie cerrada
S cuyo volumen es V y que se quiere describir su dinámica, se nota que resulta
mucho más difı́cil proponer un modelo para describir la dinámica de la sustancia
conociendo el comportamiento de cada compuesto o elemento, que proponer un
modelo basado en la densidad o en la concentración; es decir, queremos entender
como es el movimiento de los componentes o elementos quı́micos que forman la
sustancia, ya que su interacción da lugar a un nuevo estado.

Si u(x, t) es la función de concentración de la sustancia, se trata de saber co-
mo cambia esta función de acuerdo a las leyes preestablecidas; este principio es
conocido como la ecuación de conservación general que afirma lo siguiente:

3



CAPÍTULO 1. ECUACIÓN DE REACCIÓN-DIFUSIÓN

La razón de cambio de la cantidad de materia es igual a la razón neta a la
cual la materia fluye a través de las fronteras de S más la razón neta de creación
de materia.

Esto es

∂

∂t

∫
u(x, t)dv = −

∫
v
J · ds+

∫
v
fdv (1.1)

donde f es la fuente del material, que puede ser función de u, x y t. Aplicando el
teorema de la divergencia y suponiendo que u(x, t) es continua, la última ecuación
se convierte en:

∫
v

[
∂u

∂t
+5 · J − f(u, x, t)

]
dv = 0 (1.2)

Como el volumen de V es arbitrario, entonces la integral debe ser cero y ası́ la
ecuación de conservación para u es

∂u

∂t
+5 · J = f(u, x, t) (1.3)

Esta ecuación es válida para cualquier flujo de transporte en general J , si es
por difusión, entonces la generalización de (1.1) para este ejemplo es:

J = −D · 5u (1.4)

y la ecuacion (1.3) se convierte en

∂u

∂t
= f +5 · (D · 5u) (1.5)

donde D puede ser una función de x y u.

Por ejemplo, f podrı́a representar el proceso de muerte y nacimientos y u la
densidad poblacional. Si el crecimiento poblacional es logı́stico, entonces f es:

f = αũ(β − ũ) (1.6)

donde α > 0 y β > 0, se tiene que

∂ũ

∂t̃
= D52 ũ+ αũ(β − ũ) (1.7)
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CAPÍTULO 1. ECUACIÓN DE REACCIÓN-DIFUSIÓN

La ecuación (1.7) conviene escribirla en términos de variables adimensionales,
para ello se define:

ũ(x̃, t̃) = µu(x, t), x̃ = Lx, t̃ = Tt (1.8)

y se elige

µ = β, t =
1

αβ
, L2 =

D

αβ
(1.9)

entonces

∂u

∂t
=

1

µ

∂ũ

∂t̃
· dt̃
dt
,

=
1

β

∂ũ

∂t̃
· 1

αβ
∂u

∂x
=

1

β

∂ũ

∂x̃
· dx̃
dx

= µ
∂u

∂x̃
L

∂2u

∂x2
=

1

β

∂2ũ

∂x̃2
L2

sustituyendo en la ecuación (1.7)

∂u

∂t
= 52u+ u(1− u) (1.10)

y ésta es una manera de obtiener la ecuación de Fisher (1.10), la cual no tiene una
solución analı́tica, (ver [10]).

Al plantear la ecuación anterior nos interesa saber como se propaga la concen-
tración al ser perturbada, en el medio, dicha propagación describe normalmente
una onda.

Una onda viajera es aquella onda la cual viaja sin cambiar de forma en el
tiempo.

Se quiere saber si la ecuación de Fisher (1.10) tiene como solución a una onda
viajera que corresponde a una distribución de la sustancia, de forma fija que se

5



CAPÍTULO 1. ECUACIÓN DE REACCIÓN-DIFUSIÓN

propaga en un universo unidimensional, ası́ que se propone buscar una solución
de la forma:

u(x, t) = w(z), z = x− kt (1.11)

∂u

∂t
= −dw

dz
k,

∂u

∂x
=
dw

dz
,

∂2u

∂x2
=
d2w

dz2
(1.12)

observese que w representa una onda viajera, entonces la forma de la solución
será la misma para todo el tiempo y la velocidad de propagación es constante;
sustituyendo (1.11) y (1.12) en la ecuación de Fisher

−w′k = w′′ + w(1− w) (1.13)

es decir
w′′ + kw′ + w(1− w) = 0 (1.14)

entonces hay que determinar los valores k de tal manera quew no tenga soluciones
negativas, pues se trata de la concentración de una sustancia,

ĺım
z→∞

w(z) = 0, ĺım
z→−∞

w(z) = 1 (1.15)

la ecuación (1.14) es equivalente a el sistema de ecuaciones (1.16)

w′ = v

v′ = −w(1− w)− kv (1.16)

los puntos crı́ticos del sistema (1.16) son: (0, 0) y (1, 0); la matriz asociada a dicho
sistema es: [

0 1
−(1− 2w) −k

]

El punto (0, 0) tiene asociado el polinomio caracterı́stico p(λ) = λ2 + kλ+ 1.
Si k ≥ 2, entonces los valores propios son negativos, lo cual indica que el punto
es estable. Si k = 2, entonces se tendra un nodo degenerado. Si k < 2, entonces
los valores propios son complejos.

El punto (1, 0) tiene asociado el polinomio caracterı́stico p(λ) = λ2 + kλ− 1;
de donde se tiene que para cualquier valor de k se tendra un valor propio positivo
y otro negativo. Por lo tanto el punto (1, 0) es un punto silla.
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CAPÍTULO 1. ECUACIÓN DE REACCIÓN-DIFUSIÓN

Si k < 2 se tendran valores negativos de la trayectoria contradiciendo el
requerimiento de que u(z) ≥ 0. Ası́ se tiene que las soluciones w(z) para la
ecuación de Fisher (1.10) deben satisfacer: (1.14), w(−∞) = 1 y w(∞) = 0 con
k ≥ 2, de donde se ve que una trayectoria que inicia en (1, 0) tiene que llegar a
(0, 0), dicha trayectoria recibe el nombre de trayectoria heteroclı́nica.

La ecuación de Fisher aparece en muchas situaciones similares, por ejemplo
si se vierte una pequeña cantidad de tinta en un vaso de agua se puede ver co-
mo la tinta se difunde por toda el agua, por medio de la difusión molecular. Esta
situación puede ser modelada por la ecuación de Fisher, (ver [10]), donde la ley
de Fick se aplica, para afirmar que el flujo de la tinta va de zonas de alta con-
centración a zonas de baja concentración, similarmente si se considera una varilla
uniforme y se comienza a calentar en algún punto fijo se puede pensar que hay un
flujo de calor de las zonas calientes a las zonas frı́as. Ası́ mismo podemos enten-
der que si se está modelando la densidad poblacional se puede decir que hay una
migración de las áreas de alta densidad poblacional a las áreas de baja densidad,
(ver [10]).

Considerese nuevamente la ecuación de Fisher (1.10), si se supone que u es
pequeño, entonces u2 sera más pequeño en comparación con u. Si se desprecia el
término cuadrático en (1.10), se tiene la ecuación linealizada de (1.10)

∂u

∂t
= 52u+ u (1.17)

Supongase que u(x, 0) ∼ Ae−ax cuando x −→ ∞ donde a > 0 y A > 0,
entonces se buscan soluciones infinitas para (1.17) de la forma:

u(x, t) = Ae−a(x−kt) (1.18)

Si se sustituye la expresión (1.18) en la ecuación (1.17), se obtiene una relación
entre k y a conocida con el nombre de dispersión

ka = 1 + a2 =⇒ k = a+
1

a
(1.19)

De esta manera se tiene que k se puede escribir en función de a y de aquı́ se
desprende el hecho de que el valor mı́nimo para k se alcanza en k = 2.
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CAPÍTULO 1. ECUACIÓN DE REACCIÓN-DIFUSIÓN

Figura 1.1: Velocidad para la autocatálisis.

Por otro lado, si una condición inicial satisface u(x, 0) = Ae−ax, cuando
x −→ ∞, entonces la velocidad de la onda asintótica de la solución de la on-
da viajera de (1.10) es:

k = a+
1

a
, 0 < a ≤ 1; k = 2, a ≥ 2 (1.20)

como se afirma en [5].

1.1. Un modelo para el proceso de la autocatálisis
La ecuación unidimensional que modela el proceso de la autocatálisis, esta

dada por
∂u

∂t
= 52u+ um(1− u) (1.21)

donde m > 1 es el orden de reacción; éste modelo se aplica cuando el coeficiente
de difusión de la autocatálisis y el reactante son iguales, (ver [3]). Notese que
cuando m = 1, se tiene la ecuación de Fisher (1.10).
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CAPÍTULO 1. ECUACIÓN DE REACCIÓN-DIFUSIÓN

Se observa que la ecuación (1.21) se puede ver como un caso particular de la
ecuación (1.5) con el término de difusión constante y f(u, x, t) = um(1− u).

Nuevamente se quiere ver si la ecuación (1.21) tiene como solución una onda
viajera, es decir, se quiere encontrar soluciones de la forma (1.11), entonces (1.21)
se transforma en la ecuación diferencial ordinaria

w′′ + kw′ + wm(1− w) = 0 (1.22)

la cual es equivalente al sistema de ecuaciones siguiente:

w′ = v

v′ = −wm(1− w)− kv (1.23)

cuya matriz asociada al sistema es:[
0 1

wm−1((m+ 1)w −m) −k

]
(1.24)

la cual tiene sus puntos crı́ticos en (0, 0) y (1, 0). A continuación se realizará el
análisis lineal al rededor de estos puntos.

El punto (0, 0) tiene asociado el polinomio caracterı́stico p(λ) = λ2 + λk y
sus valores propios son: 0 y −k; por lo tanto es un punto no hiperbólico. El punto
(1, 0) tiene asociado el polinomio caracterı́stico p(λ) = λ2 + λk− 1 y sus valores
propios son: −k−

√
k2+4

2
y −k−

√
k2+4

2
; de donde el punto es hiperbólico.

John Billingham demostró, en [3], la existencia de la velocidad mı́nima de
onda, para un sistemas de reacción-difusión, en particular para la ecuación (1.21).

Las cotas superior e inferior para la velocidad mı́nima son:

k = 2

√
1

m

(
m− 1

m

)m−1
(1.25)

k0 = 4

{
sup

0<u<1

f(u,−1
2
u)

u

}
(1.26)

respectivamente. En la figura 1.1, (tomada de [3]) se muestra la gráfica de las cotas
superior e inferior para la velocidad mı́nima, también se nota que cuando m = 1,
entonces k = 2, y además obtenemos la ecuación (1.14), en la cual el punto (0, 0)
es un punto hiperbólico.
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CAPÍTULO 1. ECUACIÓN DE REACCIÓN-DIFUSIÓN

Otra caracterı́stica de los sistemas de reacción-difusión son las ondas viajeras,
ésta es una caracterı́stica casi universal de los sistemas de reacción-difusión. La
existencia de dichos frentes de onda fue verificada con el análisis numérico en una
y dos dimensiones, (ver [2]). Desde el punto de vista fı́sico, este tipo de soluciones
describen procesos de transición de un equilibrio a otro, y generando un patrón de
onda que se desplaza desde las condiciones iniciales.

Como por ejemplo en los modelos de reacción-difusión de algunos procesos
quı́micos, las interaciones quı́micas generan patrones complejos en el espacio de-
bido a que se encuentran términos de transporte, sı́ntesis y degradación que de-
penden de todas las sustancias quı́micas presentes en el dominio de análisis.
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Capı́tulo 2

Análisis de una ecuación de
reacción-difusión

Ya se han mencionado algunos ejemplos en donde se presenta la difusión, el
cual es un fenómeno que ocurre constantemente en la naturaleza y es fundamen-
talmente un mecanismo de que depende de las propiedades fı́sicas del medio en
el cual se lleva a cabo. Algunas de estas propiedades son: la temperatura, la di-
mensión y la estructura geométrica del espacio o la sustancia en el cual se lleva
acabo la difusión ó el tipo de interacción entre las sustancias que se difunden y la
sustancia en la cual ocurre este fenómeno.

Se considerara nuevamente la ecuación (1.5) con D = D(u) en una dimen-
sión, entonces ésta ecuación la podemos reescribir como:

∂u

∂t
= f(u) +

∂

∂x

(
D(u)

∂u

∂x

)
(2.1)

Especı́ficamente vamos a considerar

f(u) = κup(1− uq)
D(u) = D0u

m (2.2)

donde D0, m, p y q son constantes positivas, f(u) tiene dos ceros uno en u = 0
y otro en u = 1, (ver[5]). Escribiendo (2.1) junto con (2.2) en variables adimen-
sionalizadas obtenemos la ecuación siguiente

∂u

∂t
= up(1− uq) +

∂

∂x

(
um

∂u

∂x

)
(2.3)
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CAPÍTULO 2. ANÁLISIS DE UNA ECUACIÓN DE REACCIÓN-DIFUSIÓN

donde p, q y m son parámetros positivos.

En la ecuación (2.3) el término de la difusión no es lineal y el término reactivo
es de un orden arbitrario; esta ecuación es muy importante debido a sus aplica-
ciones en la biologı́a o en la quı́mica, (ver [4] o [5]).

Si reescribimos el término de difusión, entonces la ecuación (2.3) queda

∂u

∂t
= up(1− uq) +mum−1

(
∂u

∂x

)2

+ um
∂2u

∂2x
(2.4)

en la cual se observa un término de difusión no lineal, que puede pensarse como
una contribución equivalente a la convección con “velocidad ”−mum−1 ∂u

∂x
.

Mencionaré algunos casos particulares de la ecuación (2.3), los cuales tienen
como solución a una onda viajera; para ello primero consideremos cuando m = 0
y p = 1, entonces la ecuación (2.3) se convierte en

∂u

∂x
= u(1− uq) +

∂2u

∂x2
(2.5)

la cual tiene como solución exacta:

u(x, t) =
1

(1 + ae(b(x−ct)))s
(2.6)

donde a, b y s son constantes positivas.
Otra solución exacta que se puede encontrar de (2.3) es cuando m = 0, p =

q + 1 con q > 0 con lo cual se obtiene la ecuación siguiente

∂u

∂t
= uq+1(1− uq) +

∂2u

∂x2
(2.7)

Una solución mas interesante y útil es el caso cuando p = q = 1, m = 1, en
(2.3) da la ecuación siguiente:

∂u

∂t
= u(1− u) +

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
(2.8)

la cual representa un modelo de un crecimiento poblacional logı́stico con un coe-
ficiente que depende de la densidad; es decir que la dispersión de una población a
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CAPÍTULO 2. ANÁLISIS DE UNA ECUACIÓN DE REACCIÓN-DIFUSIÓN

regiones de baja densidad es más rápida cuando la población aumenta, (ver [5]).

Ahora se realizará un estudio más general de la ecuación (2.3) unidimensional;
para ello sea qq = p+ q, entonces la ecuación (2.3) queda de la siguiente manera:

∂u

∂t
= up − uqq +

∂

∂x

(
um

∂u

∂x

)
, x ∈ R (2.9)

donde p y qq son ambos positivos.

En [4] se afirma que el término de reacción es conocido porque causa un com-
portamiento oscilatorio en la solución.

Ahora se quiere ver si la ecuación (2.9) tiene como solución a una onda via-
jera, dicho de otra manera, estamos buscando soluciones que sean de la forma
(1.11), donde k es la contante de velocidad de la onda. Sustituyendo (1.12) en la
ecuación (2.9), esta se reduce a la ecuación diferencial ordinaria siguiente:

−kdw
dz

=
d

dz

(
wm

dw

dz

)
+ wp − wqq (2.10)

Reescribiendo esta ecuación, nos queda

−kwm−1dw
dz

= wm
d

dz

(
wm−1

dw

dz

)
+

(
wm−1

dw

dz

)
+ wm−1(wp − wqq) (2.11)

y definimos

v = wm−1
dw

dz
(2.12)

obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias siguiente:

dw

dz
=

v

wm−1

dv

dz
= −(k + v)v + wm−1(wp − wqq)

wm
(2.13)

para resolver la singularidad del sistema (2.13) que se genera cuando w −→ 0
suponemos que m > 1 y definimos una transformación de la variable τ = τ(z)
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CAPÍTULO 2. ANÁLISIS DE UNA ECUACIÓN DE REACCIÓN-DIFUSIÓN

en (2.13) tal que dτ/dz = 1/wm(z) y el sistema nos queda de la forma:

dw

dτ
= wv

dv

dτ
= −(k + v)v − wm−1(wp − wqq) (2.14)

Nótese que los sistemas (2.13) y (2.14) son topológicamente equivalentes en
el plano superior positivos {(w, v)\ w > 0, −∞ < v < +∞}.

La matriz asociada al sistema (2.14) es:[
v w

wm−2[(m+ qq − 1)wqq − (p+m− 1)wp] −(k + 2v)

]

El sistema (2.14) tiene tres puntos crı́ticos: (0, 0); (0,−k) y (1, 0), entonces la
busqueda de soluciones de ondas viajeras de (2.1) es equivalente a buscar trayec-
torias heteroclı́nicas de (2.14), las cuales conectan los puntos estacionarios de
arriba.

La linealización alrededor de (0, 0) nuestra que es un punto no hiperbólico y
que los valores propios de la matriz asociada al sistema (2.14) en (0, 0) son: 0 y
−k, los correspondientes vectores propios son V1 = (1, 0)T y V2 = (0, 1)T respec-
tivamente. Usando el teorema de la variedad central y la expansión de Taylor con
p > qq obtenemos una aproximación de la trayectoria local alrededor de (0, 0) y
encontramos que

v(θ) =
wm

k
+O(wm+1) (2.15)

En [4] se encuentra que la variedad central del sistema (2.14) tiene la forma:

dw

dτ
=
wm+1

k
+O(wm+2)

dv

dτ
=
m

k2
w2m−1 +O(w2m) (2.16)

Por lo tanto (0, 0) es un nodo degenerado inestable.

La linealización alrededor de (1, 0) nuestra que es un nodo estable si k ≥ k∗
con k∗ = 2

√
p− qq y es un foco estable si k < k∗, mientras que la linealización

14
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alrededor de (0,−k) nuestra que es un punto silla.

El análisis lineal que se realizó muestra que sólo se admiten trayectorias hete-
roclı́nicas, las cuales conectan el punto (0, 0) con el punto (1, 0) y que corresponde
a las ondas viajeras.

Una propiedad que me parece importante mencionar que la ecuación de Fisher
pertenece a una familia más general propuesta por Barrio en [1], cuyo modelo
no fue pensado para modelar un fenómeno o una reacción quı́mica especı́fica,
sino que fue desarrollado para estudiar el compartamiento general de las ciencias
quı́micas en presencia de difusión.

Apesar de que para ciertos valores la ecuación (2.1) es una generalización de
la ecuación de Fisher; ésta no pertenece a la familia de ecuaciones propuesta por
Barrio en [1].

2.1. Un sistema de reacción-difusión
Supongase que se tienen dos sustancias y se quiere describir como interactuan

entre ellas; para describir esta dinámica, el modelo general (2.9) no es de mucha
ayuda puesto que sólo describe la dinamica de una sola sustancia; en su lugar
se pueden usar el sistema de ecuaciónes propuesto por Gierer y Meinhardt, en
[1972], quienes basadose en las ideas de Turing proponen:

ut = k1 − k2u+
k3u

2

v(k6 + k7u2)
+D152 u

vt = k4u
2 − k5v +D252 v (2.17)

donde u es la sustancia quı́mica activadora, que inicia la producción de la se-
gunda sustancia quı́mica v que es el inhibidor, el cual detiene la producción del
activador. En tanto que el inhibidor disminuye la velocidad de la reacción, el acti-
vador produce un aumento en la velocidad de la reacción. El sistema de ecuaciones
es conocidas como reacción-inhibición.

Adimensionalizando el sistema de ecuaciones (2.17) tenemos

ut = γ

[
a− bu+

u2

v(1 + ku2)

]
+52u

15
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vt = γ(u2 − v) + d52 v (2.18)

Se observa que el sistema de ecuaciónes (2.18) tiene términos no lineales.
Ahora supongase que no existe el término de difusión, entonces sistema de ecua-
ciones (2.18) se convierte en:

ut = a− bu+
u2

v(1 + ku2)

vt = u2 − v (2.19)

Las ceroclinas de este sistema son:

f(u, v) = a− bu+
u2

v(1 + ku2)

g(u, v) = u2 − v (2.20)

para u y v respectivamente. Los puntos de intersección de f y g, si es que los hay,
son los punto de equilibrio para el sistema.

Aún sin el término difusivo el sistema de ecuaciones (2.19) es complicado de
tratar.

Sekimura y otros en [8], realizarón la simulación numérica del sistema de
reacción-difusión (2.18), sobre el dominio de las alas de una mariposa, usando
el método del elemento finito y obtuvieron algunos patrones de coloración de las
alas de la mariposa. Los resultados de la simulación numérica que obtuvieron,
resultaron ser muy similar a las alas de la mariposa Papilio Dardanus y con ello
proponen que la coloración de las alas de la mariposa se debe a que algunas sus-
tancias quı́micas que se difunden en el medio tiene como resultado la formación
de patrones de la coloración de las alas de la mariposa, ver [8].

Al análizar las conclusiones que se obtuvieron de los resultados numéricos y
los resultados experimentales, (ver por ejemplo [1], [8] o [11]), sobre la dinámica
que se lleva a cabo en un sistema, me parece importante mencionar a Vicsek quien
realiza algunas observaciones, en [12], donde él “acepta el hecho de que los proce-
sos que ocurren simultaneamente en diferentes escalas o niveles son importantes
y el comportamiento intrinseco de todo el sistema depende de su unidad en una
manera no trivial. La descripción del comportamiento total del sistema requiere
cualitativamente nueva teorı́a, porque las leyes que describen su comportamiento
son cualitativamente diferentes de estas que gobiernan sus unidades individuales”.
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Capı́tulo 3

Resultados numéricos

Una parte del estudio de las ecuaciones de reacción-difusión se realiza uti-
lizando diversos métodos numéricos, debido a las no linealidades que se encuen-
tran en algunos términos, no es posible encontrar una solución exacta de las ecua-
ciones.

Figura 3.1: Trayectoria heteroclı́nica que conecta los puntos estacionarios (0, 0) y
(1, 0).

Se estudiaran las soluciones de la ecuación (2.13) con m = p = 2 y qq = 1

17
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por medio del esquema de Runge-Kutta de cuarto orden.
En la figura 3.1 se muestra el retrato fase (θ, v) que contiene una solución

que conecta los puntos estacionarios (0, 0) y (1, 0), con una velocidad de k =
1.4. En la figura 3.2 se observa el retrato fase (θ, v) que contiene una trayectoria
oscilatoria que conecta el punto (0, 0) con (1, 0), con una velocidad k = 0.5.

En la figura 3.3 se puede ver la solución de la onda viajera que corresponde
a la trayectoria de la figura 3.1, con una velocidad de k = 1.4 y en la figura 3.4
notamos el comportamiento oscilatorio de la solución de la onda viajera que cor-
responde a la trayectoria de la figura 3.2. Para aproximar tales ondas se resolvió el
sistema de ecuaciones (2.14).

Figura 3.2: Trayectoria heteroclı́nica oscilatoria que conecta los puntos (0, 0) y
(1, 0).

A continuación se estudia como se desarrollan en el tiempo las ondas viajeras
y su forma; para ello resolvemos el problema (2.6) que depende del tiempo, con
m = p = 2 y qq = 1 utilizando la discretización siguiente:

dui
dt

=
Ji − Ji−1

dx
+ ui(ui − 1) i = 0, 1, 2, . . . , N (3.1)

que fue deducida en [4]; donde

18
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Figura 3.3: Solución de la onda viajera correspondiente a la figura 3.1

Figura 3.4: Solución de la onda viajera correspondiente a la figura 3.2

19
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Figura 3.5: Soluciones que dependen del tiempo

Ji =
(
ui+1 + ui

2

)2 (ui+1 − ui
dx

)
(3.2)

con condiciones iniciales

u(x, 0) = 1− e(−αx), α > 0 (3.3)

Para la implementación de la solución numérica se aplicaron las condiciones
iniciales de (3.3).

En las figuras 3.5 y 3.6 se muestra como evolucionan las ondas viajeras en el
tiempo con diferentes velocidades y que emergen como una solución a lo largo
del tiempo.

Claramente en estas figuras la solución numérica muestra la evolución de las
ondas viajeras con diferentes velocidades, en la figura 3.6 se muestra una onda
rápida. Notemos también que la forma de la velocidad de la onda depende de las
condiciones iniciales, (ver [4]).

Por lo tanto el resultado numéricos reafirma el resultado analı́tico. Finalmente
notamos que la simulación numérica realizada en el problema de la ecuación di-
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Figura 3.6: Soluciones que dependen del tiempo

ferencial parcial indica estabilidad de estas ondas viajeras, (ver [4]).

La figura 3.7 muestra la gráfica de las ceroclinas del sistema de ecuaciones
(2.19), en el cual se observa que hay un punto de equilibro con a = 0.1, b = 1.0
y k = 0.5.

El sistema de ecuaciones (2.19) presenta un comportamiento oscilatorio en el
retrato fase (u, v) sin el término difusivo cuando a = 0.1, b = 1.0 y k = 0.5;
el cual se puede observar en la figura 3.8 que las trayectorias convergen al punto
(0,839456; 0,704687) de equilibrio, el cual fue calculado con una precisión de seis
dı́gitos. Es importante mencionar que el término difusivo también puede causar un
comportamiento oscilatorio.

Una de las caracterı́sticas del modelo de Gierer-Meinhardt es el hecho de que
describe patrones, debido a la no linealidad que se genera cuando las sustancias
interactuan entre ellas [6]; lo cual permite explicar la coloración de las alas de al-
gunas mariposas. En [8] se resolvió de manera numérica las ecuaciones de Gierer-
Meinhardt y uno de los resultados se muestra en la figura 3.10, la cual muestra un
parecido con la mariposa de la figura 3.9, ambas figuras fueron tomadas de [8].
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Figura 3.7: Ceroclinas

Figura 3.8: Retrato fase
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Figura 3.9: Hippoconides

Figura 3.10: Simulación numérica de la hippoconides
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Conclusiones

Este trabajo inició con la deducción de la ecuación de reacción-difusión para
una sustancia. Sin embargo este resultado se puede extender a varias sustancias o
poblaciones de individuos denotados por u(t, x) o un vector de densidad como se
puede ver en [5].

Asimismo se analizó de manera analı́tica y numérica una ecuación de reac-
ción-difusión con un término no lineal de difusión y un término de reacción de
orden arbitrario cinético, la importancia de dicha ecuación radica en el hecho de
que el término no difusivo no lineal causa un comportamiento oscilatorio y por
ello ha tenido varias aplicaciones, ver [3]. Aplicando algunos métodos numéricos
reproducimos las ondas oscilatorias y monótonas que se obtuvieron en [4] en la
cual mostramos que dependen del tiempo.

La ecuación que se analizó puede verse como una generalización de la ecuación
de Fisher la cual es muy importante, ya que algunas de sus aplicaciones se centra
en el estudio de la dinámica de bacterias y en las epidemias.

Por otra lado también se revisó un sistema de reacción-difusión con un térmi-
no no lineal, el cual es muy útil debido a que modela la dinámica que se lleva
a cabo entre sustancias quı́micas conocido con el nombre de Gierer- Meinhardt,
(ver [8] o [6]).

Es importante mencionar que la longitud de onda está determinada entre las
moléculas y las tasas de difusión, lo cual es un hecho fundamental, ya que permite
realizar modelos que se asemejan más a la realidad.

En ambos modelos sólo nos interesa estudiar el comportamiento cualitativo
del modelo, lo cual nos permite predecir la evolución del sistema.
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Observese que los sistemas de reacción-difusión permiten modelar, simular y
describir una amplia variedad de fenómenos que se encuentran en la naturaleza
tal como la formación de patrones en diversos procesos fı́sicos y quı́micos; la for-
mación de la coloración de la piel de algunos animales, la formación de huesos,
órganos, tejidos y tumores; la fisiologı́a del corazón; las formaciones geológicas;
la distribución de poblaciones de animales; a partir de la formación de patrones
espacio temporales, ver [1].

Por otra parte vemos que el estudio de los modelos empleando las ecuaciones
de reacción-difusión se lleva acabo usando diversas técnicas numéricas debido a
las formar complejas de los dominios comunmente tratadas y a las no linealidades
de los términos, lo cual en algunas ocaciones nos permite tener una visualizacion
de la dinámica que se esta llevando acabo.
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