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Introduccion

Este trabajo tiene su origen en una pregunta realizada tres anos atras por Hor-
tensia Galeana en su curso de teoria de las gréficas:

sSerd cierto que toda digrdfica tiene un conjunto independiente que intersecta
a las trayectorias de longitud mdzima?

La principal motivacién de este texto fue responder a esta simple e intrigante
pregunta. Como se verd a lo largo de este trabajo, la conjetura de particién de
trayectorias es una proposicidén que de ser cierta, responderia de manera afirmativa
a la pregunta y por ello ha capturado la atencién de muchas personas, quienes han
trabajado arduamente en obtener una respuesta.

Basicamente este escrito estd guiado por dos objetivos principales, el primero es
otorgar al lector una introduccién histdrica breve y entretenida de esta importante
conjetura. Afortunadamente, la conjetura de particién de trayectorias estd rodeada
de problemas y resultados, algunos de cardcter inesperado, que alimentan el interés
y que sirven como una posible referencia para futuros trabajos. El segundo objetivo
es mostrar algunos resultados nuevos obtenidos, varios de ellos generalizan resulta-
dos ya conocidos.

Este trabajo de tesis estd dividido en cuatro secciones. El texto es autocon-
tenido y pretende que cualquier persona con un conocimiento basico de teoria de
los conjuntos pueda entender la totalidad del escrito. En la primer seccién, se pre-
sentan las nociones necesarias para la completa comprensién del texto. Se definen
conceptos elementales como digrdfica, camino, trayectoria, ciclo; ademas se pre-
sentan algunas clases de digraficas conocidas, como son los torneos, las digraficas
semicompletas y algunas otras generalizaciones de torneos. La tesis estad escrita a
modo que el lector experto pueda omitir la primer seccidn, ya que las definiciones
menos conocidas se dan en el momento en que sean requeridas. El escrito cuenta
con un indice alfabético, que agiliza la bisqueda de los términos y la notacién usada.

La segunda seccién tiene como objetivo motivar el estudio de la conjetura de
particién de trayectorias mediante el desarrollo histérico del problema, se presentan
sus origenes y un resumen de los resultados que se tienen. Finalmente en la tercer
seccién se presentan nuevas condiciones suficientes para que una digrafica satisfa-
ga la conjetura de particién de trayectorias, usando estos resultados se demuestra
que ciertas generalizaciones de torneos satisfacen esta conjetura. La dltima seccién
presenta el estado actual de la conjetura y problemas relacionados por resolver.
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Capitulo 1

Nociones previas

En esta seccion definiremos las nociones necesarias para la completa compren-
sién de este trabajo. Asumiremos que el lector estd familiarizado con los conceptos
bdsicos de la teoria de conjuntos.

1.1. Digraficas

Una digrdfica D (también llamada grdfica dirigida) es una pareja ordenada
D = (V(D),A(D)), donde V(D) es un conjunto no vacio llamado el conjunto
de vértices de D y A(D) es un subconjunto de V(D) x V(D)\ {(a,a) |a € V(D)}
llamado el conjunto de flechas de V(D). Los elementos de V(D) y de A(D) seran
llamados vértices y flechas respectivamente. El orden de una digréfica D (denotado
por |D|) es la cardinalidad del conjunto de vértices V(D).

Dados u y v dos vértices de D, denotaremos por u — v, b o simplemente uv
siempre que (u,v) € A(D) y diremos que existe una flecha de u a v, o que u domina
a v!. Diremos que u y v son adyacentes si sucede que uv € A(D) o vu € A(D).
Llamaremos a una flecha uv simétrica si ademas sucede que vu € A(D).

Sea u € V (D), definimos la invecindad de u (respectivamente exvecindad de u)
al conjunto N~ (u) = {v € V(D) |v — u} (resp. Nt (u) = {v € V(D) |u — v}),
los elementos de N~ (u) (resp. N1 (u)) serdn llamados los invecinos (resp. exveci-
nos) de u. El ingrado (resp. exgrado) de un vértice u estd definido por d~(u) =
N~ ()] (resp. d*(u) = [N+ (u)]).

RN .

Figura 1.1: Isomorfismo de digréaficas

IAbusando un poco de la notacién, escribiremos uv € A(D) o w e A(D), en vez de
(u,v) € A(D).

11



12 CAPITULO 1. NOCIONES PREVIAS

Sean Dy H digréaficas, diremos que D y H son isomorfas si existe una funcién
biyectiva f : V(D) — V(H) tal que para cualesquiera dos vértices u, v € V(D)

wb si y sélo si f(u)f(v;.

Es importante siempre tener en cuenta que en este contexto dos digraficas son
escencialmente la misma, si son isomorfas (véase la figura 1.1). Esto tiene como
consecuencia que frecuentemente cuando uno se refiere a una digrafica en particu-
lar, en realidad, uno estd pensando en alguna digrafica isomorfa a ella. Por ejemplo,
consideremos una digrafica F,, con n vértices tal que no existe ninguna flecha entre
sus vértices, cualquier digrafica que cumpla que no existen vértices adyacentes y que
tenga orden n serd isomorfa a E,,, esto nos invita a llamar a todas estas digraficas
con esta propiedad, conjunto independiente® de orden n, que siempre denotaremos
por E,,.

o o o
o©

oo®°
Figura 1.2: Eg

Sean D y D’ digréficas, diremos que D’ es subdigrdfica de D si sucede que
V(D') C V(D) y para cualesquiera dos vértices u, v € V(D’), sucede que

si uv € A(D") entonces uv € A(D)

Consideremos S, T C V(D), denotaremos por D[S] a la subdigrifica de D,
llamada la digrdfica inducida por S, con conjunto de vértices V(DI[S]) = Sy
flechas A(D[S]) = {ub € A(D)|u,v € S}. Usaremos D — S para referirnos a la
digrafica D[V (D) — S]. Cuando S = {z} sea un sélo vértice, escribiremos D —z en
vez de D — {z}. Una ST-flecha es una flecha st con s € SyteT;en caso de que
S = {x} es un conjunto que consta de un solo vértice, usaremos xT-flecha, en vez
de {x}T-flecha. Diremos que S domina a T' (denotado por S +— T') si st € A(D)
para cualesquiera s € Syt eT.

Figura 1.3: Digrafica inducida por los vértices negros

Dadas D1, D, subdigraficas de una digrafica D, definiremos Dy N Dy como
D[V (Dy) NV (D3)].

2También es usual llamarlo grdfica o digrdfica independiente.
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1.1.1. Caminos y trayectorias

Dada una digrafica D, un camino W en D es una sucesién finita de vértices de
D
W= (.1:1,.1:2, sy :Ck),

tales que para cada i € {1,2,....k — 1} sucede que z;x;41 € A(D). Usaremos
V(W) para denotar a los vértices que pertenecen al camino W, al vértice x; se le
llamara vértice inicial de W'y xj. serd el vértice final de VW, ambos seran los vértices
extremos de V. Diremos que un camino es cerrado si tenemos que 1 = x. Una
trayectoria P en D es un camino tal que todos los vértices de la sucesidn son dis-
tintos. Un ciclo C es un camino cerrado tal que todos sus vértices no extremos son
distintos. Una digréfica sin ciclos también es llamada digréfica aciclica.

Dado un camino W = (21,2, ..., 2x), €l orden de W es el nimero de vértices
distinos que posee W. La longitud de W serd | = k — 1. En particular cuando
W es una una trayectoria, W tiene orden k y longitud £ — 1. Dados dos vértices
s, t € V(D), si existe un camino W (una trayectoria P) entre ellos, diremos que
W es un st-camino (respectivamente P es una st-trayectoria). No es dificil probar
considerando el st camino de longitud minima, que si existe un st-camino, entonces
existe una st-trayectoria. Dados S, T C V(D), una ST -trayectoria es cualquier st-
trayectoria, con s € Syt eT.

Figura1.4:Dy SC(D).

Dados s, t vértices de D, denotaremos por s ~ t cuando exista una st-trayectoria
y al mismo tiempo una ts-trayectoria. No es dificil demostrar que ~ es una relacién
de equivalencia en V(D), por lo que ~ induce una particién {S1,So,...,S;} de
V(D). A D[S1], ..., D[Sy] las llamaremos las componentes fuertemente conexas de
D ysir =1, es decir, cuando D es la (inica componente fuertemente conexa de D,
diremos que D es fuertemente conexa. Usaremos SC'(D) para denotar a la digréfica
llamada la condensacion de D, cuyo conjunto de vértices consiste en el conjunto de
las componentes fuertemente conexas {D[S1], D[S2], ..., D[Sr]}, y las flechas son
A(SC(D)) = {D[S:|D[S,;] | 5i5; € A(D), para algin s; € S; y s; € S;}. Es facil
ver que SC(D) es una digrafica sin ciclos (véase la figura 1.4).

Si P = (x1,22,....,%m) ¥ @ = (y1,Y2,...,y1) son trayectorias en D, deno-
taremos por z;Px; a la subtrayectoria (24, Zit1,...,%;), Y Si &pym — Y1, deno-
taremos por PQ a la concatenacion (x1, 22, ..., Tm, Y1, Y2, ---, Y1 ). En caso de que
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C = (#1,%2,....,2n, = z1) sea un ciclo y z;, z; sean vértices pertenecientes a C,
usaremos z;Cz; para denotar a la subtrayectoria del ciclo C que va de z; a z;.

Usaremos A(D) para denotar al orden maximo de las trayectorias contenidas
en D3, si P es una trayectoria que tiene \(D) vértices diremos que P es una
trayectoria de orden maximo*. Dado un subconjunto de vértices S, algunas veces
usaremos A(S) en lugar de escribir A(D[S]). Cuando una digréfica D posee un ciclo
que contiene todos los vértices de la digrafica, diremos que D es hamiltoniana, si
una digréfica posee una trayectoria que contiene todos los vértices de la digréfica,
diremos que D tiene una trayectoria hamiltoniana.

1.2. Clases de digraficas

1.2.1. Graficas

Una grdfica (también llamada digrdfica simétrica) G es una digréfica tal que
todas sus flechas son simétricas®. Dada una digrafica D, la grdfica subyacente de
D es la grifica UG(D), con V(UG(D)) = V(D) y A(UG(D)) = {xy | zy € A(D)
o yx € A(D)}, en otras palabras, UG(D) es la grafica que se obtiene al sustituir
todas las flechas de D por flechas simétricas. Dada una digrafica D, diremos que
D es conexa, si la subgréfica subyacente UG(D) es fuertemente conexa.

Figura 1.5: La grafica de Petersen vista de dos maneras déagin

Dada una grafica G conexa y u € V(G), diremos que u es un vértice de corte
de G si G — x no es conexa. Un bloque B de G es una subdigrafica simétrica
(también llamada subgrdfica en el contexto de gréficas) sin vértices de corte tal que

3j{Cuidado! Es comin incurrir en el error de considerar a A(D) como la longitud maxima
de entre todas las posibles trayectorias en D.

4Nétese que una trayectoria de orden maximo es una trayectoria de longitud méaxima
A(D) — 1, lo que nos permitird también llamar a P una trayectoria de longitud mdzima.

5En la mayorfa de la literatura, se define grifica como una pareja ordenada G =
(V(G), E(G)) donde V(G) es un conjunto no vacio llamado los vértices de G y E(G) es
un conjunto que contiene subconjuntos de V(G) de cardinal dos, llamado las aristas de E(G).

La razén por la cual podemos redefinir el concepto de gréfica, sin que nos preocupe la sutil
diferencia que existe entre nuestra definicién y la definicién encontrada en la mayoria de los
textos, consiste en que para muchos fines en el estudio de las gréficas, podemos considerar
cualquier arista como una flecha simétrica. Intuitivamente podemos pensar que cuando existe
una arista entre dos vértices, podemos caminar de un vértice a otro sin ningin problema con
respecto al sentido que elijamos, en una digrafica ocurre exactamente lo mismo cuando existe
una flecha simétrica entre esos dos vértices. Esta idea sugiere que cualquier grafica puede ser
vista como una digréfica (véase la figura 1.5).
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no existe una subgrafica de G sin vértices de corte que la contenga. El siguiente es
un resultado elemental de un curso bésico de teoria de las graficas, su demostracién
puede consultarse en [13].

Teorema 1.2.1. Sea G una grdfica. Entonces:

1) cualesquiera dos bloques de G se intersectan en a lo mds un vértice, este
vértice es un vértice de corte,

i) todos los vértices estdn contenidos en algin bloque, un vértice que no es
vértice de corte estd contenido en exactamente un bloque,

iii) cada ciclo de G estd contenido en algin blogue de G.

En una grifica G, la distancia entre dos de sus vértices z, y (denotada por
d(z,y)) es la longitud de una xy-trayectoria de orden minimo en G (en caso de no
existir alguna xy-trayectoria, simplemente diremos que d(x,y) = oo). El grado de
un vértice z, lo definimos como d(z) := |{y € V(D) |d(x,y) = 1}|. Si H es una

subgréfica de D, definimos d(z, H) := n‘l/i(r}{){d(x,y)}. Adem3s denotaremos por
ye

A(G) := zér‘l/é(%){d(x)} y 0(G) = xénx}(%){d(x)} La excentricidad de un vértice x

serd e(x) := yg/&%}é){d(x,y)}.

Arboles

Un drbol T es una grafica conexa, sin ciclos de orden mayor a dos. Un arbol
enraizado T'(x) es un drbol T' que tiene un vértice especial x que llamaremos raiz.
Un teorema bdsico de drboles es el siguiente.

Teorema 1.2.2. Dados dos vértices de un drbol existe una unica trayectoria
entre ellos.

El teorema anterior nos permite definir una funcién en los vértices no raiz de
un arbol enraizado T'(z), p : V(T (x)) \ {z} — V(T(x)) tal que p(z) = y si y es
adyacente a z y d(x, z) = d(x,y)+1, a y lo llamaremos el padre de z y z serd un hijo
de y. Ademds, si existe w = p(p(z)), a w lo llamaremos abuelo de z. Intuitivamente
un arbol enraizado lo podemos pensar como una grafica que cuelga del vértice
raiz, si pensaramos a las aristas de la misma longitud, estarian definidos niveles de
acuerdo que tan alejados estdn los vértices de la raiz. Formalmente definimos un
nivel en T'(x) como N; = {y € V(T'(x)) | d(z,y) =1}

1.2.2. Torneos y digraficas semicompletas
Torneos

Un torneo es una digrafica T tal que cualesquiera dos vértices son adyacentes y
ninguna flecha es simétrica. Los torneos representan una de las clases de digréficas
mas estudiadas ya que a diferencia de su andlogo en el mundo de las gréficas (nos
referimos a las gréficas completas), para cada orden existen una gran cantidad de
torneos no isomorfos. Como ejemplo, consideremos un torneo de n vértices tal que
para cualesquiera tres vértices u, v, w cumpla la siguiente propiedad:
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u— vy v— wimplican que © — w.

Es facil ver que todos los vértices de este torneo tienen distintos exgrados (basta
observar que dados dos vértices x, y; si x domina y entonces los exvecinos de y son
dominados por x, por lo que x tiene exgrado mayor a y). No es dificil construir para
cada orden un torneo que cumpla esta singular propiedad, simplemente considere
n vértices, elija alguno y tracemos todas las flechas de ese vértice hacia los demas,
sucesivamente repitamos este procedimiento con los vértices restantes hasta que
sean trazadas todas las flechas posibles. Los hechos anteriores nos permiten afirmar
que existe, para cada orden, un unico torneo, salvo isomorfismos, que cumple la
propiedad requerida. Por ello nombraremos a este torneo como el torneo transitivo
de orden n, denotado por TT,, (véase la figura 1.6).

Figura 1.6:T'T5

El torneo TT,, cumple la propiedad de ser aciclico, ademas es el (nico torneo
de orden n que cumple esta propiedad, ya que si T' es un torneo de orden n que no
es isomorfo a TT,,, posee tres vértices u,v,w tales que u — v, v = wy w — wu,
formando un ciclo de longitud 3. Si uno recorre el torneo T'T,, desde el vértice
con mayor exgrado, descendiendo con respecto al exgrado, hasta el vértice que
tiene exgrado cero, obtenemos una trayectoria hamiltoniana. En general, se tiene el
siguiente resultado que mas adelante se verd que es corolario del teorema 2.1.1.

Teorema 1.2.3 (Rédei). [33] Si T es un torneo entonces T posee una trayec-
toria hamiltoniana.

Digraficas semicompletas

Una generalizacién muy conocida de los torneos son las digraficas semicomple-
tas, éstas son digraficas tales que entre cualesquiera dos vértices existe alguna flecha
(puede ser simétrica). Al notar que toda semicompleta contiene algidn torneo como
subdigréfica, tenemos que también las digraficas semicompletas poseen trayectorias
hamiltonianas.

1.2.3. Otras generalizaciones de torneos

Hay diversos aspectos en el estudio de las digraficas que pueden resultar bas-
tante complejos. Antes de demostrar o refutar una conjetura, usualmente se verifica
la conjetura en clases conocidas y bien caracterizadas de digréficas, como son los
torneos. Ante la necesidad de extender ciertos resultados sobre torneos a mds clases
de digraficas, surgen de manera natural nuevas clases de digraficas que son definidas
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a partir de propiedades que de antemano se sabe que todo torneo satisface, a estas
clases de digraficas las llamaremos generalizaciones de torneos.

Ademids de las digraficas semicompletas, existen otras generalizaciones de tor-
neos bastante estudiadas.

Digraficas k-cuasitransitivas

Una digréfica D es cuasitransitiva si dados vértices u,v,w € V(D) tales que
u — vy v — w, sucede que u y w son adyacentes o son iguales. Existe una
caracterizacién recursiva de las digraficas cuasitransitivas que nos permite resolver
de manera eficiente® los siguientes problemas:

= Decidir si D posee un ciclo o una trayectoria hamiltoniana.

= Dados u1,v1,us,v2 € V(D), decidir si existe una wujvi-trayectoria Py una
usva-trayectoria (), tales que Py (Q son ajenas.

LI

Figura 1.7: Digraficask-cuasitransitivas

Dado un entero positivo k > 2, diremos que una digrafica D es k-cuasitransitiva,
si dados u, v vértices de D tales que entre ellos existe una uv-trayectoria de longitud
k, entonces sucede que u y v son adyacentes o iguales (véase figura 1.7). Nétese
que una digrafica es 2-cuasitransitiva si y sélo si es cuasitransitiva. Adn no se
conocen caracterizaciones completas que permitan decidir ciertas propiedades de
las digraficas k-cuasitransitivas, para k > 3, lo tnico que se conoce es una reciente
caracterizacién de las digréficas 3-cuasitransitivas fuertemente conexas (véase el
teorema 3.4.2).

Digraficas de trayectorias combinables

Diremos que D es una digrdfica de trayectorias combinables si para cualesquiera
dos vértices u,v € V(D) y cualquier par P,Q de wuv-trayectorias internamente
ajenas’, existe entre ellos una uv-trayectoria R tal que V(R) = V(P) U V(Q)
(véase figura 1.8). El siguiente resultado cuya demostracién puede consultarse en [6],
permite decidir en tiempo eficiente, si una digréfica es de trayectorias combinables.

6Un problema eficiente, en este contexto, significa que el niimero de pasos para resolver el
problema en una digrafica fija, estd acotado por un polinomio p(n), donde n es el orden de la
digrafica.

"Diremos que dos trayectorias P y Q son internamente ajenas, si los tnicos vértices que
tienen en comun son sus vértices extremos.
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Figura 1.8: La propiedad de combinar trayectorias.

Teorema 1.2.4. Una digrdfica D es de trayectorias combinables, si y sélo si
para cada par de vértices u,v € V(D) y cualquier par P = (u = ug, uy, ..., Uy =
v), Q@ = (u = vg,v1,...,vs = v) de uv-trayectorias internamente ajenas en D,
conr,s > 2, existe i € {1,...,r}, tal que u; — vy o existe j € {1,...,s}, tal que
Vj —» U1.

Dos condiciones necesarias bastante naturales para que una digrafica cualquiera
D sea hamiltoniana son las siguientes.

» D es fuertemente conexa,

= la subgréfica subyacente UG(D) no tiene vértices de corte.

Es un ejercicio interesante demostrar que estas dos condiciones también son
suficientes para que una digrafica D de trayectorias combinables resulte ser hamil-
toniana (véase el teorema 3.1.4).

Digraficas localmente semicompletas y torneos locales

Dada una digrafica D, diremos que D es una digrafica localmente in- semi-
completa si sucede que para todo vértice z € V (D), D[N~ (x)] es una digrafica
semicompleta (en caso de que D[N~ (z)] sea un torneo, diremos que D es un lo-
calmente in-torneo). Andlogamente, si sucede que para todo vértice € V (D),
D[N™(x)] es una digrafica semicompleta, diremos que D es una digréfica local-
mente ex-semicompleta (de la misma manera, si D[N (z)] resulta ser un torneo,
diremos que D es un localmente ex-torneo). Las digréficas que cumplan las condi-
ciones de ser localmente in-semicompletas y localmente ex-semicompletas las lla-
maremos localmente semicompletas y a los localmente in-torneos que a su vez sean
localmente ex-torneos seran llamados torneos locales.
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Figura 1.9: Digréaficas localmente in-semicompletas.

Teorema 1.2.5. Toda digrdfica localmente in-semicompleta (ex-semicompleta)
es de trayectorias combinables.

Demostracion. Sea D una digrafica localmente ex-semicompleta, consideremos
dos vértices u,v € V(D) y cualquier par P = (u = ug,u1,...,ur, = v), Q@ =
(u = vg,v1,...,us = v) de uv-trayectorias internamente ajenas con r, s > 2. Como
uy,v1 € N*(u), tenemos que u; — v1 O que v; — u1, por lo que se satisface
la condicién del teorema 1.2.4 y obtenemos que D es de trayectorias combinables.
Si D es localmente in-semicompleta, simplemente cambiamos el sentido de todas
las flechas, obteniendo una digrafica localmente ex-semicompleta, por lo tanto de
trayectorias combinables. Observemos que la propiedad de ser de trayectorias com-
binables se preserva bajo el cambio del sentido de todas las flechas, esto nos permite
asegurar sin mayor problema que D es de trayectorias combinables.

Digréficas localmente semicompletas por flechas

Una digrafica localmente semicompleta es una generalizacién de los torneos que
preserva “localmente” en cada vértice la propiedad de ser semicompleta. Existe una
generalizacién andloga que preserva “localmente” en cada flecha la propiedad de ser
semicompleta. Dada una digrafica D, diremos que D es localmente in-semicompleta
por flechas (también llamadas in-semicompletas en flechas) si para cualesquiera u
y v vértices de D, con u — v, cumplen la siguiente condicién:

= Si z es invecino de u y y es invecino de v, entonces x = y o bien x y y son
adyacentes.

De manera andloga una digrafica D es localmente ex-semicompleta si cua-
lesquiera u y v vértices de D, con u — v, cumplen la siguiente condicién:

= Si z es exvecino de u y y es exvecino de v, entonces x = y o bien z y y son
adyacentes.

Cuando D satisfaga las dos condiciones anteriores, simplemente diremos que D
es localmente semicompleta por flechas.
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1.2.4. Bipartitas y k-partitas

Dado un conjunto A, una k-particién ordenada de A es una sucesién (A;, Ao, ...,
Ay), donde A; # 0, A;NA; =0 parai #jyUr | A; = A Sea D una digréficay k
un entero positivo mayor a 1, diremos que D es una digrafica k-partita si existe una
k-particién de los vértices (V1, Va, ..., V,,) tal que para cada i € {1,...,k} se tiene
que si x,y € V;, entonces x y y no son adyacentes. A los conjuntos Vi, ..., Vi los
llamaremos las partes de D. En el caso especial en que D tiene dos partes, diremos
que D es una digrafica bipartita.

Las graficas y digraficas bipartitas han sido ampliamente estudiadas por sus apli-
caciones en distintos contextos como la asignacion de tareas y la teoria de cédigos.
Una clase muy estudiada de digraficas bipartitas son las digraficas bipartitas semi-
completas, estas son digraficas bipartitas tales que entre cualesquiera dos vértices
de distintas partes son adyacentes, en el caso de que ninguna flecha sea simétrica,
diremos que D es una digréfica bipartita completa. De manera andloga se definen
las digraficas k-partitas sesmicompletas y k-partitas completas. Cabe mencionar que
las graficas k-partitas también pueden ser consideradas como una generalizacién de
los torneos, ya que un torneo es una digrafica k-partita completa, donde las partes
constan de un solo vértice.

1.3. Coloraciones

Dada una digréfica D, una k-coloracion de los vértices es una funcién

c: V(D) —{1,2,..,k},

en otras palabras, es una asignacién de colores a cada vértice. Una coloracidn propia
es una k-coloracién de los vértices tal que para cualesquiera dos vértices adyacentes
x,y sucede que c(x) # c(y). Una clase cromdtica es un conjunto formado por
todos los vértices que tienen asignado un mismo color, en otras palabras, una clase
cromdtica estd formada por el conjunto ¢~1(i) para algin i € {1,2,....,k}. Al
minimo k para el cual existe una k-coloracién propia para D es llamado el nimero
cromdtico de D y es denotado por x(D). Las coloraciones de vértices son un tema
muy estudiado en la teoria de las graficas y alin existen grandes problemas sin
respuesta.
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Introduccion historica

Un gran nimero de los problemas mas importantes de la teoria de las graficas
se encuentran de alguna manera u otra relacionados con el concepto de particion.
Ya han pasado varios anos desde la prueba de K. Appel y W. Haken del famoso
teorema de los cuatro colores, resultado que nos permite asegurar que cualquier
mapa lo podemos colorear usando Gnicamente cuatro colores sin que existan dos
paises con frontera comin del mismo color.

Colorear una gréfica es dividir sus vértices en clases crométicas. Los problemas
de coloraciones de vértices son aquellos relacionados a la particién de los vértices de
una grafica, tales que las clases cromaticas cumplan cierta condicién. Por ejemplo,
los problemas relacionados a las coloraciones propias son aquellos que buscan la
condicién de que las clases cromaticas sean conjuntos independientes.

Las digraficas han sido objetos muy estudiados, su versatilidad para modelar
distintos problemas como encontrar un flujo maximo en una red o una ruta éptima
nos hacen pensar en la importancia que puede tener conocer en abstracto algunas
de sus propiedades. No es de extraiiar que muchos de los problemas estudiados en
digraficas sean aquellos que involucran trayectorias dirigidas. Por ejemplo, sabemos
que el algoritmo de Dijkstra, permite a una computadora resolver en “tiempo efi-
ciente” el siguiente problema: dados dos vértices en una digrafica con peso en las
flechas, encontrar una trayectoria entre esos dos vértices de peso minimo. Se sabe
que el problema opuesto, el de dados dos vértices, encontrar entre ellos la trayec-
toria de peso maximo (o simplemente cuando todas las aristas pesan lo mismo, la
trayectoria mas larga) es un problema NP completo, es decir, no se conoce un
algoritmo eficiente que lo resuelva.

El ejemplo anterior nos brinda la intuicién de que el universo de problemas
relacionados con las trayectorias de longitud maxima de una digréfica, en general,
no son faciles de resolver ya que si existiera una "buena” caracterizacién de las
trayectorias de longitud maxima, esta caracterizacién nos permitiria construir un
algoritmo que encuentre dichas trayectorias; de hecho, alin para clases como son las
generalizaciones de torneos existen grandes preguntas sobre trayectorias de longitud
maxima sin resolver (véase [12]).

21
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2.1. El teorema de Gallai-Roy-Vitaver

Cuando se estudia el niimero cromético x (D) de una digréfica D, uno sospecharia
que éste depende (nicamente de la subgréfica subyacente UG(D), no obstante,
existe un resultado descubierto independientemente por Gallai, Roy y Vitaver que
relaciona las trayectorias dirigidas de longitud maxima con el niimero cromatico.

Teorema 2.1.1 (Gallai [25], Roy[37], Vitaver[38]). Sea D una digrdfica, en-
tonces se cumple que
x(D) < X(D).

Demostracién. Considere T" una subdigrafica aciclica de D maxima por contencion.
Definamos la funcién p : V(D) — {1,...,A(D)} tal que p(x) es el nimero de
vértices que tiene una trayectoria en T de orden maximo que tiene como vértice
inicial . Demostraremos que p es una coloracién propia de D. Dados dos vértices
u,v € V(D), tales que p(u) = p(v), no puede ocurrir que w6 € A(T), de lo con-
trario si consideramos P una trayectoria de orden p(v) en T cuyo vértice inicial
es v, como T es aciclica, no es posible que la trayectoria P contenga a u, por lo
que (u)P es una trayectoria en T' con vértice inicial u de orden p(u) + 1, lo que
contradice la maximalidad de p(u).

Ahora, si suponemos que b A(D), por lo anterior, b no puede pertenecer a
A(T), si usamos esto y la maximalidad de T, tenemos que T +ud! es una digrafica
tal que tiene un ciclo C' que pasa por la arista ub. Sea @ una trayectoria de orden
p(u) cuyo vértice inicial es u, el Gnico vértice que tienen en comin C'y @ es u pues
T es una digrafica aciclica. Pero esto implica que (v, C,u)Q es una trayectoria con
vértice inicial v con mds de p(v) vértices, contradiciendo la maximalidad de p(v),
por lo que no existen dos vértices adyacentes tales que p(u) = p(v), esto implica
que p es una coloracién propia de D que usa a lo mds A(D) vértices.

O

El teorema de Gallai-Roy-Vitaver generaliza uno de los teoremas bésicos sobre
torneos, llamado el teorema de Rédei (teorema 1.2.3). Este resultado afirma que
todo torneo posee una trayectoria hamiltoniana. Esta propiedad de los torneos es
corolario del Teorema 2.1.1 gracias a que el nimero cromdtico de un torneo siempre
es el nimero de vértices que este posee, esto acota inferiormente al orden de las
trayectorias de longitud maxima, por lo que necesariamente cada trayectoria de
orden méaximo debe tener a todos los vértices del torneo.

2.2. Generalizaciones del teorema de Gallai-Roy-
Vitaver
En 1982, J. M. Laborde, C. Payan y N. H. Xuong propusieron la siguiente

conjetura.

Conjetura 2.2.1 (J. M. Laborde, C. Payan, N. H. Xuong [28]). Para toda di-
grafica D existe un conjunto independiente que intersecta a todas las trayectorias
de longitud mdzrima.

LT + @b denota a la digrafica con V(T + ud) = V(T) y A(T + ud) = A(T) U {ud}.
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No es dificil ver que la conjetura anterior es una generalizacién del teorema de
Gallai-Roy-Vitaver. Supongamos que la conjetura se cumple para cualquier digrafica
y sea D una digrafica. Entonces existe un conjuntode vértices independiente H; de
D que intersecta a las trayectorias de longitud maxima, por lo tanto tenemos que
A(D—H;y) < A(D), de igual modo existiria un conjunto independiente Hy de D—H;
de tal modo que A(D — Hy — H) < A(D — Hy) < A(D). Seguimos de la misma
manera hasta descomponer a D en Hiy, Ho, ..., H,, conjuntos independientes, que
satisfacen que

1= )\(D*HlfHQ*...* mfl) < ... < )\(D*HlfHQ) < )\(D*Hl) < )\(D),

por lo que m < \(D). Como Hy, Hs, ..., H,, es una descomposicién de V(D) en m
conjuntos independientes, tenemos que D es m-coloreable, por lo que x(D) < m.
Finalmente se tiene que x(D) < m < A(D) (véase la figura 2.1).

Figura 2.1: La conjetura de Laborde, C. Payan, Xuong en umgaficaD conA(D) = 3

Se han obtenido resultados parciales sobre la conjetura 2.2.1, a continuacién
presentamos un listado de clases de digraficas que satisfacen la conjetura de Laborde,
Payan y Xuong.

= Las digraficas simétricas?.

s Las digraficas que tienen nticleo3.

2En otras palabras, la versién no orientada de la conjetura 2.2.1 ha demostrado ser cierta
para todas las graficas.

3Una digréfica D tiene un nicleo N, si N es un conjunto independiente tal que para todo
v € V(D — N) existe una vN flecha.
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= Las digraficas que cumplen la propiedad de que ningtin par de ciclos comparten
alguna flecha[3].

» Las digraficas cuyo niimero de independencia (D) es a lo més 24 [27].
» Las digraficas de lineas® [24].
= Las digraficas con trayectorias hamiltonianas.

= Las siguientes generalizaciones de torneos: las digraficas de trayectorias com-
binables, las cuasitransitivas, localmente torneos en flechas, localmente in-
semicompletas, localmente ex-semicompletas, k-partitas semicompletas [24],
y recientemente probada en digraficas localmente in-semicompletas en flechas,
localmente ex-semicompletas en flechas y 3-cuasitransitivas [35].

Es importante mencionar que para las generalizaciones de torneos y para las
digraficas de lineas se ha probado que cumplen una propiedad mas fuerte, que
es la de poseer un conjunto independiente que intersecte a todas trayectorias no-
aumentables®.

2.3. La conjetura de particiéon de trayectorias

La historia del problema de particién de trayectorias, el cual serd nuestro tema
principal de estudio, tiene su origen en 1966 en uno de los primeros articulos publi-
cados por LaszI6 Lovész [29], en este articulo se presenta el siguiente resultado:

Teorema 2.3.1 (L. Lovész). Sea G una grdfica y a,b enteros positivos tales
que a + b = A(G) — 1, entonces existe una particion (A, B) de V(G) tal que
A(GIA]) < a y AG[B]) < b.

En [36] M. Stiebitz demostré un resultado similar que consideraba el grado mini-
mo § como pardmetro. La conjetura de particién de trayectorias (en inglés llamada
The Path Partition Conjecture) es un problema semejante a los mencionados an-
teriormente, la versién no dirigida de esta conjetura fue discutida por primera vez
por L. Lévasz y P. Mihdk en el afio de 1981 en Szgeded, Hungria; fue mencionada
en las tesis de P. Hajnal [26] y J. Vronka [39] y fue presentada por primera vez en
1983 en un articulo de Laborde, Payan y Xoung.

Conjetura 2.3.2 (J. M. Laborde, C. Payan y N. H. Xoung [28]). Para toda
grdfica G y A1, A2 enteros positivos tales que A\1+A2 = AN(G), existe una particion
(A, B) de los vértices de G tal que \(G[A]) < A1 y M(G[B]) < As.

Dados A1, As fijos, diremos que G es (A1, \2)-particionable si existe una par-
ticion (A, B) de los vértices de G tal que A(G[A]) < A1 y A(G[B]) < Az, por lo
que la conjetura anterior se puede enunciar en nuevos términos diciendo que toda

4El niimero de independencia (D) de una digrafica es el orden de la subgréfica indepen-
diente mas grande.

5La digréafica de lineas de una digréfica D es la digrafica L(D) tal que su conjunto de
vértices es igual al conjunto de flechas de D y ab € A(L(D))siysdlosia=(z,y) y b= (y,2),
con z,y,z € V(D).

6Una trayectoria P = (z1,x2,...,x) es no-aumentable si no existe una trayectoria
(Y1, .-,ym) en D — P tal que ymz1 € A(D) o zy1 € A(D) o sucede que z;y1 € A(D) y
ymzit1 € A(D). Es facil ver que una trayectoria de longitud méxima es no-aumentable.
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gréfica es (A1, A2)-particionable para cualesquiera A1, A2 enteros positivos tales que
A1+ A2 = A(G).

|. Broere et al. demostraron de manera constructiva el siguiente resultado:

Teorema 2.3.3 (I. Broere et al. [15]). Sea G una grdfica G y A\, A2 enteros
positivos tales que A1 + A2 = MG) y A1 > A2, si tenemos que Ay < 4, entonces
G es (A1, A2)-particionable.

No obstante, en [26, 39] se demuestra que el resultado anterior se puede mejorar
hasta Ay < 5. Lo mejor que se tiene es consecuencia de un resultado mds general
probado en un articulo del afio 2005 de L. S. Mel'nikov e .V. Petrenko .

Teorema 2.3.4 (L. S. Mel'nikov e 1.V. Petrenko [30]). Sea G una grdfica G
y A1, Ao enteros positivos tales que A\ + Ao = A(G) y A1 > Aa, si tenemos que
A2 < 8, entonces G es (A1, \2)-particionable.

Haciendo uso de la famosa condicién de Dirac” para que una grafica sea Hamilto-
niana, en [15] se demostré que si A(G) > |G| — 1, entonces G satisface la conjetura
2.3.2. En el afio 2005, M. Frick e I. Schiermeyer demostraron un resultado mas
fuerte.

Teorema 2.3.5 (M. Frick, I. Schiermeyer [21]). Sea G una grdfica que satisface
que A(G) = |G| —p conp € {0,1,2,3}. Si A1, A2 son enteros positivos tales que
A1+ A2 = AMG) y A1 > Ao, entonces existe una particion (A, B) de los vértices
de G tal que \(G[A]) < A1 y AM(G[B]) < As.

De los resultados anteriores obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.6. Seca G una grdfica con \(G) < 17 y A1, A2 son enteros positivos
tales que A1 + A2 = A(G) y A1 > Ao, entonces existe una particion (A, B) de los
vértices de G tal que A\(G[A]) < A1, MG[B]) < As.

Demostracién. Al suponer que A2 < A, tenemos que A2 < |[A\(D)/2] < 8.
Usando el teorema 2.3.4 tenemos el resultado.

O

Corolario 2.3.7 (I. Broere et al.). Sea G una grdfica con a lo mds 21 vértices y
A1, A2 son enteros positivos tales que A1 + A2 = A(G) y A1 > Ao, entonces existe
una particion (A, B) de los vértices de G tal que \(G[A]) < A1, AM(G[B]) < Aq.

Demostracién. Si A\(G) < 17, el resultado se obtiene usando el teorema anterior.
Cuando A(G) = 18,19,20 6 21, el resultado se obtiene usando el teorema 2.3.5.

O

También se conocen condiciones que involucran parametros conocidos de las
gréficas.

Teorema 2.3.8. Si G es una grdfica tal que satisface alguna de las siguientes
condiciones:

"La condicién de Dirac dice que si §(G) > |G|/2, entonces G es Hamiltoniana



26 CAPITULO 2. INTRODUCCION HISTORICA

= A(G) <3 [29, teorema 1]

» A(G) > |V(G)| — 8 [15, corolario 3.9] (y usando el teorema 2.3.4).
= g(G) > [NG)/2] — 18 [19].

» o(G) < [NG)/2] +2° [18].

Entonces G satisface la conjetura de particion de trayectorias.

En [15, 18, 19] se prueban resultados que relacionan la (A1, A2)-particionabilidad
con la existencia de ciertos ciclos. En gran parte de las clases de graficas en las que se
ha probado que satisfacen la conjetura de particién de trayectorias frecuentemente
se realiza una particién ad hoc a la clase estudiada, esta particién depende de las
estructuras especificas que poseen ciertas clases de digraficas, un ejemplo de esto
se puede ver en la prueba del inciso a) del siguiente teorema.

Teorema 2.3.9. Sea G una grdfica conexa y A1, A2 enteros positivos tales que
AL+ A2 =AG) y que A\ > Aa.

a) Si G tiene un ciclo de longitud A\; entonces G es (A1, \2) particionable

[15].
b) Si g(G) > Xy — 1, entonces G es (A1, \2) particionable'® [18].

c) Sic(G) < A +2, entonces G es (A1, A2) particionable [19].

Demostracidn (inciso a). Sea C un ciclo de longitud A1, consideremos los siguientes
conjuntos

A ={veV(G)|dw,C)=1i}, conieN.

En particular tenemos que Ay = V(C). Claramente como G es conexa, {V; }ien
es una particién de V(G). Definamos la biparticién (A, B) del siguiente modo:

A= U A, B::UAi.

i impar i par

No existen A; A; ;o aristas, de lo contrario, existirian a; € V(4;), a;y2 € V(Ait2)
con a;a;4+2 € E(G), pero como d(a;,C) = i, entonces existe un camino de C a a;42
de longitud a lo mds i + 1, lo que implica que d(a;4+2,C) < i+ 1. Esto contradice
la definicién de A;o.

Por lo tanto las trayectorias de orden maximo de A y de B estdn contenidas en
las componentes A;, por ello basta ver cudl es el orden maximo posible de cada una
de las trayectorias contenidas en cada A;.

Como Ay = V(C), se tiene que A\(Ag) = A1. Si i # 0, veamos que A(4;) < As.
Sea T una trayectoria de longitud maxima en G[A;] con vértice inicial v1, considere-
mos C = (¢1,¢a, ..., c) y sea R = (zg = ¢;, 21, ...,x; = v1) una Cu; trayectoria de

8¢(G) denota el orden del ciclo no de orden 2 de longitud minima en G.
9¢(G) denota el orden del ciclo de longitud méxima en G.
10Una mejor condicién més reciente probada en [40] por Wenjie He y Baoli Wang; se postula
que si g(G) > %()\2 + 1) entonces G es (A1, A2)-particionable.
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longitud i. Ahora consideremos la trayectoria S = (¢;—1, ¢i—2, ..., ¢;)(x1, R, 2;—1)T,
entonces tenemos lo siguiente.

AMG) > AS) =M +i+|T) > M+ MA).

Esto implica que A(A;) < Ay para i # 0. De las observaciones anteriores,
tenemos que A(A) < A1 y A(B) < Aa.

O

Usando el resultado anterior se puede demostrar que las graficas débilmente
panciclicas'! y las semi-panciclicas'? satisfacen la conjetura 2.3.2.

Figura 2.2: K, 3 o también llamadaarra

Una clase importante de graficas donde se ha probado la conjetura de particién
de trayectorias es en las graficas libres de garras'3. La idea de la prueba es bastante
interesante, en las graficas libres de garras se puede definir una operacién llamada
la cerradura de Ryjacek, denotada por cl(G), la cual define una nueva gréfica libre
de garras que contiene como subgréfica a GG. Ademas, la cerradura de una grafica
cumple de que A(G) = A(cl(G)). Usando esta propiedad, en [20] J. E. Dunbar y
M. Frick demostraron que la cerradura de las gréficas libres de garras satisfacen la
conjetura de particién de trayectorias, por lo que las graficas libres de garras satis-
facen esta conjetura.

Otras clases de gréficas en las que se ha demostrado la conjetura 2.3.2 son las
siguientes.

= Las graficas que pueden ser vistas como suma de dos gréficas!* [15].

= Aquellas graficas tal que todos sus bloques, exceptuando los bloques que sean
isomorfos a Ko, son graficas hamiltonianas [15].

HUna gréfica G es débilmente panciclica si existen ciclos de todos los érdenes entre g(G) y
¢(G), o si G es un arbol.

12Las gréficas semi-panciclicas son aquellas que tiene ciclos no de orden 2 de todos los
6rdenes entre max{3, [A\(G)/2]} y ¢(G) o si G es un drbol.

13Las graficas libres de garras son aquellas que no contienen como subgrafica inducida a la
bipartita completa K1 3 (véase la figura 2.2).

Dadas dos graficas G yH con V(G) NV (H) = 0 la suma G y H es la gréifica G + H con
V(G+H)=V(G)UV(H)y A(G+H) = A(G)UAH)U{zy | (z,y) € V(G)x V(H)UV(H) x
V(G)}.
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2.3.1. La fallida conjetura sobre la existencia de P, -nicleos

Una forma natural de abordar de manera general la conjetura de particién de
trayectorias es demostrar la existencia de estructuras que impliquen la existencia de
una biparticién que satisfaga las condiciones necesarias. Es ahi donde la conjetura
sobre la existencia de P, 1-nicleos tiene su origen. Sea G una grafica cualquiera,
diremos que S, un subconjunto de V(G), es P,11-libre en G si A(G[S]) < n. Es
claro que una grafica satisface la conjetura 2.3.2 si y sélo si para todo n entero
positivo menor a A(G), existe S P,41-libre tal que A(G — S) < A(G) — n. Una
forma de que suceda la condicién anterior es que el conjunto S cumpla lo siguiente:

) AG[S]) =ny

i) cualquier vértice en G—S es adyacente a un vértice extremo de una trayectoria
de orden maximo.

Cuando S sea un conjunto de vértices que satisfaga las condiciones i) y ii), dire-
mos que S es un P,11-nicleo. En [16], I. Broere, P. Hajnal y P. Mihék conjeturan
que toda grafica G posee un P,;1-nicleo para toda 0 < n < A(G). En [19], J.
E. Dunbar y M. Frick demostraron que toda grafica tiene P,, nicleo para n < 7.
En [30], Mel'nikov y Petrenko demostraron que toda grafica posee un P, niicleo
para n < 9. No obstante en [1] R.E.L. Aldred y C. Thomassen construyeron una
grafica sin Psgq-nicleo, mas tarde Katreni¢ y Semaniin construyeron una grafica
sin Pjss-ntcleo [32] y para cada entero [ > 0, demostraron la existencia de una
grafica G sin Py(g)_;-ndcleo.

2.3.2. La version dirigida de la conjetura de particion de
trayectorias

En 1995, Bondy postulé la siguiente conjetura.

Conjetura 2.3.10 (Bondy [14]). Para toda digrdfica D y A1, A2 enteros posi-
tiwos tales que A1 + Ao = N(D), existe una particion (A, B) de los vértices de D
tal que A(D[A]) = A1, M(D[B]) = Az.

Al tomar en cuenta el hecho de que toda grafica es una digréfica simétrica, note-
mos que la Conjetura 2.3.10 generaliza a la versién no dirigida de la conjetura de
particién de trayectorias (Conjetura 2.3.2), ademds si observamos detalladamente,
las hipétesis son mas fuertes como consecuencia de tener la igualdad en el orden de
las trayectorias de longitud maxima en cada particién. En este trabajo estudiaremos
una versién débil de la conjetura anterior que generaliza de manera natural la con-
jetura de particién de trayectorias en gréficas, por ello y sin olvidar el contexto en
el que trabajamos, ya sean gréficas o digraficas, también la llamaremos del mismo
modo.

Conjetura 2.3.11 (Conjetura de particién de trayectorias). Para toda digrdfica
D y A1, Ay enteros positivos tales que \1+Xa = A\(D), existe una particidn (A, B)
de los vértices de D tal que \(D[A]) < A1, A(D[B]) < Aq.

Observemos que el caso particular cuando escogemos Ay = A(D) — 1y Ay =1,
tenemos una particién de los vértices en dos conjuntos, uno independiente, y otro
conjunto cuyas trayectorias de orden maximo son menores a A(D), esto implica
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que el conjunto independiente intersecta a las trayectorias de longitud méxima en
D, como conclusién de esta observacion, tenemos que la conjetura de particién de
trayectorias es una generalizacién de la conjetura 2.2.1 que a su vez es generaliza-
cién del teorema de Gallai-Roy-Vitaver.

Hasta el momento, la conjetura 2.3.11 ha mostrado ser mas dificil de estudiar
que su version no dirigida. Por ejemplo, en la versién no dirigida se tiene el resultado
de que si A < 8, es posible realizar una particién (A, B) de V(D) tal que A(4) < )\
y A(B) < Ag. En la versién dirigida, cuando Ay = 1, el problema es equivalente a
resolver la conjetura de Laborde, Payan y Xoung. Tampoco se conoce un resultado

similar al teorema 2.3.5 cuando D tiene una trayectoria casi hamiltonianal®.

En [3] se desarroll6 un método de particién basado en la prueba del teorema de
Gallai-Roy-Vitaver. Consideremos T' una digréfica sin ciclos dirigidos, recordemos
la funcién p : V(D) — {1,2,...,A\(D)}, donde p(x) es el nimero de vértices que
tiene una trayectoria en T' de orden maximo que tiene como vértice inicial . En el
teorema 2.1.1 se demostré que cualesquiera dos vértices adyacentes tienen distinto
color, no obstante la prueba de este hecho nos permite asegurar algo mas fuerte: si
ub € A(T) entonces p(u) < p(v) (véase la figura 2.3). Esta observacién tiene como
consecuencia que cualquier trayectoria que consideremos en 7', todos sus vértices
van a tener distintos colores. Inspirados en esta observacién, en [3] S. van Aardt, G.
Dlamini, J. Dunbar, M. Frick y O. QOellermann definieron una coloracién prismatica
de una digrafica D como una coloracién ¢ de los vértices de D, tal que todas las
trayectorias de D tienen vértices de distintos colores. El nimero prismatico de una
digréfica D, denotado por ¢(D), es el minimo niimero de colores necesarios en una
coloracién prismética de D. Como necesitamos al menos A(D) colores para colorear
de distintos colores los vértices de una trayectoria de orden maximo, sucede que

A(D) < ¢(D).

Ahora, si ocurre que A(D) = ¢(D) (como es en el caso de las digraficas sin ciclos
dirigidos), dados A1, Ay enteros positivos tales que A\; + Ay = A\(D), consideremos
la siguiente particidn:

A A(D)
A:Uc_l(i)yB: U ci).
i=1 i=A1+1

Entonces, como cada trayectoria en A (respectivamente en B) tiene a lo mds
A1 colores (resp. A2 colores) se tiene que D satisface la conjetura de particién de
trayectorias, en particular las digraficas aciclicas la satisfacen (véase el corolario
3.2.6).

51,0 mejor que se tiene es que si D es una digréfica con A\(D) = |D| — 1 y tiene una
componente fuertemente conexa S con g(S) > 6, entonces D satisface la conjetura 2.3.11 [2].
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Figura 2.3: Particion del tipo Gallai-Roy-Vitaver.

Basado en esta idea de definir un parametro que dependa de la longitud de las
trayectorias que empiezan en un vértice, en [9], J. Bang-Jensen, M. H. Nielsen y
A. Yeo definieron unos pardmetros similares, cuyo dominio son las componentes
fuertemente conexas'®. Con este tipo de particién se demostré que las siguientes
generalizaciones de torneos satisfacen la Conjetura de Particién de Trayectorias.

= Las digraficas cuasitransitivas,
= las extensiones de las digraficas semicompletas y

= las digraficas localmente in-semicompletas.

En este trabajo se demuestra que las siguientes generalizaciones de torneos no
consideradas en [9], pero en las cuales ya habia sido demostrada la Conjetura de
Laborde, Payan y Xuong (conjetura 2.2.1) cumplen la conjetura de particién de
trayectorias.

» Las digraficas de trayectorias combinables fuertemente conexas (teorema 3.1.6).
= Las digraficas localmente semicompletas por flechas (teorema 3.3.4).

= Las digréficas localmente in-semicompletas (ex-semicompletas) por flechas
fuertemente conexas (teorema 3.5.3).

= Las digraficas 3-cuasitransitivas fuertemente conexas (Teorema 3.4.3).

Las digréficas de trayectorias combinables extienden a varias generalizaciones de
los torneos como las digréficas localmente in-semicompletas, localmente ex- semi-
completas, y localmente semicompletas. Ademas existen una infinidad de familias de
digraficas de trayectorias combinables que no pertenecen a las clases mencionadas
con anterioridad. Las digraficas localmente semicompletas por flechas, localmente
in-semicompletas (ex-semicompletas) por flechas fuertemente conexas y 3- cua-
sitransitivas fuertemente conexas fueron introducidas por J. Bang Jensen en [10] y
estudiadas por S. Wang y R. Wang en [34, 35].

16Para més detalles véase la demostracién del teorema 3.2.4.



Capitulo 3

Resultados principales

El capitulo anterior nos da una nocién de lo poco que se conoce sobre la conjetura
2.3.11. En la siguiente seccién nos dedicaremos a presentar condiciones suficientes
para que una digréfica satisfaga esta dificil conjetura. Usando estas condiciones y
caracterizaciones sobre algunas clases de digraficas que generalizan a los torneos,
demostraremos que estas clases cumplen la conjetura de particidn de trayectorias.

Como condicién general todas las digraficas que consideraremos son conexas.
No es dificil percatarse del siguiente hecho: resolver la conjetura 2.3.11 para las
digraficas conexas, resuelve el problema en general. Esto depende de la propiedad
de que las trayectorias maximas estan contenidas en las componentes conexas de la
digrafica. Poder realizar las biparticiones “correctas” en cada componente induce la
biparticion buscada en la digréfica.

3.1. Digraficas con bloques hamiltonianos

Sea G una grafica. Definiremos la grdfica de bloques y de cortes como la grafica
bipartita BC(G), con vértices los bloques By, ..., By de G, y los vértices de corte
C(G) tales que dos vértices u y v son adyacentes si y sélo si u es un bloque y v es
un vértice de corte que pertenece a u (véase la figura 3.1) .

No es dificil observar que la grafica de bloques y de cortes es un arbol, por lo
que al enraizar tal gréfica en algln bloque B;, la distancia entre los bloques y la
raiz en BC(G) es un niimero par, en otras palabras, los bloques estan en los niveles
pares definidos por el arbol enraizado en B;. Otra simple observacién es que dos
bloques que se intersectan en G se encuentran a distancia dos en BC(G).

31
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o I O

Figura 3.1: Gréfica y su grafica de bloques y de cortes

Lema 3.1.1. Sean D una digrdfica, UG(D) su grdfica subyacente y By, Ba, .. .,
By, los bloques de UG(D). Sean A1 > Ay enteros positivos tales que A1 +
A2 = A(D). Si sucede que para cada i € {1,2,....,k}, D[B;] es hamiltoniana
y |Bi| < A1, entonces existe una particion (A, B) de V(D) tal que A\(D[A]) < A
y A(D[B]) < As.

Demostracién. Consideremos la gréfica de bloques y de cortes de UG(D), llamé-
mosla B y sea B el bloque de orden mayor y E(BM) el arbol enraizado correspon-
diente. Daremos una 2-coloracién de los vértices de D tal que las clases cromaticas
cumplan las condiciones requeridas. Primero colorearemos los vértices de By, luego
los vértices de los bloques a distancia 2 de By en B, luego los vértices de los blo-
ques a distancia 4 y asi sucesivamente.

i) Los vértices de B los coloreamos del color A.

ii) Recursivamente, supongamos que ya estan coloreados todos los vértices de D
que estan en un bloque a distancia menor que 2k de Bjs con respecto a B
(con k un entero entre 1y la mitad de la excentricidad del vértice By en la
grafica E) Coloreemos los vértices de los bloques que estdn a distancia 2k
con respecto a B)ys. Sea Bj un bloque a distancia 2k de B);, consideremos a
B,, el abuelo de B; (posiblemente B, = Bys). Sea x € Bj N B, el vértice de
corte que comparten B; y B, . Coloreemos los vértices de B; — = de acuerdo
a las siguientes reglas:

Regla 1: Si el vértice = es de color B entonces coloreamos los vértices de B; — z
de color A.
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Regla 2: Si el vértice = es de color A, coloreamos min{\s, |B;| — 1} vértices de
color B y el resto de color A.

B, B;

| Color A
| ColorB

Figura 3.2: Coloracion segun las reglas 1 0 2

Afirmacidn 1. Las trayectorias de D[B] estdn contenidas en tnicamente un bloque
de UG(D).

Supongamos por reduccién al absurdo que [ es una trayectoria en D[B] con
la propiedad de que existen dos bloques distintos B;, B; con |3 N By| > 2 para
k € {i,}. Sin perder generalidad supondremos que B;NB; # () y que x pertenece a
ambos bloques, ademas supondremos que B; es abuelo de B; en el drbol enraizado
E(BM). Como S es una trayectoria que intersecta a ambos bloques, necesariamente
2 tiene color B, por lo que coloreamos los vértices de B; de acuerdo a la regla 1,

esto contradice el hecho de que existe otro vértice de 3 en B; (ya que |3NB;| > 2).
Afirmacidn 2. Las trayectorias en D[B] tienen a lo mas A2 vértices.

La afirmacidn anterior nos permite asegurar que si 8 es una trayectoria de longi-
tud maxima en D[B] entonces estad contenida en un sélo bloque B;. Si la trayectoria
tiene longitud mayor que cero, los vértices de B; no pudieron ser coloreados siguien-
do laregla 1. La forma en que coloreamos los vértices de los bloques correspondientes
a la regla 2 nos permite afirmar que a lo mds hay A, vértices B-coloreados en Bj,
esto implica que A\(8) < As.

Afirmacién 3. Las trayectorias en D[A] tienen a lo mds A\; vértices.

Sea « una trayectoria de longitud maxima en D[A], si « estd contenida en
sélo un bloque entonces « tiene a lo mas Ay vértices (ya que nuestra hipétesis
asegura que los bloques tienen a lo mas Ay vértices). Ahora supongamos que «
no estd contenida en sélo un bloque. Por reduccién al absurdo supongamos que
|a] > A1. Del conjunto de bloques que « intersecta en al menos dos vértices,
tomemos a B; el bloque mas alejado de la raiz Bys. Consideremos a B, el abuelo
de Bj con respecto a E(BM) y x el vértice de corte que comparten B, y B;.
Tenemos que x € V() pues « no estd contenida en sélo un bloque, esto implica
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que x es de color A y de acuerdo con la regla 2, existen Ao vértices de color B
en B; (no puede ocurrir que min{\g, |B;| — 1} = |B;| — 1, pues esto implicaria
que cualquier vértice en B; — x es de color B, contradiciendo el hecho de que B;
intersecta a a en al menos 2 vértices). Sea (x = y1,y2, ..., ¥s) un ciclo hamiltoniano
en D[BJ] Y sea a = (ZCl, L2y eeey Ly s Ljq415 oy Ligy Lig4ly eeey Ly Lipdgleeey .Z‘m) con

(1, T2y oy Tiy ) C By,
(Z'ik,$ik+1, "'7$i(k+1)) C Bik; k S {1, ey T — 1} Yy

(mimxirl-ly 71'm) C Bir

donde B;,, B;,, ..., Bi, son bloques distintos (por donde la trayectoria v pasa) con
la propiedad de que |B;, N «a| > 2 para cada k € {0,...,r}. Entonces tenemos
que P = (B, iy, Bi,, iy, Biyy ..., Bi._,,xi., Bi,) es una trayectoria en el drbol
enraizado B(BM), esto implica que B;, o B;, es el bloque, que intersecta a o en al
menos dos vértices, mas alejado de la raiz B), por lo tanto tenemos que B;, = B; o
que B;, = Bj, lo que implicaque x; € Bj oque zp,, € B;. Siz1 € Bj, consideremos
la trayectoria dirigida v = (y2,y3, ..., ¥s)(® = zi,, @, ). Es claro que v contiene
a los vértices de « (ya que (z1,22,...,24,) C Biy = Bj = V(y1,Y2,--,Ys)) ¥
a los Ay vértices de color B en B; (pues (z = y1,¥Y2,...,Ys) €5 una trayectoria
hamiltoniana en D[B;]), donde obtenemos que  es una trayectoria con mas de
A1 + Ao Vértices, contradiciendo el hecho de que cualquier trayectoria en D tiene
a lo mas A(D) vértices, esto implica que « tiene a lo mas A; vértices. Podemos
usar el mismo argumento si z,, € B; considerando la trayectoria 8’ = (z1, o,z =
%i,.) (Y2, Y3, ..., Ys). Por lo tanto A(D[A]) < A;.

O

Considerando el hecho de que toda grafica puedes ser vista como una digréfica
simétrica, el siguiente resultado es una generalizacién de un resultado de |. Broere,
M. Dorfling, J. Dunbar y M. Frick [15].

Teorema 3.1.2. Sea D wuna digrdfica y sean Bi,Bs,..., By los bloques de
UG(D) tales que cada D[B;] es hamiltoniana para cada i € {1,...,k}. Sean
A1 > Ao enteros positivos tales que A1 + Ao = A(D). Entonces existe una parti-
cion (A, B) de V(D) tal que A(D[A]) < X\ y A(D[B]) < As.

Demostracion. Consideremos la grafica B de bloques y vértice de corte de UG(D).
El caso en que |B;| < Ay para toda i € {1,2,...,n} ya fue analizado en el lema
anterior por lo que queda estudiar el caso cuando Bjy, el bloque de orden mayor en
UG(D), tiene mas de A\ vértices.

Afirmacién 1. |B;| < Ay para toda j # M.

Al ser todas las digréficas inducidas por los bloques hamiltonianas y D conexa,
existe una By Bj-trayectoria P en B, esto nos permite construir una trayectoria
dirigida que contiene a todos los vértices de Bjs y de B; y usando el hecho de que
|[V(Bam) NV (Bj)| <1 tenemos:
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A(D) > X(Bj) + A(Bx) — 1 > M + A(Bj).
De donde obtenemos A\(B;) < A(D) — A1 = Aso.

Como en el lema anterior, coloreemos los vértices de los bloques de D por niveles.
i) En B)s coloreemos \; vértices de color A, y el resto de color B.

ii) Supongamos que ya estdn coloreados todos los vértices de D que estdn en
un bloque a distancia menor que 2k con respecto a la raiz By en E(BM)
(con k un entero entre 1 y la mitad de la excentricidad del vértice By en la
grafica é) Coloreemos los vértices de los bloques que estdn a distancia 2k
con respecto a B)s. Sea B; un bloque en el nivel 2k, consideremos a B, el
abuelo de B; en B (posiblemente B, = By). Sea = € B; N B, el vértice de
corte que comparten B; y B,,. Coloreemos los vértices de B; \ {z} de color
distinto al color que ya posee x.

Afirmacién 2. Las trayectorias de D[A] (respectivamente en D[B]) estdn contenidas
en sélo un bloque.

Esto sucede pues si B, B; son dos bloques tales que B, es abuelo de B; y
comparten el vértice de corte x, cualquier trayectoria P que tiene todos sus vértices
del mismo color e intersecta a B, y a B;, necesariamente tiene al vértice de corte
x, pero al ser los vértices de B; — x de distinto color que x, tenemos que x es el
tnico vértice de B; en la trayectoria. Por lo tanto la trayectoria estd contenida en B,,.

Afirmacidn 3. Si « es una trayectoria en D[A] entonces tiene a lo mds A\; vértices.

Si « estd contenida en By, no puede tener mas de \; vértices. Si « estd con-
tenida en algtn bloque distinto de Bj;, como cada bloque tiene a lo mas Ay < Ay
vértices, entonces « tiene a lo mas \; vértices.

Afirmacién 4. Si 8 es una trayectoria en D[B] entonces tiene a lo mds Ay vértices.

Si 3 esta contenido en el bloque Bj;, no puede tener mds de Ao vértices, de lo
contrario, como en Bjy; hay al menos \; vértices de color Ay Bj; es hamiltoniano,
existiria una trayectoria de longitud mayor a Ay + A2 = A(D), lo que contradice la
maximalidad de A\(D). Si § estd contenida en algdn bloque distinto de Bjs, como
cada bloque tiene a lo mads Ay Vvértices, entonces (3 tiene a lo mas Ay vértices.

Finalmente tenemos que A(D[A]) < A1 y A(D[B]) < Ay como queriamos.
[

Corolario 3.1.3 (I. Broere, M. Dorfling, J. Dunbar y M. Frick [15]). Sea G
una grafica tal que todos sus bloques, exceptuando los bloques que sean isomorfos
a Ky, son grdficas hamiltonianas [15]. Si A1, A2 son enteros positivos tales que
A1+ A2 = AMG) y A1 > Ao, entonces existe una particion (A, B) de los vértices
de G tal que \(G[A]) < A1 y M(G[B]) < As.



36 CAPITULO 3. RESULTADOS PRINCIPALES

3.1.1. Digraficas de trayectorias combinables

Una digrafica es de trayectorias combinables si para cualesquiera dos vértices
u,v € V(D) y cualquier par de uv-trayectorias internamente ajenas «, 3, es decir,
tales que sus unicos vértices en comdin son el inicial y el final, existe una wuv-
trayectoria v tal que V(v) = V() UV (8). Un ejemplo de una familia de digraficas
que sean de trayectorias combinables son las digréficas localmente in-semicompletas
(localmente ex-semicompletas) [4], recordemos que estas digraficas son aquellas en
las que la invecindad de cada vértice es isomorfa a una digrafica semicompleta
(respectivamente la exvecindad de cada vértice es isomorfa a una digrafica semi-
completa). Las digraficas que cumplan ser tanto localmente in-semicompletas como
localmente ex-semicompletas se les llama localmente semicompletas.

Figura 3.3: Ejemplo de una digréafica de trayectorias comibiles

Teorema 3.1.4 (Bang-Jensen [4]). Una digrdfica de trayectorias combinables
D de ordenn > 2 es hamiltoniana si y sélo si D es fuertemente conexa y UG(D)
no tiene vértices de corte.

Teorema 3.1.5 (Bang-Jensen, Huang, Prisner [8] ). Una digrdfica localmente
in-semicompleta de orden n > 2 es hamiltoniana si y solo si D es fuertemente
conexa.

Teorema 3.1.6. Sea D una digrdfica de trayectorias combinables y fuertemente
conexa. Sean A1 > Ao enteros positivos tales que A1 + Ao = A(D). Entonces,
existe una particion (A, B) de V(D) tal que A(D[A]) < A1 y A(D[B]) < As.

Demostracion. Ser digrafica de trayectorias combinables es una propiedad heredi-
taria, es decir, se cumple que cualquier subdigrafica inducida de D es de trayectorias
combinables. Con esta observacién y el teorema 3.1.4 tenemos que la digréficas in-
ducidas por los bloques de UG(D) son hamiltonianas y por el teorema 3.1.2, existe
una particién (A, B) de V(D) tal que A(D[A]) < A1 y A(D[B]) < Az.

O

Corolario 3.1.7. Si D es una digrdfica localmente in-semicompleta fuertemente
conexa, satisface la conjetura de particion de trayectorias.

3.2. Suma de digraficas sobre una digrafica acicli-
ca

Sea H una digraficay V(H) = {v1,v2,...v,} un conjunto de vértices. Conside-
remos D1, Ds, ..., D,, digraficas cuyos conjuntos de vértices son ajenos dos a dos.
Definamos la suma de digrdficas como la digréfica D := H[D;, Ds,..., D] con
conjunto de vértices V(D) = V(D) UV (D2) U...UV(D,,), donde zy € A(D) si
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y sélosiz € V(D;), y € V(D,) y viv; € A(H), o bien, i =jy zy € A(D;). Las
digraficas D1, Do, ..., D,, son llamados los sumandos de D. Cuando los sumandos
de D son conjuntos independientes se dice que D es una H-extension (o una ex-
tensién de H), si H es una trayectoria o un ciclo entonces D es también llamada
extensién de una trayectoria o la extensién de un ciclo, respectivamente.

En esta seccién demostraremos que la suma de digraficas que satisfacen la con-
jetura de particién de trayectorias sobre una digrafica sin ciclos dirigidos, satisface
la conjetura de particion de trayectorias. Para ello enunciaremos una conjetura equi-
valente que nos permitird simplificar la notacién de la prueba.

Conjetura 3.2.1. Para toda digrdfica D y q entero positivo menor a \(D),
existe una particion (A, B) de los vértices de D tal que AM(A) < q y A(B) <
AD) —q.

Lema 3.2.2. Sea D = T[D1, Da, ..., D,)] tal que T no tiene ciclos dirigidos. Sea
P una trayectoria con vértices inicial y final en V(D;), para algunai € {1,...,n}.
Entonces V(P) C V(D;).

Demostracién. Supongamos por reduccién al absurdo que V(P) € V(D;). Sea
P = (yla Y2, s Yri s Yri41y oy Yrgs ooy Yryy ooey yTt,"rk) con

(y1,92, Y, ) C Dy,
(Yrj+15Yrj+25 s Yrypa—1) C Diyyj € {2, t =1}y
(Yro+15 Yri+25 s Yrotk) C Dy,
es tal que l; = Iy = 4. Por la definicién de suma, (v; = vy, , vy, ...,v;, = v;) €S un
camino cerrado dirigido de longitud mayor a igual a dos, ya que V(P) ¢ V(D;),

por lo tanto, contiene un ciclo dirigido, lo que contradice el hecho de que T no
posee ciclos dirigidos.

O

Lema 3.2.3. Sea T una digrdfica aciclica. Si D = T[D1, Da, ..., Dy y P es una
trayectoria en D entonces la interseccion de P con cada D;, coni=1,...,n, es
vacia o una trayectoria.

Demostracion. Se sigue inmediato del lema anterior.
O

La prueba del siguiente teorema estd basada en una técnica desarrollada por
Bang-Jensen, Nielsen y Yeo en [2].

Teorema 3.2.4 (Teorema de la suma). Sea T wuna digrdfica aciclica tal que
V(T) = {v1,va,...,v,}, D1, Da, ..., D, digrdficas y q un entero positivo menor
a A(D). Suponga que para cada D; y para cada entero positivo g; tal que A(D;) >
qi, existe una particion (A;, B;) de los vértices de D; tal que MN(A;) < ¢; y
A(B;i) < X(D;) — gi. Entonces existe una particion (A, B) de los vértices de
D =T[Dy,Da, ..., Dy] tal que A(A) < q y \(B) < A\(D) —gq.

Demostracion. Consideremos los siguientes pardmetros:



38 CAPITULO 3. RESULTADOS PRINCIPALES

= pi" es el maximo niimero de vértices en una trayectoria contenida en D —
V(D;) tal que el vértice final tiene una flecha hacia D;.

» p¢"des el maximo nlimero de vértices en una trayectoria en D tal que el vértice
final pertenece a D;.

end

pi" i
Figura 3.4: Componente y sus pardmetros

De estas definiciones se sigue inmediatamente que si v;u; € A(T'), entonces
psnd < p;" Como todas las trayectorias en D — V(D;) cuyo vértice final domina
a algun vértice de D; puede ser extendida a una trayectoria que tiene como vértice
final que pertenece a D;, tenemos que 0 < pi" < psnd.

Definamos S = {i|p"? < q} y R = {i|pi® > q}. Ahora, sean A’ =
UiesV(D;) y B' = UjerV(D;). Nétese que A’ N B = § (si z € A’ entonces
r € V(D;) tal que pi* < pi"? < ¢, por lo tanto z ¢ B'). Sea J = {i|pi" <
q < pi"?}, para cada j € J definamos ¢; = ¢ —pj»” > 0y una particién (4,, B;)
de V[D;] tal que A(4;) < ¢; y AM(Bj) < M(D;) — g; (es posible por la hipétesis).
Observemos que si i ¢ J se tiene que V(D;) C A" o V(D;) C B’ (siz € A,
ps"d < g, por lo tanto y € A’ para todo y € V(D;), de igual modo, si z € B/,

pi" > g, por lo tanto y € A’ para todo y € V(D;)).

Sean A = A"U (Ujes4)), B = B"U(U;jc;Bj). Ay B son ajenos por ser
A’y B’ ajenos y por que (A;, B;) es una particién de V(D;) para toda i € J. La
unién de Ay B es V(D) pues cada z € V(D;) para algun i € {1,...,n},si i € J,
entonces x € A; o x € By, por ser (4;, B;) una particién de V(D;), si « ¢ J, como
D; Cc A’ o D; C B’, implica que x € D; C AU B. Veamos que la particién (4, B)
cumple con lo requerido.

Sea P una trayectoria en D. Si P intersecta D; entonces por el lema 3.2.3 pode-
mos asumir que Pp, := D[V (P)NV(D;)] es una subtrayectoria de P en D;. Por lo
tanto, si P inicia (o termina) en D;, podemos escribir a P = Pp,Q (o P = QPp,)
donde @ es la trayectoria restante de P en D — V(D).
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Afirmacién 1. A\(D[A]) < q.
Consideremos una trayectoria o de longitud maxima en D[A]. Sea oo = Qap;,
para alguna D;. Tenemos dos posibles situaciones.

Caso A.1.Sii ¢ J.
Tenemos que V(ap,) C A’y por lo tanto p¢™¢ < q. Por lo tanto |a| < p¢™d < gq.

Caso A2.Sii e J.

Entonces |a| = |Qap,| = |Q| + |ap,| < pi™* + ¢; = pi™ + (¢ — pi™) = q, pues Q es
una trayectoria en D—V (D;) cuyo vértice final domina a D; y ademas V (ap,) C 4;
(véase la figura 3.5).

Figura 3.5: Caso A.2

Afirmacién 2. A(D[B]) < A(D) —q.
Consideremos [ una trayectoria de longitud maxima en B cuyo vértice inicial
pertenece a D;. Sea 8 = fp,(). Tenemos nuevamente dos casos.

Caso B.1.Sii ¢ J.

Entonces la concatenacién de cualquier trayectoria en D — V(D;) cuyo vértice final
domina D; con f3 tiene orden a lo mas A(D). Por lo tanto A(D) > pi" + |3,
despejando obtenemos |3| < A\(D) — pi" < A\(D) — q ya que V(8p,) C B’ (véase
la figura 3.6).
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Figura 3.6: Caso B.1

Caso B.2.Sii e J.

Entonces |8] = |8p,|+]Q] < A(B))+1Q] < A(D;)—ai+1Q] = A(D:) — (g—pi") +
|Q| = pi™ + A(D;) + |Q| — q. Ahora, consideremos una trayectoria en D — V(D)
que posee un vértice final que domina a D;, seguida de una trayectoria de longitud
méxima en D;, seguida de Q); esta trayectoria tiene a lo mas A(D) vértices. Por lo
tanto pi™ + \(D;) + |Q] < A(D), de donde se sigue que |3| < A\(D) — ¢ (véase la
figura 3.7).

Figura 3.7: Caso B.2

O

El siguiente corolario se obtiene de observar que los conjuntos independientes
satisfacen la conjetura 2.3.11.
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Corolario 3.2.5. Sea T una digrdfica aciclica tal que V(T) = {v1,v2,..., 00} y
A1 > Ao enteros positivos tales que \1+Aa = A(D). SiD :=T|[E,.,, En,, ..., Em, ]
es una extension de T, entonces existe una particion (A, B) de V(D) tal que

AD[A]) < A1y A(D[B]) < Az

Corolario 3.2.6 (Dlamini, Dunbar, Frick, Oellerman, Van Aardt [17]). Sea
T una digrdfica aciclica y \1 > Ay enteros positivos tales que A1 + Ao = A\(D),
entonces existe una particion (A, B) de V(D) tal que A(D[A]) < A\ y A(D[B]) <
A2

A continuacién presentamos un teorema que serd util en la demostracién de que
algunas clases de digraficas satisfacen la conjetura de particién de trayectorias.

Teorema 3.2.7. Sean C,, = (v1,v2,...,0n,01) un ciclo dirigido, Dy := Ep,, y
Dy = E,,, conjuntos independientes y D, ..., Dp_1 digrdficas tales que para
cada D; y para cualquier entero positivo q; existe una particion (A;, B;) de los
vértices de Dy tal que AM(4;) < qi y A(Bi) < MND;) — ¢;. Entonces la com-
posicion D = Cp|D1 = Ep,, Do, ...,Dy—1,D,, = E,,] satisface que para todo
entero positivo q tal que ¢ < A\(D), existe una particion (A, B) de V(D) tal que
A(DIA]) < g y A(DIB)) < A(D) — 4.

Demostracion. Sea a = v,v1 € A(D). Consideremos la digrafica

D/ == (Cn — a)[Eml,Dg, e ;Dn—lemn]y

como C), —a es aciclica, tenemos que existe una particién (A, B) de V(D') = V(D)
tal que A(D'[A]) < ¢y MD'[B]) < A(D') —¢ < A(D) — g.

Cas0 1.2<¢g< A\(D") -1

Nétese que de acuerdo con la particién (A, B) de V(D) que se dio en la prueba
del teorema 3.2.4, no es dificil observar que p§"® = 1y que pi* = A\(D') — 1.
Entonces sucede que V(Dy) C Ay V(D,,) C B. Por lo tanto ninguna D1 D,,-flecha
ni ninguna D,,D;-flecha pertenecen a D[A] ni a D[B], por lo que D[A] = D'[A] y
D[B] = D’'[B], de donde obtenemos

A(DIA)) = N(D'[A]) < 4, A(DIB]) = A(D'[B]) £ X(D') — g < (D) — q.
Caso 2. A(D') < ¢ < A(D) — 1.

Sean A = U 'V(D;) y B = V(D,,). Es claro que A(D[A]) < \(D') — 1 <
A(D) — 1 por ser C,, — a trayectoria. Como B = V(E,,, ) es un conjunto indepen-
diente, A(D[B]) =1 < A(D) —g.

Caso 3. ¢ = 1. Simplemente tomemos A =V (D;) y B = U,V (D;).
O

Corolario 3.2.8. Si D es una extension de un ciclo y \1 > Ay son enteros
positivos tales que A\ + Ao = A(D), entonces existe una particion (A, B) de
V(D) tal que A(D[A]) < A1 y A(D[B]) < As.
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En la seccidn anterior vimos que las digraficas localmente in-semicompletas fuer-
temente conexas satisfacen la conjetura de particién de trayectorias. Otra aplicacién
del teorema de la suma (teorema 3.2.4) es la demostracién que en general cualquier
digrafica localmente in-semicompleta satisface la conjetura de particién de trayec-
torias. Para ello, necesitamos un lema cuya sencilla prueba puede ser consultada en

[6].

Lema 3.2.9. Sea D una digrdfica localmente in-semicompleta. Sean H, K dis-
tintas componentes fuertemente conexas de D. Siv € H es un vértice tal que
existe una vK -flecha entonces H — K.

El lema anterior implica que si D es una digrafica localmente in-semicompleta
en flechas, tenemos que D puede ser vista como la suma de las componentes
fuertemente conexas de D sobre la condensacién SC(D) de D. Al ser SC(D)
aciclica, junto con el teorema 3.2.4, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.2.10 (Bang-Jensen, Nielsen, Yeo [9]). Sea D una digrdfica lo-
calmente in-semicompleta. Consideremos A1 > Ao enteros positivos tales que
A1t+A2 = A(D). Entonces existe una particion (A, B) de V(D) tal que A(D[A]) <
A1 y A(D[B]) < As.

3.3. Digraficas localmente semicompletas en fle-
chas

Recordemos que una digrafica es localmente semicompleta en flechas si sucede
que para cualesquiera dos vértices adyacentes u y v:

= si x es invecino de u y y es invecino de v, entonces x = y o bien x y y son
adyacentes,

= si z es un exvecino de u y y es un exvecino de v, entonces x = y o bien x y
y son adyacentes.

T Y T Y

Figura 3.7: Digréaficas localmente semicompletas por flechas

Las digraficas localmente semicompletas en flechas fueron introducidas por vez
primera por Bang-Jensen [11]. Bang-Jensen afirmé que las lnicas digraficas local-
mente semicompletas en flechas fuertemente conexas son las digraficas semicomple-
tas, las digraficas bipartitas semicompletas y las extensiones de ciclos, no obstante,
no es dificil comprobar que la familia de digraficas dada por la suma C5[E1, E,,, E1]
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donde C5 es la digréfica con conjunto de vértices V(C5) = {v1,v2,v3} y conjun-
to de flechas A(C%) = {viv2, vavs, v3v1, v103}, cumple con ser localmente semi-
completa en flechas y no pertenece a ninguna de las familias descritas antes por
Bang-Jensen (véase la figura 3.8).

000
« %0

Figura 3.8:C5[E1, E,, E1).

En la tesis de licenciatura de llan A. Goldfeder se da una caracterizacién de las
digraficas localmente semicompletas en flechas. Para ello es necesario definir algunos
conceptos. Sea D una digrafica cualquiera con V(D) = {vy, ..., v, }. Consideremos
Dy, , Dy,, ..., Dy, digraficas k-partitas indexadas por el conjunto de vértices de D.
Definiremos la digréfica k-partita K := D[D,,, Dy,, ..., D,,,]” del siguiente modo:
Sea (V{, V4, ..., Vi) una k-particién ordenada de cada digréfica D;. El conjunto de
vértices de V(K) es UX_ (V(D,,) x {i}), ademis, (u,i)(v,j) € A(K) si y sélo si

mi=jyuv € A(D,,) o
= i #j, ueV(D.),veV(D}) tales que p # q y viv; € A(D).

La k-particién de K estd dada por P = (UF_ (V{ x {i}), UK (VZ x {i}), ...,
UL (Vi x {i}).

El objetivo de esta seccién es demostrar que las digraficas localmente semi-
completas en flechas satisfacen la conjetura de particién de trayectorias. Para ello
utilizaremos la caracterizacién mencionada anteriormente, pero antes de proceder,
necesitamos dos sencillos lemas.

Lema 3.3.1. Sea D una digrafica bipartita y sean A1, Ao enteros positivos tales
que A1 + Ao = X(D), entonces existe una particion (A, B) de V(D) tal que
A(D[A]) < A y A(D[B]) < Ao.

Demostraciéon. Tomemos (A, B) a la biparticién de los vértices en conjuntos inde-
pendientes, entonces A(D[A]) <1< A y A(D[B]) <1< A,

O
Lema 3.3.2. Sea D una digrdfica semicompleta y sean A1, A2 enteros positivos
tales que A1 + A2 = A\(D), entonces existe una particion (A, B) de V(D) tal que
A(D[A]) < A y A(D[B]) < Ao.

Demostracién. Es consecuencia directa del teorema 3.2.10 y de que las digraficas
semicompletas son localmente in-semicompletas.

O
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Teorema 3.3.3 (H. Galeana-Sénchez, I. A. Goldfeder [22]). Si D es una di-
grdfica localmente semicompleta en flechas y conexa entonces es una de las si-
guientes:

1.
2
3
4.
5
6
7.
9.

10.
11.

subdigrdfica de una extension de una flecha,

. extension de una trayectoria,

. extension de un ciclo,

subdigrdfica de la digrdfica completa de 3 vértices,

. C3[E1, En, By,
. TTg[El,En,El].

- —
una subgrdfica bipartita semicompleta de Py|Ey,, C2|E1, Emy), Ems|”, si
ma > 1, entonces la biparticion ordenada es (E1, By U Epmy, U Eny) y Pa
denota a la trayectoria dirigida de longitud 2,

é

Py[Epy, D', E,|P < D < TT3[Ep,, D', Em,|”, donde < denota la relacion
de ser subdigrifica, D' es una digrdfica bipartita semicompleta (puede care-
cer de flechas, en este caso la unica biparticion puede ser (0, V(D')) o

(V(D"),0)),

= .

Py[Eq, D', E4], donde D’ es semicompleta,
es bipartita semicompleta o

semicompleta.

Teorema 3.3.4. Sea D una digrdfica localmente semicompleta en flechas. Con-
sideremos A1 > Ao enteros positivos tales que A1 + Ay = A(D). Entonces existe
una particion (A, B) de V(D) tal que A(D[A]) < A1 y A(D[B]) < Asa.

Demostracion. Divideremos los casos de acuerdo al teorema 3.3.3

Si D es una digrafica del caso (2), (6) o (9), el resultado se obtiene usando
que las componentes satisfacen la conjetura de particién de trayectorias y el
teorema 3.2.4.

Si D es una digrafica del caso (3) es inmediato del corolario 3.2.8.

Si D se encuentra dentro del caso (5). Si A\; = 2, tomamos A = E; U Es
y B = E,. Es claro que A\(4) < 2 = Xy y que \(B) < 1 = ) por ser E,
independiente.

Si D es una digrafica del caso (4) hay dos opciones. Si es aciclica, el resultado
se obtiene del corolario 3.2.6. Si D tiene un ciclo, el resultado se obtiene
usando el teorema 3.2.7.

Si D pertenece al caso (1), (7), (8) o (10) entonces es bipartita y el resultado
se obtiene usando el lema 3.3.1.

Finalmente si D pertenece al caso (11), usamos el lema 3.3.2.
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3.4. Digraficas 3-cuasitransitivas fuertemente co-
nexas

Una digrafica cuasitransitiva D es aquella que cumpla la propiedad de que si
tomamos tres vértices u,v,w tales que u — v y v — w implica que u y z son
adyacentes o son iguales. Bang-Jensen, Nielsen y A. Yeo demostraron el siguiente
teorema.

Teorema 3.4.1 (Bang-Jensen, Nielsen, A. Yeo [9]). Sea D una digrdfica cua-
sitransitiva. Consideremos A1 > Ao enteros positivos tales que A1 + Ao = A\(D).
Entonces existe una particion (A, B) de V(D) tal que A(D[A]) < Ay y A(D[B]) <
Az.

Siguiendo el mismo espiritu, Bang-Jensen definié las digraficas 3-cuasitransitivas
en [10] como aquellas digréficas que cumplen que si u, v, w z son vértices de la
digrafica tales que u — v — w — z, entonces u y z son adyacentes o iguales.

En [23] H. Galeana-Sénchez, |. A. Goldfeder e I. Urrutia caracterizaron las di-
gréficas 3-cuasitransitivas fuertemente conexas, para ello necesitamos definir la si-
guiente familia de digraficas. Consideremos las digraficas C; y C como las digrafi-
cas con vértices {v1,v2,v3,v4} tales que A(Cy ) := {v1v2, vavs, V304, V4V1, V1V3 }
y A(C]) = {v1va, v2v3, V304, v4v1, v1V3, vovs} (véase la figura 3.9). Definamos
Fn = 04_ [El, En, El, El]

U1 U1

V3 V3
Figura3.9:C; yC;

Teorema 3.4.2 (H. Galeana-Sénchez, I. A. Goldfeder, I. Urrutia [23]). Sea D
una digrdfica 3-cuasitransitiva fuertemente conexa de orden n. Entonces es D
semicompleta, bipartita semicompleta o F,,, para algin n.

Figura 310Fn yCI[EI;EnaElyEl] = Cg[El,Pl[En,El],El]
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Teorema 3.4.3. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva fuertemente coneza.
Consideremos A1 > A2 enteros positivos tales que A1 + A2 = A(D). Entonces
existe una particion (A, B) de V(D) tal que A(D[A]) < A1 y A(D[B]) < Aq.

Demostracion. Si D es semicompleta o bipartita semicompleta se tiene el resultado
usando los lemas 3.3.2 y 3.3.1. Si D = F,, entonces D = C; [E1, E,, E1, F1] es
subgrafica de D’ = C [Ey, E,, E1, E1] (véase la figura 3.10), ademds no es dificil
observar que A(D) = 4 = A(D’), por lo que bastaria demostrar que existe una
particién (A4, B) de V(D) tal que A(D'[A]) < A2 y A(D'[B]) < A1, esto es sencillo
usando el teorema 3.2.7 y observando que D’ = C3[E1, Pi[E,,, E1], E1], donde Cj3
es el ciclo dirigido de tres vértices y ]31> es la trayectoria dirigida de longitud uno.

O

3.5. Digraficas localmente in-semicompletas en
flechas fuertemente conexas

Asi como las digraficas localmente in-semicompletas generalizan a las digrafi-
cas localmente semicompletas. Existe una generalizacién natural de las localmente
semicompletas en flechas. Las digraficas localmente in-semicompletas en flechas
son aquellas digréficas que si u y v son vértices de la digrafica cumplen la siguiente
condicién:

= si x es invecino de u y ¥ es invecino de v, entonces x = y o bien z y y son
adyacentes.

Estas digraficas han sido estudiadas por Shiying Wang y Ruixia Wang en [34] y en
[35]. Una de las generalizaciones del teorema de Gallai-Roy-Vitaver fue demostrada
en esta clase de digréficas.

Teorema 3.5.1 (S. Wang, R. Wang [35]). Sea D una digrdfica localmente in-
semicompleta en flechas. Entonces existe un conjunto independiente que inter-
secta a cualquier trayectoria no aumentable en D.

Ademds en [34] se dio una caracterizacién de las digréficas localmente in-
semicompletas en flechas fuertemente conexas que nos servird para demostrar que
esta clase de digraficas también satisface la conjetura de particidn de trayectorias.
Sean Hy = E,,,, Hs = E,,, conjuntos independientes, Hy = FE la digrafica trivial,
Hy una digrafica semicompleta o posiblemente un conjunto vacio. Consideremos
H = TTs[Hy, Hs, Hy], donde T'T5 es el torneo transitivo de orden 3, con flechas
103, m 17153) Afiadamos todas las HyHs-flechas posibles a H y finalmente
afiadamos algunas flechas entre V/(Hs) y V(H;) UV (Hy4) de tal modo que nuestra
digrafica resultante D sea fuertemente conexa y que el vértice de Hs sea adyacente
a cualquier vértice en V(H;) UV (Hy). La familia de digréficas construidas de este
modo son llamadas T'-digrdficas.
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Figura 3.11:7T-digrafica

Teorema 3.5.2 (Shiying Wang, Ruixia Wang). Sea D una digrdfica localmente
in-semicompleta por flechas fuertemente conexa, entonces D es una digrdfica
semicompleta, bipartita semicompleta, una extension de ciclo o una T-digrdfica.

Teorema 3.5.3. Sea D una digrdfica localmente in-semicompleta por flechas
fuertemente conexa. Consideremos A1 > Ao enteros positivos tales que A1+ Ay =
A(D). Entonces existe una particion (A, B) de V(D) tal que A(D[A]) < A\ y
A(D[B]) < Aq.

Demostracion. Si D es semicompleta, bipartita semicompleta o una extensién de
ciclo, se tiene el resultado usando los lemas 3.3.2, 3.3.1 o el corolario 3.2.8, respec-
tivamente. Si D es una T-digréfica, no es dificil observar que D es cuasitransitiva
y por el teorema 3.4.1 se satisfacen las condiciones.

O
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Capitulo 4

Conclusiones

Es de notar que la conjetura de particidn de trayectorias es un problema impor-
tante dentro de la teoria de las gréficas ya que ademas de ser una generalizacién del
Teorema de Gallai-Roy-Vitaver, resultado con mucha profundidad en el mundo de
las digraficas, es también un problema andlogo a uno de los primeros resultados pub-
licados por L3aszlé Lovdsz, gran impulsador de esta jéven drea de las matemdticas.
Como se ha mostrado, no existe una “técnica de particiéon” nica la cudl demuestre
la suficiencia de las distintas clases de digraficas, no obstante, resultados generales
como los teoremas 3.2.4 3.1.6 nos llevaron a encontrar demostraciones simples que
permitieron ampliar las clases de digraficas que conocemos que satisfacen la conje-
tura de particién de trayectorias.

Como consecuencia del Teorema 3.2.4, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.0.4. Sea F una familia de digrdficas que satisface las siguientes
condiciones.

» F es hereditaria (si D € F y D' es una subgrdfica inducida de D entonces
D' e F).

» Toda digrifica fuertemente conera D € F satisface la Conjetura de Par-
ticion de Trayectorias.

= 51 51,55 son componentes fuertemente conexas de D € F tal que existe
alguna S1S2-flecha entonces Sy — Ss.

Entonces toda digrdfica D € F satisface la conjetura de particion de trayec-
torias.

Las digraficas localmente in-semicompletas son una familia de digraficas que
satisfacen la tres condiciones anteriores, por lo tanto satisfacen la conjetura de
particién de trayectorias. No es dificil observar que las digraficas 3-cuasitransitivas,
localmente in-semicompletas por flechas y las digraficas localmente semicompletas
por flechas no siempre satisfacen la tercer condicién, no obstante, usando una ca-
racterizacién, hemos demostrado que las digréficas localmente semicompletas por
flechas satisfacen la Conjetura de Particién de Trayectorias. En las tablas 4.1 a 4.4 se
muestra el estado actual de la conjetura de particién de trayectorias', considerando
las generalizaciones de torneos descritas en [7] y [10].

1 Usaremos f.c. para abreviar fuertemente conexa
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Semicompleta semicompleta extendida k-partita semicompleta

f.c. v v ?
no f.c. v v ?

Cuadro 4.1: Generalizaciones de las digraficas semicompletas

cuasitransitiva  3-cuasitransitiva k-cuasitransitiva

f.c. v v ?
no f.c. v ? ?

Cuadro 4.2: Digraficas k-cuasitransitivas

loc. semicompleta loc. in/ex-semicompleta  trayectorias combinables

f.c. v v v
no f.c. v v ?

Cuadro 4.3: Digréficas de trayectorias combinables

loc. semicompleta por flechas loc. in/ex-semicompleta por flechas

f.c. v v
no f.c. v ?

Cuadro 4.4: Digréficas localmente in/ex-semicompletas
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Uno de los objetivos principales de este trabajo es motivar la bisqueda de nuevas
caracterizaciones necesarias para demostrar la conjetura 2.3.11 en las generaliza-
ciones de torneos restantes.

La conjetura de particién de trayectorias ha mostrado ser un problema inmune a
los primeros intentos de demostrar su veracidad o falsedad. Esto nos invita a afrontar
el siguiente hecho: posiblemente es necesario el desarrollo de nuevas técnicas que
permitan descubrir el estado de esta recéndita pregunta.
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