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Introduccion

El estudio de la interaccién de objetos compactos se ha convertido en un tema de impor-
tancia debido a los fenémenos fisicos que surgen como consecuencia de esta interaccién.

Aunque no se conocen sistemas binarios de estrellas de neutrones y agujeros negros, se
cree que existen y se espera que haya 107% — 1075 por galaxia por ailo, lo cual implica varias
colisiones por ano a una distancia de 1 Gpc [10]. Debido a que en los ctiimulos globulares
hay mayor densidad de objetos estelares que en otros lugares de la galaxia, es inevitable que
muchas estrellas tengan encuentros cercanos e incluso colisiones fisicas en sus vidas [14, 15].

Cuando dos objetos compactos pasan cerca uno del otro, el parametro de impacto con
el que se acercan dice bastante de la dinamica que presentan; pues dependiendo de éste se
tiene una colision o hay formacion de colas de marea y para un tiempo posterior la estrella
secundaria, en el caso de un sistema estrella de neutrones- agujero negro queda completamente
destruida.

El acercamiento entre los dos miembros del sistema binario compacto requiere que haya
una pérdida de energia orbital y momento angular. Esto se logra mediante emision de ondas
gravitacionales; las cuales como sabemos son una prediccién de la teoria de la relatividad
general de Einstein que, sin embargo, no ha podido comprobarse directamente. En las ulti-
mas fases de una colision entre objetos compactos, se espera un brote poderoso de ondas
gravitacionales, por lo que sistemas de este tipo son candidatos a ser las fuentes de radiacién
gravitacional observable por detectores como LIGO y VIRGO [10-12, 14, 21, 22 27, 28].
El estudio de estos sistemas y su modelacién permitirda entonces conocer qué tipo de ondas
gravitacionales se pueden esperar y sus propiedades, tales como su amplitud y periodo.

El sistema binario compacto también puede perder energia y momento angular mediante
torcas gravitacionales a través de la formacion de un bulbo de marea, deformando a la estrella
esférica en una barra, que puede ser rotada por la estrella primaria! durante el encuentro,

las mareas fuertes también desencadenan oscilaciones radiales en la estrella secundaria, lo

1Se llama estrella primaria en un sistema binario a la estrella que ejerce mayor campo gravitacional; la
secundaria es la estrella menos masiva que siente los efectos de la primera.
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que se observa después del paso por el periastro. Otra consecuencia es la transferencia de
masa, que junto con la masa de la estrella desecha puede generar una estructura de acrecion
alrededor de la estrella primaria, la cual es més masiva para parametros de impacto bajos
inicialmente. Adicionalmente un poco de materia es lanzada al exterior formando colas de
marea. Cada paso por el periastro alimenta el disco de acrecién y forma una cola de marea
[15]. El material que tiene suficiente energia puede desligarse del sistema.

Las estrellas de neutrones tienen densidades de materia muy altas y no se conoce con
detalle su estructura; es por ello que éstos objetos estelares en sistemas binarios podrian dar
oportunidad de probar su estructura, pues la dindmica de la colisién depende de la ecuacion
de estado a través de la cual se modela la estrella. El utilizar una ecuacion de estado mas
realista ayuda a una mejor descripcion de la dindmica de la interaccion. La senal gravitacional
depende de la estructura de la estrella, por lo que la observacién de radiacion gravitacional
y su espectro de potencia puede ayudar a construir la relacién masa-radio para estrellas
de neutrones, pues si se conoce exactamente a qué frecuencia cesa la emision de radiacion
gravitacional, se puede conocer con precisién el radio de la estrella de neutrones [15].

Por otro lado existe una gran posibilidad de que tales eventos provean eyeccion de material
rico en neutrones al medio estelar [11, 31] lo que podria, subsecuentemente terminar en
nucleosintesis por proceso-r y contribuir a las abundancias de elementos pesados, pues no
esta claro que este proceso nuclear pueda producirse solamente por explosiones de supernova
[10]. El decaimiento nuclear debido al proceso-r puede generar eventos electromagnéticos que
se observarfan a frecuencias 6pticas [23]. La cantidad de materia eyectada y su velocidad
depende de la ecuaciéon de estado utilizada para la descripcion de la estrella de neutrones
23],

Finalmente el proceso de acrecion de la materia proveniente de la estrella destruida, da
origen a grandes cantidades de energia electromagnética radiada como rayos X de muy altas
energias o rayos 7 (a este fenémeno se le conoce como brote de rayos gamma, GRB por sus
siglas en inglés). Se cree que la acrecién sobre un objeto compacto, una estrella de neutrones
o un agujero negro estelar ofrece una buena perspectiva para entender SGRB’s [11], que son
brotes de rayos gamma de corta duracién que involucran energias que pueden exceder los
10°° erg.

Tenemos entonces cuatro procesos fisicos que pueden estudiarse y entenderse mejor a
partir de la interaccién entre una estrella de neutrones y un agujero negro: la estructura de
la estrella de neutrones, la emision de radiacion gravitacional, la abundancia en el universo

de elementos pesados y las fuentes de SGRB’s.



Indice general 10

El trabajo consistio en realizar la simulacion de un sistema binario compuesto por una
estrella de neutrones construida a partir de una ecuacion de estado realista en equilibrio
hidrostatico y un agujero negro para nueve sistemas con distintos parametros, tales como
el cociente de masas, el radio de la estrella de neutrones y el parametro de impacto de la
colision. Para su estudio se dividio en seis capitulos. En el primero se presenta un panorama
de lo que son los objetos compactos y su formacion como remanentes de la evolucion estelar.
En el segundo se estudian modelos estelares, con la finalidad de ver de qué manera se puede
aproximar la estructura de las estrellas de neutrones; se describen dos modelos: el politrépico
y uno mas realista dado mediante calculos nucleares, el modelo desarrollado por Friedman-
Pandharipande-Skyrme. En el tercer capitulo se describe el tipo de interacciones estelares que
se pueden dar en los ciimulos globulares. En el cuarto capitulo se detallan las consecuencias
que traerian estas interacciones, como la liberacién de energia a partir de materia acretada, la
descripcion de ondas gravitacionales en la aproximacion cuadrupolar y la nucleosintesis que
se podria dar a partir del material eyectado durante los encuentros estelares. En el capitulo
5 se describe el método desarrollado en Fortran 77 puramente newtoniano para la realiza-
cion de nueve simulaciones realizadas que ayudaran a comprender la dindmica de un sistema
binario. Finalmente, en el ultimo capitulo se muestran los resultados de las simulaciones; se
obtuvo la radiacion gravitacional emitida por los sistemas estudiados, asi como la cantidad
de materia acretada por el agujero negro o eyectada durante el encuentro.

Otro tipo de encuentros que se pueden estudiar y que sin embargo no se analizan en este tra-
bajo son la interaccion de distintos objetos compactos, tales como dos estrellas de neutrones,
una estrella de neutrones y una enana blanca o una enana blanca y un agujero negro. Por
otro lado hubiera sido conveniente explorar mas parametros en las simulaciones, tales como

las masas, la separacion inicial de los objetos, etc.



Capitulo 1

Objetos Compactos

Los objetos compactos son resultado del final de la evolucién estelar; estos objetos nacen
con la muerte de las estrellas, esto es, cuando éstas ya no llevan a cabo reacciones nucleares el
el centro. Al menos hay tres tipos de objetos compactos que se producen en el final de la vida
de las estrellas: enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros. Lo que determina
en qué tipo de objeto se convertiran las estrellas es su masa.

Se cree que las enanas blancas se originan a partir de estrellas con masas M < 8M®;
sin embargo, ya como enanas blancas pueden tener masas maximas de 1.4 M©®. Las estrellas
progenitoras de éstas posiblemente formen una nebulosa planetaria' antes de convertirse en
enanas blancas. Las enanas blancas tienen un radio muy pequeno y debido a esto tienen
una temperatura efectiva muy grande. Son mucho més blancas que las estrellas normales, de
alli su nombre, por ello su radiacién se da en la region optica azul. Al no tener combustible
para quemar, luchan contra el colapso gravitacional mediante presion de degeneracion de
electrones.

Las estrellas de neutrones se forman a partir de estrellas con masas mayores, sin embargo
dichas masas son inciertas. Este tipo de objetos puede tener masas maximas de entre 1.4M®
y 3 M®. En estas estrellas predominan los neutrones en su interior, los cuales surgen del
decaimiento [ inverso de electrones y protones. Forman un nicleo gigante que se mantiene
unido por autogravedad. Los radios de estas estrellas son de entre 10 y 20 km. Su observaciéon

se da directamente como fuentes pulsantes de radio e indirectamente como gas acretando:

1 Las nebulosas planetarias son grandes capas de gas que contienen polvo, las cuales se expanden muy
lentamente (decenas de kilémetros por segundo). La masa de estas nubes es aproximadamente de entre 0.1 MS
y 0.2 MS. Normalmente se asocian con estrellas calientes que se estan contrayendo, mientras que su envolvente
se expande. El por qué de la formacién de las nebulosas planetarias es todavia un tema de discusién, sin
embargo, lo que si se sabe es que las nebulosas planetarias finalmente se disipan en el medio interestelar
dejando atrds inicamente los ntcleos calientes de las estrellas que las formaron. [30]

11
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fuentes periddicas de rayos X.

La masa a partir de la cual se crean los agujeros negros es incierta. Su origen puede
deberse al colapso de una estrella stuper masiva o estos se generaron en el universo temprano
debido a perturbaciones en el campo homogéneo de la densidad de fondo. Son objetos con
un campo de gravedad tan intenso que ni la luz ni mucho menos la materia puede escapar

de ellos. Son estrellas totalmente colapsadas en radios muy pequenos.

EVOLUTION OF STARS

Planetary Nebula

Small Star Red Giant i
White Dwarf

Supernova

Red S iant
ed Supergian Neutron Star

Large Star

Stellar Cloud
with
Protostars

Black Hole

IMAGES NOT TO SCALE

Figura 1.1: En este diagrama se muestra el proceso de evolucién estelar y la formacién de objetos compactos
dependiendo la masa original de la estrella. Para masas < 8M®, se cree que se forman enanas blancas, para
estrellas con masas mayores, se forman estrellas de neutrones; finalmente los agujeros negros son producto
de estrellas stiper masivas.

A continuacién se presenta una tabla en la que se muestran los tamanos de los objetos

compactos en relacién con el Sol. Tomada de [27].

Objeto Masa Radio Densidad Media [g/cm?]
Sol M® R® 1
Enana Blanca < Mo ~ 1072 RO < 107
Estrella de Neutrones | ~ 1-3 M® | ~ 107° R® < 107
Agujero Negro muy masivo 2CC¥2M < %
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1.1. Estrellas de neutrones

1.1.1. Historia y Prediccion

Las estrellas de neutrones fueron predichas teéricamente por L.D. Landau a inicios de los
anos 30’s.

Sabemos que el equilibrio en las estrellas ordinarias se da debido a la presiéon generada
como resultado del movimiento térmico de iones y electrones. Para poder mantener este
equilibrio cuando se dé el enfriamiento de la estrella se requeririan fuentes adicionales de
energia. En 1926 el fisico inglés R. Fowler demostré que las enanas blancas eran objetos cuyo
equilibrio se daba mediante fuerza de gravedad y presion de gas de electrones degenerados.

La presién de un gas de electrones degenerados, de acuerdo a las leyes de la mecanica
cuantica (Principio de exclusién de Pauli) no desaparece ni siquiera en el cero absoluto. Esto
lleva a la inevitable conclusién de que después de que se acaban todas sus reservas de energia
interna (termonuclear), todas las estrellas se comprimen a un tamano de algunos cientos de
kilometros y se transforman en enanas blancas.

En realidad, esto no es del todo cierto. Chandrasekhar (1931) y Landau (1932) demos-
traron independientemente que la masa de una enana blanca no puede ser indefinidamente
grande. Solamente las estrellas que tienen masas pequenas pueden transformarse en enanas
blancas. El maximo valor para estas estrellas es llamado el limite de Chandrasekhar. La
existencia de este limite se explica a continuacién.

La presién de un gas degenerado de electrones obedece una ley de tipo politrépica?
(Capitulo 2) que va como P x p?, donde v = 5/3 para un gas no relativista y v = 4/3

en el caso relativista. La relacion entre la masa y el radio de la estrella va como:
=2
R~ M3v=1, (1.1)

Podemos ver que para un gas no relativista R oc M~1/3. Si aumenta la masa, el radio de la
enana blanca decrece; esta es una caracteristica para todas las estrellas degeneradas. Entonces
conforme la masa de una enana blanca aumenta, los electrones se agrupan mas densamente y
sus energias aumentan de acuerdo al Principio de exclusion de Pauli. El gas de electrones se
vuelve relativista y entonces v = 4/3. En este caso, ambas fuerzas en la ecuacién de equilibrio

cambian idénticamente con el radio y se hacen iguales para un valor de la masa, el limite de

2En astrofisica un politropo se refiere a la solucién de la ecuacién de Lane-Emden en la cual la presién
depende de la gravedad como P = Kp”, donde v = 1 + %, n es el indice politrépico, P la presion, p la
densidad y K la constante politrépica.
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Chandrasekhar. Un célculo exacto nos dice que

w’ K
M :47r<——> 23<—> 1.2
“h 2/ =3 \n@ (12)
De la ecuacién politrépica obtenemos el valor de la constante K, K = “i:—}f“, y las cons-
tantes 239 = 2.01824 se obtienen de la solucién de la ecuacién de Lane-Emden que se

discutird en el capitulo 2. Lo cual da una masa limite:

M), (1.3)

donde g, es el nimero promedio de nucleones por electrén. Las enanas blancas se forman de
material donde el H se quema en He, C, O entonces se espera que u. — 2 y por ello el limite
de Chandrasekhar tiende a 1.46 M®.

., Qué sucede con las estrellas que no tienen una fuente de energia interna y que exceden
la masa limite de Chandrasekhar? Landau fue el primer cientifico que dio solucién a esta
pregunta.

La estrella debe colapsar hasta que los ntcleos atémicos entren en contacto y un ntcleo
atémico gigante de densidad p. = 10 — 10 g/cm? y tamaiio de alrededor de 10 km se
forme. En 1934 los astronomos americanos Baade y Zwicky sugirieron que las explosiones de
supernova son procesos catastroficos de formacion de estrellas stper densas que estan hechas
de neutrones. Los neutrones habian sido descubiertos dos afios antes por Chadwick.

Los primeros calculos de la estructura de una estrella de neutrones fueron realizados por
los fisicos norteamericanos Oppenheimer y Volkoff en 1939. Llegaron a la conclusién de que
habia un limite superior para la masa de las estrellas de neutrones. Sus cédlculos mostraron
que la estructura de las estrellas de neutrones depende significativamente de la ecuacion de
estado de la materia a densidades nucleares.

Sin embargo no fue hasta 1967 cuando las predicciones hechas sobre este tipo de estrellas

se comprobaron, debido a que son muy dificiles de observar.

1.1.2. Formacién

Aunque en la subseccién anterior se desarrollé como se obtuvo tedéricamente el concepto
de estrellas de neutrones, en esta parte me enfocaré en el proceso de formacién. Para ello
usaré la propuesta hecha por Baade y Zwicky de que estas estrellas podrian formarse a partir

de explosiones de supernova. Comenzaré con un comentario breve y descriptivo de las estrellas
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supermasivas que se encuentran en secuencia principal, sus explosiones finales y el colapso de
estas estrellas y finalmente describiré la reaccién 8 que produce a las estrellas de neutrones

cuando se rebasa el limite de Chandrasekhar.

Ultimas etapas en la vida de una estrella masiva

Se dice que una estrella se encuentra en la secuencia principal cuando en su ntcleo se
llevan a cabo las reacciones nucleares que transforman hidrégeno en helio, liberando asi la
energia que hace que la estrella brille. Al quemarse hidrégeno y convertirse en helio se lleva a
cabo una reaccién exotérmica, esto es, una reaccion que libera energia (). Una estrella masiva
pasa alrededor del 90 % de su vida en secuencia principal; y la mayor parte del resto la pasa
quemando helio. Estas fases determinaran lo que seguira durante los estados avanzados de la

combustion y la explosion.

L g Ly : S R

BNy 31830 +et+v
Bo+1H - 14N ++
— UN I H 5504y
By s et gy
By +1H 120 +* He

L
160+'}f

Bgl. 12 1 B
'p 310 et 4+
"o +1 H -1 N +* He

Figura 1.2: Ciclo CNO para fusién de Hidrégeno en estrellas masivas.

Las reacciones nucleares relevantes para el quemado de hidrogeno en estrellas masivas

estdn dadas mediante el ciclo CNO (Carbono, Nitrégeno y Oxigeno). La energia liberada @
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durante la combustion depende de la composicién inicial de la estrella. El ciclo CNO requiere
la presencia de algunos is6topos de C, N u O. La secuencia de las reacciones se representa
en la figura 1.2. Para una composicién inicial de 70 % de hidrégeno, la energia liberada es
@ = 26.731 MeV por atomo de helio producido; de donde 1.71 MeV corresponden a la energia
perdida por emisiéon de neutrinos; por lo que la energia total disponible liberada es de 24.97
MeV.

Conforme se agota el combustible (hidrégeno) la energia generada por las reacciones
nucleares disminuye y la estrella empieza a contraerse.

Esta contraccion hace que la temperatura aumente considerablemente en el ntcleo, y
que sea posible que la estrella empiece la combustién de helio (se requieren temperaturas
> 10%K debido a las barreras Coulombianas). Los dos procesos principales por los que se da

el quemado de este elemento son la reaccién triple alfa (3a):

‘He +* He =® Be

14
8Be +* He =12 C' +~, (14

v 2C(a,7)1%0 (ver nota al pie®); la energia nuclear liberada por proceso 3o es Q = 7.275
MeV, mientras que para la segunda reaccién la energia liberada es ) = 7.162 MeV. Al
iniciarse esta combustion, se alcanza un equilibrio entre la atraccién gravitacional y la presion
producida por la liberacién de energia en las reacciones nucleares. Dicha contraccion hace
que una capa alrededor del niicleo empiece a transformar hidrégeno en helio. Por lo tanto,
en este momento se estan llevando a cabo dos reacciones simultaneas en la estrella, pero de
elementos diferentes. En el nicleo, el helio se transforma en carbono y en una capa alrededor
del nicleo el hidrégeno se quema para formar helio.

Conforme los elementos escasean en el niicleo debido a la fusién nuclear, la estrella colapsa,
aumentando la temperatura y dando lugar a la formacién de elementos mas pesados; mientras
que en las capas envolventes se produce también la combustion de elementos menos pesados
que los del nicleo.

Una vez que la temperatura central excede los ~ 5 x 10® K, la pérdida de neutrinos
por aniquilacion par domina la energia. La difusion radiativa y la conveccién siguen siendo
importanctes para la estructura y apariencia de la estrella, sin embargo, es la pérdida de
neutrinos la que balancea la contraccion gravitacional y las reacciones nucleares.

La nucleosintesis en las iltimas etapas se caracteriza por una gran variedad de reacciones

nucleares que son posibles por las altas temperaturas.

3Las reacciones nucleares se pueden escribir en esta notacién, donde 2C/(a, v)'%0 = 12C + a =16 O + 4.
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La reaccién nuclear principal durante la combustién de carboén es la fusion de dos nicleos

de 2C para producir ?*Mg, el cual puede decaer mediante los canales®:

ROt 02 Mg -2 Na+p+2.24MeV

1.5
—2 Ne+ o+ 4.62MeV. (15)

Veamos que los p y a producidos pueden reaccionar con otras particulas en la mezcla lo que
provocard reacciones en cadena, tales como 2C(p,v)"3N(etv) 3C(a,n)®0. Los productos
finales de la combustién de carbén pueden ser °0O, 2°Ne, 2*Mg y 28Si.

Para la combustion de oxigeno, la barrera Coulombiana es muy alta, pero antes de que
se alcance la temperatura requerida para la fusién de oxigeno, la reaccién *°Ne (v, a)0;
se vuelve energéticamente posible. Esta libera una energia () = 4.73 MeV. Otras reacciones
secundarias que se pueden dar son *Mg (a,~)?8Si, Mg (o, n)?*Si, Mg (p,n)?6Al, 2°Mg
(v, 7)3°Si, 27Al (ar, p)3°Si y *°Si (p,7)3'P.

La condicién de equilibrio da una temperatura de combustién de neén de 1.5 x 10°K y
una vida de algunos meses.

Siguiendo la combustién de nedén se tienen 60, Mg, 28Si, y algunas otras trazas de
las reacciones secundarias. La fusién de oxigeno se favorece debido a la fotodesintegracion’®
(0(v, a)'2C). Durante ésta reaccién de fusién se produce *2S que puede decaer por alguno

de los siguientes canales:

O 4160228 331 S 4 n+1.45MeV
=3 P4 p+7.68MeV
=30 P 420 —241MeV
-2 Si +a+9.59MeV.

(1.6)

Los decaimientos mas frecuentes son el p, seguido por el a.. De nuevo, estas particulas liberadas
pueden dar lugar a reacciones secundarias (3%37Cl, 3638Ar 3941 4042(CQ). Al final de la
reaccion alrededor del 90 % de los constituyentes serdn 2%Si y 32Si. Hay que mencionar que
durante la combustion de oxigeno central hay un incremento sustancial de neutrones debido
a la interaccion débil.

La tltima fase que puede alcanzarse es la de la combustién de silicio en donde el 28Si

se convierte en %°Fe. Esta es la tltima reaccién nuclear en la cual se libera energfa. Para

4Fn realidad hay més canales mediante los cuales puede decaer, sin embargo solo listamos los canales més
probables, debido a que algunos corresponden a decaimientos endotérmicos.

A temperaturas cercanas a 10'°K la energia de los fotones excede la energia de amarre nuclear, y entonces
hay desintegracion.
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formar elementos mas pesados se necesita proveer a la estrella de energia; las reacciones
nucleares se vuelven endotérmicas. Por lo tanto, al llegar al hierro las reacciones nucleares
se detienen. La region central del niucleo alcanza temperaturas a las cuales las abundancias

estan determinadas por el equilibrio estadistico nuclear, un conjunto de Férmulas de Saha.®

Supernova y remanentes

Al detenerse las reacciones nucleares la estrella empieza a contraerse nuevamente. Como
ya no se estan llevando a cabo reacciones nucleares, lo inico que puede detener la contraccion
gravitacional de la estrella es la presion generada por los electrones del nicleo de la estrella.
El gas de electrones domina la presion, y dado que se tienen temperaturas de alrededor de
107K los electrones son relativistas (kT~ 1.7m.c?), el exponente adiabético es entonces 4/3.
En estrellas mas masivas la fotodesintegracién de nticleos muy pesados reduce el exponente
adiabatico, lo que provoca que el nicleo se vuelva inestable y como consecuencia haya un
colapso. Para estrellas menos masivas los electrones relativistas son degenerados, es decir,
debido a que la densidad de electrones es muy alta hay que incluir efectos cuanticos, por lo
que la presion generada por ellos se deriva del Principio de Exclusién de Pauli, que nos dice
que dos fermiones no pueden tener el mismo estado cudntico; las energias de Fermi para estos
electrones son altas. Entonces el electrén capturado por un nicleo pesado reduce la presion
y comienza el colapso.

Suponiendo que tenemos un nicleo que comienza a colapsar, con valores centrales de p, =

10% cm ™3 y temperatura Ty ~ 10'°K. Los electrones estdn relativisticamente degenerados.

8El equilibrio estadistico nuclear se da cuando la reversibilidad de los procesos implica reacciones nucleares
y se producen reacciones directas e inversas. El nicleo 35 Fe, por ejemplo, siendo el més estable, juega un
papel crucial en el equilibrio estadistico, éste puede desintegrarse por fotones en particulas « y neutrones:

v +5¢ Fe = 13a + 4n (1.7)
Para determinar la proporcién % consideramos las reacciones generales del tipo:
Y+ (Z,A)=2(Z-2,A—4) +« (1.8)

v+ (Z,A) = (Z,A—1) +n, (1.9)

donde A es el nimero mésico y Z el nimero atémico. Tomando el nicleo 5Fe=(26,56) y considerando 13
reacciones de tipo 1.8 y cuatro del tipo 1.9. La proporcién de abundancia es:

ninh  GRGE (277kT)24(mC1!3mﬁ)3/267Q/kT

= . (1.10)

NFEe GFe Mpe

Con Q = (13mg +4m, —mpe)c? y G; los pesos estadisticos. El valor Z/N al cual ocurre la fotodesintegracién
depende de procesos de interaccion débil. En equilibrio a temperaturas moderadas, uno espera ntcleos del
grupo de hierro, lo cuales al aumentar la temperatura se desintegraréan en particulas «, protones y neutrones.
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Para este caso, se tiene una ecuacion de estado politropica. Por ello el nicleo puede describirse
por un indice politrépico n = 3. Resolviendo la ecuacién de Lane-Emden, lo cual se hace de
manera numérica, podemos ver que solo nicleos con masas entre Moy < Mpucieo < 1.0499Mep,
pueden colapsar homogéneamente. Como vimos de la ecuacién 1.3 M¢y, ~ p?. Entonces la
captura de electrones durante el colapso incrementa p, y reduce Mgyp. Por lo que el limite
superior de la masa del nicleo para el colapso decrece. El colapso dura muy poco, toma
tiempos que son del orden del tiempo de caida libre. Por ejemplo para el niicleo de una

3, se obtiene tegigasire ~ (Gp)~Y/? ~ 40 ms, y para

estrella de densidad inicial p = 10! g cm™
densidades de p = 10'g cm™3 es de 0.4 ms.

Debido al colapso, la densidad final se aproxima a la de una estrella de neutrones (p =
10*g cm™3). Entonces la ecuacién de estado se vuelve ”dura”, esto es, la materia se vuelve
casi incompresible. Aqui termina el colapso.

Cuando la energia de un electrén degenerado excede la diferencia de masa-energia entre
el neutrén y el protén: Egey>(my, —m],,)c2 = 1.29M eV, los electrones se mueven a velocidades

moderadamente relativistas y se produce un decaimiento inverso- que esta dado por:

e +p—n+rve. (1.11)

La densidad a la que este decaimiento ocurre es del orden de 10° g cm™3. En material
estelar a densidades altas, el plasma tiene nicleos pesados y no solo protones, entonces el
nicleo es capaz de capturar electrones, lo cual requiere mucha energia pues los neutrones del
nicleo estan degenerados; esto requiere densidades altas para poder proveer a los electrones
suficiente energia, asi los electrones y los iones se encargan de llenar todos los estados libres
de la materia y de esta manera la mantienen eléctricamente neutra. Si el nicleo se vuelve
muy rico en neutrones, éste se comienza a romper liberando neutrones, este proceso se conoce
como goteo de neutrones y se da a pgoreo = 4 x 10" g cm™3 . Debido a la abundancia de
neutrones, la presion degenerativa de éstos domina a la de los electrones. Se puede hacer el

calculo aproximado del radio que debe tener un objeto gravitatorio soportado de esta forma:

1
MO( W. (112)

Si M= 1M®, entonces se obtiene una relacién para una enana blanca y una estrella de

neutrones tal que:

R, ~ Reb<%> ~ 100007 (1.13)

mp



Capitulo 1. Objetos Compactos 20

Con las dimensiones tan pequenas de este radio se obtiene que la separacién entre las
distintas particulas estd dado por Az ~ (%) ~ (mﬁp)*l/?‘» ~ 107%m, que es la distancia
tipica sobre la cual actia la fuerza nuclear fuerte (la longitud de onda de Compton del
proton). Las particulas estdn tan cercanas unas de las otras que los niicleos se tocan entre
si. Por esta razén la densidad de materia en una estrella de neutrones es comparable con la
densidad nuclear. El problema surge debido a que la ecuacion de estado para materia densa
no se conoce experimentalmente. Por lo tanto no resulta muy clara la estructura precisa de
las estrellas de neutrones. La masa minima que una estrella de neutrones puede tener es

~ 0.1M®. Por debajo de esta masa los neutrones son inestables al decaimiento 5 [17].

Si todo el proceso fuera completamente elastico, entonces la energia cinética de la materia
colapsada seria suficiente para que vuelva después de la reflexion al estado antes de que el
colapso comenzara. Esta energia puede estimarse a partir de:

1 1 GM?
E~GM? (— _ —> o T nudeo o 35 1053, 1.14
nucleo Rn Reb Rn ( )
donde R, es el radio de la estrella de neutrones y R, es el radio de la enana blanca. Si
comparamos este valor con la energia necesaria para expulsar las capas envolventes E.,,, las

cuales no tienen tiempo de seguir el colapso del nicleo,

M 2
Gmdm  GM
E.., — / mam ~ 3 x 10%2erg. (1.15)

M,y r R,

Las estimaciones reales dan una E,,, por debajo de 10°° erg y por ello solo una pequena
cantidad de la energia involucrada en el colapso del nticleo es suficiente para expulsar el
envolvente. Si una remanente de masa M, permanece en el estado condensado, la energia
de su colapso aun esta disponible. La pregunta es ahora, ;cémo se usa esta energia para
acelerar el resto del material hacia afuera? La respuesta podria ser una onda de choque
moviéndose hacia afuera, sin embargo hay un problema, podria imaginarse que la estrella de
neutrones formada tiene masa del orden de la masa final de Chandrasekhar. El resto de la
materia condensada sigue siendo principalmente de fierro. Cuando después del rebote esta
region pasa por la onda de choque, casi toda su energia se usa para desintegrar el fierro en
nucleones libres. Entonces solo una pequena fraccién de la energia cinética inicial permanece

en la onda de choque y esta disponible para lanzar el fierro.

Durante el colapso de una estrella en su tltima etapa de evolucién, la densidad de su nticleo

puede alcanzar valores similares a las densidades en los niuicleos atomicos. La seccion eficaz
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E,

2% 10~*cm, y el camino libre medio para materia con densidad
e

de los neutrinos es g, >~ (

1
pest, ~ o

; considerando el hecho de que los neutrinos pueden ser energéticos, muchos
de ellos seran reabsorbidos por la estrella. Por ello es necesario considerar una ecuacion de
transporte para energia de neutrinos y evaluar la cantidad de momento que los neutrinos que
interaccionan dejan en las capas de la estrella. En los interiores estelares solo los neutrinos
de electréon juegan un rol, estos pueden crearse en diferentes procesos dentro de una estrella;
estos procesos pueden ser: la fusién de hidrégeno (la transformacién de 4 protones en un
nicleo de *He, la conservacién de carga requiere dos decaimientos 3+ cada uno de los cuales
estd acompanado de la emisién de un neutrino con el fin de conservar el niimero lepténico),

en las siguientes cadenas también se da emisiéon de neutrinos:
'H4Y —2 H4 et + v,

"Be+e —" Li+v,
8B —% Be+e +u,
BN B Creft +u,
B B N tef +u.

Otras producciones de neutrinos no estan relacionadas con combustién nuclear, por ejemplo
a densidades extremas la degeneracion de electrones puede dar lugar a captura de electrones
por protones en ntcleos de carga Z y peso atémico A: e” + (Z,A) — (Z — 1,A) + v.
Otro proceso es el llamado Urca, para un nicleo adecuado (Z, A), ocurre la captura de un
electrén lo que es seguido de decaimiento 5: (Z,A)+e~ — (Z -1, A)+v, (Z—-1,A) —
(Z,A)+ e~ + . Las particulas originales se restauran y se emiten dos neutrinos. Hay algunas
restricciones sobre los nicleos (Z, A) adecuados para que este proceso se realice: deben tener
un nicleo isobarico (Z —1, A) de energia ligeramente més alta que es inestable al decaimiento
B. Otro proceso de creacion de neutrinos, ocurre sin reacciones nucleares, es un proceso
puramente lepténico predicho como consecuencia de la teoria de Fermi de interaccion débil,
que permite un acoplamiento electrén-neutrino, tal que, si un electrén cambia su momento,
pueden emitirse un par de neutrinos. Otros procesos son: aniquilacion de par de neutrinos
(ocurren en ambientes muy calientes T' > 10° K: e”+et — v+7), neutrinos Bremsstrahlung

y neutrinos sincrotrén (se necesitan campos magnéticos).

Durante el colapso la produccion de neutrinos por neutroionizacién se vuelve dominante.

Conforme la densidad se aproxima a valores de 10'?2 g cm™3, el decaimiento 3 se vuelve



Capitulo 1. Objetos Compactos 22

mas pronunciado. Durante esta neutroionizacion se liberan neutrinos. Se ha observado que la
liberacion de neutrinos esta relacionada con la explosion de supernovas. La energia tipica de

los neutrinos liberados durante el colapso es del orden de la energia de Fermi de los electrones

E,
mec?

manera lenta, pues el material es opaco a ellos. Todos estos fenémenos descritos hacen que

relativistas. ~ 10_2(5)1/ 3. ésto hace que la liberacién de energfa por neutrinos sea de
€

cuando el nicleo alcanza densidades nucleares, el ntcleo rebota y la materia envolvente se

lanza a velocidades del orden de 10*km/s. La rapida liberacién de energfa y su recombinacién

subsecuente origina un destello altamente luminoso que llega a tener una luminosidad en el

optico ~ 109L®. A este fendmeno se le conoce como supernova tipo I17.

1.2. Agujeros Negros

Los agujeros negros son objetos con alta densidad de masa y un didmetro muy pequeno.
Debido al gran campo gravitacional que generan, ninguna particula es capaz de escapar de
ellos. A fines del siglo XVIII, John Michell, en el Reino Unido, y Pierre Simon de Laplace
propusieron su existencia[l]. En 1793 Laplace publicé El sistema del mundo, en cuya primera
edicion hace referencia a lo que sucede con las estrellas que aparecen y después desaparecen
repentinamente del cielo. Laplace noté6 que como consecuencia de la teoria de la gravedad
propuesta por Newton y la teoria corpuscular de la luz, la luz no podria escapar de un
objeto suficientemente masivo y con un radio muy pequeno; como consecuencia se tendria
un cuerpo obscuro [27]. Sin embargo, fue hasta el siglo XX, con la teoria de la relatividad
general, cuando se pudo estudiar formalmente este fenémeno.

En 1915 Albert Einstein publicé una serie de articulos que daban a conocer la teoria de
la relatividad general; esta teoria proporciona una descripcion relativista de la gravitacion.
Relaciona la presencia de materia con la curvatura del espacio-tiempo. Meses después de su
publicacion, el fisico aleméan Karl Schwarzschild derivé la primera solucion para el campo
gravitacional de una masa esférica. Esta solucion explica a los agujeros negros.

Posteriormente vinieron los desarrollos vistos en la seccion 1.1, de Chandrasekhar y Lan-
dau para enanas blancas y la prediccién de estrellas de neutrones. En 1939 Oppenheimer y
Snyder calcularon el colapso de una esfera homogénea de gas en relatividad general, encon-

trando que la estrella eventualmente ”pierde” comunicacién con el resto del universo. Este

7 Observacionalmente se distinguen dos tipos principales de supernovas, las supernovas Tipo I y las
supernovas Tipo II. La diferencia radica en que las supernovas Tipo I no muestran lineas de hidrégeno en su
analisis espectral, lo que indica que no queda hidrégeno en las capas que son expulsadas durante la explosién.
Las supernovas Tipo II si muestran lineas de hidrégeno en su espectro.
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fue el primer cédlculo riguroso que demostraba la formacién de un agujero negro.

Hasta la década de los 60’s el problema del colapso gravitacional fue ignorado. J. A.
Wheeler y colaboradores comenzaron una investigacion seria en esta época y fue él quien
acuné el término de agujero negro.

Otras soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein han sido desarrolladas obteniéndo-
se agujeros negros. Sin embargo varfan los parametros respecto a la solucion desarrollada por
Schwarzschild, en donde se tiene un campo externo de un agujero negro eléctricamente neu-
tro y que no rota. Por ejemplo, el agujero negro de Kerr describe un hoyo negro rotante,
la solucion de Kerr-Newman describe agujeros negros que rotan y tienen campos electro-
magnéticos. Otra solucién es la dada por Reissner-Nordstrom donde se tiene un agujero
estatico pero eléctricamente cargado.

La tinica manera en la que se manifiestan los agujeros negros es mediante su atraccion
gravitacional. Ya que la materia atrapada por un agujero negro llega a liberar enormes can-
tidades de energia al ser acretada por dicho sistema. La energia liberada se puede manifestar
en forma de rayos X. En 1962 se descubrieron fuentes de rayos X, lo cual motivé al estudio
tedrico de agujeros negros. Uno de los sistemas en donde se pueden estudiar mejor estos
objetos compactos son los sistemas binarios de estrellas. A principios de la década de los
setentas las observaciones de la fuente binaria de rayos X Cygnus X-1 proporciond la primera

evidencia plausible de la existencia de los agujeros negros.

1.2.1. Agujeros negros de Schwarzschild

Las ecuaciones de campo de Einstein-Hilbert® que describen la gravedad, estan dadas por:

G = 81T}, donde G=c=1, (1.16)
T, es el tensor de energia-momento y G, es el tensor de Einstein:
1
G#V == R‘u,/ — EQW,R, (117)

con R, = R, el tensor de Ricciy R = RJ su traza.

pov
o = T2

[
B Brpu r

G + 10,5, — 3,4, es el tensor de Riemann y T, = 56" |0agpr +

J39ax — Orgap |, los simbolos de Christoffel.

8Se les llama asi porque tanto Einstein como Hilbert llegaron a éstas independientemente con unos dias
de diferencia.
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Consideramos a continuacién un campo gravitacional externo a un objeto estatico y

esférico”. La métrica del espacio-tiempo para una simetria esférica es:

ds® = goo(r, t)dt® + 2g,0(r, t)drdt + 2gog(r, t)dOdt + 2gog (1, t)dddt + g..dr® + r>dQ?, (1.19)

donde dQ? = df? + sen*0dp*. Si no hay rotacion, entonces gog = 0y gog = 0:

ds* = goo(r, t)dt® + 2g,0(r, t)drdt + g..dr* + r*dQ>

Usamos a continuacion las ecuaciones de Einstein 1.16 para definir un sistema fisico.

Pensemos a la materia como un fluido perfecto, entonces el tensor de energia-momento es:

T = (P + p)uyu, + Py,

(1.20)

donde p es la densidad de energia medida para observadores en reposo respecto al elemento de

fluido. P es la presion medida por observadores en reposo respecto al elemento del fluido, u*

es el cuadrivector de velocidad (velocidad en las tres coordenadas espaciales y la temporal) del

(1.21)

elemento del fluido, pero como tenemos un fluido estético u* = (u°,0,0,0) y como @-u = —1,
entonces u’ = ((;—010)1/ 2. A continuacién definimos:

goo = —e22(M) = 0 = 7%,

Gy = €2A(7")'

Reescribimos la métrica como:

ds? = —e2®*Mat? 4 A dr? 4 12402,

donde las componentes distintas de cero para el tensor energia-momentos son:

Too = pGQq)a
T’r'r - P62A7
ng = T'QP,

T¢¢ = S@TLQQTQQ.

(1.22)

(1.23)

El tensor de energia-momento involucra P y p, las cuales pueden relacionarse mediante una

ecuacion de estado con P como funcion de p.
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Ahora, a partir de la métrica 1.22 las componentes del tensor de Einstein quedan como:

1 5,5 d

_ —2A
Goo = —ﬁe = r(l1—e 2)]6;(1)
2A —2A
rr— T o5 1—- )
. 3 (d?@ e ;qj P g aban 1dA (1.24)
_ 2 oA [@T® a® 1a®  a®air lan
Gop = 1€ [dr2 (dr) +rdr dr dr rdr]’
Ggp = sen?0G gg.
La conservacion de energia-momento es:
VvV, " = 0; (1.25)

veamos que para el caso estatico v = 0 la solucién es trivial, al igual que para una simetria

esférica v = 0, v = ¢. El nico caso no trivial es v = r. Lo que implica:

d®  dP

(Ptp) =7 (1.26)

En relatividad, la presién contribuye a la inercia, a diferencia del caso newtoniano'’. Defini-

mos la funcién m(r) como:

1 oA 1
De la ecuacién temporal (componente 0,0) obtenemos la funcién de masa:
d
77;7(07’) = 47r?p, (1.28)

que tiene la misma forma que la masa dentro de una esfera de radio r de la ecuaciéon New-
toniana; sin embargo en relatividad no puede interpretarse como la masa de energia dentro
de r. De la ecuacién radial (componente r,r), tenemos que G, = 87T,,., entonces

2dP

2A —2A
—_— 1-— —‘—T_ =38 rr.
e ( e ) + - dr 'l

10Ver 2.14.
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Sustituyendo A en términos de r y despejando, tenemos:

d®  m(r) +4mr°P
dr— r[r—2m(r)]

(1.29)

Las variables (m, ®, p, P) pueden obtenerse de las ecuaciones 1.26, 1.28, 1.29 y la ecuacién

de estado.

Solucién Externa (r>R)"

Fuera de la estrella se puede considerar vacio, entonces p = P = 0. Obtenemos dos

ecuaciones:
dm

dr
ae m
dr — r(r—2m)’

0, (1.30)

(1.31)

Integrando se obtiene:

m(r) = M = cte, (1.32)
2M
et =1-— — (1.33)

Entonces de acuerdo a la definicién de gog v gy, la métrica de Schwarzchild es:

oM 2NN 1
ds® — _(1 - —)dt2 + (1 - —) dr? + r2dQ2, (1.34)

T T

Suponiendo que estamos muy lejos del objeto r > R, la ecuacion es:

ds® — —(1 - %>dt2 + (1 + ¥>dr2 4 r2d0?, (1.35)

r

El teorema de Birkhoff dice que la métrica de Schwarzchild es la tinica solucién de las ecua-
ciones de Einstein en vacio y con simetria esférica. Se concluye de este teorema, que no hay

ondas gravitacionales emitidas de sistemas esféricos pulsantes.

Solucion interior r<R

Dentro de la estrella p # 0y P # 0. Dividiendo 1.26 entre (p 4+ P) y eliminando ¢ de

la ecuacion 1.29, obtenemos la ecuacion de estructura estelar Tolman-Oppenheimer-Volkov

IR es el radio de la estrella
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(TOV):
ap_ (p+ P)m(r) + 4r3 P
dr rlr—2m(r)]

(1.36)

A continuaciéon tomamos una ecuacién de estado facil, suponemos densidad constante

p = po. Entonces tenemos:

d
i - 47r7’2p07
dr 4
= m(r) = §7rp07“3 r<R (1.37)

Para resolver usamos la ecuacién TOV 1.36, donde al integrar obtenemos para una presién

P. arbitraria (la presiéon no puede ser constante o la estrella colapsa):

3P 3P. 2m 1/2
pot st pot (1—2—m> , (1.38)
Po + P 1Y + Pc r
de donde: 5 ( Py
Po + re
R2=—[1+—}, 1.39
87 po (po + 3P.)? ( )
y la presién central es:
P [1—(1—%)1/2] (1.40)
c = Po 3(1_%)1/2_1 .
Notemos que la presién central tiende a infinito si % — %. Entonces el radio se reduce

a R = 2.25M. La presiéon necesitaria ser infinita para lograr el equilibrio, pero esto no se
puede, por ello hay colapso gravitacional. El teorema de Buchdahl dice que para una ecuacion
de estado arbitraria (p, P > 0), una estrella estable debe tener R > %. El caso de densidad

constante es el que permite una compresién méaxima [20].

Trayectorias Orbitales

Tomamos la métrica de Schwarzchild. En el caso en que el sistema no dependa del tiempo
7’ 4 7 _ p
el momento py se conserva, la energia para una particula con masa estd dada por £ = —22 y
- . 7 . p¢
para los fotones como E = —p,. Mientras que el momento angular, estd dado por L = =%y
para el fotéon L = py, cuando la métrica es independiente del angulo ¢. Debido a la simetria
esférica, el movimiento esta confinado a un solo plano, tomamos el plano ecuatorial; entonces

las nicas componentes del momento distintas de cero, para una particula con masa m y un
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Vi(r)
E:l ..............................................................................................
Vrfmx
Eg ..............................................................................................
E: =1 ..............................................................................................
EI ..............................................................................................
E] ..............................................................................................
» I

+2M

Figura 1.3: Se muestra el potencial efectivo para una particula orbitando un agujero negro de Schwarzschild.

fotén son: p°,p", p®. Usando que p-p = m? y definiendo el pardmetro afin A y el tiempo

propio 7 de la particula . Tenemos para la particula:
dr\2 2M L?
() =2 (-77) (1 53)
dr r r?

(- (- 2%

Y para el foton:

donde por definicién p" = j—f\. A continuacion definimos el potencial efectivo como:

2 _ (1_¥)<1+£_22) m # 0,
VO=1 alange o

Entonces:

() -

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

Donde E = 1 corresponde a una particula en reposo en oo y observemos que r = 2M implica

V(r)=0

Las trayectorias que se pueden tener son (Ver figura 1.3):
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» F = Fj circulo,

E; < 1 caso ligado,

E5 =1 caso no ligado, en infinito con 3—: =0,

1 < F3 < |Vinae| 10 ligado hiperbélico,

E = E; > |Vyas| llega a r = 0 sin andlogo Newtoniano,

E = |Vjhae| 6rbita circular inestable.

Solo en relatividad general se tienen érbitas de captura.

Orbitas circulares m # 0 Vimos que se tienen dos orbitas circulares, una estable y otra

inestable, éstas se obtienen haciendo w =0:

L2
. 1i<1—
" 2M[

12M2>1/2}

= : (1.45)

las dos soluciones se dan siempre y cuando 22 < 1, de donde L? > 12M2. Si L2 = 122

L2
., . ., . 2 2
hay una solucién; si L? < 12M? no hay solucién. En el primer caso tenemos r = 2L—M = 13%

entonces r = 6M, a ésta se le conoce como la ultima orbita estable. De aqui viene la idea del

borde interno de los discos de acrecion. En el caso de los fotones la érbita circular inestable
se da en r = 3M, y es independiente de L, es decir, independiente de su frecuencia.
En el caso de trayectorias radiales (L = 0):
dr 2MN\1/2
—:i<E2—1+—> : (1.46)
dr r
el signo positivo o negativo indica si el movimiento es hacia dentro o hacia afuera. El radio

méximo de acercamiento se da cuando % = 0 y corresponde a ey = %; en este caso

dr
E =1, yla caida se da desde infinito. El tiempo de caida de r = R > 2M ar = 2M esta dado

por:
2 1

TR—2M = gW

Y ese tiempo medido por un observador lejano se obtiene resolviendo la ecuacion de dilatacion:

[R3/2 — (2M)3/?). (1.47)

r=R 3/2
t:/ (e 4+ 2M)%/% de (1.48)

oy (2M)12 e
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donde e =r —2M.Si R—-2M <« 1,

¢ de
t~ | =

o €

Tenemos un tiempo infinito! Segun el observador externo el objeto jamés llega. Algo sucede
enr=2M.

Figura 1.4: Pardmetro de impacto b para una particula con trayectoria r = r(¢) alrededor de la masa M.

Seccién Eficaz La seccion eficaz de captura de particulas con masa que caen de infinito

estd dada por
Ocapt = 7Tb2 (149)

max?

con by,.. el parametro de impacto de una particula que se captura. De la definicion de

parametro de impacto b = lim,_,o rsen¢ y de la ecuacién 1.41 se tiene que %(%)2 ~ Eigl
y sustituyendo ;5 = £5! en términos de la velocidad en infinito E = (1 — v%)~"/2, para

un objeto moviéndose a velocidades no relativistas y sabiendo que el objeto se captura a

L < 4M, se tiene que:

AM
bmaz = —, (1.50)
Voo
lo que da una seccion eficaz de captura de
4m(2M)?
Ocapt = (,02 ) . (151)

En el caso de los fotones, el parametro de impacto critico que separa las érbitas de captura

de las érbitas de escape es b, = 3v/3M, de éste pardmetro depende la linea de universo. La



Capitulo 1. Objetos Compactos 31

seccion eficaz de captura para fotones:

O foton = 27T M?. (1.52)

No-singularidad del radio de Schwarzschild

Vimos que en r = 2M habia una singularidad, sin embargo ésta no es una singularidad
fisica, sino una singularidad de coordenadas; es decir las coordenadas de Schwarzschild son
malas en este radio. Hay distintas transformaciones de coordenadas que se pueden usar
para mostrar que » = 2M no es una singularidad fisica. Lo mostramos usando el sistema

coordenado de Kruskal-Szekeres, el cual esta definido por la transformacién conforme:

1/2 ¢
u = (ﬁ — 1> "M cosh 7 (1.53)
1/2 ¢
u = <ﬁ - 1) "M ginh 7 (1.54)
con transformacién inversa:
(ﬁ — 1)6’"/2M =u? — 0% (1.55)
t v
La métrica tiene la forma:
32M3
ds* = e”PM(—dv? + du?) + 1202 (1.57)
r

La métrica, como se ve, es no-singular en r = 2M; sin embargo » = 0 es una singularidad
todavia. Esta sf es una singularidad fisica, la cual tiene campos gravitacionales infinitos. Para
r = 0 se tiene de 1.55 que v?> — u? = 1, o bien v = £(1 + u?)"/2 lo que implica que hay 2
singularidades. Por otro lado, la regién r > 2M es la regién u? > v?, por lo que dos regiones
corresponden a r > 2M. Esto quiere decir que el sistema coordenado de Schwarzschild solo
cubre una parte de la variedad espacio-tiempo. Veamos la figura 1.5.

En el diagrama de Kruskal-Szekeres los rayos de luz viajan a 45°n lineas rectas. La
regién I corresponde a nuestro universo r > 2M. La region II es el interior de un agujero
negro r < 2M. La region III corresponde a un agujero blanco y la regiéon IV corresponde a
otro universo.

El diagrama de Kruskal-Szekeres muestra las dos propiedades de los agujeros negros; una

vez que los objetos cruzan r = 2M (horizonte de eventos) dan con la singularidad en r = 0;
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r=o V=

Figura 1.5: Se muestran las distintas regiones en el diagrama de Kruskal-Szekeres. La regién I corresponde al
exterior, nuestro universo, la regién II a un agujero negro, mientras que la IIT a un agujero blanco.Finalmente
la region IV es de otro universo.

y dentro de r = 2M no pueden enviar senales de regreso a infinito.
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Modelos Estelares

Las ecuaciones de estado permiten aproximar modelos de la estructura de ciertos tipos de

estrellas. En nuestro caso, queremos encontrar un modelo que describa estrellas de neutrones.

En este capitulo analizamos dos modelos: el modelo politrépico y el FPS. El primero es
un modelo simple que da una relacién entre la presion y la densidad. Proporciona los cambios
que se producen en el centro de la estrella y la superficie de esta, por lo que se asume que

sus propiedades solo depende del radio o de la masa.

Los modelos para las estrellas de neutrones deben generarse en el marco de la relatividad
general y necesitan una ecuacion de estado para materia densa; el desarrollo de éstas se
lleva a cabo en laboratorios, sin embargo, para densidades altas el desarrollo solo puede
ser teodrico. Existen varios modelos que permiten aproximar la estructura de las estrellas de
neutrones; sus ecuaciones de estado se dividen en suave, moderada y dura, la diferencia para
las ecuaciones duras se halla en las masas maximas posibles que las estrellas pueden tener.
También se dividen las ecuaciones de estado respecto a la composicion de materia. Algunas
de las ecuaciones de estado desarrolladas son la ecuacién de Haensel & Pichon (HP); la cual
esta basada en masas experimentales de nicleos ricos en neutrones, la ecuacion desarrollada
por Baym, Pethick y Sutherland (BPS) que describe el estado base de la materia a densidades
y presiones a las cuales todos los neutrones se encuentran ligados al niicleo, o la ecuacién de
Friedman Pandharipande Skyrme (FPS) que es consistente con los resultados de los calculos
de muchos cuerpos de materia nuclear densa asimétrica con una interaccién nucleén-nucleén
realista y una fuerza de tres nucleones fenomenolégica. Otra ecuacién es la desarrollada por
Skyrme Lyon, Chabanat (SLy) [7].

El desarrollo de la ecuacién de estado para materia nuclear atin es un tema de investi-

gacion; no se cuenta con la ecuacion exacta que describa los fendmenos relacionados con las

38
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estrellas de neutrones; asi que solo se pueden comparar los ajustes realizados de las ecuaciones
mencionadas en el parrafo anterior con datos observados. Cada una de las ecuaciones ante-
riores sirve para ajustar los parametros de las estrellas de neutrones a distintas densidades

del material nuclear.

2.1. Ecuacién Politrépica

Los politropos son esferas gaseosas autogravitantes que permiten una aproximaciéon muy

sencilla a modelos estelares.

2.1.1. Ecuaciones de Evolucion Estelar

Considerando una estrella gaseosa que no rota, no presenta interacciéon con otro cuerpo
y no tiene campos magnéticos, las tinicas fuerzas que actian sobre un elemento de masa de

ésta son la presion y la gravedad. Las ecuaciones que describen su comportamiento son:

g_; _ ﬁ7 (2.1)

’
e —CP%—f+g%—f, (2.3)
g_i _ _% , (2.4)

X m;
o~ (T 2. 25)

donde 7 es el radio de la estrella, m su masa, p es la densidad y P la presion. Por otro lado,
[ es la luminosidad, €, es la energia nuclear generada por unidad de masa por segundo y
€, es la energia liberada por unidad de masa por segundo del material estelar en forma de
neutrinos. 7" es la temperatura y x es la fraccién de una unidad de masa de nticleos del tipo ¢;
los subindices j y k£ denotan otros nicleos. La primera ecuacién da la conservacion de masa,
la segunda la conservacion de momento, la tercera es la conservacion de la energia, la cuarta
es la ecuacién de transporte de energia y la 1ltima la ecuacién de variacion de la composicion
quimica en el tiempo.

En equilibrio hidrostatico, despreciamos las derivadas temporales. En la ecuacion 2.2
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la segunda derivada en el tiempo proporciona la escala de tiempo hidrodindmico 7,4, (tiempo
de caida libre). En la ecuacién 2.3 la derivada en el tiempo da la escala de tiempo de Kelvin-
Helmholtz tyk, y la ecuacién 2.5 la escala de tiempo de quemado nuclear 7,,. Donde, en

general 7, > Trr > Thydr-

Aqui consideramos una descripcién lagrangiana; sin embargo para cambiar a la descripcién

euleriana usamos la relacion:

0 1 0

om Amr2p Or”

(2.6)

Teorema del Virial

En astrofisica, este teorema conecta dos reservorios de una estrella y permite la prediccién

e interpretacion de ciertas fases de su evolucién.

De la ecuacién 2.2 en equilibrio, tenemos que 22 = —G&m

5. = —i1-i- Haciendo un tratamiento

matematico sencillo, se obtiene:

M M
/ G—mdm = —3/ EOlm, (2.7)
0 r o P

donde ambos lados de la ecuacion tienen unidades de energia; lo que permite definir a la
energfa gravitacional (energia potencial de todos los elementos de masa dentro de la estrella)

COmo: y
Gm

sz—A = dm. (2.8)

r

Para la interpretacion del segundo término de la ecuacion 2.7, consideramos un gas ideal,

cuya ecuacion es:

P RT
pou

¢y ¥ ¢p son los calores especificos por unidad de masa, y la constante adiabatica esta definida

(CP - CU)T = (/7 - 1)CUT' (29>

como vy = i—p Sabemos que para un gas monoatémico, v = 5/3. Entonces % = %u Y u=cT
es la energfa interna por unidad de masa del gas ideal. Por lo que de la ecuacién 2.7 tenemos

que para un gas ideal monoatomico:
Eg - —QE,“

donde E; es la energia interna total de la estrella. Este es es teorema del virial para gas

monoatémico.
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Para una ecuacion general, definimos ¢ como:

P
qu = 3;. (2.10)

Vemos que, para un gas ideal ¢ = 3(y — 1), por lo que, si v = 5/3 entonces ¢ = 2. Otro

ejemplo es un gas de fotones con ecuacion P = %, entonces up = aT* y ¢ = 1. Por lo tanto

el teorema de virial mas general queda expresado como:

sE;+ Eg=0. (2.11)
La energia total W de la configuracion es:
s—1
W=E+E,=(1+¢)E;=—FE,. (2.12)
S

2.1.2. Relaciones Politropicas

En equilibrio hidrodinamico, las ecuaciones bésicas se dividen en dos: las ecuaciones de
estructura (derivadas espaciales) y ecuaciones quimicas (derivadas temporales). En este ca-

so las primeras en una descripcion euleriana, y considerando soluciones independientes del

tiempo quedan como 2 ecuaciones ordinarias de primer orden:

d
d—T: = 4nr?p, (2.13)
dP dd Gmp
= )= —_gp=— ) 2.14
dr dr p r? (2.14)
La ecuacién de Poisson esta dada por:
1 d/,dd
——(r"— ) = 47 Gp. 2.15
r2dr <r dr ) TP (2.15)
Suponemos que existe una relacién entre Py p de la forma:
— 1+ 1
P=Kp'=Kp ™ donde n=——. (2.16)

v—1
A la ecuacién 2.16 se le conoce como relacién politropica. K, v, n son constantes. K es la

constante politropica y n el indice politrépico.

En el caso de un gas de fermiones completamente degenerado no relativista P ~ p°/3 =
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v = g,n = %, y en el caso de un gas de fermiones completamente degenerado relativista

4/3 _ 4
Pwp/ =y=3n=3.
La constante politrépica puede ser de dos tipos: 1) puede estar fija y se calcula a partir
de constantes naturales 6 2) es un pardametro libre; es constante para estrellas particulares,

pero puede variar su valor de una estrella a otra.

2.1.3. Ecuacion de Lane-Emden

Utilizando la relacién politrépica 2.16 y la ecuacion de equilibrio hidrostatico 2.14 pode-
mos escribir: . ¥
—oap
— — = —KP"? ", 2.17
dr 7 dr ( )

En el caso v # 1 integramos de manera tal que la constante de integraciéon da & = 0y

p = 0 en la superficie, obtenemos!:

) n
= (—) . 2.18
p Qn+DK> (2.18)
De esta manera en el interior de nuestro modelo si ® <0 entonces p >0. Sustituimos en
la ecuacién de Poisson: 2o 24D o
— +—-——=4 G(——). 2.19
dr? * rdr i n+ 1)K (2.19)

A continuacion definimos las variables adimensionales:

4rG n-1
_ = n—1 - = n
B (n—l—l)”K”( o) CEE A (2.20)

El subindice ¢ indica que los pardmetros se toman en el centro de la estrella. Entonces

!Para v = 1 se da el caso del gas ideal, pues la presién es proporcional a la densidad, con K = % En
este caso se obtiene la ecuacion de Lane-Emden isotérmica dada por:
do | Zdw o
dz?2  zdz
Donde z = Ar, A? = ‘“TTGPC, ® = Kwy tiene condiciones centrales w(z = 0) = 0y (%), = 0. La solucién de
la ecuacién de Lane-Emden isotérmica muestra que tiene radio infinito y masa infinita; como no hay estrellas
asi, se puede utilizar para construir modelos con nticleos isotérmicos no degenerados.
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podemos escribir la ecuacién deLane-Emden:

dz?  zdz 7
(2.21)
1 d/ ydw
= 222 n_
z2dz< dz>+w

Como es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden necesitamos 2 condiciones

a la frontera para su solucién. En el centro de la estrella se tiene z = 0. Luego:

w(z) =1,

do (2.22)
dz

La primera condicién se debe a:

w(z) = LN w(z)e = <&> =1;
Pe
~ Amperd

la segunda condicién se obtiene debido a que cerca del centro, m(r) ~ =£*. Por otro lado,

sabemos que:

d_P o Gm(T) _ G<47Tpcr3) B (_ p247ﬂ”) 0
dr — T e TR T 3 Jr=o
Luego:
ar dP  dw
= KAl -
dr P X

Por lo tanto %|,_4 =0 .
La densidad esté dada por:

Pe = [(n TK
Y la presién P(r) = Pw"™, con P. = Kp].

Soluciones de la ecuacién Lane-Emden

La ecuacién 2.21 tiene solucion analitica para 3 valores del indice politrépico n = 0,1, 5.
Para los demas valores de n es dificil encontrar la solucién de manera analitica, por lo que

se debe integrar numéricamente. Las soluciones analiticas que se obtienen son:
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= 1 N =
n=1lrw(z)=—, (2.24)
1 1/2
n=>5:w(z)= 5
1+ %

La primera configuracién tiene frontera en z = v/6 cuando wy — 0. En el segundo caso,
cuando w; — 0, la frontera se da en z = 7. Finalmente de la configuraciéon para n = 5 se
observa que la solucién no esta acotada cuando ws — 0 entonces z€|0, 00).

Resolviendo los casos para otras n se puede mostrar que para n <5 el radio del modelo

politrépico es finito, mientras que para n > 5 se obtienen radios infinitos.

1 T T T
n=0 ——
' n=1
n=1.5 -
n=2 -
n=3
0.8 n=4 N
n=5 - - -
06 B
o
a3
fll\
N
3
04 B
02 F -
0 L 1 1 1
0 5 10 15 20

z=Ar

Figura 2.1: Se observa la gréfica w vs. z para distintos fndices politrépicos. Para n >5 la funcién no
estd acotada, y por ello se tienen radios infinitos.
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Energia para politropos

A partir de la definicion de energia gravitacional, dada en 2.8, al integrar por partes y

usando que m = 0 en el centro de la estrella de tiene:

2
E,—— 1GM _1 / ™ . (2.25)

Usando la relacion de la ecuacién 2.14 podemos reescribir la ecuacion anterior, en términos
del potencial gravitacional. Integrando otra vez por partes y considerando que en el centro

m = 0 y en la superficie & = 0, tenemos

1GM?2 1 M
E, = [ ®adm.
9773 R +2A "

Para un politropo:

K P
= (2.26)
v—1 y—1p

Por lo tanto la expresion general para la energia gravitacional de un politropo es:

d=—

E =

2 _ 2 2.2
97 2 R 2y-1 (227)

IGM?> 1 ~ [MPp 1GM? 1 3 GM?
—dm = —= - NE, = —
/pm s 7 tet DB =g R

Para la energia interna E; del politropo, usamos el teorema del virial general, ecuacion
2.11. Para el gas ideal, recordemos ¢ = 3(7,4 — 1). Esta relacién también es vélida para una
ecuacion de estado mas general, mientras ¢ sea constante; por ello tomamos las diferenciales
totales.

cdu = 3£ -3 Pdp (2.28)
P p?
Asumiendo que las diferenciales describen cambios adiabaticos, de la primera ley de la ter-

modinamica, tenemos:

P

du = ;dp. (2.29)
Entonces con: P
p
d = —=— 2.30
Yad Pdp ( )
tenemos: P
¢ =320 3= 3(y,— 1) (2.31)

P p
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Suponiendo ¢ constante en la estrella y usando la energia gravitacional:

1 3 GM?
E——-B ——°> . 2.32
s ? <(b-n) R (2.32)

Finalmente la energia total del politropo es:

3 (1 1> GMQ.

< J R

S

— (2.33)

2.2. Ecuacion Friedman-Pandharipande-Skyrme (FPS)

La ecuacién FPS es una ecuacién de estado de las llamadas frias (materia a temperatura
cero), se utiliza para estimar la estructura interna de las estrellas de neutrones. Esta ecuacién
ha sido desarrollada a partir del Modelo Compresible de la Gota Liquida sin capas ni efectos
de paridad. Esta tabulada como funcién de la densidad de masa bariénica en reposo. Por ello,
la densidad en esta ecuacién es una funcién suave de la presion, excepto para una vecindad
estrecha de puntos gota de neutrones y la transicion nicleo-envolvente.

En [7], las densidades para las cuales se trabaja la ecuacién FPS son aquellas por encima de
el goteo de neutrones, esto es, con p>5x 10'% g cm™3. A densidades més bajas (10% < p<101°
g cm™?) la materia de la corteza de la estrella de neutrones estd descrita por la ecuacién
HP (1994) basada en datos experimentales, para p < 108 ¢ cm™ se toma la ecuacién BPS;

mientras que para p<10° g cm ™3

, No se tiene un buen ajuste.
La aproximacién de la ecuacién FPS se hace mediante funciones analiticas|[7]. Esta consiste

de varias partes fraccional-polinémicas relacionadas con la funcién:

1

f@) =27 (2.34)

Para estrellas que no rotan es conveniente parametrizar la presiéon como funcién de la
densidad. Para ello se introducen las variables ¢ = log(p/g cm™3) y ¢ = log(P/din cm™?).

Con esta parametrizacion tenemos:

a1 + as§ + asé?
(= +1 +§a::§ 3§ f(aﬁ')(f - CL6)) + (CL7 —+ agé)f(a9<a10 _ f))‘i‘

(a11 + a128) f(arz(ars — §)) + (a5 + a16§) f(ar7(a1s — §)).

(2.35)

Los pardmetros a; se muestran en la Tabla 2.1. El error méaximo de ajuste que tiene la

ecuacion FPS es de 3.6 % en £ = 14.22, que es la interfaz entre el nicleo y la corteza de la
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Tabla 2.1: Pardmetros para el ajuste de la ecuacién 2.35. Tomados de [7]

a;(FPS) | i a;(FPS)
6.22 10 11.8421
6.121 11 -22.003
0.006004 || 12 1.5552
0.16345 || 13 9.3
6.50 14 14.19
11.8440 || 15  23.73
17.24 16 -1.508
1.065 17 1.79
6.54 18 15.13

© 00 I O T i W N =,

Tabla 2.2: Valores de p; para la ecuacién 2.36. Tomados de [28]

i pi(FPS) || @ pi(FPS)
1 0.15806 | 9 9x10°
2 0.22 10 5
3 5956.4 | 11 0.75
4 1.633 12 0.00627
5 170.68 | 13 0.1387
6 1.1056 | 14 0.56
7 -0.703 || 15  0.308
8 2x10%

estrella.

Una férmula aproximada en [28] que ajusta la energia fria para la ecuacién FPS se muestra

a continuacion, las constantes se muestran en la Tabla 2.2

u(p) = [(14 p1p™ + p3pP*) (1 + psp™ )" — 1] X f(=psp + pro)+

(2.36)
P12 f(psp — p10) X f(=pop + p11) + prap? f(pep — p11).

Considerando solamente las densidades p > 10° g cm ™3, la presién se calcula a partir de

la relacion termodindmica en el limite de temperatura cero

du
2
= pP— 2.37
iy (2.37)
En [28] se compara la presién y la energia obtenida mediante relaciones de ajuste con

datos numéricos tabulados, obteniendo errores relativos entre los dos métodos de ~ 10 %

para p>10% ecm3 y < 2% para densidades supranucleares con p > 2 x 10 g em 3.
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Las estrellas de neutrones son mas compactas en ecuaciones de estado realistas que en

las ecuaciones politrépicas en donde v = 2 para una masa dada. Las ecuaciones realistas son

dln P
dlnp

estado realistas es mucho mas grande que 2 para la densidad supranuclear. [2]

més suaves® que en 7 = 2. Por otro lado el indice adiabatico para las ecuaciones de

2.3. Ecuaciéon Hibrida

Una ecuaciéon hibrida es aquella en la cual la presion y la energia estan dadas en un
sistema por distintos procesos. Por ejemplo, dado que la temperatura de las estrellas de
neutrones es muy baja (< 10°K), esto es, la energia térmica por nucleén es mucho més
pequena que la energia de Fermi de los neutrones; se puede utilizar una ecuacion de estado
fria. Si consideramos una fusién o colisién entre objetos compactos, se fomardn ondas de
choque, lo que hara que la energia cinética se convierta en energia térmica incrementando la
temperatura. Como la presion y la energia interna asociadas con la temperatura finita no es

tan grande como la de la parte fria, se puede adoptar una ecuacion de estado hibrida, donde:
P = Pfria + Ptermica (238)

La energia interna del sistema es:

U = Ufria + Utermica (239>

Aqui Pfriq ¥ Usrig son las partes que describen la materia a temperatura cero y se escriben
como funcién de p. La presion fria puede ser la dada por la ecuacion FPS 2.37. Piermica ¥
Usermica SON las partes de temperatura finita.

La parte térmica de la presion Piemice juega un papel importante cuando se forman ondas
de choque durante la fusion de objetos compactos y esta relacionada con la energia térmica

especifica Uiermica = U — Ufpiq COMO:
IDtermica == (’Ytermica - 1)putermica (240)

donde Yiermica €S la constante adiabética.
La ecuacion que se utiliza en las simulaciones realizadas para éste trabajo es hibrida, pues

consideramos la interaccion entre una estrella de neutrones y un agujero negro.

2Se les llama suaves a las ecuaciones politrépicas donde v < 2, por lo que conforme la masa aumenta el
radio disminuye, mientras que las ecuaciones duras tienen vy > 2, si la masa aumenta el radio aumenta.



Capitulo 3

Ambientes estelares densos:

Interacciones entre objetos compactos

Un sistema estelar es un conjunto de estrellas gravitacionalmente ligadas. Estos sistemas
pueden variar en en masa y tamano en mas de catorce érdenes de magnitud; pueden ser
desde estrellas binarias o ctimulos estelares que tienen entre 10? a 10° estrellas, hasta ga-
laxias con 10° — 10'2? estrellas; o bien cimulos de galaxias, formadas por miles de ellas. El

comportamiento de estos sistemas estda determinado por las leyes de gravitacién.

3.1. Cumulos Globulares

Las galaxias contienen pequenos sistemas estelares, de entre 10% a 10° estrellas; a estos
sistemas se les llama ctimulos estelares. Estos pueden dividirse en cumulos abiertos y

cumulos globulares.

Cumulos abiertos: son sistemas irregulares que tienen entre 10% y 10* estrellas. Se forman
continuamente en el disco galactico y la mayoria de ellos son jovenes; su poblacién consiste
principalmente de estrellas jévenes, ricas en metales. El diagrama Hertzsprung-Russell' de un

cumulo abierto normalmente tendra una amplia variedad de estrellas de secuencia principal

'El diagrama Hertzsprung-Russell muestra la relacién que hay entre la magnitud absoluta de una estrella
y el tipo espectral, donde la magnitud absoluta es la magnitud aparente (brillo de un objeto medido por un
observador) que tendria un objeto si se encontrara a una distancia de 3 x 10'* km. La clasificacién espectral
se da de acuerdo con la temperatura de las estrellas, se comienza con la més caliente, cuyo color convencional
es el azul a la mas fria, cuyo color convencional es el rojo, la clasificacién es O, B, A, F, G, K, M. El sol,
por ejemplo tiene una clasificacién espectral G, su color convencional es el amarillo y su temperatura es de
~ 5700 K.

44
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de todo el rango espectral, excepto para cimulos viejos, que en su mayoria han perdido a las

estrellas masivas de tipo O y B, asi como a las estrellas de baja masa Ky M [29].

Cumulos globulares: son sistemas muy masivos que tienen entre 10* —10° estrellas en una
distribucién casi esférica. No contienen gas, polvo o estrellas jovenes. El diagrama Hertzprung-
Russell de un globular tiene una forma en donde la mitad superior de la secuencia principal
estd practicamente ausente, aqui es donde, las estrellas de tipo O B, A, se encuentran. La
densidad estelar en el centro de un cimulo globular es extremadamente alta y un valor tipico
es de 10*M©® pc=3.La medida de su radio se estima en tres partes observando la intensidad
de la luz éptica: (i) radio del niicleo, se mide hasta dénde el brillo ha caido a la mitad de
su valor central, (i) el radio medio, el radio de una esfera que contiene la mitad de toda
la luz y (iii) el radio limite, donde la densidad cae a cero. Estos ctimulos son ttiles para
entender el problema gravitacional de N — cuerpos. Cuando la densidad estelar es grande, la
relajacion® gravitacional de dos cuerpos se vuelve importante en el sistema, entonces se dice
que se trata de sistemas con colision. Para sistemas menos densos la relajacion puede ser mas
larga que la edad del universo, en este caso se dice que los sistemas son sin colision. Para
muchos propdsitos se trata la fuerza gravitacional sobre una estrella como si se originara de

una distribucion de densidad suave en lugar de una coleccion de masas puntuales.

X

Figura 3.1: % se aproxima a 2 con una velocidad v y pardmetro de impacto b. La trayectorfa que sigue
es una linea recta.

2Larelajacién es el regreso de un sistema perturbado al equilibrio. También se define el tiempo de relajacién
como la cantidad de tiempo que tarda un objeto en un sistema en ser perturbado por otros objetos en el
sistema. Otra manera de definir el tiempo de relajacién es como el tiempo que tardan los encuentros estelares
en cambiar la energia de una estrella individual entre encuentros entre dos cuerpos.
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Supongamos un sistema estelar de tamano R que tiene N estrellas con masa promedio por
estrella m. La densidad numérica de estrellas es n ~ % y la masa total del sistema M = Nm.
A continuacién, seguimos el movimiento de una estrella individual s; mientras su orbita la
lleva a través del sistema. Suponemos que esta estrella pasa a una distancia b de otra estrella
% . Estimaremos la cantidad 60 mediante la cual el encuentro modifica la velocidad v de

@ < 1y que %29, permanece estacionaria durante el

% . Suponemos a continuacién que
encuentro. En este caso 0v es perpendicular a v. Podemos calular la magnitud del cambio
de velocidad dv = |§9| asumiendo que % pasa %o en una trayectoria recta y la fuerza F' es
perpendicular a lo largo de esta trayectoria. Colocamos el tiempo inicial en el instante de

maximo acercamiento entre las estrellas. De la figura 3.1 tenemos:

G'm? Gbm? Gm? vt 27 -3/2
gt = a1 (5) ] (3.1)
De las leyes de Newton:
dv - 1 [ -
me = F = §v = —/ dtF. (3.2)
dt m J_
Sustituyendo 3.1 y haciendo un cambio de variable para resolver la integral, encontramos
que:
2G'm
ov = : 3.3
V= (3.3)
Hay que notar que la suposicion de trayectoria en linea recta falla y la ecuacion 3.3 se vuelve
invalida en el caso |§v]| ~ v; lo cual ocurre cuando b < by, = 25—{” La densidad numérica

ﬂlRQ. Al cruzar el sistema estelar, %

sufre dn encuentros con otras estrellas, con parametros de impacto en el rango b a b + db:

superficial de estrellas en el sistema es del orden de

ON7bdb 2N
=0 = b, (3.4)

m=—r R?

Cada uno de estos encuentros produce una perturbacion 6o a la velocidad de ¥ . Sin embargo,
debido a que dichas perturbaciones estan orientadas aleatoriamente alrededor de v, el valor
promedio (60) es cero. Pero el cambio en la velocidad media cuadrética no es cero, sumandolas

se tiene:
2Gm\ 22N

360 = 5u*sn = (W) —bib. (3.5)

Integrando la ecuacién anterior sobre todos los pardametros de impacto de by, a bygs, €n-
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contramos el cambio en la velocidad cuadrada media por cruce:

Av? = /bmaz Z Sv? ~ SrGEm’n In (bmin ) (3.6)

v bmam

b'm in

Los encuentros entre % y las estrellas del campo del sistema estelar causan cierto tipo de
difusién sobre la velocidad de v, que es distinta de la aceleracién causada por toda la
distribucién de masa en el sistema estelar. A este proceso de difusion se le llama relajacion
de dos cuerpos. La velocidad tipica v de una estrella del campo estelar es aproximadamente

él de una particula en una érbita circular en el borde del sistema estelar:

GNm
P . 3.7
v - (3.7)
Entonces: ,
Av? 87 In ( maz
vt ST (3.8)

v? N
Si ¥ cruza varias veces el sistema estelar, la velocidad v cambiarda por aproximadamente
Av? en cada paso, el nimero de veces que la estrella debe cruzar la galaxia para sufrir un

cambio en su velocidad del orden de la propia velocidad, viene dado por:

N
87 In(Bmaz )’

min

(3.9)

Nrelar ==

El tiempo de relajacion se define como t,cjax = Nyelazteruce, donde tepyece = % es el tiempo
de cruce, el tiempo necesario para que una estrella tipica cruce el sistema estelar una vez.

1/3

Observando que byqp ~ R ~ (%) , v que b,,;, = distancia entre estrellas, entonces b, ~

n~'/3, tenemos mez ~ N'/3 Por lo que,

main

N

t ~— . 1
relax 10 lnNtcruce (3 O)

Después de un tiempo de relajacion, la érbita de %, ha cambiado significativamente, la estre-
lla ya no sabe cuales eran sus condiciones iniciales. Para las galaxias este tipo de encuentros
estelares no son importantes, tienen N ~ 10! estrellas y e & 10% aflos, entonces el tiem-
po de relajaciéon para una galaxia como la nuestra es mas larga que la edad del universo
(tretar = 1010aﬁos), por ello son sistemas sin colision. Sin embargo en los cimulos globulares
N = 10° y el tiempo de cruce teyuee ~ 10° afios, lo que implica que el tiempo de relaja-

Cién trear ~ 102, por lo que los encuentros estelares pueden ser de importancia en la vida
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del ctimulo (10'° anos). De hecho, en el ntcleo de un ctimulo globular, dénde #..,c. es muy
pequeno y N = 10, los encuentros juegan un papel importante; esto los hace sistemas con

colision, y los encuentros de marea entre las estrellas se vuelven importantes.

3.2. Orbitas Estelares

Analizamos las érbitas de las estrellas moviéndose en un potencial que no cambia en el
tiempo y es simétricamente esférico, el potencial Kepleriano. Recordemos que una fuerza
central, por definicién, es una fuerza que apunta radialmente y su magnitud solo depende de
la distancia a la fuente:

Fr) = —vvir) = -4 (3.11)
dr

Las caracteristicas del movimiento de una particula, en este caso una estrella bajo la accion
de una fuerza central son: 1) conservacién de la energia total (V x F' = 0) y 2) conservacién

de momento angular orbital:
L:fxp:cfi—f:%xp+f%:@xp+f><F:@><m‘+f><F:0, (3.12)
pues F o 7. Una consecuencia de la conservacién del momento angular: cuando una particula
estd sujeta a una fuerza central, su movimiento tiene lugar en un plano, por lo que con dos
coordenadas se puede describir el movimiento. Consideremos entonces una estrella de masa
m sujeta a una fuerza central descrita por el potencial V(r). Sean r y 6 las coordenadas

polares en el plano de movimiento. El Lagrangiano del sistema es:
1 2 242
L= ém(r +7r°0°) =V (r). (3.13)
Al variar r y 6 obtenemos las ecuaciones de movimiento:

mit = mrf? — V'(r),

@ B d(mr20) _0 (3.14)
dt dt '
Usando 6 = # reescribimos mi = er 5 — V/(r). Multiplicando por 7 e integrando respecto
at:
1 L?
27+ (g +V0)) = B, (3.15)
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donde E es una constante de integracion que se identifica como la energia. El término 5
se conoce como barrera centrifuga, su efecto es mantener a la particula alejada del origen.
Para dar solucién a las ecuaciones de movimiento 3.14, la ecuacion de energia 3.15 y la de
momento angular L = mr20 hay dos maneras: 1) resolver r en términos de 6, lo cual da la
informacién de la trayectoria , y 2) resolver r y # en términos de t, lo que da la informacién

en determinado tiempo.

Encontrando ()

Podemos eliminar el término dt de la ecuacién 3.15 y de L = mr20, dejando sélo el término
2 de lado izquierdo de la ecuacién 3.15, después dividiendo entre el cuadrado de L = mr20

los factores dt? se cancelan, entonces:

Ldr\2 2mE 1 2mV(r)
— ) = S S 1
(7“2 d@) L? r? L? (3.16)
A continuacion definimos u = %, entonces puedo escribir 3.16 como:
duN2?2 2mE ,  2mV (1)
) = — - _ur, 3.17
() =7 7+ (3:17)
Para érbitas cerradas, la ecuacién d9 =0, ¢
2m(V(3) - F
u%—m(u) )zo (3.18)

L2

Las soluciones son las raices u; y us entre las cuales la estrella oscilara radialmente mientras
gire en . La érbita esta contenida en un radio interno r; = i llamado periastro y un radio

externo ro = é llamado apoastro.

Encontrando r(t) y r(6)

El periodo radial t(r) es el tiempo que le toma a la estrella viajar del apoastro al periastro

y de regreso. De la ecuacién 3.15 tenemos:

L2
—i¢ (E—V(r (3.19)
m

o2’
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Entonces el periodo radial es:

2 dr
qugA e E (3.20)

mr2

Viajando del periastro al apoastro y de regreso, el angulo azimutal 6 crece una cantidad:

T2 T2 L
A%ﬂ/ %wzz Lo, (3.21)

2
) r mradr

Sustituyendo 3.19 tenemos:

g 2L / dr , (3.22)

por lo que el periodo azimutal es:
t(0) = —t(r). (3.23)

Para encontrar 6(t) invertimos. La rapidez angular promedio de la particula es QT—: En general

% no es un numero racional, por lo tanto la érbita no es cerrada.

Potencial Kepleriano

Queremos obtener 7(6) para un potencial gravitacional. Consideramos dos masas m y M,
donde M > m, y M se encuentra en el origen del sistema. El potencial Kepleriano esta dado

por:
a GMm

- = ) .24

Vi) =% == (321)

Entonces, sustituyendo en 3.17 tenemos:

duN2 2mFE 2mau
<@) - -+ 2 (3.25)
Completando el cuadrado:
du\ 2 ma\2 2mE mao\ 2
<@) :_<y_L2) T +(L2>’ (3.26)
y definiendo 2 = u — 73 se tiene:
dz\2 2mE 2FE 2
(@> = -2+ =5 (1+ ma2>' (3.27)
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Definiendo B = (%) 1+ 277%22 tenemos:

e 29

cuya solucién es:

z = Bcos(0 — ). (3.29)

Hacemos una eleccién de ejes de manera que 6y = 0. Entonces:

1
<= 1 2 2EL?
r=u— &~ Beosf =~ ma:>__ma+\/<ma> (1+ )cos@. (3.30)

L2 L2 r L2 2 mao?
Entonces: )
== % (1 + e cos 9), (3.31)

donde ¢ es la excentricidad de la érbitas:

2E12

=1/1 ) 3.32
£ e (3.32)
Analicemos algunos limites:
L2
Tmin = — 77—
ma(l +¢€)

se obtiene cuando el lado derecho de la ecuacion 3.31 alcanza su méximo valor.

L2
Tmazx = — 77 >
ma(l —¢)
depende sie > 16 e < 1. Aqui el caso ¢ < 1.
Tmaxz = OO,

si e > 1 A continuacién se muestran las érbitas para distintos valores de ¢.

Circulo (¢ =0) De acuerdo a 3.32 entonces E = —2”532, La particula estd atrapada en un
pozo de potencial, donde rmin = Fmer = L.

Elipse (0 <e < 1) De 3.32 se tiene ’;’322 < E < 0. Hay una r,,;, y una r,... La particula

oscila entre ellas. Como la energia es negativa, la particula estda atrapada en un pozo de

potencial.
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2

_ L e
Ve () = 2mr? T Ferr (7)
& {-rmin = Fmax t ____________ E
= ’ E ; ,
------- E
(a) Potencial efectivo  (b) Potencial efectivo  (c) Potencial efectivo  (d) Potencial efectivo
para érbita circular. para Orbita eliptica. para Orbita parabdli- para érbita hiperbdli-

ca. ca.

Figura 3.2: Orbitas posibles para un potencial Kepleriano.

Parabola (¢ = 1) Haciendo referencia a 3.32 ¢ = 1 & E = 0. Para particulas que cumplen
este caso, su velocidad se aproxima a cero cuando r — oo, podemos entonces definir v,.
Entonces tenemos un caso donde 7., = % Y Tmae = 00. En la grafica de la figura 3.2c
observamos que la estrella no oscila en direccion r, sino que se mueve hacia r — 0, da la
vuelta en r,,;, y viaja a infinito para siempre.

En el caso de un objeto compacto acercandose a otro, la velocidad que adquiere la estrella
que se aproxima, debido a la aceleracién gravitacional es bastante grande comparada con
la velocidad estelar de dispersién de los ctimulos globulares (~ 10°m/s). Supongamos por
ejemplo una estrella de neutrones con masa m = 1.4M©® y radio 11500m que se acerca a un
agujero negro de masa M = 4.5M©®. Cuando la estrella se encuentra a una distancia de 4
veces su radio del agujero, la velocidad que tiene serd del orden de 10® m/s. En estos casos

se puede asumir que los encuentros seran parabdlicos, con E,.p;:; = 0 en infinito.

Hipérbola (¢ > 1) En éste caso E > 0, por lo que las estrellas no estaran ligadas, llegan

a 0o con energia de sobra y 1,4, = 00.

3.3. Fuerzas de Marea

Los encuentros estelares (perturbaciones gravitacionales de la érbita de una estrella sobre
otra) influyen en la estructura del sistema estelar de muchas maneras; por ejemplo, en sistemas
muy densos, como los nticleos de los ciimulos globulares, dos estrellas pueden pasar tan cerca
que parte del material de una estrella sentira la atraccion gravitacional de la otra y creara una
cola de marea o sufrirdn una colision fisica; es decir, se pueden dar encuentros ineldsticos.

En este caso, no se puede tratar a las estrellas como masas puntuales; durante estos
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encuentros la disipacién de energia cinética en las colisiones causa que la energia cinética
total del sistema decrezca. Aunque no haya contacto fisico (colisién), las mareas violentas
creadas en el acercamiento en donde la separaciéon minima entre los centros es menor que la
suma de los radios estelares, pueden disipar tanta energia que las estrellas se capturan entre
si formando un sistema binario. En otros casos las estrellas pueden colisionar en una sola

estrella.

El tiempo de colisiéon para éste tipo de encuentros es t., x v la tasa de colision, es de-

cir el nimero promedio de colisiones fisicas que una estrella sufre por unidad de tiempo,

1
tcol,* ’ _
m. Consideramos un encuentro con velocidad inicial relativa Vj y pardmetro de impacto b. El

esta dada por Supongamos un cimulo donde todas las estrellas tienen la misma masa
momento angular por unidad de masa reducida de las particulas es L = bVj. La distancia de
maximo acercamiento es I, y en este punto la velocidad radial es cero. Por ello el momento

angular es L = R,V 4z, donde V4, es la velocidad relativa en R,. La energia en el centro

de masa es E = —%,u\/2 — GTmz, donde p = ]\%fﬁz = %m es la masa reducida. Igualando la
energia en R, y R — oc:

1 1 Gm?

—mVy = -mV,2 ., — : 3.33

4m 0 4m max Rp ( )
Por conservacién de L, podemos escribir:

4GmR
b’ = R + T” (3.34)
0

Si suponemos que R, es igual a la suma del radio de las dos estrellas, la colisién solo ocurrira si
el parametro de impacto es menor que el valor de b determinado por la ecuacién anterior. Sea
f(04)d?v, el ntimero de estrellas por unidad de volumen con velocidades entre v, a ¥, + dv,.
El niimero de encuentros por unidad de tiempo con parametro de impacto menor que b que

sufre una estrella es:

/ [ (0a) b Vod®* (3.35)

donde Vi = |v — 0,| y U es la velocidad de la estrella analizada. La ecuacién 3.35 es igual a

1
tcol,*
multiplicamos por f(v/n), donde n = [ f(0)d®v es la densidad de estrellas. Entonces:

Veol x = para una estrella con velocidad v; para obtener un valor promedio de vy x,

1_7r

/f(z‘;)f(@a)b% — T |d*0d>D,. (3.36)

tcol n

Utilizando una distribucién Maxwelliana de velocidades con dispersion o, sustituyendo b de
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la ecuacién 3.34, sustituyendo @, por V = ¥ — ¥,, y reemplazando ¥ por Ue, = 0 — %‘7, la
velocidad del centro de masas; tenemos:
1 n 2 2 2 4GmR —
R — (W2 +V2/4) o (R2V _P>d3 S Cive 3.37
teor  Sm206 / ¢ /T % Ve ( )
La integral sobre v, es:
/ e veml 7 Pug, = 7203, (3.38)
por lo que:
1 1/2 00
T / eV (VB R2 4 4GmVR,)dV, (3.39)
tcol,* 203 0 P
lo cual nos deja:
1 4/7tGmnR
Veolx = 7 = 4\/EnaR12, + M. (3.40)
col, % o

El primer término se puede derivar de teoria cinética. El segundo término representa la
correccién en la tasa de colision por un enfoque gravitacional: la defleccion de trayectorias
por la atraccién gravitacional de dos estrellas.

En [15] se da la tasa de colision para todas las estrellas del ctimulo (Vey = NVeo ) asumiendo
diferentes tipos de objetos estelares i, distribuidos homogéneamente en un nicleo homogéneo
de radio r., cada objeto tiene nimero fraccional f; < 1, densidad n. y las estrellas siguen

una distribucion de velocidades Maxwelliana con dispersion o,:

. _ 2 r 3 o —1 M +M2 R .
ey B (Y () (M ey
Veol x Y 5 \105pe-3/ \0.1pe/ \10kms— Mo/ \10km /)’

(3.41)

donde 015 = 1 si los tipos 1 y 2 son iguales, y 415 = 0 en otro caso. Las estrellas tienen

masa M; y su separacion en el periastro es R,,;, = R1 + Rs. Un encuentro entre dos estrellas
en donde la minima separacion es varios radios estelares provocara mareas violentas en la
superficie de cada estrella. La energia que excita las mareas es el resultado de la energia
cinética y la fuerza de gravedad de las estrellas lo cual puede dejar un sistema ligado. Varios
pasajes por el periastro disipardn mas energia. Este mecanismo de formacién binaria es
llamado captura por mareas. El tiempo de captura por marea, para encuentros dominados
por enfoque gravitacional es similar al tiempo de colisién [3, 15]. La seccién eficaz para

captura por marea en un cumulo globular es [15]:

Smarea = a(~2) R, (3.42)
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donde v, es la velocidad de la estrella en infinito, v, es la velocidad de escape en la estrella
secundaria, a es la amplitud para los encuentros entre distintos tipos de estrellas y 5 es un
parametro que para un enfoque gravitacional tiene el valor de 2.

Como podemos observar, el tiempo de colisién en nicleos de cimulos globulares es de
importancia, por ello vale la pena hacer el estudio de la interacciéon de objetos compactos en

ellos.

Radio de Marea

La fuerzas de marea resultan de la diferencia en la fuerza de gravedad en diferentes puntos
de un cuerpo en movimiento. Considerando dos cuerpos de masas m y M, con radios Ry y R»
respectivamente; la fuerza de marea que siente m debido a M a una distancia r es (Figura

3.3):
2GMmR;

F ==

(3.43)

Calculamos a continuacién la distancia minima 7,,;, a la cual la estrella de masa m puede

M

—= m

Figura 3.3: Ejemplificacién de la estrella primaria M y secundaria m a una separacién 7.

acercarse a la estrella M sin ser destruida debido al campo de marea de esta tltima. De la
ecuacion 3.33 y de la Ley de Gravitacion de Newton que mantiene unida a la estrella m,

F =572 podemos escribir:
2

M 1/3
Fonin = Ro (2—) . (3.44)
m
Este limite se conoce como Limite de Roche. A continuacién definimos el radio de marea
haciendo de la ecuacién anterior: p(Ry) = p(r), dénde p(Ry) = 25 y p(r) = 2. Por lo que
2
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el radio de marea es:
M\ 1/3
) R,.

Tmarea = (_
m

(3.45)

Las fuerzas de marea provocan distintos efectos sobre los objetos. La gravedad de la estrella
masiva, provoca una fuerza de marea en la estrella menos masiva, lo cual rompe el equilibrio
gravitacional de esta ultima y provoca que se forme el llamado bulbo de marea. La deformacion
de la estrella menos masiva se da en el eje sobre el cual se encuentra la estrella masiva,
quedando entonces un elipsoide,? es decir la fuerza de marea producida por la estrella masiva
M sobre la estrella menos masiva m, distorsionara la forma de m de manera que esté alargada
a lo largo del eje orientado hacia M, y en el eje perpendicular a la direccion de M, la
dimension de m se verd reducida. Observemos que la estrella de masa m tardara un tiempo
en regresar al equilibrio. Sin embargo, si la estrella esté girando, entonces el bulbo creado ya
no se encontrara en direccién del eje de M. Su posicion dependerd de si la frecuencia orbital
es mayor que la frecuencia rotacional o viceversa. Como consecuencia de la formacion de
bulbos de marea, habra una torca resultante: la cual serd mayor si el periodo orbital es igual
al periodo de rotacién. El acoplamiento por mareas se da cuando la torca resultante logra

sincronizar la rotacién de m con su periodo orbital.

Se supone conservacién del momento angular debido a que el momento angular inicial
transferido a la rotacién es muy poco debido al relativamente pequeno radio estelar de giro.
Para obtener resultados més exactos de las condiciones para que se dé captura por marea,
la excitacion de los modos normales individuales debe considerarse, al igual que el calor
producido por todos los modos. Un anélisis de este efecto ha tomado el movimiento parabolico
de dos estrellas en cuenta, se ha dado una aproximacién valida para R,/R, > 3 [15]. Este
valor corresponde a w, ~ Weys.; dénde w, es la frecuencia angular del encuentro que va como
wy ~ 2wa(Ra/ Ry)*?, con wy = (GMa/R3)Y? v wys. es dos o tres veces wy [17].

La estrella de masa M también sentird el acoplamiento de mareas, sin embargo éste serd débil,
pues el efecto gravitacional de m es pequeno. Una manera de parametrizar los encuentros es
comparando la fuerza del campo producido por la estrella primaria M = M sobre la estrella

secundaria m = Ms:

M, R§> 1/2
_ i 3.46
7 (Ml Ry (3.46)

donde M; y M, son las masas de las estrellas primarias y secundarias, R, la distancia al

3Se puede hacer un estudio de la interaccién de estrellas de neutrones y agujeros negros, considerando
estrellas inicialmente con forma de elipsoides; sin embargo para el presente trabajo se consideraron esferas
sin perturbaciones.
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periastro. Definimos ¢ = % Podemos escribir la distancia al periastro como:
R, = R3¢ /3. (3.47)

Con esta parametrizacion podemos estudiar encuentros puramente gravitacionales o que estan
acompanados de colision directa. Observemos que para 1 ~ 1 se dan colisiones donde la es-
trella secundaria se destruye completamente; mientras que para n > 1, se tiene un parametro
de impacto muy grande. Este pardametro también puede pensarse como el cociente entre la

R3
GM;

escala dindmica de tiempo de la estrella que va como Tgyg ~ ( )2y la duracién del
encuentro [15].
Para estrellas compactas, el momento angular se pierde debido a la emisién de ondas

gravitacionales. De igual manera debe considerarse la eyeccién de masa [15].



Capitulo 4

Emision complementaria a la colision

4.1. Acrecion en agujeros negros

El proceso mediante el cual las estrellas capturan material estelar es llamado acrecion. La
extraccién de energia potencial gravitacional de material acretado de un objeto compacto es

un mecanismo poderoso para producir radiacién de altas energias [5].

Para un cuerpo de masa M y radio R, la energia potencial gravitatoria liberada por la

acumulacion de una masa m en su superficie es:

GMm
AE, = " 41
= (4.1)

veamos de esta ecuacion que la energia liberada mediante acrecién es bastante grande siempre

y cuando el objeto sea suficientemente compacto. A mayores % mas grande serd la eficiencia.

Para % dada, la luminosidad de un sistema que acreta depende de la rapidez M ala
que la materia es acretada. A luminosidades altas, la rapidez de acrecién puede controlarse
por el momento transferido de la radiaciéon al material acretado por absorcion y dispersién.
Esto lleva a la existencia de una luminosidad maxima para una masa dada [uminosidad
de FEddington, esta luminosidad asociada a acreciéon quasi-peridédica dice a qué presién de
radiacion se balancea la gravedad. Suponiendo que el material acretado es principalmente
hidrégeno totalmente ionizado, la radiacion ejerce una fuerza sobre los electrones mediante
dispersién Thompson (la seccién eficaz de los protones es ~ 107® veces més pequena que la

de los electrones), entonces la luminosidad es:

drGMcem,

~ 1.3 x 10%%erg s~ 1, (4.2)
or

Lgga =

58
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con M la masa del objeto que acreta y m,, la masa del protén. A luminosidades mas grandes
la presién de radiacion excederia la atraccién gravitacional hacia dentro y la acreciéon se
detendria. El limite de Eddington implica un limite en la tasa de acrecién M si se considera
que la luminosidad de acrecion es Lggg = Loce = %, de donde:

M= 1018<10%>g sl = 1.5 x 10_8<10%>M®yr_1. (4.3)
En el caso de un agujero negro, mucha de la energia acretada podria desaparecer dentro del
agujero y se anadird como masa de éste en lugar de ser radiada. Se puede anadir un parametro
a L4 que mida con qué eficiencia la energia de masa en reposo del material acretado se
convierte en radiacién. Sin embargo, de acuerdo con [5] este pardmetro comparado con el de
una estrella de neutrones no es més eficiente para el agujero negro pese a su menor didmetro.
Podemos hacer una estimacion del rango espectral de la emisién de objetos compactos que
acretan. Podemos definir el espectro caracteristico de la radiacién que emita mediante una
temperatura T,.q, donde la energia del fotén es F.itiqa = hv.

Para la luminosidad acretada de una fuente de radio R, definimos la temperatura 7}, como

la temperatura que tendria si radiara como cuerpo negro. Entonces T, = (-Zaze )1/, Por otro

anR20
lado definimos T}, como la temperatura que el material acretado alcanzaria si su energia
. o . s GM
potencial gravitacional fuera convertida todo en energia térmica, entonces Ty, = TJZLP'

Cuando el flujo de acrecién es opticamente grueso, Trq.q ~ Tin; en cambio si el material es
6pticamente delgado, T,qq ~ Ty. Por lo que se esperaria que Ty, < Troq < Ty De esta manera
el material acretado en objetos compactos tendria energias entre 1keV < hr < 50MeV; por
lo que serfan emisores de rayos X fuertes o posiblemente rayos 7. El limite de Eddington
se esquiva si el principal agente de enfriamiento no son fotones emitidos, sino emision de
neutrinos. La seccion eficaz de los neutrinos es muy pequena, por lo que la luminosidad

asociada y la tasa de acrecion correspondiente serdn mucho mas grandes:

B, \-2, M
Liady =8 1053( v ) ( ) -1 44
Edd, X 50MeV M® ergs -, ( )
Y M £, -2
M ,,:0.4( )( v ) Mg 45
Edd, Mo/ \50Mev/ O° (45)

Definimos la temperatura de Eddington en este caso como la temperatura de cuerpo negro



Capitulo 4. Emision complementaria a la colision 60

si una luminosidad Lggq, emergiera de una estrella de radio R, lo cual da una energfa [1]:

KT pad, ~ 45( ]\JZD ) (5054”6\/) P Mev. (4.6)
Este calculo fue hecho para el caso de creacién de pares de neutrinos.

Los Destellos de Rayos Gamma (GRB por sus siglas en inglés) son destellos de radiacion
a energias bajas y altas de rayos gamma. A los brotes que duran menos de dos segundos se
les ha asignado la clasificacién de cortos (SGRB) y aquellos cuya duracién es mayor han sido
clasificados como largos, los SGRB tienen relativamente mas rayos gamma de altas energias
que los largos [11]. Se cree que los progenitores de ambos tipos de GRB’s son distintos, las
fuentes de SGRB’s estan asociadas a poblaciones estelares viejas. Algunos tipos de progeni-
tores de SGRB propuestos son: binarias de estrellas de neutrones, fusiones de agujeros negros
con estrellas de neutrones, fusiones de agujeros negros con enanas blancas o la colisién de
enanas blancas [14]. En cimulos globulares este tipo de encuentros podria darse. Dado que
la acrecién por objetos compactos (estrellas de neutrones o agujeros negros) como hemos
notado, libera gran cantidad de energia durante la formacién del disco de acrecién a partir

del material eyectado se cree que este tipo de sistemas son los progenitores de los SGRB’s.

4.2. Ondas Gravitacionales

Las ondas gravitacionales son perturbaciones en el espacio-tiempo que se propagan a la
velocidad de la luz, y son una prediccion de la teoria de la relatividad general. Recordemos
que las ecuaciones de campo de Einstein 1.16 no son lineales. Una manera de poder apreciar
las propiedades de estas ecuaciones es mediante la teoria de campo débil con la cual logramos
una linealizacién de 1.16.

En la aproximacion de campo débil, consideramos que el espacio-tiempo es plano ante per-
turbaciones, por lo que los términos de segundo orden son insignificantes. Entonces podemos
escribir a la métrica como:

G = N + Py || < 1. (4.7)

Dénde 7, es la métrica para el espacio de Minkowski (espacio-tiempo plano) y h,, es la
perturbacion del espacio-tiempo. Utilizando esta métrica podemos linealizar el tensor de
Ricci haciendo uso de su definicién en términos de los simbolos de Christoffel, entonces:

1

R = 505+ = M = ), (4.8)

e v, p,o pv,o
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donde h = h® = n*¥h,s. Después de una contraccién adicional, se encuentra que las ecuacio-
nes de Einstein 2G,, = 1677, se pueden escribir como:

ooy o = B = By — (B2 — B) = 167, (4.9)

pony vo,p pv,o

Al escribir G, y de acuerdo a la definicién del tensor de Einstein vista en el capitulo 1,
se tendran muchos términos. Sin embargo, la expresion se puede simplificar definiendo a
71,“, = hy — %nm,h. Bajo esta definicién, las ecuaciones de campo débil de Einstein son:

+ h,

vo, [

Ta raB T
—ha— nuyhga + R = 16771, (4.10)
El primer término es el d’Alambertiano del espacio plano. Para cualquier situacion fisica se
puede elegir el gauge de manera que Bf‘aa = 0. A éste se le conoce como gauge de Lorenz. De

esta manera, las ecuaciones en teoria linealizada se vuelven:
Oh, = 167T,,. (4.11)
Si hacemos el estudio en un espacio vacio (7),, = 0), entonces las ecuaciones se escriben como:
Ohy,, = 0. (4.12)

La ecuacién de onda anterior tiene como solucién a la onda plana monocromatica dada por:

Py = Cpe™e™, (4.13)

donde C),, es un tensor sin traza simétrico y constante, con componentes C,g = Cp, = 0, y
que contiene la polarizacién de la onda; como la onda plana tiene dos grados de libertad en
amplitud, entonces sélo hay dos polarizaciones posibles (hy y hy ). El vector de onda satisface
Kok® =0y CuoK* = 0. La frecuencia de la onda estd dada por: w = (k7 + k. + £2).

Si tomamos la direcciéon de propagacion de la onda en la direccién z, las polarizaciones

de la onda s6lo son funciones de ¢ — £ e introduciendo los tensores de polarizacion et y e

R S T S ‘
de manera que e;, = —e,; =1, —e; = e, =1y las demds componentes sean cero, podemos
escribir a la onda gravitacional como:
TTr + X
hig = hyej, + hxeg. (4.14)

Para analizar la radiacién gravitacional usamos la norma TT (Traceless-Transverse); las
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o OO

O EEEO R

Figura 4.1: Efecto de ambas polarizaciones de las ondas gravitacionales en un anillo de particulas. La
direccion de la onda es perpendicular al anillo. Se muestra el efecto de las ondas polarizadas hy y h, para
distintos tiempos.

caracteristicas de esta norma son: 1) hOTE = 0, solo sus componentes espaciales son no nulas,
™ . . . . . “ e,
2) higr = 0 las componentes espaciales tienen divergencia cero, 3) Ohjr = 0y 4) la condicién
de traza nula. Cuando una onda gravitacional interacciona con un cuerpo con fuerzas internas,
el objeto oscilara de acuerdo con sus ecuaciones de movimiento estandar, las oscilaciones se

produciran por una fuerza de onda gravitacional
R

actuando sobre cada elemento de masa m, & es el desplazamiento del elemento de masa
respecto a su centro de masa. Dado que las ondas gravitacionales son ondas transversales, el
cuerpo con el que choquen se deformara en direcciéon de vibracién de la onda, y en el plano
perpendicular a éste cuando la accién del campo deje de actuar (Figura 4.1). Como las ondas
gravitacionales ejercen fuerzas y realizan trabajo, deben tener energia y momento. El tensor

de energia-momento para ondas propagandose en la direccién z es [27]:

TOz_Tzz_ 1 02
c 2 16nG

00 P2 PN\2
™ = ((ha)™ + (hx)7). (4.16)
T% es la densidad de energfa, T el flujo de energia y T%* el flujo de momento. A esta
ecuacion se le conoce como tensor de Isaacson.
A continuacién queremos calcular cuanta radiacion gravitacional emiten masas aisladas
en un sistema casi Newtoniano cuando se mueven una alrededor de la otra. Para obtener un

orden de magnitud estimado, podemos utilizar una aproximacion cuadrupolar. El momento
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cuadrupolar de masas 1, es:
Ly = Zma [a; 10 5jk( )2]. (4.17)

La potencia de ondas gravitacionales liberada en términos del cuadrupolo estda dada por [27]:

1G
LOG = 5—5<1l2> = —

1G

5 5<{]k,{]k> (4.18)

El momento angular que se pierde por ondas gravitacionales esta dado por [27]:

dJ; 2G B
i —3—56 —ijkd T km, (4.19)

de donde notamos que no hay pérdida de momento si la fuente es axisimétrica. A continuacién
haremos una estimacién de la luminosidad L de la radiacién gravitacional; para ello notemos

que:
MR?  Mv?
I]k ~ 3 ~ ,
T R

donde M, R,T y v son la masa caracteristica, el tamano, la escala de tiempo y la velocidad

(4.20)

de la fuente, respectivamente. Entonces de la ecuaciéon 4.18 tenemos:

dE G M2 T'Sch 6
a~elw) () (4:21)
donde Ly = g = 3.6 x 10° erg s7!. De la ecuacién anterior se observa que la méxima

luminosidad se obtiene para objetos compactos, es por ello que éstos son fuentes importan-
tes de ondas gravitacionales. La energia gravitacional radiada por un sistema no esférico

autogravitante en un tiempo dindmico 7" es [27]:

Tsch)7/2

AE ~ LogT ~ Mc (R

(4.22)

La mayoria de las fuentes de ondas gravitacionales se encuentran en sistemas binarios [18],
calculamos la potencia emitida en un sistema de este tipo. De acuerdo a las leyes de Kepler,
dos estrellas de masas m; y msy , que se encuentran a una distancia r y que se mueven en

una oOrbita circular en torno del centro de masas en comun tienen una frecuencia angular w:

W2t = my + my = My, (4.23)
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Siry y 79 son las distancias de cada una respecto al centro de masa, entonces mqr; = mary =

mimsg
m1+m2

eje de rotacion y ¢ en angulo azimutal del eje x a la linea que une las masas, las componentes

pr, donde p = es la masa reducida del sistema binario. Considerando al eje z como el

del tensor cuadrupolar de masas estan dadas por:

1
tow = §ur2 cos 2¢ + cte,
1
1, = —§,ur2 cos 2¢ + cte, (4.24)
1
Iy =Fp = 5,”2 sin 2¢.
Las amplitudes retardadas de las ondas gravitacionales emitidas durante la interaccion entre

el sistema binario para un observador que se encuentra a una distancia ry a lo largo del eje

donde se localizan las masas del sistema binario estan dadas por [21]:

1 . .
rohs = 5G(H — 1) (4.25)
Y 1
’l“ohx = 0_42G¥xy (426)

Recordemos que ¢ = wt, entonces sustituyendo en la ecuacién 4.18 encontramos que:

32 G4 (m1 + mg)(m1m2)2
Log=—— ) 4.27
OG 5 5 i ( )

Para el caso de érbitas que inicialmente no son circulares, sino elipticas por ejemplo, hay
funciones de correcciéon adimensionales en términos de la excentricidad que multiplican a la
potencia radiada. Por ejemplo, en el caso eliptico la luminosidad esta dada por Cfi—f = Logf(e),
_ 73.2 | 374 2\—7/2 : P, y

con f(e) = (1 — Be? 4 214)(1 — £2)~7/2 [18]. Conforme el sistema binario pierde energfa por
la emision de radiacion gravitacional, las estrellas comienzan a caer en espiral una respecto
a la otra. Estos son los efectos de la reaccién de radiacién, que en éste caso estara dada

_ dE _ _ 32 G* (mitma)(mime)®

como —Log = 5 = —F 5 5

lo que las fuerzas de frenado de reaccién de radiacién actian aqui con mayor fuerza. Este

. La radiacion se emite primero en el periastro, por

efecto utiliza parte de la energia cinética de las estrellas, en consecuencia la érbita se vuelve
cada vez mas circular. La pérdida de energia lleva a que la separacién r del sistema binario
decrezca y por ende hay un decrecimiento en el periodo orbital 27 /w. El tiempo ¢, en el cual

r — 0 es:
5 ¢ rt

" 256 GB (my + ma)(mams)’

to (4.28)
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La pérdida de momento angular para dérbitas circulares esta dada por:

dJ  32G"?
% = —3?(m1m2>2<m1 + m2)1/2. (429)
Finalmente la aceleraciéon de la reaccién de radiaciéon para cada componente del sistema

binario estd dada por [13]:

_ m dE 0y

_ 7 4.30
4 ma(my + my) dt (vg)? ( )
a = 2 i€ _o (4.31)

oy (mq 4+ my) dt (v1)?’

donde v, es la velocidad de la estrella 1 y vy la velocidad de la estrella 2.

4.3. Reacciones nucleares secundarias

El proceso-r (rapido) es un proceso de nucleosintesis donde se da captura de neutrones para
elementos radiactivos. Este se da para sistemas donde la temperatura es bastante alta y la
densidad de neutrones es muy grande. Los ntcleos creados debido a la colision de neutrones
con otros nucleos son inestables ya que un ntcleo de Z fija no puede anadir neutrones
indefinidamente atn en la presencia de un flujo intenso de ellos, su energia de amarrre )
se volvera progresivamente débil conforme se annadan mas neutrones, hasta que ésta caiga a
cero. Por ello, este tipo de sistemas decaen rapidamente formando nuevos nucleos estables
pero ricos en neutrones.

En la creacién de nicleos pesados mediante proceso-r, las reacciones que gobiernan el
decaimiento de los ntcleos inestables son las reacciones (n,7), (v,n), decaimiento beta y la
fision inducida por neutrones. La ecuacién general para la creacion de nicleos en el proceso-r

es [1]:

dn(A, Z)

T = M(A = L2)n(A = 1,2) = M(A Z)n(A, Z) + Aa(A, Z = 1)n(A, Z = 1)

(A, Z)n(A, Z) + M(A+ 1, 2)n(A+1,Z) — M\ (A, Z)n(A, 2)+

términos debido a fision paraA 2 260,
(4.32)
donde N\, = 1/7,, = 0,00, A\g = 1/753 = cte/T/VB5 y Ay =1/7, = 0, = 0,cn, son las tasas
de (n,7),(v,n) y el proceso respectivamente. o, es la seccién eficaz para (n,7) v 0gamma 12

seccién eficaz para (v,n), v, y n, la velocidad y densidad de neutrones responsables de las
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reacciones (n,7), n, es la densidad de radiacién v y Wjs es la energfa de decaimiento beta.
Se tiene para este proceso que A\, > Ag.

Se han discutido varios eventos para que se dé el proceso-r. Las observaciones de abundan-
cias en estrellas pobres en metales sugieren una asociacién con estrellas masivas de primera
generacion, especialmente supernovas; otras sugerencias son la fusién de una estrella de neu-
trones con otro objeto compacto, pues célculos recientes muestran que suficiente materia se
eyecta en esta fusién [31].

Durante un encuentro entre una estrella de neutrones y un agujero negro, las torcas
de marea remueven de manera violenta energia y momento angular en forma de colas de
marea al final del evento de destruccion, las cuales se extienden algunos kilémetros. Como
consecuencia, parte del fluido queda desligado gravitacionalmente, de esta manera se eyecta
dindmicamente material rico en neutrones. Su descompresién subsecuente podra sintetizar
elementos radiactivos mediante proceso-r, y contribuir a la abundancia observada de ele-
mentos pesados en el universo. El decaimiento radiactivo consecuencia del proceso-r, podria
entonces, encender radiacion electromagnética, como por ejemplo un fenémeno 6ptico fugaz
[23]. Hay que mencionar que la conversién més eficiente de energia radiactiva a radiacién es
suministrada por aquellos isétopos con escala de decaimiento comparable con el tiempo de
difusién radiativa a través de la eyeccion [23]. Observemos que en un encuentro de estrella
de neutrones-agujero negro, las masas eyectadas y por ende la descripcion del proceso-r que

conlleven, dependerd de la ecuacién de estado utilizada para describir al politropo [0].
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Método SPH

Muchos de los procesos que se observan en el universo se han modelado mediante procesos
de dindmica de fluidos. Para una gran cantidad de procesos astrofisicos hay que resolver las
ecuaciones que describen el movimiento de los fluidos en campos gravitacionales intensos y
en ocasiones con campos magnéticos. Para dar solucién hay que resolver las ecuaciones de
Navier-Stokes acopladas con las ecuaciones de campo de Einstein y las ecuaciones de Maxwell.

Analiticamente ésto es imposible, solo las aproximaciones numéricas son factibles [24].

Dentro de los requisitos fisicos que necesita un método numérico se encuentran: i) una
adaptabilidad espacial, ya que generalmente hay ausencia de fronteras fijas, ii) buena mo-
delacién de lo que sucede durante y después de los choques, iii) gran firmeza del esquema
numérico, dado que las cantidades fisicas pueden variar muchos 6rdenes de magnitud entre
las distintas regiones del dominio de la simulacidn, iv) la conservaciéon numérica de cantidades
fisicas juega un papel importante en muchos problemas astrofisicos y, v) muchas preguntas
astrofisicas requieren tratar distintos procesos, mas alla de la dinamica del gas y la auto-
gravedad. El método conocido como Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) es un método
numérico lagrangiano, facil de trabajar, que permite el estudio de la evolucién de los sistemas,

da una buena resolucién y permite la conservacién de las propiedades fisicas de ellos [25].

5.1. Meétodos Euleriano y Lagrangiano

Para resolver un problema fisico numéricamente se deben discretizar las ecuaciones. Para

ello se puede hacer mediante el método Euleriano o el método Lagrangiano.

67
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Método Euleriano. En este método las coordenadas se encuentran adaptadas en una
malla fija, la cual, en general no cambia con el tiempo; sin embargo existen codigos de mallas
adaptativas. El calculo de las cantidades fisicas y sus derivadas se realiza en puntos fijos.

Este método no es éptimo para el estudio de sistemas que se expanden o contraen [25].

Método Lagrangiano. Las coordenadas se adaptan a las particulas, elementos del fluido
o campos que se mueven. Las cantidades fisicas y derivadas espaciales se calculan en distintos
puntos del espacio, pero siempre sobre un elemento. Es por eso que para sistemas como el
estudiado en este trabajo se utilizaran.

Suponiendo que el fluido que se analiza no tiene viscosidad, las ecuaciones que se estudian

son las ecuaciones de Fuler; que, desde una descripcion Lagrangiana son:

s Fcuacién de continuidad:

dp
- _ .5 5.1
i A (5.1)
s Fcuacién de conservacién de momento:
dv VP
P S 5.2
o ot f (5.2)

donde f son las fuerzas externas; si es que estdn presentes.

» La ecuacién de energia que sale de la primera ley de la termodindmica en el caso
adiabatico: 4 P

d—? =V (5.3)

donde u es la energia por unidad de masa. Las ecuaciones 5.1,5.2, 5.3 deben estar relacionadas

por una ecuacion de estado que vincule cantidades como la presién P, o la velocidad del sonido
¢s con cantidades macroscépicas del fluido como la densidad p o la temperatura 7' [25].

Una lista de los procesos fisicos que pueden implementarse mediante el método SPH

se dan en [19, 25]; algunos de ellos son: gravedad (que se puede tratar mediante cédigos

de arbol), ecuaciones de estado (dependiendo del tipo de problema puede ser tan compleja

como se desee, desde ecuaciones politropicas, o en el caso de problemas mas complicados,

por ejemplo estrellas de neutrones, donde se usan ecuaciones hibridas), viscosidad fisica,

conduccion térmica, combustion nuclear (aunque las escalas de tiempo de quemado nuclear

sean pequenas comparadas con la escala dinamica de tiempo del gas, se puede implementar

en el método SPH), campos magnéticos, radiacion de fotones y neutrinos (a densidades
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grandes por ejemplo, los fotones se encuentran atrapados y los neutrinos se vuelven agentes
de enfriamiento. Para densidades muy altas, por ejemplo estrellas de neutrones, o las regiones
interiores de un disco de acrecion alrededor de un agujero negro, la opacidad puede retardar
el escape de los neutrinos. Para modelar por ejemplo, la fusiéon de objetos compactos se
implementan los neutrinos en el método SPH mediante la aproximacién de particulas en la

malla y usando las alturas locales del disco para estimar las opacidades), etc.

5.2. EIl método

El método SPH es un método de interpolacién que permite que cualquier funcién se
exprese en términos de sus valores en un conjunto de puntos desordenados: las particulas
[19]; las cuales se mueven con la velocidad local del fluido, las derivadas se calculan mediante
la aproximacion de un kernel. De esta manera las ecuaciones diferenciales parciales de la
dindmica del fluido Lagrangiano se transforman en ecuaciones diferenciales ordinarias [25].

Describiremos aqui el método SPH Newtoniano.

5.2.1. Integral interpolante

La integral interpolante de cualquier funcién f (7) se aproxima por:

f(7) = /f(r’)W(r — 7, h)d>, (5.4)

donde la integracién se hace en todo el espacio, h es el pardmetro de suavizado y W es el
kernel de interpolacién que tiene dos propiedades: i) estd normalizado [ W (7 —#, h)d*r’ =1

y ii) limyp, 0 W(7 — 7, h) = 6(7 — 7). Para el trabajo numérico, discretizamos, entonces:
o Jooo
f(r) = E mbp—W(r — T, h), (5.5)
b
b

donde el indice b es la etiqueta de la particula, y la suma es sobre todas las particulas; la
particula b tiene densidad p,, masa my, posicion 7, velocidad vy, v el valor de la cantidad f

en 7y es f.

La densidad p(7) juega un papel importante en la deducciéon de las ecuaciones SPH a
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partir de un Lagrangiano. Esta se escribe en forma discreta como:
F) =Y mW(r -7, h). (5.6)

La manera de trabajar en el método SPH es mantener las masas fijas de manera que la
conservacion de masa sea perfecta y no haya necesidad de resolver la ecuacién de continuidad.
Dado que el kernel es una funcién que se conoce analiticamente, para calcular las derivadas,

podemos usar:

=Y %fbVW(f — 7 h). (5.7)
b

5.2.2. Discretizacion de las ecuaciones de Euler

A partir de la ecuacion 5.5 podemos discretizar la ecuacién de momento 5.2, entonces el

momento de la particula a es:

dva

=_—— Z —va W, (5.8)

donde V,W,, denota el gradiente de W (7, — 7%, h) tomado respecto a las coordenadas de
la particula a. Sin embargo, se puede demostrar que esta ecuaciéon no conserva el momento
[25]. La simetrizacién utilizada en este trabajo para la construccién de las ecuaciones SPH

de momento es la dada por [19] :
VP =2VPVVP. (5.9)

Por lo que la ecuacion de momento es:

dUa - Zmb(Q—P“Pb)VaWab. (510)

dt PaPb

La ecuacién discretizada de la energfa con esta simetrizacion queda [12]:

dua 4 Z (2\/P—Pb

= > Vab * \Y Wab (511)
PaPb
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Esta ecuacion junto con la ecuacion de estado y las ecuaciones 5.9, 5.6 forman el conjunto de

ecuaciones SPH. La divergencia de la velocidad es:

1
(V ’ @)a = _,0_ Z MyUgp - VOLI/Vab- (512)
¢ b

5.2.3. El kernel

El kernel puede variar; un kernel basado en ajuste polinomial por intervalos ha mostrado
bastantes ventajas en el desarrollo numérico, su error dominante en la integral interpolante

es O(h?) y las interacciones son exactamente cero para r > 2h (a esto se le conoce como

soporte compacto) [19]. Este kernel estd dado en tres dimensiones como:
(1 s 0sEen,
0 si 2<(3)

el kernel es radial, depende solo de r = | — 7|. La distribucién de las particulas depende del
kernel usado y la dinamica del sistema considerado. Una propiedad importante del kernel es
VWa = —ViWea. Y la derivada temporal de éste es:

dWab
dt

= Tap - Vo Wap (5.14)

La conservacion de las cantidades fisicas se garantiza si V,W,;, es simétrica en los parametros
de suavizado, lo cual se logra haciendo hy, = %(ha + hy), donde h, es la resolucién espacial

de la particula a y hy la resolucion espacial de la particula b.

5.2.4. Resolucién espacial

El término h determina la resolucién y el nimero de vecinos que contribuyen a las pro-
piedades en un punto. La eficiencia y resoluciéon son mayores, si se elige h que dependa de
la densidad de particulas local (h o p% en 3D)[19]. En el cédigo usado, las h, individuales
se ajustan de manera que tienen un nimero constante de vecinos v; sus vecinos son aquellos
donde %’; < 2. 51 Iy, es el parametro de suavizado para la particula b en el paso n, el valor

en el paso n + 1 es:
n

- () ()] o
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V™ es el nimero de vecinos en el paso n. Un valor de v = 64 da una buena muestra del fluido

y no requiere mucho tiempo computacional[l2].

5.2.5. Viscosidad artificial

En la dindamica de gas, ain cuando se tienen condiciones iniciales suaves, se pueden
producir soluciones discontinuas o choques hidrodinamicos. A escalas comparables con el
camino libre medio del gas estas soluciones son suaves; sin embargo a escalas macroscopicas de
una simulacién pueden aparecer discontinuidades. Para tratar este problema numéricamente,
se puede usar la viscosidad artificial'. Con dicho tratamiento se aade una disipacién artificial
extra al fluido. La idea de introducir los términos artificiales disipativos a las ecuaciones es
dar a las ondas un ancho comparable con el espacio de las particulas; de esta manera cuando
se produce una perturbacién en algin lugar del sistema, la onda que viaja no pasa de largo
a las particulas que se encuentran lejos del lugar donde se produjo el choque, esto es, se
puede "avisar” a las particulas alejadas lo que sucedié. Esto se da mediante una aceleracion
(desaceleracién) de las particulas. La viscosidad artificial estd dada entonces en términos
del campo de velocidades. La viscosidad artificial anade un término de presion Il a las

ecuaciones de Fuler, y ésta se "enciende” cuando las particulas se acercan.

2v/ P, P, 2v/ P, P,
(FL2) o (R, (5.16)
PaPb PaPb
donde II,;, estd dada por [10]:
Pa Pb
o = (=5 + =7 ) (—aptan + B1i2y), (5.17)
Py pb
con:
- ’Dab'T";abfa:‘be Dap * Tap < 0,
pap = Mol e (5.18)

0 Vap - Tap > 05
a y [ son constantes, ¢, es la velocidad del sonido en la posicién de la particula a, cqp =

%(ca + ¢p) v fo es una funcion para la particula a definida como:

_ |V'77|a
N |V'@|a—‘f_|v X@|a+77,;_i

Ja (5.19)

'Hay que mencionar que la viscosidad artificial no tiene nada que ver con la viscosidad fisica; sino que es
un método numérico para resolver a grandes escalas los efectos que se dan en escalas pequenas.
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donde el factor 1’ sirve para no permitir divergencias numéricas y la divergencia y el rotacional

del campo de velocidades estan dados mediante:

(V-0)a vaa VaWas, (5.20)

(V x ) p Zmbvba X VWap. (5.21)

En las simulaciones realizadas para este trabajo a = = 1.45, y n es un parametro pequeno

que también evita la aparicion de singularidades.

5.2.6. Ecuaciones finales

dé't“ = 9,. La fuerza sobre la

particula a se divide en las contribuciones de la fuerza gravitacional y la hidrodindmica. F,q

Las ecuaciones para una particula a se pueden escribir como

y F,y respectivamente. Entonces F,, g simetrizada y con los términos de gradiente de presion

y viscosidad artificial queda como:

Fyp == mqmy, (2 VFEulh | Hab> VoW, (5.22)
b

PalPb

donde Il estda dada por 5.17 y W, por 5.13. El valor de la energia térmica por unidad de

masa U, €s:

d““ — - Z ( p]: pf b4 Hab)@ab VW (5.23)

5.2.7. Cbdigos de arbol

Este tipo de implementacién se realiza con la finalidad de calcular las fuerzas gravitacio-
nales eficientemente. En un problema de N cuerpos, se debe calcular la interaccién de cada
particula con las N — 1 restantes; para lograr esto se requieren N? operaciones, lo cual hace el
trabajo bastante complicado. Un codigo de arbol permite realizar solo N log N operaciones,
lo cual permite trabajar con simulaciones de muchas particulas sin problema. Este método se
puede implementar en una subrutina, la cual proporciona simultdneamente F, vy los vecinos

hidrodinamicos para cada particula que permiten obtener F,y y d;t“ La idea del codigo de

arbol es crear una estructura que contenga a las particulas y permita de manera eficiente

identificar a sus vecinos sin necesidad de recorrer todas las particulas. En una dimension, se
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Figura 5.1: Se muestra un esquema de la construccién de un arbol binario en una dimensién con 8 particulas.
Se va dando la construccién de los nodos y subnodos, hasta que se tiene s6lo una particula cuya masa es la
suma de las masas de las particulas mediante las cuales fue construida. Observamos que se cumple que el
nimero de operaciones (nodos) es del érden de N log N.

ejemplifica a continuacién (ver figura 5.1). Buscamos al vecino més cercano de cada particula,
a estos dos los unimos en algo que se conoce como nodo, el cual contiene la informaciéon de los
dos vecinos mas cercanos, la masa del nodo sera la suma de las masas de las dos particulas
consideradas; a partir de los primeros nodos se vuelven a buscar los vecinos mas cercanos y
se construye un nuevo nodo subnodo. Se sigue la construccién de subnodos entre vecinos cer-
canos hasta que en cada subnodo se tenga solamente una particula. De esta manera se tiene
solo cierto nimero de nodos que afectan las propiedades de la particula a. Esta construccion

se puede generalizar a 3 dimensiones.

5.2.8. Adaptabilidad en el tiempo

El paso en el tiempo se toma de manera que se satisfaga una combinacién del criterio
de Courant? para la estabilidad y una restriccién sobre el méximo cambio permitido en la
velocidad de cualquier particula durante un paso de tiempo para conservar la precision. Para

el programa utilizado en este trabajo se utilizé el paso de tiempo [12]:

con: L 12
Aty = min, (—a> (5.25)
Vq

2Fl criterio de Courant-Friedrichs-Levi asegura que la velocidad de propagacién numérica de la informacién
no exceda a la velocidad fisica. Si se quiere resolver una escala espacial Az, el paso nimerico en el tiempo
debe ser At < 2% (c, es la velocidad del sonido) para asegurar estabilidad numérica. [25]

Cs
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h
Aty = 0.15mi ( d ) 5.26
2 e [co + 1.2ac, + 1.28mazypiq) ( )

5.2.9. Radiacién gravitacional

Aunque la simulacién es puramente Newtoniana, se hace un calculo de la radiaciéon gravi-
tacional en la aproximacién de campo débil y variaciones lentas; para ello se da una aproxi-
macién cuadrupolar como la descrita en el capitulo 4.2 [12]. En la aproximacién cuadrupolar,
la amplitud de la onda en la norma hf,CT 4.14, puede escribirse como:
2G

TT FTT
Aqui estamos tomando la propagacién de la onda en la direccién radial, r es la distancia
entre las dos masas estudiadas, G la constante de gravitacién universal y {JTkT es la parte

transversal y de traza nula del momento cuadrupolar:
- . 1 .
i = Pyl Prm — 5 Pji Pl im, (5.28)

con Pj; = 6;; —nyn; el operador de proyeccion sobre el plano tranversal de la direccién radial

n, = xy/r, entonces
1
L = Ly, — 3

es el momento cuadrupolar. §;; es la delta de Kronecker y

— 65l (5.29)

L, = /pxjxkdx. (5.30)

La potencia total que cruza una esfera distante de radio r a un tiempo retardado esta dada
por la ecuacién 4.17 y el momento total que se pierde debido a la radiacién es 4.19. En la

base ortonormal

0 10 1 0
P= a3 6= T = A 5.31
c o 0T 000 97 Tsing 0¢p ( )
la amplitud de la onda en la norma TT es:
ThTT = (iéé — 1[(2)(2))6+ + Qiéq;ex. (532)

Para un fluido perfecto, las primeras dos derivadas del tensor cuadrupolar se pueden obtener

[21], donde al usar la ecuacién de continuidad para escribir la primera derivada de la ecuacién
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5.30, entonces:
Iy = —/V - (pv)xjrRde = /p(vja:k + vpj)de. (5.33)

La segunda igualdad sale de integrar por partes. A continuacion, al tomar la segunda derivada
de la ecuacion anterior, y usando la ecuacion de continuidad y la ecuacién de movimiento de

Euler tenemos:

1 1
]jk = — / [V (p@) (’Ujl’k —f-UkZL‘j) +pZL‘k <;8jP+8j<I>+vlalvj> —f-p[L'] <;8kP+8k<I>—|—vl€)lvk>] dSJZ,
(5.34)
donde ® es el potencial gravitacional Newtoniano, después de integrar por partes y simplificar,

tenemos:

Recordemos que en el método SPH reemplazamos la integracién con una suma, entonces para

esta simulacién, 7% estda dado como:

" = iy + Thuigor (5.36)
con op
Ftaao = D a2k + = 6% 4 abg] + wigk) (5.37)
y
]ﬁv = Man (20l yvlhy + 2hn Gy + Thndhn)s (5.38)

AN es agujero negro, la suma se hace sobre todas las particulas SPH y los superindices in-
dican las componentes cartesianas. La aceleracién gravitacional de la particula a en 27* es
Ja- Se anaden los términos debidos a la presencia del agujero negro como un punto de ma-
sa. Veamos que con estas ecuaciones podemos calcular la amplitud de la onda directamente
de las posiciones de las particulas y las velocidades sin necesidad de realizar diferenciaciones
numéricas. Las tinicas ecuaciones para las cuales se podria realizar una diferenciacién numeéri-
ca es para los casos de las ecuaciones 4.17 y 4.19. Por otro lado, se puede hacer un calculo de
estos valores considerando el caso del movimiento de un sistema binario en érbita circular,
de esta manera las ecuaciones estaran dadas por 4.27 y 4.29. Este hecho no representa mucho
problema y da un resultado aproximado debido a que la excentricidad de la 6rbita es muy
pequena en cada paso debido a la pérdida de momento angular por emision de radiacion
gravitacional.

Podemos hacer un cédlculo del efecto de la reacciéon de radiacién gravitacional sobre el sistema
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(ecuaciones 4.30 y 4.31). Para el caso del agujero negro, la ecuacion 4.31 se simplifica, pues
en la simulacién es un punto de masa. En la estrella de neutrones, se puede aplicar la misma
aceleracion a todas las particulas SPH. Esta es la aceleracién en el centro de masa de las

particulas SPH, entonces, la ecuacion 4.30 para el cédigo se lee como:

M, dE Ve
= - 5.39
2 My(My + M) dt (ve)?’ ( )

con M; masa del agujero negro y M, masa de la estrella de neutrones.
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Simulaciones, resultados y analisis

6.1. Método numérico

Se realizaron un total de nueve simulaciones de una estrella de neutrones interaccionando
con un agujero negro. En cada simulacion se modificaron los parametros iniciales, mostrados
en la tabla 6.1. Las simulaciones se realizaron con el cédigo en 3D desarrollado por Lee [9],
el cual esta basado en el método numérico SPH descrito en el capitulo 5.

Por otro lado, para la construccién de la estrella de neutrones primero se generé un cubo,
el cual constaba de N = 157465 particulas (N = 6860 para la estrella de menor resolucién).
A partir de esta geometria, y utilizando la ecuacion de Lane-Emden con indice politropico
n =1 (y = 2), se calculd el perfil de densidad para un politropo. La construccién de esta
esfera (politropo), al final tenfa N = 81608 particulas (N = 2103 para la estrella de menor
resolucién). Una vez construido el politropo, se ejecuté un programa que lo relajaba ya con
la ecuacion FPS; para ello se anadié un término lineal de amortiguamiento en la velocidad
%)1/ 2. de esta manera se asegura que las oscilaciones que sufre

la estrella cuando se aplica la ecuacién FPS 2.36 alcancen rapidamente el equilibrio.

dado por =%, donde tay = (

Construida la estrella de neutrones, se utilizé un nuevo programa que modelaba la dindmi-
ca de la interaccion de la estrella de neutrones con el agujero negro.

El agujero negro de Schwarzschild se modelé como una masa puntual con un potencial

Newtoniano ®4n(r) = —%, donde M, es la masa del agujero negro, G la constante de

gravitacién universal y r la distancia entre el agujero y la masa [12]. La contribucién del
agujero negro a la fuerza de la particula a en la estrella es:

] GMym,
e (T (6.1)

|Ta - 77AN|3

78
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y la contribucién de la particula a a la fuerza sobre el agujero negro es:

_ Gm M, B
Foy=——" —Ty). 6.2
AN |Fa — FAN|3 (TAN r ) ( )

El horizonte de eventos se logra colocando una frontera absorbente a la distancia r,, =
Qi#. Cualquier particula que cruce esta frontera serda absorbida por el agujero negro y
desaparecera de la simulacion. La posicién y velocidad del agujero se ajustan de manera que
haya conservacién de masa y momento angular. Omitimos cualquier momento angular de
espin que pueda ganar el agujero durante el proceso, lo cual no presenta problemas, pues la
simulacién es Newtoniana [12]. Aunque la simulacién es puramente Newtoniana, se incluye
un término en las ecuaciones de movimiento que simula el efecto de la reaccién de radiacion
gravitacional sobre los componentes del sistema binario. Para ello se utiliza la aproximacion
cuadrupolar descrita en la seccion 4.2 y cuya implementacién en el codigo se describe en la
seccién 5.2.9. La reaccion gravitacional se enciende mientras el sistema binario permanece
en contacto, es decir cuando la estrella de neutrones llega al periastro, queda ligada y forma
mareas; se puede aproximar a la estrella como una masa puntual, por lo que se apaga una
vez que la estrella ha sido destruida. En el codigo, el swtich se apaga cuando la separacion

entre el sistema binario decrece por debajo del radio de marea.

6.2. Condiciones iniciales de las simulaciones

Dado que la velocidad estelar de dispersién en los cimulos globulares es insignificante
al compararla con la velocidad adquirida debido a la aceleracién gravitacional de dos ob-
jetos compactos aproximandose, se supone que los encuentros son parabdlicos, por lo que
Eorpitar = 0 en infinito. Entonces la energia cinética es igual a menos la energia potencial y
la excentricidad de la érbita inicial es € = 1.

La forma de la estrella se aproxima por una simetria esférica y la separacion inicial del
sistema (agujero negro - estrella de neutrones) es de un tamano comparable con el radio de la
estrella de neutrones; tomaremos un valor como el descrito en la seccion 3.3, de manera que
el radio de separacion sea un poco mayor que el radio de marea. La precision es mayor si se
tiene una separacién bastante més grande que unos cuantos radios de la estrella secundaria
(estrella de neutrones). Sin embargo esto implica bastantes costos computacionales [10]. Por
otro lado, mientras la estrella se acerca al agujero sufre deformaciones, por lo cual puede
tratarse como una simetria elipsoidal. Sin embargo dado que a separaciones muy grandes los

efectos por fuerzas de marea son pequenos, el tomar a la estrella como una esfera es razonable.
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La diferencia entre tomar una y otra simetria se estudia en [10] (aunque la ecuacién de estado
que se utiliza es politrépica a diferencia de la usada en este trabajo), donde, se observa que
el tomar una simetria esférica implica una pérdida de energia orbital rapida, por lo que el
tiempo de destruccion de la estrella es un poco méas corto que si se toma un elipsoide triaxial.
En la simetria esférica también se observan oscilaciones radiales de la estrella debido al bulbo

de marea que se forma.
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Figura 6.1: En ésta imagen mostramos el sistema Sla, la estrella de neutrones se encuentra a la izquierda
y el agujero negro a una distancia de 3.7R5 de distancia. Las demas simulaciones en un principio se observan
practicamente igual; salvo que para la serie S3, el radio y por ende la separacién se vuelven un poco mas
grandes, sin embargo la configuracion inicial luce casi igual.

Otra condicién inicial para el desarrollo de las simulaciones se encuentra dada por el
parametro n definido en la ecuacién 3.46, recordemos que este valor da una comparacién
entre la fuerza del campo de marea producido por el agujero negro a la estrella de neutrones,
por lo que entre mayor sea este valor mayor sera el parametro de impacto, dado que el
momento angular estd dado en términos del parametro de impacto, n es importante para
saber qué tan violenta fue la colision.

Un ultimo parametro que podemos modificar es el cociente ¢ de masas. Para ello fijamos
la masa de la estrella de neutrones y cambiamos el valor de ¢, con esto se modifica la masa
del agujero negro. Para dos casos el agujero fue suficientemente masivo que la estrella de
neutrones; y en un caso, las masas de la estrella y el agujero fueron comparables. Hay que
mencionar que este ultimo caso es poco probable, pues implica tener un agujero negro con

una masa dentro del intervalo de masas conocido para estrellas de neutrones; sin embargo,
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lo consideramos como un caso extremo donde las componentes tienen masas parecidas.

Tabla 6.1: Condiciones iniciales para las simulaciones.

Simulacién My[M®] ¢=22 R, [m.] Separacién [R,] 7 N

M,
Sla 1.4 0.31 11500 3.7 1 81608
S1b 14 0.31 11500 3.7 1.5 81608
Slc 1.4 0.31 11500 3.7 2 81608
S2a 14 0.9 11500 3.7 1 81608
S2b 1.4 0.9 11500 3.7 1.5 81608
S2c 14 0.9 11500 3.7 2 2103
S3a 2 0.31 12350 3.7 1 81608
S3b 2 0.31 12350 3.7 1.5 81608
S3c 2 0.31 12350 3.7 2 81608

En la tabla 6.1, se muestran los valores para los pardametros iniciales del encuentro, M,
es la masa de la estrella de neutrones, ¢ es el cociente de masas, Ry es el radio de la estrella
de neutrones; la separacion estda dada en términos del radio de la estrella de neutrones, y N

es el numero de particulas que se utilizaron para las simulaciones.

6.3. Casos ¢ =0.31

En la figura 6.2 se muestra la evolucién de la simulacién Sla. En este caso, debido al valor
de n, el choque se produjo con un parametro de impacto muy pequeno, por lo que la estrella
se destruye rapidamente. La duracion de la simulacion fue de .018 s; sin embargo para el
tiempo t = 2.2 ms, la estrella estaba completamente destruida.

Podemos hacer una comparacion entre las simulaciones desarrolladas en S3, y las realiza-
das en S1, ya que ambas tenfan un cociente de masas igual, ¢ = 0.31. La diferencia estd en
que la estrella de neutrones para la serie S3 es un poco mas masiva; lo cual implica que la
escala de tiempo dindmica del sistema S3 es méas pequena, y por tanto la destruccion de la
estrella méas masiva es un poco mas rapida. Mostramos la evolucién del sistema S3a (figura
6.3), para los mismos tiempos que los mostrados en el sistema Sla. Se observa que, en efecto,
aunque para t = 0.45 ms, la estrella no present6 una deformacién tan grande como en el caso
Sla, para tiempos posteriores la estrella presenté una destrucciéon mayor.

En la figura 6.4 se muestra la grafica de la separacion entre el centro de masa del nicleo
y el agujero negro vs. el tiempo. Estas figuras son bastante ilustrativas, pues aunque en este

caso la simulacion fue hecha de manera que el campo de marea tuviera gran intensidad,
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Figura 6.2: Se muestra la evolucién del sistema Sla. Observamos que la estrella se destruye en un tiempo
muy rapido. Para ¢t = 2.2 ms ya esta completamente destruida; en este momento el nimero de particulas es
N ~ 22000, la pérdida de las particulas se da por eyeccién o porque atraviesan el horizonte de eventos del
agujero negro. Para tiempos posteriores se observa la formacién de un disco alrededor del agujero.
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Figura 6.3: Se muestra la evolucién del sistema S3a. Aunque se ve que casi no hay deformacién en la
estrella para la primera pasada por el periastro, se puede observar que la destrucciéon de la estrella se da
en un tiempo mas corto que para el sistema Sla; esto debido a que la escala de tiempo dindmica para una

.y . e 3
estrella en equilibrio que presenta una perturbacién va como Tpyq ~ ( C}fM)l/ 2,
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podemos observar que los sistemas solo pasaron una vez por el periastro y tuvieron una
destruccion inmediata. Es decir, la estrella se destruyd antes de pasar una vez més a una
distancia R,. Aqui también se observa que el sistema S3a alcanza antes el periastro que el
sistema Sla. De igual forma la distancia minima de acercamiento de la estrella de neutrones

al agujero para el sistema Sla es mayor que la distancia minima alcanzada por S3a.
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Figura 6.4: Se muestra la grafica de separacién vs tiempo para los sistemas Sla y S3a. Observamos que el
sistema S3a cae maés rapido que el sistema Sla debido a las condiciones iniciales implementadas.

La estrella de neutrones se va acercando al agujero negro debido a la pérdida de momento
angular por emision de radiacién gravitacional. Hay que observar que, mientras existe el
nucleo de la estrella habra emisiéon de ondas gravitacionales. Una vez que éste haya sido
completamente destruido, la amplitud de la radiacién gravitacional se vuelve cero. En las
figuras 6.5 y 6.6 se muestran las ondas producto de la radiaciéon gravitacional de la colisién
de los sistemas para dos polarizaciones en la aproximacion cuadrupolar, donde podemos ver
a la estrella de neutrones como una masa puntual. Cuando el nicleo estd completamente
destruido, la emision de ondas gravitacionales es cero. Cabe mencionar que para el sistema
S3a debido a que la destruccion de la estrella secundaria fue mas rapida que para la estrella
del sistema Sla, la emision de radiacién gravitacional tuvo una duraciéon mas corta. Entonces
entre mas tiempo sobreviva el ntcleo a las fuerzas de marea inducidas por el agujero negro,
mayor serd el tiempo de emision de ondas gravitacionales. Las formas de las ondas finales
reflejaran el hecho de que la binaria sobreviva al encuentro después de cierto tiempo.

Un célculo que también se realizé fue el de la luminosidad en ondas gravitacionales.

Encontramos que para el sistema Sla la luminosidad méxima es de L = 6.9 x 10%¢ erg s™! y
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(b) Polarizacién h, para sistema S3a.

Figura 6.5: Emisién de radiacién gravitacional con polarizacién h, de los sistemas Sla y S3a. Veamos que
la emisién para el sistema S3a tuvo una duracién méas pequena que para el caso Sla.
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(b) Polarizacién hy para sistema S3a.

Figura 6.6: Emisién de radiacién gravitacional con polarizacién hyde los sistemas Sla y S3a. En esta
polarizacién también se observa que la emision para el sistema S3a tuvo una duracién més pequena que para
el caso Sla.

la energfa total radiada es 2.1 x 10 erg, mientras que para S3a L = 1.3 x 10" erg s7! y la
energia total radiada es 5 x 10% erg. La grafica 6.7 muestra los picos de luminosidad.

La diferencia entre la simulacién Sla y las otras dos simulaciones de la serie S1 se en-
cuentra en que, debido al pardmetro 7, en S1b y Slc, se producen mas colas de marea, es
decir, el parametro de impacto es mas grande, de manera que la estrella no se destruye a la
primera pasada cerca del agujero, sino que pasa varias veces por el periastro hasta que logra
una destruccién completa de su ntcleo (lo mismo sucede para la serie S3). La grafica de la
separacién entre el nucleo de la estrella y el agujero negro vs. el tiempo se muestra en la
figura 6.8.
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Figura 6.7: Luminosidad en ondas gravitacionales de los sistemas Sla y S3a.
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Figura 6.8: Se muestra la grafica de separacién vs tiempo para los sistemas S1b y S3b. Aquif en ambos casos la
estrella pasa tres veces por el periastro antes de romperse por completo, sin embargo, debido a los pardmetros
iniciales de ambos sistemas, las distancias de los periastros y los apoastros para ambas configuraciones
cambian; en el caso de la estrella masiva y de mayor radio, el acercamiento que tiene con el agujero negro es
menor, que para el sistema S1b, y como era de esperarse el sistema S1b tarda mé&s tiempo en destruirse que
el sistema S3b de acuerdo con la ecuacién para la escala de tiempo hidrodinamico.

Debido a que la estrella de neutrones del sistema S1b tiene una escala de tiempo hidro-
., . 3 , . - .y
dindmica Tgy4 ~ (GR—M)l/ 2 més grande que el sistema S3b, es de esperarse que la emisién
de radiacion gravitacional de este sistema tenga mayor duraciéon que la emitida por el sis-
tema que tiene menor densidad. Las oscilaciones que se observan en las graficas de las dos

polarizaciones del sistema S1b, se deben a la perturbacion que siente la estrella debido a la
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presencia del agujero negro; son los modos normales de vibracion por la accion del primer

acercamiento. De acuerdo con [15] la frecuencia de estos modos es cercana a la frecuencia

L (oM
27\ R3

podemos obtener la frecuencia de los modos normales, vemos que es aproximadamente de

natural v, >~ )1/2) para la estrella de neutrones. Entonces de las figuras 6.9a y 6.14a,
1400 Hz y la frecuencia natural es v,,. >~ 1755 Hz. Los picos locales observados en la emision
de radiacion gravitacional se deben a cada paso de la estrella por el periastro. En las figuras

6.9 y 6.10 se observa la radiacion gravitacional emitida de los sistemas S1b y S3b.
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Figura 6.9: Emisién de radiacién gravitacional con polarizacién h de los sistemas S1b y S3b.
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Figura 6.10: Emisién de radiacién gravitacional con polarizaciéon hyde los sistemas S1b y S3b.

Finalmente ilustramos la luminosidad para los sistemas S1b y S3b en la figura 6.11.
Veamos que la curva de luminosidad para el sistema S1b presenta més ruido que la curva

de luminosidad del sistema S3b. La luminosidad maxima alcanzada por S1b fue de L =
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3.99 x 10° erg s7!, y la energfa radiada mediante ondas gravitacionales fue de 1.6 x 10°3
erg, mientras que la luminosidad maxima de S3b fue de L = 1.2 x 10°” erg s! y la energia

radiada por ondas gravitacionales fue de 5.2 x 10°3 erg.
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Figura 6.11: Luminosidad en ondas gravitacionales de los sistemas S1b y S3b.

Los tultimos sistemas que comparamos son Slc y S2c. La grafica de separacién entre
el centro de masas del nicleo de la estrella de neutrones y el agujero negro como funcion
del tiempo se muestra en la figura 6.12. Observamos que la estrella de S3c presenta una
destruccion bastante rapida, pasa solo dos veces cerca del agujero y se destruye. El sistema
Slc alcanza a pasar 4 veces cerca del agujero antes de romperse por completo formandose

mas mareas.
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Figura 6.12: Separacién vs. Tiempo para los sistemas Slc y S3c. Veamos que el nicleo de la estrella de
neutrones de 2M) se destruyé mds rapido que para el nicleo de la estrella de 1.4M¢). En el caso Slc pasa
cuatro veces por el periastro, mientras que en el caso S3c solo pasa dos veces; asi mismo el apoastro alcanzado
por Slc es mucho mas grande que el de S3c.
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La radiacién gravitacional emitida se muestra en las figuras 6.13 y 6.14. Como era de
esperarse, para el sistema Slc la emisiéon es de mayor duracion, aunque la amplitud de las
ondas es menor que para el sistema S3c. Para este caso, como se forman mas mareas, se
aprecian mucho mejor los modos radiales de vibracién por accion de la primera pasada de la

estrella de neutrones.
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Figura 6.13: Emisién de radiacién gravitacional con polarizacién h, de los sistemas Slc y S3c. Como era
de esperarse, el tiempo de emisién de radiacién gravitacional del sistema Slc es mucho mayor que el sistema
S3c. También se puede observar que hacia el final de la simulacién el nicleo de la estrella atin sobrevivia. Los
maximos en las amplitudes indican cada ocasién que la estrella alcanza la distancia minima al agujero negro.
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Figura 6.14: Emisién de radiacién gravitacional con polarizacién hyde los sistemas Slc y S3c.

Mostramos en la figura 6.15 la luminosidad para los sistemas Slc y S3c. Aqui también se
observa que la senal se vuelve ruidosa entre méas pasadas da la estrella por el periastro. Las

luminosidades méximas para los sistemas son L = 1.6 x 10° erg s~! para Slc y 6.6 x 10°°
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erg s—! para S3c. Y la energfa emitida en forma de radiacién gravitacional es 1.5 x 10°* erg

y 5.5 x 10% erg, respectivamente.
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Figura 6.15: Luminosidad en ondas gravitacionales de los sistemas Slc y S3c. Vemos que para el sistema
S3c el pico de luminosidad fue més alto que para Slc.

6.4. Caso ¢=0.9

La siguiente serie de simulaciones realizadas, fueron hechas para un agujero negro poco
masivo; ¢ = 0.9. En la simulacion con poca resolucién, donde 7 es bastante grande, la estrella
no se destruye. La simulacion con un parametro n = 1 muestra que la estrella se destruye
rapidamente; mientras que para n = 1.5, la estrella forma mas mareas pero logra destruirse
para un tiempo de t = 0.019 s. La figura 6.16 muestra el nimero de ocasiones que la estrella
paso por el periastro antes de su destruccién total.

En las figuras 6.17, 6.19 y 6.21 se muestran las ondas gravitacionales calculadas para dos
polarizaciones en la aproximacién cuadrupolar. Aunque los sistemas tratados en la serie S2
no son realistas, es muy interesante ver como para estos casos se aprecian mejor las ondas
emitidas. Para S2a y S2b podemos observar muy bien los modos radiales de vibracién, de los
cuales obtenemos un valor ~ 1894 Hz y recordemos que la frecuencia natural de oscilacion
de la estrella es v,s. >~ 1755 Hz. Por lo que, en efecto se aproximan bastante los valores como
lo dice Lee y colaboradores [15].

En el caso de el sistema S2c, es muy interesante ver como al final de la simulacion la
estrella no se ha destruido, el sistema sigue emitiendo gran cantidad de energia gravitacional.

Los seis maximos en la amplitud de las ondas emitidas corresponden a las 6 ocasiones en que
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Figura 6.16: Separacién vs. Tiempo de los sistemas S2a, S2b y S2c. En la simulacién S2c se observa que la
estrella ha pasado seis veces por el periastro y atin no se ha destruido, pese a que la resolucién es muy pequena.
En el caso de S2a, apenas se alcanza a distinguir que la estrella pasé en dos ocasiones por el periastro, en
S2b pasé 3 veces.



Capitulo 6. Simulaciones, resultados y andlisis 92

la estrella debido a la pérdida de momento angular por radiacion gravitacional paso cerca del

agujero negro.
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(a) Polarizacion hy . (b) Polarizacién hy.

Figura 6.17: Emisién de radiacién gravitacional debido a la colisién del sistema S2a.
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Figura 6.18: Luminosidad de la radiacién gravitacional para el sistema S2a.

En la tabla 6.2 se muestran los picos de las luminosidades de la serie S2, al igual que la
energia total emitida en ondas gravitacionales y la eficiencia de la emisién. Hay que obser-
var que la grafica para la luminosidad del sistema S2c¢ muestra varios maximos locales de

luminosidad y al final se observa bastante ruido.



Capitulo 6.

Simulaciones, resultados y andlisis

93

1000

500

-500

-1000

S2b ——

Figura 6.19: Emisién de radiacién gravitacional debido a la colisién del sistema S2b.

6.5.

0.005 0.01 0.015 0.02
t

(a) Polarizacién h..

le+56
le+55
le+54
le+53
le+52
le+51

le+50

log (Luminosidad [erg/s])

le+49

le+48

le+47

0.025

1000

500

-500

-1000

S2b ——

S2b

le-05

0.0001

0.001 0.01
log (Tiempo [s])

0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
t

(b) Polarizacién hy.

Figura 6.20: Luminosidad de la radiacién gravitacional para el sistema S2b.

Parametros finales

En la tabla! 6.3 se muestran los parametros con los que terminaron las nueve simulaciones

realizadas. Recordemos que en el programa implementado para las simulaciones, se pedia

conservacion de masa. M; corresponde en esta tabla a la masa con la que termina el agujero

al final de cada simulacién, M, es la masa del gas proveniente de la estrella destruida que atin

se observa en la simulacién. Parte de este gas fue eyectado debido a la colisién, otra parte

fue atraido hacia por el agujero negro, otra parte formé un disco de acrecién alrededor del

agujero y otro se encuentra formando las colas de marea.

'En todas las simulaciones My se refiere a la masa del gas producto de la destruccién de la estrella de
neutrones; sin embargo para el caso S2c, el gas no se encuentra distribuido por el espacio; atn se encuentra
en una simetria casi esférica que es una estrella de neutrones de menor masa.
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Figura 6.21: Emisién de radiacién gravitacional debido a la colisién del sistema S2c.
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Figura 6.22: Luminosidad de la radiacién gravitacional para el sistema S2c.
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Tabla 6.2: Luminosidad, energia radiada y eficiencia para la serie S2.

S2 L fergs™'] Energfa emitida [erg] Eficiencia [125]

a 83 x10% 4.4 x 102 0.008
2.2 x 10°° 3.3 x 102 0.006
c 89x10™ 3.2 x 10°2 0.006

El calculo del material eyectado durante la simulacién se hace de una manera sencilla: se
considera materia eyectada a aquellas particulas que tienen energias positivas, esto es, ya no
estan ligadas y por ello tienen la libertad de alejarse grandes distancias; en este caso alejarse
del agujero negro. Para calcular la masa del disco buscamos la cantidad de particulas que
tienen suficiente momento angular para permanecer en érbita alrededor del agujero negro.

Es importante mencionar los valores de la masa eyectada y de la masa del disco durante

los encuentros debido a dos razones:

1. Se cree que la materia eyectada contribuye al material observado de proceso-r en la
galaxia [10, 11, 13, 23]. De esta manera puede explicarse la abundancia de elementos
con muchos neutrones y pesados. La eyeccion depende de la ecuacion de estado que
se utilice. Como en nuestras simulaciones utilizamos una ecuacion realista el valor
obtenido para la masa eyectada, si al menos no es correcto, puede considerarse como

una aproximacién o una cota al valor verdadero.

2. Cuando la estrella de neutrones se destruye debido al campo de marea generado por el
agujero negro, observamos que la amplitud de las ondas gravitacionales cae a cero, esto
se debe a la estructura simétrica y azimutal que se ha formado alrededor del agujero
negro. La importancia de este disco tiene que ver con lo mencionado en la seccién 4.1,

pues en los discos de acrecion se pueden observar brotes de rayos gamma (GRB’s).

Observemos que para encuentros entre estrellas de neutrones menos masivas que los agu-
jeros negros la masa eyectada es mucho mayor cuando la colision se da con un parametro de
impacto grande; mientras que para parametros de impacto pequenos, casi no hay material
eyectado. Esto se debe a que en colisiones casi frontales, el hecho de que a la primera pasada
la estrella se destruya implica que la materia es absorbida por el agujero negro. En el caso
del agujero negro menos realista y poco masivo, es muy poco el material eyectado; mientras

que el material acretado es mayor.
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Tabla 6.3: Pardmetros finales de las simulaciones.

Simulacién  M;[Ma] Ms(gas)[Mo]  Meyectada /M| Maisco M)

Sla 2.67 0.25 0.04 0.18
S1b 5.56 0.35 0.16 0.12
Slc 5.49 0.43 0.18 0.18
S2a 2.56 0.4 0.06 0.28
S52b 2.63 0.33 0.06 0.25
S2c 1.59 1.36 0.01 0.45
S3a 8.41 0.05 0 0.01
S3b 8.17 0.28 0.1 0.15

S3c 8.11 0.34 0.12 0.18




Conclusiones

Realizamos la simulacién para nueve sistemas en donde interaccionan una estrella de
neutrones y un agujero negro. La dérbita inicial del encuentro era parabolica y la separacion
era de 3.7 veces el radio de la estrella de neutrones. La estrella de neutrones se construyé con

una ecuacion de estado realista en equilibrio hidrostatico.

Dos de los sistemas tienen un cociente de masas ¢ = 0.31, sin embargo, para uno de ellos
la estrella es mas masiva. En este caso encontramos que la destruccion de la estrella mas

masiva se da un poco mas rapido debido a la escala de tiempo hidrodinamica.

Las otras simulaciones se llevaron a cabo utilizando un cociente de masa tal que, la masa
de la estrella es comparable a la del agujero y aunque estos sistemas son muy poco probables,

se encontraron resultados muy interesantes.

El parametro de impacto con el que se da el encuentro, guia bastante la evolucién del
sistema. Para pardmetros de encuentro muy pequenos, se da una destruccion rapida de la
estrella. Mientras que para parametros de impacto mas grandes se forman mareas que hacen
que la estrella pase varias veces por el periastro antes de su rompimiento. Sin embargo,
cuando el parametro de impacto es muy grande y el cociente de masas es grande la estrella
no presenta destruccién al menos para tiempos cortos. En este caso, construimos la estrella
con muy poca resolucion, y aun asi después de algunos milisegundos, el astro permanecia

como una estructura cuasi esférica, aunque habia pasado seis veces cerca del periastro.

La masa final eyectada depende tanto del parametro de impacto utilizado, como de la
ecuaciéon de estado que describe la estrella de neutrones. Entre mayor es la formacion de colas
de mareas, mayor es la masa eyectada que puede contribuir a la nucleosintesis por proceso-r
en las abundancias de elementos pesados en el universo.

Por otro, lado también se hace un calculo de la cantidad de masa que forma la estructura
de acrecion. Si se conoce la tasa de acrecidén, se puede conocer de qué manera se emite la
energia liberada durante este proceso. Vemos que para cocientes de masa cercanos a uno, el

disco de acrecion generado es més masivo que para cocientes pequenos.
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En cuanto a la radiacién gravitacional emitida, entre mas pasos de la estrella por el
periastro, esto es, para parametros de impacto mas grandes, mayor es el tiempo de emision
de ondas gravitacionales. Asi mismo cada maximo en la amplitud de la onda gravitacional
corresponde al paso por el punto mas cercano de la estrella respecto al agujero. También
observamos que para estrellas de neutrones masivas, con la ecuacion de estado que utilizamos,
la duracién de la emision gravitacional es méas pequena que para estrellas méds masivas. Sin
embargo la amplitud de la onda es mayor para estos sistemas. En las simulaciones donde la
estrella pasa varias veces por el periastro, podemos observar que la frecuencia de perturbacion
provocada por el acercamiento es muy parecida a la frecuencia natural de la estrella. Las
luminosidades obtenidas para la emisiéon gravitacional tienen su maxico en el momento en
que se da el encuentro por primera vez.

Lo anterior da una idea de lo que se espera detectar mediante los instrumentos LIGO o
VIRGO. Las simulaciones en este caso son importantes porque dan una idea de lo que se
pretende detectar y para qué frecuencias se podria dar.

Finalmente queremos mencionar que a partir de los resultados obtenidos en estas simu-
laciones, se esta realizando un estudio en colaboracién con la Universidad de California, en
el cual se pretende estudiar lo que sucede con el material eyectado. Como se describid, para
parametros de impacto grandes es donde se da mas material con suficiente energia para dejar
el sistema. Lo que se hace, es procesar los resultados para el material eyectado con un cédigo
basado en fisica nuclear que incluye transporte radiativo. El objetivo del trabajo es investigar
cémo se podria observar el decaimiento nuclear debido a la nucleosintesis en forma de energia
electromagnética en el espectro optico y el cercano infrarrojo.

Si este tipo de eventos se dan en regiones estelares densas como los cumulos globulares
de acuerdo con los resultados de las simulaciones la observacién de ellos permitiria detectar
ondas gravitacionales, asi como SGRB’s, y emisién electromagnética debido a decaimiento
nuclear. Por otro lado, de estas observaciones se podrian comparar los resultados teodricos

para dar una mejor descripcion de la estructura de estrellas de neutrones.



Apéndice A

Ecuacién Politrépica para Gas

Degenerado de Electrones

En el gas de electrones consideramos el caso en el que T' = 0, todos los electrones se
encuentran en los estados mas bajos de energia posibles. El estado en el cual no violan el
Principio de Exclusion de Pauli es aquel en el que todas las celdas del espacio fase hasta
el momento de Fermi pr se encuentran ocupadas por dos electrones. Todas las celdas por
arriba de éste valor se encuentran vacias. Entonces el nimero de electrones f(p) en [p, p+ dp]
estd dado de la forma: S

fp) = Zﬁ p < pr (A1)

f(p)=0 p>pr

El ntmero total de electrones en el volumen dV es:

PF 2
Smodp 8T s gy, (A.2)

AV = dV = T
" /0 eV

Conociendo la densidad de electrones n, podemos conocer el momento de Fermi pg, ya

P /3
2Me

la densidad de electrones es suficientemente grande, pr puede ser tan alto que las velocidades

1/3 . 2 , .
que pp ~ ne/ . Si los electrones son no relativistas EFr = ~ neg'” es la energia de Fermi. Si

de los electrones pueden ser comparables con ¢ entonces hay que utilizar relatividad especial:

MV

p=—F. (A.3)
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2 2
__mee 2 p
Etot = \/71}2 = MeC 1+ mgc2 . (A4)
o2
Con m, la masa en reposo del electrén, Fy,; la energia total y E la energia cinética.
10F,, e
LOB0r _ p/mec _ 27 (A.5)
cOp AP /R ¢
E = Etot — meCQ. (A6)

Para obtener una ecuacién de estado del gas de electrones necesitamos conocer la presion, flujo
de momento, a través de una superficie por segundo. Para ello determinamos el niimero de e~
por segundo que atraviesan una superficie do en un pequeno angulo solido df2, alrededor de
la direccion s. Nos restringimos a los electrones con momento entre p y p+dp. En el elemento

)dpdﬂs

de superficie hay electrones por unidad de volumen y con momento positivo. Hay

f(p)dpdQsv(p)cos(0)do
47

electrones por segundo moviéndose a través del elemento de superficie dentro del elemento
de angulo solido df),. Para obtener el flujo total de momento en direcciéon n integramos en

todas las direcciones de s de un hemisferio sobre los valores absolutos de p,

flp pcos 0)dpdQ), 8w [PF
r=[[ O _ "y, (A7)
3h3 J,
Hay que usar que A.1 y la integral de cos?(f) sobre un hemisferio es 4—” Entonces, veamos

que P, es isotrdépica, pues f(p) es simétricamente esférica en el espacio de momentos. Por lo

que:
P, = 8me " o3 p/(mec) d
3h3 Jo 7 [+ p?/(m2c?)|/?
(A.8)
87Tcm £de .. p __DF
/ 1+§21/2’£_mec’x_mec'

La integral tiene como solucion:

/x % = %[33(2152 —3)(1 + 2H)Y? + 3senh™'x], (A.9)
0
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entonces, la ecuacion para la presiéon queda como:

Tmic®

3h3

P = f(x), (A.10)

f(x) = z(22% — 3)(2® + DY2 + 3senh ™'z = 2(22% — 3) (2> + D)2 + 31In[z + (1 + 2%)V7.

Reescribimos A.2 como:

8 3.3
P _ O 8 . pp=mic, (A.11)

fle = wm,  3h3

donde p es el peso molecular medio por ion y m,, es una unidad de masa atémica. La energia

interna U, del gas degenerado de electrones por volumen es:

PF 87T PF 9
U= [ s @ =5 [ Bt
0 0
(A.12)
Tmicd
= 353 g9()
g(x) = 82°[(2* + 1)'/2 = 1] — f(x)
Veamos que:
2 2
T = PFr _ UF/C U_F_ T (A13)

MeC (1_%)1/2702 1422

donde vp es la velocidad de los electrones con p = pg. En el caso x < 1, entonces vp/c < 1

y los electrones tienen energia v <. Si x > 1, entonces vy/c ~ 1y el caso es relativista.

Las funciones f(z) y g(z) tienen el siguiente comportamiento:

12
r—0: f(z) = %:1:5 ;g(z) — Exf’,

x—o00: f(z) = 22" ; g(x) — 62*
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A.1. Caso no relativista r < 1

En este caso al sustituir f(z) para x — 0 obtenemos:

4.5
_ 8mmge”

©T T o

(A.14)

y con n, tenemos la ecuacién de estado de un gas de electrones completamente degenerado

P - L(%)”Shjnm
20\ ©

Me
1 2/3  h2 5/3
_ _(§> (£) (A.15)
20 \ 7 mema!® \ e

5/3
— 1.0036 x 1013(ﬁ) legs].
[he

La energia interna U, de los electrones por unidad de volumen y la presién de electrones

no relativista:

estan relacionadas por:

P, =ZU.. (A.16)

A.2. Caso relativista « > 1

Sustituyendo el valor de f(z) y g(x) para x — oo, obtenemos:

2 4.5
P, = ”3”;;6 2, (A.17)
entonces
P, = <§>l/3@n4/3
T 8 ¢
3\2 hc (1 p . 43
=(2) " o (A.18)

4/3
= 1.2435 x 1015<ﬁ) legs].

e

Finalmente la presién en términos de la energia es:

P.=-U. (A.19)



Apéndice B

Solucién analitica para la ecuacion de

Lane-Emden

Aqui presento la soluciéon de la ecuacién de Lane-Emden para los indices politropicos

n=0yn=1

B.1. n=0

En la ecuacién 2.21 sustituimos n = 0 entonces obtenemos:

d ([ pdwy 5
EFE) =
Integramos:

d / ,dw B 9
/@(Z@)dzz_—/zdz

sz—w——Z—3+c

dz 3 !

w __z. . a

dz 3 22

Ahora usamos las condiciones de frontera 2.22. Entonces:

dw dw z
— =0=c=0=—=—
<d2>z*0 a dz 3
Luego:
122 1 2
Ww=———+4c=—2"+c
23 7?7 6 ?

(B.4)

(B.5)
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En w(z = 0) = ¢, = 1. Cuando w,—g — 0 entonces: w,—¢ = 1 — %22, por tanto tiene
frontera en z = V6

La ecuacién nos queda como:

Hacemos un cambio de variable, sea # = w(2)z = w = Z. Entonces:

dw d /x 2o —x dx
— = —(~) = ———,dondez’ = —.
dz dz (z) T
La ecuacién de Lane-Emden queda al sustituir ‘fl—j:
d ( odw dr,dzx d 2<zx’—x>}
(2 = 2 = B.7
dz (z dz) dz [2 dz z} dz [Z 22 (B.7)
d / / " / ! L " 2
= —(z2' —x) =2" + 22" — 2’ = 22" = de B.6 se puede escribirzz” = —wz
z
N . SN —
z
Por tanto
2 +x=0. (B.8)

Esta es la ecuacion del oscilador armonico. Sus soluciones son:

z(z) = Asen(z) + Bcos(z). (B.9)
En términos de w = f tenemos:
w(z) = Asenz(z) + BCOS;Z) (B.10)

Usando las condiciones de frontera; para z = 0,w = 1, entonces

sen(z)

1=A

z z
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Utilizando Ley de L’Hospital:
dcosz
lim cos(2) =—senz=0= B =0,
z—0 z
. sen(z) ) 22 A 6 B
lglg) . :>£IE>IE)1—€+%+O(Z)—>1:>A—1,
=w(z=0) = e (B.11)
z
Para la segunda condicién (22),_, usamos L'Hospital:
i zcoz(z) ; sen(z) _ lim —zsen(z) + cos(z) — cosz _ lim sen(z) 0
z—0 z z—0 22 z—0 2

Por lo que esta configuracion tiene frontera en z = 7 cuando w,—; — 0.

B.3. Otras soluciones

En la tabla B.1 se muestran los valores numéricos para los modelos politrépicos con indice

Tabla B.1: Valores numéricos para modelos politrépicos. Tomados de [3].

n Zn (=229, £
0 2.4494 4.8988 1.0000
1 3.14159 3.14159 3.28987
1.5 3.65375 2.71406 5.99071
2 4.35287 2.41105 11.40254
3 6.89685 2.01824 54.1825
4 14.97155 1.79723 622.408
4.5 31.8365 1.73780 6189.47
5! 00 1.73205 00




Apéndice C
Simetrizacion para método SPH

Para mostrar la ecuacién 5.10 para la particula a, hacemos uso de la ecuaciéon de momento

5.2, donde:
v __vP

aw _ 1
= . (C.1)

si no hay fuerzas externas. A continuacion, utilizamos la simetrizacién 5.9, entonces:

P 1_ =
- VT - p_2 PQV\/E, (02)

ahora de la ecuacién 5.7, podemos escribir el gradiente de v/P:

wWrP=%" %\/FNW. (C.3)

Sustituyendo en la ecuacion C.2, tenemos:

%_E—_Zmb<2vp‘1pb>vawab. (C.4)
b

a  p Palb
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