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Introduccion

El trabajo cuyo despliegue ahora comienza, es una investigacion histérica sobre la
induccion matematica. En particular, es un estudio centrado en su uso para la
conformacion de la aritmética dentro de algunas obras de distintos, pero no menos
notables, matematicos. Ahora indicaremos algunas de las motivaciones que impulsaron su
creacion, pues ellas serviran para anunciar sus limites pero sobre todo, quizas logren

incentivar a su inspeccion para que ella prosiga hasta su final.

En primer lugar, creemos que los diversos razonamientos utilizados en las
matematicas son esenciales para comprender su desarrollo. Es decir, los métodos de
descubrimiento o justificacién o solucion empleados a lo largo de su historia, de acuerdo
a nuestra opinidn, son cruciales para abordar distintas preguntas sobre las matematicas,
tales como ¢qué son? 0 ¢de qué clase es su conocimiento? Por ejemplo, en determinado
momento sus métodos de justificacion se distinguieron por su alto grado de respaldo a
sus conclusiones, nivel que incluso ha servido para elevarlos sobre el resto bajo el
apelativo “deductivo”. En consecuencia, estos métodos “deductivos” podrian servir para
identificar a las matematicas de otras disciplinas o para caracterizar a su conocimiento,

entre otras interrogantes gracias a ellos segun nosotros tratables.

Ahora bien, la induccion matematica es un método de justificacion paradigmatico
pero ventajosamente no muy complicado, por lo que su estudio de acuerdo a nuestra
creencia manifestada, podria arrojar luz sobre el desarrollo de las matematicas. En

palabras de Poincaré, uno de nuestros autores estudiados:

La formulacion del principio [de induccién matematica] es la siguiente: “Si una
propiedad es verdadera para el nimero 1, y si establecemos que es verdadera para n+1
si lo es para n, entonces sera verdadera para todos los nimeros enteros. Aqui yo veo
al razonamiento matematico por excelencia. Lo cual no quiere decir,..., que todos los
razonamientos matematicos puedan ser reducidos a la aplicacion de este principio. Si
examinamos estos razonamientos atentamente, entonces reconoceremos la aplicacion
de otros varios principios analogos que presentan las mismas caracteristicas
esenciales. Dentro de esta categoria de principios, la induccion [matematica]... es el
mas simple de todos... (Poincaré, 1905b via 2005: 1025)



Por lo tanto, nuestro interés inicial por la inducciobn matematica surge de la
favorable union entre su supuesta importancia con su relativa simpleza, pues esta
combinacién ayudaria a comprender mejor algunos aspectos de las matematicas. En
particular, nosotros estudiaremos la utilizacion de este método de justificacion en la
edificacion de algunas teorias aritméticas. Ademas, expondremos cémo esta regla de
justificacion participa activamente en la concepcion misma de los nameros naturales
dentro de estas teorias. Sin embargo, nuestro estudio se emprendid no solo por nuestro
interés en la historia sino por su prometedora asistencia en diversas interrogantes
filosdficas sobre la aritmética y optimistamente, acerca de las matematicas. Por ejemplo,
nuestra investigacion histérica podria ayudar a la epistemologia en su apartado
concerniente al conocimiento aritmético y quizas a la filosofia del lenguaje e incluso a la
ontologia, en la cuestion sobre lo que son y significan, o lo que han sido y han significado,

los nimeros naturales.

Con respecto a las inquietudes filoséficas con presuncion de ser asistidas por
nuestra investigacion histdrica, nosotros solo atenderemos explicitamente a un par de
ellas, ambas circunscritas a la epistemologia. Conforme avance nuestra investigacion
mostraremos algunas evidencias para tratar el problema del conocimiento y de la
explicacion en las matematicas. Sin embargo a lo largo de nuestro trabajo, esperamos se
hallen también pistas para clarificar otros misterios, como el de la concepcion de los
objetos matematicos. Mas adelante veremos algunas maneras planteadas por distintos
autores para definir o construir o caracterizar a los numeros, por lo que de sus
semejanzas, permanencias y discrepancias, quizds podamos aprender algo sobre la

génesis (tedrica) de los objetos matematicos.

No obstante desde aqui recalcamos el caracter historico de la informacion recabada,
pues su naturaleza pudiera ser desestimada como insuficiente para responder algunas
interrogantes acerca de las matematicas, sobre todo si se asume que estas dudas rebasan
los limites del espacio-tiempo. Por respeto a estas posiciones criticas, toda respuesta
sugerida hemos de considerarla como acotada, v.gr. dentro de las teorias matematicas

inspeccionadas. En conciso, aqui hemos de adoptar una postura historicista aunque



moderada: creemos que la historia sirve para buscar respuestas o para encontrar
preguntas mas precisas, sin embargo ella no basta para formular y menos para solucionar,

cualquier interrogante.

En segundo lugar, creemos que los fines perseguidos por los autores de las
matematicas, son vitales para comprender a sus creaciones. Asi entonces, nuestro interés
por los métodos de justificacion solo es el reflejo de un objetivo buscado con frenesi por
los matematicos, el demostrar cosas. En particular, trataremos de exhibir las intenciones
de nuestros autores detrds de sus obras, pues las primeras segin nuestra opinion son
fundamentales para entender la conformacion de las segundas. Ventajosamente, la
mayoria de los matematicos estudiados no son temporalmente tan lejanos y ademas
dejaron plasmadas por escrito algunas de sus motivaciones. Es suma, nos declaramos
desde aqui pragmatistas poco moderados: los fines aunque no lo sean todo, los

estimamos preponderantes para la clarificacion de cualquier obra.

En tercer lugar, creemos en la pluralidad de las axiomatizaciones. A lo largo de la
historia de las matematicas han aparecido diversas obras que han sido, son o pudieran
considerarse como axiomatizaciones, cuya variedad de acuerdo a nosotros no debe ser
ignorada. Si bien en todas ellas de alguna manera u otra se formulan ciertas clases de
principios, usados de alguna manera u otra para generar cierto desarrollo teorico, las
diferencias en la ejecucion de este plan, son inocultables. Por lo tanto, ellas al menos
deben ser reconocidas. Es mas, en concordancia con nuestra creencia manifestada en el
parrafo anterior, algunas de estas discrepancias incluso pudieran ser explicadas con base

en los distintos fines perseguidos por sus creadores.

Entre las metas con mayor frecuencia identificadas en las axiomatizaciones, quizas la
mas mentada es aquella de la fundamentacion epistémica. Los primeros principios se han
estimado con regularidad como los depositarios Ultimos de nuestro conocimiento
matematico; ellos se han contemplado en reiteradas ocasiones como los fundamentos de
sus teorfas. Sin embargo este objetivo no es el Unico y quizas tampoco sea el buscado
abiertamente por algunos de los autores de las axiomatizaciones. Mas adelante

expondremos otros fines, como el de la depuracion linguistica, que han sido perseguidos
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por los creadores de estas construcciones teéricas. Mientras que la mas famosa de las
axiomatizaciones, la de la geometria dada por Euclides, tiene ciertas peculiaridades, v.gr.
la formulacion de primeros principios cuya lectura literal los privaria de un valor de verdad
(los postulados), que complicarian la identificacion de su meta como una fundamentacion

epistémica.

Ahora bien, nuestro interés por las axiomatizaciones y por los fundamentos, surge
de nuestro objetivo de averiguar el papel desempefiado por la induccion matematica en
algunas construcciones teoricas relativas a la aritmética, edificaciones cuyo plano pudiera
ser considerado axiomatico. Aunque los principios, medios y fines varien en todas ellas, la
formulacién de alguna regla de induccién matematica es un rasgo afin. También lo es su
empleo preponderante para su desarrollo, dentro del cual podemos hallar a la nocion
misma de los nimeros (naturales). En suma, nuestra conjetura inicial es la de sefialar a la

inducciéon matematica como fundamento de la aritmética.

A lo largo de nuestra investigacién depuraremos historica y filoséficamente esta
conjetura.  Ofreceremos evidencia historica para respaldar cierta concepcion de
fundamento, la cual a su vez se tratard de redondear con la ayuda de algunas ideas
provenientes de la filosofia. No obstante desde aqui enfatizamos, en consonancia con

nuestras creencias manifestadas, lo siguiente:

(1) Nuestra nocion de fundamento estara impulsada por nuestra predileccion
por los razonamientos en las matematicas. La eleccion de la induccion
matematica como fundamento de la aritmética no fue fortuita.

(2) Nuestra nocion de fundamento estara apoyada pero también acotada
histéricamente. En consecuencia, postulamos a la induccién matematica
como un fundamento dentro de las teorias en cuestion, no como
fundamento dltimo de la aritmética.

(3) Nuestra nocion de fundamento no se impondra sobre los autores de las
teorias estudiadas. En algunos de ellos si reconoceremos en retrospectiva,
metas afines a nuestra concepcion de fundamento, pero tampoco

afirmaremos que en todos ellos sus creaciones la obedecian.
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Con respecto a la metodologia, debido a nuestros particulares propoésitos las
fuentes principales de nuestra investigacion seran sélo algunas obras de los autores
estudiados. Es decir, desarrollaremos una historia interna aunque limitada: ni nos
dedicaremos a develar todo factor involucrado en la creacion de las obras estudiadas
(v.gr. las causas sociales casi seran en su totalidad omitidas), ni tampoco haremos un
extenso recorrido en toda la produccién matematica o filosofica de nuestros autores
revisados. Sobra decir que la presencia de la inducciébn matematica fue un criterio
preponderante para la seleccion de obras, al igual que su tema aritmético. Si bien
trataremos de aprovechar los valiosos trabajos hechos por algunos de los estudiosos de
nuestros autores, su uso tampoco sera tan intensivo por lo anunciado con antelacion: la
motivacion primaria de nuestra investigacion es la de recabar evidencia que respalde una
nocion de fundamento, a través de la cual postularemos a la induccion matematica como
tal para algunas teorias aritméticas. Al no enfocarnos en algin personaje o en alguna
escuela o en algun periodo de las matematicas, las consultas de y sobre nuestros autores

citados seran sucintas.

En resumen, nuestra investigacion histérica auspiciard una nocion de fundamento, la
cual esperamos sea util para abordar el tema del conocimiento y de la explicacién en las
matematicas. En particular, nos concentraremos en presentar esta concepcion para la
induccion matematica dentro de algunas teorias aritméticas. Mientras que nuestra meta
esperamos alcanzarla paulatinamente en una serie de capitulos, cuyo contenido a

continuacion con brevedad presentamos:

Capitulo 1. En nuestro primer apartado introduciremos a la induccion matematica
en algunas demostraciones hechas entre Francois Viéte y Alexander Anderson dentro del
Tratado sobre las Secciones Angulares. En ellas se resaltaran algunos rasgos que anticipan
a esta regla de justificacion en su versién débil. Luego veremos tanto a la formulacion
como al seguimiento valido de esta regla en el notable, en varios aspectos, Tratado del

Triangulo Aritmético, obra cuyo autor fue Blaise Pascal.

Capitulo 2. En nuestro segundo apartado inspeccionaremos fugazmente a los

Elementos, para apreciar como Euclides teoriz0 a la aritmética. A partir del contraste
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gue remarcaremos entre el desarrollo de la geometria (Libro 1) y de la aritmética (Libro
VII) euclidianas, propondremos una caracterizacion minima de lo que es una
axiomatizacion que nos servirh como marco de estudio para el resto de nuestra
investigacion. Por medio de este marco, reconoceremos al Tratado del Triangulo
Aritmético como una axiomatizacion y a la regla de induccion matematica alli formulada,
como uno de sus principios. Es mas, revelaremos la simbiosis entre esta regla y los
principios constructores de los tridngulos aritméticos, simbiosis que deductivamente

resultd muy provechosa e histéricamente nos parecera muy llamativa.

Capitulo 3. En nuestro tercer apartado revisaremos a los Principios de la Aritmética
de Giuseppe Peano y al Qué son...los numeros de Richard Dedekind. Sin dejar de admitir
las diferencias entre este par de proyectos, reconoceremos sus concordancias a través de
las cuales podemos hablar con propiedad de los principios de la aritmética de Peano-
Dedekind. En particular, veremos como la induccion matematica es un principio
protagonico en ambas construcciones teoricas de la aritmética. Mas ain, este analisis
comparativo nos servira para remarcar el caracter aritmético del Tratado del Triangulo
Aritmético y de este modo sustentaremos a esta axiomatizacién de Pascal, como un
precedente fundamental de los principios de Peano-Dedekind. En conciso, expondremos
cébmo también en estos Ultimos se encuentran provechosamente en simbiosis sus
respectivas reglas de induccion mateméatica con los principios constructores o

caracterizadores de la clase o sistema de los niumeros naturales.

Capitulo 4. En nuestro cuarto apartado revisaremos algunas demostraciones hechas
por Leonhard Euler para el Pequefio Teorema de Fermat. Expondremos su preferencia por
sus ultimas demostraciones, sobre las primeras que seguian una induccidn matematica. Y
en el entendimiento de esta predileccion, introduciremos a nuestra nocién de
fundamento, concepcion nodal de nuestra investigacion. Para presentarla lo haremos con
la ayuda de algunas ideas filoséficas planteadas por Bernard Bolzano, las cuales para
nuestro beneficio exegético él las mostrd aplicadas en su Demostracion Puramente
Analitica. Bajo la influencia de este autor, empezaremos hablando sobre las virtudes

explicativas de un fundamento, las cuales articularemos mediante las cualidades de la
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naturalidad y la fecundidad sobre la produccién deductiva que este posibilita. Mientras
que esta introduccién explicativa, nos servird para iniciar nuestra identificacién de la
induccion matematica como fundamento de las teorias aritméticas estudiadas, gracias a
la simbiosis constructivo-justificativa en ellas detectada. Con tal de impulsar esta
interpretacion, finalmente indicaremos por qué la induccion matematica no es tan buena
opcién deductiva para ciertas proposiciones que tratan sobre conjuntos bien ordenados

aunque no tan bien construidos, como el de los nimeros primos.

Capitulo 5. En nuestro quinto apartado revisaremos a la teoria de los “nimeros”
transfinitos de Georg Cantor, centrdndonos mayoritariamente en su desarrollo
presentado dentro de sus Contribuciones. Nuestro finalidad buscada en tal inspeccion,
sera la de carear a la induccion matematica contra el buen orden para averiguar cual de
estos dos principios, es un fundamento mas acoplado a la aritmética al estilo Peano-
Dedekind. Si nos preocupamos por realizar tal confrontacion, es porque la equivalencia
entre el Principio de la Induccion Matemética y el Principio del Buen Orden es un
resultado de la teoria de conjuntos ya detectable en las Contribuciones, que podria
diezmar la candidatura del primero para el dominio de la aritmética. Concisamente, en
este apartado argumentaremos que el buen orden si es un fundamento pero lo es de la
teoria de los conjuntos (transfinitos), utilizando como evidencia de esta valoracion, a la

fundacion de esta teoria realizada por Cantor.

Al final de nuestro trabajo, aprovechando la recoleccion de evidencia historica
efectuada en los cinco capitulos previos, expondremos con mayor cautela filoséfica, a
nuestra concepcion de fundamento. La perspectiva que adoptaremos para hacerlo, tal
como ya lo habiamos mencionado, sera epistemoldgica y nos enfocaremos en tratar al
problema sobre el conocimiento de un fundamento. En particular, retomaremos una vieja
discusion suscitada entre Poincaré y algunos defensores de la légica, como Zermelo, sobre
la fuente del conocimiento de la validez de la induccion matematica. Para el primero el
origen de tal conocimiento es la intuicién, mientras que algunos de los segundos, parecen
ubicarlo en la légica o en la teoria de conjuntos. Nosotros sintetizaremos tal confrontacion

para promover un parametro conservativo que sirva para determinar al conocimiento de



un fundamento. De este modo, propondremos que conocemos la validez de la induccion
matematica gracias a que esta regla conserva a la mayoria de nuestro conocimiento

aritmético previo.

Terminada nuestra introduccion, esperamos haber delimitado y promovido
adecuadamente a nuestra investigacion, cuyo despliegue en la serie de capitulos

descritos, ahora por fin empieza.



Capitulo 1: Prefiguracion y consolidacion de la induccion matematica

1.0 Introduccién

Sin un antecedente prescrito, sin un procedente proscrito. Al seguir una regla
cuando de ella se ignora su expresion, se siguen flexiblemente los contornos de la
indeterminacion. Para afirmar o negar que se actla de acuerdo a una regla, se requiere de
su formulacion ya que de lo contrario, la arbitrariedad seria lo Unico incuestionable de
nuestra aseveracion. En conciso, parece ser una condicion necesaria para decir
justificadamente que se sigue una regla, poder decir qué es lo que se esta siguiendo. Si

ademés es suficiente, eso es otra (filos6fica) cuestion®.

Sin un antecedente adscrito, sin un procedente por escrito. La instauracién de una
regla en su expresion, suele estar precedida por una serie de acciones o resultados cuya
repeticion se ha amoldado en una regularidad propicia para su representacion. Las reglas
no suelen enunciarse por generacion espontanea. En conciso, ya que usualmente es un
proceso contingente la formacién de una regla, determinar el contenido de su expresion
puede ser un trabajo para la historia. Es decir, el reconocimiento historico de la
conformacion de una regla, también puede ser Util para desembrollar qué es lo que se

esta siguiendo cuando se pretende afirmar con justificacion el seguimiento de una regla.

En este capitulo se mostrara a la primera expresion hasta el momento conocida de
la induccion matematica, asi como también se exhibiran algunas demostraciones mas

antiguas cuyos rasgos prefiguran a esta regla deductiva. Las dos fuentes de nuestra

! El seguimiento de una regla fue instaurado como un problema filoséfico, sobretodo para la filosofia del
lenguaje, por Wittgenstein mientras que su planteamiento primigenio, puede ser revisado en alguna de sus
obras como las Investigaciones. Ahora bien, si acotamos este problema cuando ya se posee una expresion
de unareglay se desea decidir si algunas acciones, resultados,... la estdn o no siguiendo, entonces el
ofuscamiento surge de que dependiendo cémo se interprete esa formulacién, la regla puede estar en
conformidad con una multiplicidad de acciones, resultados,... Cabe mencionar que desde ciertas
perspectivas nomoldgicas, esta indeterminacion no debe parecer tan sorprendente. Por ejemplo, algunas
normas juridicas o algunas reglas deportivas requieren del criterio no estandarizado de sus evaluadores
para determinar su satisfaccién o incumplimiento. No obstante, el problema aqui sefialado es mas global
pues no nace de la redaccion vaga o ambigua de una regla (como podria ser el caso de algunas normas
juridicas o deportivas), sino de la interpretacion misma de los constructos de cualquier lenguaje. En conciso,
tanto para construir las férmulas bien formadas de cualquier lenguaje como para interpretarlas, se siguen
ciertas reglas. Y el problema recursivo aludido, nace de la (in)determinacion de estas reglas.
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exposicién procederan (directa o indirectamente) de un par matematicos con la misma
nacionalidad, la francesa. Por motivos cronoldgicos, primero serd exhibida la solucién
planteada por Viéte al problema geométrico de la division de un angulo. En dicha
respuesta de naturaleza analitico-geomeétrica, vislumbraremos algunos pasos tipicos de la
induccion matemaética, como aquel dado para justificar un siguiente caso apoyandose en
el anterior. Luego ensefiaremos a la primigenia expresion de una induccién matematica
creada por Blaise Pascal y también mostraremos como siguen esta regla algunas de las

demostraciones por él hechas.

Asi entonces, en el capitulo inicial de esta tesis introduciremos a la induccion
matematica a través de algunas demostraciones de Viéte y de Pascal. De las primeras
remarcaremos Sus rasgos que vaticinan a la primera expresion de esta regla. De las
segundas veremos no sélo como ellas siguen a la regla de induccién formulada por Pascal,
sino también expondremos como ellas participan en la instauracion misma de ese
método de demostracion. Para lograr esto ultimo, recurriremos a la historia para
identificar en las demostraciones de Pascal revisadas, un modo de razonamiento presente
también en las de Viete que nos remonta mas atras hasta Euclides, el de la generalizacion
universal. Ademas, al exponer cdmo procede vélidamente este modo de razonamiento,
exhibiremos cdémo garantizan su seguimiento las demostraciones de Pascal hechas

conforme a su regla recién acuiiada de induccion matematica.

1.1 Viete a la Anderson: La ilusibn mediante arcos y cuerdas hacia la induccion

Una breve relato acerca de la vida del(os) autor(es) y de la de su(s) obra(s)
discutida(s) suele ofrecerse como bienvenida a los textos “historicos” y a pesar de que
puede ser un inicio trillado, por cortesia al lector tal saludo aqui nunca va a ser omitido. Si
bien la historia de las matematicas no se reduce a la historia de los matematicos, su
existencia constituye una trivial condicion de posibilidad para los vestigios que se desean
estudiar. Mas aun, la descripcién del contexto (econémico, cultural,...) puede socorrer a la
reflexion buscada (ya sea matematica, filosofica, ...) en el pasado de esta disciplina. Por lo

que si el entorno o el objetivo lo ameritasen, convendria ser mas meticuloso en los
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detalles, aunque debido a la metas de la presente investigacion, aqui no lo seremos y sélo

seguiremos parcamente una sana costumbre de intelectual convivencia.

Francois Viete (1540-1603) fue un matematico francés tipicamente vanagloriado en
los relatos de la historia de las matematicas al identificarlo como uno de los mayores
promotores en el occidente del algebra. Entre las obras que dejaron su huella en el esta
area podemos mencionar In Artem Anlayticem Isagoge (1591) y Ad Logisticem Speciosam
Notae Priores (1631). Entre sus aportaciones a esta disciplina, quizas la mas aplaudida sea
su uso de letras del alfabeto para representar magnitudes, legandonos asi una notacion
para las expresiones algebraicas como “A+B”, “B¥/A” y “A%+BA? = ZPA”. Mientras que la
contribucidén que aqui sera expuesta trata sobre el andlisis de problemas geométricos

mediante términos algebraicos.

Sorprendentemente, la obra elegida para andar tras los pasos de la induccion
matematica ni siquiera fue escrita directamente por Viete. Fue un colega de €l, Alexander
Anderson (1582-1620), quien se encargd de elaborarla después de su muerte repentina. El
trabajo que sera resefiado es el Tratado sobre las Secciones Angulares (Ad Angularium
Sectionum Analyticen Theoremata) publicado péstumamente en 1615. Dicho tratado
versa someramente sobre razones entre cuerdas en relacion a razones entre angulos
(arcos). En particular, esta obra ensefia a dividir un angulo en un nimero entero de
partes iguales por medio del viejo método analitico revitalizado por Viéte, i.e. suponiendo

resuelta la cuestion e identificando algebraicamente las condiciones de su solucién.

Dado que Viete dejé testimonio de su tratamiento analitico para el problema de la
divisién angular en otras de sus obras? su autoria sobre los teoremas en Ad Angularium
Sectionum no sera puesta en discusion. Sin embargo, ya que Anderson se declara en ese

tratado como el autor de las demostraciones alli contenidas y debido al objetivo de la

2 Conocida es la anécdota del reto lanzado en 1593 por Adriaan van Roomen (Adrianus Romanus) acerca de
una ecuacion de grado 45. Dicha ecuacion fue resuelta por Viéte a través de la interpretacién de la ecuacion
como la division de un angulo en 45 partes y su solucion fue publicada en 1595 bajo el nombre de Ad
Problema quod Omnibus Mathematicis Totius Orbis Construendum Proposuit Adrianus Romanus Responsum.
Por otro lado, desde su Variorum de Rebus Mathematicis Responsurum libri Septem, obra publicada en
1592, Viete trata de manera analitica el problema de la division del &ngulo e incluso alli podemos encontrar
enunciadas algunas de las proposiciones luego reproducidas en Ad Angularium Sectionum.
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presente investigacion de hacer un seguimiento histérico de la induccién matematica, tal
confesion de paternidad deductiva no sera ignorada por el nhombre de Viéte. Es decir,
aungue el impacto del Ad Angularium en el desarrollo de las matemaéticas se deba a Viéete
y a su modo analitico (algebraico) de atacar viejos problemas geométricos, como aquel
que protagoniza a esta obra, aqui sera reconocida la mano de Anderson en la elaboracion
de sus demostraciones. Por lo tanto, para evitar ahondar en un infructuoso pleito sobre la

paternidad del tratado, saloménicamente se otorgara su coautoria a Viéte y a Anderson®.

En total son diez los teoremas encontrados en Ad Angularium Sectionum. De ellos
escogeremos algunos en cuya demostracion sea discernible retrospectivamente algin
parecido con la induccidon matematica. Dado que se expondra la primera formulacion de
esa regla después de este apartado, la confirmacion de esas semejanzas quedara en esta
seccion pendiente y por el momento dependera de la confianza o del conocimiento previo
de nuestro lector. Ademas, si nos resistimos a enunciar desde ahora a esa regla de
demostracion para que ya no quede en vilo el parentesco, es para evitar el vicio de la

reivindicacion histérica denunciado por Acerbi:

Maés aun, una revisién cuidadosa de la literatura muestra que cada estudioso propone
su propia interpretacion del principio de Induccion Completa y con base en su
propuesta es capaz de afirmar o negar que algunas demostraciones especificas
constituyen ejemplos bien formados de él°. (Acerbi,2000:58)

® Alvarez (2007) incluso sostiene que Viete pudo haber redactado una versién preliminar de las Secciones
Angulares: “Viéte avait déja fait connaitre la clé de la solution du probléme de la section des angles dans
VR,[Variorum de Rebus] et il est vraisembleble qu’a cette époque il avait déja au moins une version
préliminaire du texte AS [Angularium Sectionum]” (Alvarez, 2007:19-20). Si bien desde un punto de vista
netamente histérico discernir el origen exacto del texto se presenta como una atractiva tarea, aqui no sera
atendida porque la atribucion de coautoria no afecta en nada a nuestra investigacion.

* Llamativamente esta queja apunta hacia el problema ya mencionado en la primera nota de pie de pagina
sobre el seguimiento de una regla, pues aunque haya una formulacién relativamente estandar de la
induccion matematica (débil), “cada estudioso” de ella “propone su propia interpretacion” segdn su
conveniencia exegética. Entre los ejemplos mencionados por Acerbi tenemos a Rashed (1972-3) quien halla
a lainduccién en al-Karaji(1029 d.C), a Vacca (1909) quien la sitda en Franciscus Maurolycus(1494-1575) o a
Rabinovitch (1970) quien la ubica en Levi Ben Gershon (1288-1344). También podemos agregar a la lista a
Yadegari (1978) quien propuso a Aba Kamil Shuja (¢850-930?) como un seguidor de la inducciony a
Fowler(1990) quien en el extremo de la interpretacion defiende que “los Griegos usaron principios
equivalentes a la induccién matematica y que ellos pudieron habar usado induccién matematica si la situacion
se hubiera presentado” (Fowler, 1990:264). Por otro lado Acerbi hace caso omiso de su denuncia y segin su
lectura de la regla de la induccién matematica (débil), sarcasticamente sugiere considerar “un pasaje
platénico, Parménides 149a7-c3, como un ejemplo integro de una demostracién por” induccién. (Acerbi,
2000:58).
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En consonancia con la denuncia de Acerbi, enfatizamos que no forma parte de las
metas de la presente seccién localizar con novedosa precision al origen de la induccién
matematica. Consecuentemente, carecemos del interés de mostrar con meticulosidad
como tal o cual demostracion de Viéte-Anderson sigue puntualmente a nuestra
caracterizacion o la de Pascal, de tal método de demostracion. Insistimos que nos
conformaremos con detectar en ellas algunos pasos deductivos parecidos a los dados en
las demostraciones hechas por induccion matematica. Y si nos interesa tal identificacion,
es para reafirmar lo dicho en la introduccién acerca de que las reglas usualmente no se

expresan por inspiracion espontanea.

Los teoremas junto con sus demostraciones sobre los cuales se centrard nuestra
atencion, seran la dupla del segundo con el tercero y la pareja del cuarto con el séptimo.
Esta seleccion en pares se debe a que el primer miembro de ellos faculta la demostracion
de su acompafante, mientras que en esta ultima es donde segun nuestro entender, se
pueden hallar vestigios de la induccion matematica. La primera de las proposiciones

elegidas asevera lo siguiente:

Teorema Il.

Si tenemos tres tridngulos rectangulos tal que el &ngulo agudo del primero mas el
angulo agudo del segundo es igual al angulo agudo del tercero, los lados del tercero
reciben las siguientes relaciones de semejanza:

Su perpendicular, es semejante al rectangulo de la perpendicular del primero, por la
base del segundo, mas el rectangulo de la perpendicular del segundo por la base del
primero.

Su base, al rectangulo de la base del primero por la del segundo, menos el rectangulo
de la perpendicular del primero por la del segundo. (Anderson-Viéte, 1615: 10)

La demostracion del Teorema Il particulariza a la proposicion y supone que los tres
triangulos rectangulos estan inscritos en una semicircunferencia cuyo didmetro
corresponde a sus tres hipotenusas®. Asi entonces, sea AEB el tercer triangulo, ADB el

segundo, ACB el primero y sean representados mediante el siguiente diagrama:

> En el Scholium del Teorema | -p.9- Anderson ensefia cémo recuperar la generalidad del Teorema Il a pesar
de la suposicién hecha en su demostracién sobre la igualdad de las tres hipotenusas, a saber, aprovechando
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A G B
Diag. 1
Por lo que de acuerdo a la hipétesis del Teorema II, el angulo BAC mas el angulo
BAD es igual al &ngulo BAE. De este modo, las semejanzas afirmadas por su consecuente

se pueden indicar a través del siguiente par de igualdades entre razones®:

1) AB _ AB?

EB  CBAD+DBAC
2) AB _ AB?

AE  ACAD-BCDB

Ahora bien, tales igualdades son establecidas por Viete-Anderson por medio de
relaciones de semejanza entre tridngulos y mediante la composicién de segmentos. A
continuacion expondremos nada mas la obtencién de la primera para mostrar su proceder
deductivo respetuoso de la tradicion deductiva de los Elementos de Euclides, la cual ya
fue obedecida desde la particularizacion de lo afirmado por el Teorema Il -razones (1) y

(2)- para los tridngulos ACB, ADB y AEB.

En primer lugar, tracese la altura DG del segundo triangulo rectangulo ADB tal como

se muestra en Diag.1 (construccién auxiliar’). Luego el triangulo rectangulo ADG es

la relacién de semejanza que tendrian respectivamente los tridngulos de idénticas hipotenusas con los tres
triangulos mencionados por la hip6tesis del Teorema ll.

® Nétese que en esta obra el “homogenea homogeneis comparari” exigido por el marco euclidiano del Libro
V, todavia es respetado y por consiguiente, el consecuente del Teorema Il se expresa mediante radios
como se hace en (1) y (2): por un lado de la ecuacion se tiene la razén entre lados, mientras que por el otro,
entre planos. Para ratificar la deferencia de Viete hacia la homogeneidad, se puede revisar el capitulo 3 de
su In Artem Anlayticem Isagoge.

"El empleo de construcciones auxiliares es tan comun en las demostraciones en los Elementos, que incluso
se ha reconocido como uno de sus rasgos caracteristicos, v.gr. Proclo nombro kataskeué a esta etapa
constructiva preparadora de la demostracion.
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semejante al triangulo rectangulo ICB, donde | es la interseccién de la perpendicular EB
del tercer triangulo con la base AC del primero, porque el angulo GDA es igual al angulo

CIBy tanto el angulo AGD como el angulo BCI son rectos. Por lo tanto:

AG _CB
AD IB
De donde se sigue que AGIB=ADCB .. (%)

En segundo lugar, el segundo triangulo rectangulo ADB es semejante al triangulo
rectangulo AEI porque el &ngulo EAI es igual a DAB y tanto el &ngulo BDA como el angulo

I[EA son rectos. Por lo tanto:

AB DB
Al EI

De donde se sigue que ABEI=AIDB, ademas como AB=AG+GB tenemos que

AGEI+GBEI=AIDB ... (**)

En tercer lugar, el tridngulo rectangulo GDB es semejante a ICB por transitividad
dado que el tridngulo GDB es semejante al triangulo ADG mientras que ADG lo es de ICB

como ya fue argumentado. Por lo tanto:

GB _IC
DB IB
De donde se sigue que GBIB=ICDB ... (***)

Luego como AB=AG+GB y EB=EI+IB tenemos que
ABEB=(AG+GB)(EI+IB)=AGEI+GBEI+AGIB+GBIB
Pero por las ecuaciones (**), (*) y (***) tendriamos que:
AGEI+GBEI+AGIB+GBIB = AIDB+ADCB+ICDB
Por lo tanto, ABEB=AIDB+ADCB+ICDB=(AIDB+ICDB)+ADCB=DB(Al+IC)+ADCB=DBAC+ADCB

De la anterior cadena de igualdades se sigue que:

AB 1
DBAC + ADCB ~ EB
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Finalmente, multiplicando ambos miembros de la igualdad por AB deducimos a la

. AB AB?
igualdad entre razones deseada: 1) o5 = ADcBTAcDE Q.E.D.

Una vez evidenciados los medios deductivos clasicos de la demostracion del
Teorema Il, procederemos a exponer a la llamativa justificacion de la proposicion que le
sucede, la cual afirma lo siguiente:

Teorema IlI.

Si tenemos dos triangulos rectangulos tal que el &ngulo agudo del primero es un
submultiplo del &ngulo agudo del segundo, los lados del segundo reciben la siguiente
semejanza.

La semejanza de los lados alrededor del angulo recto de la hipotenusa congruente, es
establecida a partir de la base y la perpendicular del primer tridngulo...con sus
potencias iguales [respecto a su grado] y con su producto simple homogéneo
distribuido en dos partes sucesivas, por un lado primero positiva, luego negativa, y de
éstas la primera sera semejante a la base del segundo, la perpendicular del que queda.
(Anderson-Viete,1615 :10)

Conforme se va desenvolviendo el resto de la enunciacion del Teorema Ill y su
posterior demostracion, se va desenredado el trabalenguas previamente transcrito. En
conciso, el teorema sostiene que las bases y las perpendiculares del triangulo rectangulo
con un angulo agudo igual a na,, pueden expresarse en funcion de los lados del triangulo
rectangulo con un angulo agudo igual a a.. Y en resumen, su demostracion indica cémo ir
generando una secuencia de razones basadas en el Teorema Il entre los lados de los
triangulos rectangulos con un angulo agudo ka y los lados del primer triangulo con angulo

o, hasta llegar a los lados del tridngulo rectangulo con angulo na.

Para simplificar la exposicién de lo demostracion, denotemos mediante “z” a la
hipotenusa congruente de todos los triangulos rectangulos (en Diag.1 “z” seria el didmetro
de la semicircunferencia). Luego expresemos a través de “x” a la base del primer triangulo
rectangulo (AC en Diag.1) y por medio de “y” a su perpendicular (BC en Diag.1). De este
modo, el &ngulo agudo del segundo triangulo rectangulo sera 2a, el del tercero 3o y asi
sucesivamente hasta el &ngulo na del enésimo tridngulo rectangulo (con la condicion de
gue no. sea menor a un angulo recto). Finalmente, represéntese mediante “B;*“y “Pi“ ala

base y a la perpendicular, respectivamente, del i-ésimo triangulo rectangulo.
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Ahora bien, Anderson-Viéte empieza estableciendo la semejanza para el triAngulo

cuyo anqulo agudo es iqual al doble del &ngulo agudo del triAngulo rectangulo inicial,

anunciandola como “la base [es semejante] a la diferencia [de los cuadrados de los lados
alrededor del angulo recto]; la perpendicular al doble del rectdngulo [de esos lados]”
(ibid., p. 12). Mientras que su demostracion se basa en el Teorema Il. Sea cualquier
triangulo rectangulo (ACB en Diag.1) con un &ngulo agudo o (£BAD=qa en Diag.1) y
dupliguémoslo en un segundo tridngulo rectangulo (el triangulo ADB es idéntico a ACB en
Diag.1). Si ahora consideramos al triangulo rectangulo (AEB en Diag.1) con un angulo
agudo igual a 2a. (£/BAE=/BAC+~/BAD=2a. en Diag.1), cuya hipotenusa es congruente con
z y llamamos a su base “B,"“ mientras que a su perpendicular “P,”, entonces “de la

demostracién del teorema segundo” (ibid.,p.13) deduciriamos las razones vaticinadas:

VA AB AB? AB? 72
—=—= = = — [por Teo.I.(1)]
P, EB ACCB+ACCB 2ACCB  2xy

z AB AB? 72
B, _ AE _ ADAC_DBBC _ xZ_y? [por Teo.Il.(2)]

Y las razones previas conllevan que los lados del segundo tridngulo rectangulo

puedan ponerse en funcion de los lados del primero:

Después tanto la formulacion como la demostracion del Teorema Il prosiguen para
el triangulo rectangulo con un &ngulo agudo igual a 3a e hipotensa igual a z. En resumen,
si otra vez aplicamos el Teorema Il (en el Diag.1 el tercer triAngulo corresponderia al

triangulo AEB, el segundo a ADB y el primero a ACB) obtendriamos las siguientes razones:

z AB AB? z?
— === = [Por Teo.l1.(1)]
P; EB ADCB+ACDB  B,y+P,x

vA AB AB? z?
—=—= = [Por Teo.IL.(2)]
B; AE ADAC-DBBC  B,x-P,y
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Mientras que gracias al computo previo de P, y B, en funcion de los lados del primer

triangulo rectangulo, podemos derivar a las siguientes razones:

z z3
Py~ X2y —y3 +2x%y

z 23

B; X3 —xy?— 2xy?

Por lo tanto, otra vez los lados del tercer triangulo rectangulo puedan ponerse en

funcion de los lados del primero:

_ 3x%y-y?
x3—3xy?
Bg = -
z

La demostracion prosigue de la misma manera, haciendo uso del Teorema Il y de las
razones anteriormente halladas, hasta finalmente corroborar la ultima relacién de
semejanza alli especificada para el triangulo rectangulo con un angulo agudo que es el
quintuple del angulo agudo del tridngulo rectangulo inicial. Mientras que la posibilidad de
continuar aplicando este modo de célculo, es aludida por Anderson-Viéte para establecer
la semejanza entre el enésimo y el primer triangulo rectangulo aseverada por el tercer

teorema:

Y conduciéndonos de esta manera a partir de las hipotenusas, de los lados alrededor
del angulo recto, de las razones de semejanza hasta el momento demostradas, asi
apareceran hasta el infinito la de los lados de los triangulos madltiplos de los
angulos....

Y si esto progresa hasta el infinito, hemos de dar el radio de los lados [de los
tridngulos] cuyos angulos estan en razon de un multiplo, tal como fue prescrito, que
es lo que habia que demostrar (Anderson-Viéte,1615 :13-14)

Para los fines de la presente exposicion, hemos de remarcar que el método ensefiado en la

demostracién del Teorema lll para alcanzar a la razén entre los lados del enésimo tridngulo

rectangulo y del primero, va aprovechando a sus aplicaciones anteriores para llegar a su deductiva

meta. Pues si hemos calculado mediante el Teorema Il a las razones entre los lados del

triangulo rectdnqulo con angqulo agudo o vy del tridngulo rectdngulo con &ngulo ia,

18



entonces podemos hacerlo también con los lados del tridngulo rectangulo con angulo

agudo igual a (i+1)a_recurriendo otra vez a ese teorema. Basta con emplear de nuevo la

configuracion geométrica mostrada en la demostracion del Teorema Il (el Diag.1l) y
considerar al triangulo ACB como aquel cuyo angulo agudo #BAC es igual a a, al &ngulo
/BAD del triangulo ADB igual a i y finalmente al &ngulo £ BAE del triangulo AEB igual a
(i+1)a.. De este modo, el Teorema Il nos provee del siguiente par de reglas para el
cémputo de las razones entre los lados de estos tres triangulos rectangulos:

2

VA
= or Teo.ll.(1
Piiq B;y+P;x [P (1)]

Z

2 = _ 7 [por Teo.ll.(2)]
Bi+1  Bix-P;y P o

Mientras que gracias a las aplicaciones previas del par anterior de reglas, los lados
B;, P; del triangulo rectangulo con angulo ia los podemos poner en funcion de los lados
x,y,z del tridngulo rectangulo con angulo agudo a. Por lo que si realizamos las
sustituciones correspondientes®, entonces seremos capaces de expresar a las razones

entre los lados del tridngulo rectangulo con angulo o y del triangulo rectangulo con

angulo (i+1)a, i.e. y , en funcién de los lados x,y,z del primero de ellos. Y

Pit1 7 Bit1

prosiguiendo de esta manera hasta que i+1 se igual al factor n de multiplo deseado na.,

8Cabe remarcar que el Teorema Il nos permite expresar los lados del i-ésimo triangulo rectangulo, aquel con
angulo ia, en funcion de los lados del tridngulo que le antecede -(i-1)a.- y del primero de ellos -o.-:

B, = BiiXx = Pi1y
z

p = Bigy + PigX

z

Por lo que las sustituciones requeridas para asentar deductivamente al Teorema Ill, pueden plantearse

formalmente en sentido inverso al expuesto por Viéte-Anderson. Es decir los B,,_,’sy P,_;‘S que vayan
2 z 22 . .
e e pueden irse remplazando respectivamente por
n

Bn-1X—Pp_1y

. Z Z
aparECIendo en—=—————
Pn  Bp-1y+Pn_1x

Bp—2Xx—Pp_ Bp—2y+Pp_ . . v . . . ’
nozf-nezt oy on zyz n-2%  para finalmente terminar esta recursion de sustituciones en la primera razon

Z
. . _2xy _x2-y?
calculada en la demostracion del Teorema lll: P,==—=yB,=

z Z
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“hemos de dar el radio de los lados [de los triangulos] cuyos angulos estan en razén de un

multiplo, tal como fue prescrito, que es lo que habia que demostrar”.

Recapitulando, la demostracion del Teorema Il es portadora de un par de rasgos
deductivos que la emparentan, presumiblemente, con la induccion matematica. Uno es
el establecimiento de la proposicion para un primer caso: la demostracién comienza
indicando la razon entre los lados del tridngulo rectangulo con el &ngulo o y del triangulo
rectangulo con el angulo 2a. El otro, es el uso acumulativo de la razon entre los lados del
triangulo con el angulo o y del triangulo con un angulo igual a ic., para calcular la razén de
los lados del primer tridngulo con el triangulo rectangulo con el angulo (i+1)o. Por otro
lado, en la demostracion del Teorema Il se hace evidente que el Teorema Il subyace
deductivamente a los dos rasgos identificados. Y tal como fue expuesto con antelacion, su
demostracién junto con la del siguiente teorema al basarse sobre ella, proceden a la
usanza euclidiana pues justifican sobre instancias (representadas en el Diag.1) el
cumplimiento de su respectiva y “particularizada” proposicion, dejando como labor al

lector percatarse de su manifiesta generalizacion.

Por otro lado, este par de teoremas junto con sus demostraciones sirven para
plantear de modo algebraico a la divisién de un angulo en partes iguales, la cual es pedida
en el Problema Il de Ad Angularium Sectionum: “tal como un ndmero es de otro namero,
hacer de un éangulo otro angulo” (Anderson-Viete, 1615 :42). Por ejemplo, estas
herramientas deductivas pueden usarse para “cortar un angulo dado en tres partes iguales”
(Anderson-Viéte,1615 :42). Si o es el angulo (agudo) que se desea trisecar, entonces
podemos apoyarnos sobre la configuracion geométrica presentada en la demostracion
del Teorema Il y ajustada en la del Teorema lIl, el Diag.1l, para realizar dicho corte.
Empecemos trazando al tridngulo rectdngulo AEB inscrito en una semicircunferencia con
didmetro z tal que su angulo /BAE sea igual al &ngulo o dado. Supongamos resuelta la
cuestion. Es decir, consideremos construido al triangulo rectangulo ACB cuyo angulo
/BAC es igual a o/3 (consecuentemente, el &ngulo ~BAD del triangulo ADB seria igual a
2a/3). De este modo, el problema de la triseccion de o equivaldria al célculo de la

magnitud de la base AC (designada previamente como “x”) o de la perpendicular CB
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(denotada como “y”) del triangulo ACB; pues al contar con cualquiera de esta par de
valores, podemos trazar a este tridngulo cuyo angulo ZBAC es la respuesta buscada. En
particular, la perpendicular “y” puede extraerse de la siguiente ecuacion proporcionada

por el Teorema lll:
P3=(3x%y-y°)/Z°
Recordando nuestra notacion, P3 designa a la perpendicular EB del triangulo AEB de
cuyo trazo partimos, por lo que es un valor conocido al igual que el de la hipotenusa z de
los tridngulos AEB, ACB (y ADB). Luego para deshacernos de la otra incognita en la
ecuacion, la base x del triangulo ACB, podemos recurrir al teorema de Pitagoras: x’=z%-y?.
Finalmente si bautizamos como “r” al radio de la semicircunferencia (2r=z), entonces a la

ecuacién brindada por el Teorema Ill podemos realizarle las siguientes sustituciones y
simplificaciones:
P3(4r?)=3(4r%-y?)y -y3= 12r%y-3y*-y*=12r%y-4y*
Par’=3ry-y’

Y esta Ultima ecuacion es la que nos ofrece Viéte-Anderson como medio para
obtener la triseccién del angulo, salvo algunas diferencias respecto a su notacién®. En
resumen, el problema geométrico de la division de un angulo notablemente se traduce en
Ad Angularium Sectionum al problema algebraico del calculo de raices de una ecuacion.
Suponiendo resuelta la cuestion geomeétrica (v.gr. en el Diag.1l), en este tratado se
analizan sus condiciones de solucién para expresarlas algebraicamente (v.gr. mediante el
Teorema lll). Debido a que el “analisis” no es el tema de nuestra investigacion, no
ahondaremos mas en esta atractiva cuestion y por consiguiente, no inspeccionaremos
otros teoremas del tratado involucrados con el Problema 11*°. En su lugar para dar término
a esta seccion, expondremos que la demostracion del Teorema lll, en la cual identificamos
un par de rasgos afines a la induccion matematica, no es una excentricidad aislada en la

obra estudiada. Pues si podemos hablar en plural sobre las demostraciones en Ad

% puesto el radio X, B la cuerda del angulo por ser subdivido [B=Bs=EB], E la cuerda del segmento [E=y].

El cuadrado de X por tres E, menos el cubo de E, es igual al cuadrado de X por B.(Viéte-Anderson,1615:42)
1% Anderson- Viéte cita en la solucion de su Problema I1, a los Teoremas 111, V,VI, VIl y IX.

21



Angularium Sectionum con caracteristicas de la induccién matematica, entonces también

podemos hablar sobre la incipiente presencia en ese tratado de esa regla de inferencia.

Los teoremas IV y VII con antelacion ya fueron mencionados como la otra pareja
propicia para seguir los rastros de la induccién matematica en el tratado aqui revisado. El

primero de ellos afirma lo siguiente:

Teorema I111.
Si desde un punto en la periferia de un circulo, se toma cualquier nimero de
segmentos iguales, y si desde el mismo punto se traza una linea recta a cada uno de los
segmentos, entonces asi como el mas pequefio es al mas cercano, asi el resto lo es uno
tras otro, el mas pequefio a la suma de los dos mas cercanos en cada lado. (Anderson-
Viete,1615: 16).

Manifestando otra vez su respeto por el paradigma euclidiano, Viete-Anderson
utiliza instancias para especificar y demostrar al Teorema IV. Sean A un punto en una
circunferencia; AB, BC, CD, DE cuatro segmentos iguales (cuerdas) en ella'y AB,AC,AD,AE
las rectas trazadas desde A hasta los extremos de los segmentos iguales, tal como se

muestra en el siguiente diagrama:

Diag.2
De este particular modo, el Teorema IV afirma la siguiente igualdad entre radios:

AB_ AC _  AD
AC AB+ AD AC + AE

Mientras que para establecer estas igualdades entre razones, la demostracion del

Teorema IV se apoya en las construcciones ya mencionadas junto con otras auxiliares, la
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prolongacién de la recta AD hacia DF tal que DF=AB y la prolongacion de AE hacia EG tal
con EG=AC, todas ellas exhibidas en Diag.2. Y al igual que en la demostracién del
Teorema I, la composicion de segmentos y la semejanza de triangulos son los medios
deductivos primordiales para derivar a las igualdades buscadas. Por construccion
tenemos que DF=AB y EG=AC, por lo que los triangulos ABC, ACF y ADG son todos
semejantes (es mas, todos son isosceles). Por consiguiente, de la semejanza de estos
triangulos y de la composicion de los segmentos, AF=AD+DF con DF=AB y AG=AE+EG con
EG=AC, se deducen las igualdades entre radios aludidas por el teorema. Que estas
construcciones y deducciones puedan realizarse para “cualquier numero de [cualesquiera]
segmentos iguales” que parten de cualquier punto en cualquier circunferencia, es una
tarea de reconocimiento dejada al lector. En suma, el desenvolvimiento expositivo-

justificativo del Teorema IV, es otro fidedigno representante del estilo euclidiano.

Cabe remarcar que el Teorema IV tal como lo hace el Teorema II, facilita la
generacion de una sucesion de radios aunque en este caso, todos ellos iguales (razon
continua). Si etiquetamos con “s;” a la primera de las rectas (AB en Diag.2) trazadas desde
el punto fijo (A en Diag.2) hacia el extremo mas préximo de las cuerdas iguales (B en
Diag.2), con “s,” a la segunda de ellas (AC en Diag.2) y asi sucesivamente, entonces el

Teorema IV afirma que:

S1_ 52 S3 _ Si-1 _ Si

S S1+S3 Syt s, Si2 S Si—q 7+ Sit1

Y tal como la demostracién del Teorema Ill aprovecha a la sucesion de radios
provista para el Teorema Il para fincar la razon entre los lados del tridngulo con angulo na
y del triangulo con angulo o, el Teorema VIl utiliza al Teorema IV para aseverar lo

siguiente:

Teorema VII.
Si desde un punto de la circunferencia de un circulo se toma cualquier nimero de
partes iguales, y si tomamos las lineas rectas que salen del mismo punto hasta los
extremos de las partes iguales de la circunferencia; asi se constituye una serie de lineas
rectas en proporcion continua... (Anderson-Viete,1615: 28)

Ahora bien, el Teorema VIl afiade respecto a la razén continua brindada por el

Teorema 1V, a la expresién de cada recta s; en funcién de las dos primeras, s; y Sz, cuyas
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magnitudes en la demostracion original se les asigna respectivamente el valor de Z 'y de B.

De este modo, el Teorema VIl ademas afirma que:

. Bq.-Zq. B%-Z72 Bc.—Zq.inB2 B3-2BZ2
la tercera es igual a ——_—t [, ZZ [ la cuarta,

Bqq.—Zq.inBq.3+Zqq. [34—33222 +z*

Zc 3 ] laquinta, ...,

Bcce.—Zq.inBqqc.8+Zqq.inBqc.21.—Zcc.inBc.20+Zqcc.inB.5 [ B°—8B7Z%+21B%Z*-20B32° +5BZB]
Zqcc. 78
la décima. (Anderson-Viete,1615: 29-30)

Mientras que el método de generacién de la serie s;, ayuda a atisbar por segunda

ocasion en este seccioén, a la induccion matematica. El método empieza fijando el par de

valores base sobre los cuales se definird el del resto de la serie: s;=Z, s,=B. Luego se

recurre a los calculos previos de s; v si1, para indicar el computo de s;:1, despejando de la

1

., S Si . .
ecuacion = = ———— proporcionada por el Teorema lV a s;,; :

2 Si—1tSi+1

S,S; Bs;

S. :——S._ _—_S._
i+1 S i—1 7 i-1

Por lo que de la aplicacion iterativa de la regla anterior, se van deduciendo los

valores s; enumerados en el Teorema VII:

) B B2 — 72
latercera(s;)esiguala ——Z = ———
Z Z
| ta (s,) es igual B(B% —7?) B B3 — 2BZ2
I - - B=E—
acuarta (s,) esigual a 77 7

B(B® —2Bz%?) B?-2Zz? B*-3B%z%+Z*
722 z Z3

la quinta (sg) esigual a

Bsg B® — 8B7Z% + 21B%Z* — 20B3Z° + 5BZ®
7 % 7

la décima (s;,)es igual a

Finalmente, Anderson-Viete culmina la demostracion del Teorema VIl manifestando

su confianza en la generalidad del método alli ensefiado:
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Y de la misma manera ... al infinito, se sigue lo que se ha propuesto del modo
designado™, para las lineas rectas dibujadas en el circulo producidas por los
[segmentos] iguales, que es lo que habia que demostrar (Viéte-Anderson , 1615: 30)

Recapitulando, tanto en la demostracién del Teorema Ill como en la del Teorema VI,
hemos propuesto que se siguen un par de pasos asociables con la induccion matematica,
aunque en ellas no son dados para justificar alguna propiedad, como normalmente se
hace en las pruebas por induccién, sino para instaurar un procedimiento de célculo™ a

través de:
i.  El establecimiento de un caso base (Pi y Bi enT.lll;spys,enT.VID)y
2 2

ii.  El subsecuente empleo de casos anteriores (Pi y Pi en T.llI; s; ¥ s;_,en T.VII)
i 2

Z Z

y

Pit1 i+1

para fincar al siguiente (

en T.1lI; s;4, en T.VII).

Mientras que el seguimiento de este par de pasos®, es posibilitado en ambos casos

por algin teorema anterior: T.ll para T.Ill y T.IV para T.VIl. Mas aun, las demostraciones

! No podemos dejar de mencionar la mayor especificidad del “modo designado” en el Teorema VII, pues alli
incluso se sefala que los nimeros que van a ir apareciendo como coeficientes en los numeradores, van a ser
los naturales con signo negativo (-1,-2,-3,-4,-5,-6,-7,-8...) para los términos B'Z% los triangulares
(1,3,6,10,15,21,...) para los términos B'z*, los piramidales con signo negativo (-1,-4,-10,-20....) para los
términos B'Z® y asi sucesiva (naturales, triangulares, piramidales, triangulo-triangulares,....) y
alternadamente (- + - +...) para todos los términos B'Z% (Viete-Anderson 1615: 28). Ahora bien, estas clases
de nameros (triangulares, piramidales, ...) las expondremos posteriormente cuando abordemos en el
Tratado del Tridngulo Aritmético a su aplicacion para los 6rdenes numéricos. Por lo que aqui nos
conformaremos con reconocer a la mayor profundidad algebraica del Teorema VIl respecto a lo que se
expuso someramente de él en nuestro cuerpo del texto.
12 cuando expongamos a Peano y a Dedekind en el Capitulo 3, la diferencia entre el empleo de la induccion
matematica como método de justificacion y como modo de definicion de un calculo se hara mas nitida.
Ahora s6lo nos conformaremos con proponer que en los Teoremas Ill y VIl se despliegan procedimientos de
cémputo que por Dedekind pudieron haber sido llamados “definiciones inductivas” y que actualmente los
podriamos reconocer como “definiciones recursivas” (ver nota 8). Mientras que para empezar a convertir
en verosimil esta sugerencia, pedimos que se comparen los procedimientos mostrados en ese par de
demostraciones de Ad Angularium, con la definicion “recursiva” formulada por Peano y por Dedekind de la
multiplicacion para los nimeros naturales:
(i) a*1=a [Base de la recursion]

(i) a*(b+1)= (a*b)+a [El computo de a*(b+1) recurre al computo anterior a*b]
13 Remarcamos que no estamos afirmando que en estas demostraciones se sigui6 alguna regla de induccion
matematica, pues como ya habia sido comentado desde el inicio, en el momento de su elaboracién ni
siquiera se contaba con la formulacion de tal regla. No obstante, inspirados por la discusion filoséfica sobre
el seguimiento de reglas incitada por Wittgenstein (ver nota 1), uno pudiera estar tentado en aseverar que
estas demostraciones estan hechas “conforme a una regla” de induccion matematica aunque en ellas no se
haya ella explicitamente seguido. Es decir, dado el problema de la indeterminacién de la interpretacion de
reglas, como alternativa a su seguimiento se ha planteado el “actuar conforme una regla”, entendida esta
Gltima opcidn como una préctica o un habito sujeto quizas, a una regulacion social. Por lo que la comunidad
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de estas proposiciones geométricas primarias, T.Il y T.IV, estan visiblemente insertadas
dentro de la tradicion deductiva euclidiana: las dos usan casos particulares y
construcciones auxiliares representables en un diagrama (Diag.1 y Diag.2) con el fin de
especificar y luego justificar con base en lo mostrado sobre instancias, a sus respectivos
teoremas. Finalmente estos ultimos son empleados para articular un procedimiento de
cémputo, en T.III y T.VII respectivamente, que no estd basado sobre cualesquiera
instancias, si no en (ii) la utilizacion de los casos particulares previos hasta llegar al

()primero de todos ellos.

Ahora bien, el razonamiento sobre instancias también hemos de percibirlo en la
siguiente obra por ser inspeccionada en donde encontraremos a la primera formulacion
de una induccion matematica: el Tratado del Triangulo Aritmético. Lo cual puede parecer
[lamativo, e incluso sorprendente si lo afladimos a nuestros hallazgos de vestigios en Ad
Angularium Sectionum de la induccion matematica, dada la intima relacion existente
entre esta regla y la aritmética que méas adelante serd expuesta por constituir su
explicacion uno de los objetivos primordiales de nuestra investigacion. Es decir, algunos
problemas (v.gr. la divisibn de un angulo) y modos de razonamiento (manipulacién
deductiva de instancias) tipicamente geométricos, condujeron y ayudaron a instaurar, a
una regla de inferencia cuyo dominio natural es la aritmética. Sobreponiéndonos a esta
sensacion de lo inesperado, ya sea ignorandola, explicandola (v.gr. el Problema Il de Ad
Angularium plantea la division de un angulo en un nimero n de partes iguales y por otro
lado, el paradigma euclidiano todavia era el ideal deductivo en el s.XVII) o inhibiéndola
bajo la promesa de su futura dilucidacion®, ahora andaremos tras las huellas de la

induccion matematica en el Tratado del TriAngulo Aritmético de Pascal.

actual de matematicos, quizés en retrospectiva pudiera identificar que estas demostraciones de Anderson-
Viéte estan hechas “conforme a una regla” de induccién matematica. No obstante por lo indicado en la nota
anterior, hoy en dia seria mas facil reconocer en estas demostraciones algin procedimiento de célculo
recursivo y no tanto una induccion matematica.

! cuando se defiende la validez de la regla de induccion matematica enunciada por Pascal, argumentaremos
que los medios de representacion influyen en los modos de razonamiento y por consiguiente, no se vera tan
raro en el tratado de Pascal, el empleo de instancias con fines deductivos.
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1.2 Blaise Pascal: La triangulacion entre la aritmética y la geometria para expresar
una regla de induccion matematica

Blaise Pascal (1623-1662) fue un prolifico pensador francés del siglo XVII cuyas
aportaciones a las matematicas, aunque no tan cuantiosas si fueron muy valiosas para el
desarrollo de esa disciplina. Ocupa el primer lugar cronoldgico en este fugaz recuento de
ellas, la incursion de Pascal en el campo de la geometria, siendo notables algunos de sus
resultados obtenidos desde su temprana edad en la rama de ella conocida como
proyectiva’. Luego, entre 1642 y 1645 invent6 una de las primeras calculadoras
mecanicas, la Pascaline, maquina optimizada para efectuar la operacion aritmética de la
suma™®. En 1654 probablemente escribi6 su Traité du Triangle Arithmetique (Tratado del
Tridngulo Aritmético), obra en donde se aprecia la mayor densidad de su aporte
matematico y en donde se centrara posteriormente nuestro analisis. La dltima
contribucidn registrada de Pascal a las matematicas fue su estudio sobre la curva llamada
cicloide®, realizado alrededor de 1658. Terminada la breve enumeracién de sus aportes,

corresponde ahora enfocarnos en su obra sobre la cual pende nuestro intereés.

La creacion del Tratado del Tridngulo Aritmético fue incentivada por la interaccion
epistolar entre Pascal y Pierre de Fermat con el motivo de resolver algunos problemas que

a la postre serian identificados como germinales para el nacimiento de la teoria de la

1> En su obra Essai pour les Coniques publicada en 1640, se encuentran sus contribuciones (con un registro
escrito sobreviviente al paso del tiempo) a la geometria ahora llamada proyectiva; rama de ella interesada
en las propiedades invariantes bajo proyecciones. Tal rama fue notablemente alimentada por el trabajo de
Gérard Desargues (1591 - 1661), cuya influencia en Pascal (en tal area) fue también considerable. La més
famosa de las aportaciones de Pascal se hizo incluso acreedora de su apellido. EI Teorema de Pascal afirma
que si un hexagono esta inscrito en una seccion conica y si sus lados opuestos son extendidos hasta
intersecarse, entonces los tres puntos de interseccion son colineales.

'® Recurriendo a algunos algoritmos también se pueden hacer otras operaciones aritméticas en la Pascaline
como la resta, la multiplicacion o la divisién. Por ejemplo, la resta puede ser “convertida” en una suma a
través del método de los complementos. En particular, la Pascaline computa las restas a través de los
complementos a hueve. Ejemplo: si se desea realizar la operacion 124-34, entonces primero se calcula el
complemento a nueve de 34, es decir, 99-34=65; luego este complemento se le suma a 124, es decir
124+65=189; por Ultimo, al resultado obtenido se le suma un uno y se ignora el uno del digito mas
significativo; es decir (1)89+1=90=124-34.

" Una cicloide es la curva trazada por un punto en una circunferencia cuando el circulo gira a lo largo de una
linea recta. Pascal mediante las técnicas provistas por los indivisibles de Cavalieri resolvié algunos problemas
relativos a tal curva, como el calculo del area y el centro de gravedad de cualquier segmento. Por lo que el
area de impacto en matematicas de Pascal también puede incluir al Calculo. Sus resultados los publicé con el
titulo Histoire de la roulette bajo el pseudénimo de Amos de Dettonville.
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probabilidad. Dicho intercambio se suscité en el afio de 1654, aunque el Traité fue
publicado hasta 1665 mientras que las cartas hasta 1679, por lo que la evidencia escrita
por ser revisada se divulgé péstumamente®®. Dado que la instauracién de la induccién
matematica en la expresion de una regla es el tema ahora perseguido, la delineacion del
contenido del tratado sera muy poco detallada salvo el de las trazas deductivas elegidas

con tal trama.

El Traité a grandes rasgos esta divido en dos bloques. En el primero se presenta la
teoria del triangulo aritmético mientras que en el segundo se exponen cuatro de sus
aplicaciones: “Para los 6rdenes numéricos™®, “Para las combinaciones”, “Para la divisién

de una apuesta entre dos jugadores que jueguen varias partidas”*°

y “Para la busqueda de
potencias de un binomio”. Ahora bien, las demostraciones realizadas conforme al método
de induccion planteado por Pascal estan diseminadas en ambos sectores principales, asi

como también lo esta la expresion de esa regla. Por consiguiente, para hacer mas integro

'8En Edwards (1982) se puede consultar un relato acerca del intercambio epistolar de Fermat con Pascal
relativo al Problema de los Puntos (ver nota 20), cuyo final feliz es la creacion del Tratado del Triangulo
Aritmético y el determinante aporte de Pascal al nacimiento de la teoria de probabilidad. Ahora bien,
algunas de las cartas traducidas al inglés se pueden revisar en Smith (1959, vol.2).

9 Los ntimeros del primer orden son la unidad (1,1,1,1,1,1,...), mientras que el nimero k (k>1) de orden n
(n>1) se computa sumando los k primeros nimeros de orden n-1. En el siguiente capitulo serd expuesta esta
aplicacién del triangulo aritmético, por lo que por el momento no se extendera méas nuestra explicacion
acerca de ellos.

20 E| problema de los Puntos o de la Division de una Apuesta consiste en determinar la justa manera en que
ha de repartirse entre dos jugadores el premio disputado en un juego de azar (i.e. cada jugador tiene la
misma probabilidad de ganar cada ronda) cuando se interrumpe sin haberse satisfecho la condicién de
victoria para cualquiera de los jugadores (i.e. “triunfa el jugador que primero gana n rondas”). Tanto Fermat
como Pascal propusieron que el reparto debia basarse en las expectativas de triunfo de cada jugador,
calculadas bajo la suposicion de que el juego se prolongara lo suficiente para garantizar que se cumpliera la
condicion de triunfo para alguno de los ellos. En particular para realizar tal calculo, Pascal aprovecho la
herramienta de célculo de su tridngulo aritmético. Supongamos que al jugador A le faltan n rondas para
ganar mientras que al jugador B le faltan m y que esta en disputa un monto s de dinero. Luego entonces, a
lo sumo se requieren n+m-1 rondas para que alguno de los dos obtenga la victoria. En notacién moderna la
manera de obtener la respuesta al Problema de los Puntos propuesta por Pascal se expresaria de la
siguiente manera:

Crrll+m—1+cr‘f::{n—l+clll:%’n—1+ n+m—21+cn+m—1

C i a
nim-2*enim-1 x g = Parte de la apuesta para A

2nt+m-1

ctm=lycptmoly cimol, g oitm-ly cndm-1

% s = Parte de la apuesta para B

2n+m-—1

donde CF son las combinaciones de r elementos tomados de k objetos, las cuales pueden ser computadas
por medio del tridngulo aritmético como mas adelante sera expuesto en el cuerpo del texto.
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a nuestro analisis incluiremos muestras deductivas de las dos secciones y en particular, de
la segunda nos enfocaremos en la aplicacion para las combinaciones. Puntualizados
nuestros sitios de interés dentro del tratado, ahora procedemos a exponer su contenido

seleccionado.
Pascal llama triangulo aritmético a “una figura con la construccién” siguiente:

Trazo desde un punto cualquiera, G, dos lineas perpendiculares una a la otra, GB,GC,
en cada una de las cuales tomo partes iguales y continuas, tantas como quiera;
comenzando en G las nombro 1,2,3,4,.etc.; y esos nimeros son los exponentes de las
divisiones de la linea.

A continuacion uno los puntos de la primera division que estan en cada una de las dos
lineas con otra linea que forma un triangulo del cual es la base.

Uno asi los dos puntos de la segunda division con otra linea, que forma un segundo
triangulo del cual es la base.

Y al unir asi todos los puntos de la divisién que tienen un mismo exponente, formo un
namero igual de triangulos y de bases.

Trazo por cada uno de los puntos de la division lineas paralelas a los lados, que por
sus intersecciones forman pequefios cuadrados, que llamo células.

(Pascal, 1665 via 1994:53)
Después de haber descrito el plano de la configuracion espacial del triangulo

aritmético, Pascal bautiza a sus elementos para facilitar a su identificacion:

Y las células que estan entre dos paralelas que van de izquierda a derecha se llaman
celulas de un mismo rango paralelo,...

Y aquéllas que estan entre dos lineas que van de arriba a abajo se llaman células de un
mismo rango perpendicular,....

Y aquéllas que una misma base atraviesa diagonalmente se llaman células de una
misma base, ...

Las células de una misma base igualmente distantes de sus extremidades se llaman
reciprocas, ...porque el exponente del rango paralelo de una es el mismo que el
exponente del rango perpendicular de la otra,.. (Pascal, 1665 via 1994: 54)

Una vez especificado al molde geométrico junto con sus etiquetas, Pascal indica
como ha de ser llenado con contenido aritmético de la siguiente manera:

El nimero de la primera célula que estd en el angulo recto es arbitrario; pero

habiéndose colocado éste, todos los otros estan forzados; y por esta razon se llama el

generador del triangulo. Y cada uno de los otros esta especificado por esta Unica
regla:
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El nimero de cada célula es igual al de la célula que la precede en su rango
perpendicular, mas aquél de la célula que la precede en su rango paralelo...

De donde se sacan muchas consecuencias. Aqui estan las principales, donde considero
los triangulos cuyo generador es la unidad; pero lo que se diré servira para todos los
demas. (Pascal, 1665 via 1994:54-5)

Ahora bien, la representacion grafica del tridngulo aritmético resulta de enorme
utilidad para entender los sefialamientos sobre su especificacion hasta el momento
transcritos, e incluso también lo sera para comprender a sus propiedades y aplicaciones
junto con sus respectivas demostraciones que posteriormente seran expuestas y por

consiguiente, a continuacion reproducimos la imagen de este objeto por Pascal provista:
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Con asistencia de la representacion gréfica del tridngulo aritmético, podemos
clarificar mediante la ostensién, tal como lo hace Pascal, a las instrucciones para dibujarlo,
a las denominaciones y a la construccién aritmética previamente enumeradas. Por
ejemplo, de acuerdo al Diag.3, las células del primer rango paralelo serian G, o, =,...; las
del segundo o, vy, 6,... y asi sucesivamente. Mientras que las células del primer rango

perpendicular serian G, o, A, D,...; las del segundo o, v, B,... y asi sucesivamente. Ejemplos
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de células de una misma base serian D, B, 0, A para la cuarta y A, v, « para la tercera.
Ejemplos de células reciprocas serian E, Ry B, 6. Por otro lado, en el Diag. 3 también se
aprecia el resultado de la construccién aritmética con antelacion indicada cuando el
generador (i.e. el numero en la célula G) es la unidad y se sigue la regla aditiva para
generar los numeros en las siguientes bases de los triangulos (v.gr. 6=y+n=2+1=3) Cabe
mencionar que la regla aditiva se complementa con una asuncidon hecha en la
demostracion de la Consecuencia Primera, a saber que el exterior del triangulo aritmético
esté repleto de ceros, la cual permite afirmar que “en todo triangulo aritmético todas las
121

células del primer rango paralelo y del primer rango perpendicular son iguales al generador

(Pascal, 1665 via 1994: 55).

La Consecuencia Primera anteriormente citada es una entre las diecinueve ubicadas
en el primer blogue del Traité. Todas ellas establecen propiedades del triangulo
aritmético, algunas de las cuales son facilmente discernibles en su representacion grafica
(Diag.3), tal como lo es la primera. De todas estas consecuencias, nos interesaran sobre
todo aquellas cuya demostracion se haya hecho explicita o implicitamente, mediante
induccion matematica. Asi entonces, nuestra atencion se centrara en las demostraciones

de la quinta y de la duodécima consecuencias aunque a modo de contraste deductivo,

2! A través de un juicio demasiado estricto se podria criticar que en la especificacion del triangulo aritmético,
Pascal omitio sefialar que el exterior del triangulo estaba repleto de ceros, ceros que permiten usar a la
regla generadora de los nimeros en las células para el calculo de los nimeros del primer rango
perpendicular y del primer rango paralelo. Prosiguiendo con el desenvolvimiento de esta rigida critica, se
puede sefialar que en la “demostracion” de la Consecuencia Primera se pasa injustificadamente del “les
cellules du premier rang paralléle n’ont aucunes cellules qui les précedent dans leurs rangs perpendiculaires”
a “Ainsi o égale G + zéro, et ©t égale ¢ + zéro” (Pascal, 1665 via 1967 :99), pues la nada no equivale a cero a
menos que se haya hecho explicita esa equiparacién. Sin embargo esta observacién parece mas neur6tica
que propositiva, y peor aun, ignora un pronunciamiento hecho por Pascal dentro de su Del espiritu
geomeétrico y del arte del persuadir , en el cual plantea un vinculo necesario entre el cero y la nada:

“...por pequefio que sea un nimero, como la centésima o la diezmilésima parte, se puede concebir uno

menor, y asi al infinito, sin llegar jamas al cero o a la nada” (Pascal, 1994 :118)

“Pero si se quiere tomar en los nimeros una comparacion que represente con justicia lo que

consideramos a la extension, es necesario que sea la relacion del cero con los nimeros, pues el cero no

es del mismo género que los nimeros, porque siendo multiplicado, no los puede rebasar: de manera

que es un verdadero indivisible del nimero, como el indivisible es un verdadero cero de la extension.

Y se encontrard una similar entre el reposo y el movimiento, entre un instante y el tiempo;....Ahora

habremos encontrado una correspondencia perfecta entre estas cosas; pues todas esas magnitudes son

divisibles al infinito sin caer en sus indivisibles, de manera que sostienen entre el infinito y la nada”.

(Pascal, 1994: 124)
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también se reproducira la demostracion de la Consecuencia Segunda, proposicion que

asevera lo siguiente:

En todo Tridngulo aritmético, cada célula es igual a la suma de todas las células del
rango paralelo precedente, comprendidas desde su rango perpendicular incluyendo
hasta la primera. (Pascal, 1665 via 1994:56)

La demostracién de esta proposicion recurre al plano de la construccion numérica
del contenido de las células, es decir, se basa en que (1) los nimeros en las células del
primer rango perpendicular y en las células del primer rango paralelo son iguales al
generador (Consecuencia Primera aunada a la fijacion del nUmero generador) ; y en que
(2) el nimero en la célula del rango perpendicular j y del paralelo i es igual a la suma del
numero en la célula del rango perpendicular j-1 y paralelo i mas el nimero en la célula del
rango perpendicular j y paralelo i-1. En notacién moderna, los principios de construccion
aritmética®® sobre los cuales se fundamenta la Consecuencia Segunda y dicho sea ya

desde ahora, también el resto de las consecuencias, se pueden expresar asi:
(1) cij=kcuandoi=1y j>1ocuandoixly j=1
(2 Cij = C(i-v)j * Cig-1) cuandoi>lyj>1

Donde “c;“ designa a la célula del rango paralelo i y del rango perpendicular j
mientras que “k” al ndmero generador. Ahora bien, en la demostracion de la
Consecuencia Segunda, Pascal llama al estrado a cualquier célula cj con i1y j>1, para
mostrar su cumplimiento. En particular él cita a la célula “»” del Diag.3, y muestra que el
calculo de su contenido aritmético estipulado por los dos principios enunciados sirve para

deducir lo afirmado en la Consecuencia Segunda:

%2 5i deseamos mantener una mayor fidelidad hacia la exposicion de Pascal y decidimos considerar a la
Consecuencia Primera como una proposicion derivada de la construccion aritmética del triangulo y no como
un elemento mismo de ella, entonces los principios constructores serian los siguientes:

(1.1) ¢j=0cuando i=0 6 j=0
(1.2) cj=kcuandoi=1yj=1
(2) cij = 0y * Ci1y (agregar la condicion “cuando i>1y j>1" aunque ayude a la comprension resulta
redundante)

No obstante, la formulacion sugerida ademas de ser equivalente no altera el lineamiento original de la
construccién pues tampoco se tomo la molestia Pascal de explicitar la condicién (1.1) -ver nota anterior-
ademas esta reformulacion facilita a la argumentacion.
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wesigualaR+C [Principio (2)]

0+ [Principio (2)]

E

v+ [Principio (2)]

&)
[0) [Principio (1)]
Por lo tanto o igual aR + 6 + y + . (Pascal, 1665 via 1994: 56)

Asi entonces, esta demostracion es otro exponente del modo de razonamiento ya
expuesto en la seccion anterior dedicada a Viéte: mediante una instancia (la célula o) se
ensefla como  se satisface la proposicion en general (para cualquier célula).
Ventajosamente, en la notacion moderna con variables indexadas se puede expresar con
mayor generalidad tanto a la instancia como al razonamiento utilizados por Pascal en su
demostracion de la Consecuencia Segunda. Sea cj cualquier célula del triangulo

aritmético. Luego entonces:

Cij = C-j * Cig-1) [Principio (2)]
= C(-1)j + C(i-n)j-1 T Cig-2) [Principio (2)]
= Ci-v)j T Ci-vj1 t Ci-vj2 T Cig-3) [Principio (2)]

= C(a)j + C-aja * Cij2+ Caja+..t Ciaz+ G [Principio (2)]
= C(-n)j + Ci-ajia + Cinj-2+ Cgnja+o+ Cinz + G [Principio (1)]

A pesar de la mayor generalidad manifiesta en la traduccion, su nivel de respaldo a
la Consecuencia Segunda es el mismo que el ofrecido por la demostracion original. Es
decir, en ambas demostraciones el proceso de descomposicién que va recurriendo al
segundo principio constructor hasta conducirnos hacia el resultado deseado por la
Consecuencia Segunda con la ayuda final del primer principio, tiene como garantia de
terminacién para cualquier célula, algo no hecho explicito en las dos demostraciones. En
ambas podemos percatarnos de que el proceso de descomposicion para cualquier célula
cij (o en la original) debe concluir en la primera célula ci; (A) de su mismo rango paralelo.
Sin embargo, lo sabemos no por algo mencionado en ellas, sino porque de antemano
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inferimos o intuimos que el indice j al correr en sentido inverso sobre los ndmeros
naturales, debe detenerse en el primero de todos ellos, el nimero 1. Mas aun, en la
demostracion original la representacion gréafica del triangulo aritmético también asiste a
nuestro conocimiento sobre la culminacion de la descomposicion para cualquier célula c;;
(w), pues la recurrencia constructiva Ci= C.1 + Cig.1) (V.gr. ®=R+C) tiene como limites a los

catetos (GP, G&) del triangulo aritmético cuya base es igual a i+j-1 (seis)?.

Llamativamente, las garantias para la universalidad de las conclusiones justificadas a
través de instancias en el Traité, se iran apuntalando con mayor fuerza y evidencia dentro
de esta obra hasta alcanzar un maximo cuando por fin se enuncie y se siga explicitamente
el método de demostracion captor de nuestra atencion, en la Consecuencia Duodécima 'y
en la Proposicion Primera para las combinaciones. Como elemento de transicion, ahora
citaremos a la demostracion de la Consecuencia Quinta, la cual afirma que “en todo
Triangulo aritmético cada célula es igual a su reciproca” (Pascal, 1665 via 1994:57). Mientras que

su demostracion procede de la siguiente manera:
... en la segunda base ¢o, es evidente que las dos células reciprocas ¢,o, son iguales
entresiyaG.

En la tercera A, y,m, es también visible que las reciprocas =, A son iguales entre siy a
G.

En la cuarta, es visible que los extremos D, A son otra vez iguales entre si y a G.Y
aquellos entre ambos, B, 6, son visiblemente iguales, pues B es igual a A + y, y 6 es
igual a v + m; ahora bien = + y son iguales a A+y por lo que se ha mostrado; asi
pues, etc.

Asi se mostrara en todas las otras bases que los reciprocos son iguales, porque los
extremos son siempre iguales a G, y porque los otros se interpretaran siempre por
medio de otros iguales en la base precedente que son reciprocos entre si.

(Pascal, 1665 via 1994:57)

Esta demostracion empieza reparando en que la Consecuencia Quinta se cumple

“visiblemente” para las células reciprocas de la segunda y tercera bases, i.e. C12=Cy Y

B exponente del rango perpendicular de cualquier célula que sea, sumado al exponente de su rango
paralelo, sobrepasa por la unidad al exponente de su base, “lo que viene de que los dos lados del triangulo
estén divididos en un mismo nimero de partes; pero esto es mas bien entendido que demostrado” (Pascal,
1665 via 1994 : 54-5). Es decir, si observamos el Diag.3 podemos entender que dos células c; y ¢y estan en la
misma base si i+j=k+l, a saber, en la base i+j-1.
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C13=Cs1, donde lo evidente de su satisfaccion reside en el primer principio constructor (o
equivalentemente en la Consecuencia Primera). Es mas, gracias a este primer principio la
consecuencia se cumple para cualesquiera células reciprocas en “los extremos”, i.e.
Ck1=Cik, tal como lo hace notar Pascal para las células reciprocas D,1. de la cuarta base.
Luego si ¢jj, Cji son cualesquiera células reciprocas (no extremas) en la base i+j-1, en la
demostracion se hace la observacidn de que si la consecuencia se cumple para las células

reciprocas en la base anterior i+j-2, entonces c;; también debe ser igual a cj puesto que:
Cij = Cig-1) + C(i-n)j [Principio (2)]
Cji = Cj(i-1) + C(-0)i [Principio (2)]
C-0y=Ci¢- Y Cig-n)= g1y [Hipotesis]
Por consiguiente, Cij = Ci¢-1) + C(i-2)j = Cj(i-1) + Cgi-v)i = Cii

Asi entonces, la demostracion de la Consecuencia Quinta la podemos emparentar
directamente con las demostraciones de Viete-Anderson en donde identificamos rasgos
deductivos propuestos como tipicos de la induccidbn matematica. En todas ellas primero
(i)se establece un caso base, v.gr. c12=C,1 en la demostracion de la Consecuencia Quinta, y
luego (ii) se indica como ligar el cumplimiento de un caso anterior al siguiente, v.gr. si se
satisface la Consecuencia Quinta en la base k=i+j-2 también se presentara la igualdad
entre reciprocos en la base k+1=i+j-1. En palabras de Pascal, (i)“en la segunda base ¢o, es
evidente que las dos células reciprocas ¢,c, son iguales entre si "y (ii) “si los reciprocos son iguales
en la base anterior entonces también lo son en la siguiente”. Que el autor de la demostracion de
la Consecuencia Quinta haya también reconocido este par de pasos deductivos sobre los
cuales la articulo, resulta verosimil puesto que los enunci6 como lemas y los siguio
abiertamente por vez primera en la demostracion de la Consecuencia Duodécima. Y al
hacerlo no sélo nos brindé la expresién de una regla mediante la cual podemos agrupar
con mayor precision a todas estas demostraciones, sino ademas fortalecio el respaldo
justificativo de las demostraciones que la siguen en el Traité, respecto a otras como la de
la Consecuencia Segunda, en donde la generalizacion de la justificacion sobre instancias,

requiere de asunciones como la de la existencia de un primer nimero natural.
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La Consecuencia Duodécima hace la siguiente aseveracion:

En todo Triangulo aritmético, cuando dos células contiguas estan en una misma base,

la superior es a la inferior como la multitud de células desde la superior hasta lo alto

de la base es a la multitud de aquéllas desde la inferior incluyendo hasta la de abajo.
(Pascal, 1665 via 1994:60)

En notacion moderna, la proposicion afirma que cjj / cgaj1 = 1 / (j-1). Después de
citar un ejemplo (“E es a C como 2 es a 3”), Pascal indica la manera mediante la cual ha de

demostrar a esta consecuencia:;

Si bien esta proposicién tiene una infinidad de casos, daré una demostracion muy
corta, suponiendo 2 lemas.

El 1, que es evidente por si mismo, que esta proporcion se encuentra en la segunda
base; pues es muy visible que pesaccomola 1.

El 2, que si esta proporcion se encuentra en una base cualquiera, se encontrara
necesariamente en la base siguiente. (Pascal, 1665 via 1994:60)

Después de sefialar el camino deductivo, Pascal remarca el por qué de su correccion:

De donde se ve que lo es necesariamente en todas las bases: pues lo es en la segunda
por el primer lema; asi pues por el segundo lo es en la tercera base, asi pues en la
cuarta, y al infinito. (Pascal, 1665 via 1994: 60)

Por lo que de acuerdo a lo transcrito, sélo restaria demostrar al segundo lema para
asentar a la Consecuencia Duodécima. Primero ha de exhibirse con una presentacion
actual a la demostracion de este lema en pos de facilitar a su comprension, aunque
después serd reproducida la deduccion original para atestiguar la fidelidad de la

traduccion.

Supongamos el cumplimiento de la proporcion predicada en Consecuencia
Duodécima para las células contiguas de una base cualquiera k y sea cjj cualquier célula en

la siguiente base, es decir, i+j=k+2. Entonces el Lema 2 pide demostrar que
Cj / Cnjjr =]/ (i-1)
Ahora bien, por el principio constructor (2) tenemos que Cjj = Cig-1) + C(-1);
Luego por hipotesis tenemos que Cig.y) / Ci.ny; = (j-1) / (i-1)

De donde se sigue que
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Cij/ C-j = (Cig-ny+Cei-ny) / Gy = Cig-a/ - + Ciay/ oy = (-1)/(1-1) + 1= (+1-2) / (1-1)
Por otro lado, por el principio (2) tenemos que C.1)j+1 = Ci-1(j) * Cii-2)j+1
Ademas, por hipotesis tenemos que C-g)+1/ Ciagy = (i-2) / |
De donde se sigue que
Ci-njra / € = (Ciag) + Cij+1) / Cay = Ciag/Cny + Caayea/ Ciny = 1+ (-2)/] = (j+1-2) / ]
Por lo tanto

Cij / Cnjer = (Ci/Cry) / (Cinja/Cy) = ((+1-2)/(i-1)) 7 ((+i-2)/j) =/ (i-1) ...C.q.f.d

Entretanto, la demostracién original del Lema 2 en su conversion al castellano dice

lo siguiente:

Si esta proporcién se encuentra en una base cualquiera, como en la cuarta D2, es decir,
siDesaBcomola3, yBa6bcomo2a2 y0esaicomo3al,etc.;digoque la

misma proporcidn se encontrara en la base siguiente, Hy, y que, por ejemplo, Eesa C
como2a3.

Pues D esa B como 1 a 3, por la hipdtesis.
Por lo tanto D+B esaBcomo 1+3a3.

E aBcomo 4 a3.

Igualmente B es a 6 como 2 a 2, por la hipétesis.

Por lo tanto B+0 esaBcomo 2+2a?2.
C aB,como 4 aZ2.
Pero B aE,como 3 ad4.

Por lo tanto, por la proporcion problematizada, C es a E como 3 a 2.
C.q.f.d. (Pascal, 1665 via 1994:60-1)

Cotejando a la traduccién con su original, otra vez sobresale la generalidad
presentada por la notacién actual: parece no ser lo mismo decir que E y C son
cualesquiera células adyacentes en cualquier base, a sefialar a cj y Cja1 COMO
cualesquiera células adyacentes en cualquier base. Sin embargo a partir de la instancia

124

demostrada por Pascal, “E es a C como 2 a 3”77, se puede reconocer a la generalidad de su

24 .. . , ~ , . p
Con un insipido rigor cabria sefialar que Pascal demostro algo equivalente a lo que se queria
deductivamente sustentar, pues concluy6 que “C es a E como 3 a 2” en lugar de “Eesa C como2a 3”. Enla
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proceder argumentativo, tal como la manifestamos abiertamente en nuestra
reformulacion con variables. Con esta meta reivindicadora, la cuarta base se convierte en
la base “k=i+j-1"; “E” torna en “c;j”; “C” en “Cg.p1”; “2” en “j”; “3” en “i-1”; la proporcion
“2 a 3” se transformo en la fraccion “j/(i-1)”; las inferencias propiciadas por una teoria de
proporciones en conjuncion con la hipétesis sobre el cumplimiento de la propiedad para la
cuarta base como “D+B es a B como 1+3 a 3” son ahora realizadas manipulando fracciones
concomitantemente con la hipotesis inductiva “cij /1) = (Cig-1)+C¢-1)) / Ci-nj = Cig-)/Ci-1y +
Ci-0i/Ci-j = (-1)/(i-1)+1 = (j+i-2)/(i-1)”. Por lo tanto, aunque los medios de representacion
manejados por Pascal no tengan la expresividad universal de los medios algebraicos
utilizados en nuestras traducciones de sus demostraciones, cumplen equivalentemente
con sus objetivos justificativos, como el de apuntalar al segundo lema en la Consecuencia

122,

Mas aln, la apariencia de lo particular también se presenta en la formulacion del
método de demostracién usado para deducir a la Consecuencia Duodécima. Pascal en
cada ocasiobn en donde abiertamente anuncia el seguimiento del método que
identificaremos con la induccion matematica, como en las demostraciones de la
consecuencia en cuestion y de la Proposicion 12 para las combinaciones, enuncia al par de
lemas conforme al teorema cuya demostracién asi se plantea. Sin embargo, al igual que
en la traduccién de la demostraciéon del Lema 2 para la Consecuencia Duodécima, se
puede abstraer de cada instancia del par de lemas, al método deductivo general tal como
mas adelante sera hecho. En suma, los medios de representacion parecen desempefiar un
importante papel tanto en el seguimiento como en la expresion de una regla de
demostracion que merece una explicacion més detallada y una justificacion mejor
solventada, por lo que este tema sera retomado después de haber concluido nuestra

exposicion de especimenes deductivos del Traité.

Ahora se exhibira nuestra ultima demostracion sacada del tratado, correspondiente

a la aplicacion del triangulo aritmético para las combinaciones. Una combinacion de r en k

moderna traduccion se respetd este retruécano, asi en lugar de demostrar la igualdad afirmada por la
Consecuencia Duodécima “cjj / Cs1)1 = 1/ (j-1)” se demostrd su equivalente “Cjj / Cj.p)je1 = j / (i-1)”.
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(cF) se puede interpretar como el nimero de distintos subconjuntos de r elementos
formados a partir de un conjunto con k objetos. Y Pascal entiende por combinacién algo
parecido: “todas las maneras de tomar [cosas] tanto como estén permitidas entre todas las que
estan presentes, se llaman aqui las diferentes Combinaciones” (Pascal, 1665 via 1967: 110). La
principal discrepancia entre esta Ultima nocion de combinacion respecto a la primera
mencionada, ademas de su falta de terminologia perteneciente a la teoria de conjuntos,
es que para Pascal r y k tienen que ser nimeros estrictamente mayores que cero.
Atendiendo a la previa aclaracion, la Proposicion Primera de esta seccion afirma lo

siguiente:

En todo Tridngulo aritmético, la suma de las células de un rango paralelo cualquiera
iguala a la multitud de combinaciones del exponente del rango en el exponente del
Triangulo. (Pascal, 1665 via 1967:113)

De nuevo primero se expondrd en notacion moderna a la demostracion de esta
proposicion para luego reproducir a su formulacion original, aunque ahora solo se
copiaran integramente al par de lemas mediante los cuales se articula y sélo resefiaremos

a sus respectivas demostraciones.

La Proposicion Primera asegura que la combinatoria de r en k puede obtenerse con
la asistencia del triangulo aritmético de base k, si nos fijamos en el rango paralelo r y

realizamos la siguiente sumatoria:

Mientras que su demostracién otra vez se articula mediante el establecimiento de

dos lemas:

Lema 1: El primer tridngulo aritmético, aquel conformado Unicamente por la célula
generadora G, cuando G es la unidad, nos sirve para computar la combinatoria de uno en
uno (C1), pues ella precisamente es igual a la unidad, satisfaciendo de este modo a la

Proposicion Primera. Es decir:
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jl1+j-1=1

Lema 2: Supongamos que la proposicién es valida para el tridngulo aritmético de

jlr+j-1=n

base n, es decir, para cualquier r tal que 1<r<n se cumple que ¢/ = X1, crj. Ahora

bien, escéjase una r tal que 1<r<n con la intencién de mostrar que ¢**! mediante el
triangulo aritmético de base n+1 también puede calcularse por medio de la sumatoria de

sus células del rango paralelo r. En conciso, corresponde ahora demostrar que:

jlr+j-1=n+1

Crn+1 = Z Crj
j=1

Para lograr establecer esta igualdad, Pascal acude a la siguiente propiedad de las

combinaciones llamada por él Lema IV:
Ctt = ¢+ ¢ con l+1<m @

Asi entonces, de acuerdo al Lema IV tendriamos que ¢! =c™, + C*. Ademas,
debido a la suposicion de la validez de la proposicion para el triangulo aritmético de base
n, se sigue que:

jlr=1+j-1=n

ey = 2 C(r-1)j

Por otro lado, por la Consecuencia Segunda tenemos que:

% Mediante la formula ¢J* = (le')m se puede corroborar al Lema IV de Pascal, tal como a continuacion se
ensefia
C™+C _ ml! + m! _ ml(+1)+m!(m-1) _ mi+m!+mim-mil _ m!(1+m)
L W17 ot (m-@+D))I0+1)! m-DIQ+) (meDIEH1)! (mAl=l-1D)I+1)!
_ (m+1)! — rm+1
T (me1-Qr))Q+1) | U
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jlr=1+j-1=n

n  — —
r—-1— Z Cr-1)j = Crjr

j=1
con j’=n-r+2
Por lo tanto:
jlr-1+j-1=n jlr+j-1=n jlr+j—-1=n
C1Zl+1 = C;l—l + Crn = Z C(r—l)j + Z CTj = er’ + Z er
j=1 j=1 j=1

jlr+j-1=n+1

= ) C.q.f.d.

j=1
Una vez presentada en su moderno atavio a la demostracion de la Proposicion

Primera, ahora reproducimos a la formulacién original del par de lemas sobre los cuales se

articula:

El 1°°, que es evidente por si mismo, que en el primer triangulo esta igualdad se
encuentra, porque la suma de las células de su Unico rango, a saber G, o la unidad,
iguala a la suma de las combinaciones de 1, exponente del rango, en 1, exponente del
triangulo.

El 2°, que si se tiene un Tridngulo aritmético en donde esta proporcion se encuentra, es
decir, para cualquier rango que se tome, se tiene que la suma de sus células iguala a la
multitud de combinaciones del exponente del rango en el exponente del tridngulo:
digo que el tridngulo siguiente tendra la misma propiedad.

(Pascal, 1665 via 1967: 113)
En concordancia con el plano de la demostracion, Pascal se aboca a apuntalar

deductivamente al Lema 2°. Para hacerlo elige a un triangulo sin nada en particular, el
tercero, y supone que la igualdad propuesta alli se encuentra. En consonancia con tal
asuncion, la sumatoria de las células del primer rango paralelo es igual a las
combinaciones de 1 en 3 y la sumatoria de las células del segundo es igual a las
combinaciones de 2 en 3. Luego Pascal escoge a un rango paralelo del siguiente triangulo
sin nada en particular, el segundo, para finalmente demostrar por medio del par de
igualdades previas, el Lema IV y la Consecuencia Segunda, que la multitud de

combinaciones de 2 en 4 es igual a la sumatoria de las células del segundo rango paralelo
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en el cuarto triangulo de la manera mostrada en su traduccién. En suma, otra vez se

emplean instancias en la demostracion del Lema 2°.

Ademas, tal como lo hizo en la demostracion de la Consecuencia Duodécima, Pascal

explica la solidez de su plan de prueba:

De donde se sigue que todos los Triangulos aritméticos tienen esta igualdad, porque
ella se encuentra en el primer tridngulo por el primer lema, y ella misma otra vez es
evidente en el segundo; por el segundo lema, el siguiente la tendra por lo mismo, y por
consiguiente el siguiente otra vez; y asi al infinito.  (Pascal, 1665 via 1967: 113)

Recapitulando, en las cuatro demostraciones exhibidas del Traité, la argumentacion
sobre instancias es una constante en todas ellas. Sin embargo, las garantias sobre la
universalidad de sus conclusiones, varian entre la primera, la de la Consecuencia 22, y las
tres Gltimas pues en ellas implicita (Consecuencia 52) o explicitamente (Consecuencia 122
y Proposicion 12 para las combinaciones) se sigue un plan de prueba compuesto por un
par de lemas. Y cada vez que aparecen esos dos lemas, también se presentan como
instancias pues se especifican conforme al contenido de las proposiciones (Consecuencia

122, Proposicién 1%) por ser demostradas.

Ahora bien, en esas parejas de lemas afirmamos que se puede reconocer a la
expresion de una regla para elaborar demostraciones en general, la cual no es otra sino
una version de la induccién matematica. Es més, presumiblemente las demostraciones en
el tratado que siguen esa regla, ofrecen un respaldo mas solido a sus conclusiones en
comparacion con las demas que no lo hacen y que precisan de otras asunciones para su
sostén. Y la razon detras de esta mayor firmeza justificativa, se puede vislumbrar en las
explicaciones ofrecidas por Pascal con antelacion transcritas, sobre la universalidad de los
resultados deducidos a partir de sus pares de lemas. Sin embargo por el momento nos
concentraremos en respaldar la presencia en el Traité de la expresion de una regla de
induccion matematica, postergando hasta la adopcion de un enfoque axiomatico en los
dos capitulos posteriores, la dilucidacion de ese mayor grado de apoyo. Mientras que para
llevar a cabo esta defensa en lo que resta de este capitulo, apelaremos a la importancia

de los medios de representacion en el seguimiento y en la formulacion de las reglas de
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demostracién. En particular, sefialaremos que los medios de representacion utilizados por
Pascal pertenecen a un contexto deductivo respecto al cual el razonamiento sobre
instancias, no s6lo para las demostraciones sino incluso para sus métodos, es la regla para

mostrar su universalidad.

En el Traité no se halla concentrada en unas lineas la formulacion de una regla de
induccion matematica, al menos no de la manera como se especificaria hoy en dia. Se
pueden aducir distintas razones detras de esta ausencia, desde la tematica del tratado de
Pascal, pues sus demostraciones son medios para desarrollarla y no sus protagonistas,
hasta aquellas l6gico-matematicas que sefalarian la falta de algunas cuestiones ahora
empleadas en la formulacion de esa regla de demostracion. Con respecto a las Ultimas
incluso se puede acusar a los medios linguisticos del tratado por no propiciar una
representacion suficientemente universal para fabricar una expresion concisa de la
induccion matematica débil. Para revelar esta precariedad l6gico-matematica, a
continuacion se enunciara un método de demostracién basado en los pares de lemas,

pero restringiendo su formulacién a los recursos extraibles del tratado:

REGLA DE PASCAL PARA LA INDUCCION MATEMATICA DEBIL: Cuando de una infinidad de
varias cosas podemos tomar una primera de ellas, mientras que cada una de las otras
puede ser tomada siempre pudiendo elegir a la siguiente de la anterior, entonces se puede
proponer que todas las cosas desde la primera hasta la infinidad tienen necesariamente

cierta propiedad si se demuestra el siguiente par de lemas:
Lema 1: En la primera cosa se encuentra la propiedad propuesta.

Lema 2: Si la propiedad se encuentra en cualquiera de las cosas, entonces se halla en la
siguiente.

La formulacion propuesta imita el comienzo de la definicion de combinacion de

Pascal®

y se ajusta al contenido de las dos instancias del par de lemas previamente
transcritas. Mas adn, en las demostraciones que siguen a estos lemas, hay indicios de

cuantificaciones de primer orden, v.gr. en la de la Consecuencia Duodécima se concluye

20 «_orsque de plusieurs choses on donne le choix d’un certain nombre,...”(Pascal, 1665 via 1967:110)
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del par de lemas que “de donde se ve que lo es necesariamente en todas las bases”. Ademas, en
estas demostraciones se insinda alguna manera ordenada de elegir las cosas, v.gr. en la
de la Proposicion 12 se escogen tridngulos aritméticos en sucesion, mientras que en la de
la Consecuencia 122 se seleccionan secuencialmente a sus bases. Sin embargo, el lenguaje
utilizado por Pascal no permite hacer mas preciso al modo de seleccion y a la
cuantificacion de las cosas. Por ejemplo, los signos para cuantificadores tuvieron que
esperar por su explicita irrupcion hasta el siglo XIX a través de las obras de algunos

notables l6gicos, como Frege®.

Por otro lado, Pascal no le teme al infinito y lo incorpora en la secuencia apelada en
el segundo de los lemas, v.gr. en la demostracion de la Consecuencia 122 “pues lo es en la
segunda por el primer lema; asi pues por el segundo lo es en la tercera base, asi pues en la cuarta, y

al infinito”. Mas auln, el resultado de la abstraccion que desembocaria en la nocion de
propiedad, se revela como alcanzable al final del Lema 2° para la Proposicion [2: “digo que
el triangulo siguiente tendra la misma propiedad”. Por otro lado, la cuantificacion sobre
propiedades de antemano pudiera pensarse ajena al marco I6gico-matematico del Traité,
si nos atuviéramos otra vez al hecho de que los sistemas ldgicos de orden superior

emergieron un par de siglos después de su época de publicacién?®. No obstante, la

%" Por ejemplo en su Conceptografia (1879), Frege brinda el siguiente simbolismo para la cuantificacion
universal, la cual actualmente se interpretaria como todo a cumple ¢ :

F~2— ®a)

Ahora bien, en defensa de Pascal y en honor a Frege, debemos destacar el brinco conceptual que significo
la introduccion de cuantificadores, pues impulsé el cambio de la “vieja” l16gica de sujeto-predicado por la
“nueva” l6gica de predicados. Es decir, el empleo de cuantificadores incrementd el poder de representacion
de los sistemas légicos, orientando su desarrollo hacia las matematicas alejandolo asi de su filos6fico origen
aristotélico.
%8 De nuevo podemos citar a la Conceptografia, para mostrar a los primeros simbolismos para una
cuantificacion de orden superior, por ejemplo Frege alli utiliza cuantificacion de segundo orden para definir
Y

PR . o w g [T ),
ala relacion “x precede a y respecto a la serie f”, denotada mediante “ 8

, cuantificando
$  %(a)

universalmente sobre todas las propiedades hereditarias & , representadas mediante “ @ (8, a) el
siguiente modo simbdlico:
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cuantificacién sobre propiedades aunque no se manifieste explicitamente en el tratado, si
se sugiere ostensivamente mediante la acumulacion de instancias. En la demostracion de
la Consecuencia Duodécima la propiedad se materializa como una “proporcién” mientras
que en la de la Proposicion Primera para las combinaciones como una “igualdad”. Asi
entonces, la cuantificacion sobre propiedades estaria insinuada a través de la recopilacion

de las propiedades particulares.

En suma, nuestra caracterizacion propuesta de una regla de induccién matematica
en su versién dada por Pascal, respeta al marco l6gico-matematico del Traité, en el cual
predomina el uso de instancias para mostrar lo universal. Es decir, cada particularizacion
de las parejas de lemas no sdlo indica cémo ha de realizarse su respectiva demostracion,
sino también sefiala como pueden justificarse propiedades de cualquier coleccion
ordenada de cosas a través del establecimiento de la version general de esa pareja de
lemas. En conciso, cada instancia del par de lemas expresan un método de prueba, de la
misma manera en que las demostraciones realizadas sobre instancias tipicas de la
geometria clasica, muestran su validez. Para reforzar esto ultimo a continuacion
expondremos con mayor amplitud este modo de razonamiento de lo particular hacia lo
general, empezando por mostrarlo en su maximo exponente, Euclides, para luego retomar
cémo Pascal lo emplea para seguir a la regla de induccidbn matematica previa y

concisamente expresada.

A F(y)
: ¥(a)
—flz. a)

8((!
I{"?()

A
8,
o f{ ab

I

f(xy» yﬂ)

W He

L
—

(76): (Frege, 1972: 43)

donde & es hereditaria respecto a la serie f, si paratodo § y a, se tiene que F(5) y f(5,a) implica F(a).
Cabe mencionar que las propiedades hereditarias son aquellas propicias para ser probadas por induccion
matematica, tal como lo sefial6 Frege al decir que sobre ellas “descansa la induccion bernoulliana” (p. 45).
Més aln, a partir de la relacion de “precedencia” él indic6 una manera de desarrollar a los nimeros
naturales, tema que serd discutido en el Capitulo 3 cuando se exponga el uso de la induccion matematica
para la conformacion de algunas teorias aritméticas. Dado que Frege no es un autor primario de nuestra
investigacion, su notable desarrollo légico de la aritmética fue irrespetuosamente compactado en la nota
(53) del Capitulo 3.
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La Proposicion 1 del Libro | de los Elementos, cuya fama se debe en gran parte a su
ubicacion, plantea la tarea de construir un triangulo equilatero sobre cualquier segmento de
recta dado. Mientras que Euclides muestra como resolver este problema, a través de la
instancia “AB” de un segmento de recta, la cual para facilitar el seguimiento de la
solucion, se acostumbra representar como “ “. Luego por el Postulado 3, se
construyen un par de circulos, etiquetados mediante “BCD” y “ACE”, con el mismo radio
AB, pero cuyos centros respectivos son el punto B y el punto A. Por lo que el tercer vértice
del triangulo equilatero cuya construccion se pide, es cualquiera de los puntos de
interseccion de las circunferencias BCD y ACE tal como se muestra en el siguiente

diagrama:

. \ |

l'ul \ |

\ \ / #-'J
\ \ / /’ /

Diag.4

Posteriormente Euclides acude a la Definicién 15 sobre los circulos®®, para deducir
gue AB=AC y que BC=BA con el fin de apelar a la transitividad de la igualdad estipulada en
la Nocion Comun Primera, para inferir que AC=AB y asi concluir que el tridngulo ABC es
equilatero. De esta manera se puede considerar resuelto el problema, para cualquier

segmento de recta dado.

Ahora bien, justificar a la generalidad de la construccién del triangulo equilatero
indicada para la instancia de recta AB, ha sido una cuestion que ha mantenido ocupados
por varios siglos a fildsofos, matematicos y demas interesados en este tema. Si tal interés

se ha conservado intacto, es porque por mucho tiempo el proceder de lo particular hacia

29 15. Un circulo es una figura plana comprendida por una sola linea de tal modo que todas las lineas rectas
que caen sobre ella desde un punto de los que estan dentro de la figura son iguales entre si.
16. Y ese punto se llama el centro del circulo.(Euclides version Heath 1908 Vol.1 : 183)
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lo general representado por la solucion de la Proposicién 1.1, fue considerado un
paradigma deductivo en las matematicas®. Basta con recordar que las demostraciones
aqui expuestas de Viete-Anderson (s. XVI) y de Pascal (s. XVII), todavia recurren a
instancias para establecer sus resultados universales. Y aunque el uso de las instancias es
tipico de la geometria, pues en esa area ha resultado muy provechoso gracias a su

representacion y manipulacion diagramatica, tampoco es exclusivo de esa disciplina.

Por ejemplo, la célebre Proposicion 20 del Libro IX de los Elementos asevera que hay
mas numeros primos que cualquier multitud asignada de ellos (ahora la expresariamos
afirmando que el conjunto de numeros primos es infinito). Mientras que para su
demostracién, Euclides particulariza a cualquier multitud de primos en aquella
conformada por tres nimeros primos denotados mediante las etiquetas “A”, “B” y “C”.
Luego si “EF” designa al nUmero obtenido de sumarle una unidad (etiquetada mediante
“DF”) al minimo comun mudltiplo de A, B y C (denotado mediante “ED”), entonces
tendremos que EF es primo o que existe un primo G a AB y C que mide (divide) a EF

debido a la Proposicién 31 del Libro VII*

. Ademas, G es distinto a A, B 'y C pues de lo
contrario si fuera igual a alguno de ellos, entonces mediria (dividiria) tanto a ED como a
EF y por consiguiente, mediria a la unidad DF, lo cual es un absurdo. Asi entonces, hay mas
numeros primos que la multitud integrada por A,B y C. Por lo tanto podemos concluir que

hay mas numeros primos que cualquier multitud asignada de ellos.

En ambos razonamientos expuestos, el de la solucién de 1.1 y el de la demostracion
de 1X.20, las instancias son el material constructivo-deductivo para satisfacer
universalmente a sus respectivos problema y teorema. Mientras que el vinculo de lo
particular hacia lo general en ellos, frecuentemente se ha explicado a través de la

carencia de propiedades poseidas por las instancias que puedan diferenciarlas del resto de

%0 En palabras del estudioso de la obra euclidiana lan Mueller:
Por mas de dos mil afios desde que se escribieron, los Elementos de Euclides fueron vistos como el
paradigma del razonamiento matematico riguroso. S6lo hasta que se asentaron los fundamentos del
moderno método axiomatico a finales del siglo XIX, esta obra perdi6 su preeminencia al respecto. En
este tiempo la gente matematicamente sofisticada empezé a hablar con cierto aire condescendiente
sobre el caracter intuitivo del razonamiento matematico de los griegos. (Mueller, 1969:289)

%1 proposicion 31. Cualquier nimero compuesto es medido por algtin nimero primo. (Euclides via Heath,

1908 vol. 2: 332).
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los miembros de su clase (v.gr. la integrada por los segmentos de recta o la conformada
por multitudes de numeros primos). Sin embargo esta explicacion también con
regularidad ha conducido a ciertas discusiones sobre el modo de representacion de las
instancias, concentrdndose en sus representantes diagramaticos, que a pesar de su
riqueza filosofica pueden desviar la atencion sobre como se realiza la conexion entre lo
particular y lo general en esta clase de razonamientos. No importa tanto que *“ 7
en contraposicion de “AB” represente a un segmento de recta por tener semejanzas
estructurales con él, ni tampoco de que “A” denote a un numero primo aunque no sea su
viva imagen. La propension a la generalidad de las instancias no se manifiesta en la falta
de singularidad de sus representantes (* 7, “A”,...) e incluso tampoco en la de sus
objetos representados (segmento, niUmero primo,...) aungue se presuponga, sino en el
reconocimiento de la aplicabilidad del plano de la solucién o de la demostracion para
cualesquiera otras instancias pertinentes a ese bosquejo. Es decir, la universalidad de los

resultados se basa en que el razonamiento desarrollado para las instancias, sea

repetible™.

% Esta manera de explicar la generalidad se puede ahondar en Mueller (1969) o mas recientemente en Netz

(1999). Por ejemplo, este Ultimo indica que :
La misma demostracion puede ser repetida para cualquier objeto siempre que sea la misma ekthesis
[C(a)] la que se aplica a ese objeto. Y luego, lo repetible de la demostracién de P(a) bajo la asuncion
de C(a) muestra la generalidad de C(x)—>P(x). (Netz, 1999: 256-7)

Mientras que Mueller ya desde 1969 afirmaba que:
...[se pueden] distinguir dos maneras para interpretar oraciones generales como “Todos los triangulos
isdsceles tienen los angulos de su base iguales”. Bajo una de estas interpretaciones, esta oracion
refiere (presupone) a una totalidad definida que es, la clase de todos los tridngulos isosceles y dice
algo sobre cada uno de ellos. Bajo la otra interpretacion no se presupone esta totalidad definida, y la
oracion tiene un caracter mucho mas condicional -“Si un tridngulo es isésceles, entonces sus dos
angulos en la base son iguales”.
En las matematicas modernas, la primera manera para interpretar a las generalizaciones es la
costumbre. La razén es que, en lo que respecta a un sistema de objetos, es natural y apropiado tratar a
una generalizacibn como una aseveracion sobre todos los objetos del sistema... La segunda
interpretacion de las generalizaciones ...es...mas adecuada para las matematicas dentro de las cuales
los sistemas de objetos no figuran. Dentro de ellas una demostracion...puede ser vista como la
indicacion de un procedimiento para verificar que una aseveracion dada se sostiene para cualquier
caso particular que se presente. Desde esta perspectiva, la demostracion de un teorema es muy
parecida a la demostracién de un problema que brinda un método de construccion aplicable para
cualquier caso. Una razon para interpretar a las generalizaciones euclidianas de la segunda manera es
el hecho de que la mayoria de los teoremas en los Elementos se formulan como oraciones
condicionales... (Mueller, 1969: 299-300)
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De este modo, la validez de la solucién de la Proposicién I.1 se debe a que el
método de construccion enseflado para AB, es ejecutable para cualquier segmento de
recta; mientras que la validez de la demostracion de la Proposicion 1X.20, radica en que la
mayor cantidad de primos con respecto a cualquier multitud de ellos, puede establecerse
de la manera mostrada para la multitud formada por los primos A,B y C. Es decir, ambos
razonamientos sobre instancias respaldan o responden a su proposicion o problema
general, pues las dos ensefian cdémo aplicarse a cualquier instancia pertinente. Y lo
mismo puede decirse de las demostraciones expuestas de Viete-Anderson y de Pascal, tal
como sera posteriormente remarcado para algunas demostraciones de este Ultimo que
siguen la regla de induccién matematica con antelacién formulada. Por lo que la moraleja
justificativa aprendida de los Elementos de Euclides parece ser que cada individuo es un

mundo siempre y cuando su pasaporte constructivo-deductivo sea mundial.

Es mas, los medios de representacion utilizados no solo por Euclides sino también
por Anderson-Viete y por Pascal, estan sintonizados con en este modo de razonamiento
pues sus representantes (sean diagramaticos o simbdlicos) designan (sin importar la
manera en que lo hagan) a un objeto en particular. Por ejemplo, en Euclides tenemos que
“AB”y ” refieren a determinado segmento de recta mientras que “A”, “B”y “C” a
tres primos dados; en Viete-Anderson “ACB”, “ADB” y “AEB” designan a tres tridngulos
rectangulos inscritos en una semicircunferencia cuyo didametro es la hipotenusa de todos
ellos (Diag.1); en Pascal “G”, “@”y “c”denotan a ciertas células mientras que “@c” nombra
a la segunda base y “DA” a la cuarta (Diag.3). Incluso se puede conjeturar con el apoyo de
las demostraciones de la Proposicion IX.20 hecha por Euclides y de aquellas basadas en el
par de lemas elaboradas por Pascal, que los medios de representacion dirigidos hacia algo
en particular, i.e. aquellos integrados por etiquetas, nombres , “retratos” diagramaticos,...,
fomentan e incluso obligan, al uso de este modo de razonamiento. Pues en todas estas
demostraciones, se llega a vislumbrar o se ve con toda claridad la ejecucion de otro tipo
de razonamiento, el de la induccion matematica, pero debido a los medios de
representacion empleados por Euclides y por Pascal para elaborar a sus demostraciones,

este otro tipo se subordina al modo analizado de la generalizacion universal.
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Por ejemplo la demostracion de Proposicion 1X.20 al escribirse en notacién moderna
empieza a librarse del yugo deductivo de la generalizacion sobre instancias. Pues para
representar a cualquier multitud de nameros primos, ahora podemos utilizar a la variable
“n” para expresar a cualquier numero natural (con n>1) y asi denotar mediante la
notacién conjuntista “P={ps,...,pn}" @ cualquier conjunto finito (con |P|>1) de nameros
primos. Después solo debemos traducir la argumentacion euclidiana a nuestro lenguaje
simbolico para establecer desde el principio con universalidad, que hay mas nameros
primos que los agrupables en cualquier conjunto finito de ellos tal como a continuacion

sera hecho.

Sea m el minimo comun multiplo de todos los nimeros primos pertenecientes a P
(M= p1p2...pn). Luego debe cumplirse que m+1 sea primo o que no lo sea. Si m+1 es primo
entonces al menos hay un numero primo ademas de los pertenecientes a P, a saber el
mismo m+1; si m+1 no es primo entonces existe un primo p* tal que p*|m+1 (VIL.31) y
p*&P (si p*eP se arriba al absurdo p*|1). Por lo tanto, existe otro nimero primo (m+1 o
p*) aparte de los pertenecientes a P y en consecuencia, hay mas numeros primos que los

comprendidos por cualquier conjunto finito de ellos.

Cabe recalcar que el uso de variables para prescindir de instancias en nuestra
traduccion de la demostracién de 1X.20, s6lo hace mas evidente a la generalidad alcanzada
por su demostracion primigenia. Es decir, aunque quizas la primera por su moderna
apariencia a nosotros nos resulte mas convincente que la segunda, su solidez justificativa
es la misma. Pues lo que nos permite nuestra notacion con variables es expresar al plano
de prueba originalmente mostrado sobre instancias. Y lo mismo puede decirse de todas
nuestras traducciones de las demostraciones del Traité, pues en ellas no modificamos si
no sélo representamos a sus planos de prueba con asistencia de las variables indexadas
ci. Por lo que si queremos aumentar la fuerza justificativa de la demostracion de 1X.20,
entonces no basta con elaborar una transcripcién de ella en notacién moderna, sino se

debe someter a una restructuracion deductiva usando otro modo de razonamiento.

En particular, podriamos recurrir a otra clase de argumentacion para asegurar que el
numero n usado para designar a cualquier conjunto finito de primos, en realidad si sea
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cualquier nimero natural. Para hacerlo podriamos aplicar el razonamiento ensefiado por
Pascal en sus pares de lemas. Sin embargo la sustentacion de este mayor grado de apoyo,
como ya habia sido desde antes anunciado, se postergara hasta la adopcion de un
enfoque axiomatico que sera realizada en los dos capitulos siguientes®. Por el momento
s6lo hemos de reafirmar que ese otro modo de razonamiento, el de la induccion
matematica, debido a los medios de expresion empleados por Pascal no puede prescindir
del camino deductivo-constructivo aqui analizado en Euclides, via que parte de lo

particular para intentar alcanzar lo universal.

En suma, el modo de razonamiento sobre instancias cuya meta es el establecimiento
de resultados universales, se articula favorablemente a través de medios de
representacion enfocados hacia lo particular (etiquetas, “retratos” diagramaticas,...) y esta
correctamente sustentado cuando sus procedimientos constructivo-deductivos mostrados
para algunas instancias, son repetibles para cualesquiera otras pertinentes. Y todo lo
anteriormente resumido, ayuda a asentar a la expresion de la regla de demostracion
plasmada en cada formulacion hecha por Pascal de su pareja de lemas. Pues esos pares de
lemas indican un método para demostrar propiedades para cualquier coleccién de
objetos, en la cual se pueda distinguir a un primer elemento y al que le sigue

inmediatamente a cada uno de ellos.

Es mas, respetando a los recursos logico-matematico del Traité, hemos confirmado

la ensefianza de un método de prueba proveniente de esos pares de lemas, al formular lo

% Lo cual no nos impide de una vez replantear la demostracion de 1X.20 con la regla aprendida de Pascal:
Lema 1: Si P={p,} entonces existe otro nimero primo ademas de p;, ya sea p;+1 0 si p;+1 es compuesto, el
p* que por VI.31 divida a p;*+1y por consiguiente sea distinto a p;.

Lema 2: Supongamos que hay mas nidmeros primos que los contenidos por cualquier conjunto finito de ellos
con k elementos. Sea P cualquier conjunto conformado por k+1 ndmeros primos, i.e. P={ p1, P2 ,...,.Px:Px+1 }-
Consideremos ahora al subconjunto P* de P integrado por sus primeros k elementos, i.e. P*={py, p2 ,....Px}-
Luego por hip6tesis existe un nimero primo p* distinto a los contenidos en P*. Si p*= py.; entonces existe
otro nimero primo ademas de los pertenecientes a P. Mientras que si p*= pk.1, €ntonces consideremos al
minimo comun maltiplo m de todos los primos en P (M=p1p,... Pk Px+1)- Si M+1 es primo entonces existe otro
numero primo a parte de los enumerados en P, si m+1 es compuesto entonces por VII.31 existe un nimero
primo p** que divide a m+1. Pero p** no puede ser igual a cualquiera de los primos p; en P pues de lo
contrario, p** dividiria a 1 lo cual es un absurdo (si a]b y a]b+c entonces a|c pues b=ma, b+c=ga y por
consiguiente, c=(g-m)a).

Por lo tanto, para cualquier conjunto finito P de nimeros primos, i.e. |P|=n, existe otro nimero primo no
contenido en él.
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aprendido en una regla, llamada inducciébn matematica de Pascal, a pesar de las
restricciones linglistico-epistémicas que no permiten entre otras cosas, enunciar de
manera concisa la cuantificacion sobre propiedades. En conclusion, en el Tratado del
Tridngulo Aritmético es donde por primera vez se encuentra, al menos de acuerdo a
nuestros actuales registros historicos, la expresion de una regla de induccion matematica.
Por lo que para terminar este capitulo, con todo derecho ahora si podremos cuestionar
cémo es que algunas de sus demostraciones la siguen. Dado que se trata de una regla
deductiva, esta pregunta se concentrara sobre la validez de su seguimiento. Es decir,
ahora explicaremos cémo es que las demostraciones realizadas de acuerdo a esta regla,
respaldan a sus pasos seguidos, incluso cuando el contexto l6gico-matematico en el cual
estan inmersas, todavia estd bajo el dominio del la generalizacion universal sobre

instancias.

Retomemos a la demostracion de la Consecuencia Quinta, la cual empieza
estableciendo la igualdad de los nimeros para las células reciprocas en la primera base en
donde se ubican un par de ellas, a recordar la segunda denotada mediante “¢c”. Por lo
que este paso se da en conformidad con el Lema 1 de la regla de Pascal para la induccion
matematica débil, ya que finca una propiedad para el primer elemento de una coleccién
de ellos, i.e. la igualdad para las células reciprocas de la primera base en donde pueden
ser halladas. Mientras que este paso esta asegurado por el primer principio constructor,
pues los nameros en las células del primer rango perpendicular, al cual pertenece ¢, y en
las células del primer rango perpendicular, al cual pertenece o, son todos iguales al

generador.

Luego la demostracion de la Consecuencia Quinta prosigue justificando que si los
numeros en las células reciprocas de la tercera base Ar son iguales, entonces también lo
seran los de las células reciprocas en la base siguiente Di. Por lo que este paso sigue al
Lema 2 de la regla de Pascal para la induccion matematica débil, pues mediante instancias
se ensefia cbmo demostrar que si la igualdad entre los nimeros de las células reciprocas
se presenta en una base cualquiera (en particular Ar) , entonces también debe hacerlo en

la siguiente (en particular D) . Mientras que el método mostrado por Pascal para deducir

52



al Lema 2, se apoya sobre los dos principios constructores con la asistencia de la hipétesis
sobre el cumplimiento de la propiedad para la base previa. El primero de los principios
establece la igualdad de los numeros de las células reciprocas en los extremos de la base
siguiente (en particular D=1); mientras que el segundo al importar la hipotesis sobre la
satisfaccion de la igualdad para la base anterior, sirve para hacerlo con los nimeros en las
células intermedias (en particular B=0) de la base siguiente (en particular B=A+y, 0=y+n
por el segundo principio mientras que A=xn por hipoétesis, de donde se infiere que B= A+y=y+n=60).
Por lo tanto, la demostracion de la Consecuencia Quinta sigue a la regla de induccion
matematica débil de Pascal y lo hace validamente ya que el método mostrado por ella, en
especial el exhibido para el Lema 2, es repetible gracias los dos principios constructores

del triangulo aritmético.

Por otro lado, la verificacion del seguimiento de la induccion matematica de Pascal
por parte de las demostraciones de la Consecuencia Duodécima y de la Proposicion 12
para las combinaciones, resulta méas evidente pues ellas se elaboran explicitamente
conforme a las instancias del par de lemas que constituyen a esa regla deductiva. Sin
embargo cabe remarcar que la validez de su seguimiento, recae de nuevo en los principios
constructores del triangulo aritmético. En primer lugar, tanto el Lema 1 para la
Consecuencia 122 (“pesac como 1a 17) como el Lema 1 para la Proposicion 12 (“en el
primer triangulo, la suma de las células de su Unico rango, a saber G...iguala a la suma de las
combinaciones de 1 en 1”), se sustentan manifiestamente en el primer principio constructor

del triangulo aritmético.

En segundo lugar, el Lema 2 para la Consecuencia 122 cuyo método de justificacion
se ensefa en el establecimiento de que “E es a C como 2 a 3”, se apuntala en el segundo
principio constructor. Para corroborarlo resulta mas sencillo revisar nuestra formulacion
con variables indexadas c; del plan de prueba aprendido de las instancias, pues en ella
hacemos mencién de ese principio cada vez que se utiliza para respaldar alguna
inferencia de manera solitaria (v.gr. cj = Cig1) + C¢-1)) 0 con la asistencia de la hipotesis
importada sobre el cumplimiento de la igualdad entre razones para las células adyacentes

en la base anterior (v.gr. Cjj/Ci-2=(Cig-1)*tCgi-2))/ Ci-0=(J-1)/(i-1)+1=(j+i-2)/(i-1)). Aunque si se
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desea mayor meticulosidad, también puede verificarse el papel cimentador del segundo
principio en la demostracion original, por ejemplo en las derivaciones correspondientes a
las citadas de nuestra traduccién (“D+B =E”y “E a B como 4 a 3”). Por consiguiente, una
vez descargada la hipotesis del cumplimiento de la Consecuencia 122 para la base previa,
es el segundo principio quien queda como Unico apoyo del Lema 2. En consecuencia, el
segundo principio constructor del tridngulo aritmético es el responsable de que el método
de justificacion exhibido por Pascal para las instancias de cualquier base “DA”, de su
sucesora "Hu” y de cualesquiera células reciprocas “E, C” en su sucesora, sea aplicable
para cualesquiera otras instancias pertinentes y por ende, es €l quien garantiza la validez

del seguimiento de este paso de la regla de induccion matematica.

Analogamente, se puede identificar en la demostracidon mediante instancias
desplegada en el Traité del Lema 2 para la Proposicion 12 sobre combinaciones, al
segundo principio constructor como uno de los responsables de que sea repetible el
método alli manifestado. Sin embargo tal como se menciond en nuestra moderna
traduccion de ella, también participan en la sustentacion del Lema 2 la Consecuencia
Segunda del triangulo aritmético y el Lema IV de las combinaciones. Y si bien con
antelacion ya fue expuesto que la Consecuencia Segunda se basa en los dos principios
constructores, el Lema IV, a recordar C%f' = ¢/™ + C[%, con 1+1<m, es justificado por
Pascal mediante un argumento sobre instancias cuya tendencia hacia lo universal, pudiera

atribuirse a la nocién misma de combinacién®. Por lo que en este caso, son los dos

* su argumento procede de la siguiente manera. Supongamos que tenemos una coleccién de cuatro letras
cualesquiera: {A, B,C ,D}. De este modo el Lema IV nos pide demostrar que el nUmero de combinaciones de
una letra tomadas de una coleccion de tres mas el nimero de combinaciones de dos letras tomadas de un
grupo de tres es igual al nimero de combinaciones de dos letras tomadas deuna coleccion de cuatro. Por
otro lado, el nimero de combinaciones de dos letras tomadas de un grupo de cuatro letras es igual a seis,
pues podemos contarlas con ayuda de nuestras instancias: {A,B}, {A,C}, {A,D}, {B,C}, {B,D} y {C,D}. Ahora bien,
dividamos en dos grupos a nuestras combinaciones de dos letras tomadas de un grupo de cuatro con base
en si aparece o no en ellas determinada letra, v.gr. la A. Asi entonces, por un lado tendriamos a {A,B}, {A,C},
{A,D} y por el otro a {B,C}, {B,D}, {C,D}. Por lo que las combinaciones donde no aparece esa determinada
letra (A), equivaldrian a las combinaciones de dos letras ({B,C}, {B,D}, {C,D}) tomadas de una coleccion de
tres letras ( {B,C,D} ). Mientras las combinaciones en las cuales si aparece esa determinada letra (A), al
fijarnos en las otras tres letras que la acompafian en ellas (B,C,D), se pueden poner en correspondencia con
las combinaciones de una letra ({B},{C} ,{D}) tomadas de un grupo de tres ({B,C ,D}). Por consiguiente, el
nimero de combinaciones de dos en tres mas el numero de combinaciones de uno en tres, es igual al
numero de combinaciones de dos en cuatro. En conclusién, el nimero de combinaciones de k en n-1 més el
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principios constructores y prima facie el Lema IV, quienes aseguran lo repetible de la
demostracion original del Lema 2 para la Proposicion 12 y por consiguiente, ellos otorgan

la validez al seguimiento de este paso.

En suma, las demostraciones de la Consecuencia 52, 122y de la Proposicion 12 para
combinaciones, siguen a la regla de induccion matematica de Pascal. Mas importante adn,
la siguen validamente gracias al par de principios constructores del triangulo aritmético,
es decir establecen al par de lemas indicados por la regla sustentandose sobre ellos.
Sobre todo son los pasos dados para afirmar a los segundos lemas, los que se apoyan con
mayor peso en los dos principios, pues ellos les sirven para asegurar que sean repetibles
sus métodos de justificacion mostrados sobre algunas instancias. Sin embargo, hasta el
momento sélo hemos defendido el seguimiento valido de la regla por parte de estas tres
demostraciones, mas no la validez misma de la regla. Es decir, todavia no hemos sefialado
sobre qué se afianzan las conclusiones inferidas a través del apuntalamiento del par de
lemas enunciados en la regla de induccion matematica débil de Pascal. Aunque debido al
papel fundamental ya revelado del par de principios constructores para sostener a las
parejas de lemas, podemos sospechar que ellos también participan activamente en la
cimentacion de las conclusiones obtenidas mediante la regla deductiva captora de nuestra
atencion. Y esta sospecha hemos de confirmarla en el proximo capitulo cuando

analicemos al Traité desde una perspectiva axiomatica.

Para terminar este capitulo conviene hacer una nota aclaratoria previa a su sintesis
final. Si se ha calificado a la regla de induccibn matematica de Pascal como débil, es

porgue se puede poner en correspondencia con nuestro método de induccion matematica

numero de combinaciones de k-1 en n-1, es igual al nimero de combinaciones de k en n. La demostracién
original puede revisarse en la pagina 112 de Pascal (1665 via 1967), mientras que lo repetible de este
método ensefiado, puede atribuirse a nuestra comprensién misma de lo que es una combinacion, la cual es
asistida por las representaciones mediante letras (A,B,C,D) planteadas por Pascal. Cabe mencionar que este
entendimiento en el Traité también se hace mas riguroso, pues alli se mencionan algunas propiedades de las
combinaciones deductivamente relevantes, v.gr. la combinacion {A} es la misma que {A,A} y la combinacion
{B,A} es la misma que {A,B}.
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actualmente asi llamado®. Ahora al Lema 1 se le acostumbra nombrar Caso Base,
mientras que al Lema 2 usualmente lo conocemos como Paso Inductivo. Mientras que la

induccion matematica débil hoy en dia la podemos formular de la siguiente manera:

Sea X un conjunto bien ordenado. Si queremos demostrar que todos sus elementos

cumplen con la propiedad P, es suficiente establecer:

1. el Caso Base, es decir el primer elemento de X segun el orden dado cumple con la

propiedad P; y

2. el Paso Inductivo, es decir que cada vez que un elemento de X cumpla con P, el

que le sigue segun el orden dado, también cumple con P.

Nuestro comentario sobre el nombre dado a la induccion matematica de Pascal fue
hecho para anunciar desde ahora la falta de unicidad de esa regla. Es decir, el nombre de
induccion matematica engloba a distintos métodos de demostracion cuya designacién
puede hacerse mas precisa al afiadirle un adjetivo calificativo que refiera a su respectiva
caracterizacion. Por ejemplo, posteriormente sera exhibida en el Capitulo 3 a la induccion
matematica “completa” formulada por Dedekind, mientras que en el Capitulo 5 sera
expuesta a la induccion matemaética “transfinita” acufiada por Cantor. Ahora bien, los
rasgos comunes para agrupar a estas reglas bajo el nombre de induccion matematica

seran discernibles conforme ellas se vayan exponiendo.

En este capitulo hemos visto algunas demostraciones emparentadas con la
induccion matematica débil. Las demostraciones hechas por Viete-Anderson de los
Teoremas Il 'y VII en su Ad Angularium Sectionum, prefiguran a esta regla pues en ambas
se establece un caso base y se usan casos anteriores para fincar al siguiente. Por otro lado,
las demostraciones elaboradas por Pascal de la Consecuencia 122 y de la Proposicion 12
para las combinaciones en su Traité, al indicar explicita aunque particularmente la

satisfaccion de un caso base (Lema 1) y de un paso inductivo (Lema 2), enunciaron por vez

% Dado gue no resulta de nuestro interés la historia de los nombres dados a los métodos de induccién
matematica, sino su historia compartida con la aritmética, aqui no aclaremos quien bautizo a esta version de
la induccién como débil. Sin embargo si anunciamos que volvera a aparecer en una presentacion mas
formal, en los Principios de Peano, los cuales seran estudiados en el Capitulo 3. Si se desea revisar una
historia (no muy actualizada) de los nombres dados a la induccién matematica, se puede leer a Cajori (1918).
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primera a una regla de induccion matematica débil. Para sustentar lo anterior,
identificamos la injerencia de un modo de razonamiento presente desde los Elementos
gue persistio en el Ad Angularium Sectionum y en el Traité, el de la generalizacion
universal. Mientras que este reconocimiento ademas de ayudar a asentar a la expresion
de esta regla, asisti6 a la aprobacién del seguimiento vélido de ella realizado por las
demostraciones de la Consecuencia 52, 122 y de la Proposiciébn 12 Es mas, se
descubrieron a los dos principios constructores del tridngulo aritmético como los
principales responsables de que las demostraciones particulares de las parejas de lemas
que constituyen a la regla, fueran repetibles y por ende validas. Aunque este hallazgo no
fue una afortunada casualidad, pues en el siguiente capitulo se veran a esos dos principios
como los causantes de la validez misma de la regla de induccion matematica débil de

Pascal.
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Capitulo 2: Axiomatizaciones de la aritmética

2.0 Introduccion

Después de haber presentado a la induccion matematica en el Tratado del Triangulo
Aritmético, ahora empezaremos a dilucidar su relacion con los niUmeros naturales. Y el
lugar donde se realizara esta indagacion, es aquel en donde se ha establecido con mayor
rigor nuestro conocimiento sobre ellos, las axiomatizaciones de la aritmética. Dado que la
historia de las axiomatizaciones en las matematicas usualmente comienza con Euclides y
sus Elementos, en este capitulo trataremos de determinar si su Libro VII también puede

servir como punto de partida para su apartado aritmético.

Motivados por el andlisis del Libro VII de los Elementos, propondremos una
caracterizacion de lo que es una axiomatizacion libre de exigencias I6gicas o filosoficas
actuales que excluyan tanto a su pasado como a su diversidad. Por ejemplo, bajo la
influencia del nombramiento exclusivo de definiciones en el Libro VII, recaera sobre el uso
y no sobre la mencion la identificacién de los elementos de una axiomatizacion. Es decir,
la falta del bautizo de axiomas por Euclides en ese libro, no fungira como criterio para
rechazar de antemano su condicion axiomdtica. De este modo, entenderemos
minimamente a una axiomatizacion como una formulacion de principios que pueden ser

usados para desarrollar a su teoria.

Sin embargo nuestra caracterizacion tampoco promovera su satisfaccion trivial, pues
a pesar de su flexibilidad, ella servird para negarle el estatus axiomatico al Libro VII. Esta
cancelacion se debe a que ninguna de las definiciones alli enumeradas, es usada para
respaldar a algunas de las proposiciones en ese sitio de los Elementos desplegadas.
Especificamente serd expuesta la carencia de la formulacion de un sustento justificativo,
en contraposicion con el Libro I, para las proposiciones colocadas en la base deductiva de
su estructura tedrica. Ademas en el desarrollo de estas proposiciones aritméticas iniciales
se vera la ausencia de la regla protagonista de nuestra investigacion, la induccion

matematica.
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Finalmente retomaremos al Tratado del Triangulo Aritmético para mostrar como
satisface con creces a nuestra caracterizacion de lo que es una axiomatizacién, pues sus
principios por ser identificados, una regla de induccion matematica y los principios
constructores del triangulo aritmético, ademas de ser utilizados para desarrollar a su
teoria, lo hacen en una conjuncién arménica. Y esta simbiosis entre sus principios sera
aprovechada en la defensa efectuada en el capitulo siguiente para afadirle a la condicion
axiomatica del Traité, su tema aritmético. Es decir, posteriormente se argumentara que en
esa obra de Pascal se empieza a asentar de manera axiomatica, el papel fundamental de
la induccion matematica para una concepcion de los numeros naturales cuya actualidad
contrasta con la vieja nocion euclidiana en la cual esta regla no estaba presente. Y para
lograr en un futuro proximo tal cometido, en el presente capitulo nos enfocaremos en
explicar lo que entenderemos por axiomatizacion para primero poder considerar al Traité

como una muestra de ellas.
2.1. ;Dbnde dejo6 Euclides a la axiomatizacion de la aritmética?

Euclides es un eponimo de axiomatizacion. Sus Elementos, el primer referente, si no
cronoldgicamente si por su relevancia historica, de una axiomatizacion en las
matematicas. Mientras que la riqueza de ese conjunto de obras, se ostenta en la
multiplicidad de investigaciones que incita sin agotar a la veta. Y si los Elementos son, al
menos evocativamente, la cumbre del razonamiento deductivo, las investigaciones acerca
de ellos casi irremediablemente son ejemplares, buenos o malos, de la argumentacion
inductiva. Al parecer cualquier hipotesis no trivial planteada en torno a ese cumulo de
libros, puede ser falseada mediante el contenido l6gico-matemético o a través del
contexto histérico-filoldgico-filoséfico de esa obra encarnada en mltiples versiones®. En
conciso, la complejidad historico-16gico-matematico-filosofico-filoldgica de los Elementos

ofrece una resistencia a las hipotesis historicas, filosoficas, filologicas e incluso l6gico-

! Cabe mencionar que el Euclides en este texto aludido serd el de la version de Heiberg(1883-88) traducida
al inglés por Sir Thomas Heath, la cual es considerada la oficial en gran medida gracias al trabajo inquisitivo y
difusor de este eminente historiador inglés.
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matematicas planteadas en torno a ellos. De este irdnico modo, bajo el encumbramiento

deductivo de los Elementos, parece subyacer una indémita contingencia en su desarrollo.

En particular, la revision de los Elementos en pos de la comprension de lo que es (0
fue) una axiomatizacion, puede generar distintas hipotesis con variables modos y niveles
de apoyo. Basta con recordar que los Elementos no son s6lo su Libro Primero para
vaticinar la complejidad por enfrentarse al emprender tal labor inquisitiva, incluso si sélo
se deseara indagar lo qué fue una axiomatizacion dentro del contexto euclidiano. Pues al
ampliar el escrutinio a todos los libros de los Elementos, resaltara una peculiaridad del
primero: es el unico en donde Euclides formula tres clases de principios, a saber los
postulados, las nociones comunes y las definiciones. Para el resto de las teorias
pertenecientes a ese conjunto de obras, Euclides unicamente brinda definiciones al
principio de sus libros. Por lo tanto cualquier investigacion sobre lo que es una
axiomatizacion euclidiana, tiene que partir desde la encrucijada de proponer al Libro |
como su paradigma, lo cual es la costumbre, o de postular a otro como tal, quizas con la

motivacion de evidenciar que solemos hacer del error un hébito.?

2 por ejemplo, Abraham Seidenberg (1974-5) critico la postulacion del Libro | como la axiomatizacion
euclidiana de la geometria por varias razones, entre las cuales mencionaremos las siguientes: (1) El método
de superposicién, usado por Euclides en la Proposicién 4 y “validado” en su Nocion Comun 4, convierte en
dispensable el uso justificativo de las tres primeras nociones comunes dentro de las primeras 28
proposiciones y ademas convierte en un teorema al Postulado 4, ademaés, (2) dada la vinculacion de ese
método con la Nocién Comun 4, hace de esta Gltima un principio geométrico por lo que no deberia
considerarse una Nocién Comun y por ultimo, (3)Euclides con sus primeros principios no logra probar
algunas proposiciones relevantes de la geometria plana, v.gr. que la razén entre dos circunferencias es igual
a larazén entre sus diametros. En suma, debido a que algunos de los primeros principios dados por Euclides
no estan bien asentados ni tampoco son deductivamente tan fértiles, Seidenberg rechaza que Euclides
“haya desarrollado axiomaticamente a la geometria”. Es mas, en lugar del Libro |, Seidenberg propuso al
Libro V como una mejor fuente de estudio, al menos una en mayor sintonia con nuestras concepciones mas
recientes, del método axiomatico:

En el Libro V el término magnitud no esta explicitamente enunciado para que esté indefinido; pero...

es evidente que no solo las magnitudes geométricas, si no la magnitud en general es su tema, y este

entendimiento eo ipso hace que el término quede indefinido. Por la misma razon, la adicion entre

magnitudes también estaria indefinida. Bajo estas circunstancias, la “Nocion Comun” que afirma que

si iguales se afladen a iguales las sumas son iguales, no podria ser demostrada y es en verdad un

axioma de acuerdo a nuestro sentido de tal término. El Libro V no es lo suficiente especifico para

determinar las intenciones de su autor de manera completamente clara, pero yo pienso que es un juicio

atinado decir que el método axiomatico tal como lo comprendemos ahora, fue empleado por el

creador de esa teoria. (A. Seidenberg, 1974-5: 274-5)
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Admitida la complejidad los Elementos, situémonos ahora en su Libro VIl para tratar
de reconocer en él lo que es una axiomatizacién. Lo primero que podria llamarnos la
atencion al revisarlo, tal como ya fue mencionado, seria la presencia dominante de
definiciones.  Este libro comienza con la formulacion de 22 de ellas para proceder
inmediatamente a desplegar a sus proposiciones junto con sus demostraciones; no hay
postulados ni nuevas nociones comunes. Entre las definiciones alli enunciadas

encontraremos las siguientes:

1. Una unidad es aquello en virtud de la cual cada una de las cosas que existen, se
llama una.
2. Un namero es una multitud compuesta de unidades.
3. Un nimero es parte de un namero, el menor del mayor, cuando mide al mayor.
5. El mayor nimero es maltiplo del menor cuando es medido por el menor.
11. Un namero primo es aquél que es medido por la unidad solamente.
12. Numeros primos entre si son aquellos que son medidos por la unidad solamente
como medida comun.
13. Un nimero compuesto es aquel que es medido por algin nimero.
(Euclides version Heath 1908 Vol.2 : 277)

Asi entonces, desde las definiciones transcritas podemos adivinar que el tema de la
teoria del Libro VIl esta vinculado con la aritmética. Y esa prediccion la corroborariamos al

inspeccionar a sus 39 proposiciones, por ejemplo, las dos primeras aseveran lo siguiente:

PROPOSICION 1

Dados dos nameros desiguales. y el menor siendo continuamente restando por turnos

del mayor, si el nimero que queda no mide nunca al anterior hasta que una unidad

queda, los nimeros originales seran primos entre si.

PROPOSICION 2
Dados dos nimeros no primos entre si, hallar su medida comin méxima.
(Euclides version Heath 1908 Vol.2 : 296, 298)

En la transcripcidn previa, ademas de su contenido aritmético, ya se puede distinguir
una diferencia usualmente reconocida en las proposiciones de los Elementos: mientras
que la primera asevera el cumplimiento de algo (los nimeros originales son primos entre
si), la segunda pide que se realice algo (hallar la medida comdn méxima) dadas ciertas
condiciones. Asi entonces, a la segunda en lugar de proposicion se le ha acostumbrado
clasificar como problema. Ahora bien, ambas “proposiciones” tratan sobre la maxima
medida comun de un par de nameros. Mientras que Euclides menciona desde la

enunciacion de la Proposicion 1 y formula en la “demostracion” (solucion) de la
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“Proposicion” 2, a su célebre método para el computo de ella, el cual ahora es llamado

algoritmo euclidiano para el calculo del méximo comun divisor de un par de nimeros.

A continuacion sera reproducida la formulacién original del algoritmo euclidiano,
para luego ser reformulado en notacion moderna con el fin de aclararlo. Y si nos interesa
la exposicion de ese método, es porque ademas de definiciones y de proposiciones (0
problemas), en el Libro VII se desenvuelven, de hecho mayoritariamente, demostraciones
(o soluciones). Por consiguiente, nuestro andlisis del Libro VII de los Elementos en busca

de lo que es una axiomatizacion, debe incluir alguna muestra de ellas como la siguiente:

Sean AB, CD los dos nimeros dados no primos entre ellos.
Asi entonces, se pide hallar la maxima medida comln de AB, CD.
Si CD mide a AB -ya que se mide a si mismo- CD seria una medida comun de CD, AB.
Y es evidente que también seria la méaxima, pues no hay un nimero mayor a CD que
mida a CD.
Pero, si CD no mide a AB, entonces, el menor de los numeros AB,CD siendo  z
continuamente sustraido al mayor, dejaria algin nimero que medira al
anterior a él. Et
Ademas una unidad no seria dejada; pues de otra manera AB,CD serian primos F
entre si [VI1.Def.12 y VII.Prop.1], lo cual es contrario a la hipdtesis.
Por lo tanto algin nimero quedaré tal que medira al anterior a él.
Asi entonces, sea BE medido por CD tal que deje a EA, donde EA es menor a
CD vy luego sea DF medido por EA tal que deje a FC, con FC menor a EA, y B D
sea AE medido por CF.
Ahora bien, ya que CF mide a AE, y AE mide a DF, entonces CF medira también a DF.
Pero como también se mide a si mismo; entonces también medira a todo CD.
Pero CD mide a BE; por lo que CF también mide a BE. Pero él también mide a EA; por
lo que también medird a todo BA. Pero él mide también a CD; por lo que CF mide a
AB.CD.
Por lo tanto, CF es la medida comun de AB, CD.

(Euclides version Heath, 1908 Vol.2: 298)

o

Mientras que el procedimiento anterior, en notacion moderna, se especificaria del

siguiente modo:

Sean a,b un par de numeros. Sin pérdida de generalidad, supongamos que b <a . Si
b divide a a, entonces b es el maximo comun divisor. Si no, réstese sucesivamente de aab
hasta que se obtenga un numero b;<b, es decir, a-kb=b;. Si b; divide a b, entonces b; es un
divisor comun de a y b, mientras que si no lo es, entonces réstese sucesivamente de b a
b; hasta generar un nimero b,<b;, es decir b-kib1=b,. Si b, divide a b;, puesto que b, se

divide a si mismo entonces también divide a b (b=b,+k;b;) y por consiguiente, b, seria un
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divisor comun de by de a (a =b;+kb); mientras que si b, no divide a by, entonces réstese
sucesivamente de b; a b, hasta generar un numero bs<b, , es decir bi-k.b,=bs Si b3 divide
a by, entonces... Eventualmente debe surgir una b, (by= bn.2-kn-1bn-1) que divida a b,.1 y por

consiguiente, by, seria un divisor comun de by,.2, bp.g,..., b,a.

Asi entonces, CF seria la b, (en particular n=2) en donde Euclides supone la
terminacion de su algoritmo para obtener la maxima comun medida (maximo comun
divisor) de los numeros AB y CD. Por otro lado, ya que la “Proposicion” 2 pide que
asumamos que AB y CD son primos entre si (ahora llamados primos relativos), entonces la
b, resultante no seria una unidad (ahora diriamos que bn=1) debido a la Proposicion 1. Sin
embargo, puesto que desde la enunciacion de la Proposicion 1 se presupone la validez del
procedimiento descrito en la solucién de la “Proposicién” 2, entonces tal método de
restas sucesivas actualmente lo considerariamos aplicable para la obtencion del maximo

comun divisor de cualquier par de nUmeros ay b.

Mas aun, Euclides en la solucion de la “Proposicion” Il demuestra que la medida

comun generada mediante el procedimiento alli delineado es la maxima:

Pues, si CF no fuera la méxima comin medida de AB,CD, algun nimero mayor que CF
mediria a los nimeros AB, CD.
Supdngase que existe ese numero que los mide y sea G tal.
Ahora bien, debido a que G mide a CD, mientras que CD mide a BE, G mide también a
BE.
Pero también mide al todo BA; por lo que también medira al resto AE.
Pero AE mide a DF; por lo que G también medird a DF. Pero también mide al todo DC;
por lo que también medira al resto CF, es decir, el mayor medira al menor: lo cual es
imposible.
Por lo tanto ningdn ndmero mayor a CF medira a los nimeros AB,CD.

(Euclides version Heath 1908 Vol.2: 299)

Es decir, si b, no fuera el maximo comudn divisor, entonces existiria g > b, que
dividiria tanto a a como a b. Ademas dado que bi= a-kb, entonces g debe también dividir
a biy. Luego como g divide tanto a b como a bj, entonces g divide a b, puesto que
b-kibi=b,. Ademas dado que g divide tanto a b; como a b,, entonces g divide a bz puesto
que bi-kob,=bs... Continuando con este argumentacion, tendriamos que g dividiria tanto

a bpys como a by, y por consiguiente, g debe también dividir a b, puesto que
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bn-2 - Kn-1bn-1 = by, Pero si g divide a by, entonces g < b,. Contradiccion. Por lo tanto, b, es el

maximo comun divisor.

Expuesta ya una muestra deductiva del Libro VII, podemos aprovechar el trabajo
hecho por los estudiosos de la obra euclidiana para simplificar nuestro estudio sobre su
totalidad. En particular, lan Mueller en su libro Philosophy of Mathematics and Deductive
Structure in Euclid's Elements expone y explica a las dependencias justificativas de las
“proposiciones” alli desplegadas. De acuerdo a este investigador, las dos primeras

“proposiciones” de ese libro conforman la base de la siguiente estructura deductiva que

|\
</

1

soporta a la “Proposicion” 33%:

2,Cor.

(Mueller, 1981: 79)

Mientras que la estructura deductiva global del Libro VII, segin Mueller, se puede

representar mediante el siguiente diagrama:

- / 2%
12II-22
5-10
1-4

(Mueller, 1981:83)

® Proposicién 33. Dados tantos nimeros como se quiera, encontrar los menores de aguellos que guardan

la misma razén que ellos. (Euclides via Heath, 1908:333)
Es decir, aqui se plantea el problema de la simplificacion de la razon a;: a,: as:....: a,., mientras que su
solucion radica en el cdmputo de la méxima comin medida de a;, a,, as.....an
Por otro lado, cabe mencionar que Mueller acepta que “las dependencias en VII.5-19 fueron ignoradas”
(p.79), pues si revisamos la demostracion de VII.P.33, podemos atestiguar el usoy mencion de VII.P.16y
VII.P.19. Ahora bien, para nuestros fines argumentativos, el detalle de la estructura deductiva de VII.P.33 no
importa tanto, sino el reconocimiento de la existencia ella.
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Por lo que si revisamos exhaustivamente al Libro VII, veremos que la mayoria de sus
“proposiciones”, salvo la quinta y las dos primeras que podemos conjuntar pues en ellas
se desarrolla el algoritmo euclidiano, dependen justificativamente de algunas otras que
les anteceden. Por otro lado, en algunas definiciones de ese libro se puede detectar
también una dependencia con respecto a otras anteriores a ellas. Por ejemplo, la segunda
requiere de la primera pues indica el significado de “namero” con base en el de “unidad”.
En suma, si en el Libro VIl se halla una axiomatizacion, entonces parece ser que la
dependencia ordenada, ya sea justificativa 0 semantica, es uno de los rasgos de tal clase

de construcciones tedricas.

Ahora bien, el nombre mismo de “axiomatizaciébn” aunado quizas a nuestro
conocimiento preliminar acerca de tales arreglos tedricos, nos conminaria no sélo a
detectar a sus dependencias justificativas, sino también a indagar por el origen de todas
ellas. En particular, cabe preguntar sobre qué se apoyan las “proposiciones” que ocupan
los primeros lugares dentro de las cadenas justificativas del Libro VII, pues para responder
a esta cuestion, presumiblemente debemos hallar a los elementos que le otorgan su
nombre a estas construcciones teodricas, los axiomas. Por lo que a continuacion
emprenderemos la busqueda por los axiomas de la aritmética euclidiana, para ser capaces
de identificar a la presunta axiomatizacion en el Libro VII. Tras esta meta aclaratoria
seguiremos la pista de cualquier cosa enunciada, cuyo uso como cimiento justificativo
pueda ser reconocido para las “proposiciones” desarrolladas en ese libro. Mientras que
nuestro rastreo estratégicamente sera efectuado sobre un par de “demostraciones”
colocadas en dos los pilares mostrados por Mueller de la teoria del Libro VII, empezando
por el desarrollo del algoritmo euclidiano, mayoritariamente desplegado en la solucion de

la “Proposicion” 2, para luego realizarlo en la demostracion de su Proposicion 5.

Retomemos con escepticismo a la solucién de la “Proposicion” 2 pues ahora
deseamos discernir sobre qué se basa. Es decir, es el momento de cuestionar a las
garantias ofrecidas en esa “demostracion” para el método alli descrito sobre el calculo de
la méxima medida comun para dos numeros, el algoritmo euclidiano. Cabe recordar que

la solucién para este problema esta dividida en dos etapas: en la primera se delinea al
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proceso de restas sucesivas que genera una medida comuan de dos numeros (s.p.g. entre
ellos no primos), mientras que en la segunda se demuestra que es la maxima. Por
consiguiente, las dudas sobre la “demostracién” de la “Proposicion” 2 seran canalizadas a

cada una de esas dos fases, iniciando por la primera.

Cuando se describe al algoritmo euclidiano en la primera parte de la solucion de la
“Proposicion” 2, Gnicamente se apela a la Definicion 12 y a la Proposicion 1 como apoyo
de tal procedimiento. En particular, ambas se utilizan para justificar que dicho método no
puede terminar en alguna unidad (VII.Prop.1), debido a que el par de numeros sobre los
cuales se aplica no son primos entre si (VIl.Def.12). Sin embargo, saber que el método no
puede terminar en una unidad no garantiza que acabe del todo. Es decir, la Proposicion 1
no justifica que el método siempre termine, pues ella no solventa la existencia de un
numero by, tal que bp= bn2-kn-1bn.1 y by divida a by, sino sélo respalda que b, no sea igual
a una unidad. Asi entonces, una primera duda aparentemente no contestada en la
solucion de la “Proposicion” 2 seria: ¢por qué debe existir siempre esa b, en donde el

algoritmo concluya?

La inutilidad justificativa la Proposicién 1 respecto a la “Proposicion” 2 no debe
sorprendernos, ante nuestro aviso de que ambas podian englobarse en el desarrollo del
algoritmo euclidiano. Es mas, el desdoblamiento de su desarrollo acontecido en el Libro
VIl sirve para remarcar las diferencias entre la nocion euclidiana de numero y las
concepciones mas recientes. Tales discrepancias se manifiestan desde las dos primeras
definiciones dadas en ese libro, ya que de acuerdo a ellas, el uno no es un nimero puesto
que una unidad no es una multitud de ellas (VII.Def.2)*. En consecuencia, Euclides divide
en dos “proposiciones” a la exhibicion de su algoritmo para abarcar cuando no termina en
un numero (VII.Prop.1) y cuando si lo hace (VII.Prob.2). Por lo tanto, aunque la Proposicion
1 carezca de valor justificativo respecto a la “Proposicion” 2, ella si posee una utilidad

histérico-semantica relativa a la concepcion euclidiana de namero.

* Curiosamente, aunque una unidad no sea una multitud de ellas, si podria existir una multiplicidad de ellas.
Pues la definicién VII.1 puede ser interpretada indicando que cualquier cosa (v.gr. magnitudes geométricas)
al reconocerse como una, puede ser considerada como una unidad.
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Por otro lado, si revisamos a la demostracién de la Proposicion 1, tampoco hemos
de hallar una garantia de la terminacién del algoritmo euclidiano aplicado a dos nimeros
entre ellos primos. Pues como ya fue mencionado, desde la enunciacion de esa
proposicién, se usa como hipotesis a la terminacion del procedimiento de restas sucesivas
para establecer como criterio de identificacion de un par de nimeros primos entre si,
cuando el método termina en una unidad. En suma, en las dos primeras demostraciones

del Libro VII no se expresa una razon para que siempre termine el algoritmo euclidiano.

Incluso concediendo que siempre concluya el algoritmo euclidiano, podemos
desconfiar de que el numero generado, CF (b,), sea una medida comdn del par de
numeros no primos relativos sobre los cuales se aplica, AB (a) y CD(b). Nuevas inquietudes

pueden nacer del siguiente paso de la demostracién de Euclides: “ya que CF mide a AE, y
AE mide a DF, entonces CF medira también a DF. Pero como también se mide a si mismo;

entonces también medird a todo CD”. En conciso, las inferencias alli realizadas estan
asumiendo la validez de un par de propiedades de la medicion, las cuales afirmarian lo
siguiente: (i) cualquier nimero o unidad se mide a si mismo y (ii) sia mide aby a mide a
c, entones a mide a b+c. Asi entonces, ahora nuestro escepticismo nos incitaria a
preguntar, ;qué sustenta a ese par de asunciones y las convierte en propiedades

incuestionables de la relacién de medicion?

Por dltimo, en la segunda etapa de la solucion de la “Proposicion” 2 dedicada a
demostrar que la medida comun es la méxima, las dudas también pueden ser sembradas.
En conciso, nuestras dubitaciones ahora los podemos dirigir hacia la siguiente cadena de
inferencias: “debido que G mide a CD, mientras que CD mide a BE, G mide también a BE. Pero
también mide al todo BA; por lo que también medira al resto AE.” De nuevo, Euclides esta
asumiendo algunas propiedades de la medicion no estipuladas ni probadas previamente
en el Libro VII: (iii) sia mide a b y b mide a ¢, entonces amideacy (iv)siamideabya
mide a c con a>c, entonces a mide a d donde d=b-c. Mé&s aln, el absurdo arribado en esta
fase supone que (v) si a mide a b, entonces no puede ser el caso que a>b (“el mayor medira

al menor: lo cual es imposible™). Por lo que otra vez podemos con una duda protestar: ¢qué
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sustenta a este trio de asunciones y las convierte en propiedades de la relacién de

medicion libres de impugnacion?

Recapitulando, el algoritmo euclidiano necesita para asegurar su correcto
funcionamiento de varias propiedades de la relacion de medicion y de otra aun no
reconocida, que asegure la existencia del b, en donde termine el método de restas
sucesivas, ninguna de cuales es proporcionada o establecida en el Libro VII. Por
consiguiente, uno de los puntales que sostienen al desarrollo de la teoria de ese libro,
parece estar justificado sobre nada formulado en ese libro. Cabe enfatizar que nuestra
critica no esta dirigida hacia la validez del algoritmo euclidiano, pues la solucion de la
“Proposicion” 2 es un buen medio para reconocerla, sino sélo sefialamos que nuestro
conocimiento de su correcto funcionamiento requiere de otras razones por Euclides

aparentemente no brindadas.

Terminada la critica al desarrollo deductivo del algoritmo euclidiano, ahora
cuestionaremos las bases justificativas del otro pilar del Libro VII, para lo cual revisaremos
a la demostracion de la Proposicion 5. Ella afirma que “Si un nimero es parte de un nimero,
y otro es la misma parte de otro, la suma sera también la misma parte de la suma que el uno del
otro” (Euclides via Heath, 1908 Vol.2:304). Actualmente podemos interpretar a esta
proposicién como la implicacion de que si para los numeros a,b,c,d se cumple que a = % y

d +d . . .
b= — , entonces atb = CT Mientras que tal aseveracion es demostrada por Euclides de

la siguiente manera:

Sea el nimero A parte de BC, y otro nimero D la misma parte de EF tal como A es a BC.
Digo que la suma de Ay D es la misma parte de la suma de BC y EF, tal como A es a
BC. Dado que cualquiera parte que sea A de B, también lo es D de EF, entonces, hay
tantos nimeros iguales a D en EF como los hay en BC a A.

Sea BC dividido en los numeros iguales a A, a saber BG,GC, y EF en E
los ndmeros iguales a D, a saber EH, HF , entonces la multitud
BG,GC sera igual a la multitud EH, HF. 1G "

Y dado que BG es igual a A, y EH a D, entonces BG,EH son también
igualesa A,D.

Por la misma razén GC,HF es igual a A,D.
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Por lo tanto, tantos sean los nimeros en BC iguales a A, tantos también lo seran en
BC,EF iguales a A,D...Por lo tanto, la parte que sea A de BC, la misma parta también
sera la suma A,D de la suma BC, EF.

(Euclides via Heath, 1908 Vol.2:304)

La demostracion de VII.Prop.5 primero nos ordena realizar la descomposicion de los
numeros ¢ (BC) y d (EF) en sus correspondientes divisores a (A) y b (D), i.e. c=a+a+...+ay
d=b+b+...+b. Dado que a 'y b por hipétesis dividen a ¢ y a d un mismo nimero n de veces,
i.e.c=na =Y" a yd=nb=}" b, entonces a cada a en ¢ se le puede asociar con uno y so6lo
uns b en d para formar n nimeros (a+b). Curiosamente en la demostracion original, se
hace notar que los (a+b)’s entre todos ellos son iguales®. Por otro lado, la suma de ¢ méas d
puede plantearse mediante la suma de los divisores a y b que respectivamente los
componen, i.e. c+td = ¥" a + ¥" b. Por lo que gracias a la relacién uno a uno establecida

entre las a’sde c y las b’s de d, la suma de c+d se puede recomponer mediante los (a+b)’s
4
n1

del siguiente modo: c+d = ¥ a +¥" b = Y" (a + b)=n (a+b). Por lo tanto, sia = % y b=

+d
entonces a+h = CT

Si en la solucién del VII.Prob.2 al menos se invocaba a la definicion VILL.12 y a la
proposicién VII.1 para delinear al algoritmo euclidiano aplicado a un par de nimeros que
no son primos relativos, en la demostracion recién resefiada ni siquiera se menciona
definicidén o “proposicion” alguna para respaldar a la Proposicion 5. Por lo que la falta de
una enunciacion de cimientos para este otro pilar del libro séptimo, luce mas evidente.
Sin embargo aqui tampoco vamos a denunciar la invalidez de la demostracion de
VII.Prop.5, pues sélo nos conformaremos con remarcar la ausencia de razones formuladas

en el Libro VII que sirvan de respaldo a esta proposicion.

> No podemos dejar de remarcar que esta capacidad de relacionar uno a uno, apelada en la demostracion
original para poder formar las parejas BG,EH y GC,HF, sera propuesta y desarrollada matematicamente
muchos siglos después por Dedekind (también por Frege) como un fundamento “légico” de la nocién de
ndmero, tal como sera expuesto en nuestro capitulo tercero.

®Esta peculiaridad probablemente se deba a que el lenguaje empleado por Euclides para referir a los
ndmeros, esté constituido por etiquetas y no por constantes. Es decir, si “A”, “BG”, “GC” son etiquetas de
un mismo namero al igual “D”, “EH”, “HF” lo son de otro, entonces la igualdad entre lo designado por las
etiquetas “A,D”, “BG,EH” y “GC,HF” pudiera no ser evidente.
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En primer lugar, la descomposicion de un nimero en sus partes, €s una accion
relegada en la definicién VII.3 a la medicion. Y tal como fue exhibido en la solucion de
VII.Prob.2, la medicién en los Elementos es una operacién primitiva con muchas
propiedades escondidas cuya falta de estipulacién, nos obliga a asumirlas. Por
consiguiente, la descomposicion de ¢ (BC) y d (EF) en sus respectivas partes a (A) y b (D)
indicada en la demostracion de VII.Prop.5, es una peticion sin una direccion estipulada en
el libro séptimo. Lo cual, cabe enfatizar, no impide que la hagamos siempre y cuando de
antemano sepamos lo que estamos haciendo. Y si la descomposicién no posee garantias
escritas, entonces tampoco las tiene la igualdad c+d = ¥" a +Y" b aludida luego en la

demostracién de VII.Prop.5, sin importar lo capaces que seamos de reconocerla.

En segundo lugar, la invariancia numérica de la recomposicion de ¥" a +¥" b en
Y*(a+Db), i.e. que Y"a +Y" b sea el mismo numero que Y"(a +b), €s sustentada por
Euclides sobre una asociacion entre los a’s y los b’s que componen respectivamente acy
d, la cual ahora podriamos identificar como una relacion biyectiva. A pesar de que esta
clase de relaciones sea correctamente usada en la demostracion de VII.Prop.5, ella no esta
tipificada en los Elementos. Por consiguiente otra vez nos encontramos ante la ausencia
de razones enunciadas en el Libro VII para apoyar una de las inferencias realizadas en la
demostracion de su Proposicion 5, aquella involucrada en el establecimiento de la

igualdad entre ¥ a +¥" b Yy X" (a + b).

En suma, la Proposicion 5 del Libro VII esta montada sobre nada explicitamente alli
formulado. Por consiguiente al haberse erigido uno de los dos pilares del Libro VII sobre
esta proposicion, toda esta columna deductiva se ha quedado sin cimientos manifiestos’.
Lo cual aunado a la falta de garantias escritas para el algoritmo euclidiano (VII.Prop.1y
VII.Prob.2), base del otro pilar de este libro, parece dejar en la orfandad axiomatica a

toda la teoria aritmética desarrollada en esta seccién de los Elementos.

" Para hacer mas evidente la inestabilidad de este pilar, cabe mencionar que VII.Prop.5 es aducida para
apoyar directamente a VII.Prop.6, VII.Prop.7, VII.Prop.9 , VII.Prop.10 y VII.Prop.12., mientras que otros
tantos respaldos indirectos, como en VII.Prop.8 , podrian ser citados.
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En contraste, si revisamos el Libro | hemos de encontrar que las “proposiciones” en
las columnas de su estructura deductiva, como su primer problema sobre la construccién
de un tridngulo equilatero citado en el capitulo previo, estan justificativamente
apuntaladas, al menos parcialmente, sobre algunos postulados, definiciones o nociones
comunes alli formulados®. Frecuente se han llamado axiomas a todos estos cimientos
justificativos, aunque por respeto a su diversidad amenazada por la también comdn
interpretacion de los axiomas como proposiciones verdaderas (autoevidentes o
incuestionables o...), conviene denominarlos genéricamente como principios primeros.
Ante la falta de su enunciacion y de su utilizacion, una construccion tedrica, por mas
ordenada que se encuentre justificativa 0 semanticamente, le sera negada su condicion
axioméatica. En consecuencia, a pesar de lo ordenada o incluso interesante® que nos pueda
parecer la teoria del Libro VII, ella no estéa desarrollada de un modo axiomatico pues alli no
se formulan principios primeros que sean utilizados para sustentar a las “proposiciones”

colocadas en sus bases justificativas.

Sin embargo la complejidad de la catedral euclidiana reconocida desde el comienzo,
pudiera instarnos a rebatir a la denuncia hecha sobre la falta de principios primeros en el
Libro VIl y la consecuente cancelacion de su estatus axiomatico. Por ejemplo desde una
perspectiva historica, se podria argumentar que la formulacién de “todas las asunciones
en las que se basan los razonamientos”, en lugar de ser un requerimiento para toda
axiomatizacion solo indicaria “una divergencia clara entre la nocion euclidiana y moderna
de” ellas (Mueller, 1981:38). Es maés, la formulacién de algunos principios como el buen

orden para asegurar la terminacién del algoritmo euclidiano (VII.Prob.2) o la nocion de

® Recordando, en la demostracion de la primera “proposicion” se citay se usa a la Definicion 15 de circulo,
al Tercer Postulado que permite construir circulos y a la Primera Nocion Comun que establece una
transitividad para la igualdad, para cimentar a la construccion alli propuesta del triangulo equilatero sobre
cualquier segmento de recta dado.

Sin embargo, como ha sido reiteradamente sefialado, la interseccion entre el par de circunferencias
requerida Euclides para hallar al tercer vértice del triangulo, no esta sustentada en los principios
previamente enumerados. Por lo cual, el apoyo de estos principios a la “Proposicién” |.1, aunque sea
explicito, sélo es parcial.

% Junto con el algoritmo euclidiano, quizas el resultado para nosotros mas notable de ese libro seria una
version preliminar del teorema fundamental de la aritmética hallada en su Proposicién 31, “Todo nimero
compuesto es medido por algin nimero primo”
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relaciébn biyectiva  para establecer la igualdad numérica (VII.Prop.5), pudieran
considerarse fuera por muchos siglos'® del rango conceptual de los Elementos. Por lo que
nuestra denuncia sobre la falta de primeros principios para la aritmética euclidiana,

pudiera desestimarse por su ignorancia histérica.

Ante la defensa histérica previa debemos resaltar al cuantificador utilizado en
nuestra critica del Libro VII. No estamos exigiendo la formulacién de todas las asunciones
detras de todos los razonamientos alli seguidos, enumeracion que incluso actualmente no
puede ser mas que un ideal para las axiomatizaciones. Por el contrario, sélo estamos
sefialando que para algunas de sus proposiciones, las cuales lamentablemente ocupan un
lugar primordial dentro de la estructura deductiva del ese libro, se formula ningun primer
principio que las justifiquen. Mas aln, tampoco estamos clamando que esos primeros
principios, como el buen orden, pertenezcan a nuestros modernos marcos conceptuales.
Es mas, el respeto por el contexto l6gico-matematico de los Elementos, pudiera
brindarnos algunas pistas sobre el paradero de los primeros principios perdidos y pedidos

para la aritmética euclidiana tal como a continuacién sera expuesto.

Si nos obstinamos por encontrar a los primeros principios de la aritmética
euclidiana, dado nuestro precedente fallo negativo sobre el estatus axiomatico del Libro
VII, entonces tendriamos que ampliar la extensién y la profundidad de la busqueda
dentro de los Elementos para aumentar nuestra probabilidad de éxito. Mientras que la
compleja riqueza de esa obra puede alentarnos en nuestra empresa perseguidora de tales
primeros principios. Por ejemplo, si inspeccionamos al eminente Libro X pueden llamarnos

la atencion sus siguientes dos componentes:

[X.Definicion] 1. Aquellas magnitudes que son medibles por la misma medida, se llaman
conmensurables, e inconmensurables son las que no pueden tener cualquier medida
coman.

1%5j bien es en el siglo XIX donde usualmente se ha ubicado la consolidacién matematica de estos conceptos
debida a los promotores de la logica o la teoria de conjuntos como Dedekind y Cantor, cabe sefialar que
estas nociones se pueden hallar desde antes en la historia de las matematicas. Por ejemplo, Campanus de
Novara en su edicion del Libro VIl que data del siglo XllI, formula explicitamente como su dltimo postulado
de los cuatro por él afladidos una nocién de buen orden, pues en él establece que cualquier nimero no se
pueda disminuir al infinito: “Nullum numerum in infinitum posse diminui” (Campanus, 1482: lamina 55).
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[X] Proposicion 2. Si, cuando la menor de dos magnitudes desiguales por turnos es
restada continuamente a la mayor, la que queda nunca mide la anterior a ella, las
magnitudes seran inconmensurables.

(Euclides via Heath, 1908 Vol.3:10,17)

Este par de integrantes del Libro X nos parecen atractivos al sugerirnos un rastro
para hallar a las bases axiomaticas del Libro VII. En conciso, si los nimeros fuesen
magnitudes conmensurables (X.Def.1), entonces el algoritmo euclidiano desarrollado en
VII.Prob.2, debe siempre concluir debido a X.Prop.2. En sintonia con esta pista, la
definicion VII.2 pudiera interpretarse como la declaracion de la conmensurabilidad
numeérica, al indicar que la medida comin de todos los niUmeros seria la unidad. Por lo
que la definicién X.1 al ser usada en la demostracion'* de X.Prop.2, junto con la definicion
VII.2 de nimero, pudieran proponerse como los primeros principios sobre los cuales

recae la terminacion del algoritmo euclidiano desarrollado en VII.Prob.2.

Mas aln, la definicion VII.2 de namero nos ofrece otras huellas deductivas para
sospechar que en ella se esconde un principio de la aritmética euclidiana. En particular, el
modo argumentativo de la demostracion de VII.Prop.5 pudiera contemplarse como
basado en la definicion euclidiana de numero. Recordando, en la demostracion de
VII.Prop.5 los numeros c,d se descomponen en sus respectivos divisores a,b; para luego
asociar estos divisores en los nimeros a+b y finalmente recomponer mediante estos

ultimos al nimero c+d. Mientras que de acuerdo a VIl.Def.2 un nimero estd compuesto

n Aungue en la demostracion de X.Prop.2 de nuevo se puedan descubrir asunciones escondidas, v.gr.la
(iitransitividad de la medicion: “Luego, ya que E mide AB, mientras que AB mide DF, entonces E también
medira a FD” (Euclides via Heath, 1908 Vol.3: 17), al menos se puede reconocer en ella un cimiento que la
sustenta: la Definicion 1 del Libro X. Esta demostracion es una reduccion al absurdo pues parte de la
suposicion de que el proceso de restas continuas no termina pero también supone que el par de magnitudes
sometidas a él no son inconmensurables. Luego, si son conmensurables ese par de magnitudes, entonces
explicitamente por medio de X.Def.1 se puede inferir que existe una medida comin de ambas, denotada en
la demostracion mediante “E”. Pero si el proceso de restas continuas nunca termina, entonces podemos
generar mediante este procedimiento una magnitud AG menor a la medida comun E. Utilizando un
argumento similar al desarrollado en la segunda parte de la “demostracion” de VII.Prob.2, se concluye con el
absurdo de que E mide a AG, es decir, el mayor mide al menor! Por lo tanto, X.Def.1 si se usa y menciona en
la demostracion de X.Prop.2 para justificar al criterio de deteccion de un par dos magnitudes
inconmensurables alli enunciado. Ademas, dado que es formulado como una definicion, X.Def.1 puede
contemplarse como libre de la urgencia por justificarse. En conclusion, X.Def.1 es un primer principio de la
teoria desarrollada en el Libro X y por consiguiente, puede proponerse como un principio sobre el cual se
apoye la teoria del Libro VII.
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por unidades agrupadas (sin restringir como) en una multitud, por lo que tal definicién
pudiera interpretarse como el aval a los procesos de la descomposicion de un nimero en
sus unidades o en multitudes de ellas (otros nimeros) y de la recomposicion de una
misma multitud de maneras distintas. Por ejemplo la medicion bajo esta lectura (casi
literal) de VII.Def.2 pudiera considerarse como una clase de descomposicién en donde
todas las multitudes (o unidades) en las que se descompone el numero medido,
corresponden a la del nimero (o unidad) que las mide. De este modo, la division realizada
en la demostracion de VII.Prop.5 de los numeros ¢ (BC) y d (EF) en los nimeros que los
miden a(A) y b(D) estaria respaldada por VIl.Def.2; al igual que la recomposicion del

numero c+d mediante sus partes a+d (BG,EH y GC,HF).

Es mas, las representaciones diagramaticas, tan importantes en algunos libros de los
Elementos como el primero*?, pueden reforzar al apoyo ofrecido por VIl.Def.2 a los
procesos de descomposicion y recomposicion numérica usados en algunas demostraciones
del Libro VII. Para tal causa fortalecedora, con fortuna tenemos a nuestra disposicion a las
representaciones diagramaticas propuestas por Christopher Clavius en su edicion de este
que data del siglo XVI. En esta version del Libro VII se representan a los nUmeros como
hileras de puntitos (“e”), lo cual ayuda a revelar con mayor claridad a la ejecucién pero
también algunas propiedades de este par de procedimientos. Por ejemplo, los nimeros
etiquetados como “BC” (c), “EF” (d), “A” (a), “D”(b) y la descomposicion de los dos
primeros en los dos ultimos en la demostracion VII.Prop.5, son mostrados por Clavius del

siguiente modo:

S0 ' "l,"”" .

Avuenas b
5...... e E....‘H....

.

(Clavius, 1574: 249)

Si las multitudes de unidades, i.e. los numeros por VII.Def.2, son representadas tal

como lo hace Clavius, mediante hileras de puntitos “e” (donde “e” designaria a cada

2 por ejemplo y tal como fue expuesto en el capitulo previo, se recurre a un diagrama (Diag. 4 en Cap. 1)
para establecer en la interseccion de un par de circunferencias, al tercer vértice requerido para la
construccion del triangulo equilatero pedida por la “proposicion” primera del Libro I.
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unidad sobre las cuales trata VIl.Def.1), entonces algunas de las asunciones sobre la
medicion denunciadas en nuestra critica al estatus axiomatico del Libro VII, pudieran
hacerse evidentes a través de la expresion diagramatica de los nimeros. Pues bajo esta
codificacion, la medicion del nimero A por B se realizaria descomponiendo a la cadena de
“e” (ue represente a A, en hileras de “eo” todas ellas representantes de B. De este modo la
(iitransitividad entre otras de las propiedades de la medicion usadas en el Libro VIl

pudiera evidenciarse diagramaticamente tal como a continuacién se hace™
Sean los NUMeros A:= eeeeccccccee B = ecee C:= oo
tal que Bmidaa A: A= eeee eeee eeee
y Cmida aB: B= ee ee
-.Cmide a Apues A= ee oo oo 0o o0 oo

Recapitulando, la riqueza de la obra euclidiana puede brindarnos elementos para
persistir en nuestra busqueda por los cimientos del Libro VII. Aqui se propusieron dos
lineas de investigacion para intentar develar al escondite de los primeros principios de la
teoria aritmética alli desarrollada. La primera consistié en interpretar a los nimeros como
magnitudes conmensurables, revelando asi a X.Def.1 y a VII.Def.2 como las garantias para
la terminacién del algoritmo euclidiano. La segunda promovié como primer principio a la
definiciéon VII.2 al haber identificado en ella, un respaldo para los procesos de

descomposicion y recomposicion numérica utilizados en algunas demostraciones del libro

13 Cabe sefialar que Clavius en su edicion del Libro VI, le agregé explicitamente axiomas a la aritmética
euclidiana. Es mas, la transitividad de la medicion él la formula como tal (Axioma XI) y lo acompafia con un
diagrama alimentando asi, nuestro deseo por la reivindicacién de la importancia deductiva de estos
mecanismos de representacion:

XL

NV MERVS quemcunquc numeri.
mEtiens, metitur quoque ‘omnem nume-
rum, quem ille metitur.

MBT1ATY R numerns A, numersm B j ¢ B, nume-
ram C D. Dico eundem A, metiri guwogue numersm ¢ D, quk
B, metitar ., A 3

Wiowivawges
C ansrisini B wraassis 1) (Clavius’ 1574: 245)
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séptimo, v.gr. en la de VII.Prop.5. Mé&s aun, la representacion diagramatica de los nUmeros
conformada por hileras de unidades denotadas mediante el signo “e”, se propuso para
asistir a dicha revaloracion de VII.Def.2, pues ella facilita y afianza la ejecucion de este par
de procedimientos. En particular, esa representacion diagramatica puede servir para
especificar como la descomposiciébn en hileras iguales (0o en unidades) a una
operacion/relacion primitiva en ese libro bastante recurrida: la medicion. Mientras que
esta caracterizacion diagramatica de la medicion, ademas sirve para mostrar y de este
modo apuntalar algunas de sus propiedades, v.gr. su (iii)transitividad, cuya falta de
formulacion previamente criticamos.

Independientemente de las dificultades que deben enfrentar estas dos tentativas de

hallazgo de principios primeros para la teoria del Libro VII**

, N0 podemos dejar de sefialar
gue ambas tratan de completar algo alli no formulado. En conciso, las dos intentan
expandir la interpretacion de VII.Def.2 de tal manera que en ella ahora si sea manifiesta la
presencia de un primer principio. Que los nimeros sean una magnitud (conmensurable)
es una anadidura. También lo es que de la definicion de niumero como una multitud de
unidades, se siga su respaldo a ciertos procedimientos de composicion o descomposicion
de esas multitudes. Por lo tanto, aunque estos intentos pueden ensefiarnos informacion
valiosa sobre los Elementos, sobre todo acerca de la concepcion euclidiana de namero,
ellos no pueden revocar nuestro veredicto sobre la falta de enunciacion de primeros

principios en su libro séptimo.

“la postulacion de los nUmeros como magnitudes conmensurables acarrea varias complicaciones para
lograr que embone dentro de los Elementos. Por ejemplo, convierte en redundante una parte de las teorias
del Libro Vy Libro VIl al propiciar la repeticion de resultados (v.gr. V.Prop.1 y V.Prop.2 y VII.Prop.5) e
incluso ignora al tratamiento distinto entre las magnitudes y los nimeros en el Libro V (v.gr. V.Prop.1 puede
interpretarse como la afirmacién de que la multiplicacién por un ndmero se distribuye sobre la suma de
magnitudes, mientras que V.Prop.2 como la afirmacion de que la multiplicacion de una magnitud se
distribuye sobre la suma de un par de nimeros). Mas aln, esta postulacion parece violar la ley de
homogeneidad entre magnitudes obedecida en los Elementos, pues algo no numérico, la unidad, mide a los
ndmeros. Por otro lado, la definicién VII.2 es demasiado general ya que no especifica los procesos de
formacion de las multitudes ni tampoco sefiala propiedades acerca de ellas. Por ejemplo, en ella no se indica
la finitud de las multitudes ni tampoco se describe su orden, cualidades que convenientemente son
evidenciadas en la representacion mediante hileras de puntitos (“e”) en la edicidn de Clavius utilizada. Por
lo que la sombra de lo ad hoc se proyecta desde la interpretacion propuesta para VIl.Def.2 que valida los
procesos de descompaosicion y recomposicion numeérica.
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En resumen, al revisar al Libro VII constatamos una construccion tedrica tanto
justificativa como semanticamente ordenada: sus “proposiciones” y algunas de sus
definiciones se van apuntalando sobre “proposiciones” y definiciones previas. Sin
embargo las “proposiciones” iniciales de las dos columnas que sostienen a esta estructura
teorica, VII.Prob.2 y VII.Prop.5, resultaron estar justificadas sobre nada enunciado en ese
libro. Es decir, el Libro VII carece de primeros principios y por consiguiente, se negd su
condicion de axiomatizacion. Mientras que nuestra denuncia sobre esta ausencia no se
bas6 en el nombre dado por Euclides a los candidatos naturales a ser los primeros
principios del Libro VII, sus 22 “definiciones”, sino a que ninguna de ellas es utilizada para
sustentar al algoritmo euclidiano descrito en VII.Prob.2, ni para respaldar la satisfaccion
establecida en VII.Prop.5 de la relacion de “ser [la misma] parte” heredada por los

sumandos a su suma.

Por lo tanto, nuestro examen del Libro VIl empez6 a fincar sobre el uso al criterio de
identificacion para los componentes de una axiomatizacion. Nuestro andlisis ademas nos
conmina a indicar con mayor precision lo que entenderemos por primeros principios e
incluso lo que consideraremos una axiomatizacion, con el fin de aclarar lo que se le esta
negando al Libro VII. Mientras que nuestro ultimo esfuerzo canalizado en la refutaciéon de
este veredicto negativo mediante la revaloracion del papel justificativo desempefiado por
la definicion euclidiana de namero (VII.Def.2), aunque no haya logrado cumplir su
cometido, si fijo nuestra atencion sobre la concepcion misma de nimero manejada en los
Elementos. Nétese que en las “proposiciones” y las definiciones estudiadas sobre los

numeros euclidianos, la induccion matematica no figura.

Ahora bien, al haber dirigido nuestra concentracion hacia la concepcion euclidiana
de nimero, hemos facilitado su contrastacion con la nocién de numero que desfilara en
las axiomatizaciones mas adelante expuestas, en las cuales si participa activamente la
induccion matematica. Mas aun, al reparar sobre esta vieja concepcién numérica, desde
ella podemos vislumbrar la injerencia de los modos de razonamiento en la
conceptualizacion de los objetos sobre los cuales se aplican. Es decir, la concepcion

euclidiana de namero parece estar ligada, aunque no sea especificado este vinculo en el

77



Libro VII, con los procesos de descomposicién y recomposicién numérica alli ejecutados
para realizar algunas inferencias. Mientras que esta conexion entre concepcion y medios
de justificacion, se hara més evidente entre la nociébn moderna de nimero y la regla
protagonista de nuestra investigacion, la inducciébn matematica, enlace que a su debido

momento seré explicado.

En conclusidn, Euclides dejo a la axiomatizacion de la aritmética en vilo. Para evitar
dejar en ese estado a nuestra desestimacion de la condicion axiomatica del Libro VII, a

continuacion sera expuesta nuestra caracterizacion de estas construcciones teoricas.
2.2 Axiomatizaciones: Formulaciones de Principios

Debido a que la induccibn matematica es la protagonista de nuestra tesis, la
incursion previa dentro de la aritmética de Euclides ha sido nada fortuita, ya que uno de
sus objetivos, fue fomentar al marco de estudio para investigar a la relacion entre ella 'y
los nimeros naturales. Pues son las axiomatizaciones de la aritmética, como mas adelante
sera mostrado, los sitios teoricos idoneos para realizar su exégesis. Consecuentemente, la
enunciacion de lo que se comprendera bajo el término “axiomatizacion”, favorecera a
nuestra investigacion al aclarar su marco de estudio. Y tal tarea, en esta seccion sera

cumplida.

Puesto que algunas construcciones tedricas de la aritmética pertenecientes a
diferentes épocas han sido y seguirdn siendo analizadas, la caracterizacion de
axiomatizacion por ser ofrecida mayoritariamente tendera hacia la flexibilidad. Y tal
decision a favor de la diversidad esta respaldada desde el estudio previo de los Elementos,
pues si ese cumulo de tratados contiene mas de una axiomatizacion, entonces ellas no
serian edificaciones homogéneas, pues al menos diferirian en que una tendria postulados
mientras que las otras no. Hecha esta aclaracion, a continuacion serd acufiada una
caracterizacion minima de lo que es una axiomatizacion con el fin de sustentar la

investigacion histdrica por venir:

Caracterizacion minima de una axiomatizacioén: Formulacion de principios a partir de los

cuales se pueden desarrollar los miembros de una teoria.
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Después de brindar una caracterizacion cuya generalidad se confunde con su
vaguedad, ahora corresponde desembrollar sus aspectos centrales para otorgarle también
un poco de correccidn discriminatoria. Es decir, no cualquier desarrollo teérico ha de
ganar su estatus de axiomatizacion gracias a ella, en consonancia con nuestro rechazo al
respecto del Libro VII de Los Elementos. Asi entonces, sus cuestiones nodales se explicaran
siguiendo su orden de aparicion en la caracterizacion minima, empezando de este modo

con la relativa a la “formulacién”.

La formulacion conlleva la eleccion de lenguaje(s) para desplegar a la
axiomatizacion, lenguaje(s) que impone(n) y provee(n) una serie de requisitos y de
recursos exigidos y aprovechados tanto en la especificacion de los principios como en el
desarrollo de los miembros de la teoria. Cabe enfatizar que el plural no debe ser ignorado
entre paréntesis, pues en las axiomatizaciones localizadas en la historia de las
matematicas y no nada mas en los libros de lgica, se puede reconocer una mescolanza de
lenguajes en su formulacién. Por ejemplo, los Elementos de Euclides se despliegan en un
lenguaje natural (v.gr. el griego), simbalico (v.gr. etiquetas) y grafico (diagramas). Mientras
que tal variedad linglistica, se insiste, explota las caracteristicas de los medios para
alcanzar distintos fines. Por ejemplo, dada la familiaridad con nuestro lenguaje natural,
este medio resulta provechoso para cuestiones aclaratorias (v.gr. definiciones en los
Elementos) mientras que el empleo de diagramas, facilita cierta clase de inferencias utiles

para el desarrollo de algunas teorias (v.gr. la del Libro I).

Los principios formulados normalmente pertenecen a alguna de las dos siguientes
clases: (1)proposiciones/clausulas de construccion primeras 0 (2)métodos de inferencia.
Algunos nombres que se le han dado a las (1.1)proposiciones primeras son “axiomas”,
“nociones comunes”, “definiciones”, “postulados” mientras que a las (1.2)clausulas de
construccion le han correspondido entre otras las etiquetas de “postulados”,
“definiciones”, “axiomas”. Es decir, por el mero nombre no se distinguen las unas de las
otras. Para empezar a mostrar su diferencia, podemos citar algunos ejemplos del Libro |
de los Elementos: las primeras tres nociones comunes, los dos Ultimos postulados vy la

Definicion 15 de circulo son instancias de (1.1)proposiciones primeras mientras que los
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otros postulados lo son de las (1.2)clausulas de construccion. Por otro lado, los
(2)métodos de inferencia han sido llamados entre otros nombres como “reglas de
inferencia” y “métodos de prueba”. Ejemplos de (1.1)métodos de inferencia lo son las
reglas de introduccion para las constantes logicas, la induccion matematica, método
protagonista de esta tesis, y la reduccion al absurdo, la cual es empleada en la solucion
expuesta de VII.Prop.2 para demostrar que la medida comdn obtenida mediante las restas

sucesivas es la maxima.

Ahora bien, un par de lineamientos que emergieron en la investigacion previa sobre
el Libro VIl de los Elementos, ahora seran retomados e instaurados como moduladores de
la caracterizacidon minima propuesta. En primer lugar, la enunciacién de (1)proposiciones
/clausulas de construccion primeras o de (2)métodos de inferencia es una condicion
necesaria para cualquier axiomatizacion®, tal como fue exigido para la construccion
tedrica de la aritmética euclidiana. Sin tal restriccion, la peticion por la formulacion de
principios seria tan ambigua que aumentaria en un grado no deseable la permeabilidad de
la caracterizacion minima ofrecida. Es decir, debido a nuestro desconocimiento de algin
desarrollo tedrico carente por completo de tales principios que haya sido promovido de
manera consensuada como una axiomatizacion en algin momento dentro de la historia

de las matematicas, entonces su formulacion aqui sera promovida como indispensable.

1> Cabe sefialar que la disyuncion puede ser satisfecha exclusivamente por uno de sus disyuntos. Ejemplo de
una axiomatizacion cuyos principios formulados pertenecen Gnicamente a la primera clase es el primer
libro de los Elementos de Euclides. Ejemplo de una axiomatizacién cuyos principios enunciados solamente
son miembros de la segunda clase es el sistema de deduccion natural para la légica intuicionista (calculo
NJ), la cual fue expuesta por Gentzen en sus Investigaciones sobre la Deduccion Logica (1934).
Ahora bien, al promover al Célculo NJ como una axiomatizacioén, se desea remarcar la flexibilidad de la
caracterizacion minima propuesta, sin dejar de reconocer la diferencia entre esta clase de calculo y los
sistemas axiomaticos ortodoxos (denominados usualmente como sistemas de Hilbert), la cual fue
distinguida por su mismo creador:
Externamente, la diferencia esencial entre las “derivaciones-NJ” y las derivaciones en los sistemas de
Russell, Hilbert y Heyting es la siguiente: en los Gltimos las férmulas verdaderas se derivan de una
secuencia de “férmulas Idgicas basicas” por medio de pocas formas de inferencia. La Deduccion
Natural, en contraste, no empieza en general de proposiciones logicas basicas, si no de
asunciones...sobre las cuales se aplican las deducciones logicas. Por medio de una inferencia terminal
el resultado se hace de nuevo independiente de las asunciones. (Gentzen, 1935 via Szabo 1969: 75)
Y si a pesar de la diferencia admitida por Gentzen se desea mantener la flexibilidad en la caracterizacion
minima, es por el hecho que sera expuesto en el cuerpo del texto de que un axioma puede ser
reinterpretado como una regla de inferencia y viceversa.
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Consecuentemente, las (1)proposiciones/clausulas de construccion primeros y los

(2)métodos de inferencia serén llamados principios basicos.

En segundo lugar, la otra directriz importada del estudio inicial sobre los Elementos,
ya ha sido obedecida en la separacion de los principios basicos en clases y subclases. Es
decir, que un principio béasico sea una (1.1)proposicién primera o una (1.2)clausula de
construccion o (2)un método de inferencia, dependerd de su uso y no de su nombre
(“definicion”, “axioma”, etc.) otorgado en su respectiva axiomatizacién. Con respecto a la
divisién de la primera clase de principios basicos, podemos citar al Postulado 1 de Euclides
para mostrar cdmo su catalogacion aqui estara basada en su empleo. En la traduccién de
Heath de la edicion Heiberg, tal postulado indica lo siguiente: “Trazar un linea recta de un
punto cualquiera a otro punto cualquiera” (1908, vol.1:154). A veces, tal postulado ha sido
interpretado como la aseveracion de que “por dos puntos diferentes pasa una sola linea
recta”™®. Mientras que si revisamos las demostraciones y soluciones del Libro |,
constataremos que el Primer Postulado se utiliza para construir lineas rectas en las
edificaciones geométricas alli descritas'’. En consecuencia con tal uso, ese postulado sera
catalogado como una (1.2)cldusula de construccion y no como una (1.1)proposicion
primera, reivindicando asi su primera traduccion en este parrafo transcrita. De esta
pragmatica manera, las (1.1)proposiciones primeras asientan propiedades o relaciones
mientras que las (1.2)clausulas de construccion instauran modos de generacién de sus
objetos u estructuras mentadas, y todos ellos qua principios basicos, deben ser empleados

en el desarrollo de su teoria.

1 por ejemplo, la version castellana de los Elementos montada en la omnipresente web
(http://www.euclides.org), enuncia al Postulado 1 de la manera transcrita en el cuerpo de texto. En general,
aquellos adheridos al método axiomatico mas moderno (i.e. el surgido entre el siglo XIX-XX gracias a los
trabajos de Pasch, Peano, Russell, Hilbert...) tenderan a interpretar a los tres primeros postulados de
Euclides como aserciones existenciales sin respetar a su formulacién y aplicacién originales. Nétese
también que la unicidad de la linea recta es un afiadido del traductor y por ejemplo, Hilbert en sus
Fundamentos de la Geometria la agrega como otro axioma. Mas adelante en el cuerpo del texto se expondra
cémo la Definicién 4 del Libro | puede otorgarle la unicidad a la recta aludida en el Postulado 1.

Y por ejemplo, se emplea desde la solucion de la “Proposicion” 1 con antelacion varias veces citada. En la
solucién dada por Euclides a tal problema, luego de haber obtenido al punto G mediante de la interseccion
de un par de circunferencias centradas respectivamente en los extremos A,B del segmento AB dado, se nos
indica “tracense hasta los puntos A,B las rectas GA y GB” por medio del Postulado 1.
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Mas aln, la diferencia aqui marcada entre (1)proposicién primera/clausula de
construccién y (2)método de inferencia también esta fincada en su uso. Los principios
basicos de la primera clase establecen propiedades o relaciones o construcciones iniciales,
mientras que los segundos son empleados para ir generando mas de ellas. Es decir, los
primeros sirven como cimientos justificativos pues sobre ellos finalmente se sustentaran
los miembros de la teoria, mientras que los segundos fungen como herramientas

deductivas pues gracias a ellas se produce la justificacion de su membresia.

Sin embargo, cabe enfatizar que las distinciones pragmaticas propuestas son
contextuales y no absolutas. Es decir, las clases y subclases de principios basicos no son
categoricamente excluyentes, pues de acorde a su uso en tal o cual axiomatizacion
(incluso en la misma), cierto principio basico puede ser considerado como una
(1)proposicién primera o como (1.1)una clausula de construccién o como un (2)método de
inferencia. Por ejemplo, en una axiomatizacion para la I6gica proposicional podemos
tener como proposicion primera a la tautologia (1.1)”(AA(A—B))—B”, mientras que en
otra podemos tener como principio béasico a su regla de inferencia equivalente
(2)’A, A—B |—A Sin embargo la identificacion de la equivalencia entre un par de
principios bésicos pertenecientes a distintas clases, se efectla externamente a las
axiomatizaciones en cuestion, pues dentro de ellas, la labor desempefiada por los

principios equivalentes por hipotesis es diferente.

Por otro lado, en los principios béasicos de las axiomatizaciones aparecen los
términos y las relaciones propias de la teoria axiomatizada. Por ejemplo, el Postulado 1
contiene a los términos tedricos “linea” y “punto”. Asi entonces, aunada al par de clases
previas, por motivaciones semanticas se ha acostumbrado agregar una tercera, a saber,
(3)las definiciones de los términos y relaciones teoricas. Por ejemplo, la Definicion 1 del
Libro | entraria dentro de esta categoria, ya que la propiedad adjudicada por ella a los
“puntos” de “no tener partes”, no es empleada ni para sustentar ni para generar a la
teoria alli desplegada. Es decir, tal definicion realiza una tarea semantica y quizas también

una didactica e incluso una filosofica, mas aparentemente no tiene un rol justificativo.
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No obstante, aunque sea un precepto de las axiomatizaciones mas actuales
prescindir de la tercera clase de principios definiendo a los términos y relaciones
primitivas implicitamente mediante (1)proposiciones /clausulas de construccion
primeras*® o directamente a través de (2)métodos de inferencia®®, no debemos ignorar
que las labores semanticas eran ejecutadas por las (3)definiciones en las axiomatizaciones
mas viejas. Es decir, en algunas axiomatizaciones del pasado, las (3)definiciones servian
para determinar el significado de sus términos y de sus relaciones tedricas. Ademas en
estas axiomatizaciones usualmente consideradas como mas intuitivas, las fijaciones
semanticas realizadas por las (3)definiciones también podian asistir en las labores
justificativas de sus principios basicos. Por ejemplo, la Definicién 4 del Libro 1, “Una linea
recta es una linea que yace por igual respecto a los puntos en ella”, puede ser interpretada
de tal manera que conlleve la unicidad de la linea recta®. Es decir, el significado de sus
componentes y/o de la definicion integra, plausiblemente contradice la falta de unicidad
de la recta entre un par de puntos®. Y tal unicidad, puede ser utilizada para respaldar a la

controvertida demostracion del primer teorema de congruencia de triangulos enunciado

'8 Tal como sucede con los principios basicos, en las axiomatizaciones pueden reconocerse términos y
relaciones tedricas a partir de las cuales se pueden desarrollar a los demés términos y relaciones de la
teoria. A esta clase de términos y relaciones se les llama primitivos.
' Las siguientes palabras de Hilbert escritas en la introduccién a sus Fundamentos de la Geometria (1899),
pueden ser leidas como un pronunciamiento de la definicion implicita mediante la primera clase de
principios basicos:
Consideremos tres distintos sistemas de cosas. Las cosas que componen al primer sistema, las
Ilamaremos puntos....; aquellas en el segundo, las llamaremos lineas rectas...; y aquellas en el tercer
sistema, las llamaremos planos...
Pensamos acerca de estos puntos, lineas rectas y planos en funcion de ciertas relaciones mutuas, las
cuales las indicaremos mediante tales palabras como “estar en”, “entre”, “paralelo”, “congruente”,
“continuo”, etc. La descripcidn exacta y completa de estas relaciones son consecuencia de los axiomas
de la geometria. (Hilbert, 1899 via Townsend, 1950: 2)
Mientras que las siguientes palabras de Gentzen, promueven la definicion mediante la segunda clase de
principios basicos:
A cada simbolo légico &, v,V,3,o,— le pertenece exactamente una figura de inferencia que
“introduce” al simbolo... y una que lo “elimina”. Las introducciones representan,...las “definiciones”
de los sus concernientes simbolos, y sus eliminaciones no son mas que,...,las consecuencias de estas
definiciones. (Gentzen, 1935 via Szabo 1969: 80)
2% Quizés del mismo modo que el significado de “soltero” conlleva que todo hombre soltero no esté casado.
2L Si entre un par de puntos no hubiera una sola linea recta, entonces al menos una de ellas “no yaceria por
igual” respecto a todos los puntos (entre los cuales se incluyen los extremos compartidos) contenidos en
ella.
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en |.Prop.4??. De este semantico modo, la Definicién 1.4 representaria un papel

justificativo secundario mas no insignificante en el desarrollo de la teoria del Libro I.

Por ultimo, a la formulacién, accién e interaccion de los principios previamente
enumerados se les puede exigir el cumplimiento de estandares vigentes en el momento
de la creacion de sus axiomatizaciones. A su vez, tales atributos pueden ser formulados
como principios, integrando asi una ultima clase de ellos, la cual sera etiqguetada como
(4)pardametros metatedricos. Como ejemplos de (4)parametros metatedricos podemos
citar algunas cualidades pedidas a los (2)métodos de inferencia, como su validez®, o
algunas regulaciones de la accion conjunta de los axiomas con las reglas de inferencia,
como los criterios para la formacién de pruebas®*. Puesto que la explicitacion de esta clase
de principios ha cobrado mayor importancia a partir de la revitalizacion del método
axiomatico acontecida a finales del siglo XIX y principios del XX*, entonces no se ahondara

demasiado en ellos ya que las axiomatizaciones por ser estudiadas o antecedieron o

22 proposicion 4. Si dos triangulos tienen dos lados iguales a dos lados respectivamente, y tienen iguales
los &ngulos comprendidos por las lineas rectas iguales, también tendra la base igual a la base, y el
triangulo serd igual al tridngulo, y los é&ngulos restantes serdn iguales a los &ngulos restantes
respectivamente, a saber con aquel que subtienda los lados iguales.

(Euclides via Heath, 1908 v.1:247)

En la demostracion de esta proposicion, Euclides emplea al polémico método de superposicion, el cual esta

parcialmente respaldado por la Nocién Comun 4: “Las cosas que coinciden entre si son iguales entre si”

(155). Mientras que las cosas que coinciden en la demostracion de |.P.4 son un par de puntos, extremos de

las bases de los tridngulos, por lo que gracias a NC4, se infiere la igualdad de las bases. Mas aun, esta

igualdad también estaria semanticamente apoyada por I.Def.4. , puesto que si no fueran las bases iguales,
entonces entre un par de puntos habria dos lineas rectas distintas, contradiciendo asi lo dicho por 1.Def.4.

2 A grandes rasgos la validez de una regla de inferencia puede considerarse como la garantia del respaldo

dado por las premisas hacia su(s) conclusion(s) obtenida(s) mediante ella. Dicha garantia puede formularse

mediante propiedades Idgicas, v.gr. una regla de inferencia es valida si toda conclusién derivada por medio
de ella es consecuencia I6gica de sus premisas.

2 Un criterio tipico sefialaria que una prueba es una sucesion finita de proposiciones tal que cada una de

ellas o es un axioma o es obtenida a través de la aplicacion de alguna regla de inferencia a algunas

proposiciones que le anteceden en dicha sucesién.

% Lo cual no implica que en otras épocas mas antiguas las cuestiones aqui denominadas como metatedricas

no hayan sido estudiadas. Es més, el autor del tratado protagonista de capitulo anterior y que aqui sera

retomado desde el punto de vista axiomético, desarroll6 tales temas en su obra titulada “Del Espiritu

Geométrico y del arte de persuadir” . En tal obra, Pascal promueve al método axiomatico y establece algunos

criterios que debe cumplir, por ejemplo:

Reglas para las definiciones

1. No emprender la definicion de ninguna cosa conocida por si misma, de tal manera que uno carezca

de términos mas claros para explicarla. 2. No admitir, sin definicidn, ningin término un poco oscuro o
equivoco, 3. No emplear en la definicion de los términos méas que palabras perfectamente conocidas o
explicadas. (Pascal, 1995: 130)
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surgieron justo en el momento de tal revaloracion. Una vez desglosados los principios
como basicos ( (1.1)proposiciones primeras, (1.2)clausulas de construccion y (2)métodos
de inferencia ), algo arcaicos ( (3) definiciones ) y demasiado modernos( (4)parametros
metatedricos), ahora procederemos a glosar al siguiente componente de nuestra

caracterizacion minima de una axiomatizacion.

El desarrollo de los miembros de una teoria en el caso ideal nos remite a su
generacion puntual acorde a los principios formulados en la axiomatizacion. La calificacion
de “Ideal” se debe a la constante falta de una explicitacién exhaustiva de todos los
factores involucrados en el desarrollo de las teorias axiomatizadas dentro de la historia de
las matematicas. Es decir, es comun que no todos los principios participes de una
axiomatizacion sean en ella enunciados. Y dicha naturaleza ideal se ve reflejada en la
caracterizacion minima de una axiomatizacion a través de la modulacion modal del
desarrollo de los miembros de la teoria alli mentado, al indicarse que puede efectuarse a
partir de sus principios. Si esa posibilidad se convierte o no en un hecho, es una decision
por ser establecida caso por caso debido a la diversidad de estas construcciones teoricas

cuya factibilidad incluso puede ponerse en duda®.

Ahora bien, al desarrollo se le puede demandar ciertos atributos, por ejemplo que
sea ordenado tal como el de la teoria del Libro VII de los Elementos. No obstante, el rasgo
comunmente exigido al desarrollo es que sea deductivo, cualidad que a su vez puede
especificarse mediante 4)parametros metatedricos sujetos a los estandares ldgico-

matematico-filoséficos de la época de la axiomatizacion. Aunque parezca atractivo recurrir

?® De antemano hay buenas razones para dudar acerca de la eliminacion de la modalidad, razones cuya
argumentacion rebasan al objetivo de este trabajo. Intuitivamente parece imposible especificar
absolutamente a todos los principios involucrados en el desarrollo de una teoria axiomatica, pues su
explicitacion deberia abarcar un variado y complejo espectro conformado al menos por cuestiones
linglisticas, légicas y epistemoldgicas. Mientras que el famoso argumento “escéptico” de Wittgenstein
version Kripke sobre seguir una regla (mentado también en una nota de pie de pagina en el capitulo
anterior) puede ser usado para reforzar a nuestra escrupulosa intuicién. Si la expresion de una regla no
determina a los usos acordes a la regla, en particular para las reglas de inferencia (principios béasicos de la
segunda clase), entonces la modalidad en el “pueden desarrollarse” en nuestra caracterizacion de una
axiomatizacién, guedaria por este pirrénico antecedente apuntalada.
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a los criterios mas actuales para discernir a lo deductivo®’, debido a la naturaleza histérica
del estudio comparativo por efectuarse, no se ejercera tal discriminacion légica. Bastara
con indicar que el desarrollo de la teoria se ejecuta mediante demostraciones (sean éstas
lo que hayan sido, sean y seran), para delimitar dentro de las matematicas a este
componente de nuestra caracterizacion minima de una axiomatizacion. Hecha esta

observacion, ahora se procedera a la dilucidacion de su dltimo elemento.

Los miembros de una teoria mAas comunes en una axiomatizacion, son las

proposiciones, ya sean (1.1)primeras 0 aquellas generadas a partir de los principios
basicos que son llamadas teoremas. Sin embargo como ya fue mostrado en los Elementos
mediante la revelacion de la naturaleza “problematica” de algunas de sus proposiciones,
también pertenecen a una teoria los métodos de célculo (v.gr. el algoritmo euclidiano) y
los procedimientos de construccion (v.gr. el del triangulo equilatero por medio de regla y
compas en I.Prop.1). Sin embargo, ya que los teoremas y los métodos de
calculo/construccion logran la inclusion a su teoria a través de una justificacion
conseguida a partir de sus respectivos principios basicos, entonces resulta mas
informativo guardar ese registro y considerar a cada miembro como una dupla
conformada por éste y su justificacion. Por consiguiente, las demostraciones

convenientemente también integraran a los miembros de una teoria.

Resumiendo, al proponer a una axiomatizacion como una formulacion de principios
a partir de los cuales se pueden desarrollar los miembros de una teoria, se desea brindar
una caracterizacion con la flexibilidad suficiente para efectuar el estudio comparativo de
algunas axiomatizaciones de la aritmética aparecidas en la historia de las matematicas.
Mientras que a través del desglose de tal caracterizacion minima, se intenta brindarle la

rigidez necesaria para no aceptar a cualquier desarrollo tedrico como una axiomatizacion.

%" Por ejemplo, un desarrollo deductivo se puede postular como aquel que satisface las siguientes
propiedades basadas en los trabajos de Gentzen (1935) y Tarski(1935) :

Si A es un conjunto de axiomas entonces el desarrollo tedrico a partir de A, Teoria(A), es deductivo si:
(i) AcTeoria(A)

(i) Teoria (Teoria (A)) < Teoria (A)

(iii) Si B=A entonces Teoria(B) cTeoria(A),
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En particular, se ha exigido como indispensable en las axiomatizaciones matematicas a la
formulacién de principios bésicos ((1.1)proposiciones primeras, (1.2)clausulas de
construccion , (2)métodos de inferencia) que participen en el desarrollo mediante
demostraciones de su teoria. Antes de anunciar las obras sobre las cuales esta
caracterizacion fungira como marco de estudio, ahora se tratard de robustecerlo

afadiéndole un componente teleoldgico-pragmatico.

Aunada a la caracterizacion minima de una axiomatizacion, también formara parte
de nuestro marco de estudio una cuestion pragmatica relativa a las distintas finalidades
que han tenido tales desarrollos teoricos. Si bien nuestra caracterizacion propuesta,
contesta bien que mal lo que son, ella no sirve para responder el por qué de sus
apariciones (o desapariciones) a lo largo de la historia de las matematicas. Y si se desea
averiguar para qué han sido creadas, es porque la revelacion de sus distintas finalidades,
se presume de utilidad para clarificar a su conformacion misma. Por ejemplo, la diferencia
entre los objetivos perseguidos por el creador (o creadores) del Libro | 'y el Libro VIl de los
Elementos, pueden servir para explicar por qué en el primero se enuncian postulados
mientras que en el seqgundo no®®. Mas aln, se tratara de develar en la medida de lo
posible los objetivos buscados por sus autores, para evitar cargar al marco de estudio con
preconcepciones que en lugar de mejorar nuestra comprension de las axiomatizaciones, la

compriman bajo algin supuesto filoséfico®® o alguna meta I6gico-matematica®.

Especificado el marco de estudio, ahora procederemos a aplicarlo a algunas obras
relativas a la aritmética realizadas por matematicos de distintas épocas. Y a modo de
conclusion de esta seccidn, ahora se indicaran los tratados por ser examinados bajo el

supuesto de que en ellos puede ser reconocida la formulacion de principios a partir de los

% por ejemplo, la regulacion meticulosa de las construcciones geométricas provista por los primeros tres
postulados, puede interpretarse como persecutoria de la finalidad de asegurar la existencia de los objetos
por medio de ellos construidos. Mientras que si la existencia de los nimeros es asumida desde el principio,
como parece ser el caso en el Libro VII, entonces el desarrollo de su teoria no tendria como finalidad las
garantias existenciales y consecuentemente, no precisaria de postulados constructivos.

* por ejemplo, desde una perspectiva epistemoldgica usualmente se ha asociado a las axiomatizaciones con
la tarea de fundamentar al conocimiento matematico.

% por ejemplo, desde un punto de vista l6gico, la depuracion lingistica ha sido uno de los objetivos
comunmente vinculado con las axiomatizaciones.
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cuales se desarrollan sus respectivas teorias, suposicién acompafiada por la asuncion de
que son identificables algunas de las metas perseguidas por sus autores en la creacion de

tales obras.

Cuando de las axiomatizaciones de la aritmética se trata, irremediablemente los
axiomas de Peano-Dedekind en tal discusion figuran. Su precisa y concisa constitucion
l6gico-matematica, los ha convertido en el paradigma axiomatico de la aritmética. Por
consiguiente, las obras de ese par de matematicos donde asientan tales axiomas, seran
posteriormente analizadas. Es decir, los Arithmetices Principia, Nova Methodo Exposita
(1889) de Peano y el Was sind und was sollen die Zahlen? (1888) de Dedekind formaran
parte de nuestro estudio comparativo. Mas aun, la inspeccion de tales tratados nos
resulta imprescindible, puesto que en ellos el puesto primordial de la induccién

matematica dentro de la aritmética, es donde parece consolidarse.

Ahora bien, como consecuencia de nuestro juicio negativo sobre el Libro VII, se
puede llegar a creer sobre la existencia de un prolongado periodo de tiempo estéril para
las axiomatizaciones de la aritmética, el cual fue interrumpido por la revitalizacion del
método axiomatico acontecida en el siglo XIX gracias, entre otros, a Peano. Es decir, dada
la cancelacién del estatus axiomatico del Libro VIl y la absorbente fama de los axiomas de
Peano-Dedekind, entonces se puede pensar que en el intervalo comprendido entre tales
obras, no hubo axiomatizaciones de la aritmética. Y tal creencia, aqui sera refutada. Por
un lado, algunos comentadores de los Elementos, como los ya mencionados Campanus
(nota 10) y Clavius, proveyeron a la aritmética euclidiana de principios basicos afines a los
formulados en su prototipico Libro I. Es decir, algunos estudiosos de Euclides suplieron a

su aritmética de postulados y de axiomas™. Por otro lado y mas importante para los fines

'Enlanota 13 ya fue ensefiado uno de los axiomas provistos por Clavius, mientras que Campanus enuncia
entre otros principios a los siguientes cuatro postulados para la aritmética:

C Cuilibet numero quotlibet posse sumi aquales prout libet, vel multiplices. C Cuilibet numero

aliquem quantumlibet sumere posse maiorem. C Seriem numerorum in infinitum posse procedere.

C Nullum numerum in infinitum posse diminui. (Campanus, 1482: lamina 55)
Pos.1: Dado cualquier nimero es posible tomar otro [nimero] que sea igual y otros [nimeros] (cuantos se
quieran) que sean multiplos. Pos.2: Dado cualquier nimero es posible tomar otro [nimero] que sea mayor
(tanto como se quiera). Pos.3: La sucesion de nimeros se puede continuar (extender) indefinidamente (al
infinito). Pos.4: cualquier nimero no se pueda disminuir al infinito.
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de la presente tesis, antes de Peano y Dedekind, se puede encontrar una axiomatizacion
en donde ya se muestra a la induccion matematica ocupando su lugar fundamental
dentro de la aritmética. Y el libro donde se ubica tal axiomatizacion, es un viejo conocido
nuestro, pues no es otro si no el Traité du triangle arithmétique (1654) expuesto en el
capitulo anterior. Por lo tanto, junto con las obras mencionadas de Peano y Dedekind, el
tratado de Pascal seré el ultimo integrante del estudio comparativo que sera mas adelante
realizado, el cual a su vez ayudard a cumplir con el objetivo de la presente tesis de

dilucidar la relacion entre la induccion matematica y los nimeros naturales.

Resumiendo, a continuacion se analizaran y compararan bajo el marco de estudio en
esta seccién delineado, tres obras escritas respectivamente por Pascal, Dedekind y Peano.
Por cuestiones cronoldgicas y expositivas, nuestra exégesis empezara en el Tratado del
Tridngulo Aritmético dado que ya fue introducido en el capitulo previo. Mientras que por
los apremios formales de la extension, las monografias de Peano y de Dedekind seran

expuestas en un capitulo posterior.
2.3 La axiomatizacion en el Triangulo Aritmético de Pascal

En este apartado se mostrara que en el Tratado del Tridngulo Aritmético, se
desenvuelve una axiomatizacion respetuosa de la caracterizacibn minima propuesta.
Ademas, al identificar esta obra de Pascal como una axiomatizacion, se busca presentarla
de manera adecuada para su posterior estudio comparativo con los principios las de la
aritmética de Peano-Dedekind y de este modo eventualmente argumentar, que el

apelativo “Aritmético” en el titulo de esta obra de Pascal no es accidental.

Con el contenido del tratado de Pascal expuesto en el capitulo previo, se ha
acumulado la cantidad suficiente de informacion para extraer de ella a los principios de la
presunta axiomatizacion escrita en esa obra. Mientras que esa supuesta presencia se ira
asentando cuando se retome la demostracion del la Consecuencia Duodécima, pues a
través de la exposicion del uso de los principios reconocidos, se ir4 haciendo maés nitida su

categorizacion.

89



Asi entonces, primero seran desglosados los principios detectables en el material
con antelacion transcrito, a saber, un conjunto de (3)definiciones agrupables por su
funcion de especificar lo que es un triangulo aritmético, un par de (1.2)clausulas de
construccion que seran englobadas como el postulado R y un (2)método de inferencia
identificado con la etiqueta “IMP”. Ademas se adoptara la notacion de variables indexadas
cij usada en el capitulo previo, para facilitar las enunciaciones y posteriores comprensiones
de tales principios; sin dejar de recordar que en la formulacién original de tales

principios, son empleados un lenguaje natural (francés), uno simbdlico (“G”,”¢”,”c” etc.) y
uno diagramatico ( ); mientras que para asistir a nuestra memoria se han

agregado fragmentos de su fuente como notas de pie de pagina.

3) Definicion de triangulo aritmético. Es cualquier figura (etiquetémosla como P) formada

al efectuar tales y cuales trazos [descripcion del proceso para dibujarla como la ofrecida

por Pascal en sus palabras reproducidas en el capitulo previo®]:

Ci1 Ci2 C13 Ci4 Ci5 Cis Ci7...
Ca1 C2 C23 C2q4 Cz5 Co6

C31 C32 C33 C3s Czs

C41 Cq2 Csa3 Cas

C51 Cs2 Cs3

Ce1 Ce2

C71 ...P

Donde:

3.1) ¢jes una célula coni,j>0

3.2) i es el rango paralelo de la célula ¢

%2 Recordemos algunas de ellas:
Llamo Tridangulo Aritmético a una figura con la construccién siguiente.
Trazo desde un punto cualquiera, G, dos lineas perpendiculares una a la otra, GB,G(, en cada una
de las cuales tomo partes iguales y continuas, tantas como quiera; comenzando en G las nombro
1,2,3,4,.etc.; y esos nimeros son los exponentes de las divisiones de la linea.
A continuacién uno los puntos de la primera division que estan en cada una de las dos lineas con
otra linea que forma un tridngulo del cual es la base.... (Pascal, 1665 via 1994:53)
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3.3) j es el rango perpendicular de la célula c;
3.4) La base n esta conformada por las células cj tal que i+j=n-1
3.5) ¢ y ¢ji son células reciprocas.

1.2) Postulado del triangulo aritmético®. El nimero de cada célula cij sera obtenido por

medio del siguiente par de reglas (Ilamémaoslas R)

R1) cj=ksii=lyj>1 621y j=1 (donde el natural k>0 se llama generador)
R2) ¢jj = Cg-1)j + Cig-y ST I>1y j>1 ..R

2) Regla de Pascal para la induccion matematica débil (IMP): Cuando de una infinidad de
varias cosas podemos tomar una primera de ellas, mientras que cada una de las otras
puede ser tomada siempre pudiendo elegir a la siguiente de la anterior, entonces se
puede afirmar que todas las cosas desde la primera hasta la infinidad tienen

necesariamente cierta propiedad si se demuestra el siguiente par de lemas:

Lema 1: En la primera cosa se encuentra la propiedad propuesta.

Lema 2: Si la propiedad se encuentra en cualquiera de las cosas, entonces

se halla en la siguiente.

Luego de haber enlistado a los principios previos, se deben verificar sus funciones
desempefiadas en el tratado para corroborar su enunciacion como tales. Es decir, se debe
analizar la manera en que participan en el desarrollo de la teoria y aplicaciones del
triangulo aritmético, para confirmar las labores semanticas, constructivas y justificativas
correspondientes a su catalogacion. Ventajosamente, en el capitulo previo ya fueron
expuestas varias demostraciones del tratado en donde tales usos ya fueron evidenciados.

Por lo que ahora solo sera retomada la demostracion de la Consecuencia Duodécima, para

BE postulado formulado en palabras de Pascal es el siguiente:
El nimero de la primera célula ... habiéndose colocado éste, todos los otros estan forzados; y por
esta razon se Ilama el generador del tridngulo. Y cada uno de los otros esta especificado por esta

Unica regla:
El nimero de cada célula es igual al de la célula que la precede en su rango perpendicular, mas
aquél de la célula que la precede en su rango paralelo... (Pascal, 1665 via 1994: 54-5)
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sintonizar al analisis previamente hecho con la terminologia aqui manejada. Para facilitar
tal adecuacion confirmatoria, de nuevo seran reproducidas dicha consecuencia junto con
su demostracion tanto en su enunciacion original traducida al castellano como en su

redaccion mas contemporanea con variables indexadas:

Consecuencia duodécima.
En todo Triangulo aritmético, cuando dos células contiguas estan en una misma base,
la superior es a la inferior como la multitud de células desde la superior hasta lo alto de
la base es a la multitud de aquéllas desde la inferior incluyendo hasta la de abajo.

Si bien esta proposicion tiene una infinidad de casos, daré una demostracién muy corta,
suponiendo 2 lemas.

El 1, que es evidente por si mismo, que esta proporcidn se encuentra en la segunda
base; pues es muy visible que p esaccomo la 1.

El 2, que si esta proporcion se encuentra en una base cualquiera, se encontrara
necesariamente en la base siguiente.

De donde se ve que lo es necesariamente en todas las bases: pues lo es en la segunda
por el primer lema; asi pues por el segundo lo es en la tercera base, asi pues en la
cuarta, y al infinito.

Es necesario, solamente, demostrar el segundo lema de la siguiente manera. Si esta
proporcion se encuentra en una base cualquiera, como en la cuarta DA, es decir, si D es
aBcomola3, yBa6Ocomo2a2 y6esaicomo3al, etc.; digo que la misma
proporcion se encontrard en la base siguiente, Hy, y que, por ejemplo, E es a C como 2
a3.

Pues D esa B como 1 a 3, por la hipdtesis.

Por lo tanto D+B esaBcomol+3aa3.

E aBcomo 4 a3.
Igualmente B es a 6 como 2 a 2, por la hipotesis.

Por lo tanto B+0 esaBcomo 2+2a2.
- -
C aB,como 4 aZ2.
Pero B aE,como 3 a4

Por lo tanto, por la proporcién problematizada, C es a E como 3 a 2.
C.q.f.d. (Pascal, 1665 via 1994:60-1)

Mientas que en notacién moderna, dicha consecuencia junto con su demostracién

explicitamente generalizada se escribirian de la siguiente manera:
Consecuencia Duodécima: Paratoda i>1yj>1 6 i>1y j>1, se cumple lo siguiente:
Cij / Cirpj1 =1/ (J-1)
Demostracion. Induccién débil sobre las bases k, donde k=(i+j)-1.
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Lema 1 (Caso Base: k=2). Las células en la base 2 satisfacen a la Consecuencia 122,

pues Ci12 = C»; debido al postulado R1.

Lema 2 (Paso Inductivo). Supongamos que se cumple la proporcién para una base
cualquiera k y sea c; cualquier célula en la siguiente base, es decir, i+j=k. Entonces

debemos demostrar que
Cij / C-njrr =/ (i-1)
Ahora bien, por el postulado R2 tenemos que Cjj = Cij-1) + C(-1); -
Mientras que hipotesis (inductiva), se tiene que Cig.1)/ C2; = (j-1) / (i-1).
De donde se sigue que
Cij/ C-j = (Cig-ny+Cei-ny) / Gy = Cig-a/Coj + Cay/ Gy = (-1)/(1-1) + 1= (1+1-2) / (1-1)
Por otro lado, por R2 tenemos que C(-1)j+1 = Ci-1(j) + Cj-2)j+1
Ademas, por hipotesis (inductiva), C(-gj+1/ Ci-agy= (i-2) / ]
De donde se sigue que
Ci-njra / € = (Ciag) + Ci-aj+1) / Cay = Ciag/Cny + Ciayea/ Ciny = 1+ (-2)/] = (j+1-2) / |
Por lo tanto
Cij / Cii-jrr = (Ciy/Ciiyy) / (Ci-nyj+1/Ci-nyy) = ((+i-2)/(i-1)) / ((G+i-2)/j) = / (i-1) ...C.q.f.d

Expuestas de nuevo las demostraciones de la Consecuencia 122 ahora
procederemos a analizarlas en pos de la confirmacion de la catalogacién de los tres
principios con antelacion enunciados. Primeramente en la demostracién original del Lema
2, se puede reconocer que el par arbitrario de células (E,C) encontradas en la base
siguiente a cualesquiera de ellas (D1), es seleccionado con ayuda de la representacion del
triangulo aritmético localizada en los albores del tratado, la cual fue reproducida en el
capitulo anterior y fue aqui traducida en el diagrama P. Es més, no solo en la eleccion
inicial de ese par de células sino a lo largo de su ejecucion, dicha demostracion es asistida
por el diagrama del triangulo aritmético, pues gracias al él se expresa la descomposicion

de las células pertinentes (v.gr. E) en la suma del par de células en la base previa (v.gr.
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E=D+B), pareja a su vez indicada por los principios constructores (aqui traducidos en el
postulado R) del contenido aritmético del tridngulo de Pascal. Asi entonces, el diagrama
del triangulo aritmético suministra recursos linguisticos para la articulacion de la
demostracion de la Consecuencia 122 Es mas, también lo hace para el resto de las
demostraciones en el tratado, tal como fue parcialmente corroborado en el capitulo
previo. De este modo, todos los lenguajes empleados por Pascal en la formulacién de sus
principios (natural+simbdlico+diagramatico), también sirven de medio seméntico para el

desarrollo de la teoria en su tratado.

Cabe sefalar que el diagrama original del triangulo aritmético no so6lo funciona
como medio de expresion para la demostracion hecha por Pascal de la Consecuencia 122,
sino también ayuda en el establecimiento de la consecuencia misma. Por ejemplo, para
afirmar que “B [es] a ® como 2 a 2” en el Lema 2, se requiere de dicha figura para
contabilizar el numero de células en la cuarta base que hay desde B hasta la célula en su
limite inferior (D) y que hay desde 6 hasta la célula en su limite superior (1). De igual
modo, se necesita al diagrama para asentar que “D es a B como 1 a 3”. ES mas, si
revisamos otras demostraciones en el tratado, como las transcritas en el capitulo previo,
también podremos constatar que el diagrama es usado para asentar algunos pasos de las
pruebas®®. Por lo tanto, el diagrama del tridngulo aritmético no solo tiene tareas

semanticas en el Triaté, sino también cumple con algunas labores justificativas.

Ahora bien, dado que la (3)definicién del triangulo aritmético sirve para delinear a
su representacion diagramatica, entonces las funciones semanticas y justificativas
adjudicadas al diagrama primigenio, finalmente recaerian en la definicion original misma.
Mas aun, si se modernizara el medio de expresion de la demostracion de la Consecuencia
123, tal como se hizo mediante la utilizacion de las variables indexadas cjj, entonces las

funciones semanticas y justificativas desempefiadas por dicho diagrama podrian ser

3 por ejemplo, en la demostracion de la Consecuencia 22 (“En todo Triangulo aritmético, cada célula es igual
a la suma de todas las células del rango paralelo precedente, comprendidas desde su rango perpendicular
incluyendo hasta la primera™), el diagrama del triangulo aritmético proporciona el limite (la célula A)en la
descomposicion de la célula elegida como instancia (o) para mostrar la generalidad de dicha consecuencia: @

=R+ C=R+ 0+B =R+06+ \|/+A: R+6+y+ ¢
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reasignadas e incluso canceladas: las primeras serian realizadas directamente por la
(3)definicion actualizada, mientras que las segundas gracias a esa definicién serian

anuladas.

Por una lado, las tareas semanticas del diagrama original pueden ser cabalmente
absorbidas por la (3)definicion del triangulo aritmético formulada en moderna notacion,
pues ella puede prescindir de su contraparte diagramatica P. NOotese que en lugar de su
ostentacion diagramatica, un triangulo aritmético puede definirse como una sucesion de
células cj tal que O<i,j<n. Por consiguiente, los términos teoricos del tratado pueden
interpretarse refiriendo a tales sucesiones sin mediacion de la configuracion geométrica
P. Por ejemplo, las “dos células contiguas en una misma base” en la Consecuencia 122, de
acuerdo a la renovada (3)definicion, remitirian directamente a las células cij Yy Cgspj1.
Consecuentemente, la (3)definicion moderna del triangulo aritmético puede cumplir con
la labor de asignacion de significado a los términos teoricos haciendo caso omiso de su

representacion diagramatica.

Por otro lado, a través de la moderna (3)definicion del tridngulo aritmético, su
representacion diagramatica puede perder su trabajo justificativo. En conciso, las
inferencias visuales posibilitadas por ese diagrama pueden dejar de ser requeridas por
culpa de esa definicion. Por ejemplo, en la demostracién moderna de la Consecuencia
122, ya no se precisa del diagrama P para establecer a la razon alli predicada para las
células contiguas en una misma base, puesto que dicho radio puede expresarse
directamente mediante los indices que las ubican: ¢ / cgs1)i1 = i / (j-1). Asi entonces,
debido a que las labores justificativas del diagrama primigenio del triangulo aritmético son
prescindibles, entonces la catalogacion de la descripcién de su construccion como un
principio de la tercera clase seria asi revalidada: la (3)definicion del tridngulo aritmético es
tal, puesto que su funcién principal, es de naturaleza seméantica. Mas aun, dada la
costumbre de asociar a las definiciones con labores didacticas, tareas a su vez
desempefiadas por el diagrama del triangulo aritmético (ya sea el original o su traduccion

P) al facilitar su construccion y comprension, entonces la (3)definicién del triangulo
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aritmético al delinear tal representacién grafica, remarcaria su estatus de principio de la

tercera clase.

En segundo lugar, desde el capitulo anterior se mostraron a los principios
constructores del triangulo aritmético, aqui englobados bajo el nombre de (1.2)Postulado
R, como los responsables de afianzar a los pasos deductivos de las demostraciones dentro
del tratado. Y ese rol justificativo otra vez ha sido remarcado en la traduccion de la
demostracion de la Consecuencia 122, pues en ella estan sefialados los respaldos ofrecidos
por R1 o R2 a sus respectivas inferencias. En particular, ya fue argumentado que la
generalidad de las conclusiones (v.gr. el Lema 2 ) derivadas a partir de instancias (v.gr. la
satisfaccion de la Consecuencia 122 en la base D implica su satisfaccion en la siguiente
base), esta fincada en el par de clausulas de construccion aritmética aqui identificados
como el (1.2)Postulado R. Por lo que bajo la terminologia y metodologia planteada en
este capitulo, debido a su uso en el desarrollo de la teoria y aplicaciones del triangulo

aritmético, el (1.2)Postulado R seria un principio basico de la primera clase.

Por ultimo, en el capitulo previo también fue discutido que en el tratado de Pascal
no solo se sigue sino también se formula un método de induccion matematica, el cual fue
aqui etiqguetado como la (2)regla IMP. En particular, se argumento que el uso de la (2)regla
IMP en algunas demostraciones del Traité (v.gr. la de la Consecuencia 122), asiste a su
formulacion como método de inferencia dentro de esa obra. Mas aun, se ofrecieron
razones para respaldar la validez de la (2)regla IMP dentro del contexto I6gico-epistémico
del tratado, pues tal atributo (aqui considerado dentro de los (4)parametros
metatéoricos) normalmente se ha exigido en las matematicas a los métodos de inferencia.
Por lo tanto, en el capitulo anterior ya fue defendida la postulaciéon de la (2)regla IMP

como un principio basico de la segunda clase.

Recapitulando, desde antes de comenzar el presente capitulo, ya disponiamos de
razones para poder identificar y catalogar con base en la caracterizacibn minima

propuesta, al (1.2)postulado Ry la (2)regla IMP como principios basicos de la presunta

aunque cada vez mas distinguible, axiomatizacion del Triangulo Aritmético. Por lo que

hasta el momento, sélo han sido afiadidas algunas lineas argumentativas para respaldar el
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papel de principio de tercera clase fungido por la (3)definicién del triangulo aritmético. En
particular, se sefial la participacién semantica pero también justificativa del diagrama
primigenio del tridngulo aritmético, delineado en su (3)definicién, en el desarrollo del
contenido del Traité. Mas aun, se mostro que dicha (3)definicién cuando se presenta en
moderna notacion, puede cumplir cabal y exclusivamente sus funciones semanticas sin
necesidad de su representacion diagramatica, remarcando de este modo su papel de
principio de tercera clase. Asi entonces, después de haber abogado a favor de la presencia
y formulacion de estos tres principios en el Tratado del Triangulo Aritmético, ahora sera
expuesto otro componente de la caracterizacion minima presente en dicha obra de Pascal:

los miembros de la teoria alli desarrollados. Mas aun, al exhibir al contenido del tratado,

se obtendran nuevas razones para confirmar nuestra labor de reconocimiento previa

sobre sus principios basicos.

Como ya fue mencionado, el Traité a grandes rasgos esta divido en dos bloques. En
el primero se desarrolla la teoria propia de los triangulo aritméticos, mientras que en el
segundo se extiende esa teoria hacia diversas interpretaciones de los nimeros en sus
celdas, las cuales a su vez sirven para resolver algunos problemas, como el del computo de
las combinaciones de k elementos tomados de n objetos o el del célculo de los
coeficientes en la expansion de potencias positivas de binomios. Puesto que en este

momento es de nuestro interés el reconocimiento de los miembros de la teoria alli

desarrollados, entonces ahora si seran expuestas algunas de esas interpretaciones,

empezando con la primera localizada en el segundo bloque del tratado.

La primera aplicacion (interpretacién) del triangulo aritmético expuesta por Pascal
en la parte du su tratado titulada “USAGE DU TRIANGLE ARITHMETIQUE POUR LES ORDRES
NUMERIQUES”, esta destinada a los ordenes numéricos. Ahora bien, los érdenes
numéricos primigenios, corresponden a algunos tipos de ndmeros figurativos mientras
qgue estos dltimos, son conjuntos de ndmeros naturales agrupables mediante algin
patron geométrico sobre el cual se pueden acomodar las unidades, representadas
mediante puntos (“e”), de sus miembros. A los pitagoricos se les acostumbra adjudicar la

concepcion de los numeros figurativos llamados triangulares, mientras que se les atribuye
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a Tedn de Alejandria (aprox. 335-405) y a Nicomaco de Gerasa (aprox.60-120) alguna
descripcion de los piramidales®. En la siguiente tabla seran mostradas las sucesiones de

numeros figurativos emparentadas con los primeros 6rdenes numéricos:

Unidades......... Ordenl e . . . e etc.

1 1 1 1 1 etc.
Naturales........ Orden2 e ') eee ecoe eeee cfC.

1 2 3 4 5 etc.
Triangulares...Orden 3 e . . o o

[N ] [N ] [N ] [N ]
[ N N ] [ X N ] [ X N ]
o000 o000

oo o0 e CtlC.

1 3 6 10 15 etc.

Piramidales...Orden 4

Etc.
A partir de la tabla anterior se puede inferir que los niumeros de orden k (con k>1) se
integran adicionando nimeros del orden anterior (k-1), mientas que después del cuarto
orden, ya no pueden figurar en arreglos geométricos sencillos. Que los 6rdenes no tienen

fin, es asegurado por Pascal pues él llama “nameros del sexto orden a aquellos formados

% E| preambulo histérico de las tres interpretaciones de los nimeros en las células de los triangulos
aritméticos, estard basada mayoritariamente en el libro Pascal’s arithmetical triangle : the story of a
mathematical idea (2002) de A.W.F. Edwards. Dado que no es nuestro objetivo emprender una investigacion
historica o historiografica sobre el tridngulo aritmético, entonces la calidad o verosimilitud de la
informacion provista por Edwards no seran cuestionadas, pues ella nos basta para admitir que cada una de
las tres interpretaciones por ser expuestas del triangulo aritmético, la figurativa, la combinatoriay la
binomial, ademas de presentarse en el Traité (lo cual es un hecho consumado) gozan de una rica historia
propia cuya interrelacién con las otras no siempre se supo (lo cual es una conjetura presumiblemente bien
justificada por Edwards).
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por la adicion de sus precedentes: 1, 5, 15, 35, etc. Y asi al infinito, 1,7,28,84, etc. 1, 8, 36,
120, etc” (Pascal, 1665 via 1954: 109). Asi entonces, el k-ésimo nimero con enésimo
orden £, nombrado en el Traité como nimero de orden ny de raiz k, se puede calcular

mediante la siguiente regla que etiquetaremos mediante la letra “F”:

=Yk 1 donde fil=1
..F

Ahora bien, después de haber presentado a los érdenes numéricos, Pascal asevera
que ellos pueden ser ubicados en los triangulos aritméticos, puesto que “cada célula,.., es
igual a su superior sumada con todas aquellas que le preceden en su rango paralelo; como
fue probado en la consecuencia 2" (Pascal, 1665 via 1954: 109). Por consiguiente, la
Consecuencia 22 expuesta en el capitulo previo, concordaria con la regla F, asentando
deductivamente en el tratado, la interpretacion del tridangulo aritmético para los érdenes
numéricos. Es decir, gracias a la Consecuencia 22, “todo aquello que se dijo sobre los
rangos y células del Tridngulo aritmético” puede ser reinterpretado y predicado sobre los
ordenes numéricos, pues cada orden se corresponde con un rango paralelo. Por ejemplo,
la Consecuencia 52 previamente reproducida, torna en la Proposicion 52 para los 6rdenes
numéricos: “Dos nameros de diferentes 6rdenes son iguales entre si, si la raiz de uno es el

mismo ndmero que el exponente del orden del otro” (Pascal, 1665 via 1954: 131). En
conciso, la Proposicion 52 afirma que fij:fk’ si i=l y j=k mientras que su demostracion se
basa en las igualdades ci,-:fij y Cj=cC; establecidas respectivamente mediante la

Consecuencia 22y 52 en el primer bloque del tratado.

La segunda interpretacion celular ofrecida por Pascal, se localiza en la seccion del
tratado dedicada al célculo de las combinaciones C¥, es decir al computo de “todas la
maneras de tomar [r cosas] como estén permitidas entre todas las que esté presentes [k]”
(Pascal, 1665 via 1954: 110). Dicha aplicacién se desarrolla en la parte del segundo bloque
titulada “USAGE DU TRIANGLE ARITHMETIQUE POUR LES COMBINAISONS”. Ahora bien, en el
capitulo anterior ya se expuso la demostracion de la proposicion que valida esta

interpretacién, la cual es la primera enunciada en esa seccién y afirma que “en todo
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triangulo aritmético, la suma de las células de un rango paralelo cualquiera, es igual a la

multitud de combinaciones del exponente del rango respecto al exponente del tridngulo”

(Pascal, 1665 via 1954:113). Es decir, la Proposicién 12 afirma que ¢k = Y171k,
j=1 ]

Sin embargo, la manera usual para especificar numéricamente a la combinacion CX

. . . . . |
es mediante alguna regla multiplicativa, como la ahora estandarizada c} = (k_kr'),rl :

Llamativamente, algunas versiones de esa regla multiplicativa nos pueden remontar mas
atras del tiempo de Pascal, por ejemplo hasta el matematico judio Levi ben Gerson
(1288-1344) o incluso hasta el hindi Bhaskara Il (1114-1185). No obstante, es en la obra
Opus Novum de proportionibus (1570) del famoso matematico italiano Gerolamo
Cardano, en donde en occidente probablemente se haya propagado el conocimiento de

dicha regla, la cual sera bautizada con la letra C y se expresara de la siguiente manera:

K _ k(k=1)(k=2)..(k-r—1)
Cr =
1:2-3-...'r

Ahora bien, Pascal en su tratado también asienta a la forma multiplicativa para el

..C

cémputo de las combinaciones de r en k. Y lo hace en el problema® con el que clausura al

primer bloque de esa obra. Asi entonces, los miembros de la teoria dentro del Traite,

ademas de proposiciones (acompafiadas de sus demostraciones) deben incluir problemas

(seguidas de sus soluciones).

% problema
Dados los exponentes de los rangos perpendiculares y paralelos de una célula, encontrar el nimero de
la célula sin utilizar el Tridngulo aritmético.
Sea, por ejemplo, propuesto encontrar el nimero de la célula & del quinto rango perpendicular y del
tercer rango paralelo.
Habiendo tomado todos los nimeros que preceden al exponente de la perpendicular 5, a saber, 1,2,3,4,
sean tonados el mismo numero de nimeros naturales, comenzando por el exponente de la paralela, 3,
a saber, 3, 4,5,6.
Multipliquense los primeros uno por otro y sea el producto 24. Multipliquese los otros uno por otro y
sea el producto 360, que , dividido por el otro producto, 24, da el cociente 15. Este cociente es el
nGmero buscado. (Pascal, 1665 via 1994, p.64-5)

Es decir: ¢i=((i+j-2)*... *(i+1)*i) / (1*2*...*j-1) cuando j>i
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La Gltima interpretacion del triangulo aritmético que sera aqui expuesta®’, proviene
de su aplicacion para el célculo de los coeficientes en la expansion de las potencias
(positivas) de los binomios, la cual es descrita en la seccion del tratado titulada “USAGE
DU TRIANGLE ARITHMETIQUE POUR TROUVER LES PUISSANCES DES BINOMES ET DES
APOTOMES”®. Ahora bien, la historia del calculo de los coeficientes de las potencias de
los binomios puede contarse desde la lejania temporal de algin matematico chino, como
Zhu Shijie (aprox. 1260-1320), aunque el relato sobre la intervencion de algunos
matematicos arabes, como Al-Kashi (aprox. 1380-1429), tendria para nosotros mayor
interés pues probablemente ellos si influyeron en el desarrollo de tal tema realizado por
sus contrapartes occidentales. Y con respecto a estos Ultimos, cabe destacar al aleman
Johann Scheubel, quien en su De Numeris Et Diversis Rationibus seu regulis
computationum opusculum (1545), fue de los primeros occidentales en presentar una
tabla integrada por los coeficientes (salvo los unos) de las potencias (positivas) de

binomios®, la cual a continuacion es reproducida:

¥ Laotra aplicacién del triangulo aritmético desarrollada por Pascal en su tratado, es justamente aquella
que motivd su creacion y que se encuentra en su seccion titulada “USAGE DU TRAINGLE ARITHMETIQUE
POUR DETERMINER LES PARTIS QU'ON DOIT FAIRE ENTRE DEUX JOUEURS QUI JOUENT EN PLUSIERS PARTIES”. Sin embargo, dado
que la interpretacién combinatoria del triangulo aritmético puede ser usada para la solucién del Problema
de la Division de una Apuesta, (ver nota 19 del capitulo anterior), entonces la exposicién de tal aplicacion
fue descartada del cuerpo del texto.

% El término “binome” es instanciado por Pascal con expresiones algebraicas de la forma “A+k” mientras
que “apotome” lo hace con expresiones de la forma “A-k”, donde “A” es una variable y “k” una constante
numeérica como “1” 0 “2”.

¥la expansion de potencias de binomios a su vez fue planteada por Scheubel como herramienta para el
computo de la enésima raiz V/x .Cabe mencionar que su solucion es precedida por los métodos elaborados
por algunos matematicos arabes para el computo de raices de orden superior. Por ejemplo, el algoritmo
para la extraccion de la raiz quinta (/x) de Al-Kashi expuesto en su Llave para el Calculista, se basa en el
cémputo de los coeficientes del binomio elevado la quinta potencia (Berggren ,1986). Concordantemente y
quizas como evidencia de la influencia arabe, el método de Scheubel y el de su coetaneo Stifel expuesto en
su Arithmetica Integra (1544), también esta basado en la expansion de la enésima potencia de un binomio :

(a+b)"=a™+( (711) av !+ (721) av 2+ -+ (n f 1) ab™ 2 + b 1)b™ donde a es el valor de prueba
para aproximar a la enésima raiz Y/x=%/(a + b)" .
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(Scheubel, 1545)

Mientras que el método algebraico del calculo de la potencia de un binomio, fue
asentado en el occidente con ayuda de un viejo conocido nuestro: Francois Viéte. En
nuestro capitulo anterior expusimos algunos procedimientos de célculo que resemblan a
la induccién matematica extraidos de su Ad angularium sectionum analyticen theoremata,
obra escrita por su seguidor Alexander Anderson (1615). Ahora mostraremos como en la
Proposicion XI de su Ad Logisticem Speciosam Notae Priores (1631), se indica la expansion
de la potencia (positiva) de un binomio de una manera también parecida a la regla
protagonista de nuestra tesis. A continuacion sera transcrita dicha proposicion junto con

su demostracion en castellano:
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Proposicion XI
Construir una potencia pura de una raiz binomial.
Sea la raiz binomial, A+B. Una potencia pura ha de ser construida a partir de ella.
Primero, sea el cuadrado construido. Puesto que la raiz multiplicada por si misma
constituye un cuadrado, multipliquese A+B por A+B y relnanse los planos
individuales que resulten. Estos seran A%+2AB+B?, los cuales son, por consiguiente,
iguales al cuadrado de A+B.
Segundo, sea el cubo construido. Puesto que una raiz multiplicada por su cuadrado
constituye un cubo, multipliqguese A+B por el cuadrado de A+B previamente
desarrollado y rednanse los solidos individuales que resulten. Estos serdn
A*+3A?B+3AB%+B? los cuales seran, por consiguiente, iguales al cubo de A+B.
Tercero, sea la cuarta potencia construida. Puesto que una raiz multiplicada por su
cubo constituye una cuarta potencia, multipliquese A+B por el cubo de A+B...Estos
seran A*+4A°B+6A%B*+4AB3+B* los cuales seran, por consiguiente, iguales a la cuarta
potencia de A+B.
Cuarto, sea la quinta potencia construida. Puesto que una raiz multiplicada por su
cuarta potencia constituye una quinta potencia, multipliquese A+B por la cuarta
potencia de A+B..Estos seran A°+5A’B+10A°B*+10A%B*+5AB*+B® los cuales
claramente seran iguales a la quinta potencia de A+B.
Quinto, sea la sexta potencia construida. Puesto que una raiz multiplicada por su
quinta potencia constituyen una sexta potencia, multipliquese A+B por la quinta
potencia de A+B recién desarrollada y rednanse los solido-s6lidos individuales que
resulten. Estos seran A’+6A°B+15A°B*+20A°B*+15A’B*+6AB°+B® los cuales seran
iguales, en consecuencia, a la sexta potencia de A+B.

La construccidn de cualquier potencia mayor no sera diferente.
(Viete, 1665 via 1983:39)

Del texto transcrito de Viéte se puede abstraer la siguiente regla para expandir la

potencia de un binomio que recurre a sus aplicaciones previas, la cual sera rotulada con la

letra B:

(x+y)"=(x+y) (xHy) ™ ..B

Ahora bien, a través del seguimiento de la regla B se puede hallar al k-ésimo

coeficiente de la enésima potencia de un binomio. Si denotamos a tal coeficiente como
n n . , , -
(k)’ entonces (k) puede ser obtenido directamente seleccionando al k-ésimo

coeficiente del binomio (x+y)" expandido gracias a la Regla B. Sin embargo, este método

n

de cdmputo para (k) es un poco ineficaz pues demanda varias operaciones algebraicas.
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Afortunadamente, al ir expandiendo las potencias positivas de un binomio mediante la

regla B, se despliega un patron que permite extraer una regla mas sencilla para el calculo

de (k) tal como a continuacién sera mostrado:

(x+y)' = (x+y)(x+y)° X o+ oy

@ G

XX + Xy o+ oYX+ yy
=X + 2y + ¥

Q= D= G=

X+ yx® + 2xxy + 2yxy + xy? + yy?
= 3 o+ Ay o+ Wy o+ Y

B0 60
O s G O

(x+y)? = (x+y)(x+y)"

(x+y)° = (x+y) (x+y)°

En el desarrollo previo de las potencias (x+y), es reconocible un procedimiento

L. , .. n , . .
aditivo para el célculo del coeficiente (k) basado en la suma de términos semejantes

(v.gr. xy, yx en i=2) y en la recursion planteada por la regla B (v.gr. (x+y)2 = (x+y)(x+y)1 ).

De este modo, podemos formular una regla mas sencilla para computar al coeficiente (k)

que etiquetaremos con la letra “N”:

N1) (g) = (Z) =1 para n=0
n_(m-1 n—1
N2) (k) = (k _ 1) + ( I ) para O<k<ny n>1 ..N
Ahora bien, la manera en que Scheubel delinea a la construccion de su tabla de
coeficientes binomiales, estd en sintonia con la regla N. Pues primero nos indica que
cologuemos un par de sucesiones de nimeros naturales que empiecen y coincidan en el 2

(de la manera mostrada en la tabla), para luego sefialarnos que cada nimero entre esas
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dos hileras se obtiene adicionado el par de nimeros que estén encima y hacia la izquierda

de él (Scheubel, 1545: 395).

Pascal por su parte, sefiala que en las bases del triangulo aritmético cuyo generador
G es igual a 1, se pueden hallar los coeficientes de las potencias positivas de un binomio.
Mediante el ejemplo de elevar “A+1” al “cuadrado-cuadrado”, él nos ensefia*® que los
numeros en la base enésima del tridngulo aritmético, corresponden a los coeficientes de
la expansion de (A+1)™. Gracias a la exposicién previa de la derivacion de la regla N para
el cobmputo de los coeficientes binomiales, ya nos debe resultar poco sospechoso creer
que tal uso del triAngulo aritmético es correcto: basta con equiparar a los respectivos
componentes de la regla Ny el (1.2)postulado R, es decir N1 con R1 y N2 con R2, para
hacerlo®. Sin embargo en esta ocasion, Pascal le cede al lector la tarea de justificar esta
aplicacion de su triangulo, puesto que para él “es evidente por si misma” (Pascal, 1665 via
1954: 129). De cualquier validadora manera, la conjuncion del problema y la solucion del
calculo de los coeficientes de las potencias de binomios, es un miembro que no puede

faltar en el recuento de la teoria del triangulo de Pascal.

Recapitulando, los miembros de la teoria del Tratado del Tridngulo Aritmético son

algunas proposiciones en donde se asientan las propiedades de tales objetos (19
consecuencias), mas algunos problemas ubicados mayoritariamente en sus aplicaciones
como las tres previamente expuestas: para los 6rdenes numéricos, para las combinaciones
y para las potencias de un binomio. Después de haber delineado a grandes rasgos a la

teoria del tridngulo aritmético, ahora procederemos a mostrar como plausiblemente

“0 Es mas, también nos ensefia gue la sumatoria de cada base esigual a 2"% “Sj A es la unidad, y asi al
binomio A+1 es igual a dos, entonces [todos los coefiecientes de la expansién (A+1)“]... juntos dan 16y en
efecto, el cuadrado-cuadrado de 2 es 16”. (Pascal, 1665 via 1954: 127)

M Las reglar R y N pueden ser empalmadas y del pareo de sus componentes se puede con cuidado intuir la
igualdad de sus resultados:

R1)cy=1sii=lyj>16i>1yj=1 con NI) (g) = (Z) =1 para n>0
— ‘i : n_/m-—1 n—1
R2) ¢jj = Cgpj + Cig-yy ST I>1y j>1 con N2)(k) = (k _ 1) + ( K ) para O<k<ny n>1
La cautela para establecer la equivalencia entre R y N sugeriria reasignar el inicio de los indices i,j en c; a “0”
en lugar de “1”, asi por ejemplo R1 tornaria en ¢;j= 1 sii=0y j>0 6 i=0 y j=0.
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puede ser desarrollada en su totalidad partir de los tres principios detectados, con tal de

ratificar su clasificacién como tales.

En el capitulo previo se expuso la participacion del (1.2)postulado y la (3)definicion
del tridngulo aritmético en el desarrollo de algunos miembros de su teoria, en particular
se mostré su uso en las demostraciones de las Consecuencias 2252 122 y de la
Proposicion 12 para las Combinaciones. Si se extendiera la revisién hacia el resto del
contenido del Traité, se podrian facilmente ratificar los roles justificativo y semantico
desempefiados por este par de principios en su desarrollo. En contraste, la (2)regla de
inferencia IMP pareciera tener una intervencion mas discreta, pues explicitamente sélo es
usada y mencionada en la generacion de contados miembros (como la Consecuencia 122
y la Proposicion 12 para las Combinaciones). Sin embargo, su funcion como método de
demostracién puede ser directamente transferida hacia las otras proposiciones y los otros
problemas en el tratado, tal como a continuacion sera primero mostrado mediante
ejemplos y luego garantizado mediante un argumento. Mientras que tal expansion del
trabajo factible de dicha regla de inferencia, se reitera, tiene como objetivo respaldar la
aseveracion de que a partir de los tres principios identificados en el tratado, se pueden

desarrollar a los miembros de la teoria del triangulo aritmético.

En primer lugar mostraremos como todas las aplicaciones aqui discutidas del
triangulo aritmético, pueden justificarse mediante la (2)regla IMP para finalmente
asentarse sobre el (1.2)postulado R. Es decir, serdn demostradas mediante tal regla de
inferencia el par de proposiciones que asentaria las aplicaciones del triangulo aritmético
para los 6rdenes numéricos y para la expansion de potencias (positivas) de binomios. Por
concision y claridad, ambas justificaciones deductivas serén directamente redactadas en el
lenguaje moderno mediante el cual se reformularon los tres principios de la cada vez mas
nitida axiomatizacion en el tratado de Pascal. Sélo se recuerda que si se expresaran con
sus lenguajes originales, entonces el papel de la (3)definicion del tridngulo aritmético seria
en ellas mas relevante. Comencemos demostrando la primera aplicacion que desfila en el

Traité: si el j-ésimo namero del i-ésimo orden (f]-i) coni>1, de acuerdo alareglaF esigual
k=' i . .,
a Zk=’1 fi~!, entonces por demostrar que f/= cj cuando el generador del triangulo
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aritmeético es igual a 1. Es decir, probaremos que cjj = 2{:1 Ci—1)k (Consecuencia 22 con
i>1) a través de la (2)regla de induccion matemética version Pascal, regla cuyo

seguimiento exige el establecimiento del siguiente par de lemas:

Lema 1. La consecuencia es evidente para las células en la segunda base del triangulo con

i>1, pues Cy1= C11 = Y k=1 C(i—1)k Por el postulado R1.

Lema 2. Si la proposicion se cumple para las células en la base n del tridngulo con i>1,

entonces necesariamente se cumplira para las células de la base siguiente n+1.

Para la célula c;1 en la base n+l (i.e. r+1=n+2) se deriva directamente C/1=C-1)1
gracias a R1. Por lo que sea ci, cualquier célula en la base n+1 con I,m>1 (i.e. l+m=n+2).

Por el segundo componente del postulado R tenemos que:
Cim = Cim-1)+ Cg-1)m (postulado R2)

Luego ya que cim-1) pertenece a la base n, entonces por hipoétesis (inductiva)

tendriamos que:
Cim = legjln_l Ca-1)k T Clym= ZIJET Ca-1)k
Por lo tanto, necesariamente para todo i>1y j>1, tenemos que c;; = Zﬁ:jl C(i—1)k -

C.q.f.d.

Mientras que la aplicacion del tridngulo aritmético para el célculo de los
coeficientes de potencias positivas de un binomio, se estableceria deductivamente

mediante la (2)regla de induccion matematica version Pascal del siguiente modo:
Proposicion 1 (para las potencias de binomios):

Las células de la base i+1 cuando el generador del tridngulo aritmético es igual a 1,

corresponden sucesivamente a los coeficientes de la expansion del binomio (A+B)" . Es

decir, (;() = Cr(esn) CON FH(K+1)=i +2,
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Demostracion:

Lema 1. La proposicion es evidente para la base 2, pues ¢;1=C1,=1 (por R1) mientras
que los dos coeficientes de la expansién de (A+B)! son también iguales a 1, i.e.
(A+B)'= 1A+1B.

Lema 2. Si los coeficientes de la expansion de (A+B)" se presentan ordenadamente
en las células de la base n+1, entonces los coeficientes de la expansion de (A+k)™*

necesariamente también desfilaran en las células de la base n+2.

Ahora bien, ya que (A+B)™'=(A+B)(A+B)" gracias la regla B de Viéte*’, entonces por
hipotesis (inductiva) los coeficientes de (A+B)" desfilan sucesivamente en las células de

base n+1. Es decir:
(A+B)"=CrtA™Cm-1)2A"  B+Cm.2sA 2B+ +Ca(m-)A°B" +Com-1)AB " +C1B"  con m=n+1
Luego entonces:
(A+B)(A+B)" = Crt A"+ (CrmatCim-1)2 )A"B + (Cim-1j2+ Cim-22) A" B+...
oot C3(m2)t Copm-1)) A°B™H4+( Com-1y+ C1m) AB™ C1B™!
Sin embargo, por el primer componente del postulado R tendriamos que:
(A+B)(A+B)"= Cms1t A"+ (Cm1+C(m-1)2 )A"B + (Can-)2+ Cm-2)2) A" B +..
. H( Cam-2* Co(mety) AB™+( Copm-1y+ Cim) AB™ Cyqmenk™™
Mientras que gracias a R2 obtendriamos que:
(A+B)(A+B)"= Cims1yt A"+ CrpA"B + Cme1)3A™ B+ +Ca(m-1)A’B" +ComAB™ Cymy1)B™!

donde Cm+1)1 , Cm2, C(m-1)3, -+ C3(m-1), Cam, Cym+1) €S la sucesion de las células de la base n+2.

*2 N6tese que también podria demandarse una justificacion de la regla B, demostracion que requeriria, la
especificacién de la operacion potencia. Al carecer por el momento de su especificacion rigurosa (la cual la
obtendremos con Peano y Dedekind), nos conformaremos con justificar la validez de la regla B de una
manera intuitiva. Supongamos que (A+B)":=(A+B)(A+B)....(A+B) -con i factores (A+B)-. Luego, si apelamos a la
ley de asocialtividad para la multiplicacion, tendriamos que (A+B)(A+B)....(A+B) = (A+B)[(A+B)(A+B)....(A+B)] =
(A+B) (A+B)"".
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Por lo tanto, necesariamente los coeficientes de la expansién de (A+B)' con i>1, se

localizan en la base i+1 del triangulo aritmético. C.q.f.d.

En lugar de continuar reelaborando cada una de las demostraciones del tratado
ajustandolas a la regla de Pascal para la induccion matematica debil, tal como lo hicimos
con el par previo relativas a dos aplicaciones del triangulo aritmético, argumentaremos
por qué en principio todas ellas pueden acoplarse a tal método de inferencia. La defensa
de esta posibilidad a su vez invocara a las aplicaciones del triangulo aritmético, pues al
identificar que su unificacion es un objetivo del Traité, su consecucion brindara los
elementos para sustentar esta factibilidad. En conciso, la unificacion tedrica de esas
diversas aplicaciones se logra gracias a la conformacion armoniosa del (1.2)postulado R y
la (2)regla IMP, mientras que esa simbiosis de principios termina de corroborar la
presencia de una axiomatizacién en esa obra. Es mas, la sinergia de ese par de principios
no solo confirmara al Tratado del Triangulo Aritmético como una axiomatizacion, sino
también lo convertird en un paradigma de las axiomatizaciones de la aritmética como mas

adelante sera discutido al presentar los axiomas de la aritmética de Peano-Dedekind.

Las historias previamente resefiadas sobre los ndmeros figurativos (6rdenes
numeéricos), las combinaciones y la expansion de un binomio, aunque sean terriblemente
incompletas al menos alcanzan a revelar algun grado de independencia que tuvieron sus
respectivos desarrollos. Mas aun, estos relatos bastan para descubrir al uso desde antes
del nacimiento de Pascal, de patrones triangulares para facilitar los célculos relativos a
algunas de esas tres nociones (v.gr.la tabla de coeficientes binomiales de Scheubel). Por
lo tanto, Pascal no fue el creador de los numeros figurativos ni de las combinaciones ni
de las potencias de los binomios, asi como tampoco fue el primero en proponer un

esquema triangular para realizar computos vinculados con ellos®.

“ Segun Edwards, Pascal aprendid acerca de estos tres temas y sus interrelaciones de Mersenne,
...el joven e impresionable Pascal fue introducido al circulo de los matematicos cuando estaban
saliendo de la imprenta los libros de Mersenne que contenian al “Tridngulo de Pascal” y sus
aplicaciones combinatorias y ademas, él continu6 visitando a Mersenne incluso cuando vivia fuera de
Paris...Resulta impensable que estos libros no estuvieran en la casa de Etienne [padre de Pascal] desde
el momento que fueron publicados, por lo que no tenemos necesidad de seguir buscando la fuente
principal del joven Pascal. (Edwards, 1987:p.57)
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Si bien el Problema de la Division de una Apuesta fue la chispa detras de la creacion
del Traité, las otras tres aplicaciones alli desarrolladas develan el interés de Pascal por
brindar un sustrato tedrico que capturara a todas estas interpretaciones de los nimeros
en las células de sus triangulos. A partir de su especificacion formulada en la (3)definicion
y (1.2) postulado del triangulo aritmético, Pascal se propuso la tarea de unificar bajo esta
nocion, algunos temas relativos a tres distintas ramas de las matematicas ahora llamadas
teoria de nimeros, probabilidad y &lgebra. Para lograr tal cometido, él también formulo
una (2)regla de inferencia que le permitiera sustentar deductivamente algunas de estas
interpretaciones (v.gr. la combinatoria). Sin embargo como ya fue expuesto, la (2)regla
IMP no sélo facilita la demostracién de la validez de algunas de estas aplicaciones, sino la
de todas ellas**. Por lo tanto, Pascal no fue el autor sino el recopilador axiomatico del

triangulo aritmético y sus aplicaciones.

Si Pascal ya sabia de estas otras interpretaciones, entonces cabe preguntar por qué
no recurrié a cualquiera de sus respectivas reglas para determinar la construccién
aritmética de su triangulo, en especial aquellas cuya apariencia difiere mas a la de su
postulado R. Es decir, ¢por qué no propuso €él a la regla C para las combinaciones o a la
regla F para los érdenes numéricos como postulados de su tridngulo? Una respuesta a
esta interrogante, subjetiva sin dejar de ser informativa, es apelar a la facilidad para

ejecutar la suma cij=C(-1)tCi-1) pedida por R2, en contraposicion de la engorrosa sumatoria

quien a su vez lo hizo de Cardano:

El padre Marin Mersenne... logré aprender alrededor del afio 1636 todo lo que Cardano habia escrito

sobre combinatoria...[por ejemplo] Mersenne presenta la forma del Triangulo Combinatorio dada por

Cardano aunque la extendié en un rectangulo... (Edwards, 1987: 45)
* Como se puede ver en la nota 19 del capitulo anterior, la solucion del Problema de la Division de una
Apuesta brindada por Pascal, es subsumida por la interpretacion combinatoria del triangulo aritmético.
Aunque cabe sefialar, que el interés seminal por este problema quizas lo haya motivado para demostrar de
manera independiente la validez de su solucion a este problema. Es més, lo hizo de manera rigurosa por
medio de su (2)regla IMP probando lo siguiente: Si al jugador A le falta triunfar en n partidas para ganar
mientras que al jugador B le faltan m, entonces en la base n+m del triangulo aritmético se localizan las
distintas combinaciones de gane para ambos jugadores (Proposicion 1 para la Division de una Apuesta). Por
ejemplo, si al jugador A le hace falta imponerse en 2 partidas para ganar mientras que B requiere de 4,
entonces debemos fijarnos en la sexta base del triangulo aritmético (P5): las dos primeras células en esa
base (P,M) corresponden a las dos combinaciones de gane de A mientras que las otras cuatro (F,®,S,5)
corresponderian a las cuatro distintas combinaciones de gane de B (Pascal, 1665 via 1954:121). De cualquier
manera, TODAS las aplicaciones del tridngulo aritmético son o pueden ser demostradas, mediante la (2)regla
de Pascal para la induccion matematica débil.
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n_fi_ exigida por Fy de la mas complicadas operaciones "("_1)?2_.31_).::5\{"_”1) demandadas
por C. Una mejor respuesta por ser méas explicativa se puede obtener a través de la
incorporacién de la (2)regla IMP a la cuestion, ya que al hacerlo comparativamente se
puede argumentar que es el postulado R y no los demas candidatos, la pareja natural de

ese método de demostracion y viceversa.

El argumento cuya conclusion es la naturaleza Optima de la conjuncion del
(1.2)postulado Ry la (2)regla IMP puede resumirse de la siguiente manera: el primero con
la ayuda de la (3)definicion del triangulo aritmético sirve para constituir a ese objeto
teorico, mientras que la segunda resulta Gtil para justificar a sus propiedades. Por lo que
si asociamos al postulado R con el método de inferencia IMP, entonces se adquiere una

potente herramienta deductiva para poder desarrollar a los miembros de la teoria del

triangulo aritmético, mientras que si juntamos a la segunda con el primero, entonces se
obtiene una garantia para ese desarrollo. En conclusién, juntos ganan y separados

pierden.

En primer lugar, la unién del postulado del triangulo aritmético con la regla de
Pascal para la induccion matematica débil, promueve la generacion potencial de todo
miembro de la teoria a partir de ese par de principios basicos. Pues al incorporarle al
primero la segunda, se posibilita la fabricacion en serie de demostraciones para las
propiedades de los tridngulos aritméticos. La aplicabilidad de ese molde justificativo se
basa en que cada triangulo aritmético es una figura de ladrillos numéricos cuya
construccion secuencial esta especificada por el (1.2)postulado R, mientras que por otro
lado, la colocacion de ellos se realiza conforme a la configuracion espacial P dada por la
(3)definicion del triangulo aritmético. Es decir, el primer tridngulo se construye gracias a
R1, mientras que R1 junto con R2 van indicando como han de irse fabricando los nimeros
en las células de cada base del siguiente triangulo aritmético a partir de los contenidos en
las células de la base anterior, para finalmente todos ellos ser acomodados conforme al

esquema P:
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REGULACION de la construccion REPRESENTACION de la construccion

Paso 1°. Montar el generador c13=k por R1 C11 Triangulo 1°
Paso 2°. Aiadir la segunda base conformada C11 C12

por c21=K y ¢1o=k por R1 Ca1 Triangulo 2°
Paso 3°. Afadir la tercera base conformada C11 C12 Ci3

por c31=k por R1, C2,= Cp1+ C12 por R2 Co1 C22

y c13=k por R1. C31 Triangulo 3°
Paso n°. Afiadir la enésima base conformada C11 C12 C13 ¢y Cin

por chi=k por R1, Co1 C22 ... Ca(n-1)

C(n-1)2= C(n-2)2% C(n-1)1 POr R2,

C(n-2)3= C(n-3)3t C(n-2)2 POr R2,..., Coon Coze C(n-2)3
Co(n-1)= C1(n-1)* C2(n-2) POr R2 ¢ C(n-1)2
y C1n=k por R1. Cn1 Triangulo n°

Ahora bien, el Lema 1 de la regla IMP clama por el cumplimiento de alguna
propiedad por parte del primer elemento x; de una sucesion de objetos X, mientras que el
Lema 2 exige que si el miembro x, satisface dicha propiedad entonces X,.; también lo
haga. Por ejemplo en la demostracién de la Consecuencia 122 la sucesion de objetos X son
las bases de los triangulos. Por lo que si al plano de construccion secuencial R le
agregamos la regla IMP entonces se consigue una poderosa y automatizada tactica
deductiva para establecer las propiedades de los triangulos aritméticos, la cual a

continuacion es bosquejada:

Sea T la propiedad por demostrar y X una secuencia de bases o de triangulos
aritméticos cuyo inicio esté situado por el primer triangulo cuya satisfaccion de T
gueramos sustentar. Procédase deductivamente de acuerdo a la regla IMP. En primer

lugar, la demostracion de T(x;) pedida por el Lema 1 usualmente se consigue
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directamente gracias a R (frecuentemente basta con R1). En segundo lugar, para la
demostracion de T(x,)—T(Xn+1) Solicitada por el Lema 2, se puede aprovechar al intentar
probar T(xn+1) que las células de x,.1 se obtienen mediante las células de x, (debido a la
construccion secuencial especificada por R), las cuales por hipotesis cumplen con la

propiedad T.

La tactica previa sirve para recalcar que la induccion matematica es una familia de
métodos de justificacion propicios para fincar propiedades de colecciones de objetos cuya
construccién/caracterizacion se pueda especificar de manera secuencial®. Por ejemplo,
cuando el siguiente elemento de algin conjunto de cosas se genera con ayuda del
anterior, el paso inductivo de una induccion débil se ve significativamente favorecido ya
que a través de ese vinculo constructivo se puede montar una conexién justificativa.
Mientras que la justificacién del caso base, usualmente es asistida por la clausula de
construccidn/caracterizacion del primer objeto de ese conjunto. Por consiguiente, debido
a que el postulado R genera secuencialmente al contenido numérico de cada triangulo
aritmético, entonces resulta provechoso asociarlo con el método de inferencia IMP pues
al hacerlo se obtiene una potente herramienta deductiva que presumiblemente tiene la
capacidad de demostrar todas las propiedades de los triangulos aritméticos, al menos
todas las afirmadas en el tratado®®. Mejor aun, la operacién de esa herramienta es

relativamente sencilla pues en general basta con seguir a la tactica previamente definida.

* En el siguiente capitulo, cuando se exponga a Dedekind y Peano, lo “secuencial” de una construccion sera
matematicamente aclarado. Sin embargo no podemos dejar de recordar que este calificativo puede ser
usado desde el capitulo anterior, para describir los procedimientos de calculo ensefiados por Viéte-
Anderson.
*® | a sustentacion de esta aseveracion se deja como ejercicio al lector. Aqui sélo se advertira que en la
demostracion de la Consecuencia Primera (c;=cj;=k ) Pascal incluye una propiedad no estipulada del
tridngulo aritmético en su seccién inicial sobre definiciones, la cual es requerida para demostrarla utilizando
su método de induccion, a saber, ¢;=0 si i<1 6 j<1. Es decir, el triangulo aritmético esta rodeado por ceros.
Ahora bien, en la exposicion de los principios constructores R se decidio incorporar a la Consecuencia
Primera en R1 para directamente corregir esta omision de Pascal, no obstante, mediante la estipulacién de
la propiedad previa también puede ser arreglada esa ausencia y consecuentemente, puede ser demostrada
la Consecuencia Primera mediante la regla de induccion matematica de Pascal. Basta con reformular los
principios R de manera mas fiel a su especificacion dada por Pascal:

R’0: ¢j=0sii<1 6 j<1,

R'1: Cij:k;
R’2: Cij = C(i-n)j T Cig-y)-
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En segundo lugar, si bien la produccion en serie se celebra, la invalidez de incluso
solo una de las demostraciones maquiladas normalmente es intolerable. Cualquiera regla
de justificaciébn en matematicas para consagrarse y congraciarse con sus usuarios, debe
ofrecer alguna garantia de sus resultados. Y en este caso, no se puede acudir al registro de
éxitos deductivos previos dada la novedad del método de Pascal para la induccion
matematica débil. Afortunadamente, se puede alegar que las conclusiones obtenidas
mediante la (2)regla IMP, gozan de una constructiva generalidad. Es decir, a continuacion
se argumentara que la regla IMP logra establecer una conexion justificativa de manera

constructiva entre el postulado R (premisa) y los miembros de la teoria (conclusiones).

Mediante la demostracién del par de lemas de la (2)regla IMP al menos se confirma
que algun conjunto de células, demarcadas por bases o por triangulos aritméticos,
satisfacen a la propiedad en vias de probarse. El primer lema ratifica que las células del
primer elemento de una sucesion de bases o de triangulos cumplen dicha propiedad,
mientras que el segundo apuntala la propagacion de la propiedad hacia adelante para el
resto de las células de los elementos de la sucesion. En contraste, la conclusion inferida
mediante los dos lemas asevera que no algunas sino todas las células a partir de
determinada base o tridngulo poseen dicha propiedad. Asi entonces, la cuantificacion

universal es la que precisa de garantia.

Afortunada mas no fortuitamente, la manera secuencial de construir al contenido
aritmético de los triangulos especificada por el (1.2)postulado R es afin al modo en que se
propaga la propiedad mediante el segundo Lema a partir de la base o del triangulo
establecido por el Lema 1; por lo que su demostracion se convierte en una cuantificacion
universal ya que todas las células con esa propiedad gracias a R son todas las células de
todos los triangulos aritméticos empezando por las establecidas mediante el Lema 1. De
este modo, el postulado R le concede a la regla de inferencia IMP su cualidad més
preciada: valida a sus demostraciones pues funge como una premisa que se conecta

constructivamente con las conclusiones obtenidas siguiendo esa regla.

En suma, el (1.2)postulado R respalda a las conclusiones inferidas mediante la

(2)regla IMP, mientras que la segunda funciona como una potente herramienta
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justificativa cuando se acopla al primero. Es decir, sus funciones se complementan y junto
con la definicion del triangulo aritmético, forman una configuracion ideal de principios
para el desarrollo de su teoria. Por lo tanto, los tres principios por Pascal mencionados y
usados no solo generan la apariencia de una axiomatizacion en su tratado, sino también
ratifican su presencia pues ademés de favorecer al desarrollo integro de su teoria,
también lo aseguran. Por lo que la fecundidad deductiva de la accién concomitante del
postulado R y la regla IMP, es la que brinda el sustrato constructivo-justificativo a las
aplicaciones del triangulo aritmético, fecundidad que reafirma el lugar ocupado por R

opacando a las otras reglas (C,F) vinculadas con esas interpretaciones*’.

Recapitulando, en esta seccién se mostrd la presencia de una axiomatizacion en el
Tratado del Triangulo Aritmético de acuerdo a nuestra caracterizacion minima. Para
lograrlo, ademas de identificar a los tres principios (dos basicos (1.2)R, (2)IMP méas una
(3)definicion) alli presentes, se reconocié como objetivo del tratado a la unificacion de
diversos célculos (6rdenes numéricos, combinaciones, division de una apuesta, potencias
de un binomio) bajo la construccién del tridngulo aritmético. Para lograr tal unificacion,
Pascal ofrecié una combinacion Optima de principios basicos (R-IMP) que respalda a la

afirmacion de que todos los miembros de su teoria del triangulo aritmético pueden

desarrollarse a partir de sus principios formulados.

Ahora bien, la compenetracion entre un principio basico de la primera clase con uno
de la segunda, ya se pudo vagamente detectar en el Libro VII entre la Definicion 2 de
“nimero” (si la interpretamos intrépidamente como un axioma) y el modo de

razonamiento descomposicion-recomposicion alli seguido (v.gr. en la demostracién de

*" Que las interpretaciones del triangulo aritmético relativas a los érdenes numéricos, combinaciones y
expansiones de un binomio puedan ser asentadas mediante el postulado Ry la regla IMP, se explica por la
generacion secuencial de todas ellas. Por ejemplo, la regla N para el computo de los coeficientes binomiales
hace explicita esta clase de generacion basada en el uso de los elementos previos (coeficientes de potencias
menores) para el calculo del elemento actual. De igual manera, el Lema IV usado por Pascal en la aplicacion
del triangulo aritmético para las combinaciones hace explicita la naturaleza secuencial de su célculo:
Clt = ¢+ ¢, con +1<m

Por lo tanto, la ventaja de R sobre las reglas F y C es que abiertamente acopla a la construccion secuencial de
las células del tridngulo aritmético, a la version de induccion matematica, la débil, formulada por Pascal. Por
otro lado, el postulado R no esta restringido a una interpretacion particular como es el caso de laregla N o el
Lema IV, ganando sobre ellos mayor generalidad.
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VII.Prop.5) mas no formulado. En comparacién, Pascal si enuncia un principio de la
segunda clase en simbiosis con otro de la primera, lo cual convierte a su axiomatizacién en
una estructura deductiva mas sélida que la de por si titubeante del Libro VII. Sin embargo,
el Libro VII en contraste con el Tratado del Triangulo Aritmético, si parece tener un
contenido intuitivamente mas aritmético: trata sobre los numeros (compuestos,
primos,...), algunas de sus relaciones (primos relativos, divisibilidad, proporcionalidad,...) y
de sus operaciones (computo del maximo comdn divisor, multiplicacion,...). Mientras que
el contenido del Traité, o es méas abstracto (propiedades de esa cosa llamada “triangulo
aritmético”), o mas variopinto (aplicaciones del triangulo aritmético). Por lo que si bien su
calidad como axiomatizacion parece intachable, que sea de la aritmética luce como algo

cuestionable.

Para alentar la postulacion del tratado de Pascal como una axiomatizacion de la
aritmética, en el proximo capitulo revisaremos algunas “axiomatizaciones” de esta rama
de las matematicas aparecidas a finales del siglo XIX. En particular analizaremos a sus
principios mejor afianzados, aquellos aportados por Peano y Dedekind. Al reconocer que
en tales principios la induccion matematica tiene un rol predominante, al igual que en la
axiomatizacion de Pascal, entonces la vinculacion del Tratado del Triangulo con la
aritmética dejaré de ser tan dudosa. Es més, aunque en el Traité todavia persistan algunos
modos deductivos del paradigma axiomatico euclidiano, v.gr. la generalizacion sobre
instancias, se vera que el acoplamiento de sus principios bésicos la convierten en una
axiomatizacion mas cercana al moderno paradigma enfocado mas en las estructuras y
menos en los objetos que las conforman: basta con recordar que Pascal faculta la eleccién
de cualquier namero como el generador G del triangulo aritmético para colegirlo.
Mientras que los trabajos por ser inspeccionados de Peano y Dedekind, al contribuir
enormemente a la instauracion de este mas reciente paradigma, también ayudaran a

respaldar la nominacion del tratado de Pascal como una axiomatizacion de la aritmética.
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Capitulo 3:  Axiomatizaciones de la aritmética (continuacion)

Los Principios de Peano-Dedekind

3.0 Introduccioén

En el capitulo anterior se expuso a la “axiomatizacion” de la aritmética de Euclides,
a la axiomatizacion de la “aritmética” de Pascal y a una caracterizacion minima de lo que
es una axiomatizacion. Si bien esta Ultima sirvié para remarcar al entrecomillado de la
primera construccion teorica citada, i.e. el Libro VIl no es una axiomatizacion pero al
menos comprendemos mejor por qué no lo es bajo nuestra caracterizacion, quedo
pendiente valorar las comillas en la segunda, i.e. ¢el Tratado del Triangulo Aritmético es
realmente aritmeético? En este apartado de la tesis se contestara afirmativamente a esta
ultima pregunta a través de la exhibicion de los principios de la aritmética mejor
sustentados: los de Peano-Dedekind. Independientemente de que Peano haya copiado o
no de Dedekind sus célebres principios de la aritmétical, dado que su formulacién se
convirtio en la estdndar y por ende pueden sernos mas familiares, entonces ellos seran
los primeros en ser aqui presentados. Después mostraremos algunos elementos tedricos
enunciados por Dedekind en su respuesta a qué son los nimeros, para finalmente
sefialar no sélo en qué sentido son equivalentes a los principios de Peano, sino también
los rasgos de todos ellos heredados de los principios basicos que Pascal formuld en su

tratado revisado.

YEnel prefacio de sus Principios, se puede leer el siguiente agradecimiento de Peano dedicado a Dedekind:
Me ha resultado bastante Gtil también la reciente obra : R. DEDEKIND, Was sind und was sollen die Zahlen,
Braunschweig, 1888, en la que se examinan perspicazmente las cuestiones concernientes a los fundamentos
de los nimeros (Peano, 1889 via 1979: 35-V).

Y este reconocimiento de Peano aunado al paralelismo entre algunos de sus principios con la caracterizacion
ofrecida por Dedekind del sistema (conjunto) de los nimeros naturales como un sistema simple infinito, ha
llevado a algunos estudiosos a afirmar, tal como lo hace Hao Wang, “que es bien sabido,..., que Peano tomé
prestados sus principios de Dedekind” (Wang, 1957:22). No obstante, hay otros estudiosos del trabajo de
Peano, como Hubert Kennedy (1963), que han intentado sustentar la independencia con respecto a
Dedekind del camino recorrido por Peano hacia la formulacién de sus principios de la aritmética.
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3.1 Los Principios de la Aritmética de Peano

Giuseppe Peano (1858-1932) fue un prominente matematico italiano
mayoritariamente recordado por haber encabezado la renovacién de la I6gica y del
método axiomatico a finales del siglo XIX. Sin embargo, también realiz6 algunas
importantes aportaciones en otras 4reas matematicas, principalmente en el analisis?, e
incluso fuera de ésta, en su lucha por la instauracién de un lenguaje internacional®. Y
aunque su Formulario haya sido un proyecto cuya meta era reformular I6gicamente el
lenguaje de las mateméticas®, s6lo es su parte aritmética, la usualmente recordada y la
que le otorgé mayor fama. En particular, sus axiomas de la aritmética se convirtieron en
los mas célebres depositarios de su nombre. Peano publicé estos axiomas por vez
primera en su Arithmetices Principia, Nova Methodo Exposita (1889), obra en cuyo

prefacio ya es anunciado el objetivo de esta reformulacion l6gica:

Las cuestiones que atafien a los fundamentos de la matematica, si bien han sido
tratadas por muchos Gltimamente, carecen aun de una solucién adecuada. La dificultad
en este punto proviene sobre todo de la ambigiiedad del lenguaje....He representado
mediante signos todas las ideas que aparecen en los principios de la aritmética, de
modo que cualquier proposicion quede enunciada exclusivamente mediante estos
signos...Mediante estas notaciones cualquier proposicion asume la forma y la precisién
de las que gozan las ecuaciones en algebra, y a partir de las proposiciones asi escritas
se deducen otras, y esto mediante procedimientos que se asemejan a la resolucion de
ecuaciones. Esta es la clave de todo el trabajo. (Peano,1889 via 1979:31)

Si desde antes del inicio de los Principios es revelada la meta de esa axiomatizacion, la
depuracion linguistica, es porque desde su comienzo se proporcionan los recursos
l6gicos-conjuntistas para perseguirla. Peano empieza en forma a su obra describiendo al

lenguaje formal mediante el cual busca acendrar al lenguaje natural. En pos de esta

purificacion, se introduce a la simbologia para la logica (ahora reconocida como

2 Por ejemplo, su teorema de existencia para la solucién de una ecuaciones diferenciales ordinarias de
. . . . .y . ..o d
primer orden (1886): Si f(x,y) es continua, entonces existe una solucion (integral) de la ecuacion £=f(x,y).

® para lograr tal cometido cre al Latino sino flexione (latin sin gramatica) y encabez6 por varios afios a la
Academia pro Interlinguaa.

* Peano emprendié este proyecto junto con algunos de sus notables colaboradores (Burali-Forti, Fano,...) en
1892. En total hubo cinco ediciones del Formulario, la Gltima aparecida en 1908 contenia alrededor de 4200
teoremas.

Por otro lado, si se desea ahondar dentro de la biografia y las aportaciones de Peano, se recomiendan los
trabajos de H. C. Kennedy -v.gr. (1973), (1980)- , los cuales ademas se reconocen como la fuente primaria de
este minimo recuento sobre la existencia de este matematico italiano.
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proposicional®) y la teoria de clases (ahora identificadas como conjuntos®) méas adelante
utilizada no s6lo para representar sino también para desarrollar a las proposiciones de la
aritmética. Por lo que ademas de delinear a la notacion I6gico-conjuntista empleada en su
axiomatizacion, Peano desde el principio enumera una serie de proposiciones logicas
(proposicién L1 a L43") y conjuntistas (L44 a L66%) que serviran de apoyo justificativo para

el desarrollo “semejante a la resolucion de ecuaciones” de su teoria. Es decir, estas

proposiciones auxiliares fungen como principios basicos de la primera clase (proposiciones
primeras) y si fueron hechas explicitas, fue porque la “ambigiedad del lenguaje” es
borrada por Peano mediante la especificidad de su sistema deductivo. Solo después de
haber terminado los preparativos l6gico-conjuntistas de la axiomatizacion, Peano formula
sus célebres principios de la aritmética antecedidos por una explicacion de los términos

primitivos en ellos contenidos:

El signo N significa nimero (entero positivo).

El signo 1 significa unidad.

El signo a+1 significa el sucesor de a, 0 a més 1.

El signo = significa es igual a. Consideramos este signo como nuevo, aungque tiene la
misma forma que un signo de la l6gica’.

Axiomas

1. 1eN. [1eN]

® La simbologfa presentada por Peano mayoritariamente pertenece la Idgica proposicional:

“a”,”b”,"c”,... representan proposiciones, “-“ala negacién, “U” aladisyuncién, “~" la conjuncion, “A” al
absurdo, “J” a la implicacion , “=" a la doble implicacion. Mayoritariamente mas no completamente debido
puede reconocer (ya sea hacia al primer o al segundo orden) en la axiomatizacion de la aritmética de Peano,
cuantificacion detectable desde la seccion de la obra dedicada a las clases. El significado de “Dy,.” ofrecido
por Peano es el siguiente:

Si las proposiciones a y b contienen a los objetos indeterminados x,y,...., €s decir, son condiciones entre estos
objetos, entonces a Dy, b significa: para cualesquiera X,y..., de la proposicion a se deduce b. (Peano,1889 via
1979:41)

®Como ejemplos de signos conjuntistas introducidos por Peano podemos citar los siguientes: “g” significa
“..es...” (ahora significaria pertenencia) , “J” denomina a la relacion ser subconjunto, “A” representa a la
clase vacia,....

! Ejemplos: 1.aDa. 5.a=b.=.b=a. 1l.abDa.

8 Ejemplo: 51. a,beK .D.. a=b :=: xea .=. x&b. (Axioma de extension: Si a,b son clases -conjuntos- entonces a
es igual a b si y s6lo si para cualquier xea sii xeb)

% La doble implicacion también es representada por Peano mediante el signo “="; es mas, la igualdad entre
conjuntos también hace uso de dicho signo. Es un rasgo tipico en la axiomatizacion de Peano que repita los
signos para representar cosas distintas aunque intimamente relacionadas. Otros ejemplo de la anterior
peculiaridad: “A” es el signo légico para el absurdo y también representa a la clase(conjunto) vacia ; que “U”
es el signo para la disyuncién pero también para la unién de clases; “O” es el signo de la implicacion pero
también el de contencion de clases.
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2.aeN .D. a=a. [aeN > a=a]

3.a,beN .D: a=b.=.b=a. [a,beN — (a=b <> b=a) ]

4.3,b,ceN .D.. a=b.b=c :D. a=c. [ab,ceN — ((a=b Ab=c) > a=c)]
5. a=b.beN :D. aeN. [ (a=bA beN) —» aeN]

6.aeN .D. a+1eN. [aeN —> a+leN]

7.a,beN .D: a=b.=.a+1=b+1. [abeN — (a=b < a+1=b+1)]

8.aeN .D. a+1-=1. [aeN — — (a+1=1) ]

9.keK .. 1ek . xeN.xek :0x. x+1ek ::D. NOk. [AeTA((XeNAXeT)—>x+1eT))—>NcT]

(Peano,1889 via 1979:59)
Entre corchetes se escribi6 una traduccion de cada uno de los principios
reproducidos para facilitar su comprension ante la confusion que pueda provocar su

notacién original™®

. Del segundo al quinto (P2-P5) son axiomas para la igualdad. Los tres
primeros establecen que la igualdad es una relacién de equivalencia (P2.Reflexividad, P3.
Simetria y P4.Transititividad) mientras que el quinto (P5) asienta su cerradura (las cosas
iguales son de la misma clase -numérica-). Por consiguiente, P2-P5 son proposiciones
primeras relativas a una relacién cuya extension sobrepasa a los nUmeros naturales (v.gr.
0.5=1/2). Es maés, si la igualdad se considera una relacién légica, tal como se acostumbra
hacerlo, entonces los principios P2-P5 se podrian reasignar al primer blogue de principios
auxiliares. En suma, estos cuatro principios no son propios de la aritmética e incluso
podrian equipararse con las Nociones Comunes formuladas en el Libro | de los Elementos

en cuanto que abarcan mas alla del dominio original de su axiomatizacion.

Sustraidos los axiomas de la igualdad, en los principios restantes hemos de
encontrar a los endémicos de la aritmética: P1, P6, P7, P8 y P9. Mientras que en la
identificacion de su clase respecto a nuestra caracterizacibn minima de una
axiomatizacion, otra vez sera el uso de en el desarrollo de la teoria de los Principios el

factor determinante para esa catalogacién. De nuevo empezaremos reconociendo su

19 as agrupaciones indicadas originalmente por medio de los signos “.”,”:”, “..”, se sefialaron en la
traduccion con la ayuda de paréntesis. Mientras que el signo “c” de “...es...” fue sustituido por el signo “e”,
el cual ahora es utilizado para representar la relacion de pertenencia. Ademas, en la traduccion se utilizaron

signos para los conectivos méas actuales: la negacién “-* se intercambié por “—”, la conjuncioén “.” se

sustituyo por “A” y la implicacién “O” por “—”. Ademas se recurrio al signo “c” para indicar la relacion de
ser subconjunto cuando el signo “D” es empleado en la formulacion original con ese fin. Por Gltimo, las
letras mayusculas en la traduccion sirven para denominar conjuntos, por ejemplo en el noveno principio se

elimind la condicion de que k sea una clase (“keK”) por medio de la utilizacion de la letra mayuscula “T”.

120



funcion a partir de su formulacion, para luego tratar de confirmarla ofreciendo evidencia

de ella en alguna demostracion.

El principio P1 dice que al primer objeto de la clase de los naturales, es aquel
designado mediante el signo “1”. Es decir, P1 suministra al primer nUmero natural a partir
del cual se obtendran todos los deméas. Mientras que el principio P6 menciona la manera
de seguir generando a la clase N: si el objeto denominado mediante “a” es uno de ellos,
entonces también lo sera “a+1”. Por lo tanto, este par de principios tienen un aspecto
constructivo similar al de los componentes R1 y R2 del postulado del tridngulo aritmético,
pues la finalidad de ambos es la produccion secuencial de los elementos de la clase N. Sin
embargo, el deseo de Peano por desambiguar el lenguaje también alcanzé a lo
“sencuencial” de su construccion de N y a diferencia de Pascal, €l si especificd este modo
de generacion a través de la formulacion de otro par de principios, P7 y P8, cuya funcion

comenzara a develarse a continuacion.

El principio P7 indica que el nimero obtenido mediante P6, a+1, es Unico. Es decir,
todo numero natural es sucedido por uno y s6lo un natural. Expresado con terminologia
maés técnica, el axioma P7 estableceria la inyectividad de la funcion sucesor. Mientras que
el principio P8 reafirma la condicion del 1 de ser el generador de la clase N. Expresado
técnicamente, el axioma P8 estableceria la suprayectividad de la funcién sucesor. Por lo
gue en conjunto, P7 y P8 aseveran que cada namero natural es sucedido por uno y sélo
un natural (P7) distinto a él (P7-P8). En conciso, si acN entonces a#a+1 gracias a estos dos
axiomas**. En suma, ambos principios caracterizan a la secuencia matematica mas famosa,
la de la sucesion de numeros naturales, secuencia en la cual existe un primero elemento
(P8) y en la que cada uno de sus elementos es inmediatamente sucedido por uno y s6lo
uno distinto a él (P7-P8). Por lo tanto, la construccion propiciada por principios P1,P6 y
caracterizada por P7-P8, generaria a la més célebre de las secuencias revistiéndola con la

siguiente notacion: 1,1+1,(1+1)+1,((1+1)+1)+1, (((1+1)+1)+1)+1....

! Intuitivamente, si a=a+1 entonces por P7 a-1=a entonces por P7 a-2=a-1....entonces por P7 1=1+1, lo cual
es un absurdo por P8 .
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El dltimo principio, P9, ocupa un lugar especial dentro de la axiomatizacion de la
aritmética Peano pues ademéas de cumplir con una tarea similar a la realizada por los
anteriores, también realiza las funciones de la otra clase de principios béasicos. Por un lado,
el consecuente de P9 asevera que N es una subclase de cualquier clase T que tenga una
subclase (TnN) afin a los estatutos de construccion de N mencionados en su antecedente.
Es decir, P9 expurga a la clase N de objetos no naturales pues afirma que ella es la
interseccion de todas las clases respetuosas de los postulados P1y P6 e incluso de los
axiomas P7-P8. Por ejemplo, si R fuese la clase de los nimeros racionales mayores que
cero, entonces tendriamos que (P1)1eR, (P6)acR—atleR, (P7)abeR —
(a=b<> at1l=b+1)y (P8) aecR — — (at1l=1). Sin embargo, ni % ni %+1 ni (%2+1)+1 ni... son
numeros naturales. Y P9 expulsa a todos estos intrusos, dado que ellos no estan en toda
clase que satisfaga al resto de los principios de la aritmética. Por ejemplo, no estan en R-
{241, (2+1)+1,..}. Mas adelante cuando sea Dedekind el centro de nuestra atencion,

veremos de nuevo formulada de manera mas directa este modo de segregacion.

Por otro lado, el principio P9 codifica un método de demostracion ya visto en el
tratado de Pascal: la induccién matematica débil. Y con el objetivo de detectar este papel
representado por P9, a continuacion sera reproducida la primera demostracién en los
Principios que hace ese uso de él. Mas aun, esta demostracion ayudara a confirmar la
catalogacién de algunos de los principios previos. La proposicion cuya prueba sera
ofrecida como evidencia a favor de este rol desempefiado por P9, sera la Decimonovena
de la seccion primera titulada “Numeros y Adicion”. Dicha proposicion afirma la cerradura

de la suma, operacién cuya definicion esta dada en la proposicion Decimoctava:
18.abeN .D.a+(b+1)=(a+b)+1. (Peano:1889,p.61)

En la definicion de suma previamente transcrita, la adicion de la unidad, “...+1”, es la
Unica suma cuyo significado se conoce, pues es el sucesor tratado por los principios P6, P7
y P8. Por lo que si se demostrara que “(a+b)” representa también un nimero natural,
entonces la expresion “(a+b)+1” significaria el sucesor de a+b y por consiguiente, la

definicion 18 lograria su cometido al indicar que la suma a+(b+1) equivale al sucesor de
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a+b™. Y Peano demuestra lo requerido para aclarar su definicion de suma en su

proposicion aritmética Decimonovena:

19. a,beN.D a+ beN.

Prueba:a e N.P8:D:a + 1 e N:D:1e[be] Ts. (1)
aeND:i:beNbebe]l] Ts :Dia +beN.PO:D:(a +8) +1:N.PI18 D:a +
(b4 1)eND: b+ 1)e[be] Ts. (2)
aeN.(1).(2) D::1le[be]TsbeN.be[be]Ta:D:b + 1e[be] Ts..([be] Ts)[k]P O
1 NObe]Ts (L50)::0:beN.DTs, (3}
{3).(L 42) :J: a, b ¢ N .. Thesis. (Theor.).

(Peano,1889:19)

En esta deductiva urdimbre de signos, se puede reconocer en su encadenamiento su
parecido, vaticinado por Peano desde el prefacio de sus Principios, con el “procedimiento
de resolucion de ecuaciones”. Es decir, al desembrollar los pasos de esta prueba, se puede
identificar una manipulacion simbdlica tipica del algebra que eventualmente también se
habria de estandarizar, gracias en gran medida al trabajo de Peano, en la logica
matematica. Para mostrar este proceder derivativo con mayor claridad, a continuacién

desembrollaremos a la prueba de original:

(1) aeN Hipétesis

(1Y T={b ] beN AatbeN} Definicién del conjunto T por L57%
(2) aeN —> at+leN P6

(3)atle N Modus Ponens (1)(2)
(4) 1eT Por (1), (3)y L59*

(5) beN A beT Hipétesis

(6) atheN Por (5), L11%, (1)) y L59
(7) atbeN — (at+h)+1eN P6

(8) (a+b)+1eN MP (6)(7)

(9) a+(b+1) = (a+h)+1 P18

(10) (a+(b+1) = (atb)+1 A (atb)+1eN) — at(b+1l) eN P5

(11) a+(b+1)=(atb)+1 A (ath)+1eN Introduccion A (9)(8)
(12) a+(b+1)eN MP (10)(11)

12 Es decir, Peano est4 ofreciendo una definicion recursiva de suma, pues en 18. se postula que x+s(y)=s(x+y)
mientras que en 19. se demuestra que (x+y)eN.

3 Donde L57 es un axioma de comprension para clases (conjuntos):

57.agP .D: [xgla.eK.

Es decir, si a es una proposicion entonces las x que satisfacen a (representadas por el signo “[x&]a”) forman
una clase (un conjunto).

159 aeP D .. xe[xéla = a.

®11.abDa.
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(13) (b+1) e T Por (1°),(12) y L59

(14) (beN AbeT)— (b+1)eT Prueba Condicional (5)(13)
(15) 1eTA((beN AbeT)— (b+1)eT) IA (4)(14)

(16) (LeT A ((beN AbeT)— (b+1)eT)) &> NcT P9

(17) NcT MP (15)(16)

(18) beN — a+beN Por (17), L50' y L59

(19) (aeN — (beN—at+beN)) — ((@eN A beN) — at+beN)  L42 con L9V

(20) aeN—>(beN—a+beN) PC (1)(18)

(21) (@eN AbeN) > atheN Teorema MP (20)(19)

Tal como acontece en el algebra, se puede citar a ciertas reglas (v.gr. leyes de
cancelacién) para legitimar a las derivaciones simbdlicas realizadas en la demostracion de
P19, aunque su seguimiento, como se hace en la prueba original, no requiere de su
mencién. Contrastantemente, Peano tiene mayor meticulosidad en formular a las
proposiciones que explicita (P6, P18, L50,...) o implicitamente (L57, L59,...) utiliza como
respaldo justificativo en su demostracion. Es decir, Peano todavia no expresa con tanta
precisién a los miembros de la otra clase de principios basicos de una axiomatizacion: los
métodos de inferencia. Y esa falta de cortesia hacia ellos, también se manifiesta en el
nombre dado por Peano a su principio P9. El lo llama axioma, cuando también es, un
método de inferencia. Antes de proceder a la defensa de la pertenencia de P9 a la
segunda clase de principios bésicos, expondremos otros miembros de ella usados en la
prueba original de P19 para remarcar la falta de interés de Peano por desambiguar este

aspecto de su lenguaje simbdlico.

En la prueba traducida se identifican tres métodos de inferencia empleados en la de
Peano: Modus Ponens -en (3),(8),(12),(17), (21)-, Introduccién de la Conjuncién -en (11),
(15)- y Prueba Condicional -(14),(20)-. Sean o ,3, d variables proposicionales. La regla de
Modus Ponens (MP), ahora representable mediante el esquema “a, oc—>[3|— B”, es

insinuada por Peano como “a.p:D: &”. Por ejemplo en la prueba original de P19,

%50.ab £K.D.. adb:=:xea.Dy. xeb.

"42.aD.bdc:=.abDc.

Ahora bien, para transformar la doble implicacion de L42 en la implicacion que serd utilizada para el MP
podemos usar L9:

9.a=b.D. adh.
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“aeN.P6:0:a+1eN” indica que “a+leN” se obtiene aplicAndole MP a “aeN” y a “aeN —
a+1leN”. En la prueba traducida, la secuencia deductiva anterior se despliega en los pasos
1.2y Q).

La Introduccién de la Conjuncién (IA), representable ahora mediante el esquema
“o,f |—aAB”, es sugerida en la prueba original simplemente como “a..”. Por ejemplo en la
prueba original, “(1).(2)” sefala la conjuncion del par de proposiciones “lg[bg]Ts” 'y
“beN.be[be]Ts:O.(b+1)e[be]Ts” requeridas para utilizar al principio P9, proposiciones a su
vez extraibles de las cadenas de implicaciones etiquetadas por Peano como (1) y (2)
respectivamente. En la traduccion de la prueba, la secuencia deductiva anterior se

desenvuelve en los pasos (4), (14) y (15).

Por ultimo, la Prueba Condicional (PC) que descarga la hipdtesis a cuando forma
parte de una deduccién de P para concluir a—p, es insinuada por Peano como una
cadena de implicaciones en cuyos eslabones anteriores a {3 figura la hipbtesis descargada
o. Por ejemplo en la cadena de implicaciones (2) de la prueba original, aparece en su
segundo eslabdn la hipotesis “beN.beg[be]Ts” y ya que la conclusion final de esa cadena es
“(b+1)eN” entonces mediante PC se deduce “beN.bglbe]Ts:D.(b+1)eN”. La anterior
secuencia deductiva se muestra en los pasos (5), (13) y (14) de la traduccion. Es mas, el
esquema general de la prueba de la proposicion Decimonovena es revelado en la
traduccion como el de una Prueba Condicional, pues la hipétesis inicial “aeN” finalmente
es descargada en el paso (20) gracias a PC para luego mediante L42 y un MP deducir en

(21) al teorema P19.

La funcion de P9 como expresion de una regla de inferencia se puede verificar en la
prueba transcrita de P19, pues alli hemos de reconocer que ese principio determina a su
plano deductivo. Fijémonos en la prueba expandida de P19 para facilitar nuestro analisis.
A primera vista la labor de P9 desemperfiada en esa prueba no parece discrepar de la del

resto de las proposiciones no demostradas en la axiomatizacion (P1-P8, L1-L66, P18,...). El

'8 Donde Ts es la tesis que quiere ser probada, a saber el consecuente “a+beN”de la implicacion
“a,beNDa+b” , el cual fungird como la propiedad que definira al conjunto “[b&]Ts” sobre el cual se aplicara el
principio P9.
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principio P9 es aseverado en el paso (16) para recibir junto con la proposicién deducida en

(15) la aplicacién de un Modus Ponens mediante el cual se deriva la proposicion en (17):

(15)1eT A ((beN AbeT)— (b+1)eT) IA (4)(14)
(16) (LeT A ((beN AbeT)—> (b+1)eT)) > NcT P9
(17) NcT MP (15)(16)

Por lo que si nuestra revision se quedara sélo en este nivel de observacion, P9 seria
catalogado dentro de la primera clase de principios basicos, la cual esta conformada por
(1.1)proposiciones primeras y (1.2)estatutos de construccion. Bajo este punto de vista, la
tarea de P9 en la prueba no diferiria de la desempefiada por el otro principio de la
aritmética alli presente, P6. Por ejemplo, P6 también es fincado en el paso (2) para ser
luego utilizado junto con la hip6tesis enunciada en (1) para la derivacién en (3) de la
proposicion “a+le N” mediante un Modus Ponens. Es decir, los principios bésicos de la
primera clase fungen como cimiento justificativo para el desarrollo de la teoria. Por lo que
si nuestra inspeccion de la axiomatizacién de Peano prosiguiera, también seguiriamos
corroborando el papel de puntal ejecutado en las demostraciones por los otros principios
de la aritmética, P1'°, P7%° y P8?!, recordando que P1,P6 lo hacen de una manera

constructiva ya discutida.

Sin embargo si nuestro examen se hiciera desde una perspectiva global, es decir no

nada mas enfocandonos en los pasos de la prueba donde P9 aparece o es citado por una

9 Como evidencia de la pertenencia de P1 a la primer clase de principios basicos, podemos citar los
siguientes pasos de la prueba del teorema P11:

1. 2eN

FPrueba:

P1.0: 1eN i

1[a] (P8).0: 1eN.O.14+1eN @)

(1) (2) O 1+1eN (3) (Peano,1889:61)

20 como evidencia de la pertenencia de P7 ala clase de las proposiciones primeras, podemos citar a la
prueba del teorema P17:

17.a,beN .D: a-=b .=. a+1-=b+1.

Prueba: P7.L.21 :D. Theor.

Donde L21 es: a=b .=. -a=-b.

2! como evidencia a favor de la pertenencia de P8 a la clase de las proposiciones primeras, podemos citar
algunos pasos de la prueba del teorema P19 de la seccién segunda “Sobre la sustraccién”:

19.17. a,beN .O: a+b-=b.

Prueba: agN.P8: D: a+1-=1: D: 1¢beg]Ts  (1)...(La prueba continla de acuerdo al método de induccion
matematica delineado en P9)
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regla de inferencia sino fijAndonos en la prueba por completo, entonces otro rol deductivo
de P9 puede identificarse. La proposicién P19 es una implicacion ((aecNAbeN)—a+beN) y
las implicaciones en las matematicas se demuestran frecuentemente a partir de la
asuncion de su antecedente o parte de éste. Peano asi lo hace y empieza su prueba
importando del antecedente de P19 a la hipdtesis “acN” para usar a su consecuente en la
formulacion de la propiedad Ts, a saber “Ts(b) «<» beN A atbeN”. Una vez extraida la

propiedad Ts, la prueba procede de acuerdo a la siguiente trama deductiva:

i.  Mediante la propiedad Ts se especifica al conjunto T en el paso de la prueba (1°)
por medio del axioma de comprension L57.
ii.  Através de los pasos (2),(3) se llega a la conclusion “1eT” en (4).
lii. A partir de suponer “beN A beT” en (5) los siguientes pasos de la prueba
conducen a la deduccion de “(b+l) € T” en (13) para finalmente concluir

“beN AbeT)—> (b+1)eT” en (14).

Concluyo NcT en (17)

Finalmente, en los pasos del (18) al (20) se realizan los preparativos para descargar
la hipotesis inicial y concluir “(aeNAbeN)—at+beN” a través de la regla de la Prueba
Condicional en el paso (21). De este modo, la prueba de P19 sigue una ruta deductiva que
es dirigida por el principio P9: (i) es el punto de partida para llegar a (ii), paso acordado
por la proposicién “1eT” en el antecedente de P9, y luego a (iii), paso en concordancia
con “(xeNaxeT)—>x+1eT)” en el antecedente de P9. Al final, la conclusion inferida no es

otra sino el consecuente del principio P9: NcT.

Ahora bien, para corroborar la funcién como regla de inferencia de P9 podemos
abstraer de la prueba reproducida de P19 al siguiente método de demostracién: Si se
desea probar el cumplimiento de todos los numeros naturales de cierta propiedad Ts

(Tesis), entonces:

i.  Definase al conjunto T mediante el axioma de comprension L57 conformado por
los numeros naturales que satisfagan Ts.

ii. Pruébese que 1eT.
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iil. Pruébese que si (xeNAxeT) entonces x+1eT.

Concluyase que TcN

En el capitulo previo donde se expuso nuestra caracterizacion minima de una
axiomatizacion, se mencion6 que la diferencia entre la primera y segunda clase de
principios no era categodrica. En los Principios se anuncia a P9 como un axioma de la
aritmética y conforme a su funcion puntual en las pruebas, tal estatus deductivo se ratifica
al servir de apoyo a las proposiciones inferidas en ellas. Su antecedente (“1eT A (beN A
beT)—(b+1)eT”) caracteriza a los conjuntos ahora llamados inductivos, mientras que su
consecuente afirma la propiedad del conjunto N de ser subconjunto de todo conjunto
inductivo (NcT). Asi entonces si centramos nuestra revision en el nivel de lo inmediato, P9
formaria parte de los axiomas (proposiciones primeras) de la aritmética, P7 y P8, los
cuales junto con los postulados P1 y P6 (estatutos de construccion), conformarian a los
principios basicos de la primera clase que son propios de esta rama matematica dentro de

esta axiomatizacion.

No obstante, aunque P9 se haya formulado y funcione como un axioma, desde una
perspectiva mas global se revela su uso como método de inferencia pues la insercion del
axioma P9 en una prueba moldea a su plano deductivo. La utilizacién de este principio
obliga el establecimiento del par de propiedades que caracterizan a un conjunto
inductivo: ii. 1eT y iii. (beN A beT)—>(b+1)eT. Una vez probados ese par de atributos del
conjunto T, el método de inferencia codificado en P9 las usa como premisas para concluir
NcT y por consiguiente, todos los naturales satisfacen la propiedad Ts. Que la deduccién
de NcT se realice mediante la regla Modus Ponens, tal como sucede en la prueba de P19,
es simplemente una cuestion circunstancial del aparato l6gico de la axiomatizacién de
Peano. Puesto que dicha maquinaria légica admite un sinnimero de distintas
configuraciones y ya que Peano ni siquiera hace explicitos los engranes en torno de los
cuales giran las inferencias de su axiomatizacién, entonces se carecen de razones
terminantes para rechazar al caracter activo de P9 en la produccion de conclusiones y a su

subsecuente catalogacion como método de inferencia.
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Mas aun, el plano de prueba delineado por P9 es mas importante que su ejecucion.
El seguimiento del plano puede hacerse de un sinnimero de distintas maneras ademas de
la efectuada en la traduccion de la prueba, en la cual se trata de interpretar
correctamente las pistas sobre las reglas de inferencia halladas en la codificacion de la
prueba original. Por ejemplo podriamos emplear para la reelaboracion de las pruebas de
los Principios al sistema de la logica proposicional propuesto por Mendelson, el cual
consta de solo tres axiomas y de la regla de inferencia Modus Ponens?, en lugar de las 43
proposiciones logicas y de las nulas reglas de inferencia explicitadas por Peano. En ese
sistema logico alternativo, en lugar de la regla de Prueba Condicional se puede apelar al
Metateorema de la Deduccién® para probar a las proposiciones cuya forma légica es la
de una implicacion (v.gr. P19). En contraste, remplazar al método de inferencia cifrado en
P9 seria mucho mas complicado si quisiéramos conservar al resto de los postulados
(P1,P6) y axiomas de la aritmética (P7,P8). Al atestiguar esa dificultad se revelara una
semejanza en el entramado deductivo de los Principios de Peano y el Tratado del
Tridngulo Aritmético de Pascal. Antes de hacerlo, brevemente se discutird sobre la
presencia implicita del tercer grupo de principios en la obra de Peano estudiada: las

definiciones.

Debido a que Peano llama a P18 una definicién (de la operacién suma), entonces
dicho nombre podria insinuar la existencia de principios de la tercera clase en su
Aritmética. Sin embargo, en esta obra se hace patente la tendencia de las
axiomatizaciones mas modernas de delimitar el significado de los términos en torno a la
sustentacion o la generacion de inferencias para el desarrollo teorico. En la traduccion de

la prueba de P19, la “definicion” P18 es usada como puntal justificativo en las

2 Sistema presentado en su libro Introduccién a la Légica Matematica. Sus Unicos tres esquemas
axiomaticos son:

lLa—(p—0a)

2.(a—>(B—>¢))>((a—>p)—>(a—9))

3.(=p—>—0)>((=p—>)—>p))

3El Metateorema de la Deduccion faculta la importacion del antecedente “o.” de la implicacion “o—B” para
probar su consecuente “B” y a partir de esta prueba el metateorema asegura la existencia de una prueba de
“a—>B”. Esdecir: o |Bsiysolosi Fa—p
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deducciones que participa, tal como lo muestran sus pasos (9), (11) y (12)*. Es decir, la
“definicion” P18 cumple con el mismo rol en la prueba de P19 que los principios de la
aritmética y las proposiciones primeras logico-conjuntistas alli utilizadas: sirve como
respaldo de las proposiciones derivadas. Es méas, posteriormente se expondra que la
formulacién misma de P18, al especificar el calculo de la suma de manera recursiva,
fomenta el uso del método de inferencia codificado en P9, la induccion matematica débil.
Y si ampliaramos nuestro andlisis hacia el resto de las “definiciones” dadas por Peano,
también constatariamos su funcion de cimiento asertivo para la edificacion de las pruebas.
Por lo tanto, de acuerdo a nuestra caracterizacion minima, las “definiciones” en los
Principios de acuerdo a su uso en el desarrollo de la teoria, serian clasificadas como

principios béasicos de la primera categoria.

Cabe sefialar que la utilizacion de los principios de la tercera clase como principios
basicos (v.gr. proposiciones primeras) no es una peculiaridad de las axiomatizaciones mas
recientes. Recordemos que la definicion euclidiana de namero en VIl.Def.2 puede ser
leida de tal manera que ofrezca su respaldo al modo de razonamiento descomposicion-
recomposicion descrito en el capitulo previo. Es mas, este ejemplo euclidiano podria
sugerir que en las axiomatizaciones mas viejas el significado antecedia a la realizacion de
inferencias: primero hay que comprender lo que es un numero (VII.Def.2) para luego
reconocer que su significado valida tanto a la descomposicion de un ndmero en unidades
como a la recomposicion de unidades en un numero. Es decir, algunas definiciones en las
axiomatizaciones antiguas al especificar el significado de sus respectivos términos
tedricos, implicitamente apoyaban la ejecucion de ciertos modos de razonamiento sobre
los objetos definidos. Mientras que en sus contrapartes mas actuales parece suceder lo

contrario: ahora s6lo se enuncian principios basicos que contienen a ciertos términos

? por comodidad se reproduce de nuevo el extracto de la traduccion para observar la funcion deductiva de
P18:

(9) a+(b+1) = (at+h)+1 P18

(10) (a+(b+1) = (a+b)+1 A (at+b)+1eN) — a+(b+1) eN P5

(11) a+(b+1)=(at+h)+1 A (ath)+1eN Introduccion A (9)(8)
(12) a+(b+1)eN MP (10)(11)
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tedricos, v.gr. “+” aparece en P6-P8 y P19, para luego reconocer que esos principios

implicitamente determinan el significado de sus términos.

Recapitulando, los principios de la primera clase formulados en la axiomatizacién de
Peano son las proposiciones ldgico-conjuntistas (L1-L66, P2-P5); los axiomas (P7, P8, “P9”)
y los postulados (P1,P6) de la aritmética; y las definiciones tanto de operaciones como de
relaciones para los niimeros naturales (suma -P18-, resta, menor que, mayor que,...)*.
Todas estas proposiciones primeras (v.gr. P7, P8) y estatutos de construccion (v.gr. P1,P6,
P18) sirven de respaldo justificativo para el desarrollo de los miembros de la aritmética de
Peano. No obstante, las definiciones de operaciones y relaciones comunmente no se
incluyen dentro de los principios propios de la aritmética puesto que la naturaleza
recursiva de su especificacion puede ser subsumida por tales principios (en especial por P9
como mas adelante sera exhibido con Dedekind). Ademés se argumento que el principio
P9 también expresa un método de inferencia, la induccion matematica debil. Por lo que
sOlo resta por exponer la armonia reinante entre los principios de la aritmética
pertenecientes a la primera clase con este ultimo de la segunda, compaginacion que a su
vez mostrara la importancia de la induccion matematica para la aritmética misma.
Ventajosamente en el capitulo previo ya se brindé el esquema argumentativo para
cumplir con esta tarea cuando se analiz6 a la axiomatizacion del tridngulo aritmético de
Pascal, por lo que ahora solo sera retomado y ajustado a los Principios de la Aritmética de

Peano.

En primer lugar, los postulados P1,P6 de la aritmética posibilitan la construccion de
un conjunto N cuya generacion secuencial es caracterizada por los axiomas P7,P8. Es
decir, hay un primer miembro dado por P1 (“1eN”) mientras que el resto se produce
conforme se itera la ejecucién de P6 (“1+1eN”, “(1+1)+1eN”, “((1+1)+1)+1eN “...), la
cual a su vez esta regulada por P7 y P8. Por lo que al agregarle a los postulados de la

aritmética la regla de induccién matematica formulada en P9, la axiomatizacion adquiere

® 1.abeN.D: b—a=N[xg(x +a=b). [Definicion Resta]
2.a,beN.Dra<b.=.b—a—=A. [Definicion relacién “<”
3.a,beN.D:b>a. = .a<bh. [Definicion relacion “>"]
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una poderosa herramienta deductiva cuya operacion es facilitada por la construccion
secuencial de los nimeros naturales: para demostrar algo sobre ellos, basta con seguir los

tres pasos del método de inferencia codificados en P9 que fueron previamente descritos.

Mas aun, la naturaleza recursiva de algunas definiciones formuladas por Peano,
favorece el seguimiento del método de inferencia delineado en el principio P9. Como
ejemplos de este modo de especificacion, ademéas de la suma (P18) podemos citar al

siguiente par:
Multiplicacion
l.aeN.D.ax1~=a.
2.a,beN.D.ax(b+1l)=axb+a.ab=axh. (Peano,1889 via 1979: 71)
Potencia
l.acN.D.a'=a.
2.abeN. D™ =a", (Peano,1889 via 1979: 74)

Ahora bien, el modo recursivo de especificacion de estas operaciones, estad en
sintonia con el caracter secuencial de generacion para la clase N ya discutido y para
notarlo, basta con leerlo en sentido inverso. Es decir, ambos comienzan indicando lo que
pasa para un primer elemento (v.gr.“1”) para luego sefialar el proceder para cada préximo
elemento (v.gr. “b+1”) a partir de quien le antecede (v.gr. “b”). Por lo tanto, esta clase de
definiciones permiten plantear de nuevo una téctica deductiva para seguir a la induccion
matematica formulada en P9, tal como la delinearemos para establecer la conmutatividad
de la multiplicacién (proposicion P7 en la seccion 4 de los Principios). Nuestra meta es
probar para cualquier a,beN se cumple que ab = ba. Tras la consecucion de nuestro

objetivo podemos seguir los siguientes pasos:

I.  Definase respecto al nUmero natural a la clase T={b]beN A ab=ba} mediante
L57.
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ii.  Aprovéchese la base de la recursion de la multiplicacion, i.e. axl=a, para
probar que 1eT. %
iii.  Utilicese la clausula recursiva de la definicion de multiplicacion, i.e.

ax(b+1)=(axb)+a, para probar que axb=bxa implica ax(b+1)=(b+1)xa.

~.Infiérase gracias a P9 que NcT, es decir, para cualquier numero natural a se

cumple que para todo b, ab = ba.

Por lo que gracias al caracter secuencial de la construccién de la clase de los
naturales y de las definiciones de algunas operaciones, con la anexién del método de
inferencia delineado por P9 a la axiomatizacion de la aritmética de Peano se obtiene una
mecanizada y poderosa herramienta deductiva alli usada para probar propiedades acerca
de los naturales, sus clases y sus operaciones, entre las cuales podemos mencionar a las

siguientes como muestra de los miembros de la teoria en esa obra desarrollada:
Seccién 81 (Suma)
23.a,b,ceN.D.a+(b+c)=a+b+c.
25.a,beN.D.a+b=b+a. (Peano,1889 via 1979: 63-4)
Seccion §2 (Sustraccion- relacion de orden)
18.aeN.D:a=l. u.a>1.
23.a,beN:D:a<b.u.a=b.u.a>h. (Peano,1889 via 1979: 67-8)
Seccién 83 (Méaximos-minimos)

3.neN.acKN.a-=A.a3>n=A:D.Mage N. (Peano,1889 via 1979: 71) 2t

% Siendo deductivamente mas cuidadosos, debemos confesar gue este paso es un poco mas complicado de
establecer. En congruencia con el rigor por Peano ensefiado, para establecer la igualdad entre ax1y 1xa,
tenemos que realizar una induccion matematica sobre a, tal como se hace en los Principios donde se
demuestra por induccion en 8§4.5 que para todo nimero natural a, se cumple que 1xa=a.

" Traduccion de §3.3: Si A es una subclase no vacia acotada de N, i.e. existe neN tal que para todo xeA no
se cumple gue x>n, entonces su elemento maximo es un nimero natural. En resumen la prueba es una
induccién matematica débil sobre n: (i) si A esta acotada por n=1, entonces 1 es el maximo en Ay por P1,
1eN. Luego, supongamos se cumple la proposicién para n=k y planteemos que el natural k+1 acota a A. Si
k+1 es el maximo, entonces el maximo de A pertenece a N. Mientras que si m<k+1y m es el maximo de A,
entonces por hipotesis inductiva m pertenece a N.
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Seccion 84 (Multiplicacion)

3.a,beN.D.abeN.

4.a,b,ceN.D.(a+b)c=ac+bc.

7.a,beN.D.ab=ha.

15.a,b,ceN.D. a(bc) = abc. (Peano,1889 via 1979: 71-5)

Seccion 85 (Potencia)

3.abeN.D.a"¢N. (Peano,1889 via 1979: 75)

Seccién 86 (Division)

36.a,b e N.D. 3D(a,b) =3D M3D(a,b). (Peano,1889 via 1979: 79) %

En segundo lugar, la regla de inferencia codificada en el principio P9 obtiene la
garantia de sus resultados deductivos cuando se asocia con los postulados P1 y P6. La
conclusion de la regla expresada en P9, a recordar NcT, se asienta en la generacion
secuencial de la clase de los numeros naturales gracias a P1 y P6. Dicho respaldo
constructivo puede hacerse manifiesto al poner en correspondencia a los pasos ii. y iii. de
tal método de inferencia con los postulados P1 y P6. Al realizar tal cotejo podemos ver
que la manera en que se transmite la propiedad Ts del primer elemento (Ts(1)) hacia sus
sucesores (Ts(x)—Ts(x+1)), coincide con la manera descrita por los postulados en que se
va construyendo al conjunto (clase para Peano) de los numeros naturales. Por lo tanto, la

validez del método de inferencia en P9 parece radicar en los estatutos de construccion del

conjunto de los numeros naturales.

% peano alude en su proposicién 86.36 al problema VII.2 ya expuesto sobre el computo del maximo comin
divisor. En particular, en la proposicion §6.36 se prueba tal como hizo Euclides después de haber expuesto
su procedimiento de restas sucesivas, que el maximo comun divisor realmente es el maximo divisor de a y
b. Ladiferencia radica en que Peano demuestra mediante una induccion matematica débil, que todo
divisor de a, b -“D(a,b)”- divide a su maximo comun divisor -“ M3D(a,b)”-, mientras que Euclides muestra a
través de una reduccion al absurdo la inexistencia de un divisor mayor al obtenido a través de su
procedimiento de restas sucesivas. Y esta discrepancia muestra el caracter constructivo de la solucion dada
por Euclides para el calculo del maximo comun divisor, en contraste con la naturaleza asertiva en Peano
quien en su teoria so6lo afirma la existencia del maximo comun divisor en la proposicion §6.35.

Por otro lado, en los Principios gracias a la operacion de division cuyas propiedades y relaciones son
desarrolladas en su sexta seccion, luego se introducen a los nimeros racionales (§7) junto con el
establecimientos de varias de sus propiedades para después a través de las clases de racionales, definir a los
reales (“cantidades” salvo el cero y el infinito) como los limites superiores de ellas (§8).
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Sin embargo, para ratificar la concesion de la validez al método codificado en P9 por
los postulados P1 y P6 ademéas se requeriria la posesion de alguna nocién del orden
tipico® de los nimeros naturales, puesto que el caracter secuencial de la generacién de N
aludido para basar las inferencias obtenidas a través de P9 en P1y P6, a suvez parece
montarse sobre este concepto. Es decir, para lograr embonar a P1-P6 con los pasos de P9
al menos se debe tener una concepcién del orden que sostenga tanto la existencia de un
primer niumero natural ( P9.(i) ~ P1) como la de un tnico niumero natural inmediatamente
mayor a cada uno de ellos ( P9.(i) ~ P6). Asi entonces, un circulo vicioso parece
presentarse en esta evaluacion positiva de la configuracion de los postulados P1,P6 con el
método de inferencia en P9, jpuesto que ella emplea un concepto (orden tipico de los

naturales) sujeto a la revision !

Resulta comun que a una axiomatizacion, v.gr. la del tridangulo aritmético de Pascal o
la de la aritmética de Peano, le precedan ciertos esbozos tedricos o nociones intuitivas,
v.gr. las combinaciones y el orden tipico de los naturales, que incluso figuran en las metas
perseguidas en su elaboracion misma, v.gr. su unificacion 0 su representacion
linglisticamente depurada. Por lo que si se critica la validez otorgada por P1y P6 al
método en P9 por cometer una peticién de principio, entonces dicha descalificacion en
realidad apuntaria hacia una de las razones de ser de esta axiomatizacion, e incluso esta
objecion también alcanzaria el origen y finalidad de varias ellas. Mientras que tal
desacreditacion a estas alturas del presente escrito, carece no solo de sustentacion sino
también de sentido a menos que sirva para resaltar la asistencia proporcionada por otros
principios de la axiomatizacién en la caracterizacion de lo pedido, tal como a continuacién

serd insistido.

Con tal de inhibir las aprensiones sobre la viciosa circularidad sefialada en nuestro
reconocimiento de la validez otorgada por los postulados P1 y P6 al método de inferencia

en P9, podemos recurrir a los axiomas P7 y P8 para hallar en ellos asentada una nocion

%°E| calificativo de tipico es usado para contrastarla con la infinidad de maneras distintas en que se puede
ordenar al conjunto de los nimeros naturales, como las dos siguientes:

2<3<4<b<b<7< ... <1

2<4<6< ... <1<2<3<....
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de orden que las cancele. Por un lado, el axioma P8 al rechazar la suprayectividad de la
funcién sucesor reafirma la condicion de generador del 1 y por consiguiente, confirma su
posicion primera en la construccién del conjunto de los naturales. Por el otro, el axioma
P7 al establecer la inyectividad de la funcidn sucesor asevera que cada natural es sucedido
por uno y solo un natural, fincando de esta manera la infinita secuencia creciente de
numeros naturales: 1,1+1,(1+1)+1, ((1+1)+1)+1,...Asi entonces, los axiomas P7, P8
caracterizan a la funcién sucesor en conformidad con la nocién requerida del orden tipico
de los naturales y por consiguiente, estos principios convalidan la evaluacion satisfactoria

de la asociacion de los postulados P1,P6 con el método de inferencia delineado en P9.

Mas aln, para corroborar la asistencia brindada por los axiomas P7,P8 a la
asociacion de los postulados P1,P6 con el método de inferencia expresado en P9,
podemos con la ayuda de los primeros afianzar la garantia constructiva ofrecida por los
segundos a los productos deductivos obtenidos mediante la regla formulada en el tercero.
Es decir, la conclusion NcT deducida de las premisas ii.1€T y iii.xeTAxeN—x+1eT esta
basada en los postulados P1, P6 mientras que ese respaldo se puede mostrar a través de

los axiomas P7,P8 de la siguiente manera :

Sea x,eN y supongamos el antecedente de P9, es decir ii.leT vy
iii.(xeNAxeT)—>x+1eT. Para mostrar la validez de la conclusion de P9 se debe ensefiar que
XneN. Luego por el proceso de generacion de los naturales tenemos que x,=1 por P1 o
Xn=Xn-1+1 con Xn.1€N por P6. Ahora bien, si x,=1 entonces por la premisa ii. de la induccién
tenemos que x,€T; mientras que Si X,=Xn,.1+1 con X,.1€N, entonces XneT 0 Xn&T. Si XneT
ya acabamos y por consiguiente supongamos que X, T. Debido al reciproco de la premisa
iii. de la induccién, tendriamos que xn.1&T con Xp#Xn-1 pOr P7. Asi entonces, si repitiéramos
reiteradamente el argumento anterior siguiendo la disyuntiva Xp-mtlgT—>Xnma1gT
entonces la sucesion decreciente Xp> Xp.1 >...> Xpom> Xn-m-1>... debe terminar por P8, pues
antes de 1 no existe otro natural z tal que z+1=1. Es decir, la sucesion decreciente en el
peor de los casos debe acabar en 1: Xp> Xp1 >...> Xpm> Xn-m-1>...>1. Y en el fin de esta

secuencia podemos invocar a la premisa i.1eT 0 a la premisa ii.xeT—>x+1leT para
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manifestar el absurdo de seguir la disyuntiva de la secuencia Xp> Xp-1 >...> Xn-m> Xn-m-1>....
Por lo tanto, x,€T y en consecuencia NcT. Asi entonces, la construccion del conjunto de
los naturales formulada por los postulados P1,P6 y caracterizada como una construccion
secuencial por los axiomas P7,P8 respalda a las conclusiones arribadas a través del

método de inferencia codificado por P9.

En resumen, tal como aconteci6 en la axiomatizacion del tridngulo aritmético, en la
obra estudiada de Peano la configuracion de sus postulados (P1,P6) con su método de
inferencia de induccion matematica (P9) provee de un poderoso y véalido medio para
justificar propiedades de sus constructos. Expresado de manera cifrada, al unir los
postulados (R o P1,P6) con el método de inferencia de induccion matematica (IMP o P9) la
constitucion (del triangulo aritmético o clase N) se justifica, mientras que al asociar el
método de induccion matematica con los postulados la justificacion (las pruebas
obtenidas por induccién débil) se constituye. Juntos ganan y separados pierden su
atractivo para la conformacion de este par de axiomatizaciones. Y si en los Principios y en
el Tratado del Triangulo Aritmético esta reunion resulta provechosa, precisamente es
porgue ambas se inspiran en mayor o menor medida en los numeros naturales y porque
ambas desembocan con menor 0 mayor precision en su concepcion axiomatica fincada en

su aqui llamada naturaleza secuencial.

A continuacion expondremos brevemente la respuesta ofrecida por Dedekind de
Qué son los numeros para otra vez identificar semejanzas estructurales con la
axiomatizacion del triangulo aritmético de Pascal. Mas aun, esa obra de Dedekind nos
ayudara a seguir dilucidando al modo secuencial de construccién reconocido en las

axiomatizaciones de Pascal y Peano, pero sobretodo dado que es un objetivo de la

% para dar una garantia mas soliday demostrar a partir de los postulados P1,P6 la validez del método de
induccién matemaética delineado por P9 en lugar de s6lo mostrarla, se requeriria de una caracterizacion
mas precisa de la nocién intuitiva del orden tipico de los naturales que la ofrecida por P7 y P8. La propiedad
del orden tipico de los naturales que ahora se utilizaria para realizar la demostracion es la del buen orden,
i.e. no solo el conjunto N sino todo subconjunto de N tiene un primer elemento. No obstante, los postulados
P1,P6 con ayuda de los axiomas P7,P8 aportan la construccion secuencial de los naturales que ofrece un
firme respaldo de las inferencias realizadas de acorde a P9 con respecto al contexto I6gico-epistemolégico
de la axiomatizacion de Peano.
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presente tesis, nos servird para determinar con mayor precision la relacion de los nimeros

naturales con la induccion matematica.

3.2 Qué son los numeros segun Dedekind

Richard Dedekind (1831-1916) fue un matematico alemdn con notables
aportaciones en el algebra, el analisis, la l6gica, la teoria de nimeros y de conjuntos. Su
obra puede calificarse como consolidativa ya que principalmente ha servido para
sistematizar al conocimiento en estas distintas areas de las matematicas. Quizas sus
contribuciones conceptuales més famosas sean sus cortaduras®' para el anlisis y sus
ideales® para el algebra y la teorfa de nimeros. Con las primeras brindé un fundamento
no geometrico para los nameros reales y su propiedad de continuidad, mientras que con
los segundos extendid a la nocion de divisibilidad monténdola sobre estructuras
algebraicas. En el desenvolvimiento tedrico de ambos conceptos destaca el uso de la
l6gica y la teoria de conjuntos, el cual también sobresaldra en la respuesta dada por
Dedekind en su ¢Qué son y para qué sirven los nimeros? ( Was Sind und was sollen die

Zahlen?), libro cuyo analisis constituye el objetivo de este apartado.

Los numeros naturales ocuparon un lugar fundamental dentro del proyecto de
sistematizacion de las matematicas planteado por Dedekind. Por ejemplo, él baso la

continuidad de los nimeros reales sobre sus cortaduras®, mientras que a éstas las definié

%! | a definicion de una cortadura formulada por Dedekind es la siguiente:

Si ahora cualquier separacion del sistema R [i.e. el conjunto de los nimeros racionales] en dos clases A;,
A, es dada con la propiedad caracteristica de que cualquier nimero a; en A; sea menor que todo ndmero a;,
en A,, entonces concisamente llamaremos a tal separacion un corte [Schnitt] y la designaremos mediante
(AL, A). ( Dedekind 1872 via 1963: 12-3)

? La definicién de un ideal dada por Dedekind en 1877 es la siguiente:

Nosotros llamaremos un ideal a cualquier sistema [ahora conjunto] m de nimeros en el dominio o [ahora
anillo] que satisfaga las propiedades:

I. La sumay diferencia de cualquier par de nimeros en m también esta en .

I1. Cualquier producto de un nimero en el sistema m por un numero en el sistema o es igual a un nimero
en el sistema m. (Dedekind 1877 via 1996: 96)

Intuitivamente, un ideal (principal) puede pensarse como el conjunto de todos los multiplos de cierto
namero r, por lo que la propiedad |. indicaria la cerradura para la suma/resta de los multiplos de r, mientras
que Il. sefialaria su cerradura para la multiplicacion de sus maltiplos por cualquier otro nimero. Mientras
que una motivacion detras de su creacion, puede hallarse en la extension del teorema fundamental de la
aritmética para los nimeros enteros algebraicos, es decir nimeros que son raices de polinomios con
coeficientes enteros cuyo coeficiente del término de mayor grado es igual a uno.
% Encuentro la esencia de la continuidad...en el siguiente principio:
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como particiones del conjunto de nameros racionales. Luego cada numero racional lo
identifico con un par de nimeros enteros y finalmente, a cada uno de estos Ultimos como
un par de nimeros naturales*. Por lo que afianzar a la base de esta estructura
conceptual, los numeros naturales, era una objetivo favorable para su sistematizacion del
analisis®. Y Dedekind asf lo hizo en su respuesta a ¢Qué son... los nimeros?, obra desde

cuyas primeras lineas revela sus intenciones cimentadoras:

En la ciencia nada que se pueda probar debe ser aceptado sin una prueba. A pesar de
lo razonable que parece esta demanda, todavia no puedo considerarla como satisfecha
ni siquiera por los métodos mas recientes para el establecimiento de los fundamentos
de la ciencia mas simple; es decir aquella parte de la légica que trata sobre la teoria de
nameros. (Dedekind, 1888 via 1963:31)

Mas aun, el objetivo perseguido por Dedekind no es sélo fundamentar la ciencia de
los nimeros, sino hacerlo exclusivamente sobre la I6gica, es decir mostrar “el concepto de
nimero” como “un resultado inmediato de las leyes del pensamiento” (Dedekind, 1888 via
1963:31). En particular, es “la habilidad de la mente de relacionar cosas con cosas, de hacer
gue a una cosa corresponda otra cosa, 0 de representar una cosa con otras cosa, habilidad

sin la cual es imposible razonar”, el “Gnico e indispensable fundamento” sobre el cual

“Si todos los puntos de una linea recta encajan en dos clases tales que cualquier punto de la primera esté
a la izquierda de todo punto de la segunda, entonces existe uno y s6lo un punto que produce esta division
de todos los puntos en dos clases, este punto cortaria a la linea recta en dos porciones”.
(Dedekind, 1872 via 1963:11)

# Una resefia de esta secuencia de generacion puede revisarse en Sieg-Schlim (2005).
% Algo similar también puede decirse del algebra, pues finalmente las estructuras algebraicas por Dedekind
definidas (campos, médulos, ideales,...), son abstracciones conjuntistas de los nimeros naturales, sus
operaciones (sucesor, suma, multiplicacién...) y sus extensiones (enteros, racionales, enteros algebraicos...)
obtenidas por estas operaciones y sus inversas (resta, division,...). En Ferrerios (2007),, se puede revisar el
papel fundamental ocupado por los nimeros naturales en la sistematizacién hecha por Dedekind del
algebra, sistematizacion de las matematicas puras (algebra-aritmética-andlisis) cuya metodologia por él es
resumida de la siguiente manera:
1. La aritmética deberia desarrollarse desde si misma [Dedekind 1872, 321] evitando elementos foraneos
y medios auxiliares -la nocion de la magnitud en el caso de los reales, los polinomios en el caso de los
ideales-.
2. Cuando se introduzcan nuevos elementos, estos deben ser definidos con base en las operaciones y
fendmenos que pueden ser hallados en los “elementos aritméticos” previamente dados: la aritmética de Q
en el caso de los reales, la aritmética de C en el caso de los ideales.
3. Las definiciones nuevas deben ser completamente generales, aplicandose “invariantemente” a todos los
casos relevantes: uno no deberia definir algunos reales como raices, otros como logaritmos, etc. y uno no
deberia utilizar diferentes medios tedricos con tal de determinar los factores ideales en diferentes casos,
tal como Kummer (como resultado de su enfoque y orientaciones distintas) hizo.
4. Las definiciones nuevas deben ofrecre una fundamentacién sélida para la estructura deductiva de la
teoria entera: ellas tienen que permitir definiciones correctas de las operaciones de los nuevos
“elementos”, y la demostracion de todos los teoremas relevantes (véase también [Lipschitz 1986,65]).

(Ferreiros, 2007: 103)
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segln su “juicio debe ser toda la ciencia de los nimeros establecida” (Dedekind, 1888 via
1963:32). Mientras que para articular tedricamente este fundamento, él recurre al
concepto de sistema de cosas, el cual es formulado de la siguiente manera:

1. ...una cosa es cualquier objeto de mi pensamiento. (Dedekind, 1888 via 1963:44)

2. Frecuentemente sucede de que diferentes cosas a, b, c,.... por alguna razén pueden

considerarse desde un punto de vista comun, pueden asociarse en la mente y decimos

que forman un sistema S; llamaremos a las cosas a,b,c,... elementos del sistema S,
(Ibid.:45)

Por lo que los sistemas de Dedekind corresponden a las clases de Peano y ambas
nociones, ahora las podemos identificar con los conjuntos. Y una vez aclarado lo que se
entiende por sistema, Dedekind ya puede especificar a la habilidad l6gica sobre la cual

sustentara a la aritmética:

21. Definicion. Por transformacion [Abbildung] ¢ de un sistema S entendemos una
ley de acuerdo a la cual para cualquier elemento determinado®® s de S le pertenece
una cosa determinada que es llamada el transformado de s y es denotada por ¢(s);
decimos también que ¢(s) corresponde al elemento s, que ¢(s) resulta o es producido
de s por la transformacién ¢ , que s es transformado en ¢(s) por la transformacién ¢.
(Dedekind, 1888 via 1963:50)

Bajo nuestra caracterizacibn minima de una axiomatizacion, las dos primeras
enunciaciones se agruparian bajo la clase de las definiciones dado que su funcién es
clarificar el significado de los términos “cosa” y “sistema [de cosas]”. Es decir, ellas no
afirman ni la existencia ni propiedades de los objetos definidos y tampoco indican o
validan a su construccion. Es mas, para constatar su catalogacion, este primer par de
definiciones (tres si contamos “elemento de”) se pueden contrastar con algunos
principios de la primera clase enumerados por Dedekind concernientes a los sistemas

como las siguientes:

2. El sistema S es igual al sistema T, en simbolos S=T, si todo elemento de S es
también un elemento de T, y todo elemento de T es también un elemento de S.
(Dedekind, 1888 via 1963:45)

3. Definicién. Un sistema A se dice parte del sistema S, cuando todo elemento de A es
también un elemento de S...esto lo expresaremos concisamente mediante el simbolo

A5S [i.e. A3S equivaldria a Ac S] (Ibid.:46)

% para Dedekind una “cosa esta completamente determinada por todo aquello que se puede afirmar o
pensar acerca de ella” (Dedekind, 1888: 44)
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6. Definicion. Un sistema A es una parte propia [echter] de S, cuando A es parte de S
pero es diferente de S. (Ibid.:46)

8. Definicion. Por el sistema compuesto de los sistemas A,B,C,... denotado mediante
IM(AB,C,...) nos referimos al sistema cuyos elementos estan determinados por la
siguiente prescripcion: una cosa es considerada un elemento de 9(A,B,C,...) si y sélo
si es elemento de uno de los sistemas A,B,C,....[i.e. si A,B,C,... son sistemas entonces
existe el sistema 9M(A,B,C,..)=AuUBUC..]

(Ibid.:46-7)

17. Definicién. Por la comunidad [Gemeinheit] de los sistemas A,B,C, ... entendemos

al sistema S(A,B,C,..) que consiste de todos elementos comunes g de A,B,C...[i.e. si

AB,C,... son sistemas entonces existe el sistema G(A,B,C,.) =AnB N Cn..]
(Ibid.:48)

Mientras que para confirmar la pertenencia de los anteriores principios a la primera

clase, podemos citar a los siguientes teoremas apuntalados sobre ellos:

4. Teorema. A>A , a razén de (3).

5. Teorema. Si A3B y B3A, entonces A=B.
La prueba se sigue de (3), (2).

7. Teorema. Si... A3B y BaC, entonces A j C y A es una parte propia de C, si A es una
parte propia de B 0 B es una parte propia de C.
La prueba se sigue de (3), (6). (Dedekind, 1888 via 1963:46)

9. Teorema. Los sistemas A,B,C,... son partes de 9t(A,B,C,...). La prueba se sigue de
(8), (3).

13. Teorema. Si A se compone de cualquiera de los sistemas P,Q,.. entonces

As M(P,Q,...). [esto se sigue de (8), (3)] (Ibid.:47)
18. Teorema. Cualquier parte comun de A,B,C,... es parte de S(A,B,C,..). La prueba se
sigue de (17). (Ibid.:49)

Notese que todas estas “definiciones” nombradas por Dedekind, (3), (6), (8), (17) y
(21), pueden clasificarse como principios de la primera clase bajo nuestra caracterizacion.
De las cuatro primeras ya se indicO su uso justificativo en los teoremas previamente
enumerados, mientras que la definiciobn fundamental (21) de “transformacion [de un
sistema]” a su vez es utilizada en el sostén de algunos otros como el par reproducido a

continuacion:

22. Teorema. Si A3B, entonces A’>B’ [donde S’=¢(S) ¥’ mientras que esta
proposicion se sigue de (3) y (21)] (Dedekind, 1888 via 1963:51)

%" para conveniencia, ... para la transformacién arbitraria ¢ del sistema arbitrario S , denotaremos a los
transformados de los elementos s y de las partes T respectivamente mediante s” y T °. (Dedekind, 1888:50-1).
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24. Teorema. El transformado de cada parte comin de A,B,C,..., y por consiguiente de

la comunidad G(A,B,C,..) es parte de G(A’,B’,C’,..). [esta proposicidn se sigue de (18),

(1) y (22)] (Ibid.:52)

Esta observacion sobre el uso justificativo de estas definiciones se puede sostener
también sobre el resto de las aparecidas en el (Qué son...los nimeros?, tal como lo
mostraremos con algunas otras que son determinantes para la respuesta de Dedekind a
esta interrogante. Curiosamente, todos los principios por él nombrados los llama
“definiciones” mas nunca postulados ni axiomas, peculiaridad que puede rememorar al
Libro VII de Euclides. Y si en ese monumento clasico en el capitulo anterior
obstinadamente tratamos de reconocer principios basicos en algunas de sus definiciones,
v.gr. en VIl.Def.2, ahora no sélo lo hemos hecho parcialmente sino afirmamos que todas
las “definiciones” explicitamente enunciadas como tales por Dedekind, tienen un uso
justificativo caracteristico de los principios de la primera clase. Independientemente de
que en ambos desarrollos aritméticos algunas o todas sus definiciones desempefien el
papel de respaldo deductivo, cabria preguntar, por qué sus correspondientes autores
decidieron sélo nombrar “definiciones” y no “postulados” , entendidos estos ultimos a la

usanza aristotélica como hipétesis de las ciencias particulares.

Para responder a esta ausencia de una formulacion de postulados aritméticos,
tentativamente se podria apelar a cierta nocion de generalidad inherente a los nimeros
naturales, para tratar de explicar por qué pueden prescindir de ellos. No obstante ante la
complejidad de la catedral euclidiana, por prudencia nos abstenemos de sustentar una
respuesta de esta indole a este cuestionamiento. Sin embargo, si nos atreveremos a
sostenerla para Dedekind puesto que, a nuestro parecer, contamos con la cantidad

suficiente de evidencia para que la explicacién sugerida al menos luzca verosimil.

En el pronunciamiento con el que inaugura su ¢Qué son...los numeros? , Dedekind
ademas de avisar que va a fundamentar al concepto de numero sobre la habilidad I6gica
de la transformacion, también lo declara “independiente de las nociones o intuiciones del
espacio y el tiempo” (Ibid.:31). Por otra parte, usualmente se ha tratado de situar el

origen de los principios de la primera clase para la geometria y la aritmética en nuestras
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nociones o intuiciones del espacio y del tiempo, costumbre mayoritariamente inspirada en
la Estética Trascendental de Kant. Por lo que la afirmacion de independencia y la falta de
nombramiento de axiomas o postulados para la aritmética realizadas por Dedekind,
pueden en conjunto interpretarse como su deseo filoséfico por liberar de las restricciones
espacio-temporales a los nimeros naturales asentandolos sobre nuestra razén misma>®. A
favor de esta motivacion, se puede sefialar que no sélo los objetos procedentes del
espacio-tiempo pueden ser contados u ordenados mediante los nimeros naturales. Es
decir, el dominio de aplicacion del concepto de numero es mas general que nuestras
intuiciones espacio-temporales, mientras que su extension dependeria de los limites de
nuestro pensamiento al proveernos este de todas las cosas por ser contadas u ordenadas.
Y si la l6gica trata sobre “las leyes del pensamiento”, entonces la l0gica pareceria ser la

responsable de delimitar a la aritmética.

Mas aun, si la facultad mental de relacionar cosas con cosas, i.e. de transformarlas,
subyace a los procesos de contar y ordenar, entonces la l6gica no sélo serviria para
delimitar sino también para conformar a la nocion de nimero natural. Mientras que la
otra capacidad de nuestro pensamiento mentada por Dedekind, la de asociar en nuestra
mente cosas para constituir un sistema, nos suministraria de las multitudes por ser
contadas u ordenadas. Por lo tanto, sobre este par de habilidades pareceria viable fundar

a la aritmética y asi consumar su independencia del espacio-tiempo.

Ahora bien, Dedekind articula teoGricamente este par de habilidades del

pensamiento formulando una serie de principios primeros® para los sistemas (ahora

% De igual modo se pueden interpretar a la formulacion de las cortaduras como el deseo de Dedekind de
liberar de nuestras intuiciones espacio-temporales (geométricas) a la propiedad de continuidad de los
numeros reales. Un argumento mas extendido sobre el “anti-kantianismo” en el logicismo de Dedekind se
puede hallar en Ferreiros (2007), lugar en donde a su vez se hace la siguiente advertencia:

Pero la misma reaccién de Dedekind [vs Kant], como la de Frege, todavia pertenece al marco general
kantiano. La tendencia hacia la abstraccion refuta la tesis sobre lo intuitivo liberando a las matemaéticas de
su enlace con la intuicién. Si todavia creyéramos, con Kant y Leibniz de por medio, que las matematicas
puras son a priori, sélo quedaria la posibilidad de adscribirles un origen légico. Asi entonces, se retomaria
la tesis de Leibniz acerca de que las proposiciones matematicas son “verites de raison”.
(Ferreiros, 2007: 244)

% Anteriormente ya se reprodujeron algunos de ellos, v.gr. el ahora llamado axioma de extension: 2. S=T
—VX(xeS«<> xeT). Es decir, en Qué son los nimeros ya podemos hallar algunos de los principios basicos o
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llamados conjuntos) sin importar que por la motivacién filoséfica sefialada, hayan sido
disfrazados como “definiciones”. Lo cual puede parecer sorprendente, ya que era la Idgica
y no la teoria de sistemas (conjuntos) la que se perfilaba como la responsable de
fundamentar a la aritmética. Sin embargo, esta cimentacion de las habilidades
transformadora y asociativa sobre primeros principios de sistemas, en realidad revelaria
que para Dedekind, la teoria de sistemas (conjuntos) forma parte de la l6gica. Recuérdese
que para €l los elementos de los sistemas son objetos de nuestro pensamiento y léase
gue “un sistema S como objeto de nuestro pensamiento también es una cosa” (Ibid.:45),
para confirmar que para este matematico aleman, los sistemas pertenecen al campo de

la ciencia encargada de estudiar a las leyes del pensamiento, la légica.

Repantigados en nuestra ubicacion historica, sin duda le podemos reprochar a
Dedekind no haber articulado con mayor precision este par de habilidades del
razonamiento sobre su teoria de sistemas (conjuntos). Por ejemplo, se le puede criticar
no haber enunciado un axioma de comprension, como si lo hizo Peano en L57, para
sustentar a la capacidad asociativa responsable de constituir a los sistemas a partir de las
cosas. O se puede denunciar a Dedekind por haber dejado indeterminado lo que es una
transformacion, pues ahora para nosotros ella también seria un sistema (conjunto). Sin
embargo, incluso en nuestra comoda posicién historica, seria muy complicado tratar de
disociar a la légica de la teoria de conjuntos. El paralelismo entre conectivos I6gicos y
operadores conjuntistas (ya sefialado por la repeticion de simbolos en Peano, ver nota 9);
el axioma de comprension acotado a conjuntos® en la teoria de Zermelo-Fraenkel y la
teoria de modelos entre otras razones, ahora podrian ser citadas para afianzar la

comunidn entre la légica y la teoria de conjuntos.

las motivaciones detras de su formulacion (v.gr.el axioma del infinito) de la axiomatizacién de la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel.
0 Informalmente, este axioma afirma que si x es un conjunto y ¢ una formula bien formada, entonces ¢(x)
€S un conjunto que a su vez es un subconjunto de x. Esta principio normalmente es llamado axioma de
subconjuntos o de separacién y fue originalmente formulado por Zermelo as:

Axioma Ill. Siempre que una funcién proposicional €(x) esté definida para todos los elementos

del conjunto M, M poseera un subconjunto M& cuyos elementos precisamente seran los x en M

para los cuales €(x) sea verdadera. (Zermelo, 1908 via 2010:195)
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Por lo tanto, el desarrollo hecho por Dedekind de los nUmeros naturales y sus
operaciones a partir de la formulacion de principios primeros para los sistemas, aunque
pueda tener ciertos huecos deductivos, no se aleja de su objetivo de mostrar “a la
aritmética como parte de la légica” y asi asegurar la generalidad del concepto numero
natural. Es més, hoy en dia resulta mas dificil negar que en el siglo XIX, la intima relacién
existente entre la logica y la teoria de conjuntos. Mas auln, el desvio de esta meta luce
menos plausible, si consideramos el intento efectuado por este matematico aleman para
demostrar sobre ciertos “preceptos” I6gicos, la existencia de una clase de sistemas a partir
de la cual extraera al “sistema” de los numeros naturales. La clase en cuestion es la de
los sistemas infinitos y para caracterizarla, Dedekind recurre a un tipo de

transformaciones por él llamadas similares que son especificadas de la siguiente manera:

26. Definicién. Una transformacion ¢ de un sistema S es similar ..., si para diferentes
elementos a,b del sistema S siempre les corresponden diferentes transformados
a’=¢(a), b’= ¢(b) (Dedekind, 1888 via 1963: 53)

Hoy en dia a las transformaciones similares las conocemos como funciones
inyectivas, mientras que su definicién otra vez usada como un principio de la primera clase
para deducir algunos teoremas, v.gr. “27. A’> B’ entonces A > B “ *(Ibid.: 53). Después de
haber formulado este principio, cuyo contenido proposicional puede resumirse como “
es similar <> Vx,y (x2y —¢(x)= ¢(y))”, Dedekind procede a definir la relacién de similitud
entre sistemas, relacion sobre la cual finalmente especificara la propiedad de un sistema

de ser infinito:

32. Definicion. Los sistemas R,S se dicen similares cuando existe una
transformacion similar ¢ de S tal que ¢(S)=R. (Dedekind, 1888 via 1963:55)

64. Definicion. Un sistema se dice que es infinito cuando es similar una parte
propia de €l mismo (32); en el caso contrario S se dice que es un sistema finito.
(Tbid.:63)
Dado que todo numero natural es sucedido por otro distinto a él, si asociaramos en
nuestra mente a todos ellos en un sistema, entonces este tendria que ser infinito.

Consecuentemente, si queremos determinar al sistema de los nameros naturales,

*1 Es decir, si ¢ es una transformacion similar y ¢(A)—o(B), entonces AcB.
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entonces debemos incluir su propiedad de ser infinito. Y como se expondra mas adelante,
Dedekind asi lo hara e incluso refinara esta propiedad acorde al tipo de infinito del
sistema de los nUmeros naturales. Aunque antes de proceder a hacerlo y afin a su deseo
de sustentar a la aritmética sobre la l0gica, primero intentara garantizar que nuestra
capacidad asociativa para formar sistemas, también alcanza al dominio de lo infinito. Es
decir, Dedekind tratara de justificar sobre razones ldgicas la existencia de sistemas que
satisfacen a la definicion (64). De este modo, en el Teorema (66) afirma la existencia de

sistemas infinitos, mientras que su demostracion es la siguiente:

La totalidad S de todas las cosas que pueden ser objetos de mi pensamiento, es
infinita. Pues si s es un elemento de S, entonces el pensamiento [la transformacion] s’
[#(s)] acerca de que s puede ser un objeto de mi pensamiento, es también un elemento
de S...[Luego] S’ es una parte propia de S, porque hay elementos en S, v.gr. mi propio
ego, que son diferentes de [su transformado] s’...Finalmente es evidente que si a,b son
elementos diferentes S, entonces sus transformados a’,b’ también son diferentes...Por
lo tanto S es infinito... (Dedekind, 1888 via 1963:64)

Independientemente de los errores detectables en esta demostracion,
incuestionablemente sélo utiliza recursos légicos para tratar de sostenerse. Dado que
todos los elementos de los sistemas para Dedekind son objetos de nuestro pensamiento
-(1)cosas-, entonces congruentemente €l propuso al sistema S de todas las cosas como el
ejemplo sobre el cual trataria de probar la existencia de un sistema infinito. Mas aln, una
habilidad de nuestro pensamiento subyaceria a su transformacion ¢ sugerida, nuestra
capacidad de reflexion. Y en los demas pasos de su demostracion, sélo se siguen
principios por Dedekind formulados: el (26)para establecer que ¢ es similar, el (6)para
afirmar que ¢(S) es parte propia de S, el (32)para asentar que S es similar a ¢(S) y
finalmente el (64)para concluir que S es infinito. El hecho de que algunos pasos de esta
demostracion sean dudables, v.gr. en la aplicacion de (26) no resulta evidente como

distinguir un objeto mental de otro (; a=b — ¢(a)=¢(bh)?)*, o incluso falaces, v.gr. es una

%2 para distinguir objetos mentales, Dedekind propone que “una cosa a es la misma que b cuando todo lo
que puede ser pensado de a también puede ser pensado de b y cuando todo lo que es verdadero de b
también...[lo es] de a” (Dedekind, 1888:44). Dado que es un criterio de apariencia subjetiva paro sobretodo
todavia ambigua el “todo aquello que puede ser pensado sobre x“, entonces sobre el otro pardmetro
ofrecido por Dedekind residirian nuestras esperanzas por solventar su paso “evidente” en la demostracion
del teorema (66): a=b si toda proposicion verdadera que refiera a a, también lo es cuando refiere a b. Y este
otro criterio al basarse sobre condiciones de verdad, puede ser considerado como maés objetivo y por ende

146



peticién de principio asumir la existencia de $*, no cancela la naturaleza lgica de este
argumento afin a su deseo de asentar sobre “las leyes del pensamiento” al desarrollo de la

aritmética.

El “aseguramiento” I6gico de la existencia de sistemas infinitos, mitiga la aprension
sobre una referencia vacua de la definiicion del sistema infinito de los nUmeros naturales.
Mientras que Dedekind para caracterizar a este sistema, recurre a otra nocion

fundamental dentro de su teoria, la de cadena, la cual por él es asi especificada:

37. Definicion . K es una cadena [Kette], si K’5K. Expresamente remarcamos que
este nombre no se le asigna por aislado a una parte K del sistema S, y es dado con
respecto a alguna transformacion particular ¢; pues con respecto a otra transformacion
del sistema S en si mismo K bien pudiera no ser una cadena [i.e. K es una ¢-cadena si
para la transformacion ¢ de S en S con KcS, se cumple ¢(K) < K].

(Dedekind, 1888 via 1963:56)

Del principio (37) se siguen varios teoremas, v.gr. “38. S es una cadena” y “43. La
comunidad G de las cadenas AB,C... es una cadena”, pero nuestro interés no recaera
sobre ellos. En su lugar, nos enfocaremos en su participacion en la definicion de “cadena
de un sistema”, puesto que esta ultima nocion ademas de ser un componente de la
caracterizacion del sistema de los numeros naturales, también encierra a la regla de
inferencia protagonista de esta investigacion. Dedekind formula de la siguiente manera a

esta nocion acaparadora de nuestra atencion:

44. Definicion. Si A es cualquier parte de S, denotaremos mediante A, a la comunidad
[i.e. interseccion] de todas las cadenas (v.gr. S) de las cuales A forma parte; esta

luce como una mejor opcion para respaldar esa “evidencia”. De hecho, esto Ultimo nos recuerda que la
primera demostracion de esta indole sobre la existencia de conjuntos infinitos, la brind6 Bolzano en sus
Paradojas del Infinito con el conjunto de todas las proposiciones verdaderas, mientras que su equivalente
funcion inyectiva no suprayectiva ¢, la indic asi: “consideramos una verdad,.., la cual designaré mediante
A, entonces encontraremos que la proposicion expresada mediante las palabras ‘A es verdadera’ es
diferente a A....” (Bolzano 1851 via 2004 : 607). Sibien la diferencia entre las condiciones de verdad de Ay
‘A es verdadera’ no parece ser tan difusa, pues por ejemplo podemos suponer que la verdad de la segunda
proposicién depende de la primera mientras que la de la primera depende de aquello que ella refiera, en el
caso de Dedekind desgraciadamente no parece ser tan claro este modo de distincion. Pues si no se
especifica lo que es un objeto mental, entonces, ;como he de distinguir las condiciones de verdad entre las
proposiciones que refieran a ellos?

“En este paso normalmente se ha detectado la falla que derrumba a la demostracién del teorema 66: ya
que ahora debido a nuestro reconocimiento del caracter paradéjico del conjunto universal negamos su
existencia, entonces la existencia del sistema S constituido por todas las cosas también estaria anulada.
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comunidad A, existe (17)porque A es ella misma una parte comun de todas estas
cadenas. Ademas ya que por (43)A, es una cadena, llamaremos a A, la cadena del
sistema A... (Dedekind, 1888 via 1963:57-8)

Antes de incorporar a “la cadena de un sistema” a su caracterizacion del sistema de
los ndmeros naturales, Dedekind justifica sobre el principio (44) un método de
demostracion de la familia aqui estudiada. En conciso, €l demuestra la validez del tipo de
induccion matematica por €l llamada “completa”, tal como a continuacién reproducimos y

resumimos:

59. Teorema de la induccién completa. Para mostrar que la cadena A, es parte de
cualquier sistema X, es suficiente mostrar,

p. que A3X [AcX], ¥

o. que el transformado de cada elemento comin de Ay y X es
también un elemento de X [se Ay Z—¢(s)eX] (Dedekind, 1888 trad. 1963:60-1)

Prueba. Sea G=A¢onX . Por la hipotesis o y dado que Ages una cadena, entonces G
también lo es, i.e. ¢(G) =G. Mientras que por la hipétesis p y debido a la definicion (44) de
Ao como la interseccion de todas las cadenas que contienen a A, se sigue que Ay cG. Y

puesto que GcZ, concluimos que A,

Después de haber demostrado la validez de la induccion completa, Dedekind

formula sobre terreno seguro a ese método de demostracion:

60. ...Con tal de mostrar que todos los elementos de una cadena A, poseen cierta
propiedad € (o que un teorema S...se cumple para todos los elementos n de una
cadena A) basta con mostrar:

p. que todos los elementos a del sistema A poseen la propiedad € (0 que S se
cumple para todas las a’s) y

o. que al transformado n’ de cualquier elemento n de A, que posea la propiedad €,

le pertenece la misma propiedad € (o que el teorema § tan pronto se cumpla para

un elemento n de A,, ciertamente también debe cumplirse para el transformado n’).
(Dedekind, 1888 via 1963:61-2)

Los pasos de la induccién matematica completa los podemos equiparar con los de la
induccion matematica débil: p corresponderia al Caso Base y o al Paso Inductivo..
Mientras que el vinculo entre el método de inferencia formulado en (60) con su validez

otorgable por el Teorema (59), lo establece una habilidad del pensamiento ya reconocida
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en este trabajo de Dedekind: la de la asociacidén de cosas para constituir sistemas. Ahora
bien, con anterioridad se le criticé por no encontrarse alli articulada esta facultad mental
mediante principios, tal como si sucede con la transformacion -v.gr. en (21) y (26)-,
ausencia que resalta al contrastarse con los Principios de Peano, obra en donde si se
enuncia a la asociacién como un axioma de comprension (L57). Sin embargo, cabe sefialar
gue esta omision no muestra la incapacidad de Dedekind por formular de tal modo a esta
habilidad. Notese que €l asienta al método de demostracion descrito en (60) indicando
gue basta con denotar “mediante X al sistema de todas las cosas que poseen la propiedad €
(o que satisfacen al teorema §)”, para que la validez de la induccion completa sea
“inmediatamente obvia” gracias al Teorema (59) (Ibid.:62). Ahora bien, por qué Dedekind
no formuld explicitamente un axioma de comprension, dada su naturaleza paradojica
luego popularizada por Russell, puede ser una interrogante digna de especulacion*. Para
dirimir esta cuestion aqui nos conformaremos con recordar que Dedekind no sélo carecia
del interés por formular un axioma de comprension, sino no tenia la intencion de enunciar
axioma alguno debido a los lineamientos de su programa logicista, programa cuya meta

era mostrar a la aritmética como parte de la l6gica.

Por otro lado, la demostracion del Teorema (59) revela que la validez del principio
de la segunda clase formulado en (60), depende de la definiciébn de “cadena de un
sistema”. Pues desde la definicion (44) de Ao, se establece que Ac Ay, lo cual ofrece la
razén detras del paso (p)AcT; mientras que también en (44) se asienta que Ao €S una
cadena, lo cual sefalaria el porqué del paso (c)seAinZ—¢(s)eZ. Mientras que en el
sentido inverso también se podria reconocer una dependencia, dado que las definiciones

de “cadena” y de “cadena de un sistema” a su vez podrian considerarse como basadas en

* Por ejemplo sobre este asunto, Ferreirés comenta lo siguiente:

Dedekind parece haber evitado asociar cercanamente a los conjuntos con los conceptos. Hubiera sido
mas sencillo decir que un conjunto esta determinado mediene la posesion comdn de una propiedad
por sus elementos, tal como lo hizo en 1872, sin embargo Dedekind ahora prefirié dejar
indeterminado al tipo de “punto de vista comdn” que puede determinar a un conjunto.... Uno s6lo
puede especular sobre las razones detras de su decision de evitar referir explicitamente a conceptos:
pudo haber sido por sus ideas metodoldgicas, por su preferencia por un punto de vista abstracto...; uno
incluso podria cuestionarse sobre si él tuvo conciencia de que una concepcion puramente extensional
(casi-combinatoria) de conjunto implica la existencia de conjuntos que no estadn definidos por
cualquier propiedad. (Ferreiros, 2007: 227)
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la inducciébn matematica. Mas adelante retomaremos esta interdependencia entre los
principios basicos involucrados ( (37), (44) , (59) y (60)) cuando la enfoquemos sobre el
sistema captor de nuestra atencion, el de los nUmeros naturales. Este sistema, primero
designado mediante un nombre comun cuya conversion en propio luego sera explicada, es

caracterizado por medio de las cuatro condiciones a continuacion transcritas:

71. Definicidn. Un sistema N es simple infinito ...cuando existe una transformacion ¢
de N... y tiene un elemento 1 que satisfacen las siguientes condiciones a, j3, y, 6:

a. N3N
B. N=1,
yv. El elemento 1 no esta contenido a N’.
8. La transformacion ¢ es similar. (Dedekind, 1888 via 1963:67)
Siguiendo con la ejecuciéon de su plan l6gico, Dedekind le trasmite la existencia
previamente “probada” de los sistemas infinitos -Teorema (66)- a los sistemas simple

infinitos -Def. (71)-, los cuales portan la sugerente etiqueta N:

72.Teorema. Cualquier sistema infinito S contiene como parte a un sistema simple
infinito N. (Dedekind, 1888 via 1963:68)

El Teorema (72) es una consecuencia inmediata de que S sea infinito, pues por (64)
existe una transformacion similar ¢ que relaciona a S con su parte propia S’ y por
consiguiente, existiria un elemento a en Sy no en S’ que puede desempeniar el rol del 1;
por lo que este 1 junto con ¢ cumplirian con las condiciones a, B, vy o de (71). Por lo
que de cualquier sistema infinito, se puede obtener un sistema simple infinito N, el cual
haciendo honor a su etiqueta, tornara en el sistema de los nimeros naturales del

siguiente modo:

73. Definicion. Si al considerar al sistema simple infinito N puesto en orden por la
transformacion ¢ desatendemos enteramente al carécter especial de sus elementos; y
simplemente conservamos que sean distinguibles y tomamos en consideracion solo las
relaciones entre ellos dispuestas por la transformacion otorgadora de orden ¢, entonces
esos elementos son llamados numeros naturales o nimeros ordinales o simplemente
nameros, y el elemento-base 1 se llama el nimero-base de la serie de nimeros N.
(Dedekind, 1888 trad. 1963:68)

Acorde a su interés por mostrar a la aritmética como parte de la l6gica, Dedekind no

se conformaréa con pedirnos en (73) que abstraigamos de cualquier sistema simple infinito
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a la serie de numeros naturales, sino también luego demostrara, la unicidad de los
resultados de esta extraccion, i.e. posteriormente probara que todos los sistemas simple
infinitos son similares entre si. Antes de proceder a exponer este teorema, sucintamente
explicaremos a la definicién (71) del sistema simple infinito dada su importancia para los

intereses de la presente investigacion.

La condicion a de la definicion (71) pide que el transformado de N respecto a ¢, es
decir N’, sea una parte de N, mientras que la clausula y exige que sea propia al sefialar la
no pertenencia de 1 a N’. En conciso con moderna terminologia, la clausula o del
principio de la primera clase (71) afirma que ¢(N)cN mientras que y asevera que #(N)&EN
pues 1¢ @(N). Si a las dos clausulas anteriores le agregamos la condicion & -¢ es similiar-,
entonces N tiene que ser un sistema infinito conforme a la definicién (64). Por dltimo,
sobre la clausula B momentaneamente se puede indicar que su inclusion en la definicion
(71) validaria la aplicacion para el sistema N del método de la induccién matematica
completa gracias al Teorema (59). Sin embargo, sobre esta condicion S recae otra funcion

ampliamente explicada por Dedekind en una carta dirigida a Keferstein (1890):

Pero...estos hechos [a,y,0] todavia estdn lejos de ser adecuados para una
caracterizacion completa de la naturaleza de la secuencia-numérica. Pues todos estos
hechos también se aplican a cualquier sistema S el cual, ademas de la secuencia-
numérica N, contenga también un sistema T con elementos arbitrarios t. Uno siempre
puede definir a la transformacion ¢ de tal manera preserve su caracter de ser similar
haciendo que ¢(T)=T. ... {Qué debemos afiadir a los hechos anteriores para expurgar al
sistema S de estos extrafios intrusos t que perturban cualquier vestigio de orden, y asi
restringirnos al sistema N?....Si uno parte de una asuncion de conocimiento de la
secuencia N de los nimeros naturales permitiéndose usas terminologia aritmética,
entonces la cuestion es sencilla. Sélo se tiene que decir: un nimero n pertenece a la
secuencia N si y sélo si empezando del elemento 1,...mediante un ndmero finito de
iteraciones de la transformacién ¢, eventualmente se alcanza el elemento n...Pero
resulta bastante indtil para nuestro propositos adoptar esta manera de distinguir a los
elementos t que tienen que ser expelidos de S, y aquellos elementos n que deben
permanecer en S. Tal procedimiento involucraria al mas pernicioso y obvio de los
circulos viciosos....Asi entonces. cOmo... sin asumir conocimiento aritmético, se puede
determinar formalmente y sin excepcion a la distincion entre los elementos n y t?
So6lamente mediante la consideracion de las cadenas, y asi completamente!...En mi
lenguaje técnico: N es la interseccion 1, de todas las cadenas K (en S) a las cuales el
elemento 1 pertenece. (Dedekind 1890 via Wang 1957:150-1)
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Por medio de la cita previa, podemos percatarnos que la otra funcion
desempefiada por la condicion B de (72) , es la misma que cumple el principio P9
[[(1eTA((xeNAxeT)—>x+1eT))—>NcT] de Peano cuando se interpreta como axioma: ambas
tienen como meta expurgar al conjunto (sistema o clase) N de objetos no naturales.
Mientras que la otra lectura de P9, como método de inferencia, fue formulada con mayor
generalidad por Dedekind en (60) y validada en (59) bajo el nombre de induccion
matematica completa. Mas aun, él enuncia y valida en su teorema (80) al método de la
induccion matematica para N como corolario del teorema (59), facilitando asi su cotejo
con el método de inferencia codificado en el principio P9 de Peano®. De hecho, todas las
clausulas enunciadas en la definicion de un sistema simple infinito pueden correlacionarse
con los principios de la aritmética de Peano, equiparacién que ademas de explicar por qué
se acostumbra afadir al nombre de estos ultimos el apellido Dedekind, también puede

servir para seguir clarificando a las condiciones o, y y 6 de la definicion (71).

El empalme de la definicion del sistema N de Dedekind con la construccion de la
clase N de Peano es directamente realizable cuando se interpreta a la transformacion ¢
del primero como el sucesor “+1” del segundo. De este modo, el postulado P6 [aeN —
a+1eN] se corresponde con la clausula o [N’cN] de la definicién (71) al los dos sefialar
que el sucesor de un numero natural también es un nimero natural. Luego, el axioma P7
[a,beN— (a=b<»>a+1=b+1)] embona con la condicidn 6 [¢ es similar] al establecer ambos
gue el sucesor es una funcion uno a uno; mientras que el axioma P8 [acN——(a+1=1)] lo
hace con la cldusula y [1& #(N)], pues ambas indican que 1 es el sucesor de nadie. Por
consiguiente, la conjuncién de P6-P7-P8 al igual que la de a-6-y afirmaria que todo

namero natural es sucedido por un nimero natural distinto a él. Finalmente, la condicion

* E| método formulado en (80) todavia es més general que el codificado por P9, pues indica como
demostrar un teorema no solo para N, sino para cualquier cadena mg de nimeros naturales:
80. Teorema de la induccidn completa (inferencia de n a n”). Con tal de mostrar que un teorema se
cumple para todos los nimeros n de una cadena my , basta con mostrar
p. que se cumple para n=m, y
o. que de la validez del teorema para un ndmero n de la cadena my, se sigue siempre su validez
para el nimero n’.
Esto resulta inmediatamente del teorema mas general (59)... El caso que ocurre mas frecuentemente
es cuando m=1y por consiguiente, mg es toda la serie-numérica N. (Dedekind, 1888 via 1963:70)
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B ademas de ser equiparable con el principio P9 como con antelacion se hizo, por la
definicion (44) de cadena del sistema {1} también lo seria con el postulado P1 [1eN], pues
ambos indicarian que 1 es un namero natural. En suma, los principios P1-P6-P7-P8 al igual
gue o-B-6-y sefialarian que N puede ser generado secuencialmente a través de la iterada

y excluyente aplicacion del sucesor ¢ desde el elemento 1: N = { 1, #(1), ¢ (4(1)),

#o (4(1)), HA(d (K1), }

Después de haber identificado con ayuda de Peano las funciones de las cuatro
clausulas de la definicién de un sistema simple infinito N, ahora expondremos algunos de
los miembros de su teoria desarrollados por Dedekind. Los primeros por ser enumerados
tratan sobre la relacion de orden “<” entre los niUmeros naturales, la cual es definida en
(89) de manera conjuntista: m<n sii la cadena del sistema {n} esta contenida en la cadena
del sistema {¢(m)}, es decir, si “ng > Mm’y* (Ibid.:73). Entre las propiedades para esta
relacion demostradas por Dedekind, reproduciremos la de su totalidad y la de su buen

orden:

90.Teorema. Si m,n son cualesquiera numeros, entonces uno y sélo uno de los
siguientes casos A, W, v siempre ocurre:

A. M=n,
Q. m<n,

v. n<m (Dedekind, 1888 trad. 1963:73)

96. Teorema. En cada parte T de N existe uno y s6lo un nimero minimo Kk, i.e., un
namero k que es menor a todos los deméas nimeros contenido en T. (Ibid.:74-5)

Ahora bien, si se revisaran las demostraciones de ambas propiedades, se podria
corroborar que la nocion de cadena (37), en particular la de cadena de un sistema (44),
desempefia un preponderante papel justificativo en ellas. Por ejemplo, para probar el
buen orden de N en (96), dado que T forma parte de N, entones a partir de la existencia
de la cadena del sistema T (44) se puede probar la existencia del minimo en T. En suma,
las cadenas de un sistema proveen una estructura conjuntista sobre la cual se puede
deducir el tipo de orden de la secuencia de los niumeros naturales. Mas adelante
argumentaremos que dicha estructura a su vez esta perfectamente acoplada a la

induccion matematica. Por el momento exhibiremos una nocién que abiertamente esta
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basada en la induccion matematica, las definiciones por induccion. Ahora bien, si nos
interesa mostrar de una vez este tipo de definiciones, es porque posibilitan al desarrollo
de los ultimos miembros de la teoria sobre N por ser aqui expuestos relativos a las
operaciones entre los numeros naturales y a la unicidad del sistema N. Dedekind las
formula como a continuacion se reproduce otra vez demostrando, la existencia de lo

definido:

126. Teorema de la definicion por induccién. Dada una transformacion arbitraria
(similar o no) € de un sistema Q a él mismo, y ademé&s un elemento determinado @
en Q, existe una y s6lo una transformacion v de la serie-numérica N, que satisfacen
las siguientes condiciones

. y(N)>Q
I y(l) = o
I1. w(n ) = By(n), donde n representa cualquier nimero. (Dedekind, 1888: 85-6)

Las definiciones por induccién ahora se conocen por recursion y sirven de molde no
sOlo para Dedekind sino también como ya se expuso para Peano, en la especificacion de
las operaciones entre los numeros naturales. Aunque el primero en contraste con el
ultimo, fiel a su programa logicista, demuestra la existencia de la transformacion definida

1*® . Mientras que la prueba del Teorema (126), se ejecuta

por las condiciones I, Il y I
primordialmente por induccién completa®’, mostrando asf la importancia de esta clase de
método de inferencia para la aritmética. Mas adelante cuando revisemos a la extension de
los nimeros realizada por Cantor, apareceran de nuevo esta clase de definiciones por lo

gue su demostracion la postergamos para el caso mas general. Por el momento, nos

*® Ahora bien, Dedekind no deja de sefialar que la condicion | es redundante y si la enuncié fue “por la
claridad” de sus teoremas (125) y (126), puesto que “la condicion I...es una consecuencia de Il y 1I”
(Ibid.:83)

*" Dedekind prueba por induccidn completa el teorema (125) cuyo corolario inmediato es el Teorema (126):
125. Teorema. Dada una transformacion arbitraria (similar o no) 6 de un sistema Q a él mismo, y
ademas un elemento determinado @ en Q, entonces para cada nimero n existe una y sélo una
transformacion y, asociada al sistema-numérico Z, que satisfacen las condiciones:

loyn (Z0) 3 Q

vy =w

HI yi(t’) = Oyy(t) donde t<n  (Dedekind 1888: 83-4)
Mientras que “Z,” es el sistema conformado por todos los nimeros menores o igualesan (98) y “0y,"
es la composicion (25) de las transformaciones 6y y,. Por lo tanto, el teorema (126) se sigue
directamente del (125), al proponer que w(n) se igual a y,(n).
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concentraremos en exhibir un par de sus aplicaciones: la definicion de las operaciones
aritméticas y la unicidad del sistema N. Entre las primeras Dedekind formula a las

siguientes en su obra revisada:

135.Definicién....Ia suma de los nimeros m, n ... por (126) ...esta completamente
determinada por las condiciones

I.m+l=m’.
Hl.m+n’=(m+n)’. (Dedekind 1888 via 1963: 97)

147. Definicion.... el producto de los nimeros m,n ...por (126) esta completamente
determinada por las condiciones

I.ml=m
lHL.mnp =mn+m, (Ibid. :101)

155. Definicion....la potencia de la base a, donde n es el exponente de la potencia de
a.... esta completamente determinada por las condiciones

Ill.La=a
. a" =a"a. (Ibid. :104)

Al estar basadas las definiciones de la suma (135), la multiplicacion (147) y la
potencia (155) en la definicion por induccién (126), ya no debe sorprendernos que las
propiedades de estas operaciones aritméticas sean demostradas por induccion completa.
Por ejemplo, la conmutatividad de las dos primeras operaciones se establece mediante
esa regla de inferencia en los teoremas (140) y (150) respectivamente, mientras que la ley
de exponentes para la potencia de una potencia ( (@a™)"= a™ ) también se prueba por
medio del mismo método en (157). Andlogamente a lo acontecido con las definiciones de
las operaciones aritméticas en los Principios de Peano, la condicion Il. de las definiciones
inductivas propicia la prueba del caso base de la induccion completa (p. 1 satisface al
teorema S); mientras que la clausula lll. lo hace para su paso inductivo (c. Si el teorema S
se cumple para n entonces también se cumple para n’). De este recursivo modo, la
predominancia de la induccion matematica en la aritmética se va consolidando. Y
Dedekind remarca todavia mas su relevancia, al demostrar la unicidad del sistema N por

medio de las definiciones por induccion y la induccion matematica completa:

132. Teorema. Todos los sistemas simple infinitos son similares a la serie-numérica N
y consecuentemente, también lo son entre ellos. (Dedekind 1888 via 1963 : 92)
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La demostracion del Teorema (132) tiene el siguiente plano deductivo: Sea Q
cualquier sistema simple infinito. Entonces existe una transformacion 6 que satisface las
condiciones de la definicion (71) de sistema simple infinito para Q, v.gr. y. existe un o en
Q tal que » no pertenece a 6{Q2) . Mas aun, gracias a 0 existe una transformacion y de N
a Q que satisface las condiciones de una definicion por induccion (126), es decir, 1l.y(1)=
@ Yy ll.y(n)=0y(n). Por lo que solo faltaria probar que w es similar. Y esto Ultimo se
demuestra por induccion completa, probando que w(n)<y(n’), lo cual por la definicion
(89) de “<” , equivale a lo demostrado por Dedekind: wy(n) no pertenece a y(n’p) .
Finalmente ya que desde el Teorema (33) se establecié la transitividad de la relacion de
similitud entre sistemas®®, ademas se puede concluir que cualquier par de sistemas

simple infinitos son similares entre si al ser ambos similares a N.

De este inductivo modo, la unicidad en el resultado de abstraccion de la serie-
numérica N de cualquier sistema simple infinito, estaria parcialmente respaldada. Pues
hasta el momento, sélo se apoyaria que “al considerar al sistema simple infinito” Q
desatendamos “enteramente al caracter especial de sus elementos” con tal de
considerarlos como “ndmeros naturales” (Def.(73)), pues gracias al Teorema (132), el 1 de
N se corresponderia con el w de Q, el 2 con el y(2) de Q, el 3 con el y(3) de Q, ... Sin
embargo, para garantizar que se conserven “las [mismas] relaciones entre ellos dispuestas
por la transformacion otorgadora de orden”, 0 para Q y ¢ para N, se debe mostrar que
cualquier transformacion similar y que convierta a Q en un sistema similar a N,
reciprocamente asegure que  sea un sistema simple infinito ya que tales relaciones,
finalmente se deducen de las cuatro condiciones estipuladas en la definicion (71) de tales
sistemas. Por lo que Dedekind termina de asentar la unicidad de N en el siguiente

teorema:

133. Teorema. Cualquier sistema que sea similar a un sistema simple infinito y por
consiguiente (132) a la serie-numérica N, es simple infinito. (Dedekind 1888: 93)

%8 33. Teorema. Si R, S son sistemas similares, entonces cualquier sistema Q similar a R también es similar a
S. (Dedekind, 1888:55)

La demostracion de esta proposicion esta basada en la composicion de transformaciones, la cual es definida
en (25).
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En la demostracion de (133) se ensefia que la transformacion similar y que
convierte en similar a cualquier sistema Q con N (y(N)= ©2) , a su vez determina una
transformacion 6 de Q a si mismo, a saber 8(v)=y(d(y*(v)) , que satisface las cuatro
clausulas de un sistema simple infinito (71). Por lo tanto, los sistemas simple infinitos
forman una clase de equivalencia definida por la relacion de similitud entre sistemas y por
consiguiente, la serie-numérica N, puede ser considerada como el representativo de esta

clase. Por lo tanto, de acuerdo a Dedekind:

[Ahora ya debe ser] claro que cualquier teorema relativo a los nimeros, i.e. a los
elementos n del sistema simple infinito N,..que deja enteramente fuera de
consideracion el caracter especial de los elementos n ateniéndose nada mas a las
nociones que emergen de su orden dado por ¢, poseen una perfecta validez general
para cualquier otro sistema simple infinito Q..., y su transferencia de N a Q,...es
realizada por la transformacién w considerada en (132), (133)...Por estos
seflalamientos creo, que la definicién de la nocion de nimeros dada en (73) esta
completamente justificada. (Dedekind 1888 via 1963: 95-6)

Recapitulando, en el ¢Qué son...los nimeros? se despliega una axiomatizacion de
acuerdo a nuestra caracterizacion minima, pues alli se formulan una serie de principios de
la primera -v.gr. para la cadena de un sistema en (44) - , segunda -v.gr. para la induccién
completa en (60)- y tercera -v.gr. para “sistema” en (2)- clases a partir de los cuales se
desarrolla a la aritmética. Si Dedekind prefiri6 nombrar a sus principios bésicos de la
primera clase como definiciones, fue por su intencion filosofica de mostrar a la aritmética
como parte de la légica, la cual conforme a su desarrollo teérico también incluiria a
nuestra moderna teoria de conjuntos (sistemas). Mientras que esta motivacion filosofica
se devela cada vez que se demuestra por medios Iogicos la existencia de lo referido por
algunas definiciones fundamentales: la de los (64) sistemas infinitos en el Teorema (66),
la de los (71) sistemas simple infinitos en el Teorema (72) y la de las definiciones por

induccion en el Teorema (126).

Finalmente hemos atestiguado como la induccién matematica débil, enunciada de
manera mas general por Dedekind como la induccion completa, desempefia un rol
primordial en su desarrollo l6gico de la aritmética. Para este revelador fin, se expuso al
acoplamiento entre este método de inferencia y las definiciones por induccion
(recursivas), las cuales a su vez son el molde para las operaciones aritméticas y son un
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cimiento justificativo para la unicidad de la serie-numérica N. A manera de conclusion
para este apartado, a continuacion remarcaremos ain mas la importancia de la induccién
matematica débil dentro esta axiomatizacion, al reconocerla como una de las guias para
su conformacién misma. En particular y como fue con antelaciéon prometido, se
argumentara que la nocion de cadena de un sistema, la cual es uno de los cimientos de la
concepcion propuesta por Dedekind de los numeros naturales, no valida de manera
fortuita a la induccion matematica pues su formulacion misma esté en sintonia con este

método de demostracion.

Con antelacion ya fue discutido que el fin perseguido por Dedekind en su
axiomatizacion era fundamentar a la aritmética sobre la I6gica, la cual para él abarca a
ciertas habilidades del pensamiento como la de “relacionar cosas con cosas”, la
transformacion. Y respecto a la consecucion de esta meta, Dedekind le comentd en una

carta a Keferstein lo siguiente:

¢Cudles son las propiedades fundamentales mutuamente independientes de la
secuencia N, i.e. las propiedades que no son deducibles entre ellas y de las cuales
todas las demas siguen? ;Como deberiamos despojar a estas propiedades su caracter
aritmético especifico de tal manera que sean subsumidas bajo conceptos mas generales
y habilidades de nuestro entendimiento, que sean necesarias para todo el pensamiento,
pero al mismo tiempo suficientes, para asegurar la fiabilidad y completud de las
demostraciones, y que permitan la construccion de conceptos y definiciones
consistentes? (Dedekind 1890 via Wang 1957: 150)

Dentro de esta exposicion de motivos destaca el deseo de Dedekind por encontrar
“conceptos méas generales” que permitan “asegurar la fiabilidad y completud de las
demostraciones”, debido a lo que se ha exhibido sobre las “axiomatizaciones de la
aritmética”. Al inicio del capitulo anterior se argument6 que las dos primeras definiciones
del Libro VII de los Elementos respaldan al modo de razonamiento de la descomposicion-
recomposicion utilizado para demostrar algunas proposiciones, v.gr. VII.Prop.5. También
alli se expuso como el postulado del triangulo aritmético afianzaba y facilitaba a las
demostraciones elaboradas siguiendo la regla de Pascal para la induccion matematica
débil. De hecho, se sefial6 que todas las propiedades del tridngulo aritmético alli

enunciadas, podian ser demostradas mediante esta regla de inferencia.

158



En el presente capitulo, fue argumentado que los principios sobre los cuales se
especifica la construccion de la clase N, i.e. P1-P6-P7-P8, favorecen y validan a la induccion
débil codificada en P9. En suma, todas las “axiomatizaciones” previamente presentadas
han cumplido con el objetivo de asegurar la fiabilidad de las demostraciones obtenidas
mediante algiin método de inferencia, sobre algunos de sus principios de la primera clase.
Y quien plante6 abiertamente este objetivo, no se quedo atras en su cumplimiento. De
hecho, las razones previamente ofrecidas para revelar el acoplamiento de los principios de
la primera clase P1-P6-P7-P8 con la regla de inferencia codificada P9, pueden ser
reutilizadas para mostrar la sinergia entre las condiciones a-B-6-y en la definicion (71) de
N con el método (80) de induccion completa para N (ver nota 44). Lo cual no debe
resultar sorprendente, dada la equivalencia ya sustentada entre los cinco principios para
la clase N formulados por Peano con los cuatro principios enunciados por Dedekind para
su sistema N.  Sin embargo, Dedekind es mas preciso que Peano en asentar esta
amalgama constitutivo-justificativa®®, pues “encontré un concepto mas general que
permite asegurar la fiabilidad y completud de las demostraciones” hechas por induccion

matematica (débil): la nocién de cadena de un sistema.

Si bien ya se sefialé que uno de los motivos abiertamente reconocidos por Dedekind
tras la formulacion de la nocion de cadena de un sistema era expurgar al sistema N de
elementos no naturales, sus palabras recién transcritas también revelan que desde el
principio él buscaba un concepto capaz de asegurar la “fiabilidad y completud” de las
demostraciones en la aritmética. Por otro lado, el método de induccion matematica, “la
inferencia de n a n’”, era ya a finales del siglo XIX una vieja pero confiable regla para
elaborar demostraciones en la aritmética. Por consiguiente, la formulacion misma de la

nocion de cadena de un sistema, puede considerarse inspirada en ese “famoso” método

*9 Cabe recordar gue la funcion axiomatica de P9, no es la de garantizar el método de inferencia en ella
misma codificado, lo cual seria muy arbitrario, sino expurgar a los elementos extrafios de la clase N. Por lo
que Dedekind fue mas preciso que Peano al desdoblar a la doble finalidad de P9 en un par de principios: el
método de inferencia de la induccion completa formulado en (60) y a la nocion de cadena de un sistema
enunciada en (44) e incorporada en $ a la definicion (71) del sistema simple infinito N.
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de inferencia, pues con ella respaldaba a ese “método de prueba general con la
suficiencia para establecer teoremas que se cumplan para todos los ndmeros n”
(Dedekind,1890: 151). Por lo tanto, la exigencia en la definicion (44) de A, de que AcAo,
probablemente surgié del Caso Base de la induccion débil, mientras que la intencion de

que Apsea a su vez una cadena, i.e. ¢( Ag)=Ao, debid originarse en su Paso Inductivo.

Mas aun, las (126)definiciones por induccion cumplen con el otro objetivo propuesto
por Dedekind acerca de “permitir la construccion de conceptos y definiciones
consistentes”. Y como fue sefialado, no sélo la especificacion sino también la existencia de
de esta clase de definiciones -Teorema (126)-, estan basadas sobre la induccion
matematica. Por lo que la formulacion del concepto de cadena de un sistema, al validar a
las demostraciones realizadas mediante este método de prueba, a su vez serviria para
alcanzar esta otra meta. En suma, la induccién matematica (60,80) junto con la nocion de
cadena de un sistema (44), tal como acontecid en las axiomatizaciones de Pascal y de
Peano, forman en la respuesta dada por Dedekind al Qué son...los numeros, una

poderosa sinergia de principios.

Para terminar este capitulo, se aprovecharan las afinidades encontradas en las
“axiomatizaciones” presentadas, para diluir al sustantivo del Tratado del Triangulo

Aritmético remarcando lo aritmético de esta axiomatizacion.
3.3 Comparaciones, conclusiones e insinuaciones

e Los resultados a continuacion enumerados han partido pero también aspiran a
promover un par de principios metodoldgicos seguidos en nuestra investigacion:

o El primero es que los principios formulados en una axiomatizacion, deben
ser juzgados con base en su uso y no en su mencion para identificarlos
como cimientos justificativos (primera clase), medios de justificacion
(segunda clase) o aclaraciones semanticas (tercera clase). Por ejemplo, las
“definiciones” enunciadas por Dedekind al servir de sustento justificativo
para su desarrollo l6gico de la aritmética, pueden y han sido catalogadas

como principios de la primera clase, clase cuyos elementos normalmente
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son nombrados axiomas™. O el “axioma” P9 de Peano, al servir de gufa
para la elaboracion de demostraciones, puede y ha sido considerado como
un principio de la segunda clase cuyos elementos aqui llamamos métodos
de inferencia.

0 El segundo es que los fines perseguidos por los creadores de una
axiomatizacion, influyen en la conformacion misma de ella. Por ejemplo, el
objetivo buscado por Dedekind de fundamentar a la aritmética sobre la
l6gica, explica el hecho de que él haya decidido nombrar definiciones mas
no axiomas®'. O el deseo de Peano por una depuracion lingiistica que
propiciara la precision gozada por la resolucién de ecuaciones algebraicas,
explica por qué él fue tan meticuloso para especificar al lenguaje y a los
primeros principios de su axiomatizacion. O la meta de Pascal por unificar
diversas aplicaciones teoricas, explica por qué él sefialo de manera tan
general a la construccion aritmética de su triangulo a través de la

enunciacion de su aqui traducido Postulado R.

*% A partir del desarrollo del método axiomatico propiciado por Hilbert, se popularizé la creencia de que los
axiomas (principios de la primera clase) le otorgan significado a los objetos de la axiomatizacion (definicion
implicita). En el sentido inverso, aqui estamos proponiendo que algunas definiciones, remontandonos hasta
las contenidas en los Elementos de Euclides, al servir como respaldo justificativo de los miembros de sus
teorias, v.gr. funcionando como premisas de las conclusiones formuladas como teoremas, pueden y deben
ser considerados como proposiciones primeras. En suma, la distincién entre definicion y axioma, no puede
determinarse por completo de modo semantico ni tampoco epistemoldgico. Cabe sefialar que esta
separacion puede complementarse o quizas incluso completarse de manera ontol6gica, tal como Dedekind
nos ha mostrado con ciertos ecos aristotélicos: las definiciones a diferencia de los axiomas-postulados,
parecen carecer de compromisos existenciales.
>! Esto conlleva aceptar que las definiciones en las matematicas carecen de compromisos ontoldgicos. Por lo
que la existencia de lo definido, v.gr. la serie numérica N, Dedekind la demuestra (o cree hacerlo) apelando
Unicamente a la légica mientras que esta Ultima para él, trataba también sobre nuestras habilidades de
razonamiento. De alli que fuera vital para su proyecto demostrar mediante razones logicas, v.gr. mediante la
totalidad de nuestros pensamientos, la existencia de sistemas infinitos. Mas aln, cabe sefialar que para
Dedekind al igual que Frege, la existencia tenia una importancia logica y no sélo filosofica, pues la existencia
de lo definido implicaba la consistencia de las definiciones:

Después de haber reconocido gracias a mi analisis (71,73) a la naturaleza esencial del sistema simple

infinito, cuyo tipo abstracto es la secuencia N de los nimeros, surge la pregunta: ;realmente existe

tal sistema en el dominio de nuestras ideas? Sin una demostracion logica de su existencia siempre

quedaria una duda, saber si el concepto de tal sistema contiene contradicciones internas. De ahi la

necesidad de contar con tales demostraciones (66 y 72 de mi ensayo).

(Dedekind, 1890 via Wang 1957: 151)
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I.  En todas las “axiomatizaciones” de la “aritmética” expuestas, algunos de sus

principios formulados pertenecientes a la primera clase estan acoplados con

algunos modos de razonamiento empleados para el desarrollo deductivo de la

teoria. Lo cual podria insinuar que este fendmeno simbidtico ocurre
frecuentemente en las axiomatizaciones de otras teorias matematicas e incluso en
otros desarrollos menos rigurosos. Es decir, los modos de razonamiento propicios
para ciertos objetos u estructuras matematicas, pudieran ser preponderantes en
nuestra concepcién misma de ellos?.

Il.  En las axiomatizaciones de Pascal, Peano y Dedekind, este acoplamiento se

presenta de manera mas manifiesta ya que en ellas si se formulan métodos de
inferencia: el postulado R esta en sintonia con la regla IMP; los postulados P1,P6 y
los axiomas P7-P8 con la regla en P9; la definicion (44) de cadena de un sistema
con el método de la induccion completa formulado en (60) y validado en (59).

Ahora bien, en todas estas axiomatizaciones es una version de la induccién

matematica débil, respecto a la cual se amoldan los principios primeros que

determinan los objetos sobre los que trata su respectiva teoria.

lll.  Independientemente de que la simbiosis entre principios de la primera y sequnda

clase sea un rasgo dominante en las axiomatizaciones, si lo es en aquellas_sobre las

cuales mejor se ha asentado a la aritmética: las de Peano y Dedekind. Es mas, uno

de los atributos que las ha convertido en el paradigma axiomatico de la

aritmética®, es la fiabilidad y generalidad de sus resultados deductivos otorgadas

> Imre Lakatos (1976) remarcé un hecho similar aunque desde un punto de vista critico del desarrollo de las
matematicas, por él llamado “enfoque heuristico”, sobre la existencia de conceptos matematicos cuya
formulacién esta basada en ciertas demostraciones. Su ejemplo mas famoso es el del concepto “poliedro”,
cuyas multiples concepciones por él expuestas (Cauchy-poliedro, Gergonne-poliedro, Legendre-Poliedro ...)
estan basadas respectivamente en distintas demostraciones del Teorema(s) de Euler que vincula al nimero
de vértices(V), caras (C) y aristas (A) de un poliedro, proposicién cuya enunciacién mas conocida es la
siguiente: V+C-A=2. Por lo que nuestra sugerencia sobre la predominancia de los modos de razonamiento
en la concepcion de los objetos tedricos en las matematicas, pudiera considerarse como una generalizacién
de los conceptos-basados-en-pruebas de Lakatos, la cual por otro lado no estaria comprometida con la
explicacion por él dada acerca de la génesis de tales conceptos derivada de Pruebas y Refutaciones.

3 Los juicios sobre la determinacion de lo 6ptimo, cuando pretender no ser abiertamente arbitrarios o
incuestionablemente triviales, con frecuencia establecen comparaciones con otras opciones. Por cuestiones
espacio-temporales, la alternativa a los principios de Peano-Dedekind serian las leyes de la aritmética de
Gottlob Frege (1848-1925). Para evitar descalificar maliciosamente al contrincante por una falta también
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precisamente por esta sinergia entre sus principios de las dos primeras clases.
Como ya fue expuesto, este acoplamiento provee un poderoso pero valido método
de justificacion para los teoremas aritméticos basado en la constitucién misma de
los nameros naturales (clase-sistema N) y sus operaciones (definiciones

recursivas). Lo cual incluso podria insinuar el retorno de cierta nocion de

cometida por Peano y Dedekind, a saber la paraddjica naturaleza de la extensién de conceptos (especificada
por laLey V en Frege) y de su equivalente constitucién de clases-sistemas por comprension (formulada en
L57 por Peano y usada en la formulacién (60) de la induccién completa por Dedekind), podemos en su lugar
desestimar a su version corregida por los neofregeanaos como Crispin Wright. Asi entonces, los principios
de la aritmética del resucitado Frege pueden ser formulados de la siguiente manera expuesta por Linnebo
(2004):

FO. 0 =#x:x#X
F1. Preim(x,z) <> IF3w (F(W)Ax=#y:(F(y)AX#W) A z=#U:F(u) ) [Precedencia inmediata]
F2. N(x) <> Preim* (0,x)
donde Preim=(x,y) <> (x=y v Preim“(x,y)) [Precedencia débil]
Preim*(x,y) <>VF( vz ( (F(X)APreim(x,z))—F(z))) — F(y))) [Precedencia]
F3. #xX:F(X)=#x:G(X) > F~G [Principio de Hume]

donde F~G < 3¢ (VXIY(F(X) =X Y)AGY)) A (VYIX (G(Y)—=d(XY)AF(X)) A
VXVYVZ(O(X,Y)AD(X,2)>Y=2) A VXVYVZ ($(X,2)Ad(Y,2)>X=Y))

Ahora bien, el logro deductivo con el que normalmente promocionan los neofregeanos la reconstruccion
de la obra de su maestro, es el Teorema de Frege, el cual sucintamente afirma que los principios de la
aritmética de Peano (enunciados en segundo orden), se deducen de FO-F3. Lo cual curiosamente sirve para
remarcar que los principios de Peano-Dedekind, son el marco de referencia axiomatico para la aritmética.
Por otro lado algo que Dedekind reconocié abiertamente en su tiempo y sorprendentemente los
neofregeanos parecen olvidar o ignorar, es que el principio F2 esta sintonizado con la induccién matematica
débil. En palabras de Dedekind:

Alrededor de un afio después de la publicacion de mi memoria, conoci los Grundlagen der Arithmetik
de G. Frege, los cuales ya habian aparecido desde el afio 1884. A pesar de la perspectiva diferente
respecto a la mia sobre la esencia del nimero adoptada en ese trabajo, €l contiene, particularmente a
partir de 879, puntos bastante cercanos a mi memoria, especialmente con mi definicion (44). La
concordancia admito que no es sencilla de descubrir debido a las formas distintas de expresion; sin
embargo la manera positiva de hablar por parte del autor sobre la inferencia logica de n a n+1
(p. 93, abajo) ensefia plenamente que en este punto él se planta sobre la mismas bases que yo.
(Dedekind, 1888 via 1963: 42-3 ; énfasis nuestro)

Es mas, Dedekind puntualiza que la nocién de Precedencia (“Preim=(x,y)*) se corresponde con su nocion de
cadena:
En un breve periodo del Gltimo verano (1889), las obras "Begriffschrift" y "Grundlagen der
Arithmetik" de Frege llegaron por vez primera, a mi posesion. Reconoci con gusto que su método de
definir una relacion entre un elemento y aquel que le sigue, no necesariamente inmediatamente, en
una secuencia, concuerda en esencia con mi concepto de cadena (37,44). S6lo uno no debe
desalentarse con su terminologia algo inconveniente.
(Dedekind 1890 via Wang 1957: 151; énfasis nuestro)
En suma, F2 es la manera en que Frege y sus seguidores formularon con su “terminologia inconveniente” la
nocién de cadena del sistema {0}. Por lo tanto en la axiomatizacion de la aritmética neofregeana, los
numeros naturales también son individuados mediante su pertenencia a la serie numérica, 0,1,2,3,..., lo
cual diluye a su caracter “alternativo” respecto a los principios de Peano-Dedekind.

163



analiticidad al estilo kantiano: si una proposicién aritmética es demostrada por

induccion matematica débil y puesto que esta regla sirve para indicar lo que son

los nimeros naturales, sus operaciones y sus relaciones®, entonces lo predicado

en el teorema estaria contenido en su sujeto. Si este acoplamiento entre principios

de las dos primeras clases es comin en otras axiomatizaciones, entonces esta
nocion de analiticidad podria extenderse hacia otras teorias matematicas.

e Por lo tanto, debido a (1), (I1) y (lll), la axiomatizacién de Pascal puede considerarse

también como de la aritmética borrando asi su entrecomillado de nuestro listado de

ellas. Es decir, ya que (ll)nuestros mejores principios basicos para la aritmética son

los de Peano-Dedekind v (II) el rasgo caracteristico de ellos es su amoldamiento a la

induccién matematica débil, entonces (1) la axiomatizacion de Pascal al presentar

también ese acoplamiento, puede catalogarse como una axiomatizacion de la

aritmética. De hecho, quizas sea la primera de ellas en donde la induccidn
matematica tenga este papel determinante e indisociable de la aritmética®™. Para
seguir consolidando su lugar en la historia de las axiomatizaciones de la aritmética,
continuaremos aprovechando los resultados del estudio comparativo entre aquellas
agui expuestas.

IV.  Peano al igual que_Dedekind axiomatiza estructuralmente a la secuencia N de

numeros naturales. Es decir, ambos estipulan las caracteristicas que la clase o

sistema N debe cumplir respecto a “ las propiedades fundamentales mutuamente

independientes de la secuencia N, i.e. las propiedades que no son deducibles entre

ellas y de las cuales todas las demas siguen”. Si bien hay diferencias entre sus dos

> Por ejemplo como ya fue expuesto, Dedekind define a la relacién de orden estricto “menor que” con base
en la contencién de cadenas de un sistema, mientras que Peano lo hace con base en la resta y esta a su vez
la especifica mediante la suma, operacion definida recursivamente en P18 (ver nota 25) .
> En contraste, Hao Wang en su articulo clasico ya citado sobre la “Axiomatizacion de la Aritmética”, sefiala
a Grassmann como el primero en aproximarse axiomaticamente a la aritmética mediante la induccién
matematica:
En 1861 Hermann Grassmann public6 su Lehrbuch der Arithmetik. Este fue probablemente el primer
intento serio y algo exitoso de asentar a los nimeros sobre una base mas 0 menos axiomatica. En lugar
de considerar s6lo a los enteros positivos, Grassmann lidié con la totalidad de los enteros, los
positivos, los negativos y el cero. Méas aln, gran parte de su método puede ser usado para manejar a la
totalidad mas pequefia de todos los positivos enteros. El fue probablemente el primero en introducir
definiciones recursivas para la adicién y la multiplicacion, y en demostrar sobre esa base las leyes
ordinarias de la aritmética mediante induccion matematica (Wang, 1957:147)
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proyectos axiomaticos, v.gr. Peano es mas constructivo y menos general que

Dedekind dado el mayor interés del segundo en comparacion del primero por

fundamentar a la aritmética sobre l6gica®®, ambos fijan a la estructura de la

secuencia N en la clase y el sistema simple infinito N fincandola sobre la induccién

matematica débil. Ahora bien, en Dedekind resulta mas claro este afianzamiento

sobre la induccion pues él establece con mayor precision a la estructura de N a
través de su nocion de cadena de un sistema, nocién que a su vez determina a un
sistema. Y para terminar de sintonizar este sistema, la cadena del sistema {1}, con
las propiedades fundamentales de la secuencia N, se exige a su correspondiente
transformacion ¢ que sea similar y no incluya dentro de ¢(N) al 1. A partir de estos
ajustes al sistema N=1,;, “todas las demas propiedades” de la secuencia N se
siguen, por ejemplo su buen orden (Teorema (96) de Dedekind y Proposicion de

§3.4 de Peano®’). Por lo que la induccién matemética (débil) en los principios de

Peano-Dedekind preceden deductivamente al tipo de orden de la secuencia de los

numeros naturales, no al revés.

V. Notablemente en la axiomatizacidén de Pascal se deja indeterminado al nimero

generador G de los triangulos aritméticos. Por lo que todas las consecuencias

demostradas en el primer bloque de su tratado, son validas para cualquier

triangulo aritmético sin importar cual es su generador G. Por lo que el postulado R

*®La axiomatizacion de Peano es mas constructiva que la de Dedekind puesto que incluye un par postulados,
P1y P6, mediante los cuales se genera la clase infinita N. En contraste, Dedekind parte de la existencia
probada de sistemas infinitos en (66) para mostrar la existencia en (72) del sistema infinito N caracterizado
en (71). Por otro lado, la axiomatizacion de Dedekind es mas general que la de Peano puesto que
determina mediante nociones conjuntistas, por él consideradas logicas, a los términos primitivos “1”y “+1”
de los principios de Peano. De este I6gico modo, el sucesor “+1” es una transformacion similar del sistema N
a una parte propia de N, mientras que el uno “1” es el elemento de N no incluido en esa transformacion.
Mientras que este par de discrepancias se pueden explicar por el objetivo perseguido por Dedekind de
“mostrar a la aritmética como parte de la I6gica”. meta que excluia a las intuiciones aritméticas requeridas
en el proyecto axiomatico de Peano para poder considerar como acabada a la clase N y para interpretar a
sus términos primitivos “1”y “+1”.

4.agKN. a-=A:D.WaeN. (Peano, 1889 via 1979: 71)

Donde “Wa” significa el minimo en a. Ahora bien, Peano dej0 sin probar esta proposicion aunque si lo hizo
con la anterior mediante una induccion matematica (ver nota 27) : para toda subclase a de N que es
acotada, existe en a un elemento maximo. Lo cual como veremos mas adelante cuando expongamos a
Cantor y su extension transfinita de los nimeros, implica a la proposiciéon §3. 4.
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VL.

con ayuda de la configuracién geométrica P, construye estructuralmente a la

secuencia de tridngulos aritméticos. Es decir, el postulado R puede interpretarse

constructiva pero también estructuralmente a través de los postulados P1,P6 de
Peano: R1 al igual que P1 genera al primer tridngulo aritmético mientras que R1-
R2 tal como hace P6, sefiala como ir edificando los siguientes triangulos. Si
llamamos R, a la funcion sucesor para los triangulos aritméticos, la cual estaria
definida por el postulado R con ayuda del esquema P, entonces la aplicacion
iterada de R, iria generando a la familia (cada una identificada mediante su G) de

secuencias de triangulos aritmeéticos:

Re() = G

Re(G) =G G
G

R(ReG) =G G G
G o
G

Re(Re(Rr(G))) =G G G G
G G+G G+G+G
G G+G+G

G

En cualquier etapa de la construccion de estas secuencias de triangulos
aritméticos, el postulado R (asistido por la definicion geométrica P) al indicar como
generar al proximo de ellos a partir del anterior (Rp(Rp(...Rp(G)...)) y al sefialar cémo
edificar al primero de todos ellos (R1), no solo facilita sino también valida al uso de
la induccién matematica version Pascal debido a los respectivos acoplamientos de

este par de indicaciones constructivas con el Lema 2y Lema 1l de ese método de
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justificacion. Asi entonces, que los triangulos aritméticos sean ordenables en una
secuencia conforme al orden tipico de los naturales, no consiente ni consolida la
utilizacién de la regla IMP, sino son los procesos de construccion tipificados por R1
y R2 quienes hacen posible su seguro empleo. Por consiguiente, cualguier

propiedad de los trianqulos aritméticos demostrada mediante la regla IMP, es

valida para cualquier triangulo aritmético sin importar cual sea su numero

generador G.

e En suma, (V) la indeterminacion de G y la (VI) generacion de la secuencia de

triangulos aritméticos regulada por el postulado R y compaginada con la regla de
induccion matematica deébil version Pascal, son una evidencia de  que los
principios de la axiomatizacion de Pascal construyen estructuralmente a la
secuencia de tridngulos aritméticos. Lo cual aunado a que (IV)los principios de
Peano-Dedekind también determinan estructuralmente mediante la induccion
matematica débil a la secuencia N de numeros naturales, terminaria de impulsar la
candidatura de Pascal a ser una axiomatizacion de la aritmética. Y aunque Pascal
no haya sido tan preciso en delinear esa estructura afin a la secuencia N, v.gr. no
sefiala que R, sea inyectiva, eso no cancela el caracter estructural de su
axiomatizacion.
Conclusién:

Si a Pascal se le puede considerar el padre “legal” de la induccion matematica al
haber sido el primero en dejar un registro escrito con la formulacion de ese método de
demostracién, entonces también se le puede adjudicar la paternidad de las
axiomatizaciones de la aritmética del estilo estructural consolidado por Peano-Dedekind,
pues Pascal fue el primero en establecer el vinculo arménico entre sus principios de la

primera clase con la induccion matematica débil.

Conclusion secundariay anuncios primarios:

Si bien la induccion matematica (débil) no sélo se usa en la aritmética, su validez fue

demostrada por Dedekind mientras que por Pascal y Peano fue insinuada como
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dependiente de la estructura sobre la cual se aplica. Y de acuerdo a lo expuesto, ese
método de inferencia puede utilizarse validamente en dominios que puedan estructurarse
gracias a la misma induccion matematica como la secuencia N de los nimeros naturales.
Un par de capitulos adelante cuando exhibamos a la extension transfinita de los numeros
impulsada por Cantor, discutiremos si la estructura de N puede caracterizarse de otra
manera no directamente basada sobre la induccion matematica. En particular, veremos si
el buen orden puede relevar a esta regla de inferencia en la especificacion de la estructura
de N. Mientras que en el sentido inverso, en nuestro proximo capitulo expondremos como
un subconjunto de N que comparte su estructura bien ordenada, el de los numeros
primos, puede no estar tan bien sintonizado con la induccién matematica (débil). En
suma, en nuestros siguientes capitulos impulsaremos la postulacion de la induccion
matematica (débil) como fundamento de la aritmética, en contra de sus contrincantes (el

buen orden) y de sus limitantes (los nimeros primos).

Mas aln, en nuestro siguiente capitulo empezaremos a ahondar sobre la nocién de
fundamento, la cual hemos anunciado que aplicaremos para la induccion matematica
dentro de los desarrollos tedricos de ella precedidos por el Traité de Pascal. Y lo haremos
a través del tema de la explicacion dentro del contexto matematico. Para lo cual
estudiaremos algunas demostraciones hechas por Euler para el Pequefio Teorema de
Fermat y retomaremos algunas ideas planteadas por Bolzano, puestas en practica en su
Demostracion Puramente Analitica sobre un teorema acerca de la existencia de soluciones
para ciertas ecuaciones. Aqui sélo adelantemos que las demostraciones basadas en
fundamentos (v.gr. aquellas hechas por induccion matematica dentro del Traité) , ademas
de justificar a sus respectivos teoremas (v.gr. la Consecuencia 12%) , hemos de

considerarlas poseedoras de virtudes explicativas (v.gr. la naturalidad).

Concluiremos este capitulo con una ironica observacién sobre el logicismo de
Dedekind: el acoplamiento por él rigurosamente fomentado entre la estructura de la
secuencia, las operaciones y las relaciones de los nimeros naturales con la induccion
matematica (débil), logr6 mostrar a esa regla de inferencia como endémica de la

aritmética, en lugar de haber revelado a la aritmética como reducible a la légica.
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Capitulo 4: La explicacion y la induccion matematicas

4.0 Introduccion

En el capitulo previo se reconoci6 la relevancia del papel desempefiado por la
induccion matematica en las axiomatizaciones de la aritmética precedidas por el Traité de
Pascal. Ahora pondremos a prueba esa importancia otorgada a la induccién matematica,
en algunas demostraciones hechas por Euler de un famoso teorema acerca de la
divisibilidad entre ciertos nimeros. La proposicion en cuestion es el Pequefio Teorema de
Fermat y sus demostraciones por ser revisadas fueron seleccionadas para efectuar este
examen de valor, debido a que su notable autor se pronuncié en contra de aquellas por él
mismo elaboradas con un patron de induccion matematica. Y esta desestimacion en esta
etapa de nuestra investigacion nos debe parecer llamativa, al insinuar que la induccion
matematica pudiera resultar menos decisiva para ciertas proposiciones sobre los nimeros
naturales, a pesar de la participacion determinante de ella detectada desde el Traité en la
conformacion axiomatica de ellos. Por lo que la armonia constitutivo-justificativa
centrada alrededor de la induccion matematica aqui apreciada dentro de las
axiomatizaciones de la aritmética basadas en los principios de Pascal-Peano-Dedekind, en
la practica matematica puede ser convenientemente desatendida. En consecuencia,
nuestro juicio positivo de la induccion matematica emitido en el capitulo anterior,
pareceria destinado a circunscribirse a las axiomatizaciones estudiadas o a promulgarse

como una mera idealizacion.

Para enfrentar esta valoracién negativa de la induccion matematica, lo haremos
poniendo atencion en la situacion donde se presentd, es decir, reparando ante la
pluralidad de las demostraciones hechas por Euler para el Pequefio Teorema de Fermat.
En primer lugar, desde aqui sefialaremos lo recurrente de este fendbmeno dentro de la

historia de las matematicas: la produccién de distintas demostraciones para un teorema
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no es un hecho aislado®. En segundo lugar y aunque parezca redundante, desde ahora
remarcaremos que las demostraciones aludidas son demostraciones, es decir todas ellas
son justificaciones aceptables de su conclusion conforme a los pardmetros deductivos
vigentes en su creacién®. Por lo tanto, estas dos observaciones nos incitarian a prever
que las razones detras del menosprecio citado de la induccion matematica, no son dudas
sobre el poder justificativo de las demostraciones seguidoras de esa regla. Euler al igual
que varios mas desarrolladores de las matematicas, han perseguido otros fines ademas de
la justificacién cuando vuelven a demostrar teoremas. Y sobre esas otras metas, podemos
sospechar que se origina la baja ponderacion de sus demostraciones hechas por induccion

matematica del Pequefio Teorema de Fermat.

Entre esos otros objetivos que incitaron a Euler a crear nuevas demostraciones del
Pequefio Teorema de Fermat, nos centraremos en aquellos que interpretaremos como
propositos explicativos. De este modo, la preferencia manifestada por €l respecto algunas
de sus demostraciones de este teorema, en detrimento de aquellas suyas seguidoras de
una induccién matematica, sera por nosotros entendida en términos de ganancias
explicativas. Mientras que nuestra seleccion de fines alternos a los justificativos, sera
respaldada mediante la identificacion de algunas semejanzas del caso euleriano estudiado

con algunas ideas de Bolzano relativas o asociables con la explicacion en la ciencia.

En particular, la demostracién preferida por Euler del Pequefio Teorema de Fermat
en contraposicion con su precedente deductivo realizado mediante induccion matematica,
tiene notables similitudes con la Demostracion Puramente Analitica de Bolzano sobre la
existencia de raices reales para ciertas ecuaciones. Mas aun, ambos matematicos

declararon razones afines para tener en alta consideracion a estas demostraciones.

! Otro ilustre ejemplo que también refiere a un solo pero igual de prestigioso autor, son las diferentes
demostraciones hechas por Gauss a lo largo de su vida para el Teorema Fundamental del Algebra,
empezando con la aparecida en su tesis doctoral publicada en 1799.

?Es decir, aqui no incluiremos los casos cuando la creacién de nuevas demostraciones es motivada por la
insatisfaccion provocada por la calidad justificativa de “demostraciones” previas. El ejemplo ofrecido en la
nota antecesora, también sirve en la presente: Gauss en su tesis doctoral, critica la validez de algunas
“demostraciones” anteriores del Teorema Fundamental del Algebra, como la dada por el protagonista del
presente capitulo, Euler, en su articulo “Recherches sur le racines imaginaires des equations” publicado en
1751 (esta critica se encuentra en las paginas 8-13 de la traduccion hecha por Fandreyer de su tesis
doctoral).
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Mientras que gracias a la vocacion l6gico-filosofica de Bolzano, estas razones comunes
fueron por él desarrolladas en una serie de ideas que pueden ser leidas como una
explicacion de la explicacion en matematicas®. Por lo que nosotros en este capitulo
aprovecharemos algunas de esas ideas, para comprender por qué la induccion
matematica no siempre es la mejor opcién cuando queremos establecer proposiciones en

las cuales se hace mencién de los nimeros naturales.

Asi entonces, para indagar cuando una demostracion satisface objetivos
explicativos, nos guiaremos principalmente por la siguiente sugerencia de Bolzano:
“cuando presentemos las proposiciones, deberiamos indicar no sélo que son verdaderas, sino
también como es que ellas pertenecen a nuestra ciencia...”(Bolzano,2004: 75). Es decir, aqui se
seguird la costumbre de vincular a la explicacion con un por qué, insinuando que una
demostracién explica a su teorema cuando ella contesta por qué él es verdadero. De este
modo, una demostracion al cumplir correctamente con su funcidn justificativa, nos
indicaria la verdad de su conclusién. Mientras que una demostracion que ademas nos
sefiala como es que su conclusion pertenece a determinada teoria matematica, también
puede revelarnos por qué su conclusion es verdadera, si ella logra mostrar a su teorema
como consecuencia de los principios basicos de su contexto teérico. Sin embargo, aqui
no pretendemos la validez universal de nuestra guia para detectar demostraciones

explicativas, pues el objetivo del presente capitulo enunciado al final del parrafo

% Un estudioso contemporaneo de las matematicas que ha ahondado dentro de esa interpretacion
“explicativa” de algunas ideas de Bolzano es Mancosu, por lo que su desarrollo puede ser inspeccionado en
algunos de sus articulos como “Bolzano and Cournot on Mathematical Explanation” (1999).

* Nétese la ausencia de compromisos metafisicos (o de cierta clase de ellos) en nuestro criterio de
identificacion de demostraciones explicativas. En particular, sobre la verdad matemética, decimos nada. En
lugar de llamar “verdadera” a una proposicion que tenga una demostracion correcta, bien pudimos
nombrarla como proposicion “guacaguaca”. Es decir, tratamos en la medida de lo posible de ser neutrales
respecto a ciertos asuntos filoséficos que son controversiales, ateniéndonos mayoritariamente a la préctica
matematica. Por lo que de acuerdo a esta Ultima, cuando una proposicion posee una demostracion
correcta se considera “verdadera” (0 “guacaguaca”). Mientras que en la practica matematica una
demostracién usualmente es correcta, cuando ella logra vincular validamente conforme a los estandares
deductivos vigentes en su creacion, a su conclusion con premisas que a su vez son “verdaderas” (o
“guacacuaca”). Finalmente para evitar el descenso infinito, algunas proposiciones, los primeros principios,
se consideran “verdaderas” (o “guacacuaca”) sin necesidad de una demostracion por conveniencia (o por
otras razones mas dudosas) para el desarrollo de la teoria. Dado que de los primeros principios fluye la
“verdad” de todas las demés proposiciones, entonces cuando una demostracion logra mostrar abiertamente
el vinculo entre su teoremay los primeros principios, entonces ella mostraria por qué es “verdadera” su
conclusion.
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precedente es mucho mas especifico. No obstante dado que los principios basicos fueron
un tema tratado en el par de capitulos previos, entonces si podemos afirmar desde aqui
gue nuestra ruta propuesta para perseguir cualidades explicativas, nos permitira

internarnos por la via axiomatica trazada anteriormente para la aritmética.

Insistimos que no es de nuestro interés formular un criterio general para las
demostraciones explicativas, por lo que sélo nos dedicaremos a recabar de Bolzano
algunas ideas para articularlo en consonancia con las razones detras de la referida
predileccion de Euler. Por consiguiente, seleccionaremos del primero algunos
planteamientos que no sean tan comprometedores desde un punto de vista filosofico,
para no provocar mayores recelos sobre nuestros paradmetros para el reconocimiento de
lo explicativo en una demostracion. Asi entonces, las ideas afines entre Euler y Bolzano
que posteriormente utilizaremos en pos de nuestra meta son las siguientes: (1) la
diferencia entre justificaciones brindadoras de certeza y de justificaciones que ademas
explican; (2) la naturalidad y (3) la fecundidad como indicadores de lo explicativo en una

demostracion.

Finalmente, al tener a nuestra disposicion un criterio para detectar lo explicativo en
una demostracion que a su vez nos remite a la via axiomatica, lo aprovecharemos para
realzar lo explicativo en las demostraciones hechas por inducciéon matematica dentro de
las teorias aritméticas de Pascal, Peano y Dedekind. Es decir, nuestro postulacion de la
induccion matematica como un fundamento para estos desarrollos teoricos no solo se
basa sobre su condicién de ser un principio basico para obtener justificaciones, si no

también se apoya en que alli es el modo mas (2)natural y (3)fecundo para hacerlo.

Descritos brevemente las preocupaciones, los medios y los fines de este capitulo,
corresponde ahora completar este bosquejo introductorio para que eventualmente
podamos concluir que algunas mas no todas las demostraciones hechas por induccién
matematica sobre proposiciones donde se mencionan a los numeros naturales, son
explicativas: las demostraciones redactadas conforme a la correspondiente formulacion
de esta regla en los desarrollos aritméticos de Pascal, Peano y Dedekind lo son, mientras

que aquellas elaboradas por Euler siguiendo a esta regla para el Pequefio Teorema de
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Fermat, no lo son. Y a continuacion nos dedicaremos a justificar pero también a explicar a

esta conclusion.
4.1 Avatares eulerianos de una Conjetura Pequefia de Fermat

Leonhard Euler (1707-1783) fue un matematico suizo demasiado prolifico. La
diversidad y copiosidad de sus contribuciones a las matematicas y a otras ciencias inhibe
cualquier intento de sintetizar sus aportaciones en unas cuantas lineas. Debido a los
objetivos de esta investigacion, la somera revision historica por realizarse en este
apartado estara circunscrita alrededor los escritos de Euler relativos a la Teoria de los
Numeros. La eleccion de esta delimitacion fue promovida por la relacion entre la
induccion matematica y los nameros naturales planteada desde la introduccién de este

proyecto y que se haido ratificando a lo largo de su desarrollo.

La cantidad y variedad de los escritos de Euler destinados a la Teoria de los Numeros
sigue abrumando a los &nimos por resumirlos (v.gr. segun el catélogo de Enestrom tiene
95 articulos acerca de este topico). Dentro de su abundante coleccion de trabajos sobre
esa rama de las matematicas, s6lo se escogieron algunos relacionados directa o
indirectamente con la induccion matematica. En particular sobre algunas demostraciones
hechas por Euler del Pequefio Teorema de Fermat se volcara nuestro interés inquisitivo.
Asi entonces, los articulos por ser estudiados conforme al catalogo de Enestrém son: E26,

E54,E134,E262y E271.

La exposicion histérica serd efectuada cronoldgicamente. Los comentarios que
acompafaran a algunas de las transcripciones al castellano tienen como meta facilitar su
comprension y articular la exhibicidn histérica para su posterior explotacion filoséfica. Por
ejemplo, algunas demostraciones seran traducidas a un lenguaje matematico mas actual
ya que la familiaridad suele asistir al entendimiento. No obstante, la presentacion original
gracias a su detallada estructura de antemano ayuda a su lectura, la cual quizas solo se
vea obstaculizada por la clasica lengua de su escritura. Cuando se utilice alguna traduccion
como apoyo para saltar al latinizado escollo, sera indicada a pie de pagina por si el lector

desea cotejarla con la fuente euleriana.
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CONJETURA PEQUENA DE FERMAT EN E26

En el articulo titulado “Observationes de theoremate quodam Fermatiano aliisque

ad numeros primos spectantibus” podemos hallar en latin las siguientes palabras de Euler:

Consideraré ahora a la formula 2"-1, la cual cuando n no es un nimero primo, tiene
divisores, y no sélo 2"-1 sino también a"-1 los tiene. Pero si n fuera un nimero primo,
podria parecer que 2"-1 siempre lo seria también; esto sin embargo nadie hasta donde
conozco se ha atrevido a decirlo ya que es facilmente refutable. Por ejemplo2*-1, i.e.
2047, tiene como divisores a 23 y 89, y 2%-1 puede ser divido entre 47. Veo que Cel.
Wolff no sélo menciona esto....El también menciona que 2"'(2"-1) es un nimero
perfecto cuando 2"-1 es un primo, por consiguiente n debe ser también un nimero
primo. Creo que es un esfuerzo valioso examinar los casos para los cuales 2"-1 no es
un numero primo cuando n si lo es. He descubierto también que si n=4m-1 o0 a 8m-1
son ndmeros primos, entonces 2"-1 siempre puede ser divido entre 8m-1...Sin embargo
no todos los deméas numeros primos pueden ponerse en el lugar de n...todavia otros
deben ser removidos; he observado que 2%-1 puede ser dividido entre 223, ....2"-1
entre 439; sin embargo no podemos excluirlos a todos. Todavia me atrevo a ir mas alla
y afirmar que con excepcion de los casos notados, todos los nimeros primos menores
a 50 y quizas incluso 100, producen el nimero 2™*(2"-1) que sera perfecto al sustituir
por n los numeros,1,2,3,5,7,13,17,19,31,41,47, siendo 11 de ellos. He deducido estas
observaciones de un Teorema no inelegante, cuya demostracién no tengo, pero cuya
verdad la tengo por cierta. EI Teorema es, a"-b", siempre puede ser dividido entre n+1,
si n+1 es un ndmero primo tal gue ni_a ni b por él pueden ser divididos; sin embargo
es dificil demostrarlo porgue no es verdad a menos que n+1 sea un numero primo. De
este teorema se sigue inmediatamente que 2"-1 siempre puede ser divido entre n+1 si
n+1 es un ndmero primo,... (Euler, 1738:105-6)°

El texto previo funciona como preambulo al contexto matematico sobre el cual
originariamente se desenvuelve el teorema captor de nuestro interés. Al leerlo podemos
identificar cuestiones sobre la relacion de divisibilidad y los nUmeros primos que ahora
inmediatamente se ubicarian en la teoria de nimeros, rama de las matematicas que nos
remonta hasta Libro VII de los Elementos previamente examinado y cuyo desarrollo fue
vigorosamente impulsado por el autor de la cita. Por ejemplo, en la transcripcion se
subray6 un teorema tipico de esa teoria: Si p es primo y p no divide a a ni a b entonces p
divide a (@”*-b"%). Y tal como lo sefiala Euler, esa proposicion sirve para abordar el

cuestionamiento inaugural del texto reproducido. Es decir, existen divisores (no triviales)

°la transcripciones al castellano de E26 se apoyan mayoritariamente en su traduccion al inglés hecha por
David Zhao, la cual se puede descargar en el sitio cibernético de estudios eulerianos llamado “The Euler
Archive”.
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del nimero representado como 2"-1 cuando n es igual la resta de un nimero primo p

menos uno (n=p-1), pues el teorema sefiala al mismo p como uno de ellos.

Ademés de su valor introductorio al contexto y al teorema protagonista de este
apartado, el teorema subrayado también resulta atractivo por el reconocimiento hecho
por Euler acerca de su dificultad para demostrarlo. Tan dificil le resulté que incluso
temporalmente carecio de una justificacion deductiva de él. Ahora bien, el interés por
esa complicacion aqui tiene una faceta tanto global, i.e. con respecto a la induccion
matematica por ser el eje de la tesis, como local, i.e. relativo al Teorema Pequefio de
Fermat por ser el eje de este capitulo. Del primer rostro del interés podemos vaticinar que
la propiedad aludida por el teorema acerca de que n+1 sea un niumero primo, en general
puede ser una fuente de ofuscacion deductiva para la induccion matematica. Mientras
gue del segundo podemos adelantar que la dificultad por demostrar este teorema es la
misma sufrida cuando se intenta probar el teorema principal de esta seccion, el cual desde

E26 es enunciado de la siguiente manera:

Teorema 1. Si n fuera un nimero primo, toda potencia con exponente n-1 dividida
entre n dejaria como residuo cero o uno. (Euler, 1738: 107)

Ahora bien, el Teorema 1 de E26 casi es el Pequefio Teorema de Fermat. Para
convertirlo en él hay que empequefiecerlo agregando la condicion de que la base de la
potencia no sea divisible entre n y por consiguiente, suprimiendo una opcion de su
consecuente para afirmar nada mas que “n dejaria como residuo a uno”. Presentado ya al
teorema estelar del capitulo como un viejo objeto del deseo deductivo de Euler, podemos

proceder hacia la exposicion de su primera satisfaccion por él alcanzada.

PRIMERA DEMOSTRACION DEL PEQUENO TEOREMA DE FERMAT EN E54

El articulo Theorematum quorundam ad numeros primos spectantium demonstratio
tiene como unico objetivo deductivo al Pequefio Teorema de Fermat, el cual alli es

formulado de la siguiente manera:
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Dendtese mediante p a un ndmero primo, la formula a”*-1 siempre puede ser dividido
entre p, a menos que a pueda ser dividido entre p. (Euler, 1741: 143)°

Después de enunciar a la proposicién, Euler nos brinda su ingeniosa demostracién

que inicia con la prueba de la siguiente afirmacion:

Sea p cualquier nimero primo impar, la formula 2°*-1 siempre puede ser dividida
entre p.

Prueba.

Si 271-1 puede ser divido entre el nimero primo p, entonces su duplo 2°-2 también
p(-1) , p®-D®-2) p(-1)
1 2 1 2 3 1 2

§+ 1. Pero en esta serie si truncamos al primer y al Ultimo término obtenemos

puede serlo a su vez. Y 2°= (1+1)°=1 + ? +

p, p-1)  pE-DE-2) p (p-1)
1 1 2 1 2 3 1 2

cada término de esta serie es divisible entre p, si es que p es un nimero primo. Por
cuya razon p siempre divide a 2°-2 y a causa de esto 2°*-1 puede ser dividido entre p,

a menos que p=2. Q.E.D. (Euler, 1741: 144)"

+ p= 2°-2. Ahora resulta perspicuo que

Con el fin de facilitar su comprension, desde aqui se develara que en E54 se
demuestra mediante una induccion matematica débil que p divide a (a"*-a) para
cualesquiera nimero natural a y ndmero primo p, proposicion cuyo corolario es el
Pequefio Teorema de Fermat. De este modo, el Caso Base y su prueba pueden ser
extraidos del texto previamente transcrito de Euler, los cuales seran a continuacion

expresados con una notacién un poco mas moderna.
CASO BASE (n=2): p divide a (2°-2).

Demostracion:

® La transcripciones al castellano de E54 se apoyan mayoritariamente en su traduccion al inglés hecha por
David Zhao, la cual también se puede descargar en “The Euler Archive”.

" Curiosamente la elaboracién de distintas demostraciones para un teorema se presenta desde el interior de
E54, pues Euler alli mismo ofrece otra demostracion de que p divide a 2”*-1 aunque también esta basada en
la expansion de un binomio. En lugar de desarrollar (1+1)°, directamente expande mediante el teorema del
binomioa 27! =(1+1)"* = 1+(*7") + (¥, )+...+(272) + (571) + 1. Luego hace la resta (1+1) -1y

implifi Armi i p-1 p-1\3( P i
simplifica la suma de cada par de términos consecutivos aprovechando que (P.*) + (?71)7(,7,) - Es decir

(1+1)P%1= () + (B)+...+(,7,) + (,*,) Luego como cada término de la sumatoria es divisible entre p, el
resultado de la sumatoria también lo es. Ahora bien, la demostracion expuesta en el cuerpo de este texto,
resulta mas provechosa pues ensefia como se hara la del Paso Inductivo y cémo de la proposicion probada
(2]2°-2) se puede inferir la instancia del Pequefio Teorema de Fermat: si (2,p)=1y como 2|2p-2:2(2p'1-1)
entonces 2| (2""-1) .
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2P=(1+1)°
= (B)1P1%+ ()1 1+ (D) 1P 205+ 4 (P, ) 12172+ (P ) 11174 +(B)1°1" TEOREMA DEL BINOMIO
=1+(®) + (O)+..+(P) + (P +1
Por lo que si a 2 le restamos dos obtendriamos:
20-2=(0) + (D) +(20) + ()

Como p es primo y 1<k<p, entonces p divide a cada término previo (i) de 2°-2.

Y como p divide a cada () con 1<k<p, entonces p divide a la sumatoria de esos

términos (Z) que es igual a 2°-2. Por consiguiente, p divide a 2°-2. Q.E.D.

Después del Caso Base se espera el apuntalamiento del Paso Inductivo para que la
demostracion esté erigida conforme al estilo de una induccion matematica débil. Y Euler
satisface nuestras expectativas en el siguiente extracto de E54:

Teorema

Denote p a un nimero primo, si a’-a puede ser dividido entre p; entonces la féormula
(a+1)P-a-1 también puede ser dividida entre p.

Demostracion.

, . -1
Expéndase (1+a)° de la manera usual en una serie, (1+a)’= 1+%a +%a2 +
-1 -2 _ , . . ..
%af“ S — ? aP~1 +qP cuyos términos individuales puedan  ser

divididos entre p salvo el primer y el ultimo, dado que p es primo. Por cuya razén
(1+a)*-a"-1 admite la divisiéon entre p, y también la féormula congruente con ella
(1+a)-a-1-a"+a. Y aP-a por hipotesis puede ser dividido entre p, ergo también lo es
(1+a)*-a-1. Q.E.D (Euler, 1741: 146)

El teorema previo es una implicaciébn en cuyo antecedente es reconocible la
hipdtesis inductiva, “aP-a puede ser dividido entre p”. Por consiguiente, para establecer al
Paso Inductivo, se debe demostrar su consecuente, “p divide a (a+1)°-(a+1)”. Y Euler asi
lo hace en su demostracion previamente reproducida tal como con una notacién un poco

mas moderna a continuacion se muestra:
PASO INDUCTIVO (n=a): Si p divide a a’-a entonces p divide a (a+1)°-(a+1).

Demostracion.
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(1+a)°

= (A)1Pa’+ (7)1 at+ ()17 %%+ +(,P ) 1% 2+ (P ) 1™ +(8)1°%"  TEOREMA DEL BINOMIO
- 2 p-2 P-1 P

=1+(®a+()a*...+(,7,)a*+(,P,)a +a

Por consiguiente, (1+a)*-1-a°=(?)a+(2)a*+...+(,7,)a" *+(,P )a™*

Luego como p divide a cada (?) con 1<k<p entonces p divide a cada sumando (?)a

de la expansion de (1+a)P-1-aP. En consecuencia, p divide a (1+a)°-1-a".

Ademas ya que (1+a)’-1-a° = (1+a)’-1-aP-a+a = (1+a)’-(1+a)-(a®-a), entonces p
divide a (1+a)’- (1+a)-(aP-a), lo cual aunado a la hipotesis inductiva conlleva que p divida a
(1+a)P- (1+a). Q.E.D.®

Afianzados el Caso Base y el Paso Inductivo, el método de la induccion matematica
débil nos permitirfa arribar directamente a la afirmacion de que p divide a (a”*-a) para
cualesquiera numero natural a y nimero primo p. No obstante con animos pedagdgicos,
Euler nos explica como se llega hacia esa conclusion y a su famosa consecuencia, el

Pequefio Teorema de Fermat:

Consecuentemente, ya que la suposicion de que aP-a pueda ser dividido entre el
ndmero primo p implica que la férmula (a+1)-a-1 también admita la division entre p,
también (a+2)°-a-2 como (a+3)*-a-3 y en general (a+b)"-a-b pueden ser divididos
entre p. Luego si asignamos a=2, entonces 2°-2, como ya fue demostrado, puede ser
dividido entre p, de lo cual resulta perspicuo que la formula (b+2)-b-2 debe admitir
también la division entre p para cualquier nimero entero que substituya a b. Por lo
tanto p divide a la formula a**-1, a menos que a=p o sea a un mdltiplo de p. Asi ha
sido demostrado el teorema general, prueba que me habia comprometido a proveer.
(Euler 1741:146)

Con ayuda de la explicacion ofrecida por Euler podemos ratificar el apoyo deductivo
a la conclusion ofrecida por su demostracion hecha por induccién matematica. Pues sea ¢
cualquier nimero natural mayor o igual que dos. Debido a que c=2, entonces existe un
nimero natural d tal que c=2+d. Por otro lado, de acuerdo a Euler del Paso Inductivo se

sigue directamente su generalizacion: si p divide a aP-a implica que p divida a

& Teorema: u |v-w y u]w entonces u|v. Prueba: Por hipdtesis tenemos que un=v-w y um=w. Asi entonces, se
cumple la igualdad un=v-um. Despejando a v obtendriamos que v=un+um. Por lo tanto u|v. Por lo que si
u=p, v=(1+a)"- (1+a) y w=(a’ -a), entonces por este teorema se sigue que p divide a (1+a)"-(1+a).
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(a+1)°-(a+1), entonces p debe dividir a (a+b)P-(a+b) para cualquier nimero natural b. Lo
cual aunado al Caso Base, conlleva que p divida a (2+b)P-(2+b) para cualquier nimero
natural b. Asi entonces, p tiene que dividir a su instancia (2+d)P-(2+d) y por consiguiente,
p divide a cP-c. Por lo tanto, la conclusion estaria correctamente apoyada por la

demostracion que Euler se comprometio a proveer.

Mas aun el Pequefio Teorema de Fermat es un corolario de la proposicion asentada
via induccién débil. Para deducirlo basta con afiadir la condicion de que p no divida a c,
con realizar la factorizacién cP-c=c(c”*-1) y con acudir al siguiente famoso teorema
sobre la divisibilidad de los primos: si el nimero primo p divide al producto vw, entonces p
divide av 6 aw’.

Por ultimo, notese que la induccion matematica débil usada para demostrar que p
divide a (aP- a) para cualesquiera a'y p, no se propaga sobre el exponente p sino sobre su
base a. Lo cual nos recuerda la advertencia hecha en la introduccion de este capitulo: los
numeros primos no fomentan el uso de la induccién matematica aunque tengan el mismo
tipo de orden de los naturales’. La demostracion bajo la lupa puede ofrecer pistas acerca
de las causas de la inoperancia de la induccion débil con los numeros primos. Si en lugar
de realizar la induccion sobre a lo hiciéramos sobre el exponente p, entonces la
inmediatez del Caso Base, 2 divide a a*a=a(a-1) pues a es par 0 a-1 es par, podria

alentarnos a proseguir por ese camino deductivo.

Desgraciadamente el paso inductivo provoca una paralisis deductiva. Si suponemos
gue se cumple la proposicion para el enésimo niumero primo, ¢cémo aprovechamos a la
hipdtesis inductiva para probar que también su sucesor la satisface? Si bien se puede
definir sin mayor problema al sucesor de un nimero primo, su cémputo es un verdadero

problema si se desea establecer el Paso Inductivo pues no basta con los primos anteriores

¥ Teorema: Si p|vw entonces p|v 6 p]w . Este Teorema es una consecuencia del Teorema Fundamental de la
Aritmética pues afirma la existencia parav y w de una descomposicién Unica en factores primos, de
donde se sigue que p es un factor primo de v 6 de w. Mientras que este teorema es famoso pues ha sido
usado para brindar una definicién mas amplia de “ndmero primo”; p es un nimero primo si para todo v,w
tal que p|vw, se tiene que p|v 6 p|w.

102.3,5,7,11,13,17,....Es decir, el conjunto de los niimeros primos es un conjunto bien ordenado.
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para especificar al siguiente™* y por consiguiente, el poder deductivo de la hipétesis
inductiva se debilita. Es decir, no es viable demostrar por induccién matematica sobre el
exponente p que a"*-bP* sea divisible entre p cuando p no divide aa ni a b. Es mas, en el
siguiente articulo inspeccionado se ratificara esa dificultad, pues alli otra vez Euler usara al
Teorema del Binomio en conjuncién con una induccion débil sobre la base (no sobre el
exponente) para probar al Pequefio Teorema Fermat y como corolario de él, a la

proposicion cuya verdad fue profetizada en E26.
SEGUNDA DEMOSTRACION DEL PEQUENO TEOREMA DE FERMAT EN E134

En el articulo titulado “Theoremata circa divisores numerorum “ Euler desarrolla una
mas amplia investigacion con respecto a la relacion de la divisibilidad y los numeros
primos. De hecho, el Pequefio Teorema de Fermat es demostrado desde el principio de
ese articulo pues es explotado para la generacion de los resultados deductivos alli
expuestos. Debido a la similitud de su demostracion con la desenvuelta en E54, la ruta
deductiva planteada en E134 hacia su justificacion ser& en su mayoria escrita en notacion
moderna. El trabajo en cuestion empieza con el siguiente teorema:

Teorema 1.

1. Si p fuera un nimero primo, todo nimero con la forma (a+b)-a-b” sera divisible
entre p. (Euler, 1750:22)

Demostracion:

(ath)= a’+(?)a" b+ (})a"*b*+(2)a™ p’... +(pf3)a3bp'3+(Pf_’2)asz‘2+(Pfl)albp'1+b'°

(a+b)p-ap-bp=(7‘1’)a”'1b1 + (zza)ap-zbz +(§)ap-3b3”” +(p1—7 3)a3bp-3 +(Pz_: Z)asz-z + (Pz_n l)ale—l

; —_p p! —
Ahora bien, como (?) = ool = om0l = (pfk) entonces podemos

realizar la siguiente factorizacion:

' por ejemplo, sea p, el enésimo ntimero primo. Definase py.; como el minimo nimero dentro del conjunto
Prsr={ pntl, pnt2,...., 2*3*...* p,+1} que sea primo. Puesto que el conjunto de los primos es infinito, pn+1
debe existir aunque no sepamos con antelacién quién es.
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(a+b)P-aP-bP=(¥)ab(a”*+b"?)+(P)a’b’(@>*+bP*)+(R)a’0’ (@™ *+b™%)+(¥)a'b* (@ +b"4)+...

Como cada coeficiente (Z) de la sumatoria previa es mdltiplo del primo p,

entonces(a+b)°-aP-bP, es divisible entre p. Q.E.D.

Una vez probado el Teorema 1, Euler prosigue con la instauracion de los elementos
deductivos sobre los cuales se apoyara el Pequefio Teorema de Fermat, uno de los cuales

es una consecuencia inmediata del teorema recién demostrado:

Corolario 1.

2. Por consiguiente si asignamos a=1y b=1 entonces 2P-2 siempre es divisible entre p,
cuando p es un nimero primo. Asi pues como 2°-2=2(2"*-1), entonces alguno de los
factores necesariamente es divisible entre p. Y si no es el caso que p=2, entonces el
primer factor no es divisible entre p, de donde se sigue que (2”-1) siempre es
divisible entre p cada vez que sea el caso de que p sea un nimero primo distinto al
dos. (Euler, 1750:23)

Después del corolario previo Euler presenta como un teorema a una proposicion
que pudiera considerarse como otro coralario del Teorema 1, pues su dependencia

deductiva se manifiesta en su demostracion:

Teorema 2.

4. Si una y otra de las férmulas a-a y b°-b es divisible entre el nimero primo p,
entonces también la formula (a+b)P-a-b es divisible entre el nimero primo p.
(Euler, 1750:23)

Demostracion:

Por el Teorema 1, p divide a (a+b)P-aP-bP. Luego por hipétesis del Teorema 2, se
tiene que el nimero primo p divide tanto a (a”-a) como a (b°-b). En consecuencia, p divide
a la sumatoria de los tres previos términos'?, es decir p divide a (a+b)P-aP-b° + (aP-a)+(b-
b)= (a+b)P-a-b=(a+b)"-(a+b). Q.E.D.

El resto de los componentes de la demostracion del Pequefio Teorema de Fermat
debido a la inmediatez de su respaldo deductivo ofrecido por el Teorema 2, pueden ser

desplegados sin interrupciones aclaratorias:

Corolario 1.

2Teorema: si u |vy u]w entonces u|v+w. Prueba. Por hipétesis se tiene que un=vy um=w. Por lo que
v+w=un+ums= u(n+m).
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5. Si asignamos b=1, como 1°-1=0 es divisible entre p, se sigue que si la formula a’-a
fuera divisible entre p entonces también la formula (a+1)-a-1 es divisible entre p.

Corolario 2.

6. Asi pues si asumimos que a’-a es divisible entre p, también la férmula (a+1)P-a-1
es divisible entre p, de modo similar de la hipdtesis se sigue que la formula (a+2)"-a-2,
asi como también (a+3)P-a-3, etc. y en general c’-c es divisible entre p.

Teorema 3.
7. Si p es un nimero primo, todo nimero de la forma cP-c entre p es divisible.
Demostracion.

Si en 86 asignamos a =1, como a"-a=0 es divisible entre p, se sigue que también las
formulas 2P-2; 3°-3:47-4; etc. y en general c’-c sera dividido entre p. Q.E.D.
(Euler, 1750:24)

Una vez concluida la colocacion de los componentes de la demostracion del

Pequefio Teorema de Fermat, Euler lo formula como un simple corolario del Teorema 3:

Corolario 3.

10. Si p es un nGmero primo, todo nimero de la forma a”*-1 es divisible entre p
excepto cuando a sea divisible entre p. (Euler, 1750:25)

El Corolario 3 es una consecuencia directa del Teorema 3 una vez aprendida la
factorizacion ensefiada en E54: cP-c=c(c”*-c). De hecho, la demostracién del Pequefio
Teorema de Fermat en E134 es una parafrasis de la expuesta en E54. Aunque en
contraste con su predecesora, su demostracion en E134 hace mas evidente la funcion

cimentadora del Teorema del Binomio, tal como a continuacion sera remarcado.

Recordando, tanto el Caso Base como el Paso Inductivo en la demostracion de que p
divide a aP-a en E54, son probados gracias al Teorema del Binomio. Y si comparamos sus
pruebas con la demostracion ahora sometida al analisis, podemos reconocer que el
Teorema 1 de E134 junto con su demostracion subsumiria ambas escalas deductivas
recorridas en E54. Es decir, no resulta fortuito que un binomio elevado a una potencia
prima, (a+h)", sea participe de lo afirmado en el Teorema 1 de E134, puesto que en E54
son binomios elevados a una potencia prima, (1+1)° y (a+1)®, los que permiten el empleo
del Teorema del Binomio para demostrar las dos fases de la induccion matematica débil.

Asi entonces, en E134 se revela desde el comienzo la herramienta deductiva, el Teorema
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del Binomio, que permite seguir los dos pasos dados en E54: primero se prueba el
esquema general de la demostracion en E54 y luego a manera de corolarios se establece
su Caso Base (Corolario 1 del Teorema 1) y su Paso Inductivo (Corolario 1 del Teorema 2,
teorema que a su vez es un corolario del Teorema 1). En suma, es el Teorema 1y en su
demostracion donde se expresa el plan de prueba del Caso Base y del Paso Inductivo de la

demostracion de E54.

A pesar de la importancia otorgada al Teorema 1y por consiguiente al Teorema del
Binomio, la demostracion del Pequefio Teorema de Fermat en E134 todavia conserva el
patron de induccion matematica débil. Pues como ya fue mencionado, la demostracion en
E134 mantiene el recorrido deductivo planteado en E54. De este modo en E134, el
Teorema 1 le brinda todo su apoyo al Caso Base de la induccion enunciado en su Corolario
1. Mientras que el Teorema 2 tiene la funcion de allanar el camino deductivo del paso
inductivo con la diferencia de que directamente establece su generalizacion ya anunciada
desde E54: si p divide a aP-a entonces p divide a (a+b)’-(a+b) para cualquier nimero
natural b. Es decir, en E54 primero se fincaba al Paso Inductivo para luego hacer su
generalizacion, mientras que en E134 sucede al reveés pues el Paso Inductivo es
consecuencia de la generalizacion facultada por el Teorema 1 con ayuda de las hipétesis
proporcionadas por el Teorema 2 (p divide tanto a a®-a como a bP-b). Sin embargo, la
discrepancia detectada no disuelve en E134 al patron de la induccidon matematica débil de
la demostracion de E54, sino unicamente hace mas patente la relevancia otorgada al
Teorema 1 y por consiguiente resalta la importancia del Teorema del Binomio en esa

demostracion.

Mas aln, en el Teorema 3 de E134 se enuncia el equivalente de la conclusion de la
induccion matematica debil expuesta de E54: para todo numero natural ¢ se cumple que
cualquier nimero primo p divide a cP-c. Y la justificacion de ese teorema justamente es
brindada por el Corolario 1 del Teorema 1 (Caso Base) en concomitancia con el Corolario 2
del Teorema 2(Paso Inductivo).Por dltimo, el Corolario 3 del Teorema 3 no es otra
proposicién sino la del Pequefio Teorema de Fermat. En conclusion, la demostracion del

Pequefio Teorema de Fermat en E134 es una parafrasis de la desarrollada en E54 pues
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conserva su patron de induccion matematica débil aunque enfatiza el apoyo deductivo

otorgado por el Teorema del Binomio.

Después del establecimiento del Pequefio Teorema de Fermat, a lo largo de E134 se
establecen méas conexiones entre la divisibilidad y los primos, algunas de las cuales se
logran con ayuda de ese teorema. Por ejemplo, en el teorema que le sucede al famoso
Corolario 3 del Teorema 3, Euler cumple con un pendiente deductivo dejado en E26:

Teorema 4

Si ninguno de los numeros a,b fueran divisibles entre el nimero primo p, todos los
nimeros de la forma a”*-b"* serian divisibles entre p. (Euler, 1750:25)

La demostracion del Teorema 4 se deriva directamente del Pequeiio Teorema de
Fermat, pues de él se infiere que p divide tanto a a**-1 como a b"*-1 y por ende, p divide
a a"*-1-(b"*-1)=a"*-bP*. Ahora bien, una inspeccion exhaustiva del resto del articulo nos
proporcionaria una vision mas completa sobre de la teoria sobre la divisibilidad y los
numeros primos alli desenvuelta con ayuda del Pequefio Teorema. Llamativamente el
mismo tema es abordado desde una diferente perspectiva en el articulo donde Euler
ofrece su tercera version deductiva de la justificacion del Pequefio Teorema, la cual a

continuacion seré expuesta.
TERCERA DEMOSTRACION DEL PEQUENO TEOREMA DE FERMAT EN E262

En el articulo titulado “Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta”,
Euler explora a la divisibilidad entre un niUmero primo p y una sucesion geomeétrica, i.e.
una secuencia de potencias a". En particular, su teoria se adentra dentro de las potencias
en progresiébn geométrica cuya razon a es prima relativa de p, tal como se asienta desde
el primer teorema en E262:

Teorema .

1. Si p es un numero primo, y a es primo con p, ningn termino de la progresion
geométrica 1,a,a%a>; a*, a>,a°, etc. entre el nimero p es divisible. (Euler, 1761:49)

La demostracion de este teorema es deferentemente remitida por Euler al Libro VI
de los Elementos. En la Proposicion 24 de ese libro con antelacion revisado, se afirma que

siay b son primos (relativos) de otro nimero, entonces el producto ab también es primo
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(relativo) de ese nimero. Luego de invocar a la proposicién euclidiana®®, Euler la sefiala
como el medio para extender el cumplimiento de la relacién de ser primo-relativo
predicada en el primer teorema: “...por lo que si a es primo con p, sea puesto b=a; el cuadrado
a® sera primo con p; de ahi también a® al poner b=a?; asimismo a* al poner b=a®; etc.” (Euler,
1761:49)"

Después de la reverencia hacia el pasado, Euler comienza con su novedosa
preparacion de los elementos tedricos que integraran a su nueva demostracion del
Pequefio Teorema de Fermat, dentro de los cuales resaltaran por su reiterativo empleo el

siguiente teorema junto con su demostracion:

Teorema 3.

12.Si a es un numero primo con p, al formar la progresion geométrica
1,a,a%a%a%a%a%a’, etc. ocurren innumerables términos que al ser divididos entre p
dejan residuo 1, y los exponentes de esos términos una progresion aritmética

constituyen.

Demostracion.

Ya que el nimero de términos es infinito, pero por otro lado los residuos posibles son
tantos como p-1, necesariamente muchos, en cualquier caso una infinidad, de términos
producen el mismo residuo r. Siendo a" y a* dos de esos términos, que dejan el
mismo residuo r, a* -a* serd divisible entre p. Pero a" -a’= a" (a" ™ -1), y como el
producto es divisible entre p, mientras que el factor a” es primo con p, necesariamente,
el otro factor a" ™ -1 por p es divisible; por ende la potencia a" ™ dividida entre p
tendra el residuo=1. Sea p -v=A, donde la potencia a* produce un residuo =1, también
cada potencia a®*, a* , a** , a®* etc. tendréa el mismo residuo =1. Por consiguiente la
unidad sera el residuo de cada una de las potencias:

1;a",a%;a*;a*%;a™; a”; etc. (Euler, 1761:53-4)

13 Curiosa 0 erréneamente nombrada por Euler como la Proposicién 26 del Libro VII. Por lo que esta
numeracién podria sugerir que el Euclides leido por Euler, es el de la popular edicién de Clavius. En
particular, este jesuita agrego algunas proposiciones omitidas por Heiberg en el Libro VII, como la
VII.[Clav].Prop.20: “ Tres nimeros son proporcionales sii el producto de los extremos es igual al cuadrado del
medio”. (Heath, 1908 vol.2: 320) (Clavius, 1574: 262).

14 cabe mencionar que esta demostracion nos remite a una induccion matematica débil sobre el exponente
n de la sucesion geométrica de a’s. Su Caso Base (n=2) se establece directamente mediante VII.Prop.24
puesto que ay a (*b=a’’) son primos relativos de p; mientras que para afianzar su Paso inductivo se iguala
a bcona ak'(“ b=a® etc”) para importar a la hip6tesis inductiva (ak es primo relativo de p) y asi otra vez
recurrir a VII.Prop.24 para inferir que p es primo relativo de a‘a=a“"%.
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Una clase residual r de n es un conjunto de nimeros que al ser divididos entre n,
dejan como residuo a r. De este modo, el Teorema 3 predica algo sobre la clase residual 1
de p conformada por elementos de la sucesion geométrica a", a saber que sus miembros
tienen la forma a™ (i.e. sus exponentes integran una sucesién aritmética con razén 2).
Ahora bien, esta clase residual 1 de p resulta de sumo interés para el Pequefio Teorema
de Fermat pues él afirma que a”* pertenece a dicha clase. Mientras que la demostracion
del Teorema 3 es muy ilustrativa en cuanto que ensefia un patrén deductivo explotado al
por mayor en E262: suponer que a"r, a'k representan una misma clase residual por lo que
p divide a™r-a'k; luego factorizar a a"r-a'k en a‘(@™'r-k) para finalmente inferir la
pertenencia de ra™" a la clase residual k de p dado que a“ no es divisible entre p (Teorema
1). Y como muestra inmediata de su utilidad, este paso es seguido desde el Corolario 3 del

presente teorema para mostrar la existencia del A en cuestién:

Corolario 3.

15. A partir de la demostracion queda expuesto cémo dar una potencia a” con residuo =1,
cuyo exponente sea menor que p. Si la progresion geométrica hasta el término a"* es
continuada, porque el numero de sus términos es =p, es necesario que al menos dos
términos, sean a" y a’, tengan el mismo residuo; de donde la potencia a* ™ tendra el
residuo =1, como u<p y v<p, cierto sera que p-v<p.(Euler, 1761:54)

Asf entonces, A es un nimero natural tal que: i) 1<A<p , ii) p divide a a’-1 y iii) para
todo 1>0 tal que p divide a a*-1 se cumple que A<u (i.e. A es minimo)*. Ahora bien, la
identificacion de A no es un evento fortuito ya que sera el exponente protagonista de la
demostracion del Pequefio Teorema en E262. Mas aun como ya fue mencionado, el
Teorema 3 es otro de sus componentes estelares, pues que cada término de la sucesion

geométrica a™ pertenezca a la clase residual 1 de p sera un puntal de ella™®. El siguiente

1> Cabe sefialar que es en el Teorema 5 donde Euler por vez primera exige la condicién iii) de A, propiedad de
ser minimo que serd también pedida y explotada en el mas importante Teorema 7 el cual es expuesto en el
cuerpo del texto. El Teorema 5 indica que Gnicamente los miembros de la subsucesion 1,a, a*, a?, a*,..de
a" dejan como residuo a 1 cuando se dividen entre p.
1 Esta afirmacion a su vez esta sustentada en el Teorema 2 de E262:
7. Si la potencia a" dividida entre p deja como residuo r, y la potencia a” el residuo s, la potencia a**
dejara como residuo rs. (Euler, 1761:51)
La demostracion de esta proposicion es relativamente sencillay consecuentemente no fue expuesta en el
cuerpo del texto. Basta con sefialar, debido a la relevancia mas adelante otorgada a la divisién, que se esta
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recurso deductivo sobresaliente para esta demostracién es proporcionado por el

Teorema 7:

Teorema 7.

27. Sea a’ la minima potencia de a, que dividida entre el nimero p, produce un residuo=1,
entonces todos los residuos de los términos de la progresién geométrica 1, a* , a*, a® ...
a"' continuada hacia la potencia a”, seran entre ellos no iguales.

Demostracion.

Si por ejemplo, a" y a” son dos potencias, Cuyos exponentes i y v Son menores que A
que dan igual residuo, entonces su diferencia a" -a” seria divisible entre p, por esa razon la
potencia a" " dividida entre p dejaria un residuo =+1, por lo que seria que p-v<A,
contrario a la hipétesis; de donde se sigue que todas las potencias, cuyos exponentes son
menores que A presentan diferentes residuos. (Euler, 1761:59-60)

En la demostracién del Teorema 7 se ratifica de nuevo lo provechoso que resulta el
patron deductivo ensefiado en la demostracién del Teorema 3, pues por medio de él se
llega a un absurdo ( A esy no es minimo !) si se niega al teorema cuya justificacion esta en
progreso. Por otro lado alli se afirma que los nimeros a* con 0<k<\ pertenecen a clases
residuales entre ellas distintas, lo cual seré aprovechado en la demostracion del Pequefio
Teorema de Fermat al servir para identificar a todas las clases residuales generadas por la
division de las potencias de la sucesién geométrica a" entre el nimero primo p*'.
Mientras que su utilidad se manifiesta en el asentamiento del siguiente componente de

su demostracion en E262:

Teorema 10.

37. Si el nimero de diferentes residuos, que de la divisién de las potencias 1, a*, a2, a°,
a* ,a°, etc. entre el nimero primo p surgen, es menor que p-1, entonces al menos seran
tantos nimeros que no son residuos como los que son residuos.

Demostracion.

Sea a" la potencia minima, que dividida entre p deja a la unidad, y sea A<p-1, el
nimero de todos los residuos diferentes serd=A, por eso menor que p-1. Ya que el
nimero de todos los nimeros menor que p, son =p-1, se muestra al descubierto que
hay nimeros que en los residuos no figuran. Digo por otro lado que la cantidad de
esos numeros al menos es =A. Para mostrarlo, expongamos los residuos mediante

proposicién se basa sus propiedades. Pues por hipotesis del Teorema 2, tenemos que a* = mp +r y a’=np+s.
Por consiguiente, a*"’ =a" *a'= mnpp + mps + npr + rs. Q.E.D.

" El Teorema 2 (reproducido en la nota anterior) sirve para sustentar la afirmacion de que 1,a,a’,...,a*%,a*"
representan a todas las clases residuales de la division de las potencias a" entre p, pues para cualquier a"
existen m, r tal que n=m+r con r<\ y por consiguiente a"=a"™"" debido al Teorema 2 pertenece a la clase
residual de a'.
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estos términos, de los cuales surgen , 1, a', a*, a*, a*..... a* cuyo nimero=A, estos

residuos si son llevados a su forma habitual todos seran menores que p y entre ellos
seran diferentes. Ya que A<p-1 por hip6tesis, hay un nimero dado que no aparece
entre estos residuos. Sea k tal nimero; ahora digo que si k no es un residuo, ni ak, ni
a’k, ni a’k, etc. ni a*"'k ocurren entre los residuos. Pues sea a*k un residuo surgido de
la potencia a%, entonces sera a®=np+ a"k, 6 a“-a*k=np, por lo que a*-a"k=a" (a**-k)
entre p es divisible. Pero a" entre p no es divisible, en consecuencia a**-k entre p es
divisible, por lo que la potencia a** al dividirla entre p, deja al residuo k, lo cual se
opone a la hipotesis. De donde se muestra que todos los numeros: k, ak; a’k; a’k;
etc....... a*'k no son residuos. Pero estos ndmeros, cuya multitud=A, son todos
diferentes entre si; pues sean dos, tal como a'k y a‘k, que coincidan en el mismo
residuo reducido r, asi seria a"k=mp+ r y a’k=np+ r, ya que  a"k- a'k=(m-n)p,
entonces (a"- a")k=(m-n)p seria entre p divisible. Sin embargo ni es k divisible entre
p, ya que p es un numero primo y k<p; ni lo sera a*- a" entre p divisible, pues al ser
a" ™ dividido entre p, dejaria la unidad, de lo cual en compafiia de pu<i-1y v<i-1,se
tendria que p-v<A, lo que seria absurdo. En consecuencia todos estos numeros Kk, ak,
a’k, a’k.... a*'k, si se reducen'® seran entre ellos distintos y su multitud es =A. Por
consiguiente, al menos han sido dados A numeros, que no tienen lugar entre los
residuos, solo si se tiene que A<p-1.

Corolario 2.

39. Por lo tanto si a* fuese la minima potencia, que dividida entre el nimero p dejara
. . . -1 .. , -1
la unidad, si A< p-1 entonces cierto es, que no es k>p7, por consiguiente sera xsz

0 2=, (Euler, 1761:63-65)
En el Teorema 10 junto con su demostracion y en su Corolario 2, se comienza a
posicionar otro puntal del Pequefio Teorema de Fermat. En especifico, ellos ensefian y

empiezan a fincar a la siguiente proposicion condicional mas adelante enunciada por
Lo p-1 _p-1 . -1 .. .
Euler: si 7‘<T entonces X-m 0 xé”m. Este condicional a su vez servira para establecer

que A=n(p-1) p.a. nimero natural n, proposicion que aunada al Teorema 3, sostendran al
Pequefio Teorema de Fermat en su version demostrada en E262. Antes de proseguir con
el establecimiento de la igualdad A=n(p-1), conviene ahondar en el texto recientemente
transcrito, pues debido a lo angular de su colocacion en la demostracion del Pequefio
Teorema, merece una mas cuidadosa exposicidn. Por consiguiente con animos
aclaratorios, la demostracion del Teorema 10 sera meticulosamente desembrollada a

continuacion:

'8 Es decir, la clase residual a"k se reduce a su representante r con 1<r<p-1.
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Sea a un numero primo relativo al nUmero primo p y consideremos a la sucesion

geométricaa”.

Por la definicion de A y por el Teorema 7 tenemos que A es igual al nimero de clases
residuales obtenidas mediante la division de los términos a" entre p, las cuales pueden

identificarse con cada uno de los siguientes términos: 1,a,a%,....a"".

Supongamos A<p-1. Entonces existe una clase residual k de p con 1<k<p-1 que no
figura entre las A previas clases residuales. Considérense a las clases residuales de la

divisién entre p expresadas mediante los siguientes términos: k, ak, a’k,....,a" k.

Ahora bien, cada uno de los términos a"k con 0<n<\-1, representa a una clase
residual distinta no s6lo con respecto a los otros a"k sino también con los términos de la

sucesion a' con 0<i<i-1.

En primer lugar, si a'k representara a la misma clase residual de a’k con pu>v y
1<u,v<A-1, siguiendo el patron ensefiado en la demostracion del Teorema 3, infeririamos
la divisibilidad de a"“k-k entre p puesto que p dividiria a a'k -a'k, a'k -a'k=a"(@""k-k) y p
no divide a a* por el Teorema 1. Pero si p divide a a""k-k entonces p tiene que dividir a
a""-1 puesto que a""k-k=k(a""-1) y p no divide a k. Por consiguiente, a"" perteneceria a la
clase residual 1 de p, lo cual es un absurdo dada la caracterizacion de A ofrecida desde el
Corolario 3 del Teorema 3, ya que p-v<i y consecuentemente, A no cumpliria con la
condicidn iii) de ser minima.

En segundo lugar si a'k representara a la misma clase residual de a* para alguna
a<A-1, siguiendo otra vez el patron mostrado en la demostracion del Teorema 3
infeririamos que a**-k es divisible entre p puesto que p dividiria a a*-a"k=a"(@a**-k) y p no
divide a a" por el Teorema 1. En consecuencia, k seria la clase residual de a**, lo cual

contradeciria la eleccion de k.

En suma, los nimeros a'y a'k con 0<i<A-1 representan a clases residuales distintas
de p, mientras que los primeros en contraste con los segundos si refieren a residuos en la

division de las potencias de la sucesion geométrica a" entre p. Como el niimero total de
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ambos es igual a A, entonces al menos existen A clases residuales de p que no desfilan

entre los residuos obtenidos al dividir los términos a"entre p. Q.E.D.

La demostracion previa ademas de justificar a su correspondiente teorema, también
asegura la satisfaccion de su Corolario 2 pues gracias a ella, sabemos que el nimero de
clases residuales del nimero primo p que no aparecen en la division de las potencias a"
entre p, es igual o mayor que A. Por otro lado, el nimero total de clases residuales de p en
cuestion es igual a p-1 pues no estamos considerando a la del residuo cero dado que ay p
son primos relativos (nétese que r tiene que ser distinto de cero para el buen

funcionamiento de la demostracion del Teorema 10). En consecuencia, si A fuera mayor
p—1 .

que =~ entonces la suma de las clases residuales de p que aparecen y no lo hacen en la

sucesion geométrica a" seria mayor que p-1, lo cual es un absurdo. Por lo tanto, si A<p-1

-1
entonces kspT.

Ahora bien, la demostracion del Teorema 10 también indica como justificar su

.z . . . . . p—1 .
version generalizada junto con su respectivo corolario: si X<T entonces existen n
conjuntos de clases residuales que no surgen de la division de los términos a" entre p,

. . -1
cada uno de los cuales tiene al menos A elementos y consecuentemente, Si }»<pT

-1 , -1 . )
entonces k:% 0 kﬁ. Curiosamente Euler no se toma la molestia de demostrar esta

ultima proposicion general y se conforma con aleccionarnos mediante algunos de sus
casos la manera de apuntalarla deductivamente. De este particular modo, Euler enuncia y

demuestra la instancia de esta proposicion para n=2 en el Teorema 11:

Teorema 11.

41. Si p fuera un nimero primo, y a" la minima potencia de a que dividida entre p deja

. . -1
a la unidad, si fuese k<p7; entonces no puede ser que el exponente A sea mayor que

p—1

==y por esa razon seré el caso de que xsz_l 6 k<pT_1. (Euler, 1761:66)
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La demostracion de este teorema es analoga a la de su predecesor, por lo que su
version original no sera reproducida en su totalidad. En la demostracion del Teorema 11

los términos 1, a, a°, a°, a*..., a*!

otra vez son usados para representar a las distintas
clases residuales generadas por la division de los términos de la sucesion geométrica a"
entre p. Ya que por hipotesis M’%l , entonces existe un residuo r con 1<r<p que no figura

en las clases residuales previamente representadas. Luego gracias a ese residuo r
podemos expresar las siguientes clases residuales de p: r, ar, a’r, a’r, a’r,..., a*'r.
Finalmente si razonamos de manera analoga a la exhibida en la demostracién anterior, i.e.
recurriendo al patrén deductivo ensefiado en la demostracion del Teorema 3, podemos
inferir que las clases residuales previas son diferentes entre todas ellas y también lo son

respecto a las clases a™ con 0<m<i-1.

Mas aun, dado que el nUmero total de clases residuales de p representadas por los
términos a'y a'r (0<i<A-1) es igual a 21 y kf% por hipotesis, entonces debe existir otro
residuo s (1<s<p) de la division entre p que no estad representado por ninguno de los
términos previos. Y tal como se hizo anteriormente con r, empléese s para representar las
siguientes clases residuales de p: s, as, a’, a’s, a',...., a*'s. Por lo que siguiendo el plan

de la demostracion del teorema precedente, para probar al Teorema 11 basta con

verificar las siguientes tres afirmaciones:

i) La clase residual a's es distinta a la clase a residual para toda 0<i j<A-1.

ii) La clase residual a's es distinta a la clase residual as para toda 0<i,j<i-1.
iii) La clase residual a's es distinta a la clase residual a'r para toda 0<i,j<i-1.

Las dos primeras aseveraciones pueden justificarse copiando su demostracion de la
del Teorema 10. Por lo cual, so6lo faltaria sustentar a la ultima afirmacion y Euler asi lo

hace en la demostracion del Teorema 11:

Pues si fuera a'r=a"s, serfa el caso de que s=a"™*r, 0 s=a"*"*r sdlo si p>v, por lo que s
estaria contenido en la serie previa contrario a la hipotesis. (Euler, 1761:67)

Es decir, si a’r nombrara a la misma clase residual que a's, entonces recurriendo por

enésima vez al patron ensefiado en la demostracion del Teorema 3, tendriamos que p
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divide a a'r-a"s = a"(a"*r-s) y por consiguiente p dividiria a a"*r-s . En consecuencia, la
clase residual de p representada por a*“r (s.p.g. v>u) seria la misma que la etiquetada
por s, lo cual es un absurdo por la eleccion de s. Por lo tanto, a'r y a“s representan

diferentes clases residuales de p.

En suma, los términos a, a'r, a's (con 0<i<i-1) designan a distintas clases residuales

de p y su cantidad puede calcularse mediante la sumatoria del total de cada uno de esos
tres tipos de términos: A+A+A=3A. En consecuencia, si A fuese mayor que pT_l entonces

tendriamos que 3A>p-1, lo cual es un absurdo dada la cantidad de clases residuales de la

divisién entre p aqui consideradas (recordando, estamos excluyendo a la del cero). Por lo

tanto, si x<p7‘1 entonces k:pT_l 6 x<pT_1 .Q.ED.

Recapitulando, en la demostracion del Teorema 3 se muestra al patron deductivo
maestro, la suposicion de que p divide al término a™r-a'k cuya factorizacion a‘(a™"'r-k)
permite inferir que a™'r pertenece a la clase residual k de p dado que p no divide a a™
(Teorema 1), empleado varias veces para justificar al Teorema 10. A su vez la
demostracion del Teorema 10 sefiala cdmo acudir reiteradamente a ese patron para
p—-1 .,

1 A.
0 A< = Sin embargo como

. . .y, , . -1 -
justificar la proposicién méas general: si A<2— entonces A= P
n n+1 n+

ya fue mencionado, Euler no redacta integramente la demostracion de esta implicacion,
sino s6lo nos indica como hacerlo a través de sus instancias. En el Corolario 2 del

. -1 .
Teorema 10 demuestra que si A<p-1 entonces XSPT, mientras que en el Teorema 11
. . -1 -1
hace lo propio para establecer que si x<p7 entonces xng. Luego en el Teorema 12,

, . . . . . -1 -1 . .
demostrara su siguiente instancia: si k<pT entonces xng ; mientras que en su Corolario
1 afirmara esa implicacion para n=4. Finalmente en el siguiente corolario del Teorema 12,

por fin se formulara la version general de la proposicion condicional:

Coroll. 2. [del Teorema 12]
46. En general si es conocido que X<pT_1, de igual manera se demuestra que no puede

ser 7@% , por lo que sera xzfl—: 6 x<fl—:. (Euler, 1761:69)
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Las bases deductivas para sostener al Corolario 2 del Teorema 12, llamémoslo
simplemente Proposicion 46, son sugeridas desde la demostracion del Teorema 10 y son
expresadas en su cabalidad en la prueba del Teorema 11 a través de las tres afirmaciones
de disimilitud entre clases residuales con antelacion enumeradas. Basta con cuantificar
universalmente a esas tres aseveraciones y con especificar la construccion de las clases
residuales para respaldar deductivamente al Corolario 2. Y aunque Euler no haya
cumplido con ese par de deductivos requerimientos burocraticos, él si ensefié el modo de

hacerlo como a continuacion sera completado.

Supoéngase que k<p7_1 y definanse los siguientes conjuntos de representantes de

clases residuales de p:
Ro={ a'ro tal que ro=1y 0<i<i-1}
R.={ a'r, tal que r1 no esta representado en Ro y 0<i<i-1}

R,={ a'r, tal que r, no esta representado en RgUR; y 0<i<A-1}

[ Al . -1 .
Rn={ a'ra tal que ry no esta representado en U’y R; y 0<i<i-1}
Luego verifiguese el cumplimiento de las siguientes tres aseveraciones:

i) Para todo a'r; y para todo a“ con 0<i,k<\-1y 1<j<n, se tiene que a'r, representa a

una clase residual distinta de la clase designada por a.

ii) Para todo a'r; y para todo a*r; con 0<i k<A-1y 1<j<n, se tiene que a'r; representa

a una clase residual distinta de la clase designada por a"rj.

iii) Para todo a'r; y para todo a‘r, con O0<ik<A-1y 1<jh<n se tiene que a';

representa a una clase residual distinta de la clase designada por a‘ry,.

Las demostraciones de las tres afirmaciones previas pueden extraerse con algunos
cambios en la notacién de las demostraciones de los Teoremas 10 y 11 pues tal como ya

ha sido mencionado en varias ocasiones, basta con recurrir reiteradamente al patron
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aprendido de la demostracién del Teorema 3. De este modo, el patron deductivo general

para respaldar a cualquiera de las tres afirmaciones previas es el siguiente:

Supongamos que a‘r,- representa a la misma clase residual que a“r,. Entonces p divide
a ar; - a'ry. Pero a'r; - a‘ry= a(@™r; -ry) y como p no divide a a* (Teorema 1), entonces p
divide a (a™r; -ry). Por consiguiente la clase residual a™r; es la misma que la de ry, lo cual
por las ik,,h en cuestion conllevaria alguna contradiccion que respaldaria a su
correspondiente aseveracion. Por ejemplo si j=0, k<i<A-1y j<h<n, entonces r, compartiria
la clase residual con a'™*, lo cual entraria en conflicto con la eleccién de r,y para eludir a la
contradiccion, debe ser el caso de que i) para todo air,- y para todo a* (0<i k-1, 1<j<n)
airj representa a una clase residual diferente de la clase designada por a*. En suma, el
patron ensefiado en la demostracion del Teorema 3 permite recorrer la via de la reduccion
al absurdo para demostrar cada una de las tres afirmaciones que sostienen a la

-1

Proposicion 46. Por lo tanto, si A<E=— entonces A=2— 6 A<= . Q.E.D.
n n+1 n+1

Después de haber apuntalado deductivamente a la Proposicion 46, la demostracion
del Pequefio Teorema de Fermat en E262 esta proxima a su complecion. Pues esta
proposicion tiene como consecuencia inmediata al Corolario 3 del Teorema 12, ancestro

justificativo muy cercano del Pequefio Teorema:

Coroll. 3.

47. De ahi se hace evidente que todos los nimeros que no pueden ser residuos son
=0, 6 =A, 6 =2), o cualquier otro mdltiplo de A: si fueran mas ndmeros de este tipo
que nA, entonces otros A después distinguiria, de donde todos los nimeros que
produciria serian =(n+1)A; y si todavia hay un nimero contenido en los no residuos,
otra vez distinguiria A que les seguirian. (Euler, 1761:69)

Es decir, el nimero de clases residuales de p que no figuran en la division de las
potencias a™ entre p tiene que ser igual a nA para algiin nimero natural n. De lo contrario,
si suponemos que para todo ndmero natural n el nUmero de esas clases residuales es
siempre mayor que nA, entonces podemos inferir que su nimero superara a p-1. Y si
recordemos nuestra omision de la clase residual del cero, esta calculo contradecira al

numero de clases residuales de p de antemano fijado en p-1.
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Con esa contradiccion como meta, asumamos que para cierto numero Kk el total de

clases residuales no representadas por la sucesion geométrica a™ es mayor que ki y por

-1 . ., .
ende 7»<%. Gracias al proceso de generacion de conjuntos de representantes de clases
residuales de p descrito en nuestra demostracion de la Proposicion 46 (el cual fue
extraido de las demostraciones del Teorema 10 y 11), podemos obtener otras A clases

residuales diferentes para asi obtener un total de (k+1)A de ellas. Expresado de otra
forma, si x<Z—: entonces xsi—;; debido a la Proposicion 46. Y si seguimos creyendo que la

cantidad de clases residuales de p no representadas en la sucesion geométrica a" es
mayor a (k+1)A, de nuevo podemos construir otras A clases residuales distintas generando
asi un total de (k+2)A de ellas. De este modo si continuamos manteniendo esta suposicion,
eventualmente concluiriamos que el nimero de clases residuales de p no designadas
mediante las potencias a™ seria mayor que p-1!, pues en alguna iteracion i de nuestro
proceso de generacion se producirian (k+i)A clases residuales de p con (k+i)A>p-1.
Expresado de otra forma, existe un namero natural i tal que (k+i)A>p-1 mientras que por
otro lado gracias a la Proposicion 46 tendriamos que ks’]’(—:, lo cual resulta contradictorio.
Por lo tanto, el total de las clases residuales que no son residuos de la divisién de las
potencias de la sucesion geométrica a™ entre p, es igual a nA para algiin nimero natural n.

Q.ED.

Y como consecuencia inmediata del Corolario 3 del Teorema 12, Euler enuncia al
antecedente justificativo del Pequefio Teorema de Fermat en E262, el Teorema 13:
Teorema 13
48. Si p fuese un nimero primo, y a" la minima potencia de a, que dividida entre p deja a

la unidad, el exponente A sera divisor del nimero p-1.

El nimero ergo de todos los residuos de los divisores es =\, por lo que el nimero del
resto de los nimeros menores a p, que no son residuos serd=p-1-A, pero por (47) ese
nimero es multiplo de A, sea ni, de esta manera se tendria que p-1-A=nX, de donde

. -1 . ..
tendriamos que szl: . Por lo que perspicuo es, que el exponente A es un divisor del

namero p-1,...(Euler, 1761: 69)
De acuerdo a lo anunciado, la demostracion de este teorema se apoya directamente

sobre la Proposicion 47 (Cor.3 de Teo.12), la cual a su vez esta respaldada por la
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demostracién de la Proposicion 46 (Cor.2). En conciso, puesto que el nimero de clases
residuales de p representadas en la sucesién geométrica a™ es igual a A (Teorema 7) y el
namero de clases residuales de p en cuestion que no lo son es igual a nA (Prop.47),

entonces A+nA=(1+n)A=p-1y por consiguiente, A divide a p-1. Q.E.D.

Una vez afianzado el Teorema 13, se han apuntalado a todos los componentes
justificativos sobre los cuales Euler erige su nueva demostracion del Pequefio Teorema de
Fermat, el cual por fin es formulado en el siguiente teorema:

Teorema 14.

49. Si p fuese un ndmero primo, y a primo con p, entonces la potencia a”* dividida
entre p a la unidad dejara. (Euler, 1761: 70)

El Teorema 14 es una consecuencia directa del Teorema 13 en concomitancia con el
Teorema 3 Yy al ser su demostracion tan concisa, su transcripcion sera omitida. Es decir, el
trabajo pesado de la exposicion quedo atras. De este breve modo, la demostracion del

Pequefio Teorema se articula de la siguiente manera:

En primer lugar por el Teorema 13, existe un numero natural n mayor que cero tal
que ni=p-1.

En segundo lugar, a™ pertenece a la sucesiéon geométrica a™ (1, a* ,a%,....a"™,

a™* ) cuyos elementos debido al Teorema 3 forman parte de la clase residual 1 de p.
Por lo tanto, p divide a a™-1= a**-1. Q.E.D.

El camino deductivo de la demostracion en E262 del Pequefio Teorema de Fermat es
maés largo si lo comparamos con el recorrido mediante induccién matematica en E54 (y
E134). Sin embargo el esfuerzo por completarlo tiene la recompensa de que conduce
naturalmente hacia un resultado mas general fuera de la ruta inductiva previa. Y esta
ventaja fue reconocida por el mismo autor de estas demostraciones tal como lo dejo
plasmado en su Scholion del Pequefio Teorema (Teo. 14) en E262. Entender por qué Euler
se decant6 por su nueva demostracion sera la labor que nos mantendrda ocupados a
continuacion. Y para logarlo, tal como fue mencionado en nuestra introduccion,

aprovecharemos algunas ideas de Bolzano asociables con la nocion de explicacion.
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4.2 Las afinidades explicativas entre Bolzano y Euler

Los motivos que han impulsado a los matematicos a plantear diferentes
demostraciones de un “mismo” teorema son diversos. Pueden abarcar desde razones
estéticas, fines pedagdgicos, cuestiones filoséficas, ganancias matemaéticas o intereses
econdémicos entre otros. Aqui han sido expuestas tres demostraciones hechas por el
mismo autor, Euler, del Pequefio Teorema de Fermat. Entre la demostracién en E54 y la
de E134 no hay mayores discrepancias en sus patrones justificativos, salvo el orden de su
colocacion y el énfasis dado al Teorema del Binomio. Ambas demostraciones siguen de
una manera u otra una induccién matematica sobre los exponentes de la potencia de un
binomio cuya expansion es facilitada por el Teorema del Binomio. El paso del tiempo entre
unay otra, el interés por obtener mas proposiciones sobre la divisibilidad y los nimeros
primos, el cambio de publico o el habito de justificar padecido por los matematicos®,
quizas provocaron la génesis de la “segunda” demostracion en E134. La determinacion
precisa sobre su origen, al rebasar los alcances y alejarse de las metas del presente

estudio, no seré realizada empero.

En contraste, la demostracién en E262 muestra notables diferencias con respecto a
la contenida en E54 (y E134), pues en lugar de erigirse como una induccion matematica
sobre las potencias de un binomio, se construye sobre las clases residuales de p. Es mas,
su autor remarco su distincion pronunciandose a favor de su nueva creacion justificativa
en contraposicién con su(s) anterior(es) demostracién(es) del Pequefio Teorema. Las
razones sobre su preferencia seran posteriormente reproducidas y discutidas,
conforméndonos por el momento con pronosticar su parecido con algunas ideas de otro
notable matematico recientemente redescubierto por algunos filésofos interesados en el

tema de la explicacion en matemaéticas, Bernard Bolzano. Asi entonces, estas ideas

¥ En el Archivo de Euler (http://www.math.dartmouth.edu/~euler/) se informa que E54 oficialmente fue
presentado por Euler a la Academia de San Petersburgo el 2 de Agosto de 1736 y originalmente publicado
en Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae VIIl en 1741. Mientras que E134 oficialmente fue
presentado a la Academia de San Petersburgo el 2 de Septiembre de 1748 y originalmente publicado en Novi
Commentarii academiae scientiarum Petropolitanae | en 1750. No obstante, alli también se sefiala que
segun el célebre matematico prusiano Carl Gustav Jacob Jacobi, el articulo E134 fue presentado por Euler
en la Academia de Berlin el 23 de marzo de 1747.
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comunes seran expuestas para depurar su similitud y asi prepararlas para su uso en el
estudio comparativo que seré realizado entre las demostraciones del Pequefio Teorema
en E54 y E262. Sobra decir que adentrarnos dentro del pensamiento filoséfico de Bolzano
y en el interior de su ejecucion matematica, es una empresa que requiere mas recursos
de los que aqui se pueden asignar. En consecuencia, mediante su somera revision solo se
aspira a conseguir una herramienta de analisis que nos ayude a explicar al fendmeno de la

multiplicidad de demostraciones acontecido con Euler y el Pequefio Teorema de Fermat.

Bernard Bolzano (1781-1848) fue un fildsofo-l6gico-tedlogo-matematico quien entre
otras cosas promovio el rigor dentro de las matematicas a traves de la busqueda de sus
fundamentos desde una perspectiva analitica®. Ahora bien, su cruzada por el rigor no fue
una mera lucha por la certeza tal como usualmente se preconciben las metas de las
empresas fundacionales. Es decir, el estandar de rigor en Bolzano no es satisfecho nada
mas con la certeza, tal como lo hizo notar dentro del &mbito matematico en su distincion

entre las demostraciones subjetivas (o “fabricadoras de evidencia”*

o0 “certificaciones”) y
las objetivas (o “cientificas” o “fundamentos”). Ambas confieren certeza a sus verdades
justificadas, sin embargo las segundas en contraste con las primeras poseen otra cualidad
exigida por su estandar de rigor, la cual esta sefialada en sus siguientes palabras extraidas

de su ensayo titulado “Sobre el Método Matematico”%:

2% A continuacion se transcriben algunos fragmentos introductorios de su ensayo titulado “Sobre el Método
Matemético”, para darnos una ligera idea sobre el anélisis filosofico de Bolzano:
5. Las ideas que son completamente simples y solo tienen un so6lo objeto las Ilamo intuiciones. En
contraste, las ideas que nos intuiciones en si mismas, ni contiene alguna intuicion como componente,
las llamo conceptos. (Bolzano, 1833 via 2004 :51)
6. Las ideas compuestas en parte por conceptos y en parte por intuiciones las llamo ideas mixtas, y de
hecho conforme a las circunstancias, seran intuiciones o conceptos mixtos, dependiendo si su parte
principal es una intuicién o un concepto. (Bolzano, 1833 2004 :52)
En particular, aquellas proposiciones cuyos componentes son conceptos puros, las llamo
proposiciones puramente conceptuales y si son verdaderas, verdades puramente conceptuales...Hay
ciencias enteras en que fijamos la regla de que todos sus teoremas (incluso todas las proposiciones
auxiliares requeridas para su demostracion) admitidos deben ser verdades puramente conceptuales.
Este es el caso, por ejemplo, de la teoria pura de nimeros, .... (Bolzano, 1833 via 2004 :52-3)

2! Este nombre es usado en su “Demostracion puramente analitica del teorema: entres dos valores
cualesquiera que producen signos opuestos se encuentra al menos una raiz real de la ecuacion” para
menospreciar a las demostraciones que utilizan medios geométricos.

22 Este ensayo forma parte de la introduccion de una obra de Bolzano suspendida por su muerte, Teoria de
las Magnitudes (Grdssenlehre), mientras que su traduccion al inglés hecha por P. Rusnock y R. George
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Por lo que toda ensefianza que se proclame como rigurosamente cientifica, no sélo
debe asegurar la certeza de las verdades que presenta, sino también debe hacer
perceptible, hasta el grado que sea posible, la conexion objetiva que entre ellas
existe...Si somos capaces de reconocer el fundamento objetivo de una proposicion a
través del mismo medio que nos convence de su verdad, y si uno puede demostrar su
verdad precisamente mostrando coémo surge como la consecuencia objetiva de ciertas
verdades ya presentadas a nosotros, entonces uno puede unir estos dos
procedimientos.  Ya que estas consideraciones se refieren a una clase de
demostraciones, uno puede llamar a estas demostraciones como demostraciones
objetivas o también como fundamentos con tal de distinguirlas de aquellas que sélo
cumplen con la primera de las dos cosas...Las demostraciones, por el contrario, que
s6lo producen conviccion sin dar los fundamentos objetivos, uno podria llamarlas
como meras certificaciones o demostraciones subjetivas. (Bolzano,1833 via 2004: 71)

Asi entonces, las demostraciones rigurosas también deben mostrar al fundamento
objetivo de las verdades por ellas justificadas. Por otro lado Bolzano admite como
inspiracion de su distincion entre la demostraciones subjetivas y objetivas, a la separacién
aristotélica entre las demostraciones que muestran con certeza que algo es el caso (ott) y
aquellas que al mismo tiempo ensefian por qué es el caso (woti)®®. Y esta influencia
aristotélica nos puede ayudar a identificar la cualidad explicativa de las demostraciones
objetivas, pues segun este filésofo de la antigliedad ellas ademas de justificar a sus
proposiciones también contestarian por qué son verdaderas. Sin embargo antes de
abordar a esta clase de demostraciones desde el punto de vista de la explicacion, conviene

precisar lo que Bolzano entendia por ellas.

De acuerdo a la filosofia de Bolzano, las proposiciones objetivas son independientes
de nuestras interacciones psicoldgicas-linguisticas-cognitivas con ellas. Pues este filosofo
no llama “a una proposicion en si misma o proposicion objetiva lo que los gramaticos
[laman proposicion, a saber, su expresion linglistica, sino simplemente al significado de
esta expresion, que exactamente debe ser uno de los dos, verdadero o falso” (Bolzano, 1833
via 2004: 40). Por lo que la distincién de Bolzano “entre las proposiciones en si mismas y
las proposiciones pensadas (o0 juicios)”, conlleva la separacion de “las verdades en si
mismas y las verdades conocidas (0 cogniciones)” (ibid. 69). Una vez manifestada esta

escision, la diferencia para Bolzano entre conexiones subjetivas y objetivas también ha

(2004) es la fuente de nuestras citas en castellano. De acuerdo a estos estudiosos de Bolzano, una copia
Sobre el Método Matemético fue hecha en 1833 para ser mandada al filsofo Franz Exner (1802-1853).
2 La fuente aristotélica la revela Bolzano en la Nota 1 encontrada en las paginas 70-71 de la traduccion

(2004) de su “Sobre el Método Matematico”:
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sido dejada al descubierto: las primeras las realizamos entre nuestras cogniciones, i.e.
algunas verdades conocidas causan nuestro conocimiento de otras verdades, mientras
gue las segundas de antemano existen entre las verdades en si mismas, i.e. algunas
proposiciones verdaderas en si mismas estan relacionadas justificativamente con otras. De
este modo, una demostracion es objetiva cuando logra que nuestro conocimiento de su

conclusion se base en las proposiciones objetivamente conectadas con ella.

Ahora bien, las demostraciones objetivas no sélo justificarian con certeza a sus
respectivas conclusiones, pues al mostrar los fundamentos de ellas, permitirian apelar a
ellos para indicar sin nuestra intervencion subjetiva, por qué sus conclusiones son
verdaderas. Por lo tanto, las demostraciones objetivas podrian considerarse como
portadoras de cualidades explicativas. A pesar de lo atractivo que pueda resultar esta
identificacion de las demostraciones explicativas con las objetivas, su carga filoséfica
anularia la neutralidad deseada para el marco de nuestro estudio comparativo de las
demostraciones eulerianas. Pues para aceptarla, al menos se debe adoptar un realismo
semantico (toda proposicion matematica es verdadera o falsa con independencia de
nosotros) que ya no resulta tan facilmente admisible?®. Asi entonces, en su lugar seran
utilizados algunos indicadores del poder explicativo de una demostracion planteados por

el mismo Bolzano, sin comprometernos con su sustrato filoséfico.

En primer lugar serd retomado de Bolzano su revitalizacién del método axiomatico.
En particular, este método promueve la revision en retrospectiva de las conexiones
justificativas entre las proposiciones de una teoria, hasta arribar a algunas a partir de las
cuales se puede llegar deductivamente al resto de ellas, los principios basicos. En palabras

de Bolzano:

? Irénicamente la I6gica matematica impulsada por el mismo Bolzano (v.gr. su nocion de consecuencia
I6gica -por el llamada relacién de deducibilidad- precede a la de Tarski) ha promovido una relativizacion de
la verdad que complica mas no imposibilita, la postura del realismo semantico por él enarbolada. Que la
verdad de una proposicion (v.gr. la conmutatividad de la multiplicacion) dependa de algiin modelo de
interpretacion (v.gr. los nimeros transfinitos discutidos en el siguiente capitulo), corroe laimagen de
independencia de la verdad promovida por el realismo semantico. Por otro lado existen otras criticas mas
duras al realismo semantico basadas en su apego a la ley del tercero excluido, v.gr. las proclamadas por
Michael Dummett en varios de sus escritos como The Logical Basis of Metaphysic (1991). Es decir, se puede
dudar con argumentos, v.gr. epistemoldgicos, sobre la afirmacion de que toda proposicion matematica sea
verdadera o falsa.
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Pues para cada verdad que tenga aun otro fundamento de su verdad, este fundamento
deberia ser indicado, y si uno llega a una verdad que no tiene aun otro fundamento,
sino solamente sirve como fundamento de otras verdades..., entonces debe mostrarse
que ella posee esta notable propiedad y por qué la posee. (Bolzano, 1833 via 2004: 71)

Asi entonces, la busqueda por los fundamentos de una proposicién verdadera se
efectuaria no por aislado sino dentro de un contexto tedrico del cual ella forme parte, con
la meta de hallarlos inspeccionando las conexiones justificativas alli establecidas. Ahora
bien, para distinguir en ese rastreo a los fundamentos de otros principios basicos méas

subjetivos, Bolzano sugiere seguir la pista a continuacion transcrita:

...es de esperarse por adelantado que el conocimiento del fundamento de una verdad
nos pondra en una buena posicion para descubrir un nimero de otras verdades
previamente desconocidas. (Bolzano, 1833 via 2004:70)

De este modo, el incremento en la obtencion de resultados seria un indicador de
gue nuestras conexiones justificativas se originarian en los fundamentos de la teoria.
Ahora bien, ya que esta sefial es de naturaleza global (pues seria relativa a cierto contexto
teorico), podemos refinarla conforme al objeto de nuestro estudio comparativo. Al
restringir ese aumento a una demostracién, entonces él se manifestaria localmente en
una lectura més general de la verdad enunciada en su teorema. Finalmente para Bolzano,
una verdad es mas general cuando “su idea sujeta a predicacion o la idea predicada, o

ambas son de mayor extension” (Bolzano, 2004: 79).

Predicando con el ejemplo, Bolzano nos ensefia un aumento de generalidad en su
“Demostracion puramente analitica del teorema: entre dos valores cualesquiera que
producen signos opuestos se encuentra al menos una raiz real de la ecuacion” (Rein
analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwey Werthen, die ein
entgegengesetztes Resultat gewahren, wenigstens eine reelleWurzel der Gleichung liege).
En el articulo con el anterior largo titulo, él incrementa la generalidad del teorema alli
mentado a través de la identificacion de sus fundamentos en contraste con algunas
cogniciones geométricas que sélo nos convencen acerca de su verdad. Expresado con sus
palabras, Bolzano nos presenta “una demostracion verdaderamente cientifica, es decir el
fundamento objetivo de una verdad valida para todas las magnitudes, estén o no en el

espacio”, verdad que “no se puede encontrar en una verdad que solamente es valida para
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las magnitudes que pertenecen al espacio” (Bolzano, 1817 via 1964: 137). Mientras que la
verdad geomeétrica por su particularidad desdefiada es que “toda linea continua con una
curvatura simple si sus ordenadas son primeramente positivas, después negativas (o al
revés), debe necesariamente cortar cualquier parte del eje de las abscisas en un punto

situado entre sus ordenadas™® (Bolzano, 1817 via 1964: 137).

Ahora bien, el fundamento para Bolzano del teorema algebraico mentado en el
titulo de su articulo, es la continuidad de la funcién polinomial (P(x)) que determina a la
ecuacion (P(x)=0), es decir, su fundamento “es la verdad general que toda funcion
continua de x que es positiva para un valor de X, negativa para otro, debe ser nula para un
valor intermedio de x” (Bolzano, 1817 via 1964: 138). Mas aun para que su fundamento
propuesto no levante suspicacias, después de haber sido depurado conceptualmente®,

Bolzano lo define de la siguiente manera:

Una funcion f(x) varia siguiendo la ley de la continuidad para todos los valores de x
situados al interior o al exterior de ciertos limites, no es otra cosa que lo siguiente: si X
es cualquiera de tales valores, la diferencia f(x+w)-f(x) puede volverse mas pequefia
que cualquier magnitud dada, si se puede siempre tomar ® tan pequefia como se
quiera... (Bolzano, 1817 via 1964:139)

A pesar de lo instructiva que pueda ser su Demostracién Puramente Analitica®’, no
nos adentrarnos mucho en ella pues no es el tema principal de la investigacion ahora en
curso. El objetivo de citarla era clarificar mediante el ejemplo al aumento de la
generalidad como indicativo de que una demostracion ha fincado su justificacion en

fundamentos, por lo que bastara con evidenciar ese incremento. Como primera muestra

o —

25 T

?®Como la ley de la continuidad es puramente conceptual, entonces Bolzano elimina la intervencion del
tiempo y del espacio en su definicién (p.138-9 de 1964)

?" Dicha demostracion posee varias cuestiones de interés, por ejemplo en ella se expone un criterio de
convergencia para series parecido a la nocion actual del limite de una sucesion (Teorema 7, p.150-2 de
1964). No menos llamativo es el Teorema 12 en cuya demostracion se emplea ese criterio de convergencia:
“Si una propiedad M no pertenece a toda la magnitud variable x, pero pertenece a todas aquellas que son méas
pequefas que cierta u, entonces existe siempre una magnitud U que es la mas grande de todas aquellas sobre
las que se puede afirmar que todos los valores inferiores x poseen la propiedad M” (p. 153). El Teorema 12 es
atractivo no sélo porque es un pilar de la Demostracion Puramente Analitica, sino también porque es la
primera version conocida de un importante resultado del Analisis Matematico cuyo nombre en parte
reconoce la paternidad de Bolzano, a saber, el Teorema de Bolzano-Weierstrass.
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de este ensanchamiento podemos sefalar que el dominio de validez del teorema se
expande a través de la Demostracion Puramente Analitica hacia todas las magnitudes y no
nada mas hasta las geométricas. Es decir, la idea del teorema sujeta a predicacion, las

magnitudes, tiene una mayor extension.

Por otro lado, gracias a la Demostracion Puramente Analitica también hay un
aumento en la generalidad de lo predicado. Pues los pasos deductivos de esa

demostracion le permiten a Bolzano llegar a la siguiente conclusion:

§15

Teorema.- Si dos funciones de X, f(x) y ¢(X) varian siguiendo la ley de continuidad ya
sea para todos los valores de x o ya sea al menos para todos aquellos que estan
situados entre a y B; si ademas f(a)<e(a) y f(B)>¢(B); entonces siempre existe un
cierto valor intermedio de x entre a y 3 para el que f(x)= ¢@(x).

(Bolzano, 1817 via 1964: 159)

Asi entonces, el teorema acerca de la existencia de raices reales de una ecuacion es
subsumido por el Teorema 15, el cual tiene como fundamento a la ley de continuidad de
las funciones. Y la extension de lo predicado por este Gltimo es mayor que la del primero
pues éste es un corolario del otro. Su derivacion comienza demostrando que un polinomio
P(x) es una funcion que varia segun la ley de la continuidad para todos los valores de x
(Teorema 17, ibid. p.163). Luego, el teorema algebraico afortunado de tener una nueva
demostracion puramente analitica, afirmaria que existe al menos una raiz real para la
ecuacion P(x)=0 cuando existen a.,f tal que P(a))>0y P(B)<0. Si definimos al polinomio ¢(x)
como la sumatoria de los términos cix' de P(x) para los cuales cioa>0 y si construimos al
polinomio f(x) con la resta del resto de los términos de P(x), entonces tendriamos que
fla)<o(a) y f(B)>(B). Finalmente por el Teorema 15 debe existir una x entre o y 3 tal que

f(x)=¢(x). Por lo tanto, esa x serfa una solucién real de la ecuacion P(x)= (x)-f(x)=0. %

%la exposicion de la demostracion es una simplificacion de la del Bolzano, pues él reconoce dos casos
distintos aunque ambos reducibles al exhibido en el cuerpo del texto. Es decir, alli se asumié tacitamente
que a, B tienen el mismo signo. Bolzano hace explicita esta suposicion para garantizar que f(a)<o(o) y
f(B)>¢(B) en el primer caso. El segundo ocurre cuando a,  tienen distintos signos. Pero ese caso es
reducible al primero, pues s.p.g. sea a<0 y B>0. Luego Bolzano nos pide que nos fijemos en el valor de P(0).
Si P(0)=0 entonces 0 es la raiz real cuya existencia es pronosticada por el teorema. Por otro lado si P(0)<0 6
P(0)>0, entonces se presenta otra vez de dos distintas maneras el primer caso, pues si P(0) >0 entonces a=0
mientras que si P(0)<0 entonces B=0. (ibid. , p. 164).
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En suma, el aumento de la generalidad ejemplificado por la Demostracién
Puramente Analitica ademas de mostrar el incremento de la extension en la idea sujeta a
la predicacién y en la idea predicada, también ensefia que ese crecimiento incluso puede
cambiar a la teoria a la cual originalmente pertenecia su teorema. En este caso, un
teorema de la teoria de ecuaciones mediante la demostracion de Bolzano se convirtio en
uno de la teoria de funciones continuas. O expresado con mayor grandilocuencia, un
teorema algebraico tornd en un corolario de un teorema mas general (Teorema 15) del
andlisis matematico. De hecho no podemos dejar de mencionar, que Bolzano fue uno de
los méas notables constructores del sustrato tedrico del célculo, siendo su Demostracion
Puramente Analitica un importante ladrillo para la edificacién del analisis matematico.
Por lo tanto, el aumento de la generalidad producido por una demostracion sera
considerado como un indicativo de su poder explicativo porque ella ayuda a profundizar

dentro del contenido teorico de su teorema ampliando a su extension.

Se podria objetar en contra de la relacion de proporcionalidad previamente
promovida entre las ganancias deductivas (sean globales -optimizacion de resultados
obtenidos mediante la enunciacion mediante el método axiomético de fundamentos- o
locales -mayor generalidad de los resultados-) y el poder explicativo, que parece una
unién ad hoc. Pues cabe preguntar, ¢por qué se asocian las ganancias deductivas con algo
supuestamente distinto a la justificacion si su medicién se hace también en esos
términos? Es decir, las ganancias contabilizadas son mas justificaciones de nuevos
teoremas y mas objetos bajo el influjo de ellos debido a nuevas justificaciones, no mas

explicaciones ni mayor profundidad de ellas.

Una réplica contra la critica previa se puede ofrecer con un argumento de tipo
abductivo: la mejoria en la comprension de una teoria (mediante cierta axiomatizacion) o
de un teorema (mediante cierta demostracién), es la responsable del incremento de la
cantidad o de la extension de los resultados deductivos, por lo que ambas manifestaciones
pueden ser utilizadas como indicador de poder explicativo. En conciso, no hay que
confundir efectos (mas teoremas, mayor generalidad) con causas (mayor poder

explicativo). Mientras que esta réplica abductiva nos parece filos6ficamente tolerable para

204



nuestro marco de estudio pues aqui no se ha puesto en duda la existencia de
demostraciones explicativas: es una asuncién hecha desde la introduccion de este
capitulo. Mé&s aun, la muestra euleriana extraida de E262 més adelante sera expuesta
como una evidencia historica de este parametro de poder explicativo

independientemente de su plausibilidad filosofica.

Otra contestacion no menos abductiva se puede plantear al retomar de la filosofia
analitica de Bolzano su diferencia entre conexiones objetivas y subjetivas, es decir, las
ganancias deductivas serian una evidencia del establecimiento de las primeras y por ende,
del asentamiento de le explicacion. No obstante, ya que esta respuesta compromete
filoséficamente a nuestro marco de estudio, ella sera abruptamente acallada. Por lo que
nos conformaremos con la razén abductiva en el parrafo previo mencionada: la mejora en
la comprension de un teorema debida a una demostracion, puede aumentar la
generalidad de dicha conclusion y por consiguiente, este incremento puede ser usado
como indicador del poder explicativo de una demostracion. Mas adn, podemos transitar
de la defensa al ataque de regresar la duda, pues ¢como puede ser el caso de que se
acepte el aumento de la generalidad de un teorema gracias a una demostracion sin que
ese reconocimiento conlleve una mejoria en su entendimiento? Si al menos esa
demostracion nos ayuda a comprender que ese teorema es una instancia de uno mas

general, ,cOmMo negar sus poderes explicativos?

En segundo lugar, Bolzano ofrecio otra clase de razones para alentar la busqueda de
fundamentos con tal de encontrar explicaciones, clase discernible en sus siguientes

palabras:

Una de las virtudes de una presentacion verdaderamente cientifica es sin duda la
circunstancia de que no meramente le indica al principiante el camino que lo llevara a
la meta del conocimiento deseado, sino también le permite comprender con cada paso
(tanto como sea posible) qué y cdmo el camino lleva a esa meta. Para alcanzar esta
meta se requiere clarificar como sera aprovechado un concepto cuando lo definamos;
y cuando presentemos las proposiciones, deberiamos indicar no sélo que son
verdaderas, sino también como es que ellas pertenecen a nuestra ciencia...
(Bolzano,2004: 75)

Por lo que ademas de ponderar la relacion de la explicacion con la generacion de

méas conocimiento, también podemos evaluar su participacién en el asentamiento y
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difusion de éste. Al cambiar de fase en el proceso del conocimiento, es decir al pasar de
su etapa justificativa a su momento de asimilacién, se liberan otras razones de tipo
subjetivo para discernir lo explicativo de una axiomatizacion o de una demostracién. Y no
debemos olvidar que la explicacion en muchas disciplinas de estudio, como las
matematicas, frecuentemente ha perseguido fines didacticos. En consonancia con esta
meta, de acuerdo a Bolzano el establecimiento con cierto grado de meticulosidad de las
conexiones de cualquier proposicion hasta sus fundamentos, desplegaria a una teoria de
tal manera que seria més sencillo comprender los caminos deductivos hacia sus teoremas.
Por ejemplo, los saltos deductivos tipicos de las demostraciones matematicas pueden
provocar ofuscacion, sobre todo a los que apenas empiezan a transitar por las diversas
vias teoricas de esa disciplina. Mientras que esa confusion puede ser aplanada si se traza
con cierto grado de detalle a la ruta deductiva de una demostracion, pues al hacerlo los
saltos se descompondrian en pequefios pasos deductivos. Por lo que al menos parece
plausible que una especificacion minuciosa de las relaciones justificativas de una teoria a

su vez posea alguna virtud explicativa de naturaleza subjetiva®.

Por ultimo, la linea terminal de la cita previa de Bolzano, i.e. “indicar como es que
una proposicién pertenece a nuestra ciencia”, sintetiza a los parametros explicativos
previamente discutidos. Pues en consonancia con lo anteriormente expuesto, esa
inquietud por el sentido de pertenencia puede orientarse hacia la busqueda de los
fundamentos. Es decir, para sefialar por qué un teorema forma parte de cierta teoria
matematica, podemos inspeccionar en sentido inverso sus conexiones justificativas con tal
de evaluar si los enlaces detectados a su vez son elementos de ella. Y esta bldsqueda
retro-justificativa tentativamente se detendria en los origenes de las conexiones, sus
fundamentos, mostrando asi sus virtudes explicativas. Por lo que si llegamos a los

fundamentos la duda por la pertenencia quedaria resuelta, debido a que ellos por

® por ejemplo, Kitcher (1981) explora la relacién entre rigor y explicacién con ayuda del propio Bolzano. Y
Kitcher en ese articulo hace bien en advertir que el rigor argumentativo, i.e. la propension por las inferencias
simples, no siempre produce demostraciones con virtudes explicativas. Por ejemplo, la longitud de algunas
demostraciones formales pueden ser un impedimento para que ellas incentiven nuestra comprension. Por lo
tanto, la exigencia por el rigor debe moderarse si se desea atribuirle también la obtencién de cualidades
explicativas, tal como lo intenta hacer Kitcher en su articulo aqui citado.
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antonomasia son los miembros tipicos de una teoria al servir como los elementos iniciales

para su caracterizacién misma.

Sin embargo el procedimiento anterior para contestar a la pregunta sobre la
pertenencia es s6lo un bosquejo y no tiene el grado de complecion de un algoritmo. Pues
tal como lo admiti6 pero también ensefié Bolzano en su Demostracion Puramente
Analitica, el rastreo retro-justificativo hacia los fundamentos se realiza “tanto como sea
posible” sin que pueda delimitarse por adelantado esa posibilidad. Por ejemplo, Bolzano
termina este rastreo en su ley de continuidad, fundamento de su Demostracion
Puramente Analitica, pero ahora nosotros podemos proseguirlo hacia la nocion de
limite®. Por lo que tentativamente bastar4 con que una demostracién construya un
camino deductivo hacia su teorema tal que conforme se recorra en sentido inverso
aumente (o al menos se mantenga constante) la manifestacion de pertenencia a una
teoria de sus escalas visitadas, para que ella presuma una virtud explicativa. Qué tan
profundo debe resultar ese recorrido para que en el fondo sea explicativo, es algo por
averiguarse conforme se descienda por él, tal como lo haremos dentro de la demostracion

predilecta de Euler para el Pequefio Teorema de Fermat.

Recapitulando, Bolzano fue invocado porque su Demostracion Puramente Analitica
comparte algunas propiedades con la demostracion de Euler en E262 del Pequefio
Teorema de Fermat. Y si la primera es explicativa, entonces por analogia, la segunda
también lo es. Consecuentemente, expusimos algunas ideas de Bolzano para preparar la
explicacion de por qué la demostracion en E262 es explicativa. Ademas, ellas fueron
premeditadamente seleccionadas por su parecido con las razones dadas por Euler sobre
su predileccién de la demostracion en E262. Aunque como pasa con casi toda eleccién, su
ejecucion conllevé el abandono de otras ideas, en especial aquellas pertenecientes a su

rica pero comprometedora filosofia analitica. Asi entonces, las afinidades que seran

% Siguiendo la ruta de la objetividad proyectada por Bolzano, ahora facilmente se podria reconocer que en
su definicion de continuidad subyace otro concepto, a saber, el de limite. Pues precisamente esa concepto
sirve para clarificar las desigualdades en esta definicién planteadas, por ejemplo, incorporando al valor
absoluto (]f(x+w)-f(x)]) o centrandola en un sélo punto (|f(x,t®)-f(xo)|) para diferenciarla da la continuidad
uniforme.
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explotadas en nuestro estudio comparativo son las siguientes: 1)diferencia entre certeza
justificativa y entereza explicativa; 2)la manifestacion de pertenencia a una teoria
(naturalidad) como virtud explicativa y 3)el aumento en la cantidad/ generalidad como
indicador del poder explicativo. Adicionalmente a las tres previas concordancias, 4) su
suma puesta en contraste entre una demostracion explicativa y otras que no lo son, es
realizada por ambos matematicos en sus demostraciones acaparadoras de nuestra
atencién. Sea ahora exhibida y aprovechada la primera de estas afinidades en el analisis

de la muestra euleriana.

En primer lugar, Euler al igual que Bolzano acepta la diferencia entre las
demostraciones que justifican con certeza a su conclusién y aquellas que muestran algo
mas. Para atestiguarlo, podemos citar que desde la promocion inicial de su demostracion
del Pequeiio Teorema de Fermat en E54, Euler marca una distancia deductiva con el autor

de esa conjetura:

Muchos de los teoremas aritméticos alguna vez propuestos por Fermat pero sin
demostracion, si fueran verdaderos, no sélo contendrian eximias propiedades de los
nimeros, incluso a la ciencia misma de los ndmeros, que muchas veces parece
exceder los limites del anélisis, vehementemente promoverian...Fermat parece que
elabor6 muchos de sus teoremas sobre nimeros por induccion, la cual como se ve es
una via totalmente Unica para descubrir propiedades de este tipo. Pero en verdad no es
suficiente lo dado por la induccién en este lugar, numerosos ejemplos se pueden
declarar; dentro los cuales por otro lado sélo se reportara uno del mismo Fermat que
falla en poner un fundamento. Hablo ciertamente del teorema, cuya falsedad ya expuse
hace no muchos afios, en el cual Fermat asevera que todos los nimeros comprendidos
por la forma 22" + 1 son nimeros primos. Por otro lado de la verdad de la proposicién
la induccion parece brindar suficiente evidencia. (Euler, 1741: 141-2)

Ahora bien, para constatar como Euler expuso la falsedad del teorema propuesto
por Fermat sobre si son primos todos los nimeros de la forma 22" + 1, debemos
retroceder hasta su ya citado E26. En ese articulo, Euler drasticamente muestra como un
contraejemplo puede anular toda la evidencia inductiva de una conjetura recabada hasta

el momento previo de su refutacién:

La verdad de este teorema reluce,...para 1,2,3,4; los cuales producen los nimeros 5,
17, 257 y 65537, todos ellos nimeros primos... Pero desconozco el hado por el cual, el
siguiente 22° 4+ 1 ciertamente cesa de ser un niimero primo,... puede ser dividido entre
641, tal como cualquiera tentado puede mostrarlo en seguida... De lo cual puede
preverse, que el teorema en otros casos que le siguen incluso falla, y asi las cosas el
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problema de encontrar un nimero primo mayor que otro dado en el presente no esta
solucionado. (Euler,1738:104-5)*

Expuesto el contraejemplo n=5 para el fallido teorema de Fermat en E26, Euler en
E54 enfatiza que a diferencia de los argumentos inductivos, las demostraciones (o

refutaciones) son justificaciones que si respaldan con certeza a sus teoremas:

Al considerar todas las propiedades de los nimeros de este tipo, aquellas s6lo por

induccidén respaldadas, seguirdn conservando tanta incerteza en sus testificaciones,

hasta que se les provea demostraciones apodicticas 0 sean enteramente refutadas.
(Euler,1741:142)

Y si demerit6 a los argumentos inductivos en E54, Euler lo hizo para promover la
certeza irradiada por las demostraciones (Caso Base, Paso Inductivo) mediante las cuales

en ese articulo justifica al Pequefio Teorema de Fermat:

Pero ahora, después de haber obtenido firmisimas demostraciones mediante mi
método, su verdad no estd mas en duda. Para llegar a la verdad ostentada por los
teoremas, que es un método por si mismo y quizas en otras investigaciones sobre
nimeros pueda ser manejado con utilidad, pongo mis demostraciones que explico en
esta disertacion. (Euler, 1741: 142-3)

Donde el método aludido se delinea con mayor precisién en E134 y ya fue con
antelacion aqui exhibido, el cual es una aplicacion del Teorema del Binomio. Por lo
tanto, la certeza es una cualidad reconocida por Euler que brinda la demostracién en E54
al Pequefio Teorema de Fermat. En consecuencia, no es de esperarse que la demostracion
en E262 haya sido por él favorecida debido a su mayor aportacion de certeza a la
conclusion. Y como lo revela su comentario acerca de esa nueva demostracion localizado
en E262, la certeza no es una de las razones por las cuales él la prefiere en comparacion

con la anterior:

Scholion.

53. He aqui pues una nueva demostracion del eximio teorema, engendrado antes por
Fermat, que discrepa extremadamente y por completo de la mencionada en Comment.
Acad. Petropol, Tomo VIII. A saber alli se invoca el desarrollo del binomio (a+h)" en
una serie al modo Newtoniano, cuya consideracion se aparta no moderadamente de la
proposicion, aqui la verdad de ese mismo teorema, se demuestra a partir de propiedades
de las potencias; por lo cual esta demostracion se ve mas natural, ademas otras insignes
propiedades acerca de los residuos de potencias cuando se dividen entre nimeros primos

* De hecho en E134, Euler irénicamente aprovecha el alli demostrado Teorema Pequefio de Fermat para
volver a refutar a esta conjetura de Fermat en su Teorema 8 . Dicha proposicién predica la existencia para el
ntmero a2"+b2™ de divisores con la forma 2™'n+1 (Euler, 1750: 32-3)
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se manifiestan. Queda al descubierto que si p fuese un nimero primo, no sélo la férmula

a”™-1 entre p es divisible, sino también a veces la formula mas simple a*-1 puede ser

dividida entre p, y en ese caso el exponente A es una parte alicuota del exponente p-1.
(Euler, 1761: 71-2)

La transcripcion previa es la fuente del interés por el tema de la explicacion en la
presente investigacion. Y lo es debido a que Euler alli sefiala que su nueva demostracion
es mejor que la publicada en el Tomo VIII de Commentarii academiae scientiarum
Petropolitanae, i.e. E54, porque es “méas natural” y porque logra manifestar “otras
insignes propiedades acerca de los residuos de potencias cuando se dividen entre
nimeros primos”. Ambas razones se pueden identificar con algunas de las ideas de
Bolzano previamente relacionadas con la explicacién y por consiguiente, ella ha sido
elegida como parametro para medir esa reconocida mejoria de E262 con respecto a E54.
Asi entonces, con la asistencia de Bolzano aqui se esta intentado explicar por qué la nueva
demostracion es explicativa en contraposicion con la vieja apodictica justificacion del
Pequefio Teorema de Fermat. Persiguiendo tal meta, ahora se discutird la segunda
afinidad entre los trabajos de ambos matematicos detectada: 2)la manifestacion de

pertenencia a una teoria (naturalidad) como virtud explicativa.

Euler prefiere a su demostracion en E262 por ser mas “natural” que la de E54.
Confusa o convenientemente, la propiedad de ser “natural” ha captado la atencién de no
pocos fildsofos por lo que una inspeccién de la literatura especializada podria proveernos
de distintas caracterizaciones/interpretaciones que podriamos usar para abordarla. No
obstante, en pos de la fidelidad de la lectura de las ideas de Euler sobre ella plasmadas en
su Scholion y articuladas en su novedosa demostracion del Pequefio Teorema de Fermat,
se optd por no importar méas ideas para evitar mayores compromisos filoséficos (v.gr
metafisicos) que pudieran distorsionar la investigacion, al menos en su fase dedicada a

recopilar evidencias de demostraciones explicativas.

El Pequefio Teorema de Fermat literalmente trata sobre los residuos entre potencias

cuando se dividen entre nimeros primos. Actualmente dicho contenido puede ser descrito
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mediante la relacién de congruencia modular®®, segin la cual ¢ es congruente con b
maodulo a (c=b mod(a)) si y sélo si a divide a c-b. Es decir, c=b mod(a) significa que b es el
residuo de la division de a entre c, por lo que de este modo el Pequefio Teorema asevera
que a”'=1 mod(p) cuando a es primo relativo de p. Ahora bien, en contraste con E54 en
donde sélo se demuestra al Pequefio Teorema de Fermat, en E262 se desarrolla toda una
teoria sobre esa relacién enfocada a un médulo primo® | pues alli “otras insignes
propiedades” de esa relacién se “manifiestan”. Algunas de esas propiedades, aquellas
usadas para demostrar al Pequefio Teorema, en la seccion anterior ya fueron exhibidas.
Con tal de ampliar la vision sobre la teoria desarrollada en E262, a continuacion se
enumeraran ellas junto con otras mas haciendo explicito su contenido relativo a la

congruencia médulo un primo:
Sea p cualquier nimero primo y a cualquier nimero natural primo relativo de p.
Teorema 1. Para cualquier nimero natural n, — (a"=0 mod(p))
Teorema 2. Si a"=r mod(p) y a'= s mod(p) entonces a"a‘= a**" = rs mod(p)

Teorema 3. Si a"=r mod(p) y a"=r mod(p) entonces a"" = 1 mod(p). Ademas, para
cualquier natural n, si a* = 1 mod(p) entonces a™ = 1 mod(p).

pHv

Teorema 4. Sia"" " =rsmod(p) y a"=r mod(p) entonces a’=s mod(p).
Teorema 6. Si a*” = 1 mod(p) entonces a" = 1 mod(p) 6 a" = -1 mod(p).

Teorema 7. Si A es el minimo natural mayor a 0 tal que a* = 1 mod(p), entonces

—(a'=a'mod(p) ) si 1<ij<i-1y i...

Teorema 13. El nimero total de clases residuales distintas que aparecen en la

relacion de congruencia médulo p respecto a las potencias a", divide a p-1.

Teorema 14. a”* =1 mod(p)... (Pequefio Teorema de Fermat)

2 Aungue esa relacion es casi tan vieja como los trabajos de Euler referidos, pues fue popularizada por
Gauss en sus Disquistiones arithmeticae (1801), obra fundamental en la Teoria de NUmeros en donde
precisamente se retoman algunos de los resultados obtenidos en esa area por Euler (como el teorema
protagonista de esta investigacion).

* Algunas de hecho son propiedades de la congruencia para cualquier médulo, como el Teorema 2 mas
adelante en el cuerpo del texto expuesto.
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Es mas, no sblo en lo afirmado por los teoremas sino también en sus

correspondientes demostraciones, se puede apreciar el protagonismo de la relacion de

congruencia en E262. Por ejemplo, la demostracion del Corolario 2 (si k<pT_1 entonces

k:Z—: 0 k<Z—:) del Teorema 12 y por consiguiente la del Teorema del 13 (A divide a p-1)

se fundan en esa relacion. En particular, el truco algebraico ensefiado en la demostracion
del Teorema 3, el cual es el paso deductivo recurrentemente seguido para fincar al
Corolario 2, corolario cuya demostraciéon a su vez muestra como probar al Teorema 13,
consiste en suponer la congruencia a‘rjsakr,- (mod p) para arribar a un absurdo con la

forma a"krjzrh mod(p) y finalmente concluir que nA=p-1.

En suma, el contexto tedrico de la demostracion en E262 se desarrolla en torno a la
relacién de congruencia modular mientras que a través de sus propiedades (Teorema 3,
Corolario 2 del Teorema 12, Teorema 13) se deduce aquella enunciada por el Pequefio
Teorema de Fermat (Teorema 14). Si bien Euler no la denomina con ese nombre, si alude a
ella cada vez que dice que un namero (p), divide a la resta de otros dos (a"-r), o cada vez
gue menciona a los residuos de una divisién entre un nimero (primo). Por otro lado, la
demostracion en E54 se sale de ese contexto tedrico al emplear al recurso algebraico del
Teorema del Binomio (al igual que la de E134). Asi entonces, con respecto a una lectura
literal del Pequefio Teorema de Fermat como una afirmacion sobre los residuos entre
potencias cuando se dividen entre nimeros primos, la demostracion en E262 seria més

“natural” que la contenida en E54.

Expresado con otras palabras, la demostracion en E262 es méas “natural” ya que
muestra por qué el Teorema Pequefio de Fermat es un miembro de cierta teoria de
congruencias, es decir, es mas natural respecto a esa teoria en donde se interpreta su
contenido. Ahora bien, si queremos confirmar su pertenencia a ella entonces debemos
seguir en sentido inverso a su ruta justificativa expuesta en la seccion previa, para
determinar si cada una de sus escalas deductivas es un miembro de esa teoria. Siguiendo
esta meta tendriamos que inspeccionar al siguiente camino deductivo:

Teo.14—Teo0.13—Cor. 2 de Teo. 12 — Cor. 1 de Teo. 12—Teo. 12—Teo.11—Cor. 2 de
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Teo. 10— Teo. 10— Teo. 7—Cor. 3 de Teo. 3 — Teo. 3—»>Te0.2—Teo.1. A primera vista la
pertenencia de cada una de esos eslabones la conferiria su lectura literal, ya que todas
esas proposiciones aseveran propiedades de la relacion de congruencia modular. Mas
aun, la membresia de cada una de ellas se veria ratificada por su respectiva

demostracion, al reconocer en ella su articulacién mediante esa relacion.

Si bien el viaje justificativo se puede hacer sin tantas escalas®, al retroceder por la
via deductiva original se puede apreciar con mayor precisibn cada paso de la
demostracion® y se puede distinguir con mayor amplitud a su contexto teérico. Y ambas
peculiaridades del viaje dado por este camino justificativo, se convierten en ganancias
explicativas al ayudar a contestar por qué el Teorema Pequefio de Fermat. pertenece a la
teoria de congruencias desarrollada en E262. Parafraseando a Bolzano, Euler en ese
articulo logro “construir un camino que lleva a la meta del conocimiento deseado pero que
también permite comprender con cada paso (tanto como sea posible) que y como el
camino lleva a esa meta...”. Mas aln, E262 nos “presenta a las proposiciones no sélo
sefialando como es que son verdaderas, sino también como es que ellas pertenecen a

nuestra ciencia”.

Ahora bien, al rastrear hacia atrds a las conexiones justificativas del Pequefio
Teorema de Fermat en E262, ademas de reconocer su pertenencia a su contexto teorico,
también podemos emprender la busqueda hacia sus fundamentos, es decir hacia aquellos
principios basicos, v.gr. axiomas o definiciones, sobre los cuales ultimadamente se basa.
Con un poco de anticipacion, el nombre “moderno” acufiado con antelacion para designar
al protagonista de la teoria desarrollada en E262, sugiere un posible primer principio de
ella. Si la teoria alli desplegada versa sobre la relacion de congruencia modular, entonces
resulta factible que la definicion de esa relacion sea un fundamento de ella. Aunque el
definiendum (c=b mod(a) ) de esa relacién no se mencione en ese articulo, su definiens (a

divide a c-b) se utiliza al por mayor en las proposiciones y en las demostraciones de ese

* Por ejemplo siguiendo la siguiente ruta discutida en la nota de pie 17: Teo.14 — Cor. 2 de Teo. 12 — Teo.
3—Teo.l1.

% por ejemplo la justificacion del Corolario 2 del Teorema 12 se llega al revés de los siguientes pasos
deductivos: Cor.2 de Teo. 12— Cor.1 de Teo.12— Teo. 12—»Teo.11—>Cor. 2 de Teo. 10— Teo. 10— Teo. 7
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trabajo. Por lo que la relacién dadora del nombre a la teoria en E262, es una candidata

respaldada por el contenido de ese articulo, para fungir como fundamento de ella.

Otro candidato a fundamento detectable a través de la delimitacion del contexto
tedrico marcada por el contenido mismo del Teorema Pequefio de Fermat, es la
condicion de ser primo manifestada ya sea como propiedad de un nimero (p) o como
relacion entre un par de ellos (a es primo relativo de p). Y su candidatura es alentada
desde el Teorema 1 porque esa condicién desde alli participa en la determinacion del
rumbo deductivo de la teoria (“Si p es un namero primo y a es primo de p,..”),
alcanzando su mayor grado de influencia en el Teorema 3. En la demostracion de ese
teorema esa condicién asiste al paso deductivo mas socorrido en la demostracion del
Pequefio Teorema de Fermat, impulsando asi su postulacion a ser fundamento. En suma,
sobre la relacion de congruencia modular y sobre la propiedad/relacién de ser primo

parece fundamentarse la teoria desplegada en E262.

No obstante, la basqueda por el origen justificativo puede no conformarse con sus
primeros hallazgos. Los fundamentos a su vez pueden ser cuestionados para investigar si
ellos mismos se bastan como respaldo, o si algo mas les precede justificativamente. Ahora
bien, ya que tanto la relacion de congruencia como la relacién/propiedad de ser primo se
definen mediante la division, es mas, debido a que Euler expresa a la congruencia so6lo a
través de ella (v.gr. “al ser divididos....dejan residuo...”), entonces podemos ahondar sobre
la division para proseguir con nuestra indagatoria sobre los fundamentos. Es decir, en
lugar de considerar a la division como un término primitivo usado para definir las
relaciones de congruencia y ser primo(s), podriamos encontrar en alguna definicion o en
algunas propiedades de ella, a los fundamentos de la teoria en E262. Asi entonces, la
teoria sobre la congruencia médulo p desarrollada en ese articulo podria considerarse

como parte de una teoria mas global sobre la division.

Por lo que nuestra pulsion por la determinacién del origen justificativo de la teoria
en E262, puede obligarnos a profundizar dentro de la division tras la revelacion de sus
fundamentos. Ahora bien, la division suele definirse mediante otras operaciones

aritméticas mas sencillas, como la suma o la resta. Por ejemplo, en el Capitulo 2 de la
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presente tesis se expuso al algoritmo euclidiano, el cual a su vez sirve para determinar a
la divisién (alli llamada medicién) como una sucesién de restas*®. Por lo que sobre estas
otras operaciones aritméticas mas basicas, podria situarse nuestra busqueda por los
fundamentos de la division. Es mas, nuestro rastreo por los fundamentos puede continuar
hasta inspeccionar los objetos mismos sobre los cuales se aplican estas operaciones
aritméticas basicas, los numeros naturales, puesto que su definicion misma puede
respaldarlas. Para ratificarlo, basta con recordar dentro de las obras estudiadas de
Peano/Dedekind en nuestro Capitulo 3, a la armonia presente entre su
construccion/caracterizacion secuencial de la clase/sistema de los nimeros naturales y
sus definiciones recursivas de las operaciones aritméticas. De este modo, cada vez que
nos remontamos mas atrds hacia el origen justificativo, proporcionalmente se va
ensanchando el contexto tedrico determinado por los fundamentos recién encontrados.
Por ejemplo, cuando localizamos a los fundamentos en el nivel de los nUmeros naturales,
entonces la teoria acerca de ellos junto con sus operaciones bien podria considerarse una
teoria de nimeros®, la cual englobaria a la teoria de la divisién y por transitividad a la

teoria de congruencias modulo p desarrollada en E262.

Consecuentemente, la tendencia por retraer cada vez mas atras a los fundamentos,
impulsaria la consecucion de un mayor nimero de resultados al ir extendiendo al contexto

tedrico y por ende, también aumentaria el poder explicativo de las demostraciones que

% Es decir, mediante restas sucesivas se puede calcular la division entre un par de nimeros naturales
excluyendo por contado a la division entre cero. Por ejemplo, para calcular la division de 13 entre 2
podemos ir restandole sucesivamente el segundo al primero hasta arribar a un nimero menor que 2, el cual
seria el residuo, mientras que el nimero de esas restas realizadas seria el cociente de la divisién:
13-2=11...1

11-2=9...2
9-2=7 .3
7-2=5 .4
5-2=3..5

3-2=1 .6

Por lo tanto, 13=6*2+1

%" Gauss en su obra fundamental de esta rama de las matematicas, sus Disquisitiones Arithmeticae, no la
llama con el nombre actual de Teoria de Nimeros, sino como Alta Aritmética para contrastarla con la
aritmética elemental (célculo de operaciones aritméticas como la suma, resta, .., conteo...) y la define como
“la parte de las matematicas que se ocupa de los enteros” (Gauss, 1801 via 1986:xvii). Ahora bien, dado que
en el desarrollo de esta rama han intervenido otras no menos importantes como el andlisis o el algebra,
entonces es un sitio muy atractivo para emprender cualquier investigacion histérica o filosofica de las
matematicas como la que aqui esta en curso, estudio cuyo interés es la explicacién.
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refieran a ellos segun nuestro parametro de la ganancia deductiva. En conciso, conforme
mayor sea profundidad de los principios basicos, mayor sera la amplitud de la teoria por
ellos englobada y por consiguiente, mayor sera la potencia explicativa de ellos. Un
ejemplo de esto lo brinda el Traité de Pascal, pues los principios constructores del
triangulo aritmético y la regla de induccion matemética alli formulados, abarcan
deductivamente a diversas aplicaciones como las combinaciones o la expansion de las
potencias positivas de un binomio e incluso se proyectan como los fundamentos, de la
aritmética misma. Por lo que las demostraciones del Traité, al citar a los principios basicos
cuya profundidad axiomatica maximiza la amplitud de su contexto tedrico, hemos de

considerarlas como explicativas®.

No obstante, el descenso explicativo hacia la profundidad de los principios basicos
puede chocar contra nuestras capacidades cognitivas, debido al ascenso de la complejidad
de las conexiones justificativas dentro del contexto tedrico que esta siendo ampliado. Por
lo que existe una tension en la busqueda de los fundamentos, entre el impetu por abarcar
mas Yy el deseo por comprender mejor. Y esta vicisitud esta vinculada con la naturaleza
tentativamente inacabada de ese rastreo con antelacién mencionada cuando expusimos
cdmo Bolzano indicé que se hiciera “tanto como sea posible”. Es decir, carecemos de
criterios de detencion que de antemano siempre nos informen cuando debemos parar
sobre algun fundamento. Afortunadamente, la practica puede relajar esta tension. Pues
el rastreo retro-justificativo de los principios basicos cuando se ejecuta no prosigue

indefinidamente por diversos factores, algunos de ellos a continuacion expuestos.

Cuando Bolzano probd a su teoria de la explicacion en la practica mediante la

elaboracion de su Demostracién Puramente Analitica, su bdsqueda retro-justificativa se

% No podemos dejar de admitir el parecido de este parametro sobre las ganancias deductivas globales con
la nocion de explicacion como unificacion desarrollada de manera diferente por Friedman (1974) y
Kitcher(1989). Ahora bien, ya que por principios bésicos entendemos tanto proposiciones primeras como
métodos de inferencia, entonces las leyes promovidas por el primero y los patrones argumentativos
sugeridos por el segundo como medios para lograr la unificacion teorica de diversos fenémenos, pueden
considerarse integrados en el pardmetro discutido. Es decir, la ganancia deductiva global basada en
principios béasicos (fundamentos) pudiera considerarse hasta cierto somero punto como un indicador del
poder explicativo que combina los dos modos de unificacion planteados respectivamente por Friedman y
Kitcher.

216



detuvo en la nocién de continuidad aunque ahora podriamos descender hasta el concepto
de limite. Es decir, la falta de una posesién cabal del conocimiento de limite a pesar de
que ese articulo haya cooperado en su adquisicion®, frend en la continuidad su rastreo
de los fundamentos. Asi entonces, los recursos epistémicos disponibles al momento de

buscar a los fundamentos restringen el rango de los posibles hallazgos.

Por otro lado, Euler en E262 desarrollé una teoria de la congruencia modular con el
fin demostrar al Pequefio Teorema Fermat y sacar algunas consecuencias de é1*. En ese
articulo €l no se propuso hilvanar una teoria mas global sobre los niUmeros, a pesar de que
ese articulo pueda contemplarse como una contribucion a ella. Por lo que de acuerdo a los
fines perseguidos por Euler en ese trabajo, asumir como primitivas algunas operaciones
aritméticas junto con sus propiedades vinculadas con las congruencias modulares entre
potencias y primos, es una buena opcion para alcanzarlos. Entre estas operaciones
primitivas debemos destacar a la multiplicacion, pues ella sirve para definir a la relacion
fundamental de la divisibilidad representada mediante el signo “|”: a]b sii 3m tal que
ma=b. Mientras que mediante la divisibilidad a su vez podemos definir a las relaciones

estelares en E262 de la congruencia modular y de ser primo(s):

e a=b mod(c) sii c|(a-b).
e aesprimosii a= 1y paratodo cd tal que ajcd, entonces ajc 6 ajd.
e ay b entre si son primos (relativos) sii para todo n tal que njay n|b, entonces n=1.
Mas aun, la multiplicacion también es Gtil para determinar a la operacion
fundamental en E262 de la potencia de un nimero: a" = aaa...a [n veces]. Mientras que

esta definicion a su vez puede aprovecharse para derivar a las leyes de las potencias

% Ccomo fue mencionado en alguna nota anterior, en el Teorema 7 Bolzano formula un criterio de
convergencia para series bastante cercano a la definicion actual de limite de una sucesion: Sea F(x), Fo(x),
F3(x), F4(X),.... las [sucesion de] sumas parciales de la serie Fi(x) , si para toda magnitud dada [8] hay un
enésimo término F,(x) [existe una n] tal que su resta [ahora el valor absoluto de esa resta] con cualquier
término posterior F,.(x) es menor a esa magnitud dada [3], entonces siempre existe una Unica magnitud
constante [ahora llamada limite] al cual se aproximan tanto como queramos los términos de la serie
[sucesion] conforme prolonguemos esa serie [sucesion] lo suficientemente lejos (Bolzano, 1817 via 1964
156)

“% como ejemplo de una de sus consecuencias podemos citar al Teorema 17: Si a=c"+op y si n divide a p-1,
entoncesa®"" = 1 mod (p)
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empleadas en ese articulo por Euler. Por ejemplo, gracias a ella podemos deducir que
a™a™ = aaa...a [n veces] aaa...a [m veces] = aaa...a [n+m veces] = a™", i.e. mediante
nuestra definicion de potencia podemos obtener la siguiente ley de exponentes: a™a™ =

n+m

a

Ahora bien, el caracter fundamental de la divisibilidad y la potencia para el
desarrollo de la teoria en E262 se hace patente desde la demostracién del Teorema 1%,
aungue se consolida en la demostracion del Teorema 3. Pues como ya fue expuesto, en
esta Ultima se ensefia el paso argumentativo cuyas repeticiones dadas en ese articulo nos
conducen hacia el Pequefio Teorema de Fermat: suponer p|a™r-a'k para luego factorizar
a™r-a’k como a‘(@™"'r-k) con tal de inferir un absurdo a partir de que p|(@™'r-k). Y este
paso estd respaldado por las definiciones de divisibilidad y potencia basadas en la
multiplicacion, con la ayuda de algunas propiedades de ella y con la asistencia de otras
operaciones aritméticas asumidas también como primitivas. Por ejemplo, la
distributividad de la multiplicacion sobre la resta, a(c-d)=ac-ad, y la ley de exponentes
para la multiplicacion de potencias, a"a™=a™™", sirven para validar la factorizacion de
a™r-a’k como a“(@™"r-k). Mientras que la satisfaccion de p|(@™"r-k) inferida a partir de la
suposicion de que p| (@™r-a'k)=a‘(@™"r-k), esta asegurada por la definicion de ser primo
dada con antelacion en términos de la relacion de divisibilidad y por la afirmacion

establecida por el Teorema 1 de que p8a™ .

Por lo tanto, la divisibilidad y la potencia numérica se perfilan como los
fundamentos mas plausibles de la teoria en E262, respecto a los fines perseguidos por

Euler en ese articulo. Es decir, en lugar de ahondar sobre algunas operaciones aritméticas,

*! La invocacion de Euclides hecha por Euler en la demostracion del Teorema 1 demanda una revision de los
Elementos para evaluar la funcion de la divisibilidad en su desarrollo deductivo. La proposicion
indirectamente citada por Euler es la 24 del Libro VII, la cual afirma que si para los nimeros A,B,C se tiene
que (A,C)=1 -i.e. A,C son entre si primos- y (B,C)=1, entonces (AB,C)=1. Su demostracién sintetizada puede
bastar para corroborar el protagonismo deductivo de la division. Sea AB=D y supongamos por reduccién al
absurdo que (D,C)=1. Por consiguiente existe un nimero E tal que E|D y E|C. Como (A,C)=1y E|C, entonces
(E,A)=1 (VII.Prop.23). Dado que E|D , entonces existe F tal que D=FE. Por consiguiente AB=D=FE, lo cual
aunado a (E,A)=1, implicaria que E|B (VII.Prop.20). En consecuencia (B,C)>E>1y (B,C)=1! Por lo tanto,
(AB,C)=1. Luego como ya fue expuesto en el cuerpo del texto, Euler aprovecha que a™a=a""! para difundir
la falta de divisibilidad provista por VII.Prop.24 para establecer lo predicado por el Teorema 1: si p8a
entonces para todo n, p& a" .En suma, el rol fundamental de la divisibilidad y la potencia, es mostrado
desde la demostracion del Teorema 1.
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v.gr. la multiplicacion, para buscar fundamentos mas profundos, en E262 se asumen como
primitivas con el fin de desarrollar a partir de la divisibilidad y la potencia numérica, una
teoria de congruencias cuya meta es la derivacion del Pequefio Teorema de Fermat y de
algunas de sus consecuencias. Por lo que ademas de los recursos epistémicos, podemos
citar algunas cuestiones intencionales para aliviar la tensién entre la compresion y
comprension de resultados ocurrida en la odisea explicativa del retorno hacia los

fundamentos.

De este modo, al pararnos sobre los fundamentos de la teoria de nuestro interés,
“estamos en una posicion” idonea para impulsar su desarrollo. Es decir, la “naturalidad para
cierta teoria” se recalca al “descubrir un nimero de otras verdades” de ella o al aumentar la
generalidad de sus resultados ya conocidos que incluso pudieran sugerir un cambio del
contexto tedrico al cual ellos pertenecen. Asi lo pensd Bolzano y lo mostré en su
Demostracion Puramente Analitica, al establecer el teorema algebraico sobre la existencia
de raices captor de su interés, como un corolario de un teorema mas general del analisis
matematico sobre el valor intermedio para ciertas funciones cuyo fundamento es la ley de
continuidad que ellas siguen. Y asi lo hizo también Euler en su demostracion del Pequefio
Teorema de Fermat en E262. Expuestas las coincidencias del primero con el segundo
respecto a (1)la diferencia entre certeza/explicacion y (2)el sentido de pertenencia a una
teoria (naturalidad) como una virtud explicativa, ahora se abordara la siguiente relativa
(3)al aumento de la cantidad o de la generalidad de los resultados como indicador del

poder explicativo de una demostracion.

Euler en su Scholion ademas de recalcar la mayor naturalidad de su nueva
demostracion, también resalta la consecucién de “otras insignes propiedades acerca de los
residuos de potencias cuando se dividen entre nimeros primos”. Desde el principio del
camino deductivo construido en E262 que desemboca en el Pequefio Teorema de Fermat,
Euler finca otras propiedades de la relacion de congruencia médulo un niamero primo p.
Por consiguiente, el aumento de la cantidad de resultados sobre esa relacion es
directamente promocionado por Euler como otra ventaja de su demostracion en dicho

articulo. Por lo que segun nuestro criterio inspirado por Bolzano, la demostracion del
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Pequefio Teorema de Fermat en E262 manifiesta su poder explicativo al favorecer la

generacion de otros resultados sobre la relacion de congruencia modulo p.

Por otro lado, Euler en su Scholion también presume que “no sélo la formula a**-1
entre p es divisible, pero también a veces la formula mas simple a*-1 puede ser dividida
entre p, y en ese caso el exponente A es una parte alicuota del exponente p-1”. Asi entonces,
su demostracion en E262 también fue por él preferida debido a la mayor generalidad del
Pequefio Teorema gracias a ella obtenida. Y ese aumento de generalidad promocionado,
se consigue al basar esa demostracidn sobre la divisibilidad y la potencia numérica, pues
tales fundamentos facilitan la consecucion de otras propiedades de la congruencia
modular requeridas para tales fines. En particular, el resultado por Euler en su apostilla
promocionado es una consecuencia de las propiedades de la congruencia asentadas en el
Teoremas 3 y 13 como ya fue exhibido aunque no enfatizado en la demostracién del
Teorema 14 (Pequefio Teorema). Recordando, debido al Teorema 13 existe un numero
natural n tal que nA=p-1, por lo que si n>1 entonces A es una parte alicuota de p-1.
Mientras que gracias al Teorema 3 se cumple que a™= 1 mod(p) para todo nimero
natural m y en consecuencia, a*= 1 mod(p). Por lo tanto, para alguna parte alicuota r de
p-1, cuando r=2, se satisface que p|a’ -1. De este modo, el Pequefio Teorema de Fermat
establecido en E262 es una generalizacion del demostrado en E54. Expresado con la
terminologia de Bolzano, la idea predicada por el Pequefio Teorema en el primer articulo

tiene una mayor extension que la de su correspondiente teorema en el segundo.

Mas aun, la demostracion en E262 sirve de guia deductiva hacia una mayor
generalizacion, la cual es predicada por el Teorema de Euler-Fermat. Dicho teorema
indica que si a es primo relativo de n, entonces a*™=1 mod(n); donde ¢(n) es una funcién
cuyo dominio son los enteros positivos y cuyo valor es igual al namero de positivos
menores o iguales que n que son primos relativos de n (v.gr. ¢(10)=5 pues 1,3,6,7,9 son
los primos relativos de 10). En particular, si p es un nimero primo entonces ¢(p)=p-1y por
consiguiente, el Pequefio Teorema de Fermat es un corolario del Teorema de Euler-

Fermat.
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Ahora bien, la mayor generalidad planteada por el Teorema de Euler-Fermat se
alcanza eliminando una de las condiciones para el Pequefio Teorema, a saber ya no se
limita a la relacién de congruencia a un médulo primo. Al ignorar esa propiedad, el
contexto del teorema se expande hacia una teoria de la congruencia modulo cualquier
namero natural mayor que uno. Ahora bien, es en el articulo titulado “Theoremata
arithmetica nova methodo demonstrata” etiqguetado como E271 conforme a la
clasificacion de Enestrém, en donde Euler arriba a tan extenso resultado. Basta con
transcribir al Teorema 10 de ese articulo para detectar la injerencia de la demostracién de

E262 en esta nueva conexion deductiva realizada en E271;
Teorema 10.

51. El exponente x" de la potencia minima, que dividida entre el nimero N primo con
x deja a la unidad, o es igual al nimero de partes primas con N o es una parte alicuota
de ese nimero. (Euler, 1763: 99-100)

El Teorema 10 en E271 es el equivalente del Teorema 13 en E262 pues él
andlogamente establece que si v es la minima potencia de x que dividida entre N deja
como residuo a 1 (A en E262), entonces mv=¢(N) (nA=p-1 en E262) para algin entero
positivo m. Y el Teorema de Euler-Fermat, enunciado en el Teorema 11 de E271, es
probado con ayuda del que le precede, tal como el Pequefio Teorema de Fermat,

expresado por el Teorema 14 de E262, se deduce con asistencia del que le antecede:

Teorema 11.

55. Si N y x fueran nimeros entre ellos primos y n el nimero de partes del primero
[i.e. @(N)=n], entonces la potencia x" a la unidad siempre deja cuando entre N sea
dividida. (Euler, 1763: 102)

Si se hiciera mas meticulosa la comparacién entre E262 y E271, se observaria con
mayor nitidez cdmo el camino justificativo trazado por el primero sirve para marcar el

rumbo del segundo®’. Sin embargo por mas revelador que resulte ese estudio

%2 La demostracion del Teorema 10 en E271 es similar a la del Teorema 13 en E262 pues es una consecuencia
directa de otra proposicion, el Teorema 9, en donde se aplica el truco ensefiado desde la demostracion del
Teorema 3 en E262. Es decir, en la demostracion del Teorema 9 se asume que v, i.e. la minima potencia
mayor que uno que deja a la unidad como residuo, es menor que n donde ¢(N)=n. Por consiguiente existe
un residuo o que no figura entre los residuos de la division de la sucesion x' entre N y mediante él se puede
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comparativo, este no sera efectuado. El objetivo simplemente era mostrar al aumento de
generalidad propiciada por la demostracion en E262 del Pequefio Teorema de Fermat con
tal de acentuar su poder explicativo, sin importar tanto el grado de precision de esa

ponderacion.

Por altimo, el aumento de la generalidad de un teorema debido a una nueva
demostracion incluso puede indicar un cambio de su contexto tedrico. Por ejemplo, un
teorema de la teoria de ecuaciones sobre la existencia de raices reales mediante la
Demostracion Puramente Analitica de Bolzano fue transportado a una teoria de funciones
continuas. Si bien la ruta de la demostracion planteada en E262 y prolongada en E271 no
cambia a la teoria de congruencia modulo N en donde habita la version general del
Pequefio Teorema bautizada como Teorema de Euler-Fermat, sin duda si sugiere su
mudanza a otro contexto. Y a estas alturas de la investigacion ya no debe ser sorpresivo
que el cambio de contexto conlleve el encuentro de otros méas profundos fundamentos.
En conciso, la demostracién en E262 del Pequefio Teorema de Fermat ofrece algunas
pistas de por qué ese teorema y su formulacion generalizada, comunmente pueden ser
hallados no s6lo en un libro de texto sobre teoria de nimeros, sino también en uno
relativo al algebra abstracta en sus partes introductorias de la teoria de grupos o de la

teoria de anillos.

Por ejemplo, fijémonos en la estructura algebraica de los anillos cuya encarnacion
mas comun son los ndmeros enteros. Un anillo R es una estructura integrada por un
conjunto X de objetos sobre los cuales se aplican un par de operaciones binarias que
poseen ciertas propiedades. Si representamos mediante los signos “+” y “*” a esas dos
operaciones, entre las propiedades que deben cumplir (i.e. sus fundamentos) se enlistan a

continuacion por completo sélo aquellas relativas a la operacion *:

e Cerradurapara+y™*:SiuveX entonces utveXy u*veX.

e Asociatividad para +y *: Si u,v,weX entonces u+(v+w)=(u+v)+w y u*(v*w)=(u*v)*w.

construir un conjunto con v clases residuales que no son generables en esa division, a saber sus miembros
son de la forma vr donde r es cada uno de los residuos producidos por la division de la sucesion x' entre N.
Luego sigase el argumento ya expuesto relativo al Teorema 13 de E262 para concluir que n=mv.
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e Existencia de identidad para +y *: Existen 0,1eX tal que para toda ueX se cumple
que u+0=uy u*1=u.
e Lleyes distributivas: Para todo u,v,weX se cumple que u*(v+w)=u*v+u*w Yy

(VHw)*u=v*u+w*v.

Ahora bien, los elementos de un anillo para los cuales ademas existe un inverso
para la operacion *, se conocen como unidades. Es decir, u es una unidad de R sii existe
weX tal que u*w=1. Por ultimo, si la operacion * es ademas conmutativa (i.e. u*v=v*u)
para todos los miembros de X, entonces R se denomina anillo conmutativo. Después de
haber enumerado estos fundamentos de los anillos, podemos abordar con mayor

familiaridad al siguiente teorema acerca de ellos:

Teorema Anular de Euler-Fermat: Si R es un anillo conmutativo que tiene m

unidades en total, entonces cada unidad u de R satisface que u™=1.

El bautizo del teorema previo anuncia el cambio de contexto teorico del Teorema
de Euler-Fermat y por consiguiente del Pequefio Teorema de Fermat. Es decir, ese
teorema es una version mas general perteneciente a la teoria de anillos (en palabras de
Bolzano, esta version aumenta la extension de la idea sujeta a predicacion®®). Ahora bien,
para reconocer a estos Ultimos como sus corolarios, basta con percatarnos de que la
congruencia modulo n sirve para definir a un anillo constituido por las clases residuales de
la division entre n. En primer lugar, mediante la division entre n se puede construir una
particion de todos los numeros naturales en n clases residuales, clases que a su vez

constituiran al conjunto X del anillo R, en proceso de edificacion.

En segundo lugar, definamos a las operaciones etiquetadas con los signos “+”y “*”,
con base en las reglas de la aritmética modular para la suma y la multiplicacion
respetivamente. Obsérvese que la multiplicacion modulo n le hereda la propiedad de ser
conmutativa a la operacion * de R, y por ende, R, es un anillo conmutativo. Por dltimo, no

es dificil corroborar que estas definiciones de las operaciones + y * satisfacen a todas las

* Por ejemplo, no solo es valido para los anillos conmutativos formados por niimeros enteros sino también
para aquellos integrados por polinomios con coeficientes enteros.
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propiedades pedidas en la caracterizacion de un anillo, v.gr. podemos facilmente verificar
el cumplimiento por parte de la multiplicacion médulo n de los fundamentos de la

operacion * enlistados con antelacion.

Para ejemplificar este proceso de construccion anular, consideremos a la division
entre siete para realizar una particion de todos los nUmeros naturales con respecto a sus
siete posibles residuos: 0,1,2,...6. Asi entonces, los nimeros 2,9,16,23,... serian miembros
de la clase residual del dos (2,9,16,23<[2]; ) mientras que 5,12,19,26 estarian contenidos
en la clase residual del cinco (5,12,19,26 [5];). Asi entonces, los elementos del anillo R;
serian [0]7,[1]+.[2]7...., [6];. Por otro lado, si se desea determinar qué elemento de R;
representa a una suma o multiplicacion de naturales, podemos hacerlo mediante las
reglas de la aritmética modular, i.e. verificando a que clase residual pertenece su
resultado. Ejemplos: 19+33=52 y dado que 52=3 mod(7) entonces [19+33],=[3]+; 5*12=60
y dado que 60=4 mod (7) entonces [5*12];=[4]-.

Establecido y ejemplificado el vinculo entre la congruencia médulo n y el anillo Ry,
ahora es mas sencillo derivar a los corolarios del Teorema Anular de Euler-Fermat de
nuestro interés. Pues el total de unidades del anillo R, justamente es igual a la cantidad
de residuos de la division entre n que son primos relativos de n, es decir, es igual a ¢(n).
Mientras que el conteo anterior se basa en el teorema donde se afirma que a es primo
relativo de n sii [a], es una unidad de R, , proposicion cuya ida se justifica mediante el

algoritmo euclidiano exhibido en nuestro Capitulo 2*. En consecuencia por el Teorema
Anular, si a es primo relativo de n, entonces [a]ﬁ(“) = [1]n. Y la conclusién previa
expresada mediante la relacién de congruencia no seria otra sino el Teorema de Euler-

Fermat, a®™=1 mod (n), proposicién cuyo corolario es el Pequefio Teorema de Fermat.

* Recordemos que el algoritmo euclidiano nos permite computar dos enteros k;h tal que si d es el maximo
comun divisor de ay b, entonces ak+bh=d. Por lo que si a es primo relativo de n, entonces existen k y h tal
que ak+nh=1. Por consiguiente, ak-1=-nh. Por lo tanto, ak = 1 mod(n), i.e. a es una unidad de R, El regreso
se demuestra percatdndonos que si ax=1mod(n), i.e. si a es una unidad de R,,, entonces todo nimero
positivo d que divida tanto a a como a n debe también dividir a 1.Es decir, ax-1=bn — 1=ax-bn=cdx-
bdf=d(cx-bf). Por lo tanto, a es primo relativo de n.
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Mas aln, en algunas demostraciones tipicas del Teorema Anular de Euler-
Fermat*, se pueden detectar algunos restos deductivos de la demostracion del Pequefio
Teorema de E262, hallazgos que confirmarian que en ese articulo ya se insinuaba un
cambio de contexto de esta ultima proposicion. No obstante, ese descubrimiento no
deberia parecernos tan inesperado si recordamos que los fundamentos reconocidos en
E262, la divisibilidad y la potencia numeérica, estan definidos por medio de la operacion
primitiva de la multiplicacion. Mientras que el algebra moderna se ha dedicado a
caracterizar estructuras algebraicas mediante operaciones, como la de los anillos en cuya
definicion participa el equivalente abstracto de la multiplicacion, la operacion aqui
designada mediante el signo “*”. Atenuada la sorpresa, podemos sopesar la influencia de

E262 en la siguiente demostracién usual del Teorema Anular:

1. Sean uj, Up,...,Uyn las m unidades del anillo R. Sea u cualquiera de esas
unidades. Entonces analogamente a lo afirmado por el Teorema 3 en E262
(para toda n, a"=1mod(p)), podemos demostrar que u*ui, U*uz, U*Us,...,
U*Um-1 Y U*um representan completamente a las unidades de R, es decir uu;
#UU; Si 17 y 1<i,j<m. Pues aplicando el truco ensefiado en la demostracion del
Teorema 3, si suponemos que existe u*u=u*u; con u£u;, entonces u*u;-u*u;
=u*(ui-u;)=0 por la ley distributiva de *. Asi entonces, dado que u es una
unidad entonces, u#0 y por consiguiente (ui-u;)=0. En consecuencia ui=u;, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto, u*u;, u*u,, u*us,..., U*uy, representan
a todas las unidades de R.

2. Por el paso previo, para cada u; existe una u; tal que ui=u*u;. En consecuencia,
(Urug)*(u*ug)*(U*uz)*...*(U*Um) = Ur*uz*us*... *Un.

3. Como R es un anillo conmutativo, entonces podemos realizar las siguientes
factorizaciones: (u*uy)*(u*uy)*(U*us)*... *(U*uy) = U?*(Uy*uy)*(U*ug)*...*(U*u,) =

UP* (U *Up*Us)*.. ¥ (U*Up) =...= u™ *(u*u*us*...*uy). Entonces por el paso 2, se

** Es decir, en una demostracion localizable en un libro de texto introductorio al lgebra, como el de Ronald
S. Irving titulado Integers, Polynomials and Rings (2004).
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cumpliria que u™ *(ur*uz*us*...*Um)=Ur*Uy*Us*...*Unn. Y como cada u; es una
unidad, entones podemos ir efectuando las siguientes cancelaciones:

U™ *Us*U*Usg™.... * Uy * U U m=U * U *Us™. . ¥um*u ™,

U™ *U U2 Ug™ .. * U U 1= Un U™ Ug™. ¥ U U

m -1 _ -1
U *ui™us*us™... *Um2*U " m2=Ur*Us™Us™... *Umo*U -2

u™ *u*u*u=u U *ut,
u™*ur*ut=ugruy
u™=1 Q.E.D.

Aungue una medicion precisa de la aportacién de Euler en el desarrollo de la teoria
de grupos*® o de anillos hecha desde E262 y E271 no fue aquf realizada, al menos si fue
mostrada la existencia de ella. Y esa exposicion sirve como evidencia a favor de la
afirmacion de que el aumento de la generalidad posibilitado por una demostracion
explicativa, puede llegar a cambiar el contexto teorico, como la Demostracion Puramente
Analitica, o al menos sugerir esa mudanza, como la demostracion del Pequefio Teorema
de Fermat en E262. Respaldada esta aseveracion, damos por terminada la discusion
respecto al punto de interseccion entre Bolzano y Euler sobre (3)el incremento de la

cantidad o generalidad como indicativo del poder explicativo de una demostracion.

Recapitulando, algunas ideas de Bolzano relacionables con la explicacion en las
matematicas junto con su aplicacion en la Demostracion Puramente Analitica fueron
expuestas para su empleo en el reconocimiento de las cualidades explicativas de la
demostracion del Pequefio Teorema de Fermat en E262. Mientras que su seleccion de
antemano fue propiciada por su sintonia con algunos planteamientos manifestados por

Euler en E262. En particular, (2)el sentido de pertenencia a una teoria (naturalidad) y (3)el

*®Con respecto a la teoria de grupos, su relacion con E262/E271 puede ser establecida si nos percatamos de
que los residuos de la division entre m que si figuran en la division de los términos a" entre m forman un
grupo bajo la division modulo m. De este modo, la nocidn de clase lateral de un grupo puede ser vinculada
con las demostraciones eulerianas. En particular, esa nocién esta ligada al procedimiento mostrado en la
demostracién del Teorema 10 de E262 de escoger un residuo r de la division entre p no perteneciente a las
clases residuales [K], (0 clases laterales k+nZ) que si figuran en la division de a" entre p para generar otras
r[k], clases residuales (o laterales rk+nZ).
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aumento de generalidad/cantidad son identificables en las obras revisadas de ambos
matematicos como parametros para determinar si una demostracion es explicativa o no.
Ademas, ambos autores reconocen que (1)la certeza brindada por una demostracion no

basta para que ella sea explicativa.

Por ultimo, la analogia entre Euler y Bolzano se ve fortalecida al contemplar como
es que (4)ambos contraponen algunas demostraciones mediante las cualidades
explicativas mencionadas. Euler menosprecia a su demostracion en E54 en comparacion a
la contenida en E262 mientras que Bolzano arremete contra el “método de demostracién
mas corriente™’ del teorema sobre la existencia de raices reales probado en su
Demostracion Puramente Analitica. Ninguno de los dos niega que las demostraciones
desdefiadas respalden con certeza a sus respectivos teoremas. Su desdén se centra
alrededor de las proposiciones sobre las cuales se basan las demostraciones minimizadas:
Bolzano explicitamente se queja de una proposicion geométrica mientras que Euler

implicitamente reniega del Teorema del Binomio.

Ahora bien, las razones por ellos ofrecidas para respaldar esa minusvalia coinciden
en la optimizacion de la cantidad y generalidad de los resultados deductivos obtenidos al
fincar sus demostraciones captoras de nuestra atencion en otros principios, los llamados
fundamentos. De este modo, la ley de la continuidad para Bolzano y la divisibilidad junto
con la potencia numérica para Euler, les permite a cada uno desarrollar en un fructifero
nicho teorico a los respectivos teoremas de su interés. Consecuentemente, las
demostraciones apuntaladas en esos otros principios fueron reconocidas por sus autores
como mejores, mientras que aqui se interpretd esa mejoria como un aumento de su

calidad explicativa.

Para finalizar este capitulo, enlistaremos algunas conclusiones de nuestros estudios
comparativos entre Euler y Euler, entre Euler y Bolzano, para terminar de afrontar el
problema que los originaron: la depreciacion de la induccion matematica a pesar de su rol

constitutivo-justificativo desempefiado en las axiomatizaciones de la aritmética al estilo

* Bolzano indica que la frecuencia ha sido medida en las demostraciones de “Kastner, Clairault, Lacroix,
Metternich, Klugel, Lagrange y muchos otros” (Bolzano, 1817 via 1964: 136-7)
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Pascal-Peano-Dedekind, causada por la baja estimacion de algunas demostraciones
seguidoras de esa regla para ciertos teoremas que hacen mencién de los numeros
naturales. Compensatoriamente, también indicaremos por qué las demostraciones hechas
mediante su respectiva regla de induccion dentro de estos desarrollos teoricos son
explicativas; lo cual nos asistird en la postulacion de esta regla como un fundamento de la

aritmética.
4.3 Conclusiones y explicaciones

e La demostracion del Pequefio Teorema de Fermat en E262 indica por qué él forma
parte de la teoria de congruencias aludida por la misma proposicién (a"'=1
mod(p)...). Es decir, la demostraciébn en E262 va asentando la justificacion del
Pequefio Teorema sobre algunas propiedades de las congruencias modulares (v.gr.
si a"= r mod(p) y a'= r mod(p) entonce a*“=1 mod(p)) hasta terminar su
cimentacion sobre la divisibilidad y la potencia numeérica, par de fundamentos que
ultimadamente determinan el contenido de dicha proposicion (v.gr. a=b mod(c) sii
c|(a-b)).

o Expresado con la terminologia manejada por Euler o por Bolzano, la
demostracion en E262 es mas natural y apuntala un resultado mas general
que la demostracién hecha por induccion matematica en E54. Es mas
natural no sélo porque se basa sobre propiedades de la relacion
protagonista de la teoria a la cual hace referencia el Pequefio Teorema,
sino también porgue logra conectar justificativamente a dicha proposicion
con el par de fundamentos de su contexto tedrico, la divisibilidad y la
potencia numérica. Y a su vez el reconocimiento de estos Ultimos como
tales, se debe a la mayor generalidad gracias a ellos conseguida para el
Pequefio Teorema en E262.

o O indicado en el sentido inverso, la demostracion en E54 es menos natural
que la desplegada en E262. Y esta baja valoracion a primera vista se puede
atribuir a su empleo del Teorema del Binomio junto con su seguimiento de

una induccién matematica. Pues en lugar de incorporar integramente a
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todo lo afirmado por el Pequefio Teorema, la demostracién en E54 se

concentra en las potencias por esa proposicion aludidas (a"), para luego

invocar al Teorema del Binomio y asi poder ejecutar una induccion

matematica.

Sin embargo debido a nuestro reconocimiento de la profundidad
variable de los fundamentos, esta evaluacion sobre la baja
naturalidad de E54 a su vez aceptaria una réplica por su aparente
superficialidad. Pues se puede argumentar, con la asistencia de
nuestros Capitulos 2 y 3, que la induccion matematica es la via mas
natural para demostrar proposiciones sobre los nimeros naturales y
en consecuencia, la demostracion en E54 no deberia recibir una
calificacién tan mala respecto a este atributo. Es decir, podemos
considerar que la demostracion en E54 sitia con mayor profundidad
a los fundamentos del Pequefio Teorema, alcanzado a la
caracterizacion misma de los nameros naturales y de sus
operaciones, entre ellas las potencias sobre las cuales dicha
justificacion se centra. Para fomentar esta reivindicacion,
recordemos que la potencia en las axiomatizaciones de la aritmética
al estilo Peano-Dedekind se define en sintonia con la induccién
matematica ( a"'= aa" y a’=1) y que la expansién de las potencias
de la suma de un par de nimeros, se ensefia justificable mediante
esa regla desde el Traité de Pascal.

e No obstante, la demostracion del Pequefio Teorema en
E262, nos ofrece otros elementos para apuntalar la
ponderacion negativa de su demostraciébn hecha por
induccion matematica en E54. Pues como ya fue exhibido, la
demostracion en E262 junto con su generalizacion en E271,
nos sugieren ubicar a los fundamentos del Pequefio

Teorema mas abajo de la aritmética dentro del algebra
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moderna. Es decir, los nUmeros naturales, en especifico sus
clases residuales referidas por el Pequefio Teorema, sirven
para ejemplificar un resultado méas general sobre ciertas
estructuras algebraicas, como el Teorema de Euler-Fermat
para los anillos conmutativos. En consecuencia, si se buscan
fundamentos mas profundos que la divisibilidad y la
potencia numérica para el Pequefio Teorema de Fermat, en
lugar de hacerlo dentro los principios aritméticos como la
induccion matematica, resulta mas fructifero y por ende mas
natural encontrarlos en las clausulas que caracterizan a las
estructuras algebraicas de su contexto tedrico mas general,
como las previamente enumeradas sobre los anillos
conmutativos.

o Por lo tanto, la demostracion en E262 ofrece una explicacion del Pequefio
Teorema de Fermat, mientras que su demostracion en E54 sélo brindaria
una justificacion de esa proposicion cuya certeza no es dudada por su
autor, empero.

e Inspirados en Euler y Bolzano, la naturalidad y el incremento de las ganancias
deductivas (global -ampliacion del contexto tedrico- o local -incremento de la
extension de un teorema-) pueden postularse como parametros interdependientes
para detectar el poder explicativo de una demostracion. Interdependientes puesto
que por aislado, estos pardmetros podrian no ser suficientes para asentar lo
explicativo en una demostracion. Por ejemplo, los incrementos deductivos triviales
- v.gr. el aumento de la extensién de cualquier teorema T(x) obtenido mediante la
introduccion de la disyuncion T(x)vVx(x=x)- y las segregaciones prejuiciosas -v.gr.
rechazar en la teoria de nimeros toda intervencion del algebra o del andlisis por su
falta de naturalidad- al atentar cada uno de ellos en contra de la consecucion misma
de conocimiento matematico significativo, inhibirian al reconocimiento de su rasgo

explicativo.
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Nétese que la evaluacion de las cualidades explicativas de una demostracion bajo
este par de indicadores no se plantea realizable por aislado; i.e. su medicion debe
efectuarse dentro de algin contexto tedrico. De lo contrario este par de criterios
perderian su sentido, v.gr. (como ponderar las ganancias globales sin demarcar la
teoria en expansion?

0 Obsérvese también que el contexto teérico no estd de antemano
permanentemente fijado por el contenido del teorema cuya demostracién
se examina. Pues en las demostraciones aqui mostradas como
paradigmaticamente explicativas, la Demostracion Puramente Analitica y la
demostracion del Pequefio Teorema en E262, ocurre 0 se sugiere un
cambio de contexto respecto al cual se pensaba que pertenecia su
correspodiente teorema. La primera muda un teorema algebraico al
andlisis matematico, mientras que la segunda insinda el traslado de una
proposicién de la teoria de numeros al algebra moderna.

= Por lo tanto, la guia para detectar lo explicativo de una
demostracibn mencionada desde la introduccion del presente
capitulo, una demostracion es explicativa si ademas de asegurar el
cumplimiento de su teorema, también indica cémo es que él
pertenece a su teoria, no es una cuestion trivialmente contestada
por el contenido mismo de su respectivo teorema. Expresado de
otra manera, un teorema esté vacio fuera de una teoria pero incluso
dentro de alguna de ellas, su contenido puede permanecer abierto.
= Mientras que la manera aqui propuesta para seguir dicha guia, esta
basada en la revitalizacion del método axioméatico promovida
aunque comprometida por algunos planteamientos metafisicos de
Bolzano. Aqui nos desprendimos en la medida de lo posible del
atractivo pero inquietante matiz filosofico-analitico dado por
Bolzano al rastreo retro-justificativo de los fundamentos y nos

conformamos con sefialar al incremento de las ganancias deductivas
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como indicador de su encuentro. Expresado de otra manera, para
avanzar por la guia propuesta para detectar demostraciones
explicativas, sugerimos aprovechar un método axiomético de
caracter pragmatico afin a nuestra caracterizacion minima de una
axiomatizacion presentada en el Capitulo 3, método segun el cual
los principios basicos (fundamentos) no son absolutos y son
reconocibles mas por los fines (consecuencias) que fomentan y
menos por su caracter inherente (v.gr. proposiciones autoevidentes,
apodicticas,...) de principios. Este punto luego lo retomaremos en
la seccion final de nuestra tesis.
Ahora bien, dado que alguna induccién matematica (débil) fue reconocida como
un primer principio dentro de las teorias aritméticas cuyo desarrollo fue precedido
por el Traité de Pascal, entonces por lo escrito previamente sobre el empleo del
método axiomatico para la busqueda de virtudes explicativas, resulta esperable
alli hallarlas para este método de justificacion. Es decir, las demostraciones dentro
de estos contextos tedricos que siguen a sus respectivas formulaciones de esta
regla, plausiblemente satisfacen a los parametros de la naturalidad y del
incremento de ganancias deductivas. Por consiguiente, estas demostraciones
tendrian cualidades explicativas y consecuentemente, la induccion matematica
(débil) podria ser considerada como un fundamento de la aritmética bajo nuestra
acepcion de esta nocion inspirada en Bolzano.

o Por ejemplo, las demostraciones de las proposiciones en el Tratado del
Tridngulo Aritmético que fueron maquiladas mediante la induccion
matematica version Pascal (regla IMP), como la de la Consecuencia
Duodécima, satisfacen notoriamente el requisito de la naturalidad. Pues su
base justificativa y su modo de conectarla a ella, son los principios basicos
reconocidos en esa axiomatizacion: los principios constructores del
contenido aritmético de los triangulos (postulados R) y la regla de

inferencia IMP respectivamente. Mientras que los postulados R al propiciar
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la aplicacion de la regla IMP, vuelven fructiferas a las demostraciones
hechas segin ese método en cuanto que ellas ensefian un medio para
justificar un sinnimero de propiedades de los triangulos aritméticos. Es
decir, en el Capitulo 2 vimos que no sélo la Consecuencia Duodécima sino
todas las demés proposiciones teoricas en el tratado, son susceptibles de
ser demostradas mediante la induccion formulada por Pascal, garantizando
asi la potencia de esta regla para incrementar las ganancias deductivas. Por
lo tanto, tenemos el derecho de considerar a la induccion matematica
como un fundamento, en el sentido explicativo orientado por algunas ideas
de Bolzano, de la teoria en el Tratado del Triangulo Aritmético.

En suma, las teorias aritméticas que construyen o caracterizan a los
numeros naturales conforme a alguna regla de induccion matematica
(débil), son aquellas cuyas demostraciones hechas por este método son
tanto naturales como fecundas y por ende explicativas. En los Principios de
la Aritmética de Peano y en el Qué son los nimeros segun Dedekind, el
conjunto N junto con las operaciones aritméticas estan determinadas de un
modo acoplado con su respectiva formulacion de la induccién matematica,
por lo que la naturalidad de las demostraciones alli seguidoras de esa
regla, provendria de la constitucion misma de sus objetos tedricos. Mas
aun, en ese empalme constitutivo-justificativo se gestaria la fecundidad
deductiva de las demostraciones alli hechas por inducciébn matematica,
pues como vimos en los dos capitulos anteriores, dicha compaginacion
facilita y valida la aplicacién de esta regla de justificacion. Por lo tanto, la
induccion matematica es un fundamento, bajo su acepcién basada en
Bolzano, de las teorias aritméticas precedidas por el Traité de Pascal.

En conclusion, cuando se pueda reconocer en los principios béasicos de una
teoria un acoplamiento entre la caracterizaciébn o construccion de sus
objetos y los métodos para justificar propiedades acerca de ellos, entonces

alli podemos anticipar el encuentro explicativo de fundamentos, pues
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podemos esperar que la naturalidad y el incremento de ganancias
deductivas sean proporcionadas por ese armonioso empalme.

e Por ultimo, la depreciacién explicativa de la demostracion en E54 resaltada a
través de su comparacion con aquella ubicada en E262, puede incluso
pronosticarse analizando cuidadosamente a su articulacion y al teorema que le
otorga su justificacion. Pues tal como ya fue sefialado, la induccion matematica en
E54 se sigue a lo largo de la base (n+l) y no del exponente primo (p) de los
potencias (n+1)° cuando se prueba que a’-a es divisible entre p, si a es primo
relativo de p. Y esta seleccién del indice sobre el cual se propaga la induccion
matematica, nos remite a la dificultad admitida por Euler desde E26 sobre la
naturaleza prima de los exponentes. La induccion matematica (débil) no es una
regla propicia para justificar proposiciones sobre los nimeros primos puesto que la
existencia del primo sucesor de otro primo, aunque esté garantizada por el buen
orden de los nimeros naturales*®, no esté constructivamente especificada por el
primo (o primos) anterior(es) y por ende, la ejecucién del Paso Inductivo se
dificulta. Sobre esta cuestion ahondaremos en nuestro proximo capitulo cuando
estudiemos al Buen Orden dentro del contexto tedrico donde esta nocion se
consolido, la teoria de los conjuntos transfinitos de Cantor. Alli confrontaremos al
Buen Orden con la induccion matematica para determinar quién es quién dentro
de los principios basicos de la aritmética. Por lo que a manera de conclusién aqui
s6lo nos concentraremos en proponer una posible causa de la baja calidad
explicativa de algunas demostraciones hechas por induccién matematica:

o Para las proposiciones que hagan mencion de nimeros primos o de los

elementos de cualquier otro subconjunto de nameros naturales cuya

*® En la demostracion euclidiana acerca de que hay mas niimeros primos que cualquier multitud (finita) de
ellos (IX.Prop.20), se ensefia que para cualquier nimero primo p, debe existir un primo p* mayor que él.
Pues el nimero 2*3*5*...*p, +1 es primo o no lo es y por consiguiente, debido a VII.Prop.31 (todo nimero
compuesto es medido por algin primo) existe un nimero primo p* que lo mide. Ahora bien, p* es distinto a
todos los primos menores o iguales a p, ya que de lo contrario, p* mediria a la unidad! Por lo tanto, el
conjunto de los nUmeros primos mayores que p, No esta vacio y por el Principio de Buen Orden, debe existir
un namero p,+; que sea el sucesor inmediato de p,. La identidad de p,.1 €5 un misterio que debe ser resuelto
€aso por caso, empero.
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generacion no estd completamente especificada de manera secuencial, la
induccion matematica puede ser un medio deductivo poco fructifero
debido a la indeterminacion constructiva de sus miembros sucesores.
Ademas dicha regla puede guiar una demostracion poco natural, cuando
alguna de ellas resulte pertenecer a un contexto teorico distinto al
aritmético por lo que su formulacion numérica, solo seria una instancia (o
corolario) de alguna proposicion de esa otra teoria. Por lo tanto segln
nuestro criterio propuesto, la posible baja productividad o naturalidad de
las demostraciones hechas por induccion matematica para esas
proposiciones donde figuran subconjuntos de numeros naturales

constructivamente incomodos, auguraria su baja calidad explicativa.
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Capitulo 5: La Inducciéon Matematica y el Buen Orden

5.0 Introduccion

En los Capitulos 2 y 3 desfilaron algunas teorias que usaban a la induccion
matematica para la construccion o caracterizacion de sus objetos protagénicos, asi como
también para el desarrollo deductivo de las propiedades de estos. Desde el Traité de
Pascal pasando por los Arithmetices Principia de Peano hasta el Was Sind die Zahlen de
Dedekind, se mostr6 como en todas estas obras se enunciaba algin método de
demostracion perteneciente a la familia de la induccién matematica, en particular a su
descendencia débil. Ademas se reveld que en todas ellas la construccidn o caracterizacion
de sus objetos tedricos, estaba en sintonia con su correspondiente formulacién de la
induccion débil: los principios R de los tridngulos aritméticos con la regla IMP; los axiomas
P1,P6-P8 de la clase de los numeros naturales con el método codificado en P9 y las
clausulas a, B,y, 6 del sistema simple infinito con la induccion completa. Finalmente, tal
armonia concertada mediante la induccidbn matematica dentro de esas teorias entre la
constitucion y la justificacion, fue reconocida como endémica de las axiomatizaciones de
la aritmética centradas en la estructura ordenada de los niUmeros naturales. Es decir,
Pascal caracteriza a la secuencia de los triangulos aritméticos Ti, Ty, Ts,...; Peano construye
alaclase N={1, 1+1, (1+1)+1,.. } y Dedekind determina al sistema simple infinito N={1,
¢o(1), o(p(1)),... }, en concordancia con el orden natural de los nameros naturales:

1<2<3<...

Por otro lado, en el capitulo previo se ponderd el valor de la induccién matematica
en algunas demostraciones eulerianas de una famosa proposicion que hace mencion de
los nimeros naturales: el Pequefio Teorema de Fermat. A partir de esa revision asistida
por algunas ideas de Bolzano, surgié una nocion de explicacién utilizada para comprender
por qué Euler prefirié a su demostracion algebraica, sobre otras realizadas mediante
induccion matematica. De acuerdo a dicha concepcion, una demostracion es explicativa
cuando ella muestra por qué su teorema pertenece a su respectiva teoria. Mientras que

la respuesta prototipica se plante6 con un matiz axiomatico, pues de acuerdo a ella los
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principios basicos de una axiomatizacion son idoneos para asentar la pertenencia a una
teoria, al ser ellos quienes regulan su desarrollo mismo. Es decir, si una demostracién se
articula mediante los principios bésicos de la teoria a través de la cual se vierte el
contenido a su teorema, ademas de una justificacion ella podria considerarse como una
explicacion de su conclusion; sobre todo cuando estos primeros principios optimizan las

ganancias deductivas logrando adquirir asi, su mote de fundamentos.

En suma, en el capitulo anterior se sefialé a la explicacibn como una de las metas
qgue pueden ser perseguidas en la busqueda de los primeros principios, mientras que
previamente fueron expuestos algunos de sus hallazgos en el campo de la aritmética. Por
lo tanto, unimos estos apartados sobre la via axiomatica mediante la siguiente afirmacion:
la induccién matematica es un fundamento de los nUmeros naturales. Y para terminar de
establecer esa conexion, hemos de brindarle a los fundamentos una mas detallada
explicacion. Con tal fin, aqui se continuara recopilando informacion historica para realizar
esa tarea filosofica. Si en el capitulo anterior se defendi6 a la inducciébn matematica de
algunas proposiciones que menguan su papel de fundamento aritmético, ahora la

protegeremos de otro principio que la amenaza con la usurpacién de su rol.

Las axiomatizaciones de la aritmética estudiadas pueden ser englobadas bajo el
apelativo “ordinal”, pues todas ellas construyen o caracterizan a una estructura con el tipo
de orden de los naturales. Expresado de otra forma, el buen orden de los naturales
puede ser considerado como la caracteristica estructural de la sucesion de triangulos
aritméticos, de la clase N y del sistema simple infinito N. Por consiguiente, ese tipo de
orden pudiera formularse como un mejor candidato que la induccién matematica, para
ocupar su puesto de fundamento de la aritmética. Es més, esta posibilidad ya se ha
materializado, por ejemplo en la axiomatizacion de la aritmética hecha por Mario Pieri

(1907), quien fue un seguidor de Peano y su Nova Methodo. Por lo tanto, el buen orden

! Pieri cambia al “principio de induccién completa” en su axiomatizacion de la aritmética, la cual est4 basada
en la formulacion hecha por Padoa (1902) de los Principios de Peano, por su siguiente enunciacion del Buen
Orden: “En cualquier clase no vacia de nimeros existe al menos un nimero que no es el sucesor de
cualquier nimero en esa clase” (Pieri, 1907 via 2007: 310). Y él promueve este intercambio porque
encuentra “mas simple y claro” a este Ultimo principio. Mientras que esa predileccion con apariencia
subjetiva, aqui no sera discutida. En su lugar, se ofreceran en el presente capitulo razones basadas en la
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es un competidor real de la induccion matematica, cuya candidatura a fungir como
fundamento de la aritmética, esta auspiciada por buenas razones, algunas de ellas a

continuacion expuestas.

Si bien el tipo de orden de los numeros naturales fue mostrado en las obras
revisadas de Peano y Dedekind como una consecuencia de sus respectivos aunque afines
principios de la aritmética, la sospecha sobre su insubordinacion a la induccion
matemaética puede alimentarse desde las formulaciones mismas de ese método de
demostracion. Por ejemplo, al realizar una lectura de comprension de la codificacion de
esa regla en el principio P9 de Peano, no podemos dejar de reconocer en su antecedente
un par de propiedades del orden tipico de los naturales, a saber la existencia de un primer
numero (“1¢k”) y la de un sucesor inmediato para todos ellos (“xeN.xek :0x. x+1£k”). Por lo
gue el orden tipico de los naturales parece estar inmerso en nuestro conocimiento de la
induccion matematica, poniendo asi en duda epistemoldgica su papel de fundamento

aqui conjeturado.

Mas aun, el rol como fundamento de la induccion matematica también puede verse
diezmado por una vieja equivalencia ya sefialada por Pieri, entre el Principio de Induccion
Matemética y el Principio del Buen Orden®. Es decir, desde hace mucho tiempo se tiene
conocimiento de una familia de teoremas que podria formularse como: X es un conjunto
bien ordenado si y s6lo si X cumple con algtn Principio de Induccién Matematica®. Y esta
doble implicacion apunta hacia una dificultad logica enfrentada en la busqueda de los
fundamentos a través de la via axiomatica, a saber, una teoria puede aceptar un
sinnimero de principios distintos.  Es decir, el papel constitutivo-justificativo

representado por la inducciébn matematica en las axiomatizaciones de la aritmética

concepcion misma del Buen Orden, para optar por la Induccion Matematica (Débil) como fundamento de la
aritmética.

?Laida puede atisbarse ya desde las obras de Dedekind y Peano resefiadas, mientras que el regreso
explicitamente es demostrado por Pieri en su articulo mentado (1907), quien juguetona o didacticamente, le
deja laida “al lector” (Pieri, 1907 via 2007: 311-2). Mas aun, cuando expongamos al método de la induccion
transfinita formulado por Cantor, veremos también cdmo en su validacion él ensefié como demostrar la ida
de esta equivalencia.

® Por ejemplo si X es el conjunto N de los nimeros naturales, entonces resulta equivalente afirmar que todo
subconjunto S de N tiene un elemento minimo con la aseveracion de que si 0eSy neS—n+1eS, entonces
NcS.
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inspeccionadas, gracias a este teorema parece circunstancial al promover al buen orden
como su reemplazo. Por lo tanto, hay razones l6gico-conjuntistas para tener recelos
sobre la postulacién de la induccibn matematica como fundamento de los numeros

naturales.

Para sortear tales dificultades, en el presente capitulo se recorrerd una ruta
histdrica cuyas fases iniciales pueden detectarse en los Principios de Peano y con mayor
intensidad, en el Qué son los numeros de Dedekind. Concisamente, en esta seccion de la
tesis nos adentraremos en el nacimiento de la teoria de conjuntos, pues alli eclosiond la
nocion aqui sefialada que obstaculiza a la afirmacion de la induccion matematica (débil)
como fundamento de la aritmética, el buen orden. En particular, se efectuara una
indagacion historica para determinar si la supeditacion del buen orden a la induccion
matematica en la aritmética, estd en concordancia con el contenido de algunas obras

seminales de la teoria de conjuntos.

Debido a la riqueza de la historia (hechos y estudios) de los albores de la teoria de
conjuntos, desde aqui se advierte que solo serd inspeccionada una minuscula parte
emparentada con la aritmética. Es mas, el espacio histérico por ser revisado sera todavia
mas reducido al restringirse a la relacion entre la induccion matematica y el buen orden,
ya que su dilucidacioén es el objetivo de tal indagacion. De este cefiido modo, la teoria en
donde se disputara la lucha por los fundamentos de la aritmética, sera la de los nUmeros
transfinitos de Cantor, la cual fue desplegada en una serie de articulos (1883, 1895, 1897)
gue son usualmente considerados, el punto de partida de la teoria de conjuntos como

una rama de estudios propia y provechosa de las matematicas.

En conciso, este capitulo pretende brindar algunas razones abstraidas de la
primigenia teoria de conjuntos, para reafirmar la primacia de la induccion matematica
sobre el Principio del Buen Orden en la aritmética y asi reforzar, su postulacion como

fundamento de ella.
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5.1 Nacimiento aritmético de la teoria de conjuntos

Al matematico-tedlogo Georg Cantor (1845-1918) se le suele atribuir la paternidad
de la teoria de conjuntos e incluso, se le ha llegado a otorgar el distintivo de ser su Gnico
padre. Sin embargo, una inspeccion in situ de las obras de otros mateméaticos o una
indirecta a través de los trabajos de algunos estudiosos de la evolucion de esa teoria,
revelaria la participacion de otros creativos, como los aqui ya estudiados Dedekind y
Bolzano, en su gestacion. Develacion que no ocultaria sino precisaria la importancia de
Cantor en la labor de parto, empero. Cabe sefialar que la presente seccién no tiene como
objetivo elaborar un recuento detallado de ese origen (tal historia puede ser consultada
en Ferreiros (2007)). Es mas, aqui ni siquiera se hara un relato exhaustivo sobre el soplo
de vida emanado desde Cantor hacia esa teoria (tal historia puede ser revisada en
Dauben (1990)). Solamente nos enfocaremos en la teoria de los nimeros transfinitos de
Cantor, la cual lanz6 al universo matematico a la teoria de conjuntos y sobretodo nos
interesara de ella, su enriquecimiento de la concepcién de namero. Asi entonces, aqui
nos situaremos en el momento histdrico oficialmente inaugurado por Cantor mediante las

siguientes palabras:

La presentacion de mis investigaciones hasta ahora de la teoria de conjuntos al fin ha
llegado a un punto en donde cualquier continuacién depende de la extension del
concepto de los nimeros enteros existentes mas alla de los limites aceptados
actualmente, y, mas aln, esta extension apunta hacia una direccion segin mi
conocimiento a donde nadie me ha precedido. (Cantor,1883 via 1976: 92)

La cita previa fue extraida de la obra seminal de Cantor titulada “Grundlagen einer
allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre” (Fundamentos de una teoria de variedades), en la
cual él matematicamente introduce y filos6ficamente defiende su “extension del concepto
numero” hacia el dominio de lo transfinito. Y esta obra constituye una declaracion de

independencia en el desarrollo cantoriano de la teoria de conjuntos, el cual estuvo antes

* Para muestra de esta atribucion se transcribe el siguiente texto de un articulo de divulgacién general sobre
la teoria de conjuntos, encontrado en la famosa entre los filésofos, Enciclopedia Filosofica de Stanford:
El nacimiento de la Teoria de Conjuntos esta fechado en 1873 cuando Georg Cantor demostr6 que la
linea real es innumerable. (Uno incluso podria argumentar que la fecha exacta es el 7 de diciembre de
1873, fecha de la carta de Cantor dirigida a Dedekind en la cual le informaba este descubrimiento).
Hasta entonces, nadie habia previsto la posibilidad de lo que los infinitos vinieran en diferentes
tamarfios y mas aun, los matematicos no le daban uso al “infinito acabado”. (Jech,2011)
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circunscrito a cuestiones del andlisis matematico, como la unicidad de la representacion
de una funcién mediante series trigopnométricas. A pesar de la notoriedad matematica y
filoséfica de sus Fundamentos, “la extension del concepto nimero” sera exhibida en su
version matematicamente mas refinada encontrada en “Beitrédge zur Begriindung der
transfiniten Mengenlehre” (Contribuciones a la Fundacion de la Teoria de los NUmeros

Transfinitos), pues nos interesa mostrar con mayor nitidez a su desarrollo.

En sus Contribuciones, Cantor expone de manera ordenada su teoria de los

numeros transfinitos empezando con la presentacion de su sustrato conceptual:

Por “conjunto” (Menge) entenderemos cualquier coleccion de objetos m considerada
como un todo M, mientras que esos objetos determinados y distintos que proceden de
nuestra intuicion o de nuestro pensamiento seran Ilamados “elementos” de M.

(Cantor 1895 via 1915: 85)

Si los conjuntos son el sustrato de la teoria en las Contribuciones, lo son puesto que
el par de conceptos sobre los cuales alli se realiza “la extension de namero” empezada
desde los Fundamentos, son dos propiedades de tales objetos. El primero de ese par de

conceptos exhibido en las Contribuciones, es el de “potencia” o “ndmero cardinal”:

Llamaremos con el nombre de “potencia” o “numero cardinal” de M al concepto
general surgido de nuestra facultad activa del pensamiento, de abstraer del conjunto M
tanto la naturaleza de sus varios elementos m como el orden en que estdn dados...
Puesto que cada elemento m al ser abstraido de su naturaleza, se convierte en una
“unidad”, el nimero cardinal M es un conjunto determinado compuesto por unidades,
y este nimero existe en nuestra mente como una imagen o proyeccion intelectual del
conjunto dado M. (Cantor 1895 via 1915: 86)

Después de desplegar una teoria para sus niumeros cardinales (relaciones de orden,
aritmética, propiedades de cardinales finitos,...), Cantor exhibe al otro concepto

protagonico de su teoria:

Todo conjunto ordenado tiene un “tipo ordinal”,..., mediante el cual entenderemos el
concepto general que resulta de M si abstraemos la naturaleza de sus elementos m, y
conservamos el orden de precedencia entre ellos. Asi entonces, el tipo ordinal M es en
si mismo un conjunto ordenado cuyos elementos son unidades que tienen el mismo
orden de precedencia entre ellas que el de sus correspondientes elementos de M, de los
cuales ellas son derivadas por abstraccion. (Cantor 1895 via 1915: 112)

En las citas transcritas podemos reconocer a la abstraccion como la facultad de
pensamiento clave para adentrarnos en la teoria contenida en las Contribuciones.

Primeramente mediante una abstraccién se destila al sustrato conceptual de la de la
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teoria, los conjuntos, pues sus elementos son cualesquiera “objetos determinados y
distintos™. Luego recurriendo de nuevo a esa facultad mental, se identifican como

propiedades de los conjuntos a dos conceptos: la cardinalidad y el tipo de orden.

Sin embargo la abstraccion no es un proceso ni un resultado procedente de la nada.
En particular, una de las fuentes de las abstracciones cantorianas se devela por el titulo
dado a su obra aqui resefiada: Contribuciones a...la Teoria de los Numeros Transfinitos. Es
decir, desde el nombre de la monografia se puede prever que los nimeros formen parte
de la materia prima usada en los procesos de abstraccion ejecutados para el desarrollo de
la teoria alli contenida. Mientras que tales expectativas ya han sido confirmadas, pues a
partir del par de usos mas frecuentes de los niumeros, el conteo y la ordenacién, se
pueden abstraer los conceptos de “potencia” y de “tipo de orden” expuestos con
antelacion. Es mas, después de cierto avance en la construccion de la teoria de tales
conceptos, Cantor declarara a la fuente numérica de la abstraccion como agotada

conforme a sus fines expansionistas:

El concepto de “tipo de orden”,..., en conjunciéon con el de “nimero cardinal” o
“potencia”,..., conlleva todo aquello capaz de ser numerado que pueda ser pensado y en
este sentido ya no puede ser generalizado. Dicho concepto no contiene arbitrariedad
alguna pues es la extension natural del concepto de nimero.

(Cantor, 1895 via 1915: 117)

A pesar de la riqueza filosofica del tema de la abstraccion, aqui s6lo nos fijaremos
en dos aspectos de ella. En primer lugar, el resultado de ese proceso normalmente difiere
de los estimulos que lo activan. Es decir, si aceptamos que la abstraccion procede via

simplificacion en busca de una generalizacién, entonces su producto difiere de su materia

® Cabe sefialar gue Cantor en trabajos previos, por ejemplo en los primeros articulos de su serie titulada
“Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten” donde el quinto de ellos precisamente son los
Fundamentos, en lugar del término conjunto (menge) utiliza el de variedad (mannigfaltig) pues los
conjuntos en esas obras (variedades) estan restringidos a subconjuntos de R (variedades de puntos lineales-
Punktmannigfaltigkeiten) o de R". Por lo tanto, en las Contribuciones nuestra habilidad de abstraccion nos
libera del dominio de los reales hacia la generalizacion de los elementos de los conjuntos como cualesquiera
“objetos distinguibles y determinados por nuestra capacidad de pensamiento”.

Por otro lado, se requiere de cierta(s) habilidad(es) de nuestro pensamiento para poder considerar a
“cualquier coleccion de objetos” como un “todo”. Y mayor seréa la exigencia cuando esas colecciones no son
finitas. Ahora bien, cuando ese “todo” lo englobamos mediante comprensién, es decir, identificando
alguna(s) propiedade(s) satisfecha(s) exclusivamente por los objetos de esa coleccién, entonces la
abstraccion podria ser postulada como la destreza mental requerida para constituir tales conjuntos.
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prima®. Por ejemplo, Cantor indica que para obtener el concepto de nimero cardinal de
un conjunto, se debe desprender la naturaleza y el orden en que figuran sus elementos.
Asi entonces, el resultado de esa doble abstraccién para los conjuntos A={©, rt}, B={r,©} y
C={ D{T}} debe ser el mismo, pues todos ellos tienen la misma potencia, mientras que
cada uno de esos conjuntos es distinto a su nimero cardinal’ y finalmente, dicho
resultado es mas general que su fuente puesto que a tal nimero cardinal le corresponden
muchos otros conjuntos ademas de los enlistados. Por lo tanto, aunque la abstraccién
sea el camino hacia la “extension del concepto nimero”, es de esperarse que su meta, los

numeros transfinitos, difiera de su origen, los nimeros naturales.

En segundo lugar, incluso con las pérdidas previamente sefialadas, la abstraccion

puede enriquecer a su fuente®. Es decir, cada concepto obtenido mediante abstraccion

®Los pragmatistas como James o Dewey remarcaron esta peculiaridad de la abstraccién, advirtiéndonos
que al ignorarla podemos cometer una falacia filoséfica suplantando al origen del proceso por su resultado.
En palabras de William James:
Déjenme darle el nombre de ‘abstraccionismo vicioso’ al uso de conceptos que puede ser descrito de
la siguiente manera: Concebimos a una situacién concreta identificando un rasgo sobresaliente o
importante en ella de tal manera que él sirve para clasificarla; luego, en lugar afiadir a sus
caracteristicas todas las consecuencias positivas derivadas de su nueva manera de concebirla,
procedemos a usar nuestro nuevo concepto privadamente, reduciendo la riqueza fenoménica a las
sugerencias desnudas de ese nombre tomado de manera abstracta, tratando este caso nada mas con
este concepto, y actuando como si todas las otras caracteristicas a partir de las cuales el concepto se
abstrajo hubieran desaparecido. (James, 1909: 247)
" En este punto suele indicarse una dificultad para la teorfa de Cantor, pues su propuesta de que el resultado
de esta abstraccion sea un conjunto integrado sélo por unidades choca contra nuestra convencion de la
igualdad entre conjuntos. Es decir, normalmente pensamos que el conjunto {1,1} es igual al conjunto {1},
ya que asumimos un criterio de identidad extensional. De hecho se considera un objeto distinto, llamado
usualmente “multiconjunto”, aquél que permite la repeticion de sus elementos. Sin embargo, la definicién
de nimero cardinal de Cantor puede omitirse como decorativa alegando que no interfiere definitivamente
en el desarrollo de la teoria de los nimeros transfinitos, o si se le da mucha importancia, entonces podemos
remarcar lo gregario de este problema, pues no sélo Cantor, v.gr. Frege, tuvo complicaciones o incluso
errores al tratar de caracterizar/construir un objeto tedrico asociado al concepto “nimero cardinal”.
® Esta otra caracteristica de la abstraccion también es enfatizada por los pragmatistas. En palabras de James:
Los conceptos abstractos, tales como elasticidad, voluminosidad, disconexidad, son aspectos
sobresalientes de nuestras experiencias concretas que nos resulta util identificar. Si son (tiles, es
porque luego ellos nos recuerdan otras cosas que tengan los mismos aspectos; y si estos aspectos
conllevan consecuencias en estas otras cosas, entonces podemos regresar a nuestras primeras cosas,
esperando que las mismas consecuencias se sigan. (James, 1910: 246)
Ahora bien, aunque en matematicas se puedan retomar las ideas pragmatistas aqui mencionadas sobre la
abstraccion, se debe hacer con cuidado pues las abstracciones son la materia prima de esta disciplina. Si
bien algunas “experiencias concretas” pueden estimular el proceso de abstraccion en las matematicas, las
mismas abstracciones alli son las fuentes mayoritarias para ejercer esa facultad del pensamiento. Por
ejemplo, los nimeros naturales quizas sean el resultado de una abstraccion de sus manifestaciones
empiricas, pero a su vez sobre ellos podemos repetir varias veces dicho proceso, v,gr. identificando su
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puede llegar a mejorar nuestra comprension de su origen si “no contiene arbitrariedad
alguna”. Por citar un caso relacionado con la aprension que sea desea liberar en este
capitulo, la articulacion tedrica realizada por Cantor del tipo ordinal de los nameros
naturales (mas adelante expuesta), sin duda robustece a nuestro entendimiento de ellos y
por consiguiente, ese concepto podria disputarle a la induccion matemaética su estatus de

fundamento de la aritmética.

Aqui resulta pertinente volver a mencionar que las Contribuciones no son un
tratado filosofico sino uno matematico. La abstraccion no es su topico sino sélo es una
herramienta para producir a la teoria de los numeros transfinitos. En consecuencia no
ampliaremos la discusion acerca de ella, aunque por motivos esclarecedores si conviene
sefialar que en los Fundamentos, articulo de Cantor que si posee vertientes filosoficas,
se dicta un canon para el manejo de la abstraccion en las matematicas cuyo seguimiento

puede ser reconocido en las Contribuciones:

Las Matematicas son enteramente libres en su desarrollo y s6lo estan atadas a la
restriccion autoevidente de que sus conceptos deben ser consistentes entre ellos y deben
estar relacionados (mediante definiciones) determinada y ordenadamente con los
conceptos que los precedan en su presentacién y establecimiento.

(Cantor, 1883 via 1976:115)

A pesar de lo vagas que podamos encontrar en las Contribuciones a las
presentaciones de los conceptos “conjunto”, “tipo de orden” y “numero cardinal”, Cantor
alli parece ser claro en el obedecimiento del canon para el manejo de la abstraccion
dictado en sus Fundamentos. Es decir, Cantor alli luce como creyente de la consistencia
de todos estos conceptos pues formula ordenadamente una serie de definiciones relativas
a ellos, las cuales eran matematicamente trabajables® para la generacion de su teorfa de
los nimeros transfinitos. Ahora sabemos por nuestro conocimiento de las paradojas

conjuntistas, que esa creencia sobre la consistencia era demasiado optimista mas no

totalidad como un conjunto. Por lo tanto en las matematicas, las abstracciones pueden obtener su
independenciay ya no remitir a su fuente para sostener su autonomia tedrica. Por lo que el vicio de la
abstraccion denunciado por los pragmatistas, en matematicas puede tornar en una virtud.

® Una critica de Cantor a Bolzano, quien lo precedid en la gestacion de la teoria de conjuntos, es que en sus
Paradojas del infinito “el autor falld en ofrecer cualquier concepto trabajable de los nimeros infinitos, o del
concepto general de potencia o del concepto preciso de enumerabilidad [ordenacion]”. (Cantor 1883 via
1976: 115).
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completamente errada, al ser ella luego reforzada mediante las enmendaduras de la
teoria de los conjuntos hechas por quienes sucedieron a Cantor, como Zermelo. No
obstante, la discusiobn sobre esas vicisitudes paraddjicas nos alejaria del objetivo
perseguido en este capitulo: sustentar la supremacia de la induccion matematica sobre el
buen orden en la aritmética. Por consiguiente, nos enfocaremos en la exposicion del
resultado teérico de la ejecucién matematica del canon aludido'®, enumerando a
continuacion algunas de las definiciones que lo siguen. En pos de una mayor concision,
tales definiciones seran expresadas con ayuda del simbolo de pertenencia “<” no usado
en su formulacion original. Respetando su orden, empezaremos citando a las primeras en

desfilar en las Contribuciones, ligadas al concepto de “conjunto”:

e SiMN,P,...no comparten elementos y la unién de M,N,P,... es denotada mediante
“(M,N,P,..)”, entonces (M,N,P,..)={x | xeM 6 xeN 6 xeP 6....}.
(1895 via 1915, p. 85-6)
e M; es parte de M sii para todo xe M1 entonces xe M. (p. 86)

Luego con respecto al siguiente concepto protagonico presentado en las
Contribuciones, el de “potencia de un conjunto”, alli se formula la definicion de
“equivalencia entre conjuntos” que favorece su conversibn en una nocion

matematicamente trabajable. Dicha relacion signada en las Contribuciones mediante “~”,

nos debe resultar familiar al remitirnos a las “transformaciones similares” de Dedekind:
e M-~N sii existe una ley que relaciona todo elemento de cada uno de ellos con unoy
s6lo uno del otro. (p.86)
Ahora bien, debido a lo equivoco que ahora nos puede parecer la definicion de
“nimero cardinal” como un conjunto conformado por unidades (ver nota 7), podemos
asumir como punto de partida el siguiente criterio de igualdad entre numeros cardinales

que Cantor en sus Contribuciones pretendié demostrar:

'°El canon de la consistencia, dicho sea de paso, fue consoliddndose como un eje central del quehacer
matematico, mientras que su defensor mas famoso e influyente, David Hilbert, para poca sorpresa nuestra,
fue un admirador del trabajo matematico de Cantor.
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e M=Nsii M~N (p.87-88)
Ademés de las dos definiciones anteriores, Cantor formula otras relativas al
concepto “numero cardinal” con base en las previas que le permiten desarrollar una
aritméticay una teoria de orden acerca de las “potencias” de los conjuntos, algunas de

las cuales a continuacion reproducimos:

e M<N sii (a) no existe una “parte” de M que sea equivalente con N.

(b) Existe una “parte” N; de N tal que N1~M. (p.89)
e M+N=(MN) (p.91)
e MN={(x,2) | xeMyzeN} (p. 92)
e MN=MN (p.92)
e N|M={f] f es una funcién total y f:N—>M} (p.95)
e MN=NIM (p. 95)

Enumeradas las definiciones relativas al concepto “numero cardinal”’, Cantor
obedece otra vez su canon para transformar a su tercer concepto fundamental, el “tipo de
orden”, en una nocion matematicamente explotable mediante la formulacion de ciertas
definiciones. Primeramente al orden de precedencia lo identifica con una relacion por él
bautizada como “orden simple”, caracterizada con la asistencia del signo tipico para la
desigualdad “<” de la siguiente manera™

. Mtiene un “orden simple” sii
(a) para todo m;, myeM se tiene que mi<m; 6 My<my
(b) p.t. mg, my, mzeM si mi< My y my< mz entonces mi<ms.  (p.110)
Aunada a la caracterizacion de la relacion de orden simple y tal como hizo con su

concepto “numero cardinal”, Cantor ofrece un criterio de igualdad entre tipos ordinales

! Cantor “justifica” laida de la siguiente manera: Si M~N, entonces a cada elemento m de M le
corresponde uno y sélo un n de N. “Por lo que podemos imaginar, en lugar de cada m de M, a su
correspondiente n de N, y de esta manera, M se transformaria en N; dejando inalterado al nimero cardinal.
Consecuentemente, M=N* (Cantor, 1895 via 1915: 88). Aunque luzca como un razonamiento convincente, el
significado de la igualdad entre cardinales, permanece en la oscuridad. Y esta falta de claridad emana
desde la opacidad matematica de lo que son los “nimeros cardinales”. Por lo que es preferible ver a esta
doble implicacién, precisamente como una definicion de la igualdad entre esos extrafios objetos.

12 por comodidad aqui se conservara la ambigtiedad del manejo de los simbolos de Cantor, pues varias veces
utiliza un sélo signo para denotar relaciones distintas. Por ejemplo, la igualdad entre nimeros cardinales
como la de tipos ordinales sera simbolizada mediante “=", mientras que la desigualad estricta tanto para
numeros cardinales como los elementos en un conjunto S|mple ordenado serd representada mediante “<”
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definiendo una relacién entre ordenes simples llamada “similitud” (ecos del Abbildung de

Dedekind), denotada mediante el signo “~"y caracterizada de la siguiente forma:

e M~N sii hay una correspondencia biunivoca entre M y N tal que para todo
m;,myeM, si mi<m, entonces para sus correspondientes ny, N, en N, se tiene que
Ny <ny. (p.112)
Con base en la similitud entre érdenes, Cantor pretende demostrable la validez de

su criterio para la igualdad entre tipos ordinales:
e M=NsiiM=N (p.113)

No obstante tal como acontece con su criterio de igualdad para nUmeros cardinales,
el resultado de la doble abstraccion identificado con el tipo de orden desde una
perspectiva mas actual, no ofreceria un sustrato tan estable para realizar la demostracion
de la doble implicacion anterior. Es decir, que el tipo ordinal M de un conjunto M sea a su
vez un conjunto conformado por unidades que respetan el orden de M, chocaria contra
nuestra concepcion tradicional de la igualdad entre conjuntos™. Ante tal complicacién, se
puede asumir al criterio de identidad entre tipos ordinales como un principio en lugar de
como una consecuencia para conservar la estabilidad deductiva de la teoria de los
nimeros transfinitos. Superado este inconveniente, continuaremos reproduciendo
algunas definiciones basadas en las previas relativas al tipo ordinal y en particular, ahora

desfilaran las de la aritmética de esos nimeros:

e M+N=(M,N) (p.119)
e M-N=M.N donde para todo (m,n), (m’,n’)eM.N se tiene que (m,n)< (m’,n’)
sii n<n’ 6 (n=n’y m<m’) (p.121)

B No podemos dejar de recordar que el criterio de igualdad entre conjuntos mas extendido, x=y sii
Vz(zex<>zey), ya aparecio desde nuestra resefia del Was sind die Zahlen cuando expusimos la formulacion
de la igualdad entre sistemas ((Dedekind, 1888 via 1963, p. 45).

1 cantor en lugar de definir al tipo de orden resultante de la multiplicacién de M por N mediante el
producto cartesiano M.N, lo hace equivalentemente construyendo un conjunto S que tiene tantos
elementos como ny en donde en sustitucion de cada n se pone un conjunto M, tal que M, no comparta
elementos con M pero si tenga su mismo orden simple (S={M,}). Esta manera de definir al producto de tipos
ordinales Cantor también la ofrecié como alternativa a su definicion de multiplicacion de cardinales
mediante el producto cartesiano. Por otro lado, que no haya sido usado el producto cartesiano para definir
la multiplicacion de tipos ordinales pone de manifiesto que la nocién de par ordenado todavia no estaba
bien determinada en la temprana etapa de la teoria de conjuntos plasmada en las Contribuciones.
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Con el repertorio hasta ahora transcrito de definiciones bien determinadas y
ordenadas se pueden extraer varias consecuencias para los nimeros cardinales y los tipos

ordinales, entre las cuales podemos enumerar las siguientes:

< M<N, M=Ny M>N son mutuamente excluyentes (p.89-90)
% Si M<Ny N<P entonces M<P (p. 90)

< M+N=N+M (p.92)

% M+(N+P) = (M+N)+P (p.92)

< M-N=N-M (p.93)

< M- (N-P) = (M-N)-P (p.93)

< M- (N+P)=MN+M-P (p.93)

% M+ (N+P) = (M +N)+P (p.119)
& NN -P)=(M-N) P (p.121)
% M-(N+P) = M-N+ M-P (p.121)

Las proposiciones previas son el reflejo de viejas leyes conocidas de los nimeros
naturales (asociatividad, distributividad,...), por lo que dificilmente provocaran mayor
revuelo. La teoria de los numeros transfinitos torna en sorpresiva cuando incorpora al
calificativo que le da su nombre, es decir cuando a los ingredientes conceptuales previos
(conjunto, tipo ordinal, cardinal) se le agrega el de la finitud y su negacion. Mientras que
en las Contribuciones se introduce ese catalizador conceptual, en el momento que se
expone a la fuente primordial de sus abstracciones, los nimeros naturales. Ellos son

presentados por Cantor como “numeros cardinales finitos” del siguiente modo:

A una sola cosa ey, si la subsumimos bajo el concepto del conjunto Eq={eg}, le
corresponde como numero cardinal lo que llamamos “uno” y denotamos 1,....Ahora
unamos a Eq otra cosa e;, y llamemos al conjunto resultado de esa unién E;.....El
numero cardinal de E; es Ilamado “dos” y es denotado por 2.... Mediante la adicion de
nuevos elementos obtenemos la serie de conjuntos E,, Es,.... la cual sucesivamente, en
una secuencia no limitada, nos da los asi llamados “nUumeros cardinales finitos”
denotados por 3,4,5,... (Cantor, 1895 via 1915: 98)

Esta construccidén nos remite a la expuesta con antelacién de Peano del sistema de
los nimeros naturales y para apreciar mas nitidamente su parecido, podemos expresarla

concisamente de la siguiente manera ensefiada por Cantor:
Eo={eo}
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= 1=F, [P1 de Peano]
Ev=(Ev-1, ey) cone,g Ev1

= v+1=E, [P6 de Peano]

Para remarcar esta semejanza, podemos abstraer a la totalidad de los numeros
cardinales finitos como un conjunto y luego denotarlo mediante la letra usada por Peano
para su clase de los naturales: N={E,, Ej,.,E,...}. De este modo, la construccién
cantoriana de los cardinales finitos especificaria mediante nociones conjuntistas a los
términos primitivos de la aritmética de Peano. No obstante como ya ha sido mencionado,
esta reformulacién conjuntista de la aritmética no es tan precisa pues los conjuntos E,
integrados por unidades, segun nuestros parametros extensionales no estarian tan bien
determinados y por consiguiente, tampoco lo estaria el conjunto N. Aunqgue dicha
“indeterminacion” no inhibié a Cantor de extraer varias consecuencias para sus numeros
cardinales finitos, entre las cuales se reproducen algunas que mas adelante seran

retomadas:

X/
L %4

Todo numero v es mayor a los que le preceden y menor a los que le siguen.
(85.Teo0.B ,p.99)
% No existe un numero cardinal finito v’ entre los niumeros cardinales finitos v y v+1.
(85.Teo.C, p.99)
% Si N es un conjunto con el numero cardinal finito v y N; es una parte de N, el
numero cardinal de N; es igual a algunos de los numeros precedentes 1,2,3,...,v-1.
(85.Teo.E, p.99-100)
% Si K es un conjunto de distintos nimeros cardinales finitos, entonces hay uno, ki,
entre ellos que es el mas pequefio de todos.* (85.Teo.F, p.102)

Aunada a la critica sobre la indeterminacion de los nUmeros cardinales como

conjuntos, el plano cantoriano de la construccion de los numeros cardinales tiene otra

'> El Teorema F tiene un papel muy importante dentro de la teorfa de las Contribuciones pues sirve de
puente entre los nimeros cardinales finitos y los nimeros ordinales finitos, los cuales seran presentados
maés adelante en el cuerpo del texto. Por consiguiente, a continuacion se reproduce su demostracion. Sea K
un conjunto integrado por nimeros cardinales finitos. Si 1eK entonces ya acabamos por85.Teo.B. Si no, sea
J el conjunto de los nimeros cardinales finitos tales que son menores a todos los contenidos en K. Entonces
debe existir un maximo vel tal que v+1eK, pues “de lo contrario J contendria a todos los niUmeros
cardinales finitos, mientras que por suposicion los nimeros contenidos en K no estan contenidos en J” (p.
103). Por lo tanto, v+1 es el minimo elemento de K.
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peculiaridad que puede provocar recelos. En la generacion de cada Ey se requiere un
objeto e, diferente a los utilizados previamente. Por lo tanto, alguien escrupuloso podria
preguntar: ;,cOmo se garantiza esa provision inacabable de objetos diferentes requerida

para la construccion de los cardinales finitos?

Ahora bien, si se desea resolver al cuestionamiento anterior respetando al
contenido de las Contribuciones, entonces se puede intentar hacerlo apelando un poco a
nuestra intuicion o recurriendo a algunos recursos de la teoria de conjuntos no tan
ajenos a los provistos en esa obra. Sinos situamos dentro del trasfondo intuitivo de esa
monografia, entonces dicha pregunta no se satisfaria mediante una solucion sino se
saciaria a través su disolucion, rechazandola por su escasa atencion al origen de la teoria
alli desplegada. La materia prima primordial para el proceso de abstraccion cuyos
resultados conceptuales en esa obra se desarrollan matematicamente, predispone el
reconocimiento de una infinidad de objetos distintos. Es decir, de antemano se sabe que
los nimeros naturales son todos diferentes entre si y que su sucesién no tiene fin por lo
que ellos pueden figurar como los objetos e,*°. Por lo tanto, nuestro conocimiento previo
de los numeros naturales podria apaciguar la duda sobre la provision inagotable de

objetos distintos.

Por otro lado, si se acepta que los conjuntos a su vez pueden ser elementos de otros
conjuntos, entonces se dispone de un mecanismo para generar una infinidad de objetos
distintos. Y Cantor asi lo hace pues no tiene reparos en considerar a los conjuntos de los
numeros cardinales, los cuales a su vez son conjuntos integrados por sus misteriosas
unidades. De este modo, sea e, cualquier cosa y formese con ella al conjunto unitario Eo.

Luego utilicese a Eo para crear al conjunto unitario E1={Eo} . Y aplicando sucesivamente la

'® Es mas, en la seccion §11 de las Contribuciones se menciona otro conjunto que puede ser un suministro
todavia mas grande de objetos distintos, a saber el conjunto de los nimeros reales comprendido entre el
ceroy el uno, llamado continuo. Cantor al momento de escribir sus Contribuciones ya sabia pues lo
demostro con antelacién més de una vez que la cardinalidad del continuo es mas grande que la del conjunto
de los nimeros naturales. Su prueba mas famosa, la del argumento diagonal, aparecio en el articulo
titulado “Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre" publicado en 1891. Mas adn, en las
Contribuciones también ofrece otro conjunto cuyo nimero cardinal es mas grande que el del conjunto de los
numeros naturales, el de la segunda-clase de nimeros (transfinitos), como sera expuesto mas adelante en el
cuerpo del texto.

250



regla Ev={ Ev.1}, se produciria al suministro ilimitado de objetos requeridos para construir
la secuencia de nUmeros cardinales finitos v=E,_,. Mientras que este modo de
generaciéon reminiscente del conjunto infinito de Dedekind', fue propuesto
explicitamente por un continuador inmediato del trabajo conjuntista de él y de Cantor,
Ernest Zermelo. En su influyente “Untersuchungen tber die Grundlagen der Mengenlehre
I” publicado en 1908, articulo famoso al contener a su axiomatizacion de la teoria de
conjuntos, Zermelo finco esta construccién sobre el conjunto vacio®®, es decir Eq=&5. Por
consiguiente, existen  recursos de la teoria de conjuntos no tan lejanos ni
conceptualmente ni temporalmente a las Contribuciones de Cantor, para apaciguar los
recelos sobre la provision de una infinidad de objetos distintos requerida en la generacién

de sus nimeros cardinales finitos.

Si bien se expusieron dos alternativas para respaldar la construccién cantoriana de
los cardinales finitos, ninguna todavia lograria garantizar que los niumeros naturales
también formen parte de esa edificacion. Es decir, el resultado de la generacion
cantoriana de los cardinales finitos sigue involucrando o no termina de delinear a la fuente
de su abstraccion. Por un lado, la primera manera de tranquilizar los escrupulos del plano
cantoriano asume a la infinidad de los nameros naturales para proveer de objetos
distintos a la construccion de los cardinales finitos. Por lo que el concepto de “nimero

cardinal finito” necesita al de “numero natural” para su especificacion. En consecuencia, si

" Recordando, la existencia de un conjunto infinito Dedekind la “demuestra” en el Teorema 66 de su Qué
son los nimeros asfi: “si s es un objeto de S, entonces el pensamiento s’ de que s es un objeto de mi
pensamiento, también es un elemento de S...” (Dedekind 1888 via 1963 : 64 ) Es decir, la reflexividad
constructiva ya era un principio de edificacion para Dedekind, la cual a su vez ya habia sido propuesta para
mostrar la infinitud de proposiciones verdaderas en las Paradojas del Infinito de Bolzano: “si consideramos
una verdad,.., la cual designaré mediante A, entonces encontraremos que la proposicion expresada
mediante las palabras ‘A es verdadera’ es diferente a A....” (Bolzano 1851 via 2004 : 607).
'8 Es en el Axioma de la Infinitud, donde Zermelo formula su famosa construccion de la secuencia de los
ndmeros naturales:
Axioma VII. Existe en el dominio al menos un conjunto Z que contiene al conjunto vacio como
elemento y esta constituido de tal manera que a cada uno de sus elementos a le corresponda todavia un
elemento de la forma {a}, en otras palabras, para cada uno de sus elementos a, este conjunto también
contiene al conjunto {a}.
(Axioma de Infinitud) [Axiom des Unendlichen]
... El conjunto Z, contiene como elementos a 0, {0}, {{0}}, y asi en adelante, pudiéndose este llamar
la “secuencia numérica”, porque sus elementos pueden tomar el lugar de los numerales. Este conjunto
es el ejemplo mas simple de un conjunto “infinito denumerable”. (Zermelo, 1908 via 2010:201)
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define a un nimero natural como un nimero cardinal finito, entonces se comete el error

de que el definiendum forme parte del definiens.

Mientras que la segunda opcién descrita para reforzar a la construccion cantoriana
de los cardinales finitos, incluso ignorando su incorporacion de algunas nociones
conjuntistas no incluidas en las Contribuciones'®, ain no lograria sostener la equiparacion
de los numeros naturales con los numeros cardinales finitos. Si se quiere afirmar que un
nimero natural es un namero cardinal finito, entonces faltaria establecer lo que se
entiende por “finito”, ya que hasta el momento sélo se ha expuesto la clarificacion
matematica del concepto de “numero cardinal”. Sin embargo, con un optimismo
irradiado por la mencion de los numeros transfinitos desde el titulo de esa obra, quizas
alli se halle la satisfaccion de este pendiente. Es decir, parece prometedor indagar dentro
de las Contribuciones con tal de encontrar una aclaracion matematica del concepto de
finitud, el cual nos permita aseverar sin ambigliedad que un nimero natural es un

ndmero cardinal finito.

Nuestra busqueda por la definicién de “finitud” en las Contribuciones no avanzara
mucho, pues ya en la seccion posterior a la dedicada a los cardinales finitos, es decir la
sexta, Cantor nos presenta lo que entiende por ese concepto: “los conjuntos con numeros
cardinales finitos seran Ilamados ‘conjuntos finitos’, todos los deméas seran llamados
‘conjuntos transfinitos’ y sus numeros cardinales ‘numeros cardinales transfinitos’”
(Cantor, 1895 via 1915: 103). Por lo que si nuestra intencién era encontrar una definicion
de finitud que completara a la de “ndmero cardinal” para capturar conceptualmente a los
nimeros naturales, entonces nuestra busqueda ha hallado su circular fracaso. Es mas, el
“primer ejemplo de un ndmero cardinal transfinito”, por Cantor presentado como Aleph-
cero (No), “es la totalidad de los nameros cardinales finitos” (ib.: 103), por lo que nuestra
decepcion semantica se extenderia hasta el infinito. De este frustrante modo, la finitud

es establecida por Cantor como una propiedad basada en su construccion de los “nimeros

cardinales finitos”; mientras que era lo “finito” de los “nimeros cardinales finitos” lo que

¥ por ejemplo, en las Contribuciones al igual que en el Qué son los Ntimeros de Dedekind, el conjunto vacio
esté ausente. Por lo que la especificacion de Zermelo de Eo =, en esa obra de Cantor no podria ser
abiertamente realizada.
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precisamente se deseaba clarificar. Asi entonces, aunque podamos reconocer la finitud
de cada conjunto Ey participe de la generacion de los numeros cardinales finitos, la
definicién de finitud dada por Cantor nos asistiria nulamente en esa tarea. Sélo nuestra
intuicion o conocimiento previo de los nimeros naturales en ello puede ayudarnos, por lo
que el brillo de nuestro optimismo por hallar una definicion de finitud matematica
trabajable, se iria consumiendo en cada vuelta de su definicion circular ubicada en la

seccion §6.

Sin embargo, nuestras esperanzas pueden recobrar el fulgor de los rescoldos
cuando Cantor més adelante enuncia como un teorema un criterio para la finitud de
aspecto familiar: “Cualquier conjunto finito E es tal que es equivalente a ninguna de sus
partes” (86.Teo.C, p.108). Asi entonces, este criterio no es otro sino la definicion(64) de un
sistema finito formulada en el Was sind die Zahlen. Y aunque la demostracion de dicho

20 al menos alli se nos

teorema remita a la definicion criticada de “numero cardinal finito
ensefia una manera para que la “finitud” declare su independencia de los nimeros
naturales. Puesto que no es de nuestro interés discutir lo que Cantor pudo haber hecho
sino méas bien lo que hizo mayoritariamente en sus Contribuciones, a continuacion sera
mostrado que incluso a pesar de las dependencias y de las ambiguedades detectadas, la
teoria de los numeros transfinitos si contribuy6é significativamente a nuestro

entendimiento de los nUmeros naturales.

2% Cantor sefiala que este teorema depende de los dos siguientes:

A. Los términos de la serie ilimitada de los nimeros cardinales finitos son todos ellos diferentes.

E. Si N es un conjunto cuyo ndmero cardinal finito es igual a v, y N1 es una parte de N, entonces el
namero cardinal de N; es igual a alguno de los nimeros que le preceden 1,2,3,...., v-1 (p.99)

Asi entonces, si v es el nimero cardinal finito del conjunto finito E, entonces por el Teorema E cualquier
parte N, de N tendra un nimero cardinal finito v; menor que v. Y por el Teorema A, v, # v, por lo tanto N,
no es equivalente a N. Ahora bien, el Teorema A a su vez depende del siguiente teorema:

D. Si M es un conjunto que no tiene la misma potencia que alguna de sus partes, entonces el agregado
(M,e), donde e es un nuevo elemento, tiene la misma propiedad (p.99).

Si bien la prueba de D prescinde de la construccion secuencial de los cardinales finitos y estd basada en las
propiedades de las funciones biunivocas, funciones que sirven para establecer la igualdad entre los nUmeros
cardinales, desgraciadamente la demostracion del Teorema E es una induccién matematica débil sobre v,
por lo que requiere del proceso criticado de generacién de los cardinales finitos. Peor adn, sefialaran
algunos criticos, la validez de la induccién matemaética débil de antemano es asumida por Cantor pues no se
toma la molestia, como Dedekind, de demostrar su validez, i..e. no la sustenta sobre su construccién del
conjunto de los nimeros cardinales finitos. (p. 100-101)
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Recapitulando, hasta el momento se ha exhibido el apuntalamiento matematico de
tres conceptos claves para la teoria de los niumeros transfinitos de Cantor: el de conjunto,
el de numero cardinal y el de tipo ordinal. Aunada a la enumeracion de algunas de sus
consecuencias, se mostr0 una cuarta aclaracion conceptual relativa a la nocion de
numero cardinal finito, brindada en las Contribuciones de manera constructiva. Respecto
a esta ultima, se denuncio su dependencia de una comprension previa de los nimeros
naturales por lo que aparentemente, los nimeros cardinales finitos no ayudarian a
mejorar nuestro entendimiento aritmético. Es decir, la propiedad de la “finitud” de los
conjuntos se detect6 como sujeta a nuestro conocimiento o intuicion de los numeros
naturales. Por lo que todo parece indicar y confirmar que las Contribuciones de Cantor,
en contraste con el Qué son los numeros de Dedekind, no tienen como meta caracterizar o
construir a los nUmeros naturales sino “extender el concepto de nimero”. Y la nocién que
terminard de impulsar tal expansion, justamente es aquella pronosticada como
problematica para los fines de la presente investigacion, el buen orden. Mientras que esa

extension, serd desembrollada en la siguiente seccion.
5.2 La escalera del Buen Orden hacia el infinito y més alla

En esta estadia de la exposicion ya es pertinente informar que las Contribuciones
esta integrada por dos articulos y que hasta el momento s6lo se ha abordado al primero
(1895). A pesar de las consolidaciones matematicas expuestas sobre sus tres conceptos
protagonicos y de sus avances aqui no reportados (v.gr. 89 el tipo ordinal n de los
numeros racionales o 811 el tipo ordinal 6 del continuo lineal), Cantor alli admite una
limitante de su teoria que lo incita a desarrollarla desde otra perspectiva en su segundo
articulo (1897). El problema es por €l vaticinado tempranamente desde la seccion 82 del

primer articulo y empieza a sefalarlo del siguiente modo:

Hemos visto, que cada una de las tres relaciones ...[de orden entre ndmeros
cardinales] excluye a las otras dos. Por el otro lado, el teorema que para cualquier par
de nameros cardinales...una de estas tres relaciones [“=" 0 “<” ¢ “>"] necesariamente
se cumple, es de ningin modo autoevidente y dificilmente puede se demostrado en

esta etapa. (Cantor, 1895 via 1915: 90)
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Después de aceptar la incapacidad momentanea de demostrar la tricotomia para los
nimeros cardinales, Cantor predice la ganancia tedrica por ser obtenida desde la
perspectiva que serd asumida en el segundo articulo, la cual entre otros beneficios le

permitird probar a la tricotomia:

No hasta después, cuando hayamos ganado un reconocimiento de la secuencia
ascendente de los numeros cardinales transfinitos y una comprension de su conexion,
se obtendra la verdad del teorema. (Cantor, 1895 via 1915: 90)

Y precisamente, “el reconocimiento de la secuencia ascendente de los ndmeros
cardinales transfinitos y la comprensién de su conexion” seran conseguidos por medio de
los “conjuntos bien ordenados”, los cuales aparecen en el segundo articulo. Sin embargo,
desde el primer articulo Cantor prepara el establecimiento de la nueva bien ordenada
perspectiva, al empezar a desarrollar en su seccibn 810 al concepto “secuencia
ascendente” de un conjunto ordenado M, la cual “tiene la forma {a,} donde a,< a.1“(p.
128-129). Méas importante aln, en esa seccion ya introduce el concepto de elemento
limite mo de una secuencia ascendente {a,} y como se verd méas adelante, este concepto
tendra un papel determinante en la comprension de la “conexion de la secuencia

ascendente de los nimeros transfinitos”.

La segunda parte de las Contribuciones inicia clarificando mediante una definicién
matematicamente trabajable a su concepto estelar, el buen orden, especificandolo como
una propiedad de los conjuntos. En palabras de Cantor, el conjunto F estad “bien
ordenado” si ademas de tener un orden simple cumple con lo siguiente:

I. Hay en F un elemento f; que es el de menor rango.

I. Si F’ es cualquier parte de F y si F tiene uno o varios elementos de mayor rango
que todos los elementos en F’, entonces existe un elemento f* de F tal que le sigue
inmediatamente a la totalidad de F’, es decir no hay elementos en el rango entre f’ y F’
que ocurran en F. (Cantor, 1897 via 1915: 138)

Expresado con términos mas modernos:
e Fesun “conjunto bien ordenado” sii existe una relacién de orden en F tal que:

-II. La relacién de orden es total.
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-1. La relacion de orden es transitiva.
|. Existe un minimo elemento en F para esa relacion de orden.

Il. Si E es cualquier subconjunto propio de F que tenga cotas superiores respecto a

esa relacion de orden en FNE€, entonces existe en FNE® una minima cota superior

deE.

Ahora bien, mediante la definicién de “conjunto bien ordenado”, Cantor ya es capaz
de demostrar algunas consecuencias de este concepto, entre las cuales figuran la
equivalencia de ella con la formulacién actual del buen orden y la herencia del buen

orden de un conjunto hacia sus partes:

¢+ El conjunto F esta bien ordenado sii toda parte F’ de F y F tienen un elemento

minimo. (Laidaesel Teorema Ay lavuelta el B de §12, p. 139)
% Toda parte F' de un conjunto bien ordenado F es también un conjunto bien
ordenado. (812.Teo.C, p. 140)

Posteriormente en la seccion 813 de las Contribuciones se define a los “segmentos”
(ahora llamados iniciales) de conjuntos bien ordenados para seguir deduciendo teoremas
sobre los conjuntos bien ordenados:

e SiFesunconjunto bien ordenado y f un elemento de éste, entonces el “segmento

de F definido por el elemento f’ es la parte A de F integrada por todos los
elementos de F que preceden a f. (p.141)

Entre todos los teoremas facilitados por este concepto secundario al del buen
orden, enumeraremos s6lo dos que fueron seleccionados por razones distintas. El
primero fue elegido ya que su demostracidn sera analizada en la siguiente seccién de este
capitulo, mientras que el segundo fue escogido por su cooperacion deductiva en la
promulgacién de la ley de la tricotomia pendiente para los nUmeros cardinales:

++ Un conjunto bien ordenado F es similar a ninguno de sus segmentos A.
(813.Teo. B, p. 144)

% SiFy G son cualquier par de conjuntos bien ordenados, entonces:
(@) Fy G son similares entre si, 6
(b) existe un segmento By de G al cual F es similar, 6
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(c) existe un segmento A; de F al cual G es similar; y cada uno de estos tres casos

excluyen a los otros tres. (813.Teo.N, p. 150)

En la siguiente seccion de sus Contribuciones, Cantor de nuevo apela a nuestra
facultad de la abstraccion para que “llamemos al tipo ordinal de un conjunto bien ordenado
F su ‘numero ordinal’” (p.152). Y puesto que un “numero ordinal” es un “tipo ordinal”,
Cantor importa en la seccion 814 a la aritmética que ya habia desarrollado para los tipos
ordinales en su primer articulo. Mas aun, recurriendo al Teorema N de la seccién §13, él

finca la tricotomia para los nUmeros ordinales:

< Para cualesquiera dos niimeros ordinales F y G se cumple excluyentemente que
F=G 6 F<GOF >G. (p. 153)
Donde:
e F <G sii existe un segmento B; de G tal que F~B1. %
Teniendo a la tricotomia de la relacion de orden para los nimeros ordinales a su

disposicion, Cantor posee una via para intentar exportarla a los nimeros cardinales pues

desde los albores del segundo articulo él anuncia lo siguiente:

Entre los conjuntos simplemente ordenados, los “conjuntos bien ordenados” merecen
una atencion especial; pues sus tipos ordinales, que Ilamaremos “nimeros ordinales”,
constituyen la materia natural para la definicién exacta de los nimeros cardinales
transfinitos mas grandes, la cual estd en conformidad con aquella dada para el méas
pequefio numero cardinal transfinito Aleph-cero... (Cantor 1897 via 1915: 137)

Es decir, la construccion de los cardinales transfinitos se avisa supeditada a la de los
ordinales transfinitos en pos de su exactitud. Ahora bien, si todo nimero cardinal fuese
su vez un namero ordinal, entonces la tricotomia de los ordinales quizas podria adecuarse
a la relacion de orden entre potencias de conjuntos para asi lograr promulgar la ley de

tricotomia de los nimeros cardinales. Ponderada la utilidad de la edificaciéon de los

2L En la seccion §13 de las Contribuciones se establece la validez de esta definicion mediante el teorema
813.B (ya reproducido en el cuerpo del texto) y el teorema a continuacion reproducido:

7

+«+ Siun conjunto bien ordenado G tiene al menos un segmento para el cual no exista un segmento
similar a él en el conjunto bien ordenado F, entonces todo segmento A de F debe tener un

segmento B similar a él en G. (813.Teo.M, p.149)
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numeros ordinales, ahora expondremos los principios proporcionados en las

Contribuciones para realizarla, empezando por clarificar aquello que sera construido.

Aunada a la tricotomia, la relacién de orden entre los ndmeros ordinales es

transitiva. Es decir, para cualesquiera tres nimeros ordinales F,G, H se satisface que:
% Si F<Gy G< H entonces F< H. (p.153)

Por lo tanto, los nameros ordinales al irse agrupando integran un “conjunto
simplemente ordenado que mas tarde también se mostrard como un conjunto bien
ordenado”(p.153). En consecuencia, podemos irlos acomodando en una secuencia
ascendente: F<G<H.... Y la generacion de esa secuencia es la que estara sujeta a la
construccion presumida por posibilitar una incursion con mayor exactitud al dominio de
los ndmeros transfinitos.  Ahora bien, a lo largo de las Contribuciones se pueden
identificar tres principios generadores de esa secuencia, los cuales ya habian sido
enunciados por Cantor desde sus Fundamentos (1883). Y puesto que en esa articulo se
enuncian con mayor generalidad esos principios, entonces de esa fuente ellos seran
extraidos, sin descuidar a su articulacion teorica dentro de la obra primordialmente
estudiada en este capitulo, empero. El primero de ellos esté relacionado con la operacion

de suma para los tipos ordinales y a continuacion sera reproducido:

...el principio de anexar una unidad a un nimero ya existente; lo llamo...el primer
principio de generacion de nimeros... (Cantor 1883 via 1976: 131)

Para clarificar esa “anexién”, podemos acudir a la definicion dada en las
Contribuciones de la suma de dos tipos ordinales. Recordando, el resultado de esa
operacion es el tipo ordinal de la union de dos conjuntos ajenos con el respectivo tipo
ordinal de los dos sumandos. Es decir, para sumar cualesquiera dos nimeros ordinales F y
G, primero debemos suponer la existencia de un par de conjuntos ajenos F’ y G’ tal que
F~F'y G=G’, luego se tiene que realizar la operaciéon de unién (F',G’) para finalmente
abstraer al tipo ordinal (F',G’) . Por otro lado, debido a la definicién de “conjunto bien

ordenado” y a la de la relacion de orden entre los nimeros ordinales, se cumple que:

% F+G también es un nimero ordinal. (814.Teo.C, p.153)
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% F<F+G (814.Teo.(2), p.153)
Por consiguiente, si F es un nimero ordinal y 1=E,, entonces F + 1 seria un nimero

ordinal (cerradura por §14.Teo.C) mayor que F (F<F+1 por §14.Teo.(2)) . Asi entonces, el
Primer Principio de Generacion articulado dentro de la teoria de las Contribuciones,
indicaria que el nimero ordinal sucesor de F se obtendria sumando a F con el primer

ndmero ordinal:
PG1. suc(F)=F + 1.

Mientras que para respaldar esa manera de computar del sucesor, se debe tener
una provision inagotable de objetos distintos para realizar la unién (F,Ep), garantizando
ademas que F + 1 sea el Ginico nimero ordinal que le siga inmediatamente a F. Puesto que
la aprehension sobre la fuente inacabable de objetos ya fue previamente tratada,

entonces tal cuestion sera la primera de las dos mentadas por ser atendida.

Recordando, el problema del suministro ilimitado de objetos distintos para la
construccion de los nimeros cardinales finitos, fue resuelto de dos maneras distintas. La
primera consistia en hallar en el origen del concepto “ndmero cardinal finito”, los
nimeros naturales, a la infinidad de objetos distintos necesaria para la generacion de la
secuencia de ellos. Desgraciadamente tal tactica ahora no puede aplicarse, puesto que
mediante los principios generadores de la secuencia creciente de los nUmeros ordinales,
se pretende ir més alla del tipo ordinal de los niUmeros naturales. Es decir, la invocacién de
la infinitud de los nimeros naturales solo se podria realizar para respaldar a la
construccion de los nimeros ordinales finitos, mientras que son los nimeros transfinitos

los que se quieren también producir mediante el Primer Principio Generador.

Ante la insuficiencia de la infinitud de los nimeros naturales, entonces podemos
recurrir, tal como lo pide Cantor en sus Fundamentos, a nuestra habilidad de abstraccion
para apoyar al Primer Principio identificando “su base de generacion en el repetido
posicionamiento de unidades fundamentales vistas siempre del mismo modo” (Cantor 1883
via 1976: 131). Concordantemente en las Contribuciones, esas “unidades fundamentales”

aparecen otra vez como los elementos constitutivos de los ndmeros ordinales.
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Recordando, un nimero ordinal de acuerdo a su presentacion en las Contribuciones, es un
conjunto cuyo proceso de abstraccion conserva al buen orden de precedencia de sus
“unidades fundamentales”. Por lo que bajo esta concepcién de numero ordinal,
concatenar una unidad a un namero ordinal no luciria como una operacion sospechosa,

sobretodo, si la percibimos desde nuestras intuiciones o conocimientos aritméticos.

Como fue expuesto con antelacién, desde la antigliedad (Libro VII de Euclides) se ha
considerado alguna variante de la agrupaciéon de unidades como la regla de produccion
tipica para los nimeros naturales, mientras que esa anexién de unidades es propicia a su
rigurosa pero trabajable formulacion matematica tal como lo mostro0 Peano en sus
Principios. Consecuentemente, el proceso de abstraccion orientado a la constitucion de
los nameros ordinales y cardinales mediante unidades, es decir un proceso para construir
ciertos conjuntos, estaria respaldado por nuestros atavicos conocimientos o intuiciones
sobre la conformacioén de los numeros naturales. Por lo tanto, otra vez podriamos
recurrir a nuestra intuicion o conocimiento aritméticos?> para respaldar a las
construcciones conjuntistas relacionadas con el Primer Principio Generador dentro de la
teoria las Contribuciones (i.e. PG1). Sin embargo, si aceptamos esa dependencia, entonces
se restaria plausibilidad a la interpretacion de la teoria de los nimeros transfinitos como

una reduccion de la aritmética a la teoria de conjuntos.

Por otro lado y como segunda opcién, podemos de nuevo utilizar algunos recursos
de la teoria de conjuntos para robustecer al Primer Principio Generador de los nimeros
ordinales. Tal como se planted en la segunda manera para reforzar la construccién de los
numeros cardinales finitos, PG1 puede hacer uso de los conjuntos unitarios para
determinar al sucesor de un ndmero ordinal. De este modo, si F es un nimero ordinal,

entonces su sucesor seria igual al tipo ordinal de la unién de F con el unitario de F. Es

?2 Otra manera no aritmética de interpretar a los nimeros ordinales y cardinales de Cantor, seria asociar a la
facultad de abstraccion por él pregonada con la capacidad de identificar clases de equivalencia. Es decir, un
ndmero cardinal seria el conjunto cuyos elementos son todos los conjuntos con la misma potencia, es decir,
un namero cardinal serfa una clase de equivalencia respecto a la relacion de equivalencia “~” . Mientras que
un namero ordinal, seria una clase de equivalencia con respecto a la relacion de similitud “~". No obstante,
esta interpretacion ademas de poder tornar en paraddjica, se aleja de lo escrito por Cantor respecto a lo que
él entendia por namero cardinal y nimero ordinal.
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decir, F+1= (F,{F}) donde la relacién de precedencia en F+1 conservaria al buen orden
de F y sélo le agregaria a F como su elemento maximo. Mientras que para respetar la
restriccion cantoriana de solo utilizar conjuntos ajenos en la operacién de la union,
entonces se tendria que asegurar la inexistencia de conjuntos que se pertenezcan a ellos
mismos, pues de lo contrario Fn{F}=<Z. O por otro lado, se podria plantear que los
elementos del nimero ordinal F son los nimeros ordinales que le preceden en lugar de
las unidades fundamentales propuestas por Cantor. Cualquiera de las dos opciones
previas,”® nos aleja un poco de las Contribuciones por lo que no seran exploradas. Basta
con haber sefialado la disponibilidad de recursos tedricos al alcance de las Contribuciones,
para delinear a PG1 y asi librarlo de la preocupacién por una provision inacabable de

objetos distintos.

A pesar de la inyeccidn aritmética o conjuntista a la fuente inagotable de objetos
distintos, PG1 debe cumplir otra propiedad para asegurar su funcionamiento, a saber, la
inexistencia de un nimero ordinal entre F y F+1. Es decir, este principio debe construir a
la secuencia de numeros ordinales con un orden discreto pues de lo contrario, no se
podria afirmar que F+1 sea el sucesor de F. Afortunadamente, Cantor si atiende
explicitamente a esta peticion dentro de sus Contribuciones y desde su seccion 85,
relativa a los nimeros cardinales finitos, establece un teorema sobre su orden discreto
gue fue con antelacién transcrito. Mas aun, esta cuestién sera retomada desde una
perspectiva ordinal en el apartado §15 del segundo articulo, lugar donde empezaran a
desfilar los nUmeros transfinitos de la segunda clase. El argumento por él alli ofrecido
sobre dicha inexistencia a continuacion serd reproducido con algunos ligeros cambios en

la notacion:

Sea vy cualquier nimero ordinal menor que F+1. Por la ejecucién de PG,

tendriamos que F+1=(F, g) para algin geF (v.gr. g={F}). Ahora bien, debido a la

%3 Cabe mencionar que cualquiera de las dos rutas sugeridas temprano o temprano pasaran por John Von
Neumann. Por ejemplo, en su articulo titulado “Zur Einfuhrung der transfmiten Zahlen” (1923)
encontraremos la definicién de nimero ordinal como el conjunto de los ordinales que le preceden. Mientras
gue en “Eine Axiomatisierung der Mengenlehre” (1925) hallaremos una discusion sobre como restringir
axiomaticamente la existencia de conjuntos que se pertenezcan a si mismos.
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definicion de la relacion de orden entre nameros ordinales, entonces existe un conjunto
bien ordenado G tal que y=G y G es un segmento inicial de (F,g). Consecuentemente, G=F
6 G es un segmento inicial de F. Por consiguiente, y<F & y=F. En conclusion, F+1 es el
ndmero ordinal que le sigue inmediatamente a F puesto que todo nimero ordinal y que

seamenor a F+1, esigual a F o es menor aF. (p. 161).

Una vez solventada la articulacion del Primer Principio Generador a través de su
formulacion en PG1, ya se pueden exponer los otros principios que nos permitiran
incursionar con mayor profundidad hacia los nameros ordinales transfinitos presentados
en la seccién §15. Ahora se expondra al segundo de ellos, principio cuya presentacion por

su mayor generalidad también sera copiada de los Fundamentos:

...si cualquier secuencia [ascendente]de nimeros existentes es tal que no tiene un
maximo, entonces un nuevo nimero es creado con base en el segundo principio de
generacion, el cual debe ser pensado como el limite de esos nimeros y estd definido
como el siguiente nimero mayor a todos ellos. (Cantor 1883 via 1976: 132)

Con antelacion fue mencionado que el “tipo ordinal limite” es introducido por
Cantor desde el primer articulo de sus Contribuciones. Sin embargo, es en el segundo
donde este concepto impulsa la generacion de nimeros transfinitos al vincularse con el
buen ordeny por consiguiente, de alli seré reproducida la articulacion teérica de “nimero
ordinal limite”. Ahora bien, al igual que el Primer Principio Generador, el segundo hace
uso de la operaciéon suma para su especificacion, aunque en este caso mediante un
numero infinito pero bien ordenado de sumandos. Previsoramente, Cantor desde la
seccion 812 establece el siguiente teorema:

e Si G esun conjunto bien ordenado y para cada ieG se tiene que F;i también es un
conjunto bien ordenado, entonces (Fi, F2, Fs,.., Fv,...) es un conjunto bien
ordenado. (812.Teo.E p. 140-1)

Y el teorema anterior tiene como consecuencia la cerradura de la suma de un
namero infinito pero bien ordenado de nimeros ordinales:

e Si By, B2, B3,... €5 una sucesion infinita de nimeros ordinales, es decir para cada f;

el indice i pertenece a un conjunto bien ordenado F no finito, entonces existe un
numero ordinal B tal que B=pi+ B2t P3t.... (814.Teo.16, p. 156)
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Mientras que Cantor asienta al sustrato conceptual del Segundo Principio
Generador, el “namero ordinal limite”, mediante el siguiente teorema:

e Seaay, 02,..., Q... UNA secuencia ascendente de ndmeros ordinales, es decir para
toda v se cumple que oy+1> oy Y veG donde G es un conjunto bien ordenado no
finito, entonces existe el “ndmero ordinal limite” B tal que:

a) Para todo veG, se tiene que > a .
b) Para cualquier nimero ordinal B’ menor que B, existe una v’eG tal que
para todaveGy v>v’ se cumple que o, >f’. (p.157)

Ahora bien, Cantor justifica al teorema previo sefialando que si Bi=au, B2=(c2 -a1),
Bs=(ot3 -02),..., entonces B1, Pz, Ps,... Seria una sucesion infinita de nimeros ordinales y
por el teorema de cerradura previo (§14.16), entonces existiria un numero ordinal f tal
que P=Bit+ B2+ Pst... Mientras que si & y y son dos numeros ordinales con d<y, entonces
“v-8” denota al nimero ordinal que satisface la ecuacién &+x=y** (p.155). Asi entonces,
para cualquier a tendriamos quefi+ Bo+...+ By=ay Y por consiguiente, oy + Bys1tPusz +...=
B (p. 157). Por lo tanto debido la desigualdad previamente enunciada para el computo del
ordinal sucesor, tendriamos que a)a,<p. Mientras que si p’<p, B'=F"y B=(F,F,,F3,...)
donde Bi=F;, entonces F seria un segmento (inicial) de (F1, F2, Fs,...). En consecuencia,
debe existir un v’ en alguna Fx que determine a F' como segmento inicial de (Fy, F2, F3,...).
Por lo tanto, F’ seria un segmento de (Fi, F2, ... ,Fk) y puesto que (F1, F2, ... ,Fk) €s un

segmento de (F1, F2, F3,...), entonces (b) para toda v>v’ se cumple que a, >’ (p.158).

Probados las propiedades a) y b) del concepto “namero ordinal limite de una
secuencia ascendente” (también llamada “fundamental”), Cantor luego nos ofrece una

expresion para denotarlo, “lim,, a,,”, ademas de una formula concisa para computarlo:

PG2. lim,, o.,= oy + (a2-0u1) + (o3 -at2) + ... + (o -aty-1)+...  (p. 158)

?* para garantizar la existencia del nimero ordinal que solucione esa ecuacién, Cantor recurre al concepto
de “resto” que es la nocién complementaria a la de “segmento”. Es decir, si F es un segmento de G,
entonces todos los elementos de G que no estan en F integran a un “resto” de G. Por lo que si <y, 8=F y
v=G, entonces F es un segmento de G y por consiguiente, el tipo ordinal del complemento de F respecto a
G serfaigual al nimero ordinal y-6.
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De este modo, la formulacién de PG2 corresponderia a la articulacion teérica dentro
de las Contribuciones, del Segundo Principio Generador de los numeros ordinales descrito
en los Fundamentos. La satisfaccion de la condicién a) nos indicaria que todos los nUmeros
ordinales o, son menores al numero ordinal lim,, a,,, , mientras que el cumplimiento de b)
ademas nos sefialaria que lim,, o, es el “siguiente nimero ordinal mayor a todos ellos”. Y
esta Ultima condicién, equivaldria a la exigencia demanda para el Primer Principio
Generador de que o+ 1 sea el numero ordinal que le sigue inmediatamente a o.
Teniendo a nuestra disposicion al par de principios generadores PG1 y PG2, ya estamos
en una posicion tedrica que nos permite escalar en la sucesion creciente de los nUmeros
ordinales hacia lo infinito.

Recapitulando, a partir de un objeto e, Cantor nos pide que abstraigamos
primeramente al conjunto E,={eo} y luego al tipo ordinal de ese conjunto, el cual
corresponde al primer ndmero ordinal etiquetado como “1”, es decir 1=E,. Luego
mediante el principio PG1 podemos ir construyendo la sucesion creciente de nimeros
ordinales 1+1, (1+1)+1, ((1+1)+1)+1,..., los cuales llamaremos numeros ordinales finitos.
Hasta el momento esta generacion no diferiria del proceso de construccion de los
numeros cardinales finitos pues como fue con antelacion mencionado, Cantor desde el
primer articulo demuestra que cualquier conjunto de numeros cardinales finitos tiene un
elemento minimo (Teorema F de 85), lo cual equivale a decir que el conjunto de los

numeros cardinales finitos esta bien ordenado (Teorema B de §12).

En el sentido inverso, a cualesquiera dos numeros ordinales o, B obtenidos
exclusivamente mediante el principio PG1 no se les puede abstraer un mismo nimero
cardinal finito v. Para demostrarlo, Cantor nos indica que asumamos sin pérdida de
generalidad, la desigualdad oa<f. Luego por la definicion de relacion de orden entre
niimeros ordinales, existirian dos conjuntos bien ordenados F,G tal que o=F, p=Gy F es
un segmento de G. Puesto que F es un segmento de G, entonces F es una parte de G, lo
cual aunado al Teorema C de la seccién 86, proposicion previamente discutida para
precisar al concepto “finito”, conllevaria que F=G. (p. 159). Por lo tanto, todo niimero

ordinal obtenido mediante PG1 a partir del primer numero ordinal, s6lo se corresponde
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con un Unico namero cardinal finito, mientras que por 85.Teo.F y 8Teo.12, a todo numero
cardinal finito le corresponde Unicamente un numero ordinal generado por PG1 a partir
del 1. En suma, “los nimeros ordinales finitos coinciden en sus propiedades con los

numeros cardinales finitos” (p. 159).

Sin embargo, cuando se rompe la barrera de lo finito también parece
desquebrajarse la coincidencia entre lo ordinal y lo cardinal. Desde la perspectiva cardinal
se debe considerar a la totalidad de los niumeros ordinales finitos para abstraer al primer
numero cardinal infinito (Ng), en contraste desde un punto de vista ordinal, se tiene que
utilizar al principio PG2 para determinar al primer nimero ordinal infinito (). Es decir,
es igual al ndmero ordinal limite de la sucesion ascendente de todos los numeros

ordinales finitos:
o=lim, v =1 +((1+1)-1) + (((1+1)+1)-(1+1)) +.... (p. 160)

A parte del modo distinto de generacion respecto a Ny, la definicién de o parece
portar cierta circularidad contagiada por la articulacibn misma del Segundo Principio
Generador. Pues o, el primer ordinal transfinito, de acuerdo a PG2 seria el resultado de la
suma de numeros ordinales finitos B, con B,=v-(v-1). Inquietantemente, todos los indices
v de los sumandos By, son a su vez nameros ordinales cuyo indice v variaria dentro de un
conjunto bien ordenado G con el mismo tipo ordinal que ®. En otras palabras, o es el
numero ordinal limite de una secuencia ascendente de nimeros ordinales cuya totalidad
tiene el mismo tipo ordinal de . Es decir, el definiendum « luce como integrante de su

definens, pues w=limv donde veGy G=o.
v

Afortunadamente, como una solucion al problema de circularidad detectado para el
principio PG2, se puede interpretar al tercer principio generador delineado por Cantor en

los Fundamentos con las siguientes palabras:

Si observamos que los nimeros anteriores y aquellos que les siguen inmediatamente,
satisfacen una cierta condicidn, entonces esta condicion, si se impone como una
restriccion a todos los numeros todavia por ser formados, aparece como un tercer
principio, que llamaré un principio restringente o limitante...

(Cantor, 1883 via 1976: 134)
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Y dicha condicién, es precisamente aquella a través de la cual se establecera el
vinculo entre los numeros ordinales y los numeros cardinales que fomentara la
“comprension de la conexion” de la secuencia ascendente de los nimeros transfinitos. Es
decir, cada enunciacion de esa condicion ayudara a clasificar a los nUmeros ordinales,
mientras que esas clases a su vez asistirdn a “la definicion exacta” de los numeros
cardinales transfinitos. Todos estos beneficios se obtendran gracias a que el Tercer
Principio Restringente, se articulard mediante la potencia de los nimeros ordinales
previamente generados. Recordadas las ganancias prometidas por Cantor, empezaremos
con la enunciacion de Tercer Principio Restringente para la primera clase numeérica en pos

de la recoleccion de esos beneficios.

Como ya fue sefialado, si vamos aplicando el principio PG1 desde el primer numero
ordinal, entonces coincidente mas no casualmente iremos obteniendo a los nimeros
cardinales finitos. Por lo tanto, podemos identificar a la primera clase de ndmeros
ordinales como aquella de cuyos miembros se abstraen potencias finitas. Mientras que
la formulacion de esta condicion, primera instancia del Tercer Principio Restringente, le
permite a Cantor abstraer al conjunto que la satisfaga. Es decir, sea el conjunto
F={ o | o es un numero ordinal para el cual existe un nimero cardinal finito v tal que si
a=F, entonces v=F, }. Y debido a la equivalencia entre los nimeros ordinales y cardinales
finitos, entonces el conjunto F puede ser producido mediante el proceso de construccion

de los numeros cardinales finitos o través del empleo reiterado del principio PG1.

Ahora bien, la  constitucion del conjunto F mediante el Tercer Principio
Restringente, anularia al circulo vicioso denunciado en la obtencion de o mediante el
principio PG2. Dicho principio nulifica la curvatura de ese circulo puesto que nos hace
reparar en algunas de las caracteristicas de nuestra facultad de abstraccion, habilidad
indispensable para recorrer la teoria de las Contribuciones. Tal como ya fue mencionado,
el resultado de la abstraccion difiere de su fuente y ademas, no es lo mismo el resultado
que el proceso. En primer lugar, es una llana confusién acusar que F sea igual , puesto
que en realidad o=F. Segundo, también es un error afirmar que el resultado de la

abstraccion o forma parte su proceso de abstraccion codificado en el principio PG2. Por
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un lado es el principio PG2 el responsable de generar a @ como o=limv , mientras que
v

por el otro es el Tercer Principio el encargado de construir al conjunto F para provisionar a
PG2 de los indices v para las By (recordando B,=v-(v-1)). Por lo tanto, s6lo después de
haber generado al nimero ordinal ® y no antes, seria valido afirmar la igualdad w=F y en

consecuencia, no hay tal circulo vicioso.

Mas aun, el Tercer Principio Restringente no s6lo ayuda a definir con precision al
primer nimero ordinal transfinito o, sino también asiste a la construccién de nameros
ordinales cuya potencia sea cada vez méas grande que la del conjunto de los niUmeros
ordinales finitos. Y si ese principio sirve para tal fin constructivo, es porque permite una
clasificacion de todos los nimeros ordinales en términos de potencias. Es decir, si la
primera clase numérica fue definida mediante la condicion de finitud, entonces se puede
esperar que la segunda sea determinada también mediante la satisfaccion de alguna
condicién especificada mediante nimeros cardinales. Mientras que nuestras expectativas
se ven de sobra cumplidas, cuando una versién general de esa condicion es formulada por

Cantor en sus Contribuciones de la siguiente manera:

A cada uno de los nimeros cardinales transfinitos a, le pertenece exclusivamente una
infinidad de ndmeros ordinales que forman un sistema conectado y unitario.
Llamaremos a ese sistema “la clase numérica Z(a)”. (Cantor 1897 via 1915: 159)

La condicion previa puede facilmente generalizase reformulandola de la siguiente
manera: “a todo numero cardinal k le corresponde una Unica clase Z(k) de ndmeros
ordinales conformada por los nameros ordinales cuya potencia de sus respectivos
conjuntos bien ordenados sea igual a k. Y si Cantor no prefiri6 esta version mas global,
probablemente haya sido porque la clase de cada nimero cardinal finito seria unitaria y
solo contendria a su equivalente numero ordinal finito. Por lo que al fijarnos sélo en los
numeros cardinales transfinitos, la secuencia ascendente de clases de numeros ordinales
se determinaria actualizando esta condicion, i.e. el Tercer Principio Restringente, tal como

a continuacion se muestra:
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Clasei;= {B | B es un namero ordinal tal que si B:F_B entonces F=B es igual a un niumero

cardinal finito}
Clase,={p | B es un numero ordinal tal que si B:F_B entonces F:B:CIase1 }

Clases={p | B es un numero ordinal tal que si B:F_B entonces F=B:CIase2}

Clase,={B | B es un numero ordinal tal que si B:F_B entonces F:B:CIaseOL_1 }

En suma, la secuencia de los nimeros ordinales creceria de manera estratificada y su
ascenso se lograria gracias a los tres principios expuestos. El primer elemento de la primer
clase se obtendria mediante la abstraccion del tipo ordinal de Eq={e}, mientras que sus
demas elementos se producirian a través del Primer Principio Generador (PG1). Luego el
primer elemento o de la clase segunda se obtendria mediante el Segundo Principio

Generador (PG2) restringido por el Tercero: w=limv donde veF y F por el Tercer
v

Principio seria igual al conjunto de todos los numeros ordinales finitos. Mientras que los
siguientes elementos de la segunda clase se obtendrian por medio de la aplicacién de PG1
y PG2 a partir de o . Y en general, el primer elemento de la Clase,, se obtendria aplicando
PG2 con la restriccion dada por el Tercer Principio a la secuencia ascendente de todos los
numeros ordinales pertenecientes a la Clase.1, puesto que ellos serian todos los numeros
ordinales cuyos correspondientes conjuntos bien ordenados tendrian una potencia igual a
Clase,_,. Mientras que los siguientes elementos de la Clase, se producirian mediante la
aplicacion de PGl y PG2 a partir del primer elemento de esa clase. Asi entonces, el
proceso de construccion estratificada de la secuencia de numeros ordinales se podria

expresar de la siguiente escueta manera:

Clase;= {1, suc(1), suc(suc(1)), ...., suc(...suc(1)...),...} donde 1=E,

Clase,={m,suc(w), suc(suc(m)),..., lim(ow + v), suc(lim(w + v)), suc(suc(lim(w + v))),
v v v

...,Iivm(livm(w + v)+V)), suc(lil[n(lign(oa + v)+v))),...,Iivm(...(lign(... (o +v)+.)+),...}
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donde w=limv con veClase;
v

Claseq={ Iignﬁcon BeClaseg., suc(li/r}nﬂ),..., Iim(lignﬂ + y) con ye Clases y 6<a,...}
14

Finalmente, la condicién en términos de la potencia de la clase previa pedida por el
Tercer Principio Restringente para definir a la siguiente clase de los numeros ordinales, a
su vez es utilizada por Cantor para ir construyendo a la secuencia ascendente de niUmeros

cardinales transfinitos:

No=Clase,

Ni=Clase,

No=Clase;
Nq=Clase ;1

Ahora bien, Cantor en sus Contribuciones sélo aborda hasta la segunda clase de los
numeros ordinales, mientras que alli enuncia y demuestra lo previamente aseverado
acerca de la construccion de ella:

% La segunda clase numérica Z(No) es la totalidad {o} de tipos ordinales o de
conjuntos bien ordenados con un niamero cardinal No. (p. 160)

+ La segunda clase numérica tiene un numero minimo w=Limv. (p. 160)
v

% Si a es un numero de la segunda clase, el nimero a+1 le sigue como el siguiente
numero mayor de la misma clase. (p. 161)
% Si aq, 0g,..., ay,... €S cualquier serie fundamental de nimeros de la primera o

segunda clase, entonces el numero Lima,, les sigue a ellos en orden y pertenece a
v

la segunda clase numérica. (p.161)
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% Todo namero a de la segunda clase numérica 0 (a)surge del siguiente nimero mas
pequefio a.; mediante la adicion de 1 (a=a.1+1) 0 (b) existe una serie fundamental

{a} de nimeros de la primera o segunda clase tal que a=Lima,. (p.167)
v

Por otro lado, Cantor ademas de asentar deductivamente la construccion de la
segunda clase de numeros ordinales dentro de sus Contribuciones, también apuntala

mediante el buen orden a la generacién del siguiente nimero cardinal transfinito:

+ La potencia del la totalidad {o} de todos los nimeros o de la segunda clase
numerica no es igual a No. (816.Teo.D,p 171)
La demostracion ofrecida por Cantor del Teorema 816.D serd a continuacion
generalizada para enfatizar que es el buen orden quien nos permite aseverar que “la
potencia de la totalidad de los nameros de la clase 3 es distinta a la de la clase previa”. En
conciso, el fundamento que sostiene la desigualdad Np=Np.1, €s el buen orden de la clase
numeérica B. Supongase que NXp=Np.1, es decir Claseg~Claseg.1. Asi entonces, la totalidad
de los nimeros y de la Claseg+; podria indexarse mediante todos los nimeros de la Claseg:
VB1: V8o VBiimyorer Voo Luego, definase la secuencia ascendente {y; } de todos los
nameros de la Claseg.; de la siguiente manera: el ndmero ordinal que le sigue
inmediatamente a yz ~ es aquel con el indice minimo BseClasey que satisfaga yz <y,
Cabe remarcar que la existencia de ese 35 esta respaldada por el buen orden de la Claseg.
Luego apliquese el principio PG2 a esa secuencia ascendente { y;_} para obtener el ordinal
limite o= limg_yp, . En consecuencia, para todo yz  se cumple que yz <c. Sin embargo
ceClaseg:1 pues si F es un conjunto con el tipo ordinal o, entonces la potencia de F es
igual a la de la Clasep , debido a que PG2 para generar a o utilizo como indices a los
ordinales de la Claseg. Por consiguiente, debe existir [;<Claseg tal que yg,=c, lo cual es
un absurdo pues por la generacion de o se tiene que ¥p,<c. En consecuencia, Np#Np+1.

Junto al Teorema 8§16.D, Cantor establece a la siguiente proposicion para precisar
mejor el lugar ocupado, respecto a su relacion de orden cardinal, por la potencia de la

segunda clase numérica:
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¢ Cualquier totalidad de numeros distintos de la segunda clase numérica, si es
infinita, entonces o tiene el nimero cardinal 8o 0 el nimero cardinal de la segunda
clase numérica. (816.TeoremaE, p. 172)

Cabe sefialar que en la demostracion del Teorema 816.E, de nuevo el buen orden de
las clases numéricas sirve de puntal deductivo y otra vez sobre él directamente puede
levantarse la generalizacion de esa proposicion. Pues por el teorema 8§13.0 ya antes
enunciado, cualquier totalidad infinita F de nimeros distintos de la bien ordenada Claseg,
es decir cualquier parte infinita F de la Claseg, 0 es similar a un segmento C de esa clase o
es similar a la clase misma. Es decir, 6 F~C 0 F~Claseg. Luego si F~Claseg entonces F~Claseg
por lo que el nimero cardinal de F seria igual a la potencia de la clase numeérica 3. Por otro
lado®, puesto que C es un segmento de la bien ordenada Claseg, C a su vez seria un
conjunto bien ordenado, por lo que su tipo ordinal corresponderia al nimero ordinal C.
Consecuentemente, existiria y con 1<y<fB tal que CeClase, y en concordancia con el
Tercer Principio Restringente, entonces E:Wey_l. Es decir, el nimero cardinal de F debe
ser igual a la potencia de alguna clase numérica y-1 con y>1. En suma, cualquier totalidad
infinita de nameros distintos de la clase numeérica 3, o tiene el numero cardinal de la clase
numeérica f3 o tiene el nimero cardinal de una clase numérica anterior.

Y como consecuencia del Teorema 816.E, se deriva al Teorema §16.F, el cual termina
de afianzar a la potencia de la segunda clase numeérica, como el siguiente niumero cardinal
transfinito después de Aleph-cero:

+ La potencia de la segunda clase numérica es el siguiente numero cardinal
transfinito Aleph-uno. (816.TeoremaF, 173)

Mientras que una version mas general del teorema previo justificable mediante la

formulacion més general del Teorema §16.E anteriormente demostrada, aseveraria que la

potencia de la clase numérica f+1 es el nimero cardinal transfinito Ng.1 que le sigue

% Cabe confesar que a partir de aqui la demostracién de la generalizacién del Teorema E difiere de la
original, pues Cantor aprovecha que C es un segmento de la segunda clase y por consiguiente, si o es el
elemento que define a ese segmento, i.e. C={a | a<op y a.eClase,}, entonces C = a,-o. Por lo tanto,
E:ﬁ y por consiguiente dado que C es infinito, entonces C=o=X,. Ahora bien, en lugar de reproducir o
intentar generalizar la prueba original del Teorema E, se optd por reformularla para enfatizar la dependencia
en el buen orden y en los principios generadores.
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inmediatamente a Aleph-beta (). De este modo deductivo, se confirman las ganancias
pronosticadas por Cantor pues ahora ya podemos avanzar con pasos firmes en la
secuencia ascendente de nimeros cardinales transfinitos: §o<¥N1<No<...<Np<...

En resumen, el buen orden es el concepto clave para ir avanzando mas alla de lo
finito tanto en los numeros ordinales como en los cardinales. En primer lugar, los
conjuntos bien ordenados son la “materia natural” para la abstraccion de los nimeros
ordinales y a su vez estos Ultimos sirven para la “definicion exacta” de los nameros
cardinales. Por lo tanto, el buen orden abastece de material de construccion para la
teoria de los nUmeros transfinitos.

Mas aun, la formulacion misma de los principios generadores de los numeros
ordinales esta en sintonia con la enunciacién del concepto “buen orden” dentro de las
Contribuciones. Recordando, en lugar de la peticiobn ahora comun sobre la existencia de un
elemento minimo para cualquier subconjunto de un conjunto bien ordenado, Cantor exige
gue haya una minima cota superior para cualquier subconjunto acotado de un conjunto
bien ordenado. Y esta demanda pierde su excentricidad cuando nos percatamos de que
los principios generadores justamente proveen esa minima cota superior: el primero lo
hace para todo subconjunto acotado de un conjunto bien ordenado finito y el segundo lo
hace para uno cuya infinidad es condicionada por el tercero. Por lo tanto, en el concepto
del buen orden se codifica al plano mediante el cual se iran produciendo los nimeros
ordinales.

En segundo lugar, el buen orden es utilizado para la edificacion de las
demostraciones de varias proposiciones importantes en la teoria de las Contribuciones.
Por ejemplo, fue exhibido su uso como apoyo deductivo en el establecimiento de la
secuencia ascendente de los Alephs como la sucesion creciente de los numeros cardinales
transfinitos. Ahora bien, si el buen orden también codifica un plano justificativo sera algo
discutido en la siguiente seccién, cuando la regla de inferencia protagonista de esta tesis
vuelva a ser el tema de la discusion.

Mas aun, el asentamiento en el buen orden de la secuencia fundamental de los

Alephs ayuda a cumplir con el pendiente que motivdé nuestro adentramiento en la
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sucesion de los nameros ordinales transfinitos: la ley de tricotomia para los nimeros
cardinales. Pues si todo nimero cardinal es la potencia de una clase numérica de ordinales
tal como lo pide el Tercer Principio Restringente, entonces todo numero cardinal
perteneceria a la secuencia ascendente de Alephs. Por consiguiente la relacion de orden
para los cardinales tornaria en total gracias a la ley de tricotomia de los nameros
ordinales. Es decir, para cualquier par de nimeros cardinales F, G existirfan Nq,Np tal que
F=Ng , §:NB y debido a que X, , N_ﬁ son nuameros ordinales?é, su ley de tricotomia se
puede transmitir a la relacion de orden entre los cardinales: X,<Ng si 8,<Rg. En suma, el
buen orden sirve para justificar propiedades esenciales, al menos juzgadas asi por Cantor,
de los nimeros ordinales y cardinales.

En suma, debido al papel constructivo y a la labor justificativa desempefiados por el
buen orden, doble funcion reminiscente de la fungida por la induccion matematica en la
aritmética, tal concepto puede considerarse como fundamento de la teoria de los
nimeros transfinitos. Es decir, cuando una nocioén participa en la constitucién de sus
objetos tedricos de tal manera que favorece y valida a las justificaciones de las
propiedades de ellos, entonces ella se ha ido perfilando a lo largo de este trabajo como
ejemplo de un fundamento de una teoria. Y si la induccion matemaética y ahora el buen

orden son instancias de esa clasificacion, es porque su rol armonica en la justificacion de

2 La justificacién de que X, , N_B son ndmeros ordinales reside en el segundo y tercer principio generador,
pues X, corresponderia al primer nimero ordinal de la clase numérica a+1 mientras que N_,; seria el
primero de la clase B+1. Sin embargo, debido a que la abstraccion del tipo ordinal usual y correctamente
(pues evita mayores confusiones) es propuesta por Cantor a partir de conjuntos cuyos elementos no son
“unidades fundamentales”, entonces otra manera de establecer la tricotomia para los nimeros cardinales

seria la siguiente: F<Gsi a<p con F=N, y Nﬁzé . Ahora bien, puesto que a,B son nimeros ordinales,
entonces su satisfaccién de la ley de tricotomia se propaga hacia la relacién de orden entre los Alephs y esta
Gltima a su vez se transmite hacia la relacion de orden entre nimeros cardinales. Por otro lado, al reconocer
que los indices de las clases numéricas a su vez son nimeros ordinales, entonces utilizando las ensefianzas
de Cantor podemos afiadir al Tercer Principio Restringente su modulacién sobre cardinales no nada mas
relativos a la clase numeérica previa, sino a una union infinita de ellas. Por ejemplo, la clase numérica ®
estaria conformada por los nimeros ordinales cuya potencia sea igual a la unién de todas las clases
numeéricas finitas:

Clase,={B | B es un nimero ordinal tal que si ﬁ:F_B entonces EB:UVEw Clase,}

De este modo, la escalera del buen orden desplegada por los tres principios generadores ascenderia todavia
mucho mas lejos del infinito de la fuente de la abstraccién, el tipo ordinal @ de los numeros naturales.
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las propiedades y en la constitucién de sus objetos téoricos, establece la sinergia entre la
pureza y fecundidad que fue reconocida como el rasgo méas marcado de un fundamento.
Con tal de seguir clarificando lo que se entiende por tal, en la siguiente seccion de este
capitulo serd analizada con mayor meticulosidad la tarea justificativa del buen orden
comparandola con la del fundamento aqui identificado en la aritmética. Debido a que este
apartado se ha concentrado mas en la explicacion de su funcion constitutiva mostrando
como el buen orden participaba en la articulacion tedrica de los principios generadores
de los numeros ordinales, ahora se clausurard esta seccion discutiendo si sobre ese
concepto también se pueden edificar a los nimeros naturales.

En esta parte final, de nuevo la abstraccion, al haber sido involucrada por Cantor en
la gestacion de la teoria de los niUmeros transfinitos, serd un factor en la argumentacion
acerca de si el buen orden puede ser también un constituyente o no de los numeros
naturales. En la seccion previa fue sefialado que los productos de la abstraccion difieren
de su fuente aunque los conceptos por ese proceso obtenidos puedan mejorar nuestra
comprension de ella. Y si ese par observaciones fueron desde entonces hechas, fue para
que fueran paulatinamente remarcandose conforme avanzaba la descripcién de la
construccion de los nameros transfinitos. Por lo que una vez acabada esa delineacion, se
espera que el reconocimiento de ambas sea menos difuso.

En primer lugar, ahora ya deberia resultar mas sencillo aceptar que la meta del
concepto de buen orden en las Contribuciones, es romper la barrera de lo finito para sus
objetos protagonicos, los conjuntos. Si bien los nimeros ordinales y cardinales son los dos
componentes conceptuales juzgados por Cantor como esenciales de los numeros
naturales, lo son en cuanto que son identificables como propiedades de conjuntos
propicias a su generalizacion. Es decir, ambas nociones son abstraidas de la aritmética
pero son transformadas en definiciones que posibilitan el desarrollo de la teoria de
conjuntos. Es mas, los conceptos “tipo ordinal” y “potencia” no sélo son propiedades de
conjuntos, sino ellos mismos a su vez se representan en la teoria como conjuntos cuyo

mayor nivel de abstraccion en su generacion se muestra a través de su conformacién
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exclusiva por unidades fundamentales®’. Y si el buen orden eventualmente gané un mayor
peso tedrico que la potencia, sin dejar esta Ultima de pesar gracias al tercer principio
restringente, es porque ese concepto respalda y favorece la construccién precisa de
muchos mas conjuntos. De este modo, la generalizacién presumida por Cantor de la
nocion de numero mediante el concepto del buen orden, en realidad aludiria a la
generacion masiva de objetos de la teoria de conjuntos y al asentamiento de algunas de
sus propiedades. Por lo tanto, a la teoria de los nUmeros transfinitos seria méas correcto
llamarla como la teoria de los conjuntos transfinitos. De hecho, ese es su nombre original
y si se conoce con el otro nombre, es por culpa de su primer traductor al inglés, Philip
Jourdain, quien la rebautiz6 con base en un juicio ahora arcaico acerca de lo que deberia
tratar la teorfa de conjuntos®.

A primera vista, los ndmeros naturales no serian un conjunto ni tampoco una
propiedad, ya sea como tipo ordinal o como potencia, de conjuntos. Lo abstraido
(conjunto, nimero ordinal, numero cardinal) no es lo mismo que su fuente, pues aunque
ella misma sea abstracta, lo es en distinto grado®. Por consiguiente, el buen orden

aungue sea el concepto clave para construir a los nimeros ordinales y cardinales, parece

%" Lo cual sugerirfa una estratificacion en el universo conjuntista de Cantor basada en su nivel de
abstraccion: en el nivel cero estarian los ahora llamados urielementos, en el primero los conjuntos
conformados via comprensién por ellos y en el segundo los conjuntos que son propiedades o relaciones de
los conjuntos del nivel uno.
% El juicio de Jourdain a continuacion se transcribe:
A mi me parece que, debido a que estas memorias [las Contribuciones de Cantor] se dedican
principalmente a la investigacién de varios nameros cardinales y ordinales transfinitos. y no a
investigar lo que usualmente se describe como “teoria de agregados” o “la teoria de conjuntos
-conjuntos cuyos elementos son ndmeros complejos o reales que son imaginados como puntos
geomeétricos en el espacio de una 0 mas dimensiones- , el titulo dado a ellas en esta traduccidn es méas
adecuado. ( Jourdain,1915: v)
Es decir, la teoria de conjuntos segun Jourdian referiria a algunos trabajos anteriores de Cantor como los
primeros cuatro articulos de su serie "Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten" (Sobre variedades
lineales e infinitas de puntos). En el quinto de ellos, sus ya citados Fundamentos, Cantor da el giro hacia la
teoria abstracta de los conjuntos desarrollada con mayor pulcritud en las Contribuciones. Mas atin como ya
fue sefialado, ese giro se manifiesta en el cambio de nombre dada por Cantor sus objetos tedricos, Menge
(conjunto) sustituye a Mannigfaltigkeit (variedad).
% Cabe confesar que caracterizar una relacion de orden respecto al nivel de abstraccién no es una tarea tan
sencilla'y aqui s6lo nos limitamos a manejarla intuitivamente de manera extensional. Es decir, o. €s menos
abstracto que B sii los objetos o tienen una cardinalidad menor a los objetos B. El problema inmediato de
esta definicion, es que la extension de un concepto puede no estar bien determinada (v.gr. puede no ser un
conjunto) y por ende tampoco lo estaria su cardinalidad.
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gue no lo seria para la generacion de los nimeros naturales al pertenecer a etapas
diferentes en el proceso de abstraccion.

Sin embargo, los conceptos abstraidos pueden articularse tedéricamente de tal
manera que solo cierta clase de objetos o estructuras caigan bajo ellos (al menos dentro
de nuestros limites epistémicos). Y si bien se puede realizar esa delimitacién conceptual
de manera trivial, v.gr. abstrayendo de las cosas rojas el concepto de “rojez”, el proceso
de abstraccion también puede llegar a ser enriquecedor cuando a través de €l se logran
identificar componentes conceptuales que ademas de ser capaces de realizar esa
demarcacion, también posean ciertas virtudes epistémicas como la de ser “mas
entendibles” o ser “menos dependientes de la intuicibn” o ser “propicios a su
generalizacion”.

Por ejemplo, el sistema simple infinito de Dedekind es una conjuncién de conceptos
formulados en una serie de definiciones (cadena, cadena del sistema, transformacion
similar,....) “menos dependientes de la intuicion” que hasta antes de algunos resultados
en la teoria de modelos, capturaba sin mayores aprehensiones a la estructura de los
numeros naturales. Es decir, se lleg6 a pensar que la nocién de sistema simple infinito, era
una abstraccidn cuya ida y regreso Unicamente era la estructura de los nimeros naturales.
Sin embargo, seria un error afirmar que los nameros naturales son un sistema simple
infinito pues son abstracciones de distinto grado, mientras que ese diferente nivel es
facilmente mostrado mediante otras instancias de los sistemas simple infinitos. Sobra
decir pues ya fue expuesto con antelacion, que Dedekind no cometi6 tal equivocacion.

Ahora bien, la parte de la teoria de los numeros transfinitos en donde los numeros
naturales quizas conceptualmente se pudieran englobar, seria justamente aquella todavia
circunscrita a lo finito. Sin embargo como ya fue expuesto, la construccién de los nUmeros
cardinales y ordinales finitos necesita reforzarse ya sea mediante nuestro conocimiento
aritmético o por medio de algunos recursos de la teoria de conjuntos prematuros en las
Contribuciones, por lo que nuestras expectativas ante el reconocimiento de ese
requerimiento son de antemano bajas. Incluso si se asumiera la solidez de la construccion

cantoriana para los nameros finitos, el buen orden en ella no participaria de manera
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determinante, ya que se restringiria a su presencia implicita en la generacion del sucesor
(Primer Principio Generador). Y tan secundario es su papel, que la articulacién tedrica
PG1 del Primer Principio, prescinde del buen orden al basarse en la suma para los tipos
ordinales. Es decir, para realizar la operacion F + G, no se recurre al buen orden sino a la
unién de conjuntos ajenos (F,G) y se obedece la instruccion de que todos los elementos
del sumando izquierdo (F) sean menores a los del sumando derecho (G), para finalmente
abstraer al nimero ordinal (F, G) resultante de la suma.

En conciso, la construccion de los nUmeros naturales no necesita al buen orden ya
que la especificacion del cémputo para el sucesor de un numero antecede a tal concepto.
Es mas, el sucesor plausiblemente es uno de los conceptos primitivos de la aritmética, tal
como Peano lo manifestd dentro de sus Principios en su postulado P6 y axiomas P7,P8,
principios que especifican a su computo sin recurrir al buen orden. La razon de la prioridad
en la aritmética del sucesor sobre el buen orden esta relacionada con la omnipresente (y
casi omnipotente) en las Contribuciones facultad de la abstraccion: el buen orden es una
propiedad de los conjuntos, por lo que primero se debe construir al conjunto a partir del
cual se extraera esa propiedad. Incluso en el plano cantoriano de la edificacion de los
numeros ordinales finitos, cuyo material de construccion son conjuntos bien ordenados
finitos, la nocion de agregarle a un conjunto finito bien ordenado F un elemento distinto
e, antecede al reconocimiento del buen orden de ese nuevo conjunto (Fe) y a la
posterior extraccion de su namero ordinal (F,e). En conclusion, el buen orden desde una
perspectiva constructiva, al estar precedido por otros procesos generativos, no seria un
candidato viable de ocupar el puesto de fundamento de los nUmeros naturales.

A pesar de la baja valoracion hacia el buen orden como concepto constitutivo de los
numeros naturales hasta ahora asignada, intuitivamente, su estimacion pareciera que
deberia ser menos mala, dado que el reconocimiento de la totalidad de los nameros
naturales como un conjunto bien ordenado si aporta algo a nuestro conocimiento acerca
de ellos. Sin embargo para que el buen orden logre cobrar esas ganancias epistémicas, al
menos en la teoria de las Contribuciones, este concepto debe cosecharlas en conjuncién

con su contraparte cardinal. Y esa (inter)dependencia se plasma en el Tercer Principio
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Restringente: para construir al buen orden de los naturales, o, se requiere del concepto
de namero cardinal para establecer la condicién de finitud durante la aplicacion del
segundo principio PG2. Es mas, los conceptos del buen orden y de la potencia cuando
actian en concomitancia, incrementarian la ponderacion del primero al lograr entre
ambos capturar a los nimeros naturales como a continuacion sera expuesto.

La equivalencia entre nimeros ordinales y cardinales finitos establecida por Cantor
con ayuda de los teoremas 86.C y §12.B, probablemente sea el resultado de su teoria que
mayormente enriquezca a nuestro conocimiento de los nimeros naturales. Y si lo es, lo es
porque nos brinda un pardmetro para recuperar a la fuente de la abstraccion: si el tipo
ordinal de un conjunto coincide en sus propiedades con su numero cardinal, entonces su
tipo ordinal y su nimero cardinal nos remiten a un nimero natural. M&s adn, sobre esa
equivalencia se puede montar un criterio expresado mas en términos del buen orden para
capturar a los nimeros naturales: si un conjunto Unicamente tiene un buen orden,
entonces tanto su ndmero cardinal como su namero ordinal nos remiten a un nimero
natural. De este modo, los conceptos de potencia y de buen orden finalmente clarificarian
a la nocion de finitud que Cantor en su construccion de los numeros cardinales-ordinales
finitos presupuso: un conjunto es finito sii Unicamente puede ser bien ordenado de una
forma.

En suma, aunque el buen orden no sea un concepto relevante para la construccion
de los nimeros naturales, en concomitancia con la potencia, si enriquece tanto a nuestra
comprension de la totalidad de los numeros naturales, al servir para identificar a su tipo
ordinal m y a su namero cardinal &y, como a nuestro entendimiento de cada uno de ellos,
al establecer que su componente cardinal y ordinal “coinciden en sus propiedades”.
Terminada la evaluacién del buen orden en su aspecto constitutivo de los nimeros
naturales, ahora procederemos a revisar su funcion justificativa en la teoria de los

numeros transfinitos.
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5.3 Contribuciones fundamentales a algunos métodos de demostracion

Después de haber expuesto a la construccion de los objetos tedricos de las
Contribuciones, los conjuntos, reconociendo la importancia del Buen Orden en ella, ahora
nos enfocaremos en las justificaciones de las proposiciones sobre tales objetos. En
particular, nos interesara investigar la participacion de la induccion matematica y del buen
orden en algunas de las demostraciones en esa obra desplegadas. Empezaremos
exhibiendo un argumento deductivo que sera postulado como prototipico del buen orden.
El teorema cuya justificacion serd sometida a exégesis es el 813.B, proposicion que afirma
gue un conjunto bien ordenado F es similar a ninguno de sus segmentos (iniciales) A. La
demostracion elaborada por Cantor, con algunos leves cambios en la notacion, es la

siguiente:

Supongamos que F~A. Luego como A es un segmento de F y F es similar a A,
entonces existiria un segmento Az de A tal que A—=A1: si a es el elemento de F que define
a su segmento A, entonces A1={ f-1(x)|xeF y x<a} seria ese segmento donde f:F—A es la
funcion biunivoca que establece la similitud entre F y A. Ademas como Az es un segmento
de A, entonces A1<A. Ahora bien, dado que F~A 'y A—~A1, entonces F seria similar a Az. Y
tal como se hizo para definir a A1, se puede caracterizar un segmento A> de A; tal que
A1~A>, a saber, sea A>={ f1"1(x)|xeF y x<a} donde fi:F—A1 es la funcién biunivoca que
establece la similitud entre F y A1, Y otra vez, puesto que Az es un segmento de Ay,
entonces A><A: . De este modo podemos ir generando la infinita sucesion decreciente de

segmentos de F
A>A> Ax>. >A>Av+1>... tal que todos ellos son similares a F.

Si denotamos mediante a,a;, a,, as,...a,... a los elementos de F que definen
correspondientemente a los segmentos previos, entonces tendriamos que
a>a;>ay>as>...a,>... seria una infinita sucesion decreciente de elementos de F. Sea R el
subconjunto de F integrado por tales elementos. Dado que F es un conjunto bien

ordenado, entonces por el Teorema §12.A, R debe tener un elemento minimo, lo cual por
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la edificacion de ese subconjunto, conlleva una contradiccion. Consecuentemente, el

conjunto F es similar a ninguno de sus segmentos. (p.144)

Ahora bien, la demostracion previa sirve para revelar un plano justificativo
intrinsecamente vinculado con el buen orden. En general, dicho concepto fomenta a las
demostraciones por reduccion al absurdo (otro ejemplo de esta promocion seria la prueba
previamente desplegada del teorema 8§16.D). De este absurdo modo, si se quiere
demostrar alguna proposicion P relativa a un conjunto bien ordenado F, supdngase lo
contrario y tratese de generar una decreciente secuencia infinita de elementos de F;
luego con esos elementos conférmese a una parte R de F para la cual no existiria un
elemento minimo. Puesto que la existencia de R contradice el buen orden de F

(812.Teo.A), entonces concluyase la negacion de la negacion de P. Q.E.D.

Cabe sefialar que el método de prueba en el parrafo anterior delineado, no es
creacion de Cantor sino ya formaba parte del repertorio deductivo de los matematicos
mucho antes de la aparicion de las Contribuciones. En conciso, este método de
demostracion, usualmente conocido como “descenso infinito”, puede ser reconocido
desde la prueba de Euclides acerca de que todo nimero compuesto es medido por un
numero primo (VII.Proposicién.31). Mientras que el matematico que lo bautizo con ese

nombre en el siglo XVII, fue el abogado francés Pierre de Fermat™®.

A pesar de que en las Contribuciones no se haya originado al método del descenso
infinito, en esa obra si se ubica con precision la fuente de su validez. Pues como fue con
antelacion exhibido, la inexistencia de subconjuntos sin un elemento minimo de un
conjunto bien ordenado, es consecuencia de la definicion dada por Cantor de un conjunto
bien ordenado (contrapuesta de §12.Teo.A). Por lo tanto, la promocién garantizada de la
regla del descenso infinito otorgada por el buen orden, seguiria confirmando el papel de

fundamento desempefiado por ese concepto en la teoria de los nUmeros transfinitos.

% Fermat nombré a ese método como “descente infinie ou indéfine” en un carta del afio 1659 dirigida a
Pierre de Carcavi titulada "Relation des nouvelles découvertes en la science des nombre”, la cual se
reproduce en su compilacién de obras publicada en 1894, tomo 2, paginas 431-436.
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Por otro lado, debido a que el descenso infinito ha sido aplicado y seguira siéndolo
en la demostracion de proposiciones que involucran a los niUmeros naturales, entonces
ese uso puede alimentar las aspiraciones del buen orden para ser considerado como un
fundamento de la aritmética. Aunque en el capitulo previo ya fueron calmados esos
impetus por la redencion, v.gr. mostrando al buen orden como consecuencia de la
induccion matematica inserta en la nocion formulada por Dedekind de cadena de un
sistema, ahora seran canalizados esos impulsos redentores dentro del marco teérico de
las Contribuciones para continuar develando a la relacién alli existente entre el buen

ordeny lainduccion matematica.

Con tal de revelar el vinculo entre el buen orden y la induccién matematica presente
en las Contribuciones, resulta pertinente investigar a la utilizacion de la induccion en la
conformacion de la teoria de los niumeros transfinitos. Se empezara observando que
Cantor a veces aplica alguna version de la induccion matematica sin preocuparse sobre la
validez de tal regla de demostracion. Y ese libre uso quizas pueda inquietar a aquellos més
interesados en el rigor®™ que en el crecimiento del conocimiento matematico. Sin
embargo, tales aprensiones podrian considerarse excesivas debido a que algunos tipos de
induccion ya eran elementos corrientes del decimondnico repertorio deductivo de los
matematicos. Por ejemplo, la demostracion del teorema anteriormente enunciado sobre
nGmeros cardinales finitos §5.E (Ns~cN 'y N=v ent. N; < N) sigue a la clase de induccién
matematica mas famosa, la débil, mientras que Cantor no se toma la molestia de
argumentar sobre la validez de ese método para el conjunto de los numeros cardinales
finitos. Aunque esta omision, dados los propdsitos expansionistas manifestados por
Cantor y debido a lo comun de ese método de demostracion, bien podria ser ignorada sin

detrimento de la teoria de los nimeros transfinitos.

No obstante, si se insiste en buscar la instauracion del rigor dentro de las
Contribuciones, entonces en la construccion de los numeros cardinales finitos, al

resemblar a la del sistema de los nUmeros naturales de Peano, se podria intentar justificar

*! Entre los cuales, segtin relata Dauben (1979), estaba Peano, quien criticé a Cantor por no haber justificado
al principio de induccion (Dauben,1979:227-28).
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a la ejecucion de la induccion matematica débil sobre los nimeros cardinales finitos. Sin
embargo, las debilidades detectadas en ese plano generativo, a recordar, la del misterio
de las unidades fundamentales y la del suministro infinito de objetos distintos, se podrian
interpretar como sefiales negativas que incitarian a buscar otras maneras de asegurar la
validez de esa version de la induccion. Afortunadamente, Cantor ofrece una alternativa
mas atractiva, sobre todo para aquellos interesados por ensalzar al buen orden, cuando
en lugar de utilizar el viejo método de demostracion de la induccion matemaética débil, usa

por vez primera a la induccién matematica transfinita.

Cabe sefialar que lo novedoso de la induccion matematica transfinita no es la regla
en si misma sino su dominio de aplicacion. Pues tal método es la version fuerte de la
induccion matematica, aunque su recorrido ahora alcanzara a los niumeros ordinales
transfinitos. Ahora bien, la induccién fuerte (por Cantor llamada completa®) a diferencia
de la deébil, puede enunciarse en un solo paso. Su formulacion para los nimeros naturales
seria la siguiente: Sea m cualquier nUmero natural. Si la satisfaccion de la propiedad P por
parte de todo ndmero natural n<m implica su satisfaccion por parte de m, entonces
infiérase que todo nimero natural cumple con la propiedad P. Y como se mostrara mas
adelante, el esquema previo se repetira para la induccion matematica transfinita, método
que aparece por vez primera en la seccion de las Contribuciones dedicada a desarrollar la
potencia aritmética (y°) de los nimeros ordinales hasta la segunda clase numérica;
operacion que a su vez tiene la finalidad de instaurar la forma normal para la

representacion de esos nimeros®,

%2 Cantor utilizar a la induccién matematica fuerte en otra seccién de su Contribuciones aqui no discutida, la

novena. Alli es empleado ese método en una parte de la demostracion del teorema que afirma que

cualquier conjunto M simplemente ordenado a)cuyo numero cardinal es igual a N, b)que no tiene un

elemento maximo ni uno minimo y c)que es denso tiene el tipo ordinal de los nimeros racionales

comprendidos en el intervalo abierto entre el cero y el uno. (p.122-127).

* En la seccion §19 de las Contribuciones se apuntala dicha forma de representacion de los nimeros

ordinales:

B. Todo nimero a de la segunda clase numérica puede ser representado de una sola manera, con la forma
a=w® Ky +tw Kt %K,

donde ay, ag,.., a.; SOn nUmeros de la primera o segunda clase tal que:
Ol >0l >0>...>0>0
mientras que Ko, K1,.., K, T+1 son nimeros de la primera clase distintos a cero.
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La potencia aritmética entre nimeros ordinales de las primeras dos clases se define

a comienzos de la seccion §18 mediante el siguiente teorema:

% Sea >0 y y>1 un par de numeros ordinales pertenecientes a la primera o
segunda clase numérica. Entonces existe una unica funcion f cuyo dominio y
rango son los nimeros ordinales de la primera y segunda clase numérica tal que:

a) f(0)=3.

b) Si <&’ entonces f(§)<f(&’).

¢) Para cualquier & se tiene que f(E+1)= f(€)y.

d)Si {&,} es cualquier sucesion ascendente, entonces f(lim,, &,)=lim,, f(&,).
(§18.Teo.A, p.178)*

En la demostracion del teorema previo eclosiona la induccibn matematica
transfinita. Primeramente, Cantor hace la observacion de que la funcion f esta
completamente determinada para los numeros de la primera clase,
f(1)=06<f(2)=6y<f(3)=dyy<....,debido a la operacion de multiplicacion para tipos ordinales
definida en la seccion §8. Luego, él formula al paso por ser probado conforme al método
de la induccién matematica fuerte, aunque sefialando su recorrido hasta los nameros
ordinales de la segunda clase numérica:

Supongamos ahora que el teorema es valido para todos los valores & que son menores a
o, donde a es cualquier nimero de la segunda clase numérica, entonces también es valido

para E<a. (Cantor, 1897 via 1915: 179).
A partir de la formulacion previa, la induccion fuerte se bifurca en los dos casos

tipicamente probados al seguir una inducciébn matematica transfinita, los cuales
corresponden a los dos principios generadores (PG1,PG2) de los numeros ordinales. Y si se

divide la induccién matematica transfinita en dos casos, es porque todo nimero ordinal

La forma de los nimeros de la segunda clase numérica aqui expuesta serd llamada “forma normal”; o, es
llamado el “grado” y . el “exponente” de a. (Cantor, 1897 via 1915: 187)

¥No se puede dejar de mencionar que el cero aparece magicamente como un nimero ordinal de la primera
clase en este teorema y que Cantor no discute en sus Contribuciones de donde proviene esa abstraccion. Es
decir, jel conjunto vacio no es discutido en esa obra!
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de la segunda clase excluyentemente se obtiene mediante PG1 o a través de PG2. De este
modo exhaustivo, si suponemos que o fue obtenido como el sucesor de a-1, entonces
por la condicién c) tendriamos que f(o)=f(a-1)y. Luego, debido a la definicién de
multiplicacion entre tipos ordinales, si F=f(a-1) y G=f(a-1)y entonces F seria un segmento
de G y por consiguiente, f(a-1)< f(a-1)y. Por lo tanto, las condiciones b), c) y d) de
818.Teo.B serian satisfechas con exclusividad por la funcién f para toda &<a, si o es el

sucesor de un numero ordinal.

Por otro lado, si a es producido mediante el principio PG2, entonces existiria una
secuencia ascendente {ay} tal que a=lim,, a,,. Entonces por la condicién b) de 818.Teo.B se
tendria que {f(aw,)} seria una secuencia fundamental y consecuentemente con la condicion
d), se cumpliria que f(o)=lim,, f(a,). Mas ain, si {a’\} fuese otra secuencia ascendente
cuyo ordinal limite fuera igual a «a, entonces podemos afirmar que
lim, f(a,)=1im, f(a',). Pues por la hipétesis inductiva, todos los términos de las
secuencias {f(aw)} y { f(c'\)} estd completamente determinados y cumplen con la condicion
b). En consecuencia, para toda v existen Ao , o tal que f(a’;)>f(ow) si A>Ao y f(a,)>f(a'y) Si
>pe>. Y dado que el principio PG2 genera a un Gnico ndmero ordinal que le siga a una
secuencia ascendente de ellos, entonces lim,, f(a,,)=lim,, f(a',). Por lo tanto, el valor de

f(€) estaria univocamente definido para todo E<a si o es un ordinal limite.

Una vez probados el par de casos de una induccion transfinita, “se sigue la validez
del teorema para todos los valores de &” (Cantor, 1897 via 1915: 179). Y a diferencia del
Teorema 85.E deducido mediante una induccion débil, Cantor ahora si argumenta a favor
de la validez del método usado en la demostracion del Teorema §18.A. Debido a la
importancia con respecto a la presente investigacion de tal justificacion, ella se reproduce

a continuacion:

Pues si existieran valores excepcionales & para los cuales no se sostuviera [el teorema
§18.A], entonces,...existiria uno de ellos, al cual llamaremos a, que tendria que ser el

% Cuando un par de secuencias ascendentes cumplen con tal condicion, Cantor las bautiza “coherentes”. Y
en el Teorema §15.D ya prueba que un par de secuencias fundamentales de nimeros ordinales hasta la
segunda clase numérica tienen el mismo nimero ordinal limite sii son coherentes. Asi entonces, en la
demostracién del Teorema §18.A, se usa el regreso de §15.D. (p.162-163).
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minimo. Por consiguiente, el teorema seria valido para <o, pero no para E<a, Yy esto
seria una contradiccion con lo que acaba de ser probado.
(Cantor 1897 via 1915: 179-80)

En conciso, el buen orden es responsable de la validez del método de la induccion
transfinita. Para no dejar dudas al respecto, Cantor demuestra que la unién de las dos
primeras clases numeéricas a su vez constituye un conjunto bien ordenado tal como lo

afirma en el siguiente teorema:

% Cualquier totalidad de nudmeros diferentes de la primera o segunda clase,
arreglados mediante su relacion de orden [la definida para los numeros
ordinales], forman un conjunto bien ordenado.

(816.Teo.C, p.171)

A su vez el teorema previo es una consecuencia de otro probado en la seccién
anterior de las Contribuciones:

% Si o es cualquier nimero de la segunda clase numeérica, la totalidad de los
numeros de la primera y segunda clase que son menores a a, forman respecto a
la relacion de orden para los nimeros ordinales, un conjunto bien ordenado cuyo
tipo ordinal es a. (815.Teo.H, p.165)

Y este dltimo teorema, tal como lo muestra su demostracion, esta basado en el buen
orden. Pues sea a cualquier numero de la segunda clase. Debido a la definicion de
nimero ordinal, entonces existe un conjunto bien ordenado F tal que F=a. Luego de la
definicion de la relacion de orden para los nimeros ordinales, se seguiria que para todo
numero ordinal o’ con o’<a, le corresponderia un segmento F' de F y viceversa.
Consecuentemente, cada una de esas o’ estaria emparejada con una f’eF, donde f’ es el
elemento de F que define al segmento F’ vinculado con o’. Por consiguiente, a cualquier
conjunto de nudmeros ordinales o’ (con o’<a) le corresponderia una parte del conjunto
F. Asi entonces, el buen orden de F es transmisible al conjunto de esos niUmeros ordinales
o’. Por lo tanto, el conjunto de los nUumeros menores a o estd bien ordenado y su tipo

ordinal es a.

285



Una vez demostrado, gracias al buen orden, que la unién de las dos primeras clases
numeéricas es un conjunto bien ordenado, entonces el argumento ofrecido por Cantor para
garantizar la validez de la induccion transfinita se hace mas solido. M&s aun, tal
razonamiento se puede adecuar para cubrir el pendiente de garantizar la validez de la
induccion matematica débil para los numeros cardinales finitos, regla seguida sin
escrapulos rigoristas en la demostracion de 85.Teo.C. En concordancia con la justificacion
dada por Cantor de la induccion transfinita, el apuntalamiento de la induccion matematica
débil sobre el buen orden se haria del siguiente modo:

Sea F un conjunto bien ordenado cuyo tipo ordinal es igual a . Asimase como
establecido que el elemento minimo f1 de F satisface a la propiedad P (Caso Base) y que si
fy cumple con P, entonces fv+1 también lo hace (Paso inductivo). Si se niega que todos los
elementos de F satisfacen P, entonces existiria una parte R de F no vacia conformada por
los elementos de F que no cumplen con P. Puesto que F esta bien ordenado, entonces
existe un elemento minimo r en R. Ya que por asuncion f; satisface P, entonces existe r_;
en F tal que su sucesor es igual a r. Por lo tanto, r.; cumplira con la propiedad P pero r no
lo haria, contradiciendo asi al Paso Inductivo.

Ahora bien, si F es el conjunto de los numeros naturales, entonces el argumento
previo indicaria que la validez de la induccion matematica débil provendria del buen orden
de ese conjunto. Lo cual parece restarle peso al papel de fundamento aritmético de la
induccion matematica débil reasignandoselo al buen orden, tal como fue pronosticado
desde la introduccidn del presente capitulo. Sin embargo después de haber sido expuesto
el desarrollo de la teoria cantoriana de los numeros transfinitos, ya no debe lucir tan
atemorizante la competencia del buen orden en la aritmética. Y si no lo hace, es porque
hemos reconocido en reiteradas ocasiones el accionar de una facultad por el mismo
Cantor sefialada como crucial en la conformacion de su teoria: la abstraccion. En conciso,
gracias a este reconocimiento tenemos que admitir que la garantia ofrecida por el buen
orden al método de la induccion matematica para los numeros naturales, no reside en la

aritmética sino en la teoria de conjuntos.
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Para que el buen orden ofrezca su apoyo a la induccidbn matematica débil en los
nimeros naturales, primero se debe abstraer a la totalidad de ellos como un conjunto y
después otra vez mediante esa facultad, se tiene que reconocer al buen orden de tal
conjunto. Es decir, solo al adoptar una perspectiva conjuntista es cuando se puede
apreciar el respaldo brindado por el buen orden a la induccién matemaética débil. En
contraste, si deseamos apuntalar desde el nivel de la aritmética a la validez de la induccion
matemaética débil, siguiendo las ensefianzas de Pascal o de Peano, podemos hacerlo
fundiendo esa regla con el proceso de construccion de los nameros naturales. Y si nuestra
memoria no nos traiciona, debemos recordar que el procedimiento de generacion de los
numeros cardinales (ordinales) finitos especificado por Cantor, incluso ignorando nuestras
aprensiones sobre él remediadas de manera aritmética, parece obedecer también esas
ensefianzas al basarse en la operacién sucesor (PG1)*. Por lo tanto, el buen orden sélo
corroboraria desde un punto de vista mas abstracto, la validez de la inducciébn matematica
para los nimeros naturales ya otorgada desde su generacion a la usanza de Pascal,Peano,
Dedekind,... y también Cantor.

En suma, la informacion recabada hasta el momento de los trabajos estudiados de
Pascal, Peano, Dedekind y ahora también de Cantor parece indicar, que la validez de la
induccién matematica y quizas de cualquier regla de inferencia, como el descenso infinito
o la descomposicion-recomposicion en la aritmética euclidiana, se puede fincar en el
modo en que se caracterizan o construyen a los entes sobre los cuales se aplica. En la
siguiente y Ultima parte de esta tesis, se tratara de pulir filos6ficamente a la idea previa,
aunque para ello, otra vez se aprovechara la agudeza de su ejecucién matematica, la cual
en el ocaso de este trabajo serd aportada por Ernest Zermelo y motivada por Henri
Poincaré. Asi entonces, en el apartado final de la tesis se discutird desde una perspectiva

maés filosofica, en particular epistemoldgica, la nocién de fundamento y la postulacién de

% De hecho segun refiere Dauben(1979), Cantor en una carta a Peano (fechada el 14 de septiembre de
1895), manifiesta su creencia que de su construccion de los nimeros finitos se sigue la validez de la
induccion matematica débil:

Cantor estaba ansioso por replicar la observacidn hecha por Peano de que quizas el principio de induccién
(sobre el cual Cantor parecié basarse) era realmente un postulado indemostrable. En contra de esto,
Cantor insistié que el principio de induccion “se seguia necesaria y directamente de su definicion de la
secuencia de los numeros finitos “. (Dauben, 1979: 227)

287



la induccién matematica débil como tal en la aritmética. Para llegar a ese fin, cerraremos

este capitulo enumerando algunas conclusiones por su contenido presumiblemente

respaldadas.

5.4 Conclusiones

El Buen Orden participa activamente en la construccion numeérica dentro de la teoria
de los numeros transfinitos, pues la articulacién de esta nocion en los principios PG1
(ordinal sucesor) y PG2 (ordinal limite) posibilita la generacion en serie de los
nimeros jerarquizados en clases gracias al Tercer Principio Regulador. Es decir, el
Buen Orden es la nocién motora de la produccién masiva de los objetos protagonistas
de esa teoria de Cantor, los conjuntos transfinitos.

El Buen Orden fomenta la justificacion de proposiciones sobre los conjuntos
transfinitos. Por ejemplo, este concepto le permite a Cantor establecer en el segundo
articulo (1897) de las Contribuciones , una propiedad deseada desde el primero (1895):
la totalidad de la relacion de orden entre los nimeros cardinales. Mas aun, el Buen
Orden promueve la aplicacion de dos métodos de demostracion para los conjuntos
transfinitos: el descenso infinito y la induccion matematica transfinita. Y dado que los
conjuntos transfinitos por sus principios de generacion son conjuntos bien ordenados,
estas dos reglas estan validadas desde la construccion misma de los objetos cuyas
propiedades gracias a ellas se justifican.

Debido a las funciones constitutiva y justificativa desempefiadas por el buen orden de
manera integral, esta nocion puede considerarse como un fundamento, en el sentido

inspirado en Bolzano, de la teoria de los nimeros (conjuntos) transfinitos de Cantor.

El Buen Orden no es un principio constitutivo de los nUmeros naturales ya que su
reconocimiento es posterior a la generacion de ellos. Es decir, primero se debe
abstraer de los numeros naturales a su totalidad en un conjunto, para luego poder
identificar en este Ultimo su propiedad de estar bien ordenado. Y Cantor respeta esta

secuencia de reconocimiento, pues primero construye a los nimeros cardinales
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finitos mediante un par de reglas afines a los postulados aritméticos de Peano (P1,P6),
después enuncia la nocion del Buen Orden por medio de la cual desarrolla a los
numeros ordinales finitos y finalmente establece que los nimeros cardinales finitos
coinciden con los nameros ordinales finitos.

El Buen Orden es una guia justificativa para los numeros naturales al proveer el
método del descenso infinito. Sin embargo, esta nocidn no es la responsable dentro
de la aritmética de la validez de esa regla ni tampoco lo es para la induccion
matematica débil. Es decir, el Buen Orden sdlo confirma desde un punto de vista
tedrico-conjuntista, la validez de la induccion matematica débil conferida por la
construccion de los numeros naturales a la usanza de Pascal-Peano-Dedekind.
Mientras que de tal modo de generacion sintonizado con la induccion matematica
débil, se deriva el buen orden de la totalidad de lo construido y por consiguiente,
también de él se sigue la validez del descenso infinito para los nimeros naturales.
Debido a que las funciones constitutiva y justificativa realizables por el Bueno Orden
para los numeros naturales se activan después de la conformacion de ellos, esta
nocion no merece ser considerada como un fundamento de la aritmética. En
conclusion, en la teoria de los numeros transfinitos de Cantor, la induccion
matematica débil reforzd su postulacibn como fundamento de la aritmética

adelantandose a las aspiraciones del Buen Orden.
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6. Reflexiones finales
El principio esta en los fines: intuicidn, induccién, deduccion, matematicas
6.0 Recapitulacion introductoria

La induccion matematica ha sido el hilo conductor de la investigacion historica
elaborada. En su inicio se analizaron algunas demostraciones extraidas del Ad Angularium
Sectionum, cuya confeccion deductiva disefiada por Viete-Anderson prefiguraba a este
método de prueba. Luego se mostro su consolidacion tedrica en el Traité de Pascal, obra
dentro de la cual se le dio forma a esa regla pero también un fondo que validara su
seguimiento. Después se expuso su rol determinante dentro de las axiomatizaciones de la
aritmética al estilo de Peano-Dedekind. Sorprendentemente, reconocimos que la
ejecucion armonica entre justificacion y constitucion de ese papel, se puede anticipar
desde el Tratado del Triangulo Aritmético. En consecuencia, agregamos el apellido de su
autor a esa ilustre familia de axiomatizaciones de la aritmética y por derecho de

antigliedad, incluso podemos nombrarlas como la aritmética pascaliana.

Todas las presencias o insinuaciones de la induccion matematica mencionadas en el
parrafo previo, estan emparentadas con su variante débil. Es decir, en todas las
concernientes demostraciones revisadas se pueden detectar dos etapas deductivas, las
cuales en general consisten en (i) establecer una propiedad P para algun primer objeto
y (ii) probar que si algun objeto satisface P, entonces quien le siga inmediatamente
también lo hace. Y este tipo de induccion se present6 también en algunas demostraciones
del Pequefio Teorema de Fermat cuyo famoso autor, Euler, no tuvo en tan alta estima
cuando las comparo con sus ultimas demostraciones de dicha proposicion. Mientras que
su juicio negativo se aclaré remarcando las cualidades explicativas de las ultimas en
contraste con las primeras, sefialando ademas que el paso (ii) es dificil de dar incluso ante
la presencia del buen orden, cuando no se construye con precision al elemento sucesor a
partir de los objetos previos, tal como sucede con los nimeros primos mentados en el

Pequefio Teorema.
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Eventualmente debuté la contraparte fuerte la induccion matematica en la teoria
de los numeros transfinitos de Cantor, método cuyo recorrido alli iba mas alla del infinito.
Este tipo de induccién normalmente se formula en una sola instruccién: demostrar que el
cumplimiento de la propiedad P por parte de todos los objetos que precedan a uno de
ellos, implica que este ultimo también lo haga. Mientras que esta clase de induccion,
inspirada en los numeros ordinales limites cuya generacion requiere de toda una
secuencia de ordinales previos, fue validada por Cantor mediante la nocion del buen
orden. Es més, vimos cdmo el buen orden era el motor principal para la generacion de los
objetos protagdnicos de la teoria de Cantor, los conjuntos transfinitos. Asi entonces, a
esta nocién se le reconocio un rol determinante para la conformacion de esa seminal
teoria para toda una rama de las matematicas, debido a sus sincronizadas funciones

justificativo-constitutivas.

De hecho, las amalgamas justificativo-constitutivas fueron con ahinco buscadas en
nuestra investigacion histdrica en torno a la induccion matematica. Esta cohesion fue
vagamente reconocida desde la nocién euclidiana de niumero y el modo de razonamiento
de la descomposicion-recomposicién encontrados en el Libro VII de los Elementos. Luego,
ella fue nitidamente identificada entre los principios constructores del triangulo aritmético
y la formulacion de Pascal de la induccion matematica débil en el Traité. Posteriormente
fue detectada en los principios aritméticos P1,P6-P9 y la induccidbn matematica débil
codificada en P9 dentro de los Aritmethices Principia de Peano. Después esta
empalmadura fue hallada en la nocién de cadena de un sistema con la induccidén
matematica completa dentro del Was sind die Zahlen de Dedekind. Finalmente ella fue
también descubierta entre los principios generadores de los conjuntos transfinitos y la

induccion matematica transfinita junto con el descenso infinito en los Beitrage de Cantor.

Ahora bien, la recopilacion histérica de esta amalgama constitutivo-justificativa
tenia como fin asentar a la nocién de fundamento, afirmando que esta cohesion es un
indicador de su presencia. En particular, nuestra investigacion se enfoc6 en promover la
postulacion de la inducciébn matematica (débil) como fundamento de algunas teorias

aritméticas y por consiguiente, se extrajeron datos de las obras de Pascal, Peano y
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Dedekind que materializaran histéricamente esta interpretacion. Mientras que la nocién
de fundamento también fue concebida viendo hacia el pasado, con la ayuda de algunos
fragmentos de la filosofia de Bolzano realzados mediante su ejecucion matematica, v.gr.
en su Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes. Bajo la influencia de Bolzano, la purezay la
fecundidad fueron propuestas como rasgos distintivos del accionar de un fundamento. Asi
entonces, cuando un modo de razonamiento se acopla a la concepcion de los objetos
sobre los cuales se aplica, se fomenta y se garantiza su ejecucion para justificar
proposiciones acerca de ellos. Es decir, la cohesion justificativo-constitutiva sirve para
satisfacer los parametros de la fecundidad (facilita y valida las demostraciones) y la pureza
(basa las demostraciones en la concepcién misma de los objetos) pedidos para los
aspirantes a ser fundamentos. En consecuencia, la induccion matematica (débil) fue
interpretada como un fundamento de la aritmética dentro de las teorias revisadas de

Pascal, Peano y Dedekind.

Nuestra postulacion histérica de la induccidon matemética como fundamento de la
aritmética puede estimular varios recelos filosoficos. Entre otros cuestionamientos, uno
puede preguntar por qué se escogid a la induccion débil en lugar de la
construccion/caracterizacion aqui calificada como secuencial de los nUmeros naturales. Es
decir, nuestra investigacion historica sélo descubrié una amalgama entre la primera y la
segunda en algunas teorias aritméticas, mientras que nuestra postulacién revela una
predileccion de la regla de inferencia sobre su correspondiente concepcién numérica. Y
esta preferencia, luce sin un sustento aunque también sin una refutacion historicos pues
no indicamos quien fue el primero en aparecer. Si no lo hicimos y no lo haremos, es
porque las indagatorias sobre quién es el huevo y quién la gallina, nos parecen meros
aleteos. Més aun, nuestra preferencia de la regla sobre la concepcion, estd motivada por

razones pragmatistas y no por cuestiones historicas.

La regla de inferencia es el medio para asentar o generar el conocimiento
matemético y cuando ella estd tan bien tipificada como la induccion matematica,
directamente nos pronunciaremos a favor de ella aunque el hecho histérico, la amalgama

constitutivo-justificativa entre una regla y una concepcion, sea indiferente a nuestra
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eleccion. En contraste, ante un método de justificacion no tan bien definido como el de la
descomposicién-recomposicion numérica ubicado en la aritmética euclidiana, nuestra
tendencia pragmatista orientada hacia la optimizacion del conocimiento matematico,
tendria mayores dificultades por imponerse sobre la nocion de namero como “una
multitud de unidades”. Sin embargo, de antemano manifestamos nuestra completa falta
de interés por toda concepcidn que no cuente con los medios para cosechar en el campo

de las matematicas, justificaciones para los objetos bajo su dominio.

Nuestra postura pragmatista desde el principio advertida y ahora
discriminatoriamente asumida, puede provocar un mayor escrupulo filosofico sobre
nuestra eleccion de la induccion matemética débil como fundamento de la aritmética
pascaliana. La predominancia de los medios para aumentar la consecucion de fines, puede
levantar sospechas epistemoldgicas sobre sus principios. Es decir, al enfocarnos en el
asentamiento o generacion de mas conocimiento matematico para preferir a los métodos
de justificacion en la nominacion de los fundamentos, parecemos no reparar en la
justificacion misma de esos métodos. En particular, la concepcion numeérica de naturaleza
secuencial puede criticarse por estar supeditada a la induccion matematica débil, en
cuanto que sélo parece ser un estimulo e inclusive un decreto de validez para esta regla
de inferencia. Expresado de una manera mas preocupante, la amalgama constitutivo-
justificativa hallada en las teorias aritméticas de Pascal-Peano-Dedekind, le da una
apariencia convencional al conocimiento aritmético obtenido mediante induccion
matematica débil, pues esa regla parece moldear a la concepcion numérica que
convenientemente la valida. Asi entonces por cuestiones epistemoldgicas cabe preguntar,

¢cudles son las garantias de la induccion matematica previas a esta amalgama?

Siguiendo con el tono alarmista, advirtamos que si carecemos de razones para
respaldar a nuestros medios de obtencion de conocimiento, entonces podemos encender
una llama de escepticismo que amenace con incinerar a todo el conocimiento mediante
ellos conseguido. Es decir, si nada justifica a la induccion matemaética, entonces bien
podriamos rechazar todas las demostraciones hechas siguiendo esta regla. Sin embargo

cuando la flama del pirronismo no ha consumido de antemano a nuestro pensamiento,
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podemos dejar de temerle e incluso verla con gusto pues irdnicamente ella ha iluminado
al desarrollo de la epistemologia. Ya desde hace mucho tiempo fue enfaticamente
sefialado en la filosofia, que si nos obstinamos por justificar todo sin aceptar una cadena
infinita de justificaciones ajena a nuestras capacidades cognoscitivas, 0 pararemos por
diversos motivos en algunos primeros principios o acabaremos dando circulos, positivos o
viciosos segun se les mire. Por lo que estas dos opciones pudieran ser el destino
epistemolo6gico de la induccion matematica débil al haber sido ella promovida como
fundamento de la aritmética pascaliana. Es mas, con la exploracion de estas dos

alternativas concluiremos filosoficamente nuestra investigacion historica emprendida.

Dado nuestro apego por la historia, aprovecharemos una discusion sobre la
justificacion de la induccién matematica suscitada entre dos coetaneos de Cantor, Peano y
Dedekind, cuya participacion en el desarrollo de las matematicas no se queda atras a la
de todos ellos. Nos referimos a Henri Poincaré y a Ernst Zermelo. En particular citaremos
algunos argumentos de ese par de matematicos en torno a la validez de esa regla de
inferencia diseminados en una serie de articulos: (1894), (1905b), (1906a) y (1906b) del
primero mientras que (1909) del segundo. Y si nos interesa esta inspeccion, es para darle
un apoyo epistemologico a la postulacién de la induccion matematica (débil) como
fundamento de la aritmética pascaliana. Empezaremos exponiendo algunos de los
argumentos de quien sembrd la polémica en esa época sobre esa cuestion, el francés

Poincareé.
6.1 El ataque intuitivo de Poincaré contra la l6gica en la induccion matematica

Una descripcion muy general del marco de la discusion incitada por Poincaré, seria
delineandola como una pelea entre los defensores de la intuicion en las matematicas

quienes llegaron a simpatizar con algunas ideas de Kant', contra los propulsores de la

! Entre ellos debemos nombrar al instigador de esta polémica, tal como lo revelan las siguientes palabras de
un estudioso de sus escritos filosoficos:
El término “intuicién” en Poincaré no es muy preciso y, a pesar de sus tonos deliberadamente
kantianos, sélo esta distantemente relacionado con la Anschauung kantiana; ciertamente la filoséfica
maquinaria pesada del sistema kantiano est ausente. Sin embargo ambos pensadores concuerdan que
la intuicién es distinta a la sensibilidad, y que las matematicas pertenecen al dominio de lo sintético a
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l6gica en las matematicas quienes llegaron a rechazar algunos planteamientos de este
filésofo aleman?. En palabras de Poincaré, quien cita a uno de sus enemigos localizado en

su propio pais®:

Para M. Couturat, los nuevos trabajos, en particular aquellos de Mr. Russell y Signor
Peano, finalmente han terminado de manera definitiva una controversia por tanto
tiempo en disputa entre Leibniz y Kant. Ellos han mostrado que no hay tal cosa como
un juicio sintético a priori (término utilizado por Kant para designar a los juicios que
no pueden ser demostrados analiticamente, ni reducidos a la identidad, ni establecidos
experimentalmente); ellos han mostrado que las matematicas por entero son reducibles
a la légica y que la intuicion no desempefia en ellas rol alguno...;Podemos
suscribirnos a tal decisiva condena? Yo pienso que no, y trataré de mostrar el porqué
no. (Poincaré 1905b via 2005: 1023)

En nuestras exposiciones de los “nuevos trabajos” de Peano y Dedekind, se
develaron ciertas marcadas diferencias tanto entre su confeccion, v.gr. el lenguaje

l6gicamente mas depurado del primero, como entre sus objetivos, v.gr. la meta

epistemologicamente mas precisa del segundo. Es mas, entre los “nuevos trabajos” de

priori -una doctrina abogada por Poincaré cuando defiende que el principio de induccion no puede
derivarse de la l6gica ni de la experiencia-. (Ewald, 2005: 973)
Con el mismo sentido critico podemos citar a otro estudioso de su filosofia de las matematicas:
Poincaré inicia su ataque a la nueva Idgica con la meta confesada de mostrar que los nuevos l6gicos
no han eliminado la necesidad de la intuicién en las matematicas. Al mostrar esto, él dice que esta
reivindicando a Kant. Esta confesién nos puede despistar, pues la nocién de intuicién de Poincaré
tiene poco en comin con la de Kant. La estructura kantiana que subyace a la Ultima, esta
completamente ausente en la primera; por ejemplo en la primera no se hace mencidn de la sensibilidad
ni de las categorias. (Goldfarb, 1988: 63)
? Entre ellos podriamos identificar a Dedekind, quien de acuerdo a Reck, un estudioso de su obra, rechaza
una idea kantiana ya expuesta en nuestro Capitulo 3:
...&l [Dedekind] explicitamente rechaza ... la afirmacion kantiana sobre el papel de la intuicidén en la
aritmética, enfatizando en su lugar la conexion entre la aritmética y la logica. (Reck, 2003:390)
Sin embargo este mismo autor también sefiala una posible concordancia intelectual entre Dedekind y Kant,
al brindar una sugerencia para entender el pronunciamiento del primero relativo a que los nimeros son
“creaciones libres de la mente humana”:
La sugerencia es interpretar a los sefialamientos hechos por Dedekind sobre “la mente” conforme al
idealismo trascendental de Kant, en el sentido de considerarlos como parte de una investigacion sobre
las precondiciones trascendentales de todo el pensamiento. (Reck, 2003:389)
En suma, el apego de los participes de esta disputa a Kant, oscilaba en ambos bandos. Lo cual puede ser
explicado por la profesion de algunos de ellos: eran matematicos y no filésofos por lo que su conocimiento
de la obra de Kant, probablemente fue limitado.
¥ Louis Couturat (1868-1914) fue un académico francés quien fue un reconocido estudioso de Leibniz y
consecuentemente, un divulgador y defensor de los avances en la légica realizados por algunos de sus
contemporaneos, como Peano y Russell.
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otros contrincantes directamente atacados por Poincaré, como Russell y Hilbert*, también
pueden ser halladas notables discrepancias. Sin embargo en todos ellos se usa de alguna
manera u otra, a la l6gica para desarrollar a la aritmética. Es decir, aunque sus medios y
sus fines variaran, los “nuevos trabajos” aludidos por Poincaré sitian al campo de la
disputa en la aritmética. Por consiguiente, podemos esperar que la induccion matematica
sea un tema central da de la controversia dada su importancia ya detectada en los
trabajos de Peano y Dedekind. Y Poincaré cumple con creces nuestras expectativas,
brindando varios argumentos, para respaldar el rol de la intuicion en ese método de
demostracion. A continuacion, expondremos algunos de ellos para luego mostrar una
réplica dada por otro de los propulsores de la logica en las matematicas, el aleman

Zermelo.

El primer argumento por ser expuesto, en sentido cronoldgico, aparecié en el
articulo Sur la nature du raisonnement mathematique publicado en 1894. Su primera
premisa es que “el razonamiento silogistico [0 analitico] es incapaz de afiadir nada nuevo a
los datos dados, s6lo los reduce a los axiomas y eso es todo lo que debemos hallar en las
conclusiones” (Poincaré, 1894 via 1905: 2). Para ejemplificar esta premisa, Poincaré cita a
las definiciones numéricas de sus rivales cuyos términos primitivos son el nimero “1”y la
operacion sucesor “x+1”. De este modo, el nimero “2” estaria definido como 2=1+1, el
“3” como 3=2+1 y el “4” como 4=3+1. Recuérdese también la definicion recursiva de la
suma: at(b+1l)= (atb)+1l. Ahora bien, como ejemplo de un razonamiento analitico,

Poincaré nos muestra la siguiente “verificacion” de que 2+2 es igual a 4:

2+2= (2+1)+1 [Definicion de suma]

(2+1)+1=3+1 [Definicion de “3”]

3+1=4 [Definicion de “4”]

Por lo tanto, 2+2=4 Q.E.D. (Poincaré, 1894 via 1905:4)

* Entre los “nuevos trabajos” de Rusell, podemos citar aquel resefiado por el libro con mismo titulo de
Couturat (1905) del cual Poincaré extrajo su condena a Kant y la intuicién, The Principles of Mathematics
(1903). Mientras que de Hilbert, podemos nombrar a su Sobre los Fundamentos de la Ldgica y la Aritmética
(Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik); trabajo que fue originalmente presentado como una
platica en el Tercer Congreso Internacional de Matematicas efectuado en Heidelberg durante 1904.

296



El razonamiento analitico previo nos lleva a nada nuevo porque la conclusion,
2+2=4, se reduce a las definiciones de los nUmeros “2”,”3”, “4” y de la suma. La siguiente
premisa del primer argumento es que la induccion matematica (débil), alli llamada
“razonamiento por recurrencia”, ‘“contiene, por asi decirlo, en una sola formula una
infinidad de silogismos” (Poincaré, 1894 via 1905: 9). Es decir, demostrar algo por
induccion matematica (debil), desde un punto de vista logico, equivaldria a extender la

siguiente cadena de silogismos hasta el infinito:
P(1)

P(1) » P(2)
P(2)

P(2) > P(3)
P@3)

P(3) - P(4)

P(4)

P(4) > P(5)
P(6)

Asi entonces, continla Poincaré:

...5i deseamos demostrar nuestro teorema [P] para el nimero 6 por ejemplo, sera
suficiente establecer los primeros 5 silogismos de nuestra cascada. Requeriremaos 9 si
deseamos demostrarlo para el nimero 10; para un ndmero mayor necesitaremos adn
mas; y sin importar qué tan grande sea el nimero siempre llegaremos a él... Pero sin
importar que tan lejos Ileguemos nunca alcanzaremos al teorema general aplicable
para todos los nimeros.... Para alcanzarlo necesitariamos una infinidad de silogismos,
y tendriamos que cruzar un abismo, que el mas paciente analista, si se restringe a los
recursos de la logica, nunca podra cruzar. (Poincaré 1894 via 1905: 10-1)

En suma, (1) la conclusién de un silogismo no puede agregar nada nuevo a sus
premisas y (2)la induccidon matematica débil representa una serie de silogismos cuyas

premisas para el enésimo de ellos son P(n), P(n)—»P(n+1) mientras que P(n+1) es su
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conclusion. Por lo tanto, no se sigue l6gicamente la conclusion VnP(n) del Caso Base y el
Paso Inductivo de una induccion matematica debil. En conciso, la generalizacion universal
vnP(n) rebasa la informacion contenida en las premisas de cualquiera de estos
silogismos, mientras que la cadena infinita de ellos no constituye una demostracion
l6gicamente aceptable®. Y cuando la via légica nos conduce hacia un abismo, la intuicién
es para Poincaré el Unico puente que nos permite arribar a la conclusion universal de los
razonamientos por recurrencia. De este modo, la validez de la induccion matematica débil
nos parece “irresistible”, pues “es la afirmacion del poder de nuestra mente al saberse

capaz de concebir una repeticion indefinida del mismo acto, cuando el acto es posible”.
(Poincaré, 1894 via 1905:13).

Este argumento, es el primer intento de Poincaré por situar a la induccion
matematica como un principio cuyo conocimiento de su legitimidad es adquirido por
intuicion para asi reivindicar, el sintético a priori de Kant. Para constatar el
desenvolvimiento de este argumento, podemos recordar la demostracion por induccion
matematica déebil de la Consecuencia 122 del Traité. En ella se utilizaban células de la
cuarta base, para corroborar analiticamente que el cumplimiento de la razén alli
afirmada para esa base, implicaba su satisfaccion para la quinta. Luego de algin modo
nos percatamos que esa verificacion sobre la herencia del cumplimiento de la
Consecuencia 122, era reproducible para cualquier base y en concordancia con esto,

establecimos al Lema 2.

Ahora bien, el primer argumento de Poincaré trata de convencernos que es la
intuicion la responsable detras de nuestro reconocimiento de lo repetible del método de

verificacion ensefiado mediante instancias en la Consecuencia 122, Y este intento puede

® Cabe mencionar que las pruebas de longitud infinita fueron aceptadas tiempo después en la légica. Como
antecedente de esta aceptacion, podemos mencionar la o-regla descrita por Hilbert en 1931 como:
[23] Si ha sido demostrado, para cualquier numeral 3, que la formula

U(e)
siempre es una formula numérica correcta, entonces la férmula

(x) U(x)
puede ser establecida como una férmula inicial. [Ausgangsformel] (Hilbert 1931a via 2005: 1154).

Actualmente, la o-regla podemos formularla asi: P(0), P(1), P(2),...-vnP(n)
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agradar a todos aquellos que han buscado dilucidar por medio de la intuicion, a la validez
del razonamiento de la generalizacion universal tipico de la geometria de Euclides, ya que
les permitiria extender su explicacion hacia la aritmética a través del razonamiento por
recurrencia. Sin embargo, en el tratado de Pascal también encontramos una razén, para

desestimar esta primera tentativa de revalorizacion de la intuicion en la aritmética.

Cuando discutimos la validez del seguimiento de la regla de inducciébn matematica
formulada por Pascal, sefialamos que lo repetible de sus demostraciones ensefiadas
sobre instancias, se debia a los principios constructores de los triangulos aritméticos. Es
decir, es la construccion de esos objetos especificada mediante los principios R y no
nuestra intuicion, la responsable de garantizar las conclusiones universales (para todo
triangulo aritmético...) inferidas mediante esa regla enunciada por Pascal. De igual manera
podemos replicar, que es la construccion/caracterizacion secuencial de los numeros
naturales y no la intuicion, la responsable de solventar lo universal de las conclusiones
obtenidas mediante el razonamiento por recurrencia. Sin embargo al acudir a la definicion
secuencial de los numeros, surgen otros escollos para los propulsores de la I6gica en la
aritmética de acuerdo a Poincaré, los cuales por él fueron mostrados en algunos

argumentos a continuacién reproducidos.

Los dos siguientes argumentos sobre la validez intuitiva de la induccién matematica,
se encuentran esparcidos en una serie de articulos titulados Les mathématiques et la
logique (1905b), (1906a) y (1906b). Ellos dos estan centrados en atacar a la participacion
de la induccion matematica en la construccion/caracterizacion secuencial de los nUmeros
naturales; en particular apuntan hacia la consideracion rival de que ella “no es un axioma
propiamente hablando; [si no] simplemente es la definicion de niamero entero” (Poincareé,
1905h:150). Es decir, ambos trataran de refutar la concesion de la validez a la induccién
matematica “logicamente” dada por la definicion secuencial de los nUmeros naturales. Y
para lograrlo, en ellos se intenta negar que los principios de la aritmética al estilo de
Peano-Dedekind, definan correctamente a los numeros naturales. Con esta meta

refutatoria, Poincaré explica lo siguiente:
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Asi entonces, si tenemos un sistema de postulados y si podemos demostrar que estos
postulados no conllevan una contradiccion, nosotros tendremos el derecho de
considerarlos como representando a la definicion de alguna de las nociones
encontradas entre ellos. Si no podemos demostrar esto, entonces tenemos que
admitirlo sin demostracién y por consiguiente serd un axioma; por lo que, buscando a
la definicion debajo del postulado, hallariamos al axioma debajo de la definicién.
(Poincaré,1905b: 1026)

En conciso, un sistema de axiomas/postulados puede servir con correccion como
definicion, cuando él esti libre de contradicciones, es decir cuando el sistema es
consistente. Ahora bien, para establecer la consistencia de un sistema de acuerdo a
Poincaré sélo tenemos un par de opciones: la manera directa “mediante un ejemplo” o
indirectamente a través de sus consecuencias. La primera alternativa como su nombre
indica, consiste en “mostrar un objeto que satisfaga” a los axiomas/postulados del sistema
que presuntamente lo define. Desgraciadamente esta via para los principios de Peano-
Dedekind esta clausurada, pues segun Poincaré, “no podemos tomar una parte de los
enteros, por ejemplo, los tres primeros, y demostrar que ellos satisfacen la definicion” (ibid.
1036). Y no podemos pues el “axioma 3 [P6 en Peano: si neN — n+1eN] exige ademés
que el 4 sea un entero y asi adelante”, por lo que “es imposible demostrar los axiomas para
ciertos enteros sin demostrarlos para todos; por lo que debemos renunciar a la demostracion
por ejemplo” (ibid. 1036). Es decir, un ejemplo para ser aceptable debe ser finito segun

Poincaré.

Por otro lado, si se desea demostrar la consistencia de los principios aritméticos de
Peano-Dedekind a través de sus consecuencias, tenemos el problema que el nimero total
de ellas no es finito, imposibilitando su exhaustiva “verificacién” para detectar la falta de

contradiccion. Por lo que s6lo nos queda demostrar, que:

...un nuevo razonamiento no puede introducir una contradiccion, bajo el supuesto de
que, en la serie de razonamientos que le preceden, no hemos encontrado todavia
contradiccion alguna. Si esto pudiera ser hecho, tendriamos certeza de que nunca
tendriamos que temer una contradiccion. Sin embargo esto se lograria usando una
induccién completa, y precisamente el principio de la induccion completa es el que
tenemos que justificar. (Poincaré, 1905b: 1036-7).
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Es decir, para demostrar la falta de contradicciones en las consecuencias derivables
de los principios de Peano-Dedekind, tenemos que usar una induccién matemética®. Por
consiguiente, si se invoca a la definicion de los nimeros supuestamente otorgada por ese
sistema axiomatico para respaldar la validez de la induccion matematica, estaremos
cometiendo una justificacion circular al ser la induccion matematica, la responsable de
validar a la definicién que presuntamente legitima a ese método de demostracién. En
palabras de Poincaré, al “buscar a la definicion” de los nimeros naturales “bajo los
axiomas” de Peano-Dedekind para asi validar a la induccion matematica, “hemos hallado”

a la induccion matematica como un “axioma bajo esa definicion”.

En resumen, el segundo argumento de Poincaré tiene como premisas que (1)un
sistema de axiomas/postulados es una definicion valida s6lo si es consistente y (2) la
consistencia de un sistema se demuestra mediante un ejemplo si el objeto que satisface al
sistema es finito o0 a través sus consecuencias, verificandolas exhaustivamente si su
nimero total es finito y cuando no lo es, “razonando por recurrencia” para mostrar la
ausencia de contradiccion. Por lo tanto, si los principios de Peano-Dedekind definen
correctamente a los niUmeros naturales, entonces su consistencia ha sido proporcionada
mediante una induccidbn matematica. Por consiguiente, los principios aritméticos de
Peano-Dedekind justificarian de manera circular a esta regla de demostracion dejando
como Unica fuente epistemoldgicamente aceptable de su validez, a la intuicién. Para
Poincaré no hay una tercera opcion entre la légica y la intuicion, aunque si tiene un tercer

argumento para favorecer a la segunda sobre la primera.

El tercer y Gltimo argumento aqui expuesto de Poincaré a favor de la intuicion de la
induccion matemética, también critica a la definicion de los ndmeros naturales
supuestamente dada por los principios de Peano-Dedekind. Aunque en esta ocasion en

lugar de atacar a su correccion, arremete contra los limites de esta definicion:

® Esta tactica fue ensefiada por Hilbert en su conferencia dictada en el Congreso Internacional de las
Matematicas en 1904, la cual es criticada por Poincaré en los articulos resefiados:
Nosotros entonces podemos reconocer la consistencia de los axiomas ya sea mostrando como una
contradiccion posible tuvo que haber ocurrido en una etapa anterior en el desarrollo de la teoria o
asumiendo que hay una prueba desde los axiomas que nos conduce a una cierta contradiccion y luego
demostrando que tal prueba no es posible, porque ella misma contendria una contradiccion.
(Hilbert, 1904 via 1967:137)
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Consideremos una palabra para la cual hemos dado explicitamente una definicion A;
luego en el discurso hacemos un uso de ella que implicitamente supone otra definicion
B. Es posible que estas dos definiciones designen la misma cosa, pero si esto es el
caso entonces tendriamos una nueva verdad que debe ser demostrada o admitida como
una axioma independiente. (Poincaré, 1905b via 2005: 1027)

Es decir, una definicion quizas sea incapaz de capturar todas las acepciones del
término que define mientras que cada una de ellas, a su vez puede ser codificada en otra
definicion. Finalmente la equivalencia entre estas definiciones, debe ser demostrada o de
alguna manera aceptada sin la necesidad de una prueba. Y esto sucede de acuerdo a
Poincaré, para la definicidbn secuencial de los niUmeros naturales, segun la cual “un
numero entero finito es tal que puede ser obtenido mediante adiciones sucesivas, tal que n
no es igual a n-1” (Poincaré, 1906a via 2005: 1050). Expresada de manera mas rigurosa,
considérense a los principios P1,P6-P8 de Peano para definir a los nimeros naturales (i.e.
usense esos principios para determinar quiénes son los integrantes de su conjunto N). Por
otro lado al reflexionar sobre la validez de la induccion matematica, podemos llegar a

reconocer nuestro:

...derecho de inferir su conclusién, porque los nimeros enteros son por definicién,
aquellos para los cuales este tipo de razonamiento es legitimo. Pero esto conlleva otra
definicion de nimero entero, la cual es la siguiente: un nimero entero es aquel para el
cual podemos razonar por recurrencia. (Poincaré, 1906a via 2005: 1050)

De este modo, tendriamos al menos dos definiciones distintas para los nimeros
naturales: la secuencial especificada por los principios P1,P6-P8 de Peano y la inductiva, la
cual curiosa mas no fortuitamente puede interpretarse en su principio restante, P9. Ahora

bien, prosigue Poincaré:

Las dos definiciones no son idénticas; indudablemente son equivalentes, pero s6lo en
virtud de un juicio sintético a priori; no podemos pasar de una a otra mediante un
procedimiento I6gicamente puro. Consecuentemente no tenemos el derecho de adoptar
la segunda, después de haber introducido a los nimeros enteros de una manera que
presupone a la primera. (Poincaré, 1906a via 2005: 1050)

Asi entonces, la equivalencia entre la definicion secuencial y la inductiva de nUmero
natural, no puede ser establecida con pureza ldgica. Para mostrarlo, Poincaré acude a la
nocion de definicion predicativa, i.e. aquella que si determina a un conjunto (“clase” en su

formulacion original). Este tipo de definiciones tiene como meta evitar las paradojas
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conjuntistas, como la expuesta en nuestro Capitulo 3 sobre el conjunto universal, i.e. el
conjunto de todas las cosas, cuando discutimos la demostracion dada por Dedekind de la
existencia de los sistemas infinitos. Ahora bien, segun Poincaré, “las definiciones que
deben ser consideradas como no-predicativas son aquellas que contienen un circulo
vicioso” (Poincaré, 1906b via 2005: 1063)’. Por ejemplo, la definicion de conjunto
universal contiene un circulo vicioso, pues su especificacion abarca a todas las cosas, en
particular a él mismo. En consecuencia, la I6gica debe excluir a toda definicion que haga
referencia al objeto por ella supuestamente definido, so pena de dar cabida a las
paradojas.

Ahora bien, la definicion inductiva de ndmero natural no es predicativa. Pues tal
como lo afirma el principio P9 de Peano, un nimero natural es tal que pertenece a todo
conjunto (“clase”) R que contenga a 1 (1eR) y a los sucesores de sus elementos
(xeR/x+1eR). Es decir, el conjunto (“clase”) N de los numeros naturales seria la
interseccion de todos esos conjuntos Ry en particular, N seria uno de ellos. Por lo tanto, la
definicion inductiva de los ndmeros naturales contiene un circulo vicioso y por
consiguiente no es predicativa. En consecuencia, la légica debe olvidarse de esta
definicion, vetando de antemano todo intento de demostrar su equivalencia con la

definicion secuencial de los nimeros naturales.

En resumen, el tercer argumento de Poincaré tiene como premisas que (1)una
definicion puede aludir a una sola acepcion de su término definido y (2) la equivalencia
entre distintas definiciones, debemos demostrarla o0 aceptarla como un axioma. En

particular tenemos un par de diferentes definiciones para los nimeros naturales: la

"Poincaré confiesa que su caracterizacion de lo no-predicativo, la basa en el analisis de las paradojas
conjuntistas hecho por Jules Richard (1905):
A mi me parece que la solucién [a las paradojas] esta contenida en la letra de M. Richard de la cual he
hablado arriba, encontrada en la Revue generale des sciences de junio 30, 1905. Alli después de haber
planteado una antinomia, la antinomia de Richard, él brinda su explicacion.
Recordemos lo que ya ha sido dicho sobre esta antinomia. E es el conjunto de todos los nimeros
definibles mediante un namero finito de palabras, sin introducir la nocién del mismo conjunto E. De
lo contrario la definicién de E, contendria un circulo vicioso; por lo que no debemos definir E con el
mismo conjunto E.
Ahora hemos definido en verdad a N con un nimero finito de palabras [N es un nimero definido
mediante el proceso diagonal de Cantor aplicado sobre el conjunto numerable E, i.e. N se genera
cambiando el enésimo digito en la extension decimal del enésimo ndimero en E ], pero con la ayuda de
la nocién del conjunto E. Y por esta razén, N no forma parte de E. (Poincaré, 1905b via 2005: 1063)
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secuencial, dada mediante la construccién de su conjunto mediante una funcién sucesor a
partir de un primer elemento, y la inductiva, aquella en donde abiertamente se especifica
la validez de la induccion matematica para los nimeros naturales. Ahora bien, (3) su
equivalencia no debe ser demostrada, pues la segunda de ellas al no ser predicativa
pondria en peligro a nuestro desarrollo 16gico de la aritmética. En conclusion, tenemos

gue aceptarla como un axioma cuyo aval es proporcionado por la intuicion.

Estos dos Ultimos argumentos encontraron una contestacion en voz (o la pluma) de
Zermelo. Sin embargo, su réplica puede ser anticipada desde el Was sind die Zahlen, pues
alli Dedekind demuestra tanto la validez de su definicion del sistema simple infinito N,
como la validez de la induccién matematica en el Teorema 59. La primera la establece
mediante un ejemplo, demostrando la existencia de un sistema infinito (la totalidad de sus
pensamientos), mientras que la segunda la asienta sobre la nocion de cadena de un
sistema. No obstante, ambos apuntalamientos de la validez podrian ser rechazados por
Poincaré al involucrar cuestiones por €l vedadas: el tamafio infinito del ejemplo y lo no-
predicativo de la definicién de cadena de un sistema. Ahora veremos si por las mismas
razones pueden ser descartadas las réplicas dadas por Zermelo a sus dos ultimos

argumentos.
6.2 El contraataque finito de Zermelo a favor de la l0gica en la induccién matematica

Desde el principio de su articulo Sur les ensembles finis et le principe de I'induction
complete, Zermelo acepta el reto planteado por Poincaré indicando alli cémo piensa

enfrentarlo:

¢ Es demostrable o no el principio de la induccion completa? Esta es una cuestion que
en los Gltimos afios ha preocupado a muchos espiritus. En varios articulos ... M.
Poincaré ha defendido la tesis de que este principio es un juicio sintético a priori;
mientras que otros autores como MM. Couturat, Russell y Whitehead han sostenido lo
contrario...

La cuestion depende de la manera en que uno defina al nimero finito. Ahora bien para
mi, todo teorema que se enuncie para los nimeros finitos no es otra cosa si no un
teorema sobre los conjuntos finitos; asi pues antes que nada se requiere definir lo que
se entiende por tal. (Zermelo, 1909 via 2010 :236)

Por lo que la validez de la induccion matematica, anuncia desde el comienzo
Zermelo, depende de la nocién de conjunto finito. Es decir, tal como Dedekind fincé la
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legitimidad de la induccion matematica sobre su definicion de “cadena de un sistema”,
analogamente Zermelo basara la validez de esta regla en su definicion de “conjunto
finito”. Mas aln, para evitar criticas sobre lo arbitrario o lo ad hoc de esta definicidn, en
este articulo también él demostrara su equivalencia con otras definiciones de “conjunto
finito” dadas por otros célebres matematicos, como el primero. De hecho, la influencia de
Dedekind en Zermelo se remarca desde la definicion de “conjunto finito”, pues él la

especifica mediante una nocion no fortuitamente llamada “cadena simple™:

Llamaremos “cadena simple” a un conjunto M con la propiedad siguiente: Existe una
correspondencia univoca y reciproca entre, por un lado, los elementos de M, quizas
salvo uno entre ellos que Ilamaremos el Gltimo vy, por el otro lado, los elementos de
una parte de M , es decir M’, que no con contiene a uno de los elementos de M (el
primero); ademas esta correspondencia no permite la division de M en partes
separadas. Dos partes de M se dicen “separadas” con respecto a cierta correspondencia
cuando ningun elemento de una tiene su imagen en la otra y viceversa.
(Zermelo, 1909 via 2010 :238)

Es decir, el conjunto M es una “cadena simple” si existe una funcion univoca y quizas
no total f tal que f:M/M’, M’ es subconjunto propio de M pues no contiene un elemento
de M (llamado “primero”), f quizas no esta definida solo para un elemento de M (llamado
“0ltimo”) y para toda particién no vacia M;,M, de M, existe m;eM; tal que f(m;)eM, 6
existe mp,eM; tal que f(m,)eM;. Finalmente, “un conjunto es “finito” si todos sus elementos

forman parte de una cadena simple que contiene un Gltimo elemento” (ibid.: 238).

Anélogamente al Teorema 59 del Was sind die Zahlen, Zermelo afirma en el

Teorema | de Sur les Ensembles Finis que:

Si M es una cadena simple, entonces cada subconjunto de M que contenga al primer
elemento e y también a todas las iméagenes de sus elementos, es idéntico al mismo M.
De esto se sigue que toda propiedad del primer elemento, tal que si ella es verdadera
para un elemento cualquiera también es verdadera para su imagen, se extiende a todos
los elementos del conjunto. (Zermelo, 1909 via 2010: 240)

Este teorema, que afirma la validez de la induccion matematica aplicada dentro de
las cadenas simples, es una consecuencia inmediata de esta Gltima nocion. Pues si
suponemos que no se cumple para algin M'cM, i.e. eeM’y xeM'/f(x)eM’ pero M'=M,
entonces podriamos separar a la cadena simple M en sus partes no vacias M’ y M-M’; lo
cual esta en contradiccion con que M sea una cadena simple. Y tal como Dedekind
extiende la validez de la induccién completa para las cadenas (Teoremas 59,60) hacia la

305



induccion matematica para los nimeros naturales (Teorema 80), Zermelo lo hara desde
sus cadenas simples hacia los conjuntos finitos. Como preparacién a esa extension,
Zermelo previamente demuestra la equivalencia entre conjunto finito y conjunto
doblemente bien ordenado, i.e. aquel cuyos subconjuntos ademas de tener un elemento

minimo tienen un elemento maximo:

Teorema Il. Todo conjunto finito M puede ser doblemente bien ordenado v,
reciprocamente, todo conjunto doblemente bien ordenado es finito.
(Zermelo, 1909 via 2010: 240)

La ida del Teorema Il se establece con ayuda de la funcion f dada por la definicién
de cadena simple (considérese x<f(x)) a través de la induccion avalada por el Teorema | (si
{e,f(e),f(f(e)),...,f(x)} estd doblemente bien ordenado entonces {{e,f(e),f(f(e)),...,f(x), f(f(x))}
también lo estd). Mientras que el regreso se logra definiendo mediante la relacion de
orden del conjunto doblemente ordenado M a la funcion f pedida para mostrar que M
también es una cadena simple, pues de antemano sabemos que M tiene un elemento
ultimo, el maximo de M, mientras que para toda xeM, f(x) seria el elemento minimo del
subconjunto M-{x}. Asentada esta equivalencia, Zermelo procede a enunciar y demostrar

el teorema de nuestro mayor intereés:

Teorema Ill. Sea una proposicién demostrada por una parte para todo conjunto que
contenga solamente un elemento, y por otra parte, para un conjunto finito cualquiera
cada vez que sea verdadera para ese conjunto si se le resta uno de sus elementos;
entonces esa proposicion es verdadera para todos los conjuntos finitos. Esto es lo que
Ilamamos razonamiento de n a n+1. (Zermelo, 1909 via 2010: 242)

El Teorema lll afirma que la induccibn matematica débil, el razonamiento por
recurrencia, es una regla valida para demostrar proposiciones sobre los conjuntos finitos,
tal como lo anuncié Zermelo desde los albores de su articulo citado. Cumpliendo con lo
anunciado, la demostracion de este teorema esta basada en la definicion de conjunto
finito. Sea M cualquier conjunto finito. Luego debido al Teorema Il, M es un conjunto
doblemente bien ordenado con un primer elemento e y con un elemento Gltimo u. Por
hipétesis, el segmento inicial de e, i.e. el conjunto de todos los elementos que preceden o
son iguales a e, cumple con la proposicion aludida por el Teorema Il ya que esta
conformado por un so6lo elemento, el mismo e. Luego si el segmento inicial de cualquier

elemento a de M satisface esa proposicion, por hipotesis el segmento inicial de f(a)
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también lo hace. Asi entonces por el Teorema |, para todos los segmentos de los
elementos de M sera verdadera dicha proposicion; en particular, también lo sera para el
segmento inicial de u. Pero el segmento inicial de u es el mismo conjunto My por lo tanto,

la proposicion es verdadera para cualquier conjunto finito M.

En el siguiente teorema (IV) de Sur les Ensembles Finis, Zermelo demuestra la
equivalencia entre su definicién de conjunto finito con la definicion dada por Dedekind
(un conjunto es finito si no es similar a un subconjunto propio de él)®. Mientras que en el
ultimo teorema enunciado en ese articulo (V), se establece que todo conjunto de
conjuntos finitos tiene un conjunto finito con una potencia (cardinal) minima, es decir,
todo conjunto de conjuntos finitos esta bien ordenado cardinalmente. Después de contar
con todos estos teoremas junto con sus demostraciones, Zermelo zanja el problema de la

induccion matematica planteado por Poincaré, con otra interrogante filosofica:

Los Teoremas I,Ill y V expresan al principio de induccién completa en diversas
formas en las que este se puede dar, el principio se reduce asi a la definicién de
conjuntos finitos que nosotros hemos dado o a las definiciones equivalentes. ¢Pero de
esto se sigue que el principio en cuestion sea un juicio analitico? Esto depende de la
naturaleza de los axiomas sobre los cuales se basa la teoria de conjuntos y que nos
hemos visto obligados a utilizar en cada una de nuestras demostraciones. Si estos
axiomas, que yo me propuse enunciar completamente en otro articulo, no son mas que
principios puramente légicos, el principio de induccién igualmente lo serd, si por el
contrario ellos son intuiciones de una clase especial, podemos continuar considerando
al principio de induccion como un efecto de la intuicion o como un “juicio sintético a
priori”. En cuanto a mi, yo no me atrevo por el momento a decidir esta cuestion
puramente filosofica. (Zermelo, 1909 via 2010: 248, 250)

La conclusion filosofica de Sur Ensembles finis es un poco floja si se compara con la

precision de su ejecucion matematica, pues diplomaticamente termina siendo ambigua.

® Laida es por induccién matemética (Teorema Ill) y de hecho, podemos encontrarla prefigurada en los ya
revisados Beitrédge de Cantor, en especifico en su Teorema D de la seccién 85 (aparecido en nuestra nota
19 del Capitulo 5): si el conjunto finito M-{x} p.a. xeM no puede ser similar a una de sus partes propias,
tampoco M. El regreso, hace uso del Teorema del Buen Orden (todo conjunto puede ser bien ordenado),
cuyas famosas y controversiales por su empleo del Axioma de Eleccién primeras demostraciones (1904,
1908), fueron provistas por el mismo Zermelo. Dicho sea de paso, él aprovecha esta equivalencia para
promaocionar al Axioma de Eleccién:
La demostracion en cuestion del teorema “cualquier conjunto puede bien ordenarse” estd fundada
sobre el “axioma de eleccion arbitraria”... Este es un axioma bastante evidente que ha servido hasta
los Gltimos tiempos sin oposicién y jamas ha conducido a un resultado falso... Sin duda alguna, el
principio en cuestién es indemostrable, pero él resulta indispensable para ciertas teorias matematicas.
A mi me parece, por ejemplo, imposible demostrar el teorema precedente [Teo. IV], jsin recurrir a
este axioma explicita o implicitamente! (Zermelo, 1909:246)
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Peor adn, aunque esta conclusion histéricamente luzca interesante, filoséficamente
incluso puede ser calificada como inapropiada. Dado que la teoria de conjuntos podria
considerarse como parte de la légica (qué tanto es una cuestion histérica®), hablar de la
intuicion como fuente de los axiomas de la teoria de conjuntos parece un equivoco
filosofico si asumimos inclusive con ligereza, al marco kantiano que supuestamente es el
trasfondo de esta discusion’®. No obstante, el retador francés tampoco es demasiado
respetuoso de ese marco (ver nota 1) por lo que podemos ignorar deliberadamente este
equivoco. En lugar de cuestionarnos confusamente si los principios formulados por
Zermelo para la teoria de conjuntos son analiticos o sintéticos'!, podemos centrarnos en
su justificacion de la induccién matematica sobre la nocion de “conjunto finito”, con el fin
de dirimir si ella logra rebatir a los dos ultimos argumentos de Poincaré a favor de la

intuicion, para este método de demostracion.

El segundo argumento exigia que se estableciera la validez de una definicion antes

de usarla como sustento de un método de demostracion. Luego, si esta validez era

¥ Recuérdese que en los Arithmetices Principia y en el Was sind die Zahlen, la l6gica y la teoria de las clases-
sistemas (conjuntos) desfilan juntas y su puente natural, la definicién de conjuntos por comprensién, en
ambos trabajos abierta o veladamente era transitado. Es mas, hoy en dia la interrelacion entre ellas sigue
siendo muy intensa, v.gr. en la teoria de modelos, como para poder hablar de una independientemente de
la otra. Que Zermelo haya hablado del posible papel de la intuicién en la teoria de conjuntos, quizas deba
ser interpretado como el sefialamiento de un momento clave dentro de la historia de las matematicas: la
consolidacion de los conjuntos como objetos de estudio propios de las matematicas.
1% La intuicion trascendental es una delimitacion espacio-temporal que condiciona nuestras
representaciones para nuestra facultad cognitiva de la “sensibilidad” -Sinnlichkeit- (A51/B75), mientras que
la I6gica estaria relacionada con otra facultad cognitiva, la de la “razén” -Vernunft- (A299-304/B355-361,
A800-804/B828-832)
' En su segunda demostracion del Teorema del Buen Orden (1908); Zermelo enlista sus famosos axiomas
para la teoria de conjuntos. Entre ellos, podemos encontrar los dos siguientes:
Axioma VI. Si T es un conjunto tal que todos sus elementos son conjuntos mutuamente ajenos
distintos al 0, su union ST incluye al menos un subconjunto S1 que tiene uno y sélo un elemento en
comun con cada elementode T .
Axioma VII. Existe en el dominio al menos un conjunto Z que contiene al conjunto vacio como
elemento y estéa constituido de tal manera que a cada uno de sus elementos a le corresponda todavia un
elemento de la forma {a}, en otras palabras, para cada uno de sus elementos a, este conjunto también
contiene al conjunto {a}. (Zermelo, 1908 via 2010: 199, 201)
El Axioma VI es el famoso y controversial Axioma de Eleccion (Axiom der Auswahl), mientras que el
Axioma VI es el del infinito (Axiom des Unendlichen), el cual ya fue reproducido en una nota del Capitulo
5. Para este Ultimo cabe maliciosamente mencionar, que se le puede atribuir un caréacter aritmético al
rememorar al proceso de construccion de Peano del conjunto de los nimeros naturales (JeZ y si
aeZ/ {a}<Z). Mientras que por otro lado, también se puede criticar al Axioma VII por introducir de nuevo
una nocién no tolerada por Poincaré, la del infinito acabado.
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asentada mediante un ejemplo, este tiene que ser finito para ser aceptable de acuerdo a
Poincaré. Y la validez de la definicion de los nUmeros naturales dada por los principios de
Peano-Dedekind, ni acepta ejemplos finitos ni puede ser demostrada sin recurrir a la
misma induccion matematica segin este matematico francés. En contraste, la definicidn
sobre la cual basa Zermelo a la validez de la induccion matematica, directamente puede
validarse mediante un ejemplo pues ella trata precisamente sobre lo finito de un
conjunto. Mas aun, esta definicion es ratificada mediante la demostracion de su
equivalencia con otras dos definiciones formuladas por los matemaéticos de esa época: la
muy influyente definicion enunciada por Dedekind (1888) sobre la no similitud con
subconjuntos propios y aquella menos famosa del doble buen orden especificada por Paul
Stackel(1907). Por lo tanto, Zermelo logré inhibir una de las premisas del segundo
argumento de Poincaré, menoscabando de este modo a su conclusién sobre la

justificacion circular de la induccién matematica.

El tercer argumento exigia que se estableciera la equivalencia entre definiciones
distintas usando sélo medios ldogicos aceptables. En particular, las definiciones
|6gicamente propicias para asentar las equivalencias son las predicativas, mientras que
para Poincaré estas son aquellas libres de circulos viciosos. Y esto no sucede con la
definicién inductiva de los nimeros naturales reconocible en el principio P9 de Peano o
con la definicion de “cadena de un sistema” de Dedekind. En contraste, la definicion sobre
la cual basa Zermelo a la validez de la induccién matematica, abiertamente es predicativa
pues ella no recurre al definiendum en su definiens para indicar lo que es un conjunto
finito. Mas adn, la formulacion de la validez de la induccion matematica en los teoremas |
y Il de Sur Ensembles Finis, tampoco parece cometer circulos viciosos. Por lo tanto,
Zermelo logré inhibir una de las premisas del tercer argumento de Poincaré,
menoscabando de este modo su conclusion sobre la justificacion l6gicamente no

aceptable de la induccion matematica.

Cabe mencionar que Zermelo tenia plena consciencia de las trabas colocadas por
Poincaré para la justificacion de la induccion matematica, como la infinitud y la no-

predicatividad, por lo que su desarticulacion planteada mediante su definicion de

309



“conjunto finito” no es una casualidad. Por ejemplo, en los comentarios finales de su

articulo citado, él destaca su evasion de uno de estos escollos:

Para demostrar los teoremas enunciados, nosotros no nos hemos apoyado en la
hipotesis de que existen conjuntos infinitos, ...hipdtesis fundamental para Dedekind...
Asi pues la aritmética elemental, es decir la teoria de los conjuntos finitos, se puede
fundamentar sobre el principio de la induccion completa sin necesidad del “infinito
real”. (Zermelo, 1909 via 2010:250)

Estas palabras terminales sintetizan puntualmente las intenciones de su creador:
fundamentar a la aritmética sobre la induccion matematica, tal como lo hizo Dedekind y
Peano, pero sin la intervencion de lo infinito como algo acabado (el infinito real).
Recuérdese que en el Was sind die Zahlen se parte de la existencia, presuntamente
demostrada en el Teorema 66, de los sistemas infinitos, para establecer la existencia del
sistema simple infinito N. Ahora bien, para concretar matematicamente esta diferencia,
Zermelo propone que los niUmeros naturales refieran a conjuntos finitos y apuntala al
meétodo de demostracion por excelencia de la aritmeética, la inducciébn matematica, sobre
la definicion de esta clase de conjuntos. Por lo tanto, aunque la induccién matematica sea
un principio e incluso un fundamento de la aritmética, en Sur Ensembles Finis se muestra
gue ella es apta de recibir una justificacion dentro de una teoria de conjuntos que
prescinda de la existencia de los conjuntos infinitos. Asi entonces, ¢el juicio negativo de
Poincaré sobre la validez circular de la induccion matematica provista por la logica, era
s6lo un prejuicio contra ella basado en su desconocimiento de la teoria de conjuntos?
Para concluir nuestra investigacion, argumentaremos que el juicio negativo de Poincaré

fue mas un error de apreciacion: no todo circulo es vicioso.
6.3 Sintesis final: el circulo es positivo cuando es conservativo

Recapitulando, en nuestra postulacion de la induccion matematica como
fundamento de la aritmética de acuerdo a los principios de Pascal-Peano-Dedekind,
reconocimos una inquietud epistemoldgica sobre la validez de ese método de justificacion
para nuestro conocimiento sobre los nimeros naturales. En particular, sefialamos que los
principios de Pascal-Peano-Dedekind estan hechos a la medida de la induccidon

matematica por lo que la justificacion que ellos le brindan, tiene toda la apariencia de ser
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una convencion. Ahora bien, pronosticamos que esta inquietud nos conduciria hacia las
dos soluciones tipicamente sugeridas para esta pregunta epistemoldgica: la cancelacion
de la exigencia de justificacion por diversas razones, v.gr. por obra y gracia de la intuicion,
o el reconocimiento de una justificacion circular, que puede ser evaluada tanto positiva

(v.gr. coherencia) como negativamente (v.gr. circulo vicioso).

Luego expusimos tres argumentos sobre esta cuestion ofrecidos por Henri Poincaré.
Mediante el primero se concluy6 que la induccion matemaética obtenia la garantia de su
accionar de nuestra intuicion, pues este método alli se consider6 que englobaba una serie
de silogismos cuya infinitud la convertia en algo I6gicamente no manejable. Por medio
del segundo se concluy6 que la justificacion I6gico-conjuntista dada por los principios de
Peano-Dedekind a la induccion matematica era viciosamente circular, pues la correccion
de la definicidn enunciada por esos principios se tenia que establecer recurriendo a ese
mismo método de demostracion. A través del tercero se concluyd que era logicamente
inviable demostrar la validez de la induccion matemaética con los principios de Peano-
Dedekind, ya que ellos contienen definiciones no-predicativas, las cuales son temidas
porque a veces han desembocado en antonimias. En suma, todos estos argumentos
trataron de convencernos que la validez de la induccidon matematica no se podia justificar
por medios l6gicos, promoviendo de este modo la otra alternativa epistemolégica que

sitUa en nuestra intuicion a la fuente de la validez de esa regla de demostracién.

Después se exhibio la réplica brindada por Zermelo a los ultimos argumentos de
Poincaré, la cual tratd de restaurar la viabilidad de respaldar “légicamente” a la induccion
matematica. Es decir, su articulo citado nos ensefid que todavia podria ser muy
precipitado adoptar a cualquiera de las dos soluciones epistemoldgicas mencionadas, ya
que nuestra busqueda por una justificacion para la induccion matematica podria proseguir
dentro la teoria de conjuntos. Lo cual tampoco deberia sorprendernos mucho, ya que los
principios de Peano-Dedekind apuntaban también a esa direccion tedrica aunque con
diferentes nombres (clases en el primero, sistemas en el segundo) y con distintos modos
(més logico el primero, mas conjuntista el segundo). Y gracias a Zermelo se allané esa

via justificativa, pues €l quité del camino algunos obstaculos sefalizados por Poincare,
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como la existencia del infinito real y las definiciones no-predicativas. No obstante, sin la
necesidad de internarnos dentro la teoria de conjuntos a través de sus axiomatizaciones,
en cuyo desarrollo sobra mencionar particip6d vigorosamente Zermelo (ver nota 11),
nuestra inquietud epistemoldgica puede de antemano dudar de esa ruta remodelada por
este matematico aleméan. Y las razones detrds de estos recelos, han aparecido desde

nuestro capitulo tercero.

Un par de capitulos atras identificamos en la definicién de “cadena de un sistema”
de Dedekind, su acoplamiento con la induccion matematica. Es decir, mostramos que esa
definicion fue creada para alcanzar diversas metas, dentro de las cuales destacamos la de
facilitar y respaldar a este método de demostracion. Es mas, recuérdese que su autor
declar6 este objetivo en una carta a Keferstein, cuando en ella indicO que su
caracterizacion del sistema N buscaba “asegurar la fiabilidad y completud de las
demostraciones”. Mientras que Zermelo parece también haber tenido este proposito con
su definicion de “cadena simple”, tal como lo sugiere el bautizo de esta nocidn (“cadena”)
junto con la confesién en una nota de pie de pagina acerca de que Dedekind fue su fuente
de inspiracion*2.

Al analizar la definicion de “cadena simple”, podemos reconocer que su clausula
sobre la no separabilidad, a primera vista un poco misteriosa, esta destinada a garantizar
la validez de la induccién matematica para esta clase de conjuntos. Es decir, si no fuera
valido esté método de demostracién para una cadena simple, entonces ella podria
separarse en dos subconjuntos no vacios integrados respectivamente por los elementos
que satisfagan la propiedad P y aquellos que no lo hagan. Y esto premeditadamente es
imposible de acuerdo a la definicion de una cadena simple. Mientras que la propagacién
de la validez de la induccion matematica a los conjuntos finitos resulta inmediata, pues
ellos solamente son cierto tipo de cadena simple. Por consiguiente, la definicién sobre la
cual Zermelo presume que puede basarse la validez de la induccidon matematica, la de

conjunto finito, esta destinada en su formulacion misma para hacerlo. Por lo tanto, la

12 .a nota es la siguiente:
3 La nocion de “cadena” se la debo a Dedekind (l. ¢. 37), pero su definicion de conjunto finito difiere
mucho de la mia. (Zermelo, 1909:238)
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naturaleza convencional otra vez parece emerger en la “justificacion” tedrico conjuntista
de la induccion matematica por él planteada. En otras palabras, el triunfo de Zermelo sélo
consistiria, en haber logrado articular dentro de la teoria de conjuntos con la evasiéon de
algunos obstaculos filoséficos puestos por Poincaré, a la definicion inductiva de los
nimeros naturales, segun la cual ellos, i.e. los conjuntos finitos, son aquellos para los
cuales la induccién matematica débil, i.e. la completa, es un método de demostracion
vélido®.

En conclusién, Sur Ensembles Finis de Zermelo se sumaria a los trabajos de Peanoy
Dedekind estudiados, al ensefiarnos como traducir o modelar a la aritmética en un
lenguaje l6gico o en una estructura tedrico-conjuntista, centrdndose también alrededor
de la induccion matematica (débil). En ninguna de estas obras se establecio la validez de
ese método de demostracién en la traduccion, pues en todos ellas esta se presupuso
para redactarla. Irénicamente, todas ellas pueden servir para mostrar cémo la aritmética

impulsé al desarrollo de la I6gica y de la teoria de conjuntos, sin que ninguna haya logrado

13 Ante esta critica Zermelo podria defenderse citando sus equivalencias por él demostradas entre tres
distintas definiciones de “conjunto finito”. En particular, la definicién de Dedekind al estar enfocada en la
potencia de los conjuntos (i.e. su cardinalidad), luce ajena a la induccion matematica (débil). Recuérdese
gue este método de demostracion se relaciona naturalmente con cuestiones de orden ( la existencia de un
primer elemento vy la del sucesor inmediato) y no tanto con aspectos del tamafio. Por consiguiente, si a
partir de la definicion de “conjunto finito” dada por Dedekind se sigue transitivamente la validez de la
induccién matematica, entonces la nocién de conjunto finito dejaria de lucir como un artilugio disefiado
para respaldar a ese método de demostracion. Es decir, en lugar de haber sido utilizada para decretar
nuestro conocimiento de la legitimidad de la induccién matematica a través de una definicién convencional,
la nocién de conjunto finito serviria para convencernos, estimulando a nuestro conocimiento, que ella es la
depositaria objetiva de la validez de ese método de demostracion, podria replicar Zermelo.

Desgraciadamente el paso de los conjuntos finitos de Dedekind hacia los conjuntos finitos de Zermelo, es el
Teorema del Buen Orden. Y ese teorema remarca que es el orden y no el tamafio el concepto naturalmente
asociado con la induccion matematica. M&s aun, las demostraciones del Teorema del Buen Orden de
Zermelo (1904,1908) usan al Axioma de Eleccion, principio cuyo caracter no-constructivo entorpece el
accionar de la induccién matematica. Notese que no se emplea induccién matematica (débil) para
demostrar proposiciones sobre todos los nimeros reales, a pesar de que el Teorema del Buen Orden
indique que en principio seria valido hacerlo. Mientras que para identificar las causas de esta falta de
aplicabilidad preguntémonos, ¢quién seria el sucesor de cualquier nimero real o el primero de todos ellos?
En suma, debemaos tener en consideracion que la validez de la induccion matematica en Sur Ensembles Finis
no se deduce directamente de la definicion de Dedekind, sino se transita por la definicion de Zermelo para
establecerla pero también para fomentar su aplicacién. Por lo que sobre la segunda y no sobre la primera,
recaeria la validez de este método de demostracion.
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reducir a la primera en las segundas. Por lo tanto, el papel de fundamento de la aritmética
desempefiado por la induccibn matematica, en estos notables trabajos no puede
suplantarse por algun principio logico o tedrico-conjuntista. Asi entonces, la inquietud que
motivo la exhibicion de la pelea de Poincaré versus Zermelo se ha mantenido en pie y
todavia podemos preguntar, ¢cual es el aval epistémico del fundamento de la aritmética

gue es el protagonista de nuestra investigacion?

Una primera alternativa, encaminada con ayuda de Poincaré hacia la primera
opcidn epistemoldgica mencionada para enfrentar al descenso infinito justificativo, seria
acudir a la intuicion para dirimir esta cuestion. En conciso, la validez de la induccion
matematica se sabria gracias a nuestra intuicion. Luego el conocimiento aritmético
conseguido mediante esta regla, finalmente dependeria de esta fuente epistémica, de la

cual segun Poincaré, también fluye la certeza:

Asi entonces nosotros tenemos muchos clases de intuicion; primero, aquella que
recurre a los sentidos y a la imaginacion; luego aquella que generaliza mediante
induccién, similar por decirlo de alguna manera, a los procedimientos de las ciencias
experimentales; finalmente tenemos la intuicion del nimero puro; de donde surge el
segundo de los axiomas recién enunciados [el principio de induccién débil], que es
capaz de crear el verdadero razonamiento matematico. He mostrado mediante
ejemplos que las dos primeras no pueden darnos certeza; pero quien dudaré seriamente
de la tercera, ¢quién dudaréa de la aritmética? (Poincaré, 1900 via 2005: 1016)

Asi entonces, esta primera alternativa abriria las puertas a lo a priori 0 a lo evidente
0 a ... con tal de dejar fuera a lo convencional o al escepticismo. Sin embargo, con la
apertura de esta via también entran algunos problemas no deseados. Uno de los mas
comunes, es la dificultad de determinar qué cosas son o deben ser conocidas mediante
intuicion y cuéles no (dejemos a un lado su certeza). Lo cual nos remitiria a la complicada
pregunta sobre qué es la intuicion, aunque por mor del argumento, aceptemos una
caracterizacion superficial de que es algo en nuestras cabezas que nos permite el

conocimiento inmediato de ciertas cosas. En las liricas palabras de Poincaré:

En el estudio de los trabajos de los grandes o no tan grandes matematicos, es
imposible no notar y distinguir dos tendencias opuestas, 0 mejor dicho, dos tipos de
mente enteramente diferentes. Uno de estos tipos esta preocupado sobre todo con la
I6gica: al leer sus trabajos, uno esta tentado en creer que ellos avanzan paso a paso, al
estilo de un Vauban quien va presionado sus trincheras contra el lugar asediado,
dejando nada a la suerte. El otro tipo es guiado por la intuicion y de un primer golpe
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logra rapidas pero a veces precarias conquistas, como la caballeria osada en la guardia
de avanzada. (Poincaré, 1900 via 2005: 1012)*

Ahora bien, el problema de la delimitacion del dominio de lo intuitivo conlleva una
complicacion para la identificacién de los primeros principios y por consiguiente la de los
fundamentos. Por ejemplo, la ley de conmutatividad para la suma, ;€S mas 0 menos
evidente que la regla de induccién matematica? En conciso, ¢por qué la primera debe ser
justificada recurriendo a la segunda y no emanar directamente desde nuestra intuicién de
los nUmeros? Es mas, la primera seria menos general que la segunda y quizas por esa
razon mas evidente, ya que ella sélo es una propiedad particular de una operacion entre
los nimeros, mientras que la segunda es un medio para establecer, un sinnimero de

propiedades acerca de ellos.

Ahora bien, nuestra orientacién pragmatica puede ayudar a atender a esta duda no
invitada. Al interesarnos mas en los fines, los métodos de demostracion serian los
candidatos idoneos para ser certificados mediante la intuicion, porque ellos precisamente
son los medios normalmente exigidos para establecer a nuestro conocimiento
matematico. De este modo, si a nuestra intuicion le atribuimos el conocimiento de que los
numeros sean cierta clase de objetos (o su totalidad una determinada estructura) para la
cual se pueda aplicar validamente la inducciébn matematica débil, es porque esta regla
fomenta el asentamiento de gran parte de nuestro conocimiento acerca de ellos™. En
particular, el recurso de la intuicién deberia destinarse a la induccion matematicay no a la
conmutatividad de la suma, porque la primera nos permite obtener mayores beneficios

epistémicos que la segunda.

Sin embargo esta manera de atender a la duda no deseada, atenuaria al atractivo
epistemologico de la primera alternativa. Es decir, para juzgar quiénes son aptos de
adquirir la condonacion de su justificacion por parte de nuestra intuicion, tendriamos que

evaluar las ganancias de conocimiento ofrecidas por los candidatos a recibirla. Por

! sébastien Le Prestre de Vauban (1633-1707). Mariscal e ingeniero militar francés.

> No escribimos que de todo el conocimiento aritmético debido al famoso Teorema de Incompletud de
Godel, precisamente establecido en la aritmética, que nos informa sobre la imposibilidad de esto. Ademas
ya fueron expuestos en nuestro Capitulo 4, algunos limites mas precisos de la induccién matematica, v.gr.
las proposiciones que tratan sobre los nimeros primos dificultan su accionar.
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consiguiente, en lugar de ser un juicio inmediato o directo o a priori o..., tal como
usualmente se supone que deberia ser el caso cuando participa nuestra intuicién, esta
decision seria tomada después de aquilatar las consecuencias y por ende, el veredicto
dado por esta facultad cognoscitiva seria relegado. Y este decremento de la importancia
de la intuicién podria invitarnos a olvidar esta primera alternativa para plantear otra que

abiertamente tenga el mismo sentido de nuestra orientacion pragmatica.

Nuestra segunda opcion para otorgar el aval epistémico al fundamento de la
aritmética estudiado, difuminaria la mancha subjetiva de la primera y en su extremo, se
aclararia con las ideas filoséficas de un matematico cuyo trabajo ya fue citado: Bernard
Bolzano. Recordemos que este tedlogo checo distinguid entre las razones subjetivas y las
objetivas, sefialando que si bien las primeras bastaban en los procesos de justificacion de
nuestro conocimiento, teniamos la obligacion epistémica de hallar a las segundas con tal
de fundamentarlo. Mientras que una advertencia emitida por este fildsofo al momento de
emprender esa busqueda, fue que no nos espantaramos ante el hallazgo de razones cuya
evidencia en primera instancia nos pareciera dificultosa o incluso menor (v.gr. la ley de
continuidad) que la de sus consecuencias (v.gr. la existencia de una solucion real para una
ecuacion cuyo polinomio definitorio asuma tanto valores negativos como positivos).
Expresado esto ultimo con respecto al tema de nuestro interés: la validez de la induccién
matematica débil no debe parecernos mas intuitiva que las conclusiones por medio de ella
adquiridas, v.gr. la ley de conmutatividad de la adicioén, para que ella sea un candidato

epistémicamente digno, de ser un fundamento de la aritmética.

Asi entonces, aqui aconsejaremos inspirados en Bolzano, abandonar toda pretension
de que lo evidente o lo sencillo o lo incuestionable o...(algo subjetivo), sea un indicio
cuando lidiamos con los fundamentos, de que su conocimiento pueda asentarse sobre
nuestra intuicion. Sin embargo tampoco adoptaremos su posicion extrema que
proclamaba la existencia objetiva de las proposiciones (matematicas) y por ende de los
fundamentos, porque no se requiere tal asuncion para reconocer el conocimiento de la

validez de la induccion matematica. En lugar de esa postura metafisica, nosotros
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adoptaremos una perspectiva histérica promoviendo un parametro conservativo que

sirva para adjudicar el conocimiento a un fundamento.

La aparicion de la induccidn matematica (débil) junto con la definicion secuencial de
los nimeros naturales, no marcoé un rompimiento total con el conocimiento aritmético
que le antecedia. Por ejemplo, las leyes de las operaciones aritméticas, como la
conmutativa y la asociativa, no fueron abruptamente abolidas al consolidarse esta
amalgama en los trabajos de Peano o Dedekind. Al contrario, estas leyes fueron
ratificadas siguiendo esta regla sobre las definiciones de las operaciones también
sintonizadas con ella, las “recursivas”. Es decir, la historia de las matematicas nos sugeriria
que la creacion de fundamentos debe cumplir con cuotas conservativas de conocimiento.
Por lo tanto, propondremos que el conocimiento de un fundamento se conceda cuando al
inspeccionar la produccion epistémica por él generada, se mantenga la mayoria de
nuestro conocimiento previo de la(s) teoria(s) revisada(s). Mientras que la tasa de
conservacion se fija alta, puesto que asi se ha manifestado a lo largo de la historia de las
matematicas. Es decir, es un hecho que el conocimiento matematico, a pesar de los
cambios conceptuales o justificativos acontecidos a lo largo de su desarrollo, ha sido muy

estable’®. Si este hecho es contingente o necesario, sélo seria un agregado (en el mejor

'® para todos aquellos influenciados de alguna manera u otra por la filosofia de la ciencia de Thomas Kuhn,
lo conservativo del conocimiento matematico puede ser un hecho dudoso, o incluso podria ni siquiera ser
un hecho. Para bien y para mal, el pasado conforme mas alejado esté del presente, se convierte enun
locutor mudo de todas sus posibles interpretaciones. Mas adn, lo contrario a lo conservativo, i.e. lo
revolucionario, es un término también sujeto a diversas lecturas. Es més, la existencia de hechos
matematicos es algo cuestionable. Es decir, no esperamos encontrar en el mundo algo que refute o
corrobore alguna proposicion matematica, por lo que en el mundo no esperamos hallable una chispa o un
chorro de agua que encienda o apague a una revolucion tedrica y nos permita o cancele hablar sobre su
existencia. En suma, en los relatos sobre el desarrollo de las matematicas, lo interpretativo parece tener
pleno dominio sobre este asunto. Por lo que si uno se obstina en ver revoluciones en las matematicas,
seguramente los vera bajo una interpretacién adecuada a tal fin.
Por ejemplo, en Gillies (1992) se compilan una serie de articulos destinados a discutir si en las matematicas
ocurren o no revoluciones. Sin embargo la tendencia del compilador a favor de su existencia, se puede notar
alo largo de todo este libro que irbnicamente empieza y clausura al debate bidireccional, con el texto de
Crowe (1975). En este articulo, su autor en solitario niega la presencia de revoluciones en las matematicas
de la siguiente manera:

Las revoluciones nunca ocurren en las matematicas...Esta ley depende de la estipulacion minima que

una caracteristica necesaria de una revolucién es que una entidad previamente existente (sea un rey,

una constitucion o una teoria) sea derrocada e irrevocablemente descartada.

(Crowe 1975 via 1992: 19)
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de los casos explicativo) del parametro aqui propuesto para conferir el conocimiento de

un fundamento.

En el caso aritmético, el cumplimiento de este criterio para la induccién matematica
(débil) puede ser ejemplificado retrayéndonos hasta la aritmética euclidiana. Sin dejar de
reconocer todos los cambios en las nociones y en los modos de justificacion detectables
entre la aritmética euclidiana y aquella derivable de los principios de Peano-Dedekind
(Pascal pudiera pensarse como una fase intermedia por sus modos deductivos), se puede
considerar que la definicion secuencial de nUmero acoplada a la inducciébn matematica,
hace mas precisa a la definicion euclidiana. Recuérdese que de acuerdo a la segunda un
numero “es una multitud de unidades”, por lo que la primera podria interpretarse como
una especificacion de la conformacién de esa multitud, basada en la agregacion de una

unidad a la vez (funcién sucesor).

Mas aln, la concepcion numérica de Peano-Dedekind se acopla a un método de
demostracion validado y también fomentado con mayor precision, la induccion
matematica débil, en comparacién con el razonamiento euclidiano de la descomposicion-
recomposicion numérica. Por lo tanto, la continuidad detectada entre la concepcion
numeérica euclidiana y la de los principios Peano-Dedekind, aunada al poder deductivo de
la induccién matematica, nos convenceria de que la teoria aritmética desarrollable a
partir de los segundos, pueda conservar los resultados traducidos de la primera, sobre
todo aquellos juzgados como relevantes bajo pardmetros mas actuales. Por ejemplo, la
existencia de la maxima medida comin de un par de nudmeros demostrada
constructivamente mediante el algoritmo euclidiano en VII.Prob.2, es conservada en las
proposiciones 35-36 de la seccion 86 de los Principios de Peano, asegurando ellas la

existencia del maximo comun divisor de un par de numeros (ver nota 27 del Capitulo 3).

En particular, la aritmética pascaliana no derroco ni irrevocablemente descartd a la aritmética euclidiana.
Tampoco parece ser el caso para el resto de las teorias matematicas respecto a sus predecesoras. Sin duda
han cambiado los métodos de justificacion y las concepciones de los objetos de estudio en las teorias
matematicas. Y algunos sensacionalistas bien informados de esta disciplina, han recalcado estos cambios
para propagar la idea de que las revoluciones en las matematicas si han acontecido. Pues es un hecho, ni
siquiera puesto en duda por ellos, que los cataclismos venden mas que los eventos estables.
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Sin embargo, al realizar esta evaluacion podriamos estar tentados por seguir
retrayendo la comparacion hasta un conocimiento primigenio, uno cuyas bases
justificativas, si los tuviera, estarian en ciernes o serian de dudosa procedencia. ES mas,
ese conocimiento primigenio pudiera contemplarse como surgido gracias a nuestra
intuicion. Y la aritmética al ser la mas popular de todas las teorias matematicas, es un
campo propicio para localizar sus raices dentro de esta facultad. Lo cual podria alentarnos
a restaurar la importancia epistémica de la intuicién, aqui desdefiada en lo que respecta al
conocimiento de los fundamentos. Es decir, si las diversas etapas de nuestro conocimiento
invocadas para evaluar el estatus epistémico de un fundamento, eventualmente
convergieran en algin conocimiento primigenio nacido de nuestra intuicién, entonces,
¢acaso ella no seria el arbitro final para dirimir esta cuestion siendo nuestra segunda

opcidn, solo una postergacion del veredicto dado por esta facultad?

Sobre este planteamiento evitaremos afirmar algo comprometedor porque nuestro
pardmetro epistemoldgico propuesto, comparte su  naturaleza histérica con la
investigacion aqui realizada, mientras que esta Ultima pregunta, parece ser nativa de
otras disciplinas como las ciencias cognitivas. Es decir, si huestro conocimiento iniciatico
de alguna teoria matematica, como la aritmética, fuera realmente conocimiento y no sélo
un grupo de creencias, el cual ademas fuera provisto por nuestra intuicion, esto no
contravendria a nuestra evaluacién conservativa y sélo indicaria que esta facultad si seria
un remoto pero vital participe, de nuestro conocimiento de los fundamentos. En conciso,
nuestro examen esta disefiado para aplicarse sobre teorias con presencia histdrica y no

sobre posibilidades cognitivas.

Mas aln, se podrian postular otras fuentes ademas de la intuicidn para los
supuestos conocimientos primigenios en las matematicas. En particular, debido a los
antiquisimas aplicaciones concretas de los nameros, como el contar y ordenar cosas
materiales, se podria considerar al razonamiento inductivo como el responsable de

nuestro conocimiento inicitico de algunas proposiciones aritméticas'’. Y si se desea ser

17 para reforzar la existencia del conocimiento inductivo de algunas proposiciones aritméticas, se podria
invocar otra vez, quizas para su propio disgusto, a Bolzano. Si admitimos su distincién entre justificaciones
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mas drastico, incluso podria negarsele su estatuto epistémico a los primigenios
“conocimientos” matematicos degradandolos a un grupo de creencias, luego depuradas y
asentadas mediante justificaciones deductivas. Es decir, se podria apelar a la vieja
distincion epistemologica entre contexto de descubrimiento y contexto de justificacion,
para encerrar en el primero a la intuicion, a la induccion y a otras fuentes de dudosa
calidad epistémica como la suerte. De esta discriminatoria manera, nuestro examen soélo
se aplicaria a teorias desarrolladas con demostraciones de por medio. Es mas, se podria
postular que la evolucidn del razonamiento deductivo en las matematicas, esta asociado a
la presencia explicita (en las axiomatizaciones) o implicita (en los desarrollos tedricos
menos rigurosos y mas numerosos) de los fundamentos, pues su amalgama justificativo-
constitutiva serviria para explicar el rasgo mas preciado de este tipo de argumentaciones:
su certeza. Sin embargo debido a nuestra preferencia por la argumentacion histdrica, esta
hipdtesis no sera respaldada pues su justificacion sobrepasa por mucho a los alcances de

la presente investigacion.

En suma, la existencia de “conocimiento” primigenio en las matematicas, no
invalidaria a nuestra evaluacién conservativa para determinar el conocimiento de un
fundamento. Las distintas posturas asumibles sobre este asunto, solo afectarian cuando
pueda o deba aplicarse este examen y a lo sumo quizas, influirian en la interpretacion de
algunos de sus resultados (v.gr. dandole mayor o menor peso a la intuicién). Y aunque
sospechemos que si optamos por elaborarlo exclusivamente para conocimientos

establecidos deductivamente, siempre existiran algunos fundamentos en el fondo de esta

subjetivas y objetivas, entonces como ejemplo de las primeras podriamos tener a los argumentos
inductivos cuyas conclusiones sean algunas proposiciones aritméticas. Y si se busca discriminar a los
argumentos inductivos mediante la exigencia de la certeza en el conocimiento matematico, podriamos
ofrecer distintas razones para superar este odio. Por ejemplo, el conocimiento puede desplegarse en
distintos niveles, sobre todo cuando queremos reconocerle algin atributo, como la certeza. De este modo,
si se conoce con certeza alguna proposicién aritmética, es porgue primero se conoce esa proposicion y luego
se conoce o al menos se tiene alguna justificacion, sobre la certeza de ese conocimiento aritmético. Asi
entonces, el conocimiento inductivo de una proposicion aritmética, podria ubicarse en el primer nivel de
conocimiento, mientras que su conocimiento deductivo conseguido mediante una demostracion, alcanzaria
al segundo pues ademas de justificarla, también brindaria razones sobre la certeza de su respaldo. Por lo
tanto, aunque el conocimiento inductivo de algunas proposiciones aritméticas se ubique en un nivel inferior
que su conocimiento deductivo, no por ello dejaria ser conocimiento.
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comparacion, carecemos del atrevimiento de afirmarlo, ante la falta de un mayor nimero

de evidencias historicas.

En resumen, en esta seccién terminal tratamos de redondear epistemoldgicamente
a nuestra nocion de fundamento basada en las amalgamas constitutivo-justificativas. En
particular, el conocimiento de la validez de la induccion matematica débil, fundamento de
la aritmética aqui estudiado, fue sometido a un riguroso escrutinio ante las sospechas de
su naturaleza convencional. Para realizarlo aprovechamos los argumentos esgrimidos en
una vieja lucha efectuada entre Poincaré, campeon de la intuicion, contra algunos
propulsores de la logica y la teoria de conjuntos, cuyo paladin elegido fue Zermelo. En
conciso, el primero mediante una serie de argumentos incorrectos, tal como lo mostro el
segundo, concluyé correctamente, a pesar del segundo, que la logica y la teoria de
conjuntos, al menos en sus desarrollos sobre la aritmética creados por Peano, Dedekind y
Zermelo, eran incapaces de justificar a la induccion matematica (débil) pues la

justificacion que ellas ofrecen, es circular.

Para resolver el problema del conocimiento de un fundamento, luego se
bosquejaron dos posibles soluciones no necesariamente ajenas. La primera, inspirada en
Poincaré, fue postular a la intuicion como la responsable de nuestro conocimiento de los
fundamentos. Entre todos los candidatos a recibir su conocimiento por parte de la
intuicion, propusimos a los métodos de justificacion, coma la induccidbn matematica, como
los idoneos para hacerlo, ante sus promesas de conseguir mas conocimiento. Y este
interés por obtener mas resultados epistémicos, nos impulsdé a plantear una segunda

respuesta que de entrada fuera completamente pragmatica.

La segunda manera descrita para otorgarle conocimiento a un fundamento, consiste
en evaluar su produccion epistémica para compararla con nuestros conocimientos
previos. Dado que la historia de las matematicas nos revela una alta tasa de conservacion
de su conocimiento, exigimos que un fundamento para ser conocido, deba ser capaz de
generar, con las traducciones pertinentes, a la mayor parte de sus teorias predecesoras.
En particular, la aritmética basada en los principios de Peano-Dedekind, puede mantener a

los resultados de la aritmética euclidiana. Por lo tanto, la justificacion circular de la
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induccion matematica establecida por los principios de Peano-Dedekind es positiva,

puesto que estos principios son conservativos en la aritmética.

Finalmente mencionamos que la evaluacion sobre el poder conservativo de un
fundamento, podria remontarnos hasta un “conocimiento” primigenio cuyo sustento
podria ser la intuicion o la induccién o ...o incluso ninguno. Lo cual no cambiaria a nuestra
segunda respuesta, sino so6lo a su periodo de aplicacion o a su distribucion de importancia
entre diversos medios cognitivos. Para terminar, insinuamos que el desarrollo del
razonamiento deductivo en las matematicas, estd intimamente relacionado con nuestra
nocion de fundamento como amalgama constitutivo-justificativa. Desgraciadamente,
debido a las dimensiones del estudio histérico que se requiere para convertir esta

sospecha en una aseveracion, desistimos de hacerlo.

Hemos emprendido a lo largo de esta investigacion, una busqueda exhaustiva de
empalmes constitutivo-justificativos para promoverlos como la huella caracteristica de un
“fundamento”. En la introduccion de esta nocion, nos centramos en sus cualidades
explicativas, las cuales basamos sobre la pureza y la fertilidad deductivas provistas por
estas amalgamas. Mientras que respecto a sus garantes epistémicos, los cuales deberian
anteceder a las virtudes explicativas para que ellas fueran tales, pudimos haber dado la
impresion de que los presupusimos 0 mas inquietante adn, que les dimos un caracter
convencional. En esta seccién final tratamos de mejorar esa impresion, afiadiendo a lo
puro y a lo fértil de un fundamento, lo conservativo para asegurar su conocimiento. En
conclusiéon, esperamos que nuestro planteamiento filosofico basado en estos tres
atributos, aunado a nuestra evidencia histérica recolectada, haya servido para afirmar que

la induccion matematica débil, es un fundamento de la aritmética pascaliana.
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