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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Introduccién (un poco de historia)

En 1868 Eugenio Beltrami en su articulo Saggio di Interpretazione della
Geometria Non-euclidea (Giornale di Mathematiche VI (1868), 284-312) res-
pondié a la pregunta: ;Qué superficies admiten una transformacién sobre el
plano euclidiano que mande sus geodésicas en lineas rectas?, mostrando que
solo las superficies de curvatura constante cumplen esto. Y més que eso que
las superficies de curvatura negativa bajo estos mapeos dan como resultado
la geometria desarrollada de manera axiomatica por Lobatchevsky y Bolyai.

En este articulo trabaja con la pseudoesfera (figura 1.1), la cual se obtiene
rotando la tactriz en torno al eje Y, consciente de que ésta no puede ser inter-
pretada como un plano al tener una curva frontera, y al no ser simplemente
conexa ya que topoldgicamente hablando la pseudoesfera es homeomorfa a
un cilindro.

Beltrami obtiene una superficie simplemente conexa considerando a la
cubierta universal de la pseudoesfera. Esta superficie que cubre no es todavia
un plano completo debido a que tiene una curva frontera, el horociclo que es
una circunferencia con centro en el “infinito”.

Mostrando de manera implicita que la curva frontera puede ser llevada a
una circunferencia arbitraria con el mismo centro al infinito se obtiene que
la cubierta universal de la pseudoesfera representa a un disco horociclico
arbitrario y por lo tanto a una porcién arbitrariamente grande del plano
hiperbdélico.

La razon por la cual Beltrami cubre a la pseudoesfera es que busca una
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superficie que esté en el espacio euclidiano ordinario y tenga la forma ordi-
naria de medir longitud de arco, no logrando encontrarla pero sin ser esto el
objetivo principal de su excelente trabajo.

Para una exposicién méas profunda sobre los trabajos de Beltrami se in-
vita a leer [16].

Figura 1.1: Pseudoesfera

Continuando con el trabajo de Beltrami en 1901 David Hilbert presenta
el articulo Ueber Flichen von constanter gaussscher Krimmung [6] en el cual
en la primera seccién habla del trabajo de Beltrami y centra su trabajo en
responder la pregunta que Beltrami dejé inconclusa: j Existe una superficie en
el espacio euclidiano ordinario, con la forma ordinaria de medir longitud de
arco, con curvatura constante negativa que cubra al plano de Lobatchevsky
en el sentido definido por Beltrami?.

Cuando Hilbert habla de cubrir con una superficie al plano de Lobat-
chevsky se refiere a tener una transformacién de la superficie en el plano
euclidiano, el cual manda geodésicas en lineas rectas, obteniendo al final la
geometria hiperbdlica de Lobatchevsky.

En esta pregunta, al requerir que las geodésicas se comporten como lineas
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rectas, basicamente se estd pidiendo que se puedan extender indefinidamente
(no tienen un limite o una frontera), y por ende las superficies no pueden
tener frontera. Una superficie que cumpla esta propiedad se dice hoy en dia
que sea una superficie completa.

La geometria (dngulos, distancias, areas, etc.) de una superficie esta da-
da por la primera forma fundamental, la cual se puede escoger de manera
arbitraria (pidiendo solamente que sea no degenerada, positiva definida y
diferenciable), siendo asi dos superficies el mismo objeto geométrico cuando
tienen la misma estructura diferenciable y la primera forma fundamental.
Cuando se mete mediante una inmersién una superficie en el espacio eu-
clidiano R? se puede comparar la compatibilidad de la geometria que tenia
originalmente la superficie con la que tiene R3, induciendo una nueva primera
forma fundamental en la superficie con la métrica de R3. Si la forma inducida
coincide con la original se dice que la inmersion es isométrica.

Por ésto la pregunta formulada por Hilbert se puede reformular en térmi-
nos modernos de la siguiente forma: ;Existe una superficie con curvatu-
ra constante negativa la cual sea completa y pueda ser inmersa de forma
isométrica en R3?

La respuesta a esta pregunta es negativa y una demostracion nos la da el
mismo Hillbert en el mismo articulo.

En este trabajo expongo la prueba de la respuesta a la misma pregunta
en términos modernos, guidndome en una prueba dado por do Carmo en [1],
la cual esta basado en la prueba dada por Hillbert.

1.2. Superficies diferenciables

En esta seccion se definiran los conceptos necesarios para formular y de-
mostrar el teorema de Hilbert en el siguiente capitulo.

Definicién 1.2.1. Una superficie (una variedad diferenciable de dimension
2), es un conjunto S junto con una familia de transformaciones inyectivas
Xy : Uy — S de abiertos U, C R? en S tales que:

1. U, Xa(Ua) = S.

2. Para cada par «, B que cumpla X, (Uy)NX5(Ug) = W # 0, tenemos que
XL W), Xgl(W) son abiertos de R?, y Xgl oX, es un difeomorfismo.

«

(Fig 1.2)
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W = X (Uas) N Xg(Us)

—
X5 (W)
Figura 1.2: Cambio de coordenadas

El par (U,, X,) con p € X,(U,) es llamado una parametrizacion de S
alrededor de py si ¢ = X(uq, v,) € S decimos que (uq, v,) son las coordenadas
locales de q en este sistema coordenado. La familia {(U,, X,)} es llamada
una estructura diferenciable para S.

Observacion. A veces es conveniente pedir que la estructura diferenciable sea
mazimal respecto a las condiciones 1. y 2. de la definicién 1.2.1. Esto significa
que cualquier otra familia que satisfaga las condiciones 1. y 2. deberd estar
contenida en la familia {(U,, X,)}.

Definicién 1.2.2. Sean S, y Sy superficies. Una transformacion @ : S — S
es diferenciable en p € S; si dada una parametrizacion Y : V . C R? — S,
alrededor de p(p), existe una parametrizacion X : U C R? — S| alrededor de
p, tal que p(X(U)) C Y(V) y la transformacion

Y lopoX:UcCR?*— R?

es diferenciable en X71(p). Se dice que ¢ es diferenciable en S; si es diferen-
ciable en todo p € Sy. (Fig. 1.3)
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Por la condicién 2. de la definicién 1.2.1 la definicién anterior no depende
de la eleccién de las parametrizaciones.

Si la transformacion diferenciable ¢ : S; — Sy es invertible y la funcién
inversa ¢! es diferenciable, decimos que ¢ es un difeomorfismo.

Se dice que ¢ es un difeomorfismo local en p € S si existen vecindades U
de py V de ¢(p) tales que f: U — V es un difeomorfismo.

X(U) X(V)

Figura 1.3: Funcién diferenciable entre superficies

Un ejemplo de una transformacién la cual es un difeomorfismo local se
obtiene a partir de la siguiente proposicién:

Proposicién 1.2.3. Para un punto p € S y un vector w € T,(S), con w # 0,
existe € > 0 y una unica geodésica parametrizada y : (—¢, ), tal que y(0) = p
y ' (0) = w.

Observacion. La geodésica v depende del punto p y del vector w, esta eva-
luada por un parametro t, por la cudl la vamos a denotar de la siguiente
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forma:
v(t) = (t,w, p).

0 w Tp(s)

Figura 1.4: Definicién de la funcién exponencial

Definicién 1.2.4. Si para w € T,(S) no cero, la geodésica y(t,w,p) estd de-
finida en t =1, definimos la funcion exponencial exp, : T,(S) — S como

expy(w) :=~v(1,w,p) y exp,(0)=p

Geometricamente, esta construccion corresponde a recorrer sobre S (si es
posible) una longitud igual a |w|, sobre una geodésica que pasa por p en la
direccién de w. El punto obtenido es denotado por exp,(v) (figura 1.4).

Con esto es claro que para una vecindad, U, del 0 € T,(S) en la cudl
tengamos que para todo w € U no cero, estd definido (1, w,p), entonces
exp, baja de manera difeomorfa esta vecindad U a S.

Proposicién 1.2.5. exp, : U C T,(S) — S es un difeomorfismo en una
vecindad U del 0 en T,(S.

La prueba de esto proviene de dos proposiciones, las cuales nos desvian
del tema, pero la prueba y el enunciado de estas estd dada en [1, p.283].
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Definicién 1.2.6. Una transformacion diferenciable o : (—e,e) — S es
llamada una curva en S. Asumamos que a(0) = p y denotemos por D(p) a el
conjunto de funciones sobre S que son diferenciables en p. El vector tangente
a la curva o ent =0 es la funcion o/(0) : D — R dada por

o)) = L)

lt=0, con f € D.
Un vector tangente en un punto p € S es el vector tangente en t = 0 para
alguna curva o : (—e,e) = S con «(0) = p.

Escogiendo una parametrizacién X : U — S alrededor de p = X(0,0)
podemos expresar a la funcion f y a la curva a en términos de X como
flu,v) y (u(t),v(t)) respectivamente. Entonces,

d(foa) |
e "
d (f(u(t),v(t)))

= |t=0

— (0) (%%) 0+v0(5) 0

_ <u’(0) (a%) (0) + '(0) (%) (0)>(f)-

Esto sugiere, dado que tenemos coordenadas (u,v) alrededor de p, que

denotemos por (%)(O) al vector tangente en p que mapea una funcién f en

of
(5

/' (0)(f)

)(0); un significado similar se le asociara al sfmbolo (:2)(0).

Observacion. (£)(0) y (:2)(0) son los vectores tangentes en p de las “curvas
coordenadas”

u— X(u,0), v—X(0,v),

respectivamente. (Fig. 1.5)

Por lo anterior, se sigue que el conjunto de vectores tangentes en p, con
las operaciones usuales para funciones, es un espacio vectorial de dimensién
dos, T,,(S), que es llamado espacio tangente de S en p. Ademas la eleccién de
una parametrizacion X : U — S alrededor de p determina una base asociada

{(7:)(@). (55)(@)} de Ty(S) para cualquier ¢ € X(U).
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Figura 1.5: Curvas coordenadas y sus vectores tangentes

Definicién 1.2.7. Sean Sy, Sy superficies y ¢ : S1 — Sa una transformacion
diferenciable. Para cada p € Sy y cada w € T,(S), consideremos una curva
diferenciable a : (—e,e) — Sy, con a(0) = p, &/(0) = w. Sea f:= poa. El
mapeo Dy = T,(S1) = Ty (S2) dado por

Dpp(w) == §'(0),

estd bien definido y es llamado la diferencial de ¢ en p.

Definicién 1.2.8. Sea S una superficie diferenciable. Una transformacion
diferenciable ¢ : S — R? es una inmersién si Dyp : T,(S) — R? es inyectivo
para todo p € S. Si ademds, ¢ es un homeomorfismo sobre p(S) C R3, donde
©(S) tiene la topologia inducida por R3, decimos que @ es un encaje.

1.3. Superficies riemannianas

Definicién 1.3.1. Una superficie geométrica (variedad riemanniana de di-
mension 2) es una superficie S junto con la eleccion de un producto interior
(., )pen cada T,(S) yp €S, el cual varia diferenciablemente respecto a p
en el siguiente sentido: Para alguna parametrizacion X : U — S alrededor de
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p, tomando q = X(u,v), las funciones

P = (50 520)

Gn) = (5@ 5@)
PO = {50 50)

son funciones diferenciables en U generalmente conocidas como los coeficientes
de la primera forma fundamental. El producto interior ( , ), es llamado mu-
chas veces una métrica (riemanniana) sobre S.

Escribiendo dos vectores w = (wy, ws), w' = (w}, wy) € T,(S) en términos
de la base {%(p), %(p)}, obtenemos la siguiente descomposicién en términos
de la primera forma fundamental

(w, w')y = wiw) E(p) + (wiwy + wawy) F(p) + wawyG(p)  (1.1)
al ser el producto interior ( , ), bilineal.

Definicién 1.3.2. La longitud de una curva « : [a,b] — S diferenciable
estd dada por

b
o) = [l a
donde || || es la norma generada por el producto interior de la métrica.

Observacion. Escribiendo la curva a como «a(t) = (u(t),v(t)), tenemos en-
tonces que
(8) = (1) 4 (1) + V()21 (1)
ou ov "’
por lo cual nos queda [|o/(t)|| de la siguiente manera en términos de la primera
forma fundamental

lo/@®)* = (u'(£))*E(t) + 2u' (' () F(2) + (' (1)) *G(?).

Tomando para dos puntos en la superficie p y ¢, a L(p, ¢) como el conjunto
de curvas diferenciables que unen p con ¢, podemos definir las geodésicas de
la siguiente manera.
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Definicién 1.3.3. Los simbolos de Christoffel Ffj, con 1,7,k = 1, 2, de
una superficie S, en términos de una parametrizacion X, se definen como

soluciones de el siguiente sistema

{rbE+r§F:§Em

1.2

F%E+P§F:EﬁiGm

2
L F +T%,G = 1G,.

Observacion. Las ecuaciones anteriores han sido agrupadas en tres pares de
ecuaciones y para cada par el determinante del sistema es EG — F% # 0. Por
lo tanto es posible resolver el sistema anterior y computar los simbolos de
Christoffel en términos de los coeficientes de la primera forma fundamental.

Definicién 1.3.4. Una curva diferenciable parametrizada v : I — S es
una geodésica en ty € I si para un sistema de coordenadas (U, X) alrededor
de y(to), de forma que en U tenemos y(t) = (x1(t), z2(t)), se cumplen las
siguientes ecuaciones

d?zp, n K dxi%
dt? — YU dt dt

Z7]

-0, k=12 (1.3)

Si vy es una geodésica para todo t € I, decimos simplemente que 7y es una
geodésica. Si [a,b] C I yv: 1 — S es una geodésica, la restriccion de v a
[a,b] es llamada un segmento geodésico que une ~y(a) con (b).

La nociéon de geodésica esta relacionada con el concepto de minimizar
distancias. La siguiente definicién y proposicion nos dice que esto en efecto
sucede

Definicién 1.3.5. Una curva « : [a,b] — S es minimizante si para cada
t1,ts € [a,b] la longitud de o desde a(ty) hasta a(ts) es menor o igual que la
longitud de cualquier otra curva que una a(ty) con a(ts).

Proposicién 1.3.6. Si una curva « : [a,b] — S, parametrizada por longitud
de arco es minimizante, entonces o es una geodésica.
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La prueba a esta proposicién estd dada en [13, p. 151]
Definicién 1.3.7. La curvatura K en p de una superficie S estd dada por
(F%2)u - (Ffl)v + Fbr?l + F%zri - F%F%Z - FhF%z =—EK

Observacion. Es facil notar que E # 0 ya que por definicién

Plnu) = 5,0 5,(0))

y al ser ( , ), un producto interior tenemos que E(u,v) = 0 si y sélo si
%(q) = 0, lo cual es una contradiccién.

Lo siguiente nos da una forma de calcular la curvatura en términos de la
primera forma fundamental cuando F' = 0

Proposicion 1.3.8. Si F' = 0 entonces sucede

w5 (7). ((35).)

Demostracion. Como F' = 0 entonces de (1.2) obtenemos

G,
2G’

Ly E,

267

E,

R T e LT

2E

por lo cual sustituyendo en la definicién (2.14) obtenemos
Gu\ ([ Eu N E, _Ey N G, G,
2G ), 2G ), 2F 2G 2G' ) \2G
E’LL G’U Eu GU .
() (o)~ (32) (3) =

obteniendo por un lado que

-2G,..GFE +2G,G,F —-2E,GE +2E,G,E
4E2G?
EEG G¢,G,E - E,G,E + Eu,G,G
4E2G?
-2G..bG+ GG, E -2FE,,FG+ E,G,E+ E,E,G+ E,G, G
4E2G?

K =
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Por otro lado tenemos que

© = sl (Fe). (750).)

E,G + EG,
E.EG-E, |~ ="
1 ( 2VEG >

2VEG EG

GwVEG -G,
1 < 2VEG

2VEG EG

&G+EQ>

—-2F,,EG+ E,E,G+ E,G,F —-2G,,EG + G, E,G+ G,G,E
AE?G? ’

obteniendo asi la igualdad deseada. O

Definicién 1.3.9. Sean Sy y Sy superficies geométricas. Una isometria es
un difeomorfismo f : Sy — Sy que cumple

(u, v)p = (Dpf(u), Dpf(v)) sy, VP € S1, u,v € Tp(Sh). (1.4)

Una transformacion diferenciable f : S; — Sy es una isometria local en p si
existe una vecindad U C Sy de p tal que f: U — f(U) es un difeomorfismo
que satisface (1.4).

En particular un difeomorfismo f entre superficies S; y Ss, es isometria
si y sélo si se cumplen para todo punto en S; las siguientes tres relaciones

E(p) = <a% a%> - <Dpf (a%) Dyt (%»ﬂp),
o= (o), = (2 () 2 (30)),,
-(38) (oo () s (2

al descomponerse el producto punto ( , ), respecto a la primera forma fun-
damental como indica (1.1) y ser bilineal.
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Definicién 1.3.10. Un campo vectorial X sobre una superficie S es una
correspondencia que asocia a cada punto p € S un vector X (p) € T,(S).

Dada una parametrizaciéon X : U C R? — S podemos escribir

X(p) = an(p) 5-(p) + ax(p) 5-(p).

donde cada a; : U — R es una funcién sobre U y {Z(p), Z(p)} es la base
asociada a X, con 1 =1, 2.

Definicién 1.3.11. Decimos que un campo X es diferenciable en p, si las
funciones a; y as son diferenciables en p.

Observacion. Esta ultima definicion difiere de la que se trabaja usualmente
en un curso de geometria riemanniana o un curso de topologia diferencial,
pero fue elegida debido en parte a su simpleza por un lado y por otro, debido
a que con esta definicién se logra dar una prueba sencilla del lema 2.8.1.

Por otro lado en [2, p. 25], doCarmo prueba que la definicién usual y la
dada en este trabajo son equivalentes.
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Capitulo 2

Teorema de Hilbert

En este capitulo se enunciara y probara el teorema de Hilbert, haciendo
primero consideraciones para reformularlo y facilitar la prueba. Después se
descompondra la prueba en ocho lemas, que nos permiten dar la prueba del
teorema en unas cuantas lineas.

2.1. Enunciado y consideraciones previas

Definicién 2.1.1. Una superficie S riemanniana es completa st para todo
punto p € S y cualquier geodésica parametrizada

v:[0,6) =S con ~(0)=p,
ésta puede ser extendida en una geodésica parametrizada
¥:R— S,
definida sobre toda la recta real.

Como ejemplos de superficies completas tenemos al plano euclidiano, a la
esfera, el cilindro “infinito”dado por S! x R y el cono “infinito”. M4s adelan-
te se caracterizaran a las superficies completas, de forma que sea facil saber
cuando una superficie es completa o no.

Una propiedad interesante de las superficies completas que se puede de-
ducir rapidamente de la definicion esta dada por el siguiente teorema:

17
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Teorema 2.1.2. Si S es completa entonces podemos extender la transfor-
macion exp, dada en la definicion 1.2.4, de B.(p) C T,(S) a todo T,(S)

Demostracion. La transformacién exponencial exp, : T,(S) — S, estd defi-
nido sobre una vecindad B.(p) = {v € T, | || v ||< €} para alguna € > 0.

Recordando que
expy(v) = v(1,v),

como S es completa, a v la podemos extender a todo R a través de 7.
Sea w € T,(S), entonces

—w € B.(p).
2 [Jw ]

Por la homogeneidad de 7 y al estar definida sobre todo R se tiene que

para todat € R
Y\ bW | =79\bLgr W) -
2w 2wl

2 || w |l
3

e R.

Sea t, =

Entonces se tiene que

E 13
expy(w) = 7(L,w) = 7 (—to, w) _5 (t, —w)
v ] 2w ]

Esto da pie al teorema de Hopf-Rinow-De Rham.

Teorema 2.1.3 (Hopf-Rinow-De Rham). S es una superficie completa si y
solo st para cualesquiera dos puntos p,q € S, existe una geodésica vy que une
ap con qy que cumple £(y) = inf{l(«) | @ curva que une a p con ¢}, donde
( es la longitud de arco.

La prueba de este teorema no esta dentro de los objetivos de este trabajo,
pero para el lector interesado la puede encontrar en [14, p. 342].
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Superficies no completas:

Con el teorema de Hopf-Rinow-De Rham tenemos un método para poder
comprobar si una superficie es completa o no.

Ejemplos de superficies completas hay varios, siendo los més sencillos de
verificar via el teorema de Hopf-Rinow-De Rham, el plano euclidiano, en el
cual las geodésicas son las rectas, y la esfera con la métrica inducida por R3,
en la cual las geodésicas son las circunferencias mayores, ya que por cuales-
quiera dos puntos del plano o de la esfera pasa una geodésica que los une
cumpliéndose asi, por el teorema, que sean completas .

Una de las hipétesis del teorema de Hilbert, es que la superficie sea com-
pleta, por lo cual es bueno ver la existencia de superficies no completas, ya
que si no esta hipdtesis sobraria.

Para ver la existencia de superficies no completas, en la siguiente propo-
sicién se partirda de una superficie completa de las cuales conocemos algunos
ejemplos.

Figura 2.1: Cono Sin Vértice

Proposicién 2.1.4. Sea S superficie completa, p € S. Entonces S\ {p} no
es completa.
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Demostracion. Tomemos ¢ € S en una vecindad abierta de p € S lo suficien-
temente pequena.

Como por la proposicién 1.2.5 exp, es un difeomorfismo local, entonces
existe v € T,(5) tal que:

p = expy(v) = (1, v).

En otras palabras existe una geodésica v que pasa por p y g en S, pero

en S\ {p} no podemos extender esta geodésica ya que tendria que pasar por
p. 0

Otro ejemplo interesante es de la pseudoesfera quien tiene curvatura ne-
gativa.

Proposicion 2.1.5. La pseudoesfera tiene curvatura constante —1 y no es
completa.

Demostracion. Empecemos viendo que la pseudoesfera tiene curvatura nega-
tiva. Para esto daremos la siguiente parametrizacién X : [0, 00) x [0, 27] — R?,
definida como:

X(u, v) = (L(u) cos(v), ——(u) sen(v), u — tanh(u)> |

cosh cosh

De aqui calculamos 86 =X,y % = X,, quedando que

u

_(_tanh(u)cos(v) tanh(u)sen(v) anh2(u
Xy(u,v) = ( cosh(u) °~ cosh(v)  banh’( ))7

]

cosh(u)’ cosh(u)’

por lo que tenemos que la primera forma fundamental queda como
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Por otro lado los coeficientes de la segunda forma fundamental son

o B _tanhQ(u)
e(u,v) = (N, Xy) = —cosh(u) ,
flu,v) = (N,X,) =0,

- _ tanh®(u)
glu,v) = (N, X,,) = cosh(u)

Por [1, p. 155] sabemos que la curvatura esta dada por

Ko 91"
EG — F?

por lo cual tenemos que para la pseudoesfera

B tanh(u) tanh(u)
© B cosh(u) cosh(u) .,
(w,v) = tanh®(u) o

cosh?(u)

Para ver que no es completa, consideramos para v € [0, 27] fijo la imagen
de la curva « : [0,00) — S dada por

a(u) == X(u,v).

La imagen corresponde a una geodésica de la pseudoesfera, al ser una tractriz,
la cual es la curva generadora de la pseudoesfera, es decir es un “meridiano” de
la superficie, y por [1, p. 255], sabemos que estds curvas parametrizadas por
longitud de arco son geodésicas.

Pero esta curva a no se puede extender dentro de la pseudoesfera, ya que
a pasa por la frontera de ésta. Asi tenemos una geodésica que no se puede
extender a todo R.

Por lo tanto la pseudoesfera no es completa. O

Enunciemos ahora el teorema de interés en este trabajo, el cual justamente
nos dice que no podemos “veriina superficie hiperbdlica en R3.

Teorema de Hilbert. No existe una inmersion isométrica 1 : S — R3 de
una superficie completa S con curvatura constante negativa en R3.



22 CAPITULO 2. TEOREMA DE HILBERT

Por los trabajos [7], [8] s sabe que las superficies completas de curvatura
constante negativa estan dadas por

HY/T,

donde T" es un grupo discreto de isometrias de H? el espacio hiperbdlico de
dimensiéon dos, por lo cudl se pueden construir varios ejemplos de superficies
completas de curvatura constante negativa.

En este trabajo solo se mencionan explicitamente dos representaciones
del espacio hiperbdlico de dimensién dos, siendo uno de ellos el plano hi-
perbdlico, H, y el otro el plano de Lobatchevsky (o el modelo del semiplano
hiperbdlico), R%, aunque existen mds representaciones siendo estds el modelo
de disco de Poincaré y el modelo de disco de Klein, todas ellos estudiados a
detalle en [16].

Para facilitar la demostracion del teorema de Hilbert supondremos sin
pérdida de generalidad, que la curvatura K de la superficie S es constante e
igual a —1.

Esto se logra considerando la siguiente métrica ( , ) := |K|( , ), y recor-
dando de la definicién 1.3.7:

(F%2)u - (F%l)v + 1—%2]:‘%1 + F%QF%Q - F%IF%Q — F%lr%Z =-—-FK.

Donde T'%

i con i, 7,k =1, 2 son los simbolos de Christoffel.

Entonces de la definicién de los simbolos de Cristoffel nos queda para ( , )
el siguiente sistema:

TL,E+T,F=E,,

{FLF + F?la = F, — %Fva

{F;E +T,F = B, 1)
T, F +T0,G = LG, '
Tp,E +TpoF =F, — 4G,

{fgﬁ +T5,G = 1G,.

Pero por definiciéon sabemos lo siguiente:
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)
) =K (G ) = IKIG(o)

1 {2 2N kR, ),
ou’ v

por lo cual el sistema (

E(u,v) :

|
s
S
I
S

) =Ko

o 0
. o 0
): a0’ 0

Il
S

I Ql

=

=4
DNEREE
ol o Pl

i
“Q
=
i
/\

[\]

.1) se convierte en el siguiente sistema:
=1 =2
|K|(F11F + FnG =F,— %E’U)?
=1 =2
|K|(F12F + I‘12G = %GU>7
|K|(f%2E + ngF —F, -
|K|(Tyo F' + I'5,G = %Gv).

Gu),

1
2

Por lo tanto las soluciones de (2.1) son:

k 1k .. .
Iy =10, con 4,5,k=1,2.

Por lo cual la curvatura K bajo la nueva métrica (, ) es
S — —2 1 =2 =2 -2 —2 -2 —1 —2
—EK = (I'g)u— () + Tl + Tl =Ty — T,
- (Ffz)u - (F%I)v + bei + F%QF% - F%1F§2 - Fhr%
— _EK,

Obteniendo asi que
FK =FEK = |K|FK,
y por tanto despejando y recordando que K < 0 obtenemos que
K=-1.
Maés que eso, como exp, : T,(5)

S es un difeomorfismo local, entonces

%
Dy(expy) : T,(S) = T,(9),
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es un isomorfismo de espacios vectoriales, identificando a Ty(7,(5)) simple-
mente con 7,,(5).

Con ésto podemos definir el siguiente producto interior, inducido por
expy, para u y v en 1,(S):

(u,0)" = (Do(expp)(u), Do(eapp)(v)).

Sean S’ := T,(S) con la métrica (, )*, ¢ = exp,(v), entonces por el lema
de Gauss [1, p. 367] tenemos:

(u,0)" = (Dy(expy)(u), Dy(expy)(v), = (u, ),

Es decir con esta métrica tenemos que la funcién exp, es una isometria y
por lo tanto K (S’) es constante e igual a —1

Asi, si tenemos una inmersién isométrica ® : S — R3, entonces
Y :=doerp,: S — R
también serd una inmersién isométrica.

Por esto el teorema se reduce a demostrar que para S’ no existe una in-
mersién isométrica en R3

Esto se probard en lemas de la siguiente forma:

Primero veremos que S’ es isométrico al plano hiperbdlico, y por tanto
tiene area infinita.

Después en los siguientes lemas se asumira la existencia de la inmersion
isométrica W y se probard que existe una parametrizacién de S’ bajo la cual
el drea de S’ es menor que 27.

2.2. Primer Lema

Empecemos viendo que S’ es isométrico al plano hiperbélico H, y por
tanto el area de S es infinita.
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Recordemos que H es R? con coordenadas (u,v) y la siguiente métrica:

g o0\ /O O\ . - /O O\
E_<%’%>'_1’G_<8v’8v>'_e ’F_<8u’8v>'_o

Entonces segun la proposicion 1.3.8 tenemos que

B 1 (< E, ) n ( G > ) 1 (262“> o 2et )
2VEG vEG/, vEG)/, 2ev \ e* J 2ev
Lema 2.2.1. S’ es isométrico al plano hiperbdlico H

Demostracion. Consideremos una base { X1, Xs} ortonormal de 7,(5") y una
funcién

L:T,(H)— T,(S") lineal, con:

0
L(z-) =X
y
9,
L(@) = X2

Entonces al ser L lineal tenemos que
d(L), = L(v), Yw, v e T,(H),

y con esto se mostrard que L es una isometria.

Para esto basta ver que

<d<L>w (%),dw)w (%)>:<L (%)L%»

o (5) 2o (3)) = () -+ ()

= 62u<X2, X2> = €2u
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o (52) - (5)) - G)-+ (@)

= €u<X1, X2> =0

Por lo tanto L es una isometria:

(s (8 00 (2))
(200 (2))
(2 a0 (2))

Sea ¢ : H — S’ definida como

I
—_

() (
() (
() (

@ = expy o Lo e:qu_l.

))
)=
)

S

)
Y
9

Il
o

le Il Plo

S

Veamos que ¢ esta bien definida, es decir es necesario probar que expgl
esta definida para cualquier punto p en H.

Esto es equivalente a probar que por cualesquiera dos puntos pq, ¢; € H
pasa una unica geodésica.

Para esto consideraremos a R% := {(z,y) € R*|0 < y} junto con la
siguiente métrica:

9 0N _1 /O ON /9 9N 1
ox’ 0z /" w2  \oy' ox/ T \oy oy/ y*

Observacidn. Con esta métrica R se conoce como el plano de Lobatchevsky.

Del plano de Lobatchevsky sabemos lo siguiente:

Proposicion 2.2.2. Por cualesquiera dos puntos del plano de Lobatchevsky
pasa una geodésica.
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La demostracion de esta proposicion es dada en el Apéndice A.

A continuacién se probard que H es isométrico a R bajo:

£:H—R?* con &(u,v):=(v,e™).

Proposicién 2.2.3. H es isométrico a R%, bajo &.

Demostracion. Debido a que 0 < y, entonces log(y) esta definido, por lo cual

M (x,y) = (—log(y), x),

es la funcién inversa de &, y claramente & v €1 son diferenciables.

Entonces:

0 0
por lo cual identificando a — y — con 1 y 0 respectivamente ob-
Ju ~ Ov 0 1

tenemos:
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y ya con esto tenemos que & es una isometria entre H y Ri, porque:

(@) (28 -

9 9 _ —ua —ua _ —2u ﬁ g
e(n) e ()= i) = )

(@)@ (28 (Eeh)-

Por lo tanto £ es una isometria de H en R [

Al ser H isométrico a Ri, como Ri es una superficie completa entonces
H también es una superficie completa y tenemos que entre cualesquiera dos
puntos de H pasa una geodésica.

Entonces ¢ estd bien definida, ya que todo punto p € H esta unido con
una geodésica a g € H, y bajo una reparametrizacién adecuada p es imagen
de algun vector v € T,(H) bajo exp,, que es lo que querfamos mostrar.

Por 1ltimo nos falta probar que ¢ es una isometria.

Para esto utilizaremos coordenadas polares en T, (H) y en T,/ (S"):

0
— e T,(H).
aue q()

Primero escogemos una direccion w :=
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Sean:

C=A{pw]|p>0}=(p0), L:=eap,l), ¢ :=L{) y L =expy(l).

Tomemos p € Hy v := exp, ' (p) es decir, tenemos que:
Dy(exp,") = Dy(exp,) "
Identificamos T, (7},(H)) con T, (H) y consideramos a
U= Dy(expg)(v), vy W= Dy(expy)(w)
Entonces
v = D,(exp,) (V) y w = D,(exp,) " (W)
Y por lo tanto
(0,W)p = (Dy(exp,)(v), Dy(expg)(w))p,
pero por el lema de Gauss
(Dy(expg)(v), Dy(expg)(w))y = (v, w)q.
Ademas por construccién
(v, w)q = (Dy(expy) ™' (T), Dy(expy) ™ (@))g-
Entonces nos queda
(0, @), = (Dy(exp, ") (0), Dylexpy)(@))q,
esto para cualquier w € T),(H).

1

Por lo tanto al ser p € H arbitrario tenemos que exp,” es una isometria

global.

Como:
Dy(#) = Dyleapy 0 Locap;") = Dysy(capy) o Lo Dyleap;’) p € H,

y la composicién de isometrias es una isometria, entonces ¢ es una isometria.

]
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Podemos aqui hacer una pausa para analizar con mas detalles las geodési-
cas de R%

Recordando de [2], los simbolos de Christoffel estén dados por las ecua-
clones:

0 0 0
Zrzjglk (8 gjk+8 Gki — axkgij> (2.3)

En este caso:

Entonces:

Dhgun + T2iga1 = Tt = T (o) = & (gt + gt — gy ) =
11911 11921 11911 11 y2 2 a 11 a.’L‘ 11 a 11
170 ,1 0,1 0,1 1

5 (4 )~ () ) =5 040-0) =

Obteniendo asf: T'1; = 0.

De manera analoga vemos que:
2 1 1 1 1 2 2 1
F11:§a FI_F2_F22__§7 IS =T, =T%=0.

De la definicién 1.3.4 las ecuaciones geodésicas son:

A’z rk dx; dx]
= 2.4
dt? * Z Gt dt 0 (24)

Por lo que obtenemos dos ecuaciones:
d*x dx dx dx dy dy dy d*x  2dxdy

+ T —— + 20— — + T}, — — == =0 2.5
dez M dt 2atdt T Rdtdt  dt2 ydtdt (2:52)

d*y L2 dx dx o2 42 dx dy T2 dy dy _

a2 T ar dt 2 dt T 2dt dt
d?y dx dy
(=) -z = 0. 2.5b
dt2+y(dt) <dt) . (2:5b)
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De igual manera podemos calcular los simbolos de Christoffel para H.
Ahora tenemos

Entonces por (2.3) obtenemos:

1/ 0 0 0
I +T?11gy =T}g11 =11, = 5 (%(1) + %(1) - %(1))
1

=—-(04+0-0)=0.
S0+0-0)
Obteniendo: T'; = 0.
De manera analoga obtenemos:

[ =Ty =T =05=0, Ip=—e* T3 =0},=1

Sustituyendo en (2.4) las ecuaciones geodésicas son:

2

d2_x — e2u @ = 0

dt? dt ’
d*y dx dy

Ty erdy
gz Plara — Y

Por lo probado en el apéndice A, las geodésicas en R? se ven graficamente
asi:
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Figura 2.2: Geodésicas del Plano de Lobatchevsky

2.3. Segundo Lema

Para facilitar el trabajo de aqui en adelante supondremos que existe una
inmersién isométrica

S — R
Es decir tenemos que Dg(v)) es inyectiva y

(Ds()(u), Ds(@)(0)y(s) = (w, v)s Vs €5,

ademés de que 1 es un encaje con la topologia de R3, es decir es inyectiva y
considerada de la siguiente manera:

S = p(S),

es continua, y la funcion inversa es continua. Puesto de otra manera ¢ es un
homeomorfismo sobre su imagen.

Utilizaremos a ¢ para inducir la geometria extrinseca de R? en S’.

Como 1 es una inmersion entonces tenemos que para todo s € S’ podemos
encontrar V', una vecindad de s en S’, de forma que la restriccién

E: w‘Va
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N ‘\
e~

NN

/0TI AN
AN

T

2

s S

N

Figura 2.3: Imagen en H de las geodésicas de R bajo &

sea un difeomorfismo.

Como 9 es una isometria, entonces tenemos que en (V') la curvatura es
constante e igual a menos uno (K = —1).

Por lo cual para todo punto p de (V) podemos hablar de direcciones

asintoticas en T,(1(V)).

o . —\ -1 . s
Regresando estas direcciones bajo D, (¢ ) obtenemos direcciones asintoti-
cas en Ty(5").

Siguiendo este proceso podemos asi hablar de cualquier concepto que
tengamos de una superficie diferenciable M.

Definicién 2.3.1 (Red de Tchebyshef). Las curvas coordenadas de una para-
metrizacion forman una red de Tchebyshef si la longitud de los lados opuestos
de cualquier cuadrildtero formado por ellas son iguales.

La siguiente proposicién nos da una caracterizacion ttil para saber cuando

las curvas coordenadas de una parametrizacion forman una red de Tchebys-
hef.

Proposicion 2.3.2. Las curvas coordenadas son una red de Tchebyshef si y
solo si:

o8 _,_ic
v Ou’
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Demostracion. Supongamos que las curvas coordenadas forman una red de

Tchebyshef.

Sean:
ap(u) == X(u,vg) , a1(u) := X(u,v),

siendo la v fija en oy arbitraria, entonces

(1) = P u,0) = Xouw,w) ¥ ah(w) = () = Xo(u,v),

ou ou

sucediendo la segunda igualdad para cualquier v fija, por lo cual

log ()]l = [ Xu(u, vo)l| = VE(u,v0) v g (w)l = [IKu(u, )] = vV E(u,v).

Pero por hipdtesis tenemos que

[ laiolas = [ lai)las,
uo uo

/u:mdt:/u:mds,

que es equivalente a

es decir

/u VEG 09) — /E(5,0) ds = 0.

entonces
VE(u,v) — /E(u,v) = % (/uu VE(s,10) —\/E(s,v) ds) = 0.

Asi vemos que

E(u,vy) = E(u,v),

para cualquier v en el dominio.

Por lo tanto F es constante respecto a v, entonces

OE

%—O.



2.3. SEGUNDO LEMA 35

De manera analoga se demuestra que

oG

9
ou ’

Pero ahora tomando curvas «ag y «; junto con las curvas:
50(0) = X(“Ovv) ’ ﬁl(v) = X(U, U)'

Supongamos ahora que

0 _
ov

e

0= %0

Esto nos dice que E no depende de v y que G no depende de u.
Es decir E es constante respecto a v.

Por lo cual
E(u,v) = E(u,v),

para toda v en el dominio.

Entonces

/u:mdtz/u:mds,

[ ailas = [ e s)jas

También G es constante respecto a wu.

por lo que

Es decir
G(ug,v) = G(u,v),

para toda u en el dominio.

Asi tenemos que

[ Vet a= [ Vet
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lo cual nos da

/ 164(t)d = / 181(6) .

Por lo que lados opuestos de un paralelogramo formado por curvas coor-
denadas tienen la misma longitud O]

Con todo esto podemos probar el siguiente lema:

Lema 2.3.3. Para todo s € S’ existe una parametrizacion X:U C~]R2 — 5,
tal que las curvas coordenadas de X son las curvas asintéticas de X(U) = V'
y forman una red de Tchebyshef.

Demostracion. Sea s € S', y X : U — S’ una parametrizacién local.

Como K (s) < 0 entonces tenemos dos direcciones asintéticas (distintas):
Ay # As.

Sean

p=X1s)eU y B;:=(DX)(4)eR.

Consideremos {e;, e»} la base canénica de R?, y definamos la siguiente
transformacién lineal

T:R* = R?* con T(e):=(B).

Definamos N B
X:R* =S como X:=XoT.

Entonces para ¢ := T~ !(p) tenemos
DX =D,XoT,

por lo cual

Dqg(ei) = DpX e} T(ez) = A,L

Es decir D,X(e;) son las direcciones asintdticas, y como por construccion
son los vectores tangentes de las curvas coordenadas en el punto s, entonces
las curvas coordenadas son asintéticas.



2.3. SEGUNDO LEMA 37

Veamos ahora que bajo la parametrizacién X las curvas coordenadas for-
man una red de Tchebyshef.

Es decir por la proposicion 2.3.2 tenemos que probar que sucede
E,=0=d4,. (2.6)
Recordando que
E, = 2(Xu, X,), Gu = 2(Xy, X,),

entonces (2.6) es equivalente a probar que §§w es paralelo al vector normal
N, dado por el mapeo de Gauss.

Observacidon. Nétese que tiene sentido hablar del mapeo de Gauss, ya que
podemos escoger la vecindad U de la parametrizacion X lo suficientemente
pequena, de manera que X(U) sea orientable.

Para lograr esto es conveniente recordar de [1, p. 141] que la segunda
forma fundamental estd dada por

11, (v) = =(DpN(v), v)p-
y que localmente los coeficientes de la segunda forma fundamental son
e = (N, Xu) = (N, X,),
f= (N, Xu) = (N, Xo), (2.7)
9= (N, Xpp) = =(Ny, X,).
También es 1til senalar que como (N, N) = 1 entonces derivando obtenemos

9N, NY = 2(N,, N) =0,

U
)
(N, N) = 2(N,, N) = 0.

Por lo tanto N,, N, € Ts(S"), y como §§u, XU forman una base de T5(S")
entonces

N, = anX, 4+ an X,

N, = 0612§§u + 06225271-
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para algunas aqq, g, o1, Qg en R.

Por lo cual si tomamos (t) = X(u(t),v(t)) entonces

= SN, o(1))
= Nyu' + Nyv

= (Oéugu + @21§§U)U/ —+ (Oélggu + OCQQXU)U,

DpN(+'(t))

= (ant’ + a1a0) Xy, + (a2t + anv')X,.
Por lo que en la base {X,, X,} tenemos que
b= (o o2).
Y por [1, p. 155] tenemos que
K = det(D,N) = det(a;;).

Entonces

Ny NN, = (allggu + a21§§v) A (a12§§u + a22§§v)
= (o109 — 04120621)(§§u A Xu)

= K(X,AX,).

Sabemos por definicién, tomando D = v EG — F? que

vo KnX | XaX, XX,
X AKX VEG-F? b

(2.8)

Ademas
(NAN)y=N,AN,+NAN,, v (NAN,),=N,ANN,+ NA Ny,
por lo cual al tomar la diferencia

(NAN)w— (NAN), =2(N,AN,) =2K(X, AX,) =2KDN. (2.9)
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También sabemos por (2.8) y por las ecuaciones de (2.7) que
1 ~ ~
(NAN,) = 5((Xu AX,) A Ny)
1 ~ - - ~
1 ~ -
= B(fX“ —eX,), (2.10)
y que
1 ~ ~
(NAN,) = B((XU ANX,) A N,)
1 ~ - - ~
= 5(<Xua NU>X’U - <Xv7 N’U>XU)
1 ~ -
= (oK, — fX,). 2.11
L (6%, - 1%,) 2.11)
Sea a(u) := X(u, v) con v fija, una curva coordenada.
Entonces para a(u) = p, por [1, p. 142] tenemos
I (d/(u)) = —(DpN(a/(u)), o' (u))y
= —(N'(u), o/(u)),
= (N(u), a"(u)),
Pero
I1,(a/(w)) = —=(DpN(d/ (u)), o/ (u)), =0,
al ser o (u) una curva asintética en X(U).
Ademés o (u) = Xyu(u,v), por lo cual obtenemos
e = (N(u,v), Ky (u,0)) = (N(u), o () = TT,(/ () =0, (2.12)
De manera andloga considerando ahora a S(v) = X(u,v) con u fija,

obtenemos que

9 = (N(u,v), Xon(u,v)) = (N(v), 5"(v)) = I1;(5'(v)) = 0.

(2.13)
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Como 12
eg —
1=K oz
entonces )
-1 i’
D2
por lo cual
i = +1.
D
Sustituyendo (2.12) y (2.13) en (2.10) y (2.11) vemos que

(NAN,) =+X, y (NAN,) =7FX,.
De esto obtenemos sustituyendo en (2.9) que
—2DN =2KDN = (N AN,y — (N AN,y = FXpu F Xuo = F2Xo0,
Por lo tanto tenemos que Xuv es paralelo a V.

De esta relacién vemos que
Ev = 2<Xuv> Xu) =0= 2<Xvu7 XU> = Gw
que es lo que queriamos probar.

Por lo tanto la parametrizacion X forma una red de Tchebyshef. ]

2.4. Tercer lema

Otros resultados que nos van a ser extremadamente ttiles para probar el
siguiente lema son

Proposicion 2.4.1. Si las curvas coordenadas forman una red de Tchebyshef
entonces podemos reparametrizar la vecindad coordenada de manera que

E=1, F=cosf y G=1,

donde 0 es el dngulo formado por las curvas coordenadas (es decir el dngulo
que forman los vectores tangentes de las curvas en el punto de interseccion,).
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Demostracion. Como las curvas coordenadas forman una red de Tchebyshef
por la proposicién anterior tenemos que

05 _
ov

e

0= —.
ou

Es decir F es funcién que sélo depende de u y G es funcién que sélo
depende de v :

E(u,v)=E@w) v G(u,v)=G(v).

Sean a(u) = X(u,v) con v fija arbitraria, y f(v) = X(u,v) con u fija
arbitraria, curvas coordenadas.

Entonces la longitud de arco de las curvas es

aun=1£:wv@ﬂm5=:A:vEK5da

i) = [ 18l = [ VG a

V0 Vo

Reparametrizando por longitud de arco a y 3 obtenemos que
o/ (@)]] =1 = [|5"(0)]].

Pero
o (u) = Xg(w,0) y B'(0) =Xs(u,0),

teniendo asi

E(?’I,/ﬁ) = <Xﬂ(ﬂﬂma Xﬂ(avﬂ» =1,

G (u,v) = (X5(u, ), X5(u,v)) = 1,

F(@,7) = (Xa(@,0), X500, 7)) = [|Xa ]| || cos § = cos 6.
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Proposicion 2.4.2. Si las curvas coordenadas forman una red de Tchebys-
hef, por la proposicion anterior tenemos E =1 = G y F = cosf. En este
caso sucede que

euv

sin@’

Demostracion. Como E =1 = Gy F = cos6, sustituyendo en las ecuaciones
de los simbolos de Christoffel obtenemos:

'}y + T cosd =0,

I}, cosf +T% = —sind -0,

I}y + '3, cos0 =0,

I'lycos0+ T, =0,

I}, + %, cos0 = —sinf -0,

[y, cosf + '3, = 0.
Obteniendo que

9 0., s _ 6, cost

11 — — 22

, I, =0=TI%.

sin @’ sin @

Como
(F%Q)u - (Ffl)v + D05, + 5,00, — I35, - T, = —E K,  (2.14)
entonces sustituyendo los simbolos de Christoffel en (2.14) obtenemos que
0 0 0, cosf
K=-EK = — (- u | u v
( sen@)v ( senQ) ( sen 0 )

0,,sen60 — 0,0, cosf + 0,0, cosd

sen2 0
_ Oyysent
~ gen2d
o euv
~ senf’
Por lo tanto 9
K=--"" 2.15
sin @ ( )
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Lema 2.4.3. Sea V' C S’ la vecindad coordenada del lema 2.3.3, i.e. las cur-
vas coordenadas son curvas asintoticas en V'. Entonces el drea A de cualquier
cuadrildtero formado por las curvas coordenadas es menor que 2m.

Demostracion. Sean u, v las coordenadas locales de V' de la parametrizacion
X del lema 2.3.3.

Como las curvas coordenadas forman una red de Tchebyshef, por la pro-
posicién 2.4.1 podemos reparametrizar a V' por u, v de manera que

E=1=Gd, F =cosf.

Sean

X (@, 01), X(@y, ), X(@y, ), X(tha, ) € V7,

y denotemos por R al rectdngulo formado por las curvas coordenadas que
tiene a los puntos anteriores como vértices, con angulos internos

g, Qg, (3, Q4.

Como por (2.15) tenemos que

H’U,'U
1=K = —
senf’
entonces
0., = sené.
Por lo que

A = /dA (2.16)
R
= vVEG — F2 dudv

R

= /\/1—cos20dudv:/sen0dudv
R R

- /em, du dv (2.17)
R
(

= 0(u,01) — 0(uz, 01) + 0(Uz, UV2) — O(uy, Va)
= aptaz3—(m—a) — (m—ay) — 27

< 4m—2m

2m.
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Ya que «; < 7 al ser todos los vértices puntos hiperbdlicos.

Figura 2.4: Vecindad R

Observacién. La funcién 8 en X(z, 1) y en X(iy, 02) mide el dngulo generado
entre el vector tangente a la curva X(s,v;1) que va de X(uy, 1) a X(ug, 1) en
s = Uy y el vector tangente a la curva X(us,t) que va de X(ug, v1)a X(us, vs)

en t = v, respectivamente.

Por lo cual
0(&2,’171) =T — (9.

De manera analoga
O(uy,02) = T — ay.

2.5. Cuarto Lema

Hasta ahora todas las consideraciones han sido locales.

Definiremos ahora una funcién
. 2 /
x:R*— 5,

de manera que sea una parametrizacién global de S’.
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La funcién x se define de la siguiente manera:

Sea O € S’ un punto arbitrario, y escogemos orientaciones de las curvas
asintéticas que pasan por este punto (se escogen orientaciones de las rectas
tangentes a las curvas coordenadas).

Seleccionamos una de estas curvas asintéticas etiquetdndola aq, mientras
la otra la etiquetamos como as.

Para cada (s,t) € R?, x(s,t) se obtiene recorriendo primero sobre a; des-
de O una longitud s.

Llamemos p’ el punto obtenido.
Por p/ pasan dos curvas asintdticas, siendo una de éstas por construccion
ai.

Denotemos la otra como @ y se le da la orientacién obtenida de extender
de manera continua la orientacién de as a lo largo de a;.

Esto es posible debido a que S’ por construccién es homeomorfo a R? y
por tanto es simplemente conexo.

A continuacién, a lo largo de @b se recorre desde p’ una longitud ¢ obte-
niendo un punto q.
Definimos

x(s,t) :=q.

Proposicién 2.5.1. x estd definido para todo (s,t) € R?.

Demostracion. Para probar esto probemos primero que x(s,0) estd definido
para todo s € R.

Supongamos que no esta definido en algin sy € R.

Entonces existe s; € R tal que x(s,0) esta definido para todo s < sy,
pero no para s = S.
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xf.‘i'.ufj = ,?/

Figura 2.5: Construccién de x(s, t)

Como por construccién x(s,0) = a;(s), entonces a; no estd definida en
S1.

Como S’ es una superficie completa por el teorema de Hopf-Rinow-De
Rham 2.1.3, tenemos que S’ es un espacio métrico completo respecto a la
métrica geodésica.

Ademads como para todo punto p € S’ existe una vecindad normal W [2,
p. 72|, entonces la topologia inducida por la métrica coincide con la topologia
de 5.

Al ser la curva
aj : (—oo,s1) = 9,

continua entonces para una sucesion (s, ),en C (—00, s1) tal que

lim s, = sq,
n—oo

tenemos que a;(s,) es sucesién de Cauchy y por tanto tiene limite en S’ al
ser completo.

Esto nos dice que existe ¢' € S’ con

lim a1(s,) = ¢/,
n—o0
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pero por continuidad debe de suceder que ¢’ = a;(s1), lo cual es una contra-
diccién.

Por lo tanto x(s,0) esta definido para todo s € R.

De manera andloga fijando s se ve que x(s,t) estd definido para todo
teR.

Como s es arbitrario tenemos que x(s,t) estd definido para todo (s,t) €
R2. [

Lema 2.5.2. Parat fija la curva z(s,t) s € R es una curva asintética con
longitud de arco s.

Demostracion. Para todo punto x(s',¢') € S" por el lema 2.3.3 existe una
vecindad rectangular x((sq, $p) X (ta, %)) C V' tal que las curvas asintéticas
forman una red de Tchebyshef en V.

Observemos que si para algun ty € (¢4, ) la curva x(s, o) cons € (sq, Sp),
es curva asintética entonces para cualquier t € (t,,t,) la curva x(s,t) es
asintotica.

Esto es por que el punto x(s,#) se obtiene recorriendo un segmento de
longitud ¢ desde x(s,0) = p a lo largo de db.

Pero esto es equivalente a recorrer un segmento de longitud ¢ — t, desde
x(s,tg) = q a lo largo de ad, ya que las curva ab coincide con la curva af al
ser las dos la curva asintética distinta de a; que pasa por p.

Por esto y como estamos suponiendo que la curva

x(s, o) con s € (Sq, 5p),

es curva asintdtica entonces por construccion, la distancia de x(s, tg) a x(s, t)
es t —ty para todo s en (s,, sp) a lo largo de la otra curva asintdtica que pasa
por x(s, ).

Por lo tanto x(s, %) es curva asintética.

Sea x(s,t) punto arbitrario de S’.
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Figura 2.6: x(s,1) es curva asintética.

Por compacidad del segmento
x(s, 1) cont € [0,1],

podemos escoger un nimero finito de ¢; € [0, 1], con tyo = 0, de manera que
las vecindades rectangulares, como la descrita arriba, de cada x(s, ¢;) cubran
al segmento y que x(s,t;) esté en la vecindad de x(s,t;_1).

Como sabemos por construcciéon que la curva x(s,0) es curva asint6ti-
ca entonces aplicando el razonamiento descrito arriba tenemos que la curva

x(s,t1) es curva asintdtica, al estar x(sq,t1) en la vecindad de x(sq,tg).

Por lo cual, repitiendo este procedimiento un niimero finito de veces te-
nemos que para toda i la curva x(s, ;) es curva asintotica.

Asi concluimos que x(s,t) es curva asintética al estar contenida en una
vecindad rectangular de uno de los puntos x(sy, t;).

Como tomamos t arbitrario, entonces obtenemos el resultado. O
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Figura 2.7: x(s,t) es curva asintdtica para t fijo.

2.6. Quinto Lema

Observacion. x(s,,t) con s, fija es curva asintética por como definimos la
funcion x.

Lema 2.6.1. x es un difeomorfismo local.

Demostracion. Sabemos por el lema 2.5.2 que x(s,t,) es curva asinttica, y
por la observacién que x(s,,t) también es curva asintdtica.

Pero el lema 2.3.3 nos dice que para cualquier punto de S’, existe una
parametrizacion local X de una vecindad V' C S’ en la cual las curvas coor-
denadas son curvas asintéticas de S'.

Entonces en V' las curvas coordenadas de x y las curvas coordenadas de
X deben de coincidir.
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Por lo tanto en V' coincide x con X, por como definimos x.

Pero al ser X parametrizacién local, es difeomorfismo local, y por tanto
x es difeomorfismo local. n

2.7. Sexto Lema
Lema 2.7.1. x es suprayectiva.
Demostracidn. Sea @ := x(R?).

Como para cada punto x(s,t) € S’, por el lema anterior x es difeomorfis-
mo local, entonces existe para (s,t) una vecindad A4 C R? abierta tal que
la restriccion

X A(s,t) — S/,

es un difeomorfismo.
En otras palabras x(A¢4) C S es abierto.

Como esto es para cada (s,t) € R? y ademés tenemos que

R2 = U A(s,t) )
(

s,t)ER?
entonces obtenemos
Q=x®)=x| |J Awn| = U x(Awn).
(s,t)ER2 (s,t)ER2

Por lo cual Q C S’ es abierto, al ser unién de abiertos.
Supongamos ahora que () es distinto de S’.

Como S’ es homeomorfo por construccién a R2, entonces es conexo.

Entonces tenemos que

0Q # 0,
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esto por que

0Q=0\Q
Entonces si
oQ =0,
tenemos que
Q=Q

Por lo tanto S\ @ es abierto.
Pero esto implica que S’ es disconexo debido a que
§'=(5"\QuQ,
lo cual es una contradiccion.
Sea q € 0Q # 0.
Como @ es abierto entonces q ¢ Q.

Sea R una vecindad rectangular de ¢ dada por el lema 2.3.3.

Observacion. Sip € Q, es decir p = x(s,, t,), entonces las curvas asintéticas
por p estan contenidas en ().

Esto es porque las curvas
X(SO7 t) y X(S, to)y

son las curvas asintéticas por p.
Seaa € QN R (Fig.2.7).

Entonces una de las curvas asintéticas de a intersecta a una de las curvas
asintoticas de q.

Sea b el punto de interseccion de las dos curvas.

Como b esta sobre una curva asintética de a, y a es elemento de () en-
tonces por la ultima observacién todas las curvas asintdticas que pasan por
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a estan contenidas en ) y por tanto b € @) (es decir b es un punto interior).

Pero también b esta sobre una curva asintética de ¢, por lo cual ¢ esta so-
bre una de las curvas asintéticas de b.

Por lo tanto ¢ € () por la observacién, lo cual es una contradiccién ya
que habiamos tomado a g en 9Q). O]

Figura 2.8: Punto a en la vecindad R, de q.

2.8. Séptimo Lema

El siguiente lema lo utilizaremos para probar en el proximo lema que x
es inyectiva.

Lema 2.8.1. En S’ hay dos campos diferenciables linealmente independientes
que son tangentes a las curvas asintdticas de S’
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Demostracion. Recordando que x es difeomorfismo local para todo (s,,t,) €
R2, entonces tenemos que

D(so,tO)X . Rz — T(so,to)X(S/)7

es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Utilizando la notacién de [2], tenemos que
0
D(smto)X(el) = 8_:61(}((80’ to)),
Dissayxlen) = 5 (x(s0, )
s X\€2) = 75— (X(Sos00))-
( mto) 2 8I2

Ademds como e; es un vector tangente a la curva (s, t,), entonces Dy, 4,)(e1)
es tangente a la curva x(s,1,), en x(S,, t,).

0
Por lo cual a—(x(so,to)) es una direccién asintética de S’ para todo
L1
(S0, to).

0
Andlogamente — (x(s,,t,)) también es una direccién asintética, tangen-

8.232

te a la curva asintética x(s,, ).

Tomemos los siguientes campos sobre S’

Vi(q) = 0

5. (@) parai=12yq€ S’

con

0
8@» (Q) = Dx—l(q)x<€i>‘

Por la definicién 1.3.11, un campo vectorial expresado en coordenadas locales
como
_ 0
Y = i s
(p) =) ailp) oz,

i=1

es diferenciable si sucede que las funciones a; : M — R, son diferenciables.

Asi por lo anterior tenemos que los campos V; son diferenciables, al ser
las funciones a; constantes iguales a 1, y por construccién son linealmente
independientes. O
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2.9. Octavo Lema
Por tultimo probemos que x es inyectiva.
Lema 2.9.1. x es inyectiva.

Demostracion. Para mostrar inyectividad, queremos probar que x(sg,ty) =
x(s1,t1), implica que (so,to) = (s1,%1).

Esto se lograra suponiendo primero
x(80,t0) = x(s1,t9) para s; > S,
y mostrar que esto conduce a una contradiccion.

Por el lema anterior como existen sobre S’ dos campos diferenciables li-
nealmente independientes, que son tangentes a las curvas coordenadas (que
son asintdticas como se mostrd anteriormente), entonces estos deben de coin-
cidir en x(so, to) = x(s1, to)-

Lo anterior nos dice que las curvas x(so,t), x(s1,t), con ty < t < 1, son
tangentes en el punto de interseccién x(so, o).

Debido a que x es un difeomorfismo local, las curvas coordenadas x(s, t),
x(s1,t) son tangentes al campo aim(x(s,t)) en X(so,to) = x(s1,to).
: 9 d
Pero por lo anterior sabemos que 7 -(x(s0,t0)) = 5.5 (x(s1,%0)), por lo
cual al considerar a las curvas como flujos de este campo vectorial tenemos

que debe existir € > 0 tal que
x(80,t) = x(s1,1) para t € (tg —e,ty +€).
En otras palabras las curvas coinciden en una vecindad de t,.

De esto se deduce que el conjunto J de puntos de la curva x(sg,t) tales
que
X(So, t) = X(Sl, t),

es abierto.
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Veamos que este conjunto J es cerrado.
Sea (X(so, t”))neN una sucesion de este conjunto, tal que

lim x(so,t,) = x(s0, te),
n—oo

para algin x(sg, t;) € S’

Para ver que J es cerrado es necesario ver que X(So, t7) es un elemento de

J.
Es decir
x(80,t) = x(s1,t0)
Como x es difeomorfismo sobre una vecindad W de x(sy, t¢), y por conver-

gencia solamente un nimero finito de los elementos de la sucesion esta afuera
de W, entonces por continuidad

lim (s, t,) = (S0, te),

n—oo

de lo cual se infiere que

lim tn = tg.
n—o0

Pero como la sucesién (x(so, t”>)n y Son elementos de J entonces

x(80,tn) = %(s1,tn) VYn € N.
Por lo tanto la sucesién ((s1, tn))neN tiene como limite a (s, ).

Entonces obtenemos que

lim x(sq,t,) = x(s1, te).
n—oo

Pero por otro lado como tomamos la sucesién (x(so,tn)) en J, se

cumple que

neN
X(80,tn) = X(81,tn) Vn € N,

de lo cual se sigue por unicidad del limite que

x(s0,t0) = x(s1, t0).
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Por lo anterior tenemos que .J es un conjunto no vacio, abierto y cerrado,

de la curva x(sg, t), por lo que tiene que ser toda la curva, para no desconec-
tar la curva, la cual es homeomorfa a R.

Lo que acabamos de probar es equivalente a
x(80,t) = x(s1,1) vt € R.
Es maés por la forma en que definimos la funcién x, hemos probado que
x(so + a,tg) = x(s; +a,ty) para 0<a< s — . (2.18)

Esto es debido a que x(so + a,tp) se obtiene recorriendo desde x(so, to)
sobre la curva x(s,%y) una longitud a, pero al mismo tiempo x(s; + a,ty) se
obtiene avanzando una longitud a desde x(s1,t9) = X(so, o), sobre la curva
x($,to).

Por lo tanto al final llegamos al mismo punto que es lo que afirmamos.

Pero por lo expuesto anteriormente sabemos que si
x(s0 + a,ty) = x(s1 + a, tg),
entonces se cumple
x(so + a,t) = x(s1 + a,t) vVt € R.

Hasta ahora solo hemos analizado qué sucede con el parametro s, por lo
cual veamos qué sucede con el parametro t.

Tenemos dos opciones:

1. x(so,t0) # x(so,1), para toda t en R, en el cual sélo sucede que para
s1 > So, X(80,t) = x(s1,1).

2. x(s9,t9) = x(s0, 1), para alguna t; > to.

En el primer caso por (2.18), basicamente lo que sucede es que x trans-
forma dos lineas verticales a una distancia s; — sy una de la otra, a la misma
curva, identificando (s,t) con (s + s; — sg, t).
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Figura 2.9: x manda a R? en un cilindro

Esto implica que x(R?) = S’ es homeomorfo a un cilindro, pero esto es
una contradiccion al ser S’ el plano tangente de una superficie S.

En el segundo caso de manera andloga a la hecha para el parametro s, se
obtiene que

xX(s,to+b) =x(s,t1 +b) para 0<b<t;—ty y seR

Por lo cual x, identifica a el punto (s,t) con (s + s1 — so,t + t1 — tp).

Entonces S’ es homeomorfo a un toro, lo cual también es una contradic-
cion.
De manera idéntica a lo hecho anteriormente se prueba que suponer

x(80,t0) = x(s0,t1) para t; > to,

conduce a una contradiccion.

Por ultimo analizamos el caso cuando
x(s0,t0) = X(s1,t1) para t; >tg, v s1 > So,

en el cual podemos proceder de manera analoga, pero sobre la curva que es
imagen de la recta que une a (sg, %) con (s,t1), obteniendo que bajo x se
identifican las rectas perpendiculares al vector (s; — sg,t; — to) que distan
V(51— 50)2 + (t1 — to)? una de la otra.
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/

(5 3
—
|
[l
o
//
77
//
77
/N

81— 8o

Figura 2.10: x manda a R? en un toro

Asi como en los casos anteriores se llega a que S’ es o bien homeomorfa
a un cilindro, o bien homeomorfa a un toro, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto si tenemos que x(sg, tg) = x(s1,%;) entonces necesariamente
(80, to) = (31, tl) ]

2.10. Prueba del Teorema de Hilbert

Después de todo lo expuesto en las secciones anteriores podemos dar una
prueba del teorema de Hilbert.

Demostracion del teorema de Hilbert. Sea S una superficie completa de cur-
vatura K constante negativa. Sin pérdida de generalidad supongamos que
la curvatura K es igual a —1 y supongamos la existencia de una inmersion
isométrica ® : S — R3,

Sea p € S y denotemos por S" a T,(S) con la métrica inducida por
exp, : T,(S) — S. Entonces ¥ = ® o exp, : S’ — R? es una inmersion
isométrica.

Por los lemas 2.6.1, 2.7.1 y 2.9.1 sabemos que existe una parametrizacién
x:R? = 9 de todo S'.
Ademas por el lema 2.5.2 sabemos que las curvas coordenadas de esta para-
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metrizacion son las curvas asintdticas de S’.

Consideremos “rectangulos” R,, formados por las curvas coordenadas de
manera que R, C R,,1 y tales que su unién cubra a todo 5’.

Por el lema 2.4.3 sabemos que el area de cada uno de estos “rectangulos”
es menor que 2.

o0
Como el area de U R, esigual al area de lim R, entonces el area de S’
n—oo
n=1

es menor que 27. Pero esto contradice al lema 2.2.1.

Por lo tanto no puede haber inmersiones de S’ en R?, y como consecuencia
no existen inmersiones de S en R3. O]
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Capitulo 3

Conclusion

Con el teorema de Hilbert ya demostrado cabe hacer las siguientes obser-
vaciones, que nos conduciran a generalizaciones del mismo.

La primera es que en el articulo original Hilbert trabajé con inmersiones
analiticas, pero en la demostracion anterior sélo se pidié que la inmersién
fuera diferenciable (es decir de clase C'™), que es una condicién més débil.

Esto lleva a hacerse la pregunta de si se puede pedir menos con respecto
al grado de diferenciablidad, en otras palabras hasta qué natural k se sigue
cumpliendo el teorema para inmersiones en la clase C*.

En [4] Efimov demuestra el siguiente teorema, el cual era una conjetura
hecha por Cohn-Vossen:

Teorema de Efimov. Ninguna superficie con curvatura gaussiana

K < const < 0, puede ser C? inmersa en el espacio euclidiano 3-dimensional
E3.

El cual es todavia mas fuerte que el de Hilbert, ya que la curvatura no es
constante, sélo necesita estar acotada por arriba por una constante negativa.

Para el caso C! Kuiper demuestra en [9], a partir de trabajos de Nash,
que existe un encaje C' isométrico del plano hiperbdlico en 3.

En [11] Klotz analiza a detalle la necesidad de la condicién C? para lograr
una contradiccion respecto al area total de la superficie, tal y como se hace
en este trabajo.

También otra observacion se debe al siguiente teorema topoldgico dado

por Whitney, el cual establece que cualquier m-variedad (m > 1) diferencia-
ble puede ser inmersa diferenciablemente en R?"~!. Esto lleva a preguntarnos
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qué sucede cuando anadimos la parte geométrica, es decir cuando pedimos
que la inmersion sea isométrica.

Para el caso de dimension dos se conocen inmersiones C'*° del plano de
Lobatchevsky en R®, pero no se sabe si puede ser inmerso C'*° isométrica-
mente en R*.

Esto nos lleva a notar que todo lo anterior es para el caso de dimen-
sion 2. jQué sucede con las variedades riemanniananas de dimension n, con
curvatura seccional constante negativa 7

El resultado de Kuiper de hecho es més general y dice que H", el espacio
hiperbélico de dimensién n, tiene un encaje C! isométrico en E"*!. Cartan
demuestra en [3], que la dimension necesaria minima para que exista al me-
nos una inmersién isométrica local del espacio H™ en el espacio euclidiano E*
es k = 2n — 1. Por otro lado para H" se conocen sélo encajes C'*° isométricos
en ES"=5 [5, p. 15].

Por trabajos de Killing [8] y Hopf [7], se sabe que todas las superficies
completas de curvatura constante negativa son de la forma H"/T", con I un
grupo discreto de isometrias que actia libremente sobre H". Con esto Xavier
probé en [17] parcialmente la siguiente conjetura

Conjetura. Para una variedad Riemanniana M"™ de curvatura seccional
constante negativa, no existen inmersiones (C*) isométricas completas en
E* para n > 2

Xavier demostré que para H"/I" con I" no-elemental (esto quiere decir que
' tiene conjunto limite infinito en las esfera sobre el infinito), lo anterior se
cumple. Nikolayevsky en [12] simplifica esto demostrando que la conjetura
se cumple si el grupo fundamental m1(M™) no es trivial, es decir M™ no es
simplemente conexa, por lo cual sol6 queda responder si existen inmersiones
isométricas completas de H" en E?"~ 1,



Apéndice A

El plano de Lobatchevsky es
completo

En este Apéndice se demostrara la proposicién 2.2.2, que dice basicamen-
te que por dos puntos del plano de Lobatchevsky pasa una geodésica.

Esto se logrard demostrando que las rectas verticales y las circunferencias
con centro en el eje x son geodésicas del plano de Lobatchevsky.

Para esto primero veamos que el rayo formado por los puntos (0,y) con
y > 0 es una geodésica.

Proposicién A.0.1. La curva a : [a,b] — R con a > 0, dada por o(t) :=
(0,t), es la imagen de una geodésica de R?.

Demostracidn. Sea ¢ : [a,b] — R3 otra curva diferenciable, con ¢(t) =

(z(t),y(t)) tal que: c(a) = (0,a) y c¢(b) = (0,b).
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Entonces

- [lewar -

S

dm@ dy(? dr 0 dy 0
9z dt oy’ dtax+%a_y>dt
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Como 0 < y, se cumple lo siguiente:

/\/ ay 8y)>dy=/ab\/;dy=/ab§dy,

Por lo tanto ¢(c) > ¢(«) para cualquier curva ¢ que una (0,a) con (0,b).

Por esto o es una geodésica. O]

A continuacion probemos que las transformaciones de Mobius son iso-
metrias del plano de Lobatchevsky y que mandan el rayo (0,y) con y > 0 a
rayos verticales y circunferencias con centro en el eje x.

Proposicién A.0.2. Tomando (x,y) = z € C, las transformaciones que son
de la forma

b
(2) := Zj—td (transformaciones de Mdébius)

con a, b, ¢c,d € R tales que ad — bc > 0, son isometrias de Ri en Ri.

Demostracion. Para demostrar esta proposicion tomemos una curva

v:[0,1] — R?,
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con y(t) = (x(t),y(t))

Entonces tenemos que

por lo cual obtenemos que

O] = \/ (2/(1)” + (¥ (1)*

y(t)

Pensando a «y(t) como un elemento complejo y denotando | | la norma
compleja obtenemos que

' (#)]

/
~ ()] = —2
WOl = 2o
Por otro lado tenemos que

ad — cb
(cz+d)?

~ad—cb
ez +d)?’

a(cz+d) — (az+b)(c)
(cz +d)?

=

y como podemos rescribir a 7'(z) de la siguiente manera

T(2) = (az+b)(cz+d)  (az+b)(cZ+d)  ac|z|> +bd+ adz + bz
o= lcz + d|? B lcz + d|? B lcz + dJ? ’

entonces la parte imaginaria de T'(z) es la siguiente

Im(T(2)) = (ad — be)
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Por lo cual obtenemos que

[ wreyra - [ ’(io””;(?t‘)) at
i
o Im(T(H(1)
V' ad—cb  |ey(t) +d)?

- o ley(t) +dJ? (ad — be)Im(z) [ (e)l dt

O )
- / Tm(y(1)
- / I (1) .

Y por la siguiente proposiciéon vemos que las transformaciones de Mobius
son isometrias de Ri en Ri. O

Proposicién A.0.3. Si una funcion f : R3 — R2 cumple que para cualquier
curva 7y : [0,1] = R lo siguiente

/0 I (8)] dt = / I(f oY (D)l dt.

Entonces f es una isometria.

Demostracion. Tomando a ~y(t) = (x(t),y(t)), tenemos que

Y (Il = V(@' ()2 E(y(t)) + 22/ ()y' () (Fy(1) + (v (£))2 G (1)),

pero por otro lado tenemos que

(02 (0) = D0/ ) =D (5 ) + /0D (5 ).

por lo cual sabemos que

I(f o) @) = V(@ ()2 E*(v(1) + 22/ () () F*(v(1) + (' (1))2G*(7(1)),
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tomando

E*(p) = <Dv(t)f <%)7Dv(t)f (8%)>p’
F(p) = <D7(t)f <%)>Dv(t)f (a%) >p’
G*(p) = <D'y(t)f (%)ﬂw(wf (%>>p-

Sif no es isometria entonces existe p € S tal que sucede que E(p) # E*(p)
6 G(p) # G*(p) 6 F(p) # F*(p), por lo cual para una curva 7 que pase por
p tenemos que

/O /(1)) dt # / 1(f o) ()],

lo cual contradice nuestras hipdtesis.

Por lo tanto = E*, G = G* y F = F*, y por esto f es isometria. [

Proposicion A.0.4. Las rectas verticales y las semicircunferencias con cen-
tro en el eje X son geodésicas de R?

Demostracion. Para probar esto, veamos que 7' manda el rayo {(0,4)[|0 < y}
en circunferencias con centro en el eje X y rectas verticales.
Entonces es 1til ver que la siguiente ecuacién corresponde ya sea a una
recta o a una circunferencia en C:
azZ+fBz+PB2+C =0, cona, f€C (A.1)

siendo una recta cuando a = 0, y una circunferencia cuando o = 1.

La siguiente ecuacién corresponde a una recta en R?
Ar+ By+C=0 (A.2)

Tomando z = = + iy obtenemos que:

1 _ 1 , .
Mewn= Latiyto-iy) =z
1 _ 1 . .
—(z—2)= —(@r+iy—x+iy) =y

21 21
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Por lo que sustituyendo en (A.2) obtenemos
A 1( +2))+B 1( Z) | +C =0
57172 T =0,
que es equivalente a

1 . (@)@ (Z)(l) _
3 z+—2 Z_—Zi z—l——% z+C =0,
obteniendo asi

1 1
SA—iB)z+ S(A+iB)z+C =0,

y tomando

tenemos:

Bz+pBz+C =0 (A.3)
Ahora tomemos una circunferencia en R? cuya ecuacién es
(@ = 20)* + (y — yo)* =17 (A.4)
Tomando z =z + 1y v 2z, = T, + iy, tenemos:
2= 2= (T = 2,) +i(y — o)
por lo cual
Iz = 2oll* = (& — 2)* + (y — 9o)* = 1%,
entonces (A.4) queda equivalente a:
= (2 — 20) (2 — 20) = 22 — 20% — ZoZ + 2oZ0. (A.5)

|z — 2o

Sean
B=—-z, v C=2z,7—1°
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Entonces sustituyendo en (A.5) nos queda:
22+ Bz+ PBz+C =0. (A.6)
El rayo {(0,4)|0 < y} tiene asociada la ecuacién
x=0. (A.7)

Por lo que si z estd en el eje imaginario (z = 0), entonces cumple la
ecuacion

Bz+ Pz =0 (A.8)

conﬁzézﬁ.

az +b dw —b
, entonces z = .
cz + a — cw

Seaw =T(z) =

Sustituyendo en (A.8)

6(dw—b)+5(dw—i)) o,
a— cw a— cw

entonces

B(dw — b)(a — cw) + B(dw — b)(a — cw) = 0,
por lo cual

B(daw — ba — dcww + bcw) + [(daw — ba — deww + bew) = 0,
quedando

(—2cdB)ww + (adf + bef)w + (adf + bef)w — (2abs) = 0. (A.9)

Sic=06d=0 entonces (2) es una recta vertical ya que (ad +bc)f € R.

Si cy d son distintos de cero, entonces w estd en una circunferencia de

radio v/ 2ab.

Es més como x,+ iy, = z, = (ad+ bc)B € R entonces es una circunferen-
cia con centro en el eje X.

Como las transformaciones de Mobius son isometrias entonces las rectas
verticales y las circunferencias con centro en el eje x son geodésicas. O
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Debido a que entre cualesquiera dos puntos del plano pasa un circulo cen-
trado en el origen o una recta vertical, tenemos que en Ri entre cualesquiera
dos puntos pasa una geodésica, y por tanto Ri es una superficie completa,
por el teorema de Hopf-Rinow-De Rham.
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