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Introduccion

En matematicas la mayoria de los problemas se pueden clasificar en dos tipos: los
problemas directos e inversos.

Los problemas directos son aquellos en los cuales se conoce una ecuacion y al-
guna informacién complementaria y se procede a resolver directamente la ecuacion.
Mientras que en un problema inverso se parte de las soluciones de una ecuacion y la fi-
nalidad es recobrar la ecuacion, de modo que las soluciones que se dieron originalmente
correspondan, efectivamente, a la ecuacién encontrada.

En este trabajo se consideran ciertos problemas inversos de la Teoria espectral
de operadores. Un problema directo en este ambito es: dado un operador encontrar su
espectro. Mientras que un problema inverso es: dado el espectro y posiblemente alguna
informacion adicional se intenta reconstruir al operador.

El problema que trataremos en este trabajo es un problema inverso de un operador
de Jacobi. Problemas inversos clasicos en la Teoria espectral de operadores son: el pro-
blema de dos espectros para operadores de Sturm-Liouville y Jacobi. En ambos casos,
el objetivo es reconstruir la ecuacién (diferencial, para el primero y en diferencias,
para el segundo) con sus pardametros a partir de dos espectros que corresponden a dos
condiciones de frontera diferentes.

Ahora, veamos la relacién entre los operadores de Jacobi y operadores Sturm-
Liouville. Comencemos definiendo al operador de Jacobi.

Sea Jy el operador definido en Dy que son las combinaciones lineales (finitas) de
una base ortonormal {uy }ren fija en el espacio de Hilbert H tal que

(Jof)i:=qfi +bifo
(J()f)n =byfoaatanfo+onfoy, VnEN \ {1} (1>

con f € Do, {qnfnen C Ry {bn}nen C Ry. El operador Jy es simétrico y por lo tanto,
cerrable. La cerradura Jy, = J del operador Jy, se denomina operador de Jacobi. Note
que se ha definido al operador de Jacobi J, de tal forma que, la matriz tridiagonal
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2 Introduccién

semi-infinita

¢ b 0 0
by @ by O
0 by g3 bs (2)

0 0 b3 @

sea la representaciéon matricial (véase Cap.4, Sec. 2) con respecto a la base ortonormal
{ug }ren en H del operador J. Una explicacién més detallada del operador J la encon-
tramos en el Capitulo 5, Seccion 1. Es bien sabido que J tiene indices de deficiencia
(0,0) o (1,1) (véase Cap. 5, Sec. 1), es decir, el operador es auto-adjunto en el primer
caso o bien simétrico no auto-adjunto en el segundo.

El operador J en el caso auto-adjunto esté estrechamente relacionado con los ope-
radores de Sturm-Liouville. Efectivamente, éste es el andlogo discreto de éstos. Consi-
deremos los operadores

(aif)n = fos1— fn, nEN
(O0if)n = foc1 — fn, n>1
(0if)1 = —f1,

y la sucesion @ = {Qn}nen tal que, para toda n € N, Q,, = b,—1 + gn + by, by = 0,
donde b, y ¢, son elementos de la sucesiones dadas en (1). Asi, para n > 1,

- _{bn—lfn - bn—lfn—l - (bnfn—I—l - bnfn)} + ann
= bnflfnfl + qnfn + bnfn+1-

Por otro lado, se satisface que

—0;(0104f)1 + Q1fi = =0i(bi(fo — f1)) + Q1fr
= —{=bifo—bifi} +(qn +01)fr
=q.f1 +bifo.

Concluyendo que podemos escribir

siempre que el dominio del operador del lado izquierdo de esta ecuacién coincida con el
dominio del operador del lado derecho; Esto sucede, siempre y cuando, J sea acotado
osi J = J*y del lado izquierdo tomamos el dominio maximal (véase Capitulo 4).
Asi mismo, el operador Sturm-Liouville £ se puede definir como el operador auto-
adjunto en el espacio de Hilbert H = Ly(G), donde G es un intervalo de R, = {z €
R : 2 > 0}, determinado por la relacién

d d
Li=——(b)+ @, (3)
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en la cual la funcién @) y el dominio de £ se escogen de forma tal que £ = L*.

El operador en la ecuacién (3) es de suma importancia en los modelos de fisi-
ca clasica y cuédntica; Lo anterior conlleva a mencionar los resultados obtenidos de
la reconstruccién de un operador a partir de sus caracterdsticas espectrales (Storm-
Liouville) en el semi-eje [0, 00) y en un intervalo finito.

Dentro del desarrollo de la teoria de los problemas inversos, se encuentra el resul-
tado obtenido en 1929 por V. A. Ambartsumyan, quien se dedicé al andlisis de los
operadores generados por (3), con la funcién b idénticamente uno y ) una funcién
real y continua. En particular, trabajé con el caso G = [0, 71| y estableci6 las siguientes
condiciones en el dominio del operador:
f1(0) = f'(m) = 0.

Ambartsumyan concluyé que la funcién @ era idénticamente cero si A\, = n? (),
auto-valor del operador L).

En 1945, G. Borg not6 la importancia del resultado de Ambartsumyan y mostré en
[6] que un espectro no determina a un operador Sturm-Liouville, sino a partir de
dos espectros; Por lo que, el resultado de Ambartsumyan era una excepcién del caso
general. Borg considerd la familia de operadores Sturm-Liouville £, (h € R) con
G = [0, ], donde para un H € R fijo y establecié las siguientes condiciones de frontera:

FO0)—hf(0)=0, f(x)+Hf(r)=0.

Asi mismo, Borg tomé a {Ax}r v {p}r como los auto-valores de los operadores Lp,
y Lp,, respectivamente y obtuvo que {A\¢}r v {ux}r determinan univocamente a la
funcién @) y a los niimeros reales H, hy y hs.

Durante 1950-1952, Borg, Marchenko y Krein, hicieron uso de la funcion espectral
p-(t) (véase Cap. 5, Sec.3, Ec (5.47)) para resolver el problema inverso de dos espectros
para operadores Sturm-Liouville en el semi-eje [0, 00). Durante esa época, Marchenko
obtuvo las férmulas asintéticas de la funcién espectral p,(t) para operadores Sturm-
Liouville. Desarrollé nuevos métodos para el estudio de féormulas asintéticas de la
funcién espectral y la convergencia de las expansiones en términos de auto-funciones.
También, Marchenko dio a conocer en [21] la demostracién del Teorema de Unicidad
conocido hoy en dia como el Teorema de Unicidad Borg-Marchenko. Dos anos mas
tarde, publicé [22], en el que desarrolla extensamente la teoria espectral de operadores
de Schrodinger de una dimensién, y repite la demostracion del Teorema de Unicidad.
Ese ano, también, Borg publicé en [7] la demostracién del Teorema de Unicidad ya
antes publicada por Marchenko.

El cual consiste en tomar dos operadores Sturm-Liouville con b = 1 bajo condi-
ciones de frontera constantes, tal que, si la m-funcién de Weyl (véase Cap.6, Sec.2
Ec. (6.27)) coinciden, o lo que es equivalente, si las funciones espectrales coinciden,
entonces los potenciales (o sea las funciones @1, (J2) deben coincidir.

Por su cuenta Krein publicé los articulos [14, 15], en los cuales, menciona un método
efectivo para la recobrar un operador Sturm-Liouville a partir de sus dos espectros.
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Posteriormente, en 1951, Gelfand y Levitan publicaron [11] en el que proporcionan
un método para la reconstruccion del operador Sturm-Liouville a partir de su funciéon
espectral.

Después Levitan y Gasymov dieron a conocer [20] en el cual proporcionaron solu-
cién al problema inverso de dos espectros para operadores Sturm-Liouville en un caso
general, haciendo uso de la funcién espectral y utilizando nuevos descubrimientos que
no se conocian en aquella época.

A partir de las soluciones que se encontraron del problema inverso para operado-
res Sturm-Liouville, comienzo el estudio del mismo problema; pero, para matrices de
Jacobi.!

Los problemas inversos de dos espectros para matrices de Jacobi que estamos des-
cribiendo consisten en: tomar extensiones auto-adjuntas diferentes J () y J(72) de J.
Estas extensiones estédn dadas por la restriccién de J* a los conjuntos D,, y D,, (véase
Cap.5, Sec.2, Def 5.2.3), respectivamente. En general D, tiene contenido al dominio
de J y estd contenido en el dominio de J*, para toda 7 € R U {oo}. Ademds, para
cada 7 € RU{oo} J* [p, es una extension y para 7's diferentes se tienen extensiones
diferentes.

Posteriormente, procedemos a recobrar la funcion espectral a partir de los espectros
o(J(m))y o(J(m)) de dos extensiones auto-adjuntas distintas J(1) y J(72) respecti-
vamente y se reconstruye la matriz Jacobi.

El problema tratado en [26] es parecido al que se trata en este trabajo. La dife-
rencia esta en el tipo de condiciones a la frontera que se dan. En el trabajo [26] las
condiciones a la frontera para el operador estan en el origen; mientras que, aqui se
estudian condiciones en el infinito. Supongamos primero que J = J*. Las ecuaciones
en diferencias que definen a (Jf), pueden escribirse como:

(Jf)n = bn—1fn-1 + @ufn + bufrsrs Vn €N, (bO = 1) ) (4)

con la condicién
Jo=0. (5)

la cual es conocida como condicion de Dirichlet. Esta condicién puede ser considerada
como una condicién a la frontera para la expresién (5.5). Note que fy no es elemento
de la sucesién {f}32,, pero podemos usarlo para introducir condiciones a la frontera
para (5.5). Dicha condicién es completamente andloga a las condiciones de Dirichlet
en el origen para un operador de Sturm-Liouville en el semi-eje real. El operador J es
la cerradura del operador que actia sobre elementos de H como (5.5) con la condicién
de Dirichlet (5).

En [26] se trata a una familia de operadores dada por condiciones paramétrizados en
el origen andlogas a las que se da para los operadores de Sturm-Liouville. Considerando

'La historia aqui expuesta de los operadores de Sturm-Liouville fue basada en la introduccién de
[20].
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el operador J(«a) definido por la expresién en diferencias (5.5) con la condicién en el
origen
ficosa+ fosina =0, a € 0,7). (6)

Entonces, si a € (0, 7),
J(a) = J —cota (-, uy) uy.

Ahora, introducimos la familia de operadores estudiada en el presente trabajo.
Tomemos J* el operador adjunto de J y tomando en cuenta la ecuacién (J*—(I)f =0
con J # J*, se obtiene el sistema

afi +bifa=Ch
bn—lfn—l + qnfn + bnfn—I—I = Cfm Vn € N\ {1}

Note que es facil dar solucién al sistema anterior siempre que {f,}nen € f2(N), es
decir, f € H. Por ejemplo, haciendo f; = 1 se tiene fo = b;'(C — q1). Y con n = 2, se
obtiene

fs =031 ((C — q2) fo — bn)
=0y (7' (¢ — @) ([ — @) — by)
= by (b7(C = U + @) + (q1g2 — b1)).

Y asi sucesivamente.

frn es un polinomio con respecto a ( de grado n — 1. Usaremos la notacién f, =:
P, _1(¢) y lamaré a los polinomios P,({) polinomios de primer genero asociados a la
matriz (2). Ahora, los polinomios de segundo genero @, ({) asociados a la matriz (2) se
definen como solucion del sistema (siempre que { f, }nen € ¢2(N)) sin tomar en cuenta
la primer ecuacién del sistema recurrente, bajo el supuesto de f; = 0y fo = b7
Noétese que f,, es un polinomio de grado n — 2 con respecto a (. Usaremos la notacion
fn =t Qn—1<c>

Consideremos la sucesion {0, (3) }nen € 2(N) con
Un(0B) == Qn-1(0)cos f + P,,_1(0)sin 5, [ € [0,7) (7)

y haciendo f,, = 0,(8) en (1), {0,(8) }nen es solucién para (1).
Ahora, se define el conjunto Dg como sigue:

Dg = {f = {fa}nen € t2(N) : Jf € Lp(N), lim W, (@(B), f) = 0%} (8)

Compare Dg con D, (véase Cap.5, Sec.2, Def 5.2.3) y note que coincide con (8) ha-
ciendo 7 = cot 3. Note que cuando 3 € [0,7), entonces 7 € RU {oo}. Por lo que se
verd en el Capitulo 5 el analogo a (8) es el dominio de definicién de toda extension

2Sea f = {fu}nen, 9 = {gntnen € £2(N) definimos el Wronskiano como Wy, (f,9) = bn(fugni1 —
fn+19n) con b, definido en (2).
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auto-adjunta dada por la restriccion del adjunto de J, J*, a los conjuntos Dg, es decir,
J* Ip,=: J() para alguna (3 y para diferentes (s define diferentes extensiones J(/3).
La condicién

Tim W,(54(9), f) =0, f € dom(.J") (9)
puede interpretarse como una condicién de frontera al infinito y es con la que tra-
bajaré en el Capitulo 5. La condicién (9) determina las extensiones auto-adjuntas de
J.

A lo largo de este trabajo de investigacidn, se encontrara, todo lo que se requiere
del mismo, con excepcion de los Teoremas I, I1, III, IV y V cuyas demostraciones
no se dan en este trabajo, pero se dan referencias de donde encontrar los resultados y
las demostraciones.

El Capitulo 1, trata un poco de la teoria de funciones de variable compleja. La Sec-
cién 1 se exponen conceptos basicos de analiticidad de funciones, orden de los ceros de
una funcién, singularidades, polos, convergencia de series y productos de series. En la
Seccién 2 vemos clasificacion de funciones enteras por su orden de crecimiento, el tipo
de la funcién (minimal, normal y maximal), también estudiamos los productos canéni-
cos y sus exponentes de convergencia, y por ultimo exponemos como descomponer una
funcién entera como productos canénicos.

En el Capitulo 2 esta contenida la teoria basica de espacios de Hilbert, comenzando
por como se compone un espacio de Hilbert, como se induce una norma en el a partir
del producto interior definido sobre el espacio lineal sobre esta espacio de Hilbert y un
algo del algebra basica que encierra la teoria de espacio de Hilbert. En la Seccion 1 se
define que es un producto interior sobre un espacio lineal sobre C, la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, la norma inducida por el producto interior, subespacios de un espacio
de Hilbert y suma ortogonal de espacios. En la Seccién 2 exponemos sistemas ortonor-
males, Teorema de Pitagoras, la desigualdad de Bessel, separabilidad del espacio de
Hilbert, bases ortonormales, dimension del espacio de Hilbert. En la Seccién 3 vemos
conceptos como el Teorema de Proyeccion, la definicién de complemento ortogonal,
diferencia ortogonal de espacios de Hilbert, el Teorema de representacion de F. Riesz,
completes débil, compactes débil de la bola unitaria.

El Capitulo 3 que es el mas extenso en este trabajo, contiene conceptos muy gene-
rales de la teoria de operadores lineales en espacios de Hilbert, por mencionar algunos
de estos conceptos son: operador invertible, operador acotado, operador de proyeccién,
operador compacto, el conjunto de puntos de tipo regular, el espectro de un opera-
dor, la resolvente, operador simétrico, transformada de Cayley, extensiones de von
Neumann y descomposicién espectral para operadores auto-adjuntos. En la Seccién
1 tratamos la definicion de extensién de un operador, suma de operadores, operador
inverso, operador acotado, operador compacto, operador de proyeccion, grafica de un
operador, operador cerrado, operador adjunto, operador cerrable, entre otros teoremas
generales de teoria de operadores en espacios de Hilbert por mencionar algunos que el
operador adjunto es cerrado, la descomposicion de el espacio de Hilbert como la suma
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ortogonal de el la cerradura del rango y el nicleo del operador adjunto. Mientras que
en la Seccién 2 vemos conceptos de espectros de operadores como es; el conjunto de
puntos de tipo resolvente, puntos de tipo regular, espectro, nticleo espectral, espectro
continuo, espectro puntual, operador resolvente, uno de los teoremas fundamentales de
esta seccién nos habla de como esta compuesto el espectro de un operador compacto.
En la Seccién 3 vemos relacionados con operadores simétricos e isométricos como es
que un operador sea auto-adjunto, indices de deficiencia, espacios que reducen, mien-
tras que de operadores isométricos vemos conceptos como los indices de deficiencia
interior y exterior, operador unitario por mencionar algunos conceptos. En la Seccion
4 y 5 tratamos todos los conceptos que implican el estudio de la transformada de Cay-
ley y extensiones de von Neumann respectivamente. Por ultimo en la Seccién 6 vemos
la descomposicién espectral de operadores auto-adjuntos.

En el Capitulo 4, nos enfrentamos con un problema que es: como asociar de ma-
nera unica un operador una matriz y viceversa. Dicho problema se resuelve solo para
operadores acotados y operadores simétricos no acotados . En la Seccion 4.1 vemos
como poner en relacion univoca los operadores acotados con las matrices y también
vemos un caso en particular de representar un operador compacto, mejor dicho, como
es la matriz que representa a un operador compacto (véase Teorema 4.2.6). Mientras
que en la Seccién 4.2 vemos como relacionar univocamente matrices con operadores
simétricos no acotados.

El Capitulo 5 tiene plasmada la teoria basica de matrices de Jacobi. En la Secciéon
5.1 contiene la definicién de una matriz de Jacobi (véase Definicién 5.1.1), la forma
en que actia en un sobre elementos en espacio de Hilbert, vemos caracteristicas de
la matriz de Jacobi como que es un operador simétrico cerrado,que solo tiene “indi-
ces de deficiencia” (véase Definicién 3.3.11) (0,0) o (1,1) (véase Teorema 5.1.8). En
estd misma Seccién se define un operador auxiliar que es el Wronskiano (véase Defi-
nicién 5.1.10). En la Seccién 5.1 construimos extensiones auto-adjuntas a partir del
Wronskiano y vemos como se comportan dichas extensiones y sus resolventes y tam-
bién vemos algunos teoremas que son de extensiones auto-adjuntas en general (las que
no requieren del D, véase ecuacién (5.38)).

El Capitulo 6 contiene los resultados principales de la investigacién expuesta en este
trabajo. Para empezar, en la Seccion 1 introducimos la matriz de Nevalinna asociada
a la matriz de Jacobi, también exponemos la teoria que nos permite ver como es su
orden de crecimiento y de las funciones enteras que componen la matriz de Nevalinna,
otra funcién importante que introducimos en esta seccién es la funcién R, (véase
ecuacion (6.24)) que compone el espectro de cada extensién auto-adjunta para cada
7. En Seccién 2 encontramos dos resultados principales de este trabajo que son el
Teorema 6.2.1 que nos dice que los espectros de las extensiones auto-adjuntas de un
operador de Jacobi no se entrelazan y el Teorema 6.2.2 que nos da un algoritmo para
reconstruir un operador de Jacobi a partir de los espectros de dos de sus extensiones
auto-adjuntas.

Los resultados que sobresalen en este trabajo son: La prueba del Teorema 1.2.18,
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ya que difiere y es méas simple que la encontrada en [18, Sec. 3, Prop. 3|. Otro punto es
que se da un analisis detallado de la representacion matricial de operadores acotados y
simétricos no acotados basdndonos en [3]. Cabe hacer mencién de que en este trabajo
se traté de obtener los resultados prescindiendo del teorema espectral. Salvo por el
Teorema IV (véase Cap. 3, Sec. 3) pudimos llevar a cabo esta tarea. Uno de los
puntos mas importantes es que se da la construccion detallada de los dominios de
definicién de las extensiones auto-adjuntas de un operador no auto-adjunto de Jacobi
(véase Cap. 5, Sec. 2) comparece con 27, Cap. 2, Sec. 6]. El dltimo punto a resaltar del
trabajo es la demostraciéon de que las funciones que conforman la matriz de Nevalinna
asociada a la matriz de Jacobi no crecen mas rapido que una funcién entera de tipo

minimal y orden uno. Se tomé como base [25, Sec. 4] y es una demostracién alterna a
[2, Cap. 2, Sec. 5].



Capitulo 1

Algunos conceptos de funciones de
variable compleja

En este capitulo se van a recordar algunos conceptos bésicos de teoria de funciones
de variable compleja. Pondré especial interés en la clasificacién de funciones enteras con
base en la “velocidad” de crecimiento. Se definira el concepto de orden de crecimiento
de la funcién y una refinacién de este: “el tipo”. También, se vera como representar
una funcion entera dependiendo de su orden de crecimiento.

1.1. Conceptos de analiticidad

En esta seccién se enunciaran algunos conceptos bésicos que se pueden encontrar
en libros de texto sobre funciones analiticas o teoria de funciones de variable compleja.
Nos basamos fundamentalmente en [1] y [13].

Definicién 1.1.1. Una funcién f compleja es analitica en una regién en C sii es
diferenciable respecto al argumento complejo en cada punto de esa region.

Definicién 1.1.2. Un numero complejo 2 es cero de una funcién analitica f sii
f(z0) = 0.
Definicién 1.1.3. Una funcién analitica f tiene un cero de orden k en z; sii
f(z0) = f'(z0) = --- = f*V(20) = 0,
mientras que f*)(z) # 0.

Definicién 1.1.4. Se dice que (y es una singularidad aislada de f si f es analitica en
A={2:0<|z— (| < R}, es decir, f es analitica en A\ {(o}.
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Definicién 1.1.5. Un punto singular aislado (y de una funcién f es un polo de f sii

lim f(¢) = oo.

¢—¢Co

Teorema 1.1.6. El punto (y es un polo de una funcion analitica f en U sii es cero
de la funcion

ﬁ, ZEU\CO

Definicién 1.1.7. Una funcién entera es aquella funcion que es analitica en todo el
plano complejo C.

Comentario 1.1.8. Suponiendo que:

1. cada miembro de la sucesién de funciones complejas

{Un(O)}02s

es analitica en un compacto D C C,

2. la serie
o0
> " Un(¢)
n=1
es uniformemente convergente en cada regién D’ en el interior de D.
Entonces la funciéon

FQ) =Y Un(<)

es analitica dentro de D y sus derivadas pueden ser calculadas término a término.
Ademds, si las funciones U, (() son enteras, entonces f(() es entera. Este resultado se
puede consultar en [28, Sec. 2.8].

Definicién 1.1.9. Sea {f,(2)}22, una sucesién de funciones analiticas y F,,(z) =
[T, fa(2). Si{F, ()}, converge uniformemente en D C C a F(z) # 0, entonces
se dice que [[2, fu(2) es uniformemente convergente en Dy

F(z) =[] f(2), (1.1)

(véase [28, Sec. 1.44]).

Definicién 1.1.10. El producto infinito [ [~ {1+ f.(z)} es uniforme y absolutamente
convergente si [[°2 {1+ |f.(2)|} es uniformemente convergente.
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Note que si []°2 {1 + fa(z)} es uniforme y absolutamente convergente, entonces
converge uniformemente

Teorema 1.1.11. Sea {f,.(2) }nen una sucesion de funciones analiticas en B C C y K
un compacto cualquiera de C. El producto infinito [ ], {1+ fa(2)} converge absoluta y
uniformemente en KN B siiy |, [n(2) converge absoluta y uniformemente en KNB.

(véase [1, Cap. 5, Sec. 2, T. 6]).

Demostracion. Notemos que, para toda z € B

Yol < TTH + Ifal2)]} < et GL (1.2)

neN neN

La primera desigualdad en (1.2) es obvia. La segunda, se obtiene de escribir

(=) _ |fr(2)]"
el = Z n!
neNU{0}

para cada k € N. De esta forma, la convergencia uniforme de [[, . {fa(2) + 1} ¥

Y nen [fn(2)| son equivalentes.
Il

1.2. Clasificacion de funciones enteras

En esta seccién se dara un estudio de algunas clases de funciones enteras. Comen-
zando con la definicién de una funcién auxiliar para medir el orden de crecimiento de
una funcién entera. Para esta secciéon podemos consultar [19, Cap. 1, Sec. 1,3,10] y
[23, Cap. 9, Sec. 1].

Definicién 1.2.1. Sea f una funcién entera, definamos

My(r) == max|f(z)].

|z|=r
Definicién 1.2.2. Sea f una funcién entera, definamos
Kpo={k>0:3r(f,k)>0:r>r(f,k)= M;(r)<e"}.
Definicién 1.2.3. Si Ky # 0, entonces f es de orden finito.

Comentario 1.2.4. Observemos que cuando Ky # (), entonces Ky estd acotado por
abajo. Ademds, notemos que si k € K entonces para toda k' > k, k' € K.

Por lo tanto, todas las funciones de orden finito son susceptibles de la siguiente
refinacién en su clasificacion.
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Definicién 1.2.5. Si f es una funcién entera de orden finito, entonces su orden p se
define como
p = inf Ky.

Teorema 1.2.6. Sea f una funcion entera de orden finito. Entonces

Inln M
» = limsup 2 Mr(1)
00 Inr

(1.3)

Demostracion. De la definicion de infimo y del Comentario 1.2.4 se sigue que, para
toda e > 0 existe 7 tal que

rote

Ms(r)<e” < r>T, (1.4)

de donde obtenemos
In My(r) <rfte Vr>7F

y aplicando In nuevamente, nos queda
Inln Ms(r) < (p+€)Inr Vr>7.

Dado que r es un numero positivo, podemos dividir la desigualdad anterior por Inr

sin alterarla
Inln My (r)

<p+e Vr>r. (1.5)
Inr

Por otro lado, de la definicién de p, se sigue que p — € ¢ K. Por lo que para toda

R € Ry, existe r > R tal que M;(r) > €™ °. Andlogo a lo hecho para (1.4) existe r

arbitrariamente grande tal que
> p—e (1.6)

Ahora, definamos

De (1.5) y (1.6) se sigue p — € < g(r) < p+ € para r > 7. Por la definicién de limite
superior

Inln M
lim ¢(r) = limsup M
r—00 r—o0 nr

Asi, tomando el limite de g(r) cuando r — oo, tenemos que

Inln M
pﬁgmwﬂilm

T—00

<p+te

Debido a que € es arbitrariamente pequena, se obtiene (1.3). O
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Ahora, definamos a las clases de funciones enteras que tienen un orden dado.

Definicién 1.2.7. Sea f una funcién de orden finito, definamos
Ay ={A>0:3r(f,A) >0: Mi(r) <e™™ <=r>r(fk)}
donde p es el orden de f.

Definicién 1.2.8. Si Ay = (), entonces decimos que la funcién entera f tiene tipo
maximal.
Si Ay # (), entonces Ay estd siempre semi-acotado inferiormente y decimos que el
tipo de la funcién entera f es
o :=1inf Ay.

Para este caso, el tipo de f es minimal si ¢ = 0 y es normal si 0 < 0 < co. Cuando el
tipo es maximal decimos que ¢ = oo.

Teorema 1.2.9. Sea f una funcion entera de orden p. Entonces

In M
o = lim sup n—;c(r).

r—00 T

Demostracion. Note que si a € Ay entonces para toda o' > a, a’ € Ay. Asi, de la
definicion de o se sigue que para toda € > 0 existe 7 tal que

My(r) < 9" = p > 7

Tomando el logaritmo y el hecho de que r es un nimero positivo, concluimos de la
desigualdad anterior que para toda ¢ > 0

In M
n—;c(r)<0+€ Vr > 7.

r

Por otra parte, de la definicién de p se sigue que p — e ¢ As. Por lo que para toda
R € Ry existe r > R tal que My(r) < el7=9  Repitiendo lo hecho anteriormente, se
obtiene que existe r arbitrariamente grande tal que

In M¢(r)
rP

> 0 — €.
Cuya demostracion, a partir de este momento, es andloga a la del Teorema 1.2.6. [
Definicién 1.2.10. Sea G(u;p) la funciéon dada por
u2 up
G(uyp) = (1 —u)e" 27 %, G(u;0) :=1—u,

donde u € C, p € NU {0}.
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Definicién 1.2.11. Sea ay,as,- - ,ay, - una sucesion de nimeros complejos, nin-
guno cero, con el punto en el infinito como tnico punto limite. Definase con base en
la sucesién anterior una nueva sucesion {p, },en de nimeros naturales tal que

0 2 pn+1
> . (1.7)
n=1 n

converge uniformemente en cada dominio acotado.
Esto es siempre posible, ya que para |z| < R (R > 0) la desigualdad

z

Qn

<4q,

con cierto ¢ < 1 se satisface para valores muy grandes de n. Concluyendo que podemos
tomar p, = n.

Lema 1.2.12. Sea aj,as, -+ ,an, -+ una sucesion de niumeros complejos, ninguno
cero, con el punto en el infinito como unico punto limite. Suponga que en dicha sucesion
los puntos se han dispuesto en orden creciente de mddulos (si varios puntos a, tienen
el mismo mddulo, entonces los tomamos en cualquier orden). El producto infinito

ﬁG (i;pn) , (1.8)

converge uniformemente en compactos de C que no contengan a los puntos a,. Donde
Pn €s con en la Definicion 1.2.11.

Demostracion. Veamos que el producto en (1.8) es uniformemente convergente en cada
conjunto acotado y cerrado que no contiene los puntos a,,. En efecto, vamos a estimar
In G (u; p)| para |u| < ¢, con g < 1y |arg(l —u)| < 7. Expandiendo en serie obtenemos
que

Y ubt2
nG(up) =———s = —— — -+,
p+1 p+2
bajo las condiciones indicadas se sigue que
up+1 up+2
InG(u;p)| = + N
InGlusp)l = | 25+ 2|
A ubt2
p+1 p+2
< w4 PP
|u‘p+1
T 1l
<t

1—g¢q
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De esta desigualdad para |z| < Ry n > n(q, R), obtenemos que

1
InG (i;pn>’ < —
Qp, 1- q
y de la convergencia uniforme de la serie (1.7) en el circulo |z| < R, se sigue que la
serie -
G (i)
n=1 n

converge uniformemente en cada conjunto acotado y cerrado que no contiene los puntos
a,. Utilizando el Teorema 1.1.11, obtenemos la convergencia del producto (1.8). O

> pn+1

Qn

En el siguiente teorema utilizaremos w cuyo valor depende de cada funcion entera.
Si f tiene un numero finito N € N de raices no nulas, entonces w = N. De lo contrario
W = 00.

Teorema 1.2.13. (Weierstrass) Para una funcion entera f existe una sucesion {p, }nen C
N tal que f puede ser representada en la forma

— et TG (= 1.9
== 116 (i), (19)
donde a,, son las raices no nulas de f repetidas respecto a su multiplicidad, g(z) es

una funcion entera y m es el orden de los ceros en el origen.

Demostracion. Los ceros no nulos a, (n =1,2,---w < c0) de la funcién f(z) no tiene
punto limite finito. Formemos el producto

L[lG (ain;pn) :

donde p,, = 0 si w es finito y si w = oo, entonces se escoge la sucesion p,, suficientemente
grande. Definase la funcién

f(2)
TG (2m)

en la cual p(z) es el cociente de funciones enteras cuyos ceros coinciden, entonces ¢(z)
es entera y sin ceros. Por lo tanto la funcién

p(z2) == (1.10)

p(z2) = e, (1.11)

(véase [23, Cap. 9, Sec. 43, T. 7]) donde g(z) es una funcién entera. Sustituyendo
(1.10) en (1.11) y despejando debidamente f(z) se obtiene (1.9). O
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Teorema 1.2.14. Una funcion entera que no es constante y que no crece mads rapido
que cualquier funcion entera de tipo minimal de orden uno, tiene ceros. (Que una
funcién entera f no crece mds rdpido que una funcion entera g significa que Mg(r) <
M,(r) para r suficientemente grande.)

Demostracion. Sea f(z) una funcién entera que no es constante y que no crece mas
rapido que una funcién entera de tipo minimal de orden uno. Debido a el Teorema
1.2.13, se expresa f(z) como en la ecuacién (1.9). Suponga que f(z) no tiene ceros,
entonces f(z) queda en la forma

f(z) — 69(2’)7

(véase [23, Cap. 9, Sec. 43, T. 7]) donde g(z) es una funcién entera. Definamos f(z) =
9% donde go = g(0) y

o [70 s g7
f(0) st g'(0) =
Para cualquier funcién entera g(z) que no es constante

Mz(r) < Mg(r),

para r suficientemente grande. Pero claramente f es una funcién de tipo normal y
orden uno. n

Definicién 1.2.15. Sea a={a, }nen una sucesién como en el Lema 1.2.12 y enumerada
como en el Lema 1.2.12.

El exponente de convergencia de la sucesién {a, },en esta dado por
0q := Inf C,.

Suponga que C, # 0 y sea

, = 1
pa:—mln{pENU{O}:ZW<oo}.
n=1 17"

Lema 1.2.16. Suponga que a = {ag }ren es tal que C, # (). Entonces la representacion
(1.9) se puede escribir, en este caso, con p, = p. Ya que el producto en (1.9) es
uniformemente convergente en compactos de C.



Clasificacién de funciones enteras 17

Demostracion. Veamos que el producto en (1.8) es uniformemente convergente esti-
mando |In G(u;p)|, para |u] < ¢, con ¢ < 1y |arg(l —u)| < 7. Expandiendo en serie
obtenemos que

uPtl uPt?
InG(u;p) = — - —
p+1 p+2
bajo las condiciones indicadas se sigue que
uPtl uP+?
InG(u; p)| = + 4.
InGluip)| = |2+
Yan uP T2
< 4+ ...
p+1 p+2
< ‘up-&-l}_’_‘up-&-?}_’__”
’u‘P+1
Sl
1
< T |u|p+1 )

Si z estd en un compacto, entonces para n suficientemente grande existe ¢ < 1 tal

que ‘i

= | < q. Tomemos la suma sobre la desigualdad anterior para u; sustituyendo

ur = =. De la siguiente manera
ag

o0 1 [e.9]
InG(ug;p)| < —— P
Gl < 75 > b

De la convergencia uniforme de la serie >, InG (a—zk, p) y usando el Teorema 1.1.11,

se sigue la convergencia uniforme de [[~, G (i, p) m
Teorema 1.2.17. Sean o, y p, como en la Definicion 1.2.15. Entonces

Pa < 0o < pa+ 1. (1.12)
Demostracion. Supongamos que p, > 0,. De la Definicién 1.2.15

=1
E —|a |pa < oo,
n

n=1

pero esto implica que p, = p, — 1 lo cual seria una contradiccién.
Ahora, supongamos que p, + 1 < 0,. Por definiciéon p, + 1 satisface

> 1
Z |pa+1 < OO’

n=1 |a”
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entonces se encontré un elemento mas pequeno que g, que satisface la convergencia
de la serie anterior, pero esto contradice la Definicién 1.2.15. O

La afirmacion que sigue en el Teorema 1.2.18 es conocida y usada sin dar su de-
mostracién (véase por ejemplo [16, T.1]). La demostracién que se proporciona muestra
que no es un hecho trivial y que se requieren dos resultados de teoria de funciones que
se enuncian mas adelante sin demostracion. Estos resultados se pueden consultar en:
[19, Cap. 1, Sec. 10, T. 13] el Teorema I y el Teorema II en [19, Cap. 1, Sec. 10, T.
15].

Teorema 1. (Hadamard) Sea f funcion entera de orden finito p y sean a = {ay }ren
los ceros no nulos de f ordenados como en el Lema 1.2.12. Entonces Cy # 0 y f puede
ser representada en la forma

f(z) = zmeP) 1_[1G (a—zn;p) (1.13)

donde a,, son los ceros no nulos de f, p, < p (Definicion 1.2.15), P(z) es un polinomio
cuyo grado q que no excede p y m es la multiplicidad de los ceros de f en el origen.

Teorema II. (Lindeléf) Sea f una funcion entera de orden finito p > 0 y a = {a }ren
los ceros no nulos de f ordenados como en el Lema 1.2.12. Y sean

Ay = limsup card({v € {a}ren : V] <7T})

r—00 rP

1
0f ;= limsup |a + — g a ”|,
f r—)oop "
|G/’IL|§T

donde « es el coeficiente de z° en P(z) de (1.13).

1. Sien (1.13) p, = p > 1, entonces para max(Ayg,d¢) = 0 la funcion f es de tipo
minimal, para 0 < max(Ayg, df) < oo es de tipo normal y para max(Ayg, df) = oo
es de tipo maximal.

2. St en (1.13) pa < p, entonces el tipo es igual al coeficiente de z° en P(z)
de (1.13).

Teorema 1.2.18. Sea f una funcion entera con un numero infinito de ceros y que
no crece mas rapido que cualquier funcion entera de tipo minimal de orden uno. Su-
pongamos que los elementos de la sucesion a = {a}nen son las raices no nulas de f
repetidas respecto a su multiplicidad, y m € NU {0} es el orden de los ceros de [ en
el origen. Entonces existe un numero complejo C' tal que

fz) =czm1im ] (1_ ain) (1.14)

lan|<r
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donde el limite converge uniformemente en conjuntos compactos de C que no contienen
puntos a,.

Demostracion. Primero note que como p < 1 y tomando en cuenta el Teorema I, se
sigue que p, = 0 6 p, = 1, por lo que, la expansién de f en un producto candnico tiene
la forma

— mcz+doo i d 1.1
f(z) =2z2"e HG(an,O), c,deC (1.15)

n=1

f(z) = zmeC”dﬁG (ai; 1) : (1.16)

Supongamos que tiene lugar (1.16). Entonces p, = 1 = p y como f no crece mas
rapido que una funcién de tipo minimal de orden uno del Teorema II, se tiene que
0y =0, por lo tanto

lim Z a' = —c. (1.17)

lan|<r
Donde ¢ aparece en (1.16). Esto implica la convergencia uniforme de la serie

, z
lim E —
r—00 a,n

lan|<r
en compactos de C y a su vez que
, z
lim H 1——
r—00 Qp,
lan|<r

es uniformemente convergente en cualquier compacto de C. De esta forma, usan-
do (1.17) tenemos

I (=) =i I1 6 ()

lan|<r

— ™ lim I1 (1 - ai> .

lan|<r

Concluyendo que la ecuacién (1.16) puede ser escrita como (1.14). Ahora, suponga que
tiene lugar (1.15). Entonces tenemos que 0 = p, < po 0 =p, = p. Si 0 = p, = p, del
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Teorema I se sigue que ¢ = 0, por lo que tenemos

F(z) = C2m ﬁ (ai 0)

n

n=1
= Cz" lim [ G(i,o)
T e N0
— O™ i 1- =
= Cz TE&MHT( —;)

Si0=p, < p, entonces ¢ = 0 o ¢ = 1 en el Teorema . Si ¢ = 0, regresamos al
resultado anterior. Finalmente, puesto que p, < p, del Teorema II tenemos que ¢ es
siempre igual a cero, ya que ¢ no excede p. O



Capitulo 2

Espacios de Hilbert

En este capitulo trataré los conceptos basicos de espacios de Hilbert y sus propie-
dades. Ademas, algunos resultados fundamentales en la teoria de espacios de Hilbert
como: Teorema de Pitdgoras, Teorema de Proyeccion, entre otros. Para el desarrollo
de este capitulo nos basamos en los libros [3] y [5].

2.1. Geometria del espacio de Hilbert

En esta seccion veremos lo necesario para definir un espacio de Hilbert.

Definicién 2.1.1. Sea £ un espacio lineal sobre C. Definase una funcién de £ x L a
C que cumple:

1. Para todo f,g € L

(f.9) =9, f)

2. Parahe Lya,feC
(af +Bg.h) =a(f.h)+B{g,h),

3. Para todo f # 0,
(f.f)>0.

A esta funcion se le llama producto interior.

Definicién 2.1.2. Un espacio lineal £ dotado con producto interior (-, -) es un espacio
pre-Hilbert.

Teorema 2.1.3. Para cualesquiera f,g € L se cumple que

(f. ) < (f, £){9,9) (2.1)

21
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Demostracion. Sea o, € Cy f,g€ (L, ("))

0 <llaf = Bgll* = (af — By, af — Byg)

Ahora, se escoge a = (f,g) y 6= (f, f), entonces la ecuacién (2.2) queda de la forma:

P f ) =) (F. F) (f.9)
— (£ 0 Fo9) (g, f) + (. ) (9. 9)

Agrupando y reduciendo términos semejantes

Corolario 2.1.4. Para todo f y g en L se cumple que

(f+a.f+a)"? <N+ (g.9)"

Demostracion.

(£, 1)+ (f.9) + (9. f) + (g.9)

(f,f)+2Re(f.9)+(9,9)
<, +2{f,9)]+ (9,9

(o FY+2(0 0 (9.9)"% + (g, 9)

(f, )+

]

Definicién 2.1.5. En el espacio lineal £ se puede definir una norma a partir de
producto interior como sigue:

£l = (f, )

La definicién de norma es correcta; ya que, se satisfacen los axiomas de la norma.
Tenemos que la norma dada en la Definicién 2.1.5, tomando en consideracion la Defi-
nicion 2.1.1, cumple la propiedad de positividad estricta y de homogeneidad. Ademas,
como consecuencia del Corolario 2.1.4, se cumple la desigualdad del triangulo, por lo
cual, se puede decir que la norma dada a partir de un producto interior estd bien
definida y cumple las propiedades de norma.

Definicién 2.1.6. Un espacio es completo sii toda sucesién de Cauchy (fundamental)
es convergente en él.
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Definicién 2.1.7. Si un espacio pre-Hilbert es completo con respecto a la norma
inducida por el producto interior, entonces decimos que es un Hilbert. Denotaremos
genéricamente por ‘H a los espacios de Hilbert.

Definicién 2.1.8. Sea F' C 'H, F es subespacio de H sii F' es un espacio lineal y un
conjunto cerrado en H.

Definicién 2.1.9. Sea {f,}nen una sucesiéon en H. Diremos que {f,}nen converge
débilmente a f € H, si

<fnag> — <fvg>7

n—oo

para toda g € H.

Comentario 2.1.10. Notemos que un subespacio de un espacio de Hilbert es en si un
espacio de Hilbert.

Definicién 2.1.11. Considere el conjunto 'H ¢ H dado por

HeH:={(fi,fo): fi,foe H}

Definiendo en él las operaciones de suma de los elementos f = (f1, f2) v § = (g1, g2) en
‘H @& H, y la multiplicacién por escalares como sigue af+5§ = (af1+Bg1, afa+ 5g9),
se verifica que H@H es un espacio lineal. Se define un producto interior en este espacio
de la siguiente forma: para toda f = (f1, f2),0=1(91,92) € HB H,

<f7§>H®H = (f1, 9109 + (for 9201
Teorema 2.1.12. H & H es un espacio de Hilbert

Demostracion. Sea { fk}?’:l C H @ 'H una sucesion fundamental entonces para toda

€ > 0 existe N € N tal que an — me < esi N < n,m. Asi, si fk = (f1, f21)s
HOH

entonces

) 2
€ > ‘

fn - fm
HeH
= fin = Frmllas + | fon = fomll2

esto dice que por separado {fi,}%2, C Hy {f2r}72; C H son fundamentales, por lo
cual existen fi, fo € H tales que fy, p— f1y fa — f2. Claramente, (f, f2) €
— 00 —00

H & H es el limite de la sucesion{ fi }3° ;. O
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2.2. Sistemas ortonormales y bases ortonormales

En este apartado consideré sistemas ortogonales y ortonormales en un espacio H.
El concepto de base ortonormal nos permite saber la dimensiéon del espacio y dar
isomorfismos entre espacios, entre otras cosas. Notacién. En esta seccion, por medio
de I, se denotara el subconjunto de los naturales dado por

I'={meN:m <N} N € NU {0}

Definicién 2.2.1. Dos elementos z,y € H son ortogonales sii (x,y) = 0. En notacién
x 1 y. Usaremos también la notaciéon x L F' (F C H) cuando (x, f) = 0 para toda
feF.

Definicién 2.2.2. (Sistema ortonormal) Sea {ay }re; una sucesion de elementos en H.
Decimos que {a }rer es un sistema ortonormal (s.o.n) si (a;, a;) = d;;, donde 0; ; es la
delta de Kronecker.

Note que los elementos de un sistema ortonormal son ortogonales por parejas y
tienen norma igual a 1

Teorema 2.2.3. (Pitdgoras) Sea {fi}}_, ,n € N, tal que para toda i,5 < n ,i # j,
fi L f;, entonces

= > Il (2.3)
k=1

n

E Jr
k=1
Demostracion. Para n = 2 tenemos

Ifr + oIl = (fr+ fo. i + o) = AP+ 2Re (f1, fo) + [ )P = AP+ 12017 (2.4)

De aqui podemos extender la igualdad (2.4), en general para n € N por induccién
hasta obtener (2.3). O

Definicién 2.2.4. Sea {u}re; un s.on. Si para toda h € H se cumple [|h|* =
> ower [t h)|?, entonces {uy }rer es cerrado.

Teorema 2.2.5. Fijemos N € N, h € H, {uy}rer s.0.n. y sea ay := (h,ug). Entonces

N N
h—Zﬁkuk h—Zakuk
k=1 k=1

para toda {3, }Y_, C C la igualdad tiene lugar cuando cy, = By para todak =1,..., N.
Ademas,

> (2.5)

2 N
= 2> =) ol (2.6)
k=1

N
h — E AU
k=1
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Demostracion.
N 2 N N
h= Bl = <h — > Brur,h— Zﬁkuk>
k=1 k=1 k=1
N
= |[B)* + " 18:l* — 2Re B (2.7)
k=1

N N
= ||h||2—2\04k’2+2|5k—04k|2 (2.8)
k=1 k=1

Para pasar de (2.7) a (2.8) se utilizé que |8 — ax|* = |Bl* + |ow|* — 2 Re Bi@. Supo-
niendo que [ = oy para toda k, se obtiene inmediatamente de (2.8) que tiene lugar
(2.6). Asimismo de (2.8) y (2.6), se obtiene la desigualdad (2.5). O

Corolario 2.2.6. (Desigualdad de Bessel) Sea {ug}rer s.0o.n y h € H, entonces, para
cualquier N € I, se cumple Zgzl [(h,u)|® < |||, En particular, si I =N, entonces
la serie S50, [(h,ug)|? converge y la desigualdad se conserva en este caso.

Demostracion. La demostracion es directa del Teorema anterior. OJ

Teorema 2.2.7. Sea {ug}trer C H un sistema ortonormal, entonces son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

1.
span{uy} = H (2.9)

2. Para toda h en H
A7 =) [(h, w) (2.10)

kel

3. Para toda h en H
h="" (hux)uy (2.11)

kel
Demostracion. Demostraremos el caso cuando [ es infinito. El caso [ finito es atin més
simple. 1) = 2). Suponga h € span{uy;}, entonces para toda € > 0 existe N € N tal

que

<€

N
h — Z Brug,
=1
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con {f}72, C C. Por el Teorema 2.2.5 se tiene que (o definida como en ese mismo
Teorema)

h — Z/@kuk

kel

N
0< h—Zakuk < <€
k

=1
N
0< h—Zozkuk <e€
k=1
N

0< h* =Y lauf? < e

k=1

2) = 3). De (2.6) se sigue que

0=[IAl* =) lowl* =

kel

2

h — Zakuk

kel

(2.12)

3) = 1). Esta afirmacién es directa ya que estamos expresando un elemento de H
como un limite de una combinacion lineal del s.o.n. O

Definicién 2.2.8. Un sistema ortonormal (s.o.n) {ug}res es una base ortonormal
(b.o.n) sii {ug }res satisface alguna afirmacién del Teorema 2.2.7.

Lema 2.2.9. Si en H existe {uy}rer una b.o.n, entonces H es separable.

Demostracion. Sea N el conjunto de las combinaciones lineales de la forma

Z%Uk (s € N),
k=1

donde para toda k, v, = ag, + 18y y au, B € Q. Claramente A es numerable. Ahora,
como {ug trer es una b.o.n, para toda h € ‘H y para toda € > 0 existe N € N tal que,

€
—. 2.13
<5 (213)

N
h — Z <h, Uk;> U
k=1

Como cualquier numero complejo es aproximable con nimeros de la forma, v, =
ar + 10k ¥y ag, Or € Q, entonces escojamos v, (k= 1,2,---, N) tales que

N

> Ahyug) =

k=1

€
< - 2.14
. (214)

Asi, si

N
f = Zr)/kuk € N>
k=1
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las ecuaciones (2.13) y (2.14) implican
Ih = fll <e.
Esto significa que H es separable. O

Lema 2.2.10. Sea {ug}trer un s.o.n, entonces {uy}rer es linealmente independiente.

Demostracion. Sea I cualquier subconjunto finito de I. Sea {ow }ef una coleccion de
nimeros complejos tal que
Z AU = 0.

Ya que {uy}rer €s un s.o.n se tiene,

2
2
0=2 awunll =D lol",

kel kel

entonces oy = 0, para toda k € I. O
Lema 2.2.11. Si H es separable, entonces existe una b.o.n en H

Demostracion. Como H es separable, entonces existe M C H tal que card(M) =
card(N), M = H. Ahora, sea Q C M el conjunto que se obtiene de eliminar de M
aquellos elementos que se expresan como combinacion lineal del resto de los elementos
de M; de manera que, se cumple que span ) = H y que @ es linealmente independiente.
Claramente () es numerable asi que podemos considerar que () es una sucesién finita
o infinita, es decir,

Q = {fu}trer

El siguiente paso es aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la
sucesiéon (). Tomemos f; € ) y definamos

A
T= T

donde es claro que ‘ fl = 1. Ahora, tome f5 € @) y defina

72 = f2 - <f2,f1> f1

normalizando y renombrando f,, se obtiene

>
|
o

|
>
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Facilmente, se tiene que

<f2»f1> = <f2af1> - <f27]?1> =0.

El proceso continia tomando f3 € () y definiendo
Fo=Fs= (S i) i = (fo o) o

después de normalizar como se hizo anteriormente, se obtiene f3. Claramente,

<f3,f1> = <f3,f1> - <f3,f1> =0
<J337f2> = <f3,f2> - <f3,f2> =0

Una vez que se tienen construidos {f}i-! podemos definir

s—1

Fo=1o=>"(Sofu) Fu

n=1

normalizando se obtiene, fs. Como se hizo antes se verifica que, fs 1 f, para todo
i < s—1. Ademés observamos que, para todo s € N, span{ fy}i_, = span{fe}i_,.
Ya que para toda j < s, fj estd en span{fk}izl. De esta forma construimos una
sucesion finita o infinita { fk}ke 1, cuyos elementos son ortogonales por parejas y estan

normalizados. Ademas, span{fk}ke[ = H. Por lo que {fk}kg es una b.o.n. O]

Definicién 2.2.12. Sea H un espacio de Hilbert separable y L el espacio lineal Sub-
yacente a H. Si dim £ < oo, entonces dim’H = dim £. Si La dimension de £ no es
finita, entonces dim H = oo.

Teorema 2.2.13. Toda b.o.n en un espacio de Hilbert separable tiene la misma car-
dinalidad y esa cardinalidad es igual a dim H cuando dimH < oo e igual a la cardi-
nalidad de N cuando dim H = oo.

Demostracion. Suponga que dim ’H = m < 0o, entonces el maximo ntimero de elemen-
tos un sistema linealmente independiente es m. Sea {uy }rer una b.o.n arbitraria en H.
Como los elementos de {uy}res son linealmente independientes (por el Lema 2.2.10),
card{uy }re;r < m. Suponga que card{uy}re; < m, entonces dimspan{uy} < dimH lo
que nos dice que span{uy } = span{u;} # H y por lo tanto {uy }res no es b.o.n. De esta
forma card{uy }rer = m. Ahora suponga que dim’H = oco. Como H es separable por
el Lema 2.2.11, existe una b.o.n {ug trer en H tal que card{ug }rer es finita o infinita
numerable. Si es finita, entonces dim span{uy} < ooy {uy}res no puede ser base. Por
lo tanto {uy}res es infinita numerable. O
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Definicién 2.2.14. Sean H; y H, espacios de Hilbert. Sea V' : H; — Hs una funcion
lineal y sobreyectiva, tal que para toda f € Hy , ||f|l, = ||V fl|,; entonces H; es
isométricamente isomorfo con Hs.

Comentario 2.2.15. Recordemos que cualquier funcion lineal V' : H; — Hs no necesa-
riamente sobreyectiva es isometria, si para cualquier f € H; sucede

11l = 11V Fllae, - (2.15)

Teorema 2.2.16. Los espacios de Hilbert separables Hy y Ho son isométricamente
1somorfos sit dim H; = dim Hy

Demostracion. Efectivamente, si son isométricamente isomorfos la funcién V' manda
elementos de una base ortonormal de H; en elementos de una base ortonormal de
‘Hs y su cardinalidad coincide. Por el Teorema 2.2.13 las dimensiones de los espacios
coinciden. Reciprocamente, suponga que dimH; = dim Hy y sean {ug}brer v {vk brer
bases de H; v Hso respectivamente. Tomemos V' : H; — Hy como sigue Vuy := v, y
extenddmosla por linealidad al span{uj}xe;. Se comprueba facilmente que ||V f||, =
| f|l; para toda f € span{uy}rer. Ahora extendamos V' por continuidad a todo H;. Se
verifica directamente que V' es una funcién lineal, sobreyectiva e isométrica de H; a
‘Hs v por la Definicion 2.2.14 los espacios son isométricamente isomorfos. n

2.3. Algunos teoremas fundamentales

Esta seccién contiene conceptos ligados a como podremos descomponer elementos
del espacio con base en un subespacio y como representar funcionales lineales.

Teorema 2.3.1. (Teorema de proyeccion) Sea F un subespacio separable de 'H, en-
tonces se puede expresar toda h € 'H de manera unica como:

h=f+g (feFyglF). (2.16)

Demostracion. Como F' es subespacio, existe en el {uy}re; una b.o.n. Sea f € F. Por
el Teorema 2.2.7, se expresa como f := >, ; (f,ux) up y definimos g := h — f

<h = (g, By uy, uj> = (h,u;) — (h,u;) =0, (2.17)

kel

con base en lo anterior afirmamos que g L F. Solo falta ver que esta expresién es
unica. Ahora, suponga que existen f1, g; tales que h = f; + g1 = f + g. Claramente,
0=|fi— flI”+llgr — gl|* por lo que f1 = f y g1 = g, implicando que la representacién
es Unica. ]
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Definicién 2.3.2. Sea G un subconjunto de H. Al conjunto

Gr={fen:fLG} (2.18)
se le llama complemento ortogonal de G.
Lema 2.3.3. G es un subespacio.

Demostracién. Sean hy,hy € G+, f € Gy o, 3 € C. Entonces

<ah1+ﬁh27f>:a<h17f>+5<h27f>:0'

Por lo tanto G+ es lineal. Ahora, sea {he}2, C Gt convergente a h € H. Al aplicar el
producto interior con f € G, se obtiene la sucesion {(hy, f)}22;, que es estacionaria y
por continuidad del producto interior

0= (i, f) —— (h, [) =0,

k—o0
lo que implica h € G*. O

Definicién 2.3.4. Sea I’ un subespacio de un espacio de Hilbert separable H. El
complemento ortogonal de F' se denotara en este caso por H © F.

Teorema 2.3.5. (Teorema de representacion de F.Riesz) Todo funcional lineal con-
tinuo ® en un espacio de Hilbert H puede ser expresado de la forma:

O(h) = (h, ), (2.19)
donde f € H y es univocamente determinado por el funcional .

Demostracion. Denotaré por G al conjunto de las g € H, para las cuales ®(g) = 0. Por
linealidad del operador ®, el conjunto G es lineal. Aun mas, G es cerrado, entonces GG
es subespacio. En efecto, si g, € Hconn > 1y g, —— ¢, entonces por continuidad

de @
®(g) = lim ®(gy,),

n—oo

por lo que ®(g) =0y g € H, concluyendo que ® es cero en todas partes.

El teorema de Riesz es probado tomando f = 0. Ahora, supongamos G # H.
Entonces existe un elemento distinto de cero f, € H © G. Consideremos un elemento
de la forma

D(h) fy — B(fo)h = 0, (2.20)

con h recorriendo H. El elemento descrito en (2.20) pertenece a G ya que

@ [®(h) fo — D(fo)h] = D(M)D(fo) — 2(fo)®(h) = 0.
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Donde fy € Ho G,
(@(h)fo — @(fo)h, fo) = 0

y
_ /[, @)
QM)_<h<thﬁ>'
Hacemos 7
— D(fo
= (fo,fo)fo’

sustituyendo se obtiene la ecuacién (2.19). Ahora, se probara que f es tinico. Suponga
que existe f’ tal que

(hy f) = <(h, [),

con h € Hy f # f'. Es imposible, ya que sustituyendo por h = f — f’, tendriamos
If = £1F =o0.

Contradiciendo que f # f’. ]

Lema 2.3.6. Sea M C H tal que M =H si f L M, entonces f =0

Demostracion. Antes de comenzar la prueba, observemos que si f L M, entonces
f L M. En efecto, sea {gr}32; C M tal que g —— g€ M. Claramente (f, gx) = 0

para todo k € Ny la sucesion {(f, gr)}2; es estacionaria y, por ende, convergente.
Por otro lado, ya que el producto interior es continuo, tenemos

Por hipétesis M = H, osea que, f es ortogonal a todo H, en particular es ortogonal a
si mismo, es decir, (f, f) =0, lo que implica f = 0. ]

Teorema III. La sucesion de normas de una sucesion débilmente convergente es aco-
tada.

Demostracion. La demostracion de este resultado sigue de teoremas generales de la
teoria en espacios de Banach, y tomando en cuenta la separabilidad del espacio de
Hilbert H. Ademads, hay que tomar H igual a su espacio dual H*.

O

Lema 2.3.7. Todo espacio de Hilbert H es débilmente completo.

Demostracion. Sea { f}72; una sucesién de Cauchy en el sentido de convergencia débil
en H, es decir, para cada h € H

fm (fy — fon, h) = 0.

n,1Mm—00
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Esto como consecuencia de que la sucesiéon de ndmeros {(f, h)}7>, converge para
toda h € H. Ahora, del Teorema III, se sigue que para toda k € N ||fx]| < M. De
esta manera, el limite limy_., (fx, h) define un funcional lineal ®(h) y continué por
la existencia del limite de la sucesién débilmente convergente, donde ®(h) tiene una
norma menor o igual que M. De acuerdo al Teorema 2.3.5, ®(h) = (f, h), donde f
es un elemento tnico en H. Dicho elemento es el limite de la sucesiéon débilmente
convergente {fi}22 ;. O

Teorema 2.3.8. La bola unitaria en el espacio de Hilbert H es débilmente compacta.

Demostracion. Sea {fx}reny una sucesién de la bola unitaria, es decir, ||fx]| < 1 para
toda k € Ny G = span { fy }ren. Definamos F' como F' := H & G. Consideremos la
siguiente sucesién {(f1, fi) }ren, dicha sucesién es acotada. En efecto, por el Teore-
ma 2.1.3 para toda k € N, se sigue que

(o el < ARl < 1.

Ya que {(f1, f) }ren €s una sucesién acotada de niimeros complejos, y por tanto es un
precompacto, entonces existe una subsucesion { fix bren para la cual el limy_o (f1, fix)
existe. Similarmente, por el acotamiento de la sucesion {(fa, fix)}ren se tiene que
{fik tren contiene una subsucesion { for treny para la cual limg .o (f2, for) existe. Re-
pitiendo este argumento, se obtiene una sucesién infinita de sucesiones de la siguiente
forma:

fll fl2 f13 Tt = {flk}kEN
far fao fos o = {for}ren

f31 f32 f33 T = {f3k}k€N

en el que cada renglon es una subsucesion del anterior. Entonces es claro que la sucesion
de la diagonal { fxx tren; Tiene la propiedad de que para cada r € N, limg .o (fr, frx)
existe. Por lo tanto, se sigue que limy_., (f, fxx) existe para cada f combinacién lineal
de elementos de { fx }ren. Por lo tanto el limite anterior existe para cada f € G. Ahora,
si f € F, entonces (f, fxx) = 0 para toda k € N, es decir, la sucesién {(f, fex) tren €s
estacionaria. Tenemos que limy_.o, (f, frx) existe para toda f € F. Dado que H = F &
G, el resultado obtenido implica la existencia del limy, .o, (h, fxx) para toda h € H. Por
lo cual la sucesion, { fex }ren €s una sucesion de Cauchy en el sentido de convergencia
débil; Aunque debido a la completes débil del espacio (véase Lema 2.3.7), la sucesion
{frx }ren converge débilmente a un elemento que nombraremos fy en la bola unitaria.

En efecto,
1> Jo_

— Il
—00




Capitulo 3

Operadores (en espacios de
Hilbert)

En este capitulo se estudiara a fondo la idea de un operador y sus propiedades.
Se dard un anélisis detallado de los conceptos de operador adjunto, invertibilidad de
un operador, grafica de un operador, operador simétrico, isométrico, espectro de un
operador, transformada de Cayley y extensiones von Neumann, todo esto desarrollado
en espacios de Hilbert. En todos los casos consideraremos operadores lineales aunque
en ocasiones no se mencione explicitamente. Para este capitulo nos basamos en los
resultados de los libros [3], [5] ¥ [29].

3.1. Nociones basicas

Definicién 3.1.1. (Operador lineal) Decimos que T' es un operador en H si es una
funcién definida en un subconjunto de H, llamado el dominio de T', que denotaremos
por dom(T"). Ademads, diremos que T es lineal si para toda z,y € dom(T") y o, 5 € C

T(af +Bg) :=alf+pTyg.
El rango del operador T', denotado ran(T'), se define como:
ran(7T) := T'dom(T) = {f € dom(T) : Tf =y}
El nicleo de T esta dado por el conjunto {f € dom(T") : T'f = 0}, es decir,
ker(T) :={f € dom(T) : Tf = 0}

Definicién 3.1.2. (Extension de un operador) Sean 7T, T operadores lineales definidos
en H tales que

1.

dom(T") C dom(T)

33
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2. y para toda f € dom(T) .
Tf=TF.

Asi, decimos que T es extension de T (T D T) o bien que T es restriccién de T
(rcT).

Para hacer mas rapida la lectura, aclaro que todos los operadores que van a estar
contenidos en este trabajo seran lineales.

Definicién 3.1.3. (Suma de operadores lineales) Sean 7'y GG dos operadores lineales
con dominios dom(7") y dom(G) respectivamente en el mismo espacio H. La suma de
T vy G esta dada por la relacion

(T+G)f=Tf+Gf
con f € dom(7") N dom(G).

Definicién 3.1.4. (Operador inverso) Denotaremos por 7! al operador definido en
ran(T) tal que T~ (Tx) = z para toda x € dom(T).

Si T es un operador lineal, entonces T~ también lo es, ademds dom(7~!) = ran(T)
y dom(T) = ran(T~!). Nétese que de la definicién del operador inverso inmediatamente
se sigue que para toda y € ran(T), T (T 'y) = y.

Teorema 3.1.5. Sea T C Ty y suponga que existe Ty ", Ty '. Entonces Ty C Ty .

Demostracion. Ya que Ty C Ty, se tiene que dom(7;) C dom(T3) y para toda f €
dom(Ty), Tif = Tof, lo que implica que ran(7}) C ran(73), es decir, dom(77 ") C
dom(7, ). Ahora, sea f € dom(Ty ") y g = T, f, entonces f = Tig = Thg, de donde
aplicamos T, ' y obtenemos T, 'f = g, igualando ecuaciones resulta que T, 'f =
T, ' f. O

Teorema 3.1.6. Un operador T es invertible sii ker(T') = {0}.
Demostracion. La demostracion es directa de la definicion 3.1.4. [l

Comentario 3.1.7. Si T es invertible, entonces
dim dom(7T") = dimran(T).

Definicién 3.1.8. (Operador acotado) Un operador T es acotado si existe C' > 0 tal
que para todo z € dom(T")
ITz]} < C ||

Definicién 3.1.9. B(H) es el conjunto de todos los operadores acotados que actiian
en todo el espacio H, es decir, para T' € B(H) se cumple la Definicién 3.1.8 y ademads
dom(T") = H.
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Definicién 3.1.10. Un operador T' € B(H) se dice que es compacto si para cada
conjunto lineal acotado F' de H, el conjunto {T'f : f € F'} es compacto.

Definicién 3.1.11. Vamos a denotar al conjunto de todos los operadores compactos

en H por Se(H).
Claramente, Sy, (H) es lineal y So.(H) C B(H).
Teorema 3.1.12. Sea T' € B(H). Si T es de rango finito, es decir,
dimran(T") < oo. (3.1)
Entonces T' es compacto.

Demostracion. Sea T tal que (3.1) se satisface. Tomemos una sucesién { fi } ren acotada
en H. Entonces como T es un operador acotado, {7 fi}ren €s una sucesién acotada
y como sucede (3.1), entonces el conjunto {7 f;}ren esta en un espacio de dimensién
finita. Y esto quiere decir que dicho conjunto es relativamente compacto. O]

Definicién 3.1.13. (Operador de proyeccién) Del Teorema 2.3.1 (Teorema de proyec-
ci6én) y de la ecuacién (2.16), se sigue que para cualquier subespacio F' de un espacio
‘H, podemos definir el operador de proyeccién

PFh = f,

con fy h como en la ecuacién (2.16). El operador Pr es denominado proyector orto-
gonal con dom(Pr) = H y ran(Pr) = F.

Notemos que Pr € B(H). En efecto, de la Definicién 3.1.13, tenemos que el
dom(Pr) = H. Sea F subespacio de H y h € H, del Teorema 2.3.1 tenemos que
h=/f+gcon feFyglF,porloque

2 2
[R[]" = 1If + gl
={f+9.f+9)
= /I + llgl* + 2Re (f,9) ,
ya que f L g, tenemos
2 2 2
1R]]" = LFI7 + llgll™
sustituyendo f por Prh, nos queda

IR1* = PR ]” + Ngll*,

implica

[Pehl[ < (|5l
Cumpliéndose la Definicién 3.1.8 con C' = 1, por lo tanto Pr € B(H).
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Lema 3.1.14. Sea {F}}reny una sucesion de subespacios ortogonales entre si en un
espacio de Hilbert H, [ € @,y Fi, y P; el proyector en F;. Entonces

f=Y_Pf (32)
keN

Demostracion. Sea f € @, oy Fr, entonces f = >, qarfi con fi € Fy. Si Pjes el
proyector en Fj, se sigue que P;f = Y, yoPjfir = a;f;. Por lo tanto (3.2) tiene
lugar. [

Teorema 3.1.15. Sea {F} }ren una sucesion de subespacios ortogonales entre si en un
espacio de Hilbert H, P el proyector en @,y Fr, y Pr el proyector en Fy,. Entonces

para toda f € H
lim (Zpk) f=Pf
k=1

Demostracion. Sea f € H. Utilizando el Teorema 2.3.1 expresamos f = fg—i-ZjeN o, f;
con fr e Fpy foe HO EBkeN Fy.. Entonces

Pf— Zpk (Zajf])

jeN

Pf—ZPkf
k=1

2{:‘1313 zg:‘ykjk

jeEN

- P(Z%fj) Zpk (Zo‘ﬂff>

jeN jEN

o0 2 o0
= 1D anfel =D lal sl
k=n k=n

donde la dltima igualdad en la ecuacién anterior es valida por el Teorema 2.2.3 y para
n suficientemente grande Y750 |al? || fil* < e. O

Lema 3.1.16. Sean F' y G subespacios separables de un espacio de Hilbert H. Si la
dim(G) > dim(F'), entonces existe g € G, g # 0, tal que g L F.

Demostracion. Suponga dim(G) > dim(F'). Sea h € H y tomemos un operador de
proyeccién como en la Definicién 3.1.13, tal que Pr : H — F. Sea Pr = Pr e
Suponga ker(Pr) # {0}, entonces existe g € ker(Pp), g # 0, tal que Ppg = 0. Por
el Teorema 2.3.1 escribimos ¢ = Ppg + f' = f' con Prg € F y f' L F, por lo
que g L F. Ahora, si suponemos que ker(Pr) = {0}, implica que ﬁp_l existe. Pero
por el Comentario 3.1.7, tenemos que dim(G) = dim(F'). Esto contradice la hipétesis

dim(G) > dim(F). O

Teorema 3.1.17. Sea T un operador lineal en H. T tiene inverso acotado sii existe
C > 0 tal que
[Tz]| = Cl=]] - (3.3)
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Demostracién. Suponga que (3.3) es valido, entonces ker(T) = {0}. Por lo tanto T~*
existe. Sustituyendo Tz = y en (3.3), obtenemos que para toda y € dom(7T!) =
ran(T),

lyll > C || T~y]|-

Por lo tanto ||T'z|| < C~!||y||. Reciprocamente, suponga que existe T~ y es acotado.
Entonces existe una constante C’ tal que |7 'y| < C'||y||. Si hacemos x = T 'y
obtenemos (3.3) con C' = . O

El Teorema 3.1.17 nos da la existencia de inversos acotados, cuyo uso e importancia
serd tratado posteriormente en el texto.

Definicién 3.1.18. (Gréfica de un operador) Al operador T' en ‘H le podemos aso-
ciar el conjunto {(z,Tz) : © € dom(7T)} C H & H que llamaremos gréafica de Ty
denotaremos por G(T'). Asi, G(T') := {(z,Tz) : € dom(T)} C H & H.

Definicién 3.1.19. (Operador cerrado) 7' es cerrado sii G(T') = G(T')

Teorema 3.1.20. T es cerrado sii del hecho de que la sucesion {x,}>2; € dom(T)
sea tal que x, —— x, Tx,, —— y se sigue que x € dom(T") yy = Tz.

Demostracion. Suponga G(T') = G(T), sea {x)}7>, C dom(T), tal que

Tk —)k:—>oo X

Ty, o Y
Asi, construimos la sucesion {(xy, Txy) 32 ,esta succion esta en G(T), ya que asi de-
finimos a la grafica que claramente es convergente en H @ H, es decir,

(g, Tay) —— (w,y) € G(T),

ya que G(T) = G(T), entonces = € dom(T) y y = Tx. Reciprocamente, suponga que
{z,}22, € dom(T) es tal que x, —— =z, Tz, —— y se sigue que = € dom(T) y
y = T'x, andlogamente como se hizg eﬁo la parte ar?tegor de la demostracién formamos
pares ordenados creando asi un nueva sucesién, que en efecto esta en G(T'), es decir,
{(xg, Txy) }32, € G(T), se comprueba facilmente que esta sucesién es convergente en
H & H, por hipétesis x € dom(T") y y = Tx lo que implica que (x,y) € G(T), lo cual
nos dice que G(T') es cerrada. O

Teorema 3.1.21. Un operador continuo T es cerrado sii dom(T) es cerrado en H.

Demostracion. Supongamos que dom(7') es cerrado en H. Tomemos una sucesién
{z,}2°; de elementos en dom(T) tal que existe x,y € H
Ty —— T
n—oo

Tz, —
n—oo
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Claramente, ya que dom(7') es cerrado x € dom(T"). Ademés, Tx,, —— Tz por que T'

es continuo, entonces y = T'x. Por lo tanto, 1" es cerrado por el Teorema 3.1.20. Recipro-
camente. Suponga que dom(7") no es cerrado. Entonces existe {z,}5°, C dom(7)
convergente en H tal que

x, —— x ¢ dom(T).

n—oo

Como T es continuo, implica {T'z,}°°; es convergente en H. O sea que tenemos una
secesion para la cual

T —— T EH
n—00

Tx, — y € H,

como x ¢ dom(7"), implica 7" no puede ser cerrado. O

Definicién 3.1.22. Sea U y W operadores con dominio definido en H@®H. Que tienen
la accién:

U(f1, f2) == (fo, 1)
W(f1, f2) = (= f2, fr)-

De la Definicién 3.1.22 se sigue que

U?=-W?*=1 (3.4)
UW = -WU. (3.5)

Para un conjunto A C H & H, se cumple
[WA]*: =W A+ (3.6)
[UA: = UA-

Teorema 3.1.23. Si T tiene inverso, entonces T y T~ son cerrados simultdneamente.

Demostracién. Tenemos que si T es un operador en H y existe 7!, entonces G(T 1) =
UG(T) con U el operador de la Definicién 3.1.22. De esta forma, se observa que, de
las propiedades de U, se sigue que Ty T~! son cerrados simultdneamente. O

Teorema 3.1.24. Sea T un operador cerrado y S € B(H).Entonces T+ S es cerrado.

Demostracién. Comenzaremos probando que existe una C' > 0 tal que para toda
f € dom(T),

I THIN< CISAT + 9P - (3.8)

En efecto,

ICLTHI = I+ ITAI* < LA+ 1T A1 (3.9)
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Por otra lado, debido a que [|Sf]| < C'||f||, se verifica
ITF = I[(T+5 =S < [T+ S)fIl + Tl (3.10)
Por lo que: de (3.9) y (3.10), tenemos

AP+ T AP < @+ O+ ITAID

< (
<@+ ORI+ NTFID? + L+ O = IIT 1)
2(L+ COP(IFI*+ 1T 1)

Ahora, tomemos la sucesion

{(fe, (T +5)fe) 172y € G(T + 5) (3.11)

convergente en H @ H. De la igualdad (3.8), concluyendo que existe (f,g) en H & H
tal que

(fe, Tfi) —— (f,9).

k—o00

Como G(T) = G(T), entonces f € dom(T')y g = T f. De la continuidad de S tenemos,
ademas, que

(T'+ 95) fx p— (T +9)f.
De esta manera, el limite de la sucesion (3.11) esta en G(T' + S). O
Teorema 3.1.25. Si T es cerrado, entonces ker(T) es subespacio.

Demostracion. Tomemos una sucesién {z,}5°, € ker(7") convergente en H, es decir,
existe z € 'H tal que

T, — .
n—oo

Claramente Tz, = 0 para toda n € N, entonces 0 = T'x,, —— 0. Por el Teorema
n—odo

3.1.20 z € dom(T") y 0 = T'z, lo que implica z € ker(T). O

Teorema 3.1.26. Sean Ty, T, T operadores lineales tales que Ty C'T' C Ty. De donde
Ty y 11 son cerrados y

dom(77)

dim | o)

] < 0. (3.12)

Entonces T es cerrado.

Demostracion. Ya que Ty C 17 y ambos son cerrados, se sigue que G(7) es un subes-
pacio de G(T7). Tomando en cuenta (3.12), se tiene que la dimH & ran(7p) es finita.
Asi mismo, del hecho de que G(Ty) C G(T), se sigue que G(T') es cerrada. Cum-
pliéndose la Definicion 3.1.19. O]

Definicién 3.1.27. Diremos que T es cerrable si tiene una extensién cerrada.
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Definicion 3.1.28. El operador S se dice que es la cerradura de 7' si es la minima
extensién cerrada de T', o bien S =T.

En este caso, se verificar que
G(T)=G(T) (3.13)

En efecto, sea T' un operador en H y T su cerradura, G(T'), G(T) respectivamente las

graficas de los operadores. Ya que T es un operador cerrado; entonces, G(T) = G(T).
Usando el hecho de que T es el minimo operador cerrado que contiene a 7', se sigue
que la grafica de G(T') es el minimo subconjunto lineal que contiene a G(T'). Por lo

que G(T) = G(T), obteniendo (3.13).

Definicién 3.1.29. (Operador adjunto) Sea T' un operador lineal densamente definido
en ‘H. El adjunto de T', denotado por T™, tiene dominio dado por todos los g € H tales
que existe h € H que satisface (T'f, g) = (f, h). Entonces T*g := h.

La Definicién 3.1.29 es correcta en el sentido de que define un operador. Como
el adjunto estd determinado por las g € H tales que existe h € H que satisface
(T'f,g) = (f,h). Si hubiera una g € H que le correspondan h, ' € H, del hecho que T
un operador densamente definido en H y por el Lema 2.3.6 tendriamos que h = h' por
lo que a cada g € H le corresponde una sola h € H. Observe que 7™ es un operador
lineal. En efecto, sea g1, 92 € dom(7T™) y «, 8 € C, entonces

(Tf,ag)=a(lf qg)=/{faT"g) (3.14)

(T'f,age) = B{T'f,g2) = {f. BT"g2) - (3.15)
Sumando (3.14) con (3.15), tenemos que
(T'f, a9+ Bg2) = (T'f, a91) + (T'f, Bg2) = (f. T g1) + (f, BT"g2) -
Por lo tanto T* es lineal, ya que ag; + B¢z € dom(T™) y
T*(agr + Bg2) = T g1 + BT go.
Teorema 3.1.30. Sea T" un operador densamente definido en H. Entonces
[WG(T)|" = G(T™). (3.16)
Demostracion. Sea f € dom(H), entonces (f,Tf) € G(T'). Asi
(=Tf, ) =W(f,Tf).

Buscamos los elementos § = (g1, 1) € H ® H tales que

<g7(_vaf)> = _<917Tf>+<927f> :07
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pero por la Definicion 3.1.29, se tiene que

(91,92) = (91, T"g2) € G(T™).

Esto tltimo, demuestra que [WG(T)]* C G(T*). La prueba en el sentido contrario se
obtiene al verificar que (g9, 7% gs) es ortogonal a (=T'f, f). O

Teorema 3.1.31. El operador T™ es cerrado.

Demostracion. El Teorema 3.1.30, presenta que la grafica del operador adjunto es el
complemento ortogonal de un conjunto en H @ H. Del Lema 2.3.3, se sigue que G(T%)
es un conjunto cerrado en H & H, por lo que el operador adjunto es cerrado como
consecuencia de la Definicion 3.1.18. m

Teorema 3.1.32. Si T € B(H), entonces T* € B(H).

Demostracion. Suponga que T' € B(H), entonces por la desigualdad del Teorema 2.1.3,
se tiene que para todo f,g € H

(TF ol < ITfIHgl < CllfIHgll- (3.17)

Fijamos arbitrariamente g € H, entonces (T'f, g) es un funcional lineal que por (3.17)
es acotado. Por el Teorema 2.3.5 existe h € ‘H tal que

(Tf,g)=(fh).

De esto se sigue, de acuerdo a la Definicién 3.1.29, que g € dom(T*) y T*g = h.
Implica que dom(7T*) = H. Ahora, verificamos que T* es acotado. Si h = T*g = 0,
entonces siempre hay una cota superior para ||[T*g||. Suponga h # 0, entonces

IRlI* = (T"g,h) = (9. Th) < gl ITh|

por lo tanto
[R]] = T"h]l < Clg]| -

Concluyendo que T* € B(H). O

Teorema 3.1.33. Un operador T es compacto sii T trasforma una sucesion débilmente
convergente en una sucesion convergente.

Demostracion. Suponga que T es compacto. Sea {fi}ren una sucesién débilmente
convergente a fy. Por el Teorema III, sabemos que sup,cy || fx]] < oo. Y por la con-
tinuidad 7', tenemos que {71 fi}ren converge débilmente a T'fy. En efecto, para toda
feH, (Tff) = {fe,T*f), para toda k € N y por hipétesis (fx, T*f) converge a
(fo,T*f) = (T fo, ). Supongamos sin pérdida de generalidad que fy = 0. Si la sucesién
{T fi }ren 10 converge a cero, entonces infien ||Tfx|| = a > 0. La sucesion {7 fy }ren
es relativamente compacta debido a que T es compacto. De esta forma, existe una
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subsucesion { f, tnen tal que la sucesién {7 fy, }nen €s convergente a un elemento h.
Puesto que la sucesiéon {7 f;}ren converge débilmente a cero, se ve que h = 0, esto
contradice que || T fx|| > a > 0.

Para probar la afirmacion conversa, basta demostrar que del hecho de que T trans-
forma una secesién débilmente convergente en una convergente, se sigue que la ima-
gen de la bola unitaria bajo el operador T' sea relativamente compacta. Para esto,
es suficiente verificar que para cualquier sucesién {fx}ren con ||fx]] < 1, existe una
subsucesion { fx, tnen para la que {T'fx, }nen sea convergente. Sin embargo por el Teo-
rema 2.3.8 se sabe que cualquier bola unitaria en un espacio de Hilbert es débilmente
compacta, asi, podemos extraer una subsucesion débilmente convergente { fi, }nen en
dicha bola unitaria. Y por hipétesis la sucesién {7 fy, }nen converge, lo que prueba que
T es compacto. O

Teorema 3.1.34. Si T es cerrable, entonces

(T)* =T*. (3.18)

Demostracion. Comparando (3.13) y (3.16) vemos que las graficas de (T7')* y T coin-
ciden, por tanto (3.18) se satisface. ]

Teorema 3.1.35. Sea T un operador densamente definido en H y S € B(H), entonces
(T+9) =T+ 5"

Demostracion. Suponga g € dom(7™), entonces para un elemento f € dom(7’) se tiene
que

(T+9)f9)=(Tf+Sf.9)=(Tf,9)+(Sf.9)
=([,T"g) +([,5"g) = ([, T"g+ S"g) .

por lo tanto g € dom((T" + S)*). Ademas, (T'+ S)*g = (T* + S*)g para toda g €
dom(7T™) = dom(7T™ + S*) . Concluyendo que 7% + S* C (T'+ S)*. Para probar la otra
contencion, consideremos g € dom((7"+ 5)*), entonces para f € dom(7" +5), tenemos

(Tf,9)=(T+S—=5)f9 =(T+S)f,9)—(Sf.9)
= (f,(T+5)g) = (f,S"g) = (f, (T + 5)" = S"]g). (3.19)

Entonces g € dom(7™), lo cual implica
dom((T"+ S)*) C dom(T™) = dom(T™ + S™).
Observe que de (3.19) obtenemos que
(T*+S")g=(T+5S)y.

Esta relaciéon se cumple siempre que g € dom((7" + 5)*). Por lo que(T 4+ S)* C T* +
S*. O
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Teorema 3.1.36. Los subespacios ran(T') y ker(T*) son ortogonales en H y

H = ran(T) @ ker(T™).

Demostracion. Sea g € ker(T*), entonces para toda f € dom(T")

(Tf,g)=(f,T"g) =0,

lo cual implica g L ran(T) y ker(T*) C ran(7T)*. Ahora, sea g € ran(T)*, entonces
0= (Tf,g) para toda g € dom(T"), lo cual implica g € dom(7T*) y T*g = 0. O]

Teorema 3.1.37. Sea T un operador con dom(T) = ran(T) = H tal que T~ existe.
Entonces existe el inverso de T* y el adjunto de T, ademds (T*)™' = (T~1)*.

Demostracion. Que el adjunto exista, se debe a que dom(7) = H. Por el Teore-
ma 3.1.36, tenemos que ker(T*) = {0}, entonces existe (T*)~! y
G((T") ™) =Uwa(n)
= [Uwa(T)*
= [-WUG(T)*
= [WUG(T)}*
= [Wa(T
Usando las propiedades (3.5) y (3.7) de los operadores U y W; Y ya que T~! estd den-
samente definido, entonces por el Teorema 3.1.30 [WG(T~1)]* = G((T~1)*), conclu-
yendo
G((T)™) =G((T™Y)").
L]

Teorema 3.1.38. Sea dom(T) = H. El dom(T*) = H sii T es cerrable. En este caso
T existe y

T =T (3.20)

Demostracion. Consideremos la grafica de T* y recordemos la propiedad (3.4) para el
operador W . Utilizando el Teorema 3.1.30 tenemos que

WG(T*) = WWG(D)| = [W?G(T)]" = [-G(D)]* = [G(T)]*. (3-21)

De donde utilizamos la propiedad (3.6). De (3.21), se sigue [WG(T*)]* = G(T). E
conjunto G(T) es la grafica sii T es cerrable. Cuando T es cerrable tenemos (3.13), lo
que implica

[WG(TH* = G(T). (3.22)
Por otro lado, tenemos que el lado izquierdo de la ecuacién (3.22) es grafica de un
operador sii dom(7*) = H. Usando este hecho, esta igualdad es equivalente a la

hipétesis de T' cerrable. Si el dom(7™*) = H, el operador T** existe. La igualdad (3.20)
se obtiene de (3.22) aplicando nuevamente el Teorema 3.1.30 al operador T™. O
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3.2. Espectro de operadores

Definicién 3.2.1. El conjunto de los puntos de tipo regular del operador lineal T,
simbolizado por p(7T), se define como:

p(T):={¢eC:3C>0: (T = CNfll = ClfIl,Vf € dom(T)}. (3.23)
Teorema 3.2.2. Sea ¢ € p(T). T es cerrado sii
ran(T — ¢I) = ran(T — (1) (3.24)

Demostracion. Ya que T es cerrado e I € B(H), del Teorema 3.1.24 se sigue que
T — (I es cerrado. Del hecho de que ( € p(T) y del Teorema 3.1.17, tenemos que
(T —¢I)~! existe y es acotado. Ya que T'— (I es cerrado, entonces (T'—(I)~! es cerrado
como consecuencia del Teorema 3.1.23. Ademads, tomando en cuenta que (T — ¢I)™!
es cerrado y el Teorema 3.1.21, concluimos que dom((T — ¢I)™!) es cerrado pero
dom((T' —¢I)™') = ran(T — (1), implica que ran(T — (I) es cerrado. Reciprocamente,
sea ran(T — (I) cerrado, ya que ¢ € p(T) y por el Teorema 3.1.17 existe (T — ¢I)~?
y es acotado. Sabemos que dom((T — ¢I)™!) = ran(T — (I), del Teorema 3.1.21 se
sigue que (T — ¢I)~! es cerrado y por el Teorema 3.1.23 T' — (I es cerrado. Ya que
T — (I es cerrado y —(I € B(H), obtenemos que T'— (I + (—CI) es cerrado esto como
consecuencia del Teorema 3.1.24, Por lo tanto 71" es cerrado. O

Teorema 3.2.3. Sea T un operador cerrado definido en H. Si {y € p(T), entonces
hay una vecindad de (o, V((y), contenida en p(T'). Ademds, para toda ¢ € V({y) la
dim(H ©ran(T — (I)) es constante.

Demostracion. Sea (o € p(T), entonces existe C' > 0 tal que ||(T"— (I) f]| > C'|| f]].
Fijamos la constante C'y escribimos T'— (I = (T — {oI) + ({o — ¢)I con ¢ € C. Asi,
tenemos que

(T = CD A = (T = G f + (G = OISl
> (T = DSl = 1[G = O fll
> CIfI = 1o = <A
= (@ =[G —=<cDIA-

Por lo tanto |(y — (| < C garantiza ¢ € p(T'). Ahora, probaremos que dim(H &
ran(T — (o)) = dim(H © ran(T — (1)), para toda ¢ tal que |y — (| < C. Suponga
dim(H © ran(T — {p/)) < dim(H © ran(T — ¢I)). Por el Lema 3.1.16 existe h €
H o ran(T — () tal que h L H e ran(T — (o/). Entonces h € ran(T — (yI), por
lo cual existe f € dom(T — (oI), f # 0, tal que h = (T — (oI)f. Sin embargo,
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h € HSran(T — (1), se obtiene que h L ran(T — (I). Asi,

0= (h, (T —C)f) = (T = GI)f. (T = CI)f)
= (T =G f (T =G f+ (G —O)f)
(T = CI)f, (T =Gl f) + (T = CoI) f, (Co — O f)
— QD fIP+ (T = CD)f. (G — OIf)

Despejando el primer término del lado derecho de la tltima igualdad de la ecuacién
anterior y tomando el valor absoluto, nos queda

(T =D FI* = (T = GDf), (¢ = G)IS)]
< (T =G FIHIC = Co) £l
< (T =G fICIfI,

de estas desigualdades, se sigue

(T = G fI < A

Pero se sabia que [[(T" — (oI) f|| > C'|| f]], entonces

(T = DAl < (T =GN

llegando a una contradiccién. Analogamente se obtiene una contradiccion si se supone
que
dim(H S ran(T — (o)) > dim(H © ran(T — ().

Por lo tanto,
dim(H e ran(T — (pl)) = dim(H S ran(T — (1)).

O

Corolario 3.2.4. Sea T un operador cerrado. Entonces p(T') es un conjunto abierto.
Sabemos que en el plano complejo cualquier conjunto abierto es la union de compo-
nentes conexas abiertas. Para cualquier componente conexa de p(T), se cumple que

dim(H e ran(T — (1))
es constante cuando ¢ recorre esa componente conexa de p(T).

Demostracion. Del Teorema 3.2.3, p(T') es un conjunto abierto. De este modo, sea
(1,¢ € A, donde A es una componente conexa de p(7), entonces existen V; y V5
vecindades de (; y (5 respectivamente tales que ambas vecindades estan contenidas
en p(T) y dim(H © ran(T — (I)) es constante para toda ¢ en Vi y Vs, esto como
consecuencia del Teorema 3.2.3. Ya que A es una componente conexa en el plano
complejo, también es arco-conexa, es decir, para cualquier dos puntos en A existe una
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curva que los une, la cual, esta contenida en A. Asi, tomemos un punto (3 € dV; sobre
la curva X que une (; y (2. Del Teorema 3.2.3 existe una vecindad V5 de (3 contenida
en p(T) tal que

dim(H eran(T — (1)) = dim(H e ran(T — (31)) = dim(H & ran(T — (1))

para toda ( en V3. Claramente, este procedimiento nos permite cubrir todos los puntos
de X, ya que el conjunto X es compacto. Como tomamos una componente arbitraria
A, concluimos que

dim(H e ran(T — (1))
es constante para toda ( en cada componente conexa de p(T). O
En las siguientes Definiciones 3.2.5— 3.2.11 suponemos que 7" es cerrado.
Definicién 3.2.5. El conjunto resolvente de T' lo vamos a definir como:
p(T) :={C e p(T) :ran(T — ¢I) = H}. (3.25)
Definicién 3.2.6. Definiremos el espectro o(7T') de T por
o(T):=C\ p(T). (3.26)
Definicién 3.2.7. El ntcleo espectral de T' se define por
a(T) :=C\ p(T). (3.27)
En la teoria espectral de operadores se pueden tener los siguientes casos extremos:
W) 6(1)=C: b o(T)=C, s(T)=0; d)o(T)=0.

Por el Teorema 3.2.3 los conjuntos o(T"), 6(T") son cerrados (ya que p(T), p(T") son
abiertos). Ademds, es claro que ¢(7T") C o(T).

Definicién 3.2.8. El conjunto o.(7) denominado el espectro continuo de T', lo defi-
niremos por

0(T):={¢C € C:ran(T — (1) #ran(T — (I)}. (3.28)

Definicién 3.2.9. El espectro puntual de 7" es el conjunto denotado por o,(7T') y
definido como

o,(T) :={¢ € C:ker(T —(I) # {0}}. (3.29)

Observe que o.(T') C 6(T'). A los elementos de 0,(T) se les llaman auto-valores y
o,(T) C &(T).

Definicién 3.2.10. El conjunto o;°(T') se define como el conjunto de auto-valores de
un operador T de multiplicidad infinita, es decir,

o X(T) :={¢ € C:dimker(T — {I) = oo}.

p
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Definicién 3.2.11. Sea ¢ € p(7T'). El operador resolvente de 7" en ( es
Ro(T) == (T — ¢I)™. (3.30)

En el cual podemos observar que R:(T) € B(H) para todo ¢ € p(T'). Ademas,
facilmente se deducen las siguientes igualdades, para ¢,y € p(T)

Re(T) (T = ¢I) Ry, (T') = Re, (T) (3.31)
Re(T)(T = ol )Ry (T) = Re(T), (3.32)
cuya diferencia resulta en la identidad conocida por identidad de la resolvente de
Hilbert
Re(T) = Bg,(T) = (¢ = Go) Re(T) Reo (T).
Los siguientes resultados auxiliares van encaminados a estudiar el comportamiento

del espectro de la clase de los operadores compactos, dichos resultados nos seran ttiles
en capitulos posteriores.

Teorema 3.2.12. Sea T' € S,.(H), ¢ # 0, entonces ran(T — (I) es cerrado.

Demostracion. Sea g € ran(T — (1), entonces existe {gx}ren C ran(7 — (1) tal que
G —— 9 Para toda k € N gy = (T — (I)fy, donde fr € H. Ahora, por el Teo-

rema 2.3.1, para toda k € N, se tiene que f, = hy + di, donde hy, € ker(T — CI)*
y di € ker(T — (I). Entonces g, = (T — (I)hy. Probemos que la sucesion {h}ren
estd acotada. En efecto, suponga lo contrario y defina ¢ := ”Z—:”, entonces

gk
(T = (D = [ ——
[hgll koo

Ahora, como {qx}ren estd acotada, entonces existe {qx, tnen tal que {T'qx, fnen s
convergente, entonces la sucesioén {qx, }nen €s también convergente, ya que

— Y 7a — Gk '
o= (T -

Denotemos el limite de {qx, }nen por ¢. Dado que ker(T — ¢I)* es un subespacio, se
tiene que ¢ € ker(T — (I)*, pero por otra parte

(T'=¢l)g = lim (7" = C)gy, = 0,

o sea que q € ker(T — (I), lo cual es una contradiccién. Asi, hemos demostrado
que la sucesién {hy}ren es acotada. Por lo tanto, existe {hy, }nen tal que {Thy, }nen
es convergente, pero por el mismo razonamiento anterior {hg, }nen €s convergente
digamos a f. Por lo tanto tenemos que

g= h;m (T —C)hy, = (T —CI)f € ran(T — (1),

lo que implica que ran(7T — (I) es cerrado. O]
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Teorema 3.2.13. Sea T € Sy (H). Suponga que ¢ # 0, ker(T' — (1) = {0} y ran(T —
CI) # H. Entonces ran(T — CI)**! es un subespacio propio de ran(T — (I)* para cada
ke N.

Demostracion. Del Teorema 3.2.12, se sigue que ran(7"— (1) es cerrado. Como ker(7" —
¢I) = {0}, existe (T'— ¢I)~! que genera una correspondencia biunivoca entre ran(7 —
¢I)? y ran(T —CI). De esto se sigue de manera inmediata que ran(7 — (I)? es también
cerrado. Asi, por induccién tenemos que ran(7' — (I)*, k € N, es cerrado. Verifiquemos
que ran(T — CI)*! C ran(T — ¢I)* y ran(T — ¢I1)*** # ran(T — ¢I)*. Suponga que
existe ko € N tal que

ran(T — (1) C ran(T — ¢I)kot!,

entonces

H = (T — ¢I) * ran(T — ¢I)* c (T — ¢I) % ran(T — ¢I)*™ = ran(T — ().
lo que contradice la hipétesis del teorema. O
Teorema 3.2.14. Sea T un operador en H. Si los auto-valores A\, # A;, entonces

ker(T' — A\ 1) Nker(T — X\;1) = {0}.
Demostracion. Supongamos A\, # A; y que ker(T'— A\, I)Nker(T'—\;I) # {0}, entonces
existe fo # 0, fo € ker(T" — A\pI) Nker(T — A\;I) y por definicién de nticleo (véase
Definicién 3.1.1), tenemos que
(T = Nd)fo= (T = NI)fo =0

de lo que se deduce que A\ fy = A, fo. Asi, Ay = A;, contradiciendo las hipdtesis. O

Teorema 3.2.15. Sea T € Sy.(H), entonces o(T') \ {0} consiste solamente en auto-
valores aislados de multiplicidad finita.

Demostracion. Sea ¢ € o(T), ¢ # 0. Suponga que ¢ no es un auto-valor. Entonces
y T son tales que satisfacen la condiciéon del Teorema 3.2.13. En efecto, que ¢ no sea
un auto-valor quiere decir que ker(7' — (I) = {0}, mientras que si ¢ € o(7'), entonces
ran(T —(I) # H. Asi, por el Teorema 3.2.13 podemos construir la sucesién ortonormal
{fx}ren tal que para toda k € N

fr € ran(T — ¢ S ran(T — ¢I)F,

entonces por los Teoremas 3.1.33, T fy — 0. Por el otro lado, tenemos que
—00

Tfe=Cfe + (T =) fi-
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Ast, fi, Lran(T — ¢k y (T — 1) fi € ran(T — ¢I)*. Por lo tanto, usando el hecho de
que fr, L (T — CI)fr y el Teorema 2.2.3, tenemos que

T £l = [Pl + 1T = <D fllP > 1€ AN = ISP > 0. (3.33)

Lo que nos indica una contradiccion. Asi, ¢ debe ser un auto-valor. Ahora, probemos
que la multiplicidad de cada auto-valor ¢ # 0 es finita. Si hacemos que dimker(7" —
¢I) = oo, entonces podria existir una sucesion ortonormal { fx }ren de ker(T' —(I). Ya
que T es compacto, entonces T'f;, — 0, contradiciendo la igualdad ||T'fi|| = <] || fxll =

€.

Resta probar que los auto-valores pueden acumularse solamente en el cero. Suponga

que no es asi y que {(;keny C o(7') tal que ¢ — ¢ # 0 con ¢ # (; para toda k # j.
Considérese la sucesion { fx }ren, || fxll = 1, tal que

(T =G fr =0 (3.34)

Del Teorema 3.2.14, concluimos inmediatamente que la sucesion { fi }xen es linealmente
independiente. Sea

gn € span{ fi}r_, © span{fi}7_|

tal que ||g,|| = 1 para cada n € N. Repitiendo el argumento anterior vemos que
Tg, —— 0 y ademas
Ahora, haciendo g = Z?Zl apjf; y tomando en cuenta (3.34), tenemos que
k k-1
(T = GDgr = Y aig(T = G fy = D ary (G — Gy € span{ f;}1~]
j=1 j=1

Por lo tanto, g L (T — (xI)gr para toda k € N. Asi, a partir de (3.35), podemos
usar el mismo razonamiento que en (3.33), obteniendo que || Tgx| > (x| — [C], lo que
contradice el hecho de que T'g p— 0. O

3.3. Operadores simétricos

Definicién 3.3.1. (Operador Simétrico) Un operador A densamente definido en H es
simétrico sii

AC A"

Teorema 3.3.2. A es simétrico sii A es densamente definido y para toda f,g €
dom(A)
(Af.9) = ([, Ag). (3.36)
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Demostracion. Sea A un operador simétrico, es decir, A C A*. Suponga que para todo
f,g € dom(A) C dom(A*), entonces

(Af,9) = (f,A"g) = ([, Ag) . (3.37)

Reciprocamente. Sea g € dom(A), entonces de (3.37) se sigue que g € dom(A*) y que
A%g = Ag,

por lo tanto A C A*. H

Para demostrar el Teorema 3.3.4 es necesario demostrar primero el siguiente lema:

Lema 3.3.3. Sea T un operador lineal en H. Entonces se satisfacen las siquientes
ecuaciones:

A(Tz,y) = (T +y),z+y —(T(x—y)z—y) (3.38)
+i(T(x +1y),z +iy) —i(T(x —iy),x — 1y) (3.39)
Y
4z, Ty) = (v +y, T(x+y) —(z -y, T(z —y)) (3.40)
+i(z+iy, T(x+y)) —i{x —iy, T(x —1y)), (3.41)

para toda x,y € dom(T).

Demostracion. Sea x,y € dom(T).

=T(@+y)z+y —(T(x—y)z—y)

+i(T(z+iy),z+iy) — i (T(x — iy),x — 1)

= (Tx,x+y)+ Ty, x+y) — (Tx,x —y) + (Ty,x — y)
+i(Tx,x +iy) + i (iTy,x +iy) — i (Tx,x —iy) + i (iTy, x — iy)
= (Tx,x) + (Tz,y) + (Ty,z) + (Ty,y) — (Tx,z) + (Tx,y)

+ (Ty,x) — (Ty,y) + i (Tx,x) + i (Tx,iy) +i (iTy,x) + i (iTy,iy)
— i (Tx,z) +i(Tx,iy) + i (i Ty, x) —i ((Ty,iy) ,

cancelamos términos semejantes, obteniendo:

2(Tx,y) +2(Ty,x) + 20 (Tx,1y) + 2i ((Ty, x)
= 2(Tx,y) +2(Ty,x) + 2(Tx,y) = 2(Ty, )
=4(Tz,y) .

La demostracion de la segunda ecuaciéon es andloga a ésta. O]
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Teorema 3.3.4. A es simétrico sii A es densamente definido y para toda f € dom(A),
(Af, f) € R. (3.42)

Demostracion. Suponga que A es simétrico. Sea f € dom(A), se tiene que

(Af, )= (FAf) = (AF, f),

lo cual implica (3.42). Ahora, suponga que dom(A) = H y que se cumple (3.42) para
toda f € dom(A). Sea =,y € dom(A), sustituimos A por T en la ecuaciones (3.38) y
(3.40), obteniendo

4(Az,y) = (Alz +y),z +y) — (Alz —y),z - y)
+i(A(x +iy), z + 1y) — i (Alz — 1y),z — iy)
Az, Ay) = (2 +y, Az +y)) — (v —y, Alz — y))
+i(x + 1y, Az +iy)) — i (v — iy, A(z —iy)),
es claro, que la parte derecha de las ecuaciones anteriores satisface (3.42) sustituyendo
f por su apropiada pareja x,y en cada ecuacién. De esta manera, A satisface (3.42)

el lado derecho de las ecuaciones anteriores es igual por lo que su diferencia es igual a
cero, entonces se tiene que

(Az,y) = (z, Ay),

esto implica que A satisface (3.36), concluyendo que A es simétrico. ]

Ademas, ya que el operador adjunto A* es cerrado, entonces, el operador simétrico
A siempre es cerrable.

Teorema 3.3.5. Sean Ai,As operadores simétricos tales que Ay C As. Entonces
A5 C Al
Demostracion. Sea g € dom(A%) y f € dom(A;), entonces
(Aif,9) = (A2f,9) = (f. A39) .
concluyendo que g € dom(A}) y Ajg = Akg. Por lo tanto A5 C Aj. O

Definicién 3.3.6. Un operador A densamente definido en H se dice auto-adjunto si
coincide con su adjunto, o bien, A = A*.

Del Teorema 3.1.31 se sigue que un operador auto-adjunto es cerrado.
Las siguientes dos definiciones introducen conceptos espectrales para operadores
auto-adjuntos que se utilizaran mas adelante.
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Definicién 3.3.7. El espectro esencial de un operador auto-adjunto A es el conjunto
denotado por o.(A) y definido como:

0c(A) =0 (A) U, (A).

Definicién 3.3.8. El espectro discreto 4(A) de un operador auto-adjunto A se define
como:

04(A) :==0(A)\ o.(A).

Teorema 3.3.9. Sea A un operador simétrico. Entonces el semi-plano superior Im ¢ >
0 y el semi-plano inferior Im{ < 0 estdn contenidos en p(A).

Demostracion. Pongamos ( = « + i3,entonces

1A= C¢DFI” = 1A= a)fI” + 181 LfI* + 2Re (A — @) £,iBf) , (3.43)

el ultimo termino de la igualdad (3.43) se hace cero ya que ((A — (I)f, f) € R. Por lo
tanto la ecuacién (3.43) queda,

I(A=CDFI?=1I(A=a)fI*+ 18 I1£]1?

De la ecuacién resultante de (3.43), se sigue que

(A= CD)fIl = [Tm ] [Lf]]-
La demostracion queda completa al tomar en cuenta la Definicién 3.2.1. O
Corolario 3.3.10. Sea A un operador simétrico. Entonces para todo ¢, Im ( # 0,
(A= ¢ < [Im¢| ™ (3.44)

Demostracion. Sea Im{ # 0. Ya que Im ( # 0, entonces ¢ € p(A), esto como conse-
cuencia del Teorema 3.3.9 y tomando en cuenta su demostracion, se sigue que

(A=< fll = ImclA-

Ahora, por el Teorema 3.1.17, (A—(I)~! existe y esta acotado. Tomando g = (A—(T)
y f € dom((A — ¢I)7Y), tenemos que

1A= ¢ gll = IIF1l < Tm ¢ ™" (A = ¢ Il = [lmc| ™ [lgl] -
Cumpliéndose (3.44). O

Definicién 3.3.11. Sea A un operador simétrico y cerrado. Por el Teorema 3.2.3, los
valores dim ker(A* — ¢I) en {Im¢ > 0} y en {Im ¢ < 0} son constantes y se denotan
por ny = ny(A) y n_. = n_(A), respectivamente. Estas constantes son denominadas
“indices de deficiencia” del operador A. Asi,

n_(A)si Im¢ <0

ni(A)si Im¢ >0 (3.45)

dimker(A* — (I) = dim(H S ran(A — (1)) = {
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Teorema 3.3.12. Si A = A*, entonces p(A) = p(A) y asi 6(A) = o(A) C R.

Demostracion. Por definicién p(A) C p(A). Resta probar que p(A) C p(A). Para ello,
suponga que Im({ # 0 y A = A*, entonces

ker(A* — ¢I) = ker(A — (I) = {0}. (3.46)

Por el Teorema 3.1.36, se tiene que ran(A — (1) = H, lo que prueba ¢ € p(A). Por
lo tanto C \ R C p(A). Pero por el Teorema 3.3.9, p(A) \ R = C\ R. O sea que
p(A) \ R C p(A). Ahora, si ¢ € p(A) N R, entonces (3.46) sigue siendo valido y
ran(A — (I) = H. Asi, ¢ € p(A). De esta forma p(A) C p(A). Como 6(A) =C\ p(A)
y 0(A) =C\ p(A), entonces 6(A) = o(A) C R. O

Teorema 3.3.13. Sea A un operador simétrico cerrado. Entonces A es auto-adjunto
51

n_(A) =n4(A) =0.

Demostracion. Si A = A*, entonces por el Teorema 3.3.12 inmediatamente obtenemos
n_(A) = ny(A) = 0. Reciprocamente, suponga que n_(A) = n,(A) = 0, entonces
por (3.45), se sigue ker(A* — (I) = 0 para toda ¢ € Im > 0 U Im < 0. Asi, por el
Teorema 3.1.36 resulta

ran(A — (I) = H, (3.47)

para toda ¢ ¢ R. De la ecuacién (3.47) y del hecho de que A es simétrico vamos a
probar que A = A*. En efecto, sea g € dom(A*) y h = (A* — (I)g con ¢ ¢ R. Existe
godom(A) tal que h = (A — (I)go para ¢ ¢ R. Ahora, para cualquier f € dom(A)

(A= ¢Df.g) = (f.(A"=CDg) = (f. (A= CD)go) = (A= CI) f.90) -

La ecuacién anterior implica ((A — (I)f, g — go) = 0. Por lo tanto, cuando f recorre
todo el dom(A), (A — (I)f recorre todo H. Por el Lema 2.3.6, se sigue que g = go.
Asi, g € dom(A) y A* C A. Como A es simétrico, A C A*, implica que A = A*. [

El siguiente Teorema es consecuencia del Teorema espectral; Se demuestra facil-
mente con base en él. Lo enunciaremos aqui sin demostracion.

Teorema IV. Sea A auto-adjunto, entonces o(A) # ().

Definicién 3.3.14. Sea F' un subespacio de un espacio de Hilbert H y P la proyeccién
ortogonal en F. Decimos que F' reduce al operador A si PA C AP.

Note que de la definicién anterior tenemos que F reduce a el operador A sii F*
reduce al operador A. Ademas,

dom(A) = dom(A [r) @ dom(A [p1). (3.48)

En este caso, decimos que A = A [p BA [pL.
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Teorema 3.3.15. Sea A auto-adjunto y F' un subespacio que reduce a A. Entonces
A lp y A gL son auto-adjuntos en F' y F*, respectivamente. Ademds, tenemos que

o(A)=0(Ap)Uc(A [p1).

Demostracion. Primero note que dom(A [r) es denso en F', entonces Fo&dom(A [f) =
dom(A)*NFE = {0}, esto de laigualdad (3.48). Como una restriccion A | es restriccién
de A, sigue que A | simétrico en F' y andlogamente A [p. es simétrico en F*+. Sélo
falta probar que dom((A [r)*) C dom(A [r). Sea g € dom((A [r)*). Entonces

((ATr)g, 1) ={(Alr)g, 1) = (9, (A Tr)" f1)
::<ga(f4 [F>*jﬁ +_(14 [Fi>*fé> ::<9714f>7
para toda f = f1 + fo € dom(A) = dom(A [p) @ dom(A [r1), es decir, g € F N

dom(A*) = FNdom(A) = dom(A [r). La demostracién de la auto-adjuntes de A [p.
es analoga. Ahora, tenemos que

I(A=CDFIP = 1A Tr —CD AP+ (A Tre —CDfo]l?,

para toda ¢ € C y para f = f; + fo € dom(A) = dom(A [r) & dom(A [p.). Por lo
que se sigue del Teorema 3.3.12 que ¢ € p(A) sii ¢ € p(A [r) N p(A [F1), es decir que,
og(A)=0c(Ap)Uc(A pL). O

Teorema 3.3.16. Sea A un operador auto-adjunto y {F.}ren una sucesion de subes-
pacios ortogonales entres si en un espacio de Hilbert H. Si F}, reduce a A para toda

k € N, entonces
D 7
keN

reduce a A.

Demostracion. Ya que @,y Fi es subespacio. Podemos considerar P el proyector
sobre el subespacio €,y Fx, entonces para f € dom(A)

APf=APY Pif =AY PPf=A> Pif

keN keN keN

=Y ARf =) PAf=PAf,

keN keN

de donde por hipotesis P,Af C AP;f, para toda i € N, concluyendo que PAf C
APY. O

Teorema 3.3.17. Sea A simétrico y A € o,(A). Entonces ker(A — ) reduce al
operador A.
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Demostracion. Sea f € dom(A) y P el proyector a ker(A — AI'). Claramente APf €
ker(A— AI), lo cual implica que PAPf = AP f. Por otra parte, tomemos g € dom(A),
g L ker(A—XI),y h € ker(A — \I), entonces

(Ag, h) = (g, Ah) = X (g, h) = 0,

esto nos dice que Ag L h. Por lo que para f € dom(A), tenemos que (I — P)f L
ker(A — AI), por lo tanto PA(I — P)f = 0. Concluyendo que PAf = PAPf y por lo
visto anteriormente, obtenemos que PAf = APF. n

3.4. Descomposicién espectral para operadores auto-
adjuntos

En esta seccién obtendremos la descomposicion espectral para operadores auto-
adjuntos con espectro puramente puntual sin utilizar el Teorema Espectral. Basaremos
la demostracion de esta afirmacién en resultados generales de operadores auto-adjuntos
y en teoria de funciones complejas.

Teorema 3.4.1. Sea A = A* con 0(A) = 0,(A) numerable y cada auto-valor de
multiplicidad uno, es decir, o(A) = {\c}32,. Entonces

H = EBker(A — Med).

k=1

Demostracion. Comencemos definiendo Hy := @, ker(A — A\yI). Hy es un subes-
pacio de ‘H y por el Teorema 3.3.16, H; reduce al operador A. Supongamos que
H; # H. Ahora, por el Teorema 3.3.15 A [y, v A [nem, son auto-adjuntos y (A [g,
) U (A [nen,) = o(A). De donde sabiamos que o(A) = {\:}32, v claramente si
f € ker(A — A1), tenemos que A [g, f = Af = Mf, asi (A [y, —MI)f = 0, por lo
que Ay € 0,(A [m,) C 0(A [F), teniendo como resultado que {\;}32; C o(A [#,), por
lo tanto 0(A [nen,) = 0, de donde esto ultimo contradice el Teorema IV. Concluyendo
que H; = H. n

Teorema 3.4.2. Sea A= A* con o(A) = 0,(A) y numerable. Entonces
a) f € dom(A) sii

> MPif, (3.49)
k=1

CONVETgeE.
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b)
Af =) MePif.
k=1

Donde Py, es el proyector en ker(A — A\ 1).

Demostracion. Suponga A = A* con o(A) = 0,(A) y numerable, es decir, o(A) =
{Ae}32,. Sea Py el proyector en ker(A — A\ I) y f € dom(A). Por el Teorema 3.4.1,
tenemos que

H = P ker(A — M),

k=1

de modo que por el Lema 3.1.14, se sigue que f =Y -, Py f, por lo que
Af =) AP.f => MBS,
k=1 k=1

por lo que la serie (3.49) es convergente.
Ahora, supongamos que la serie (3.49) es convergente. Si g € dom(A), tenemos

k=1
(9, AP f) = Z (9, \ePif) = <97 Z AkPkf>
k=1 k=1
concluyendo que f € dom(A) y Af => 77, MFPif. O

Comentario 3.4.3. Note que para un operador A que satisface las hipdtesis de los
Teoremas 3.4.1- 3.4.2, tenemos que para toda f € H, AP.f € ker(A— 1)y AP, f =
)\kpkf ASf,

Af =) MNPt
k=1

y ya que H = ;- ker(A — \;I), se sigue que > ;- P, = I. Ahora, notemos que
Af =AY NPuf =Y MAPS =) NPf
k=1 k=1 k=1
(A+CDf =D MPf+CY Pf =Y (A + QRS
k=1 k=1 k=1

_ = 1
A 1f:ZA—kPkf.
k=1
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Veamos que la ultima igualdad es cierta.

[ee] o0 1
—1p — _
AA f_A<kZ:; Pkf>_;)\kAPkf

= Z P.f=f= Z )\kA_IPkf = At <Z )\kpkf) = A_IAJC
k=1 k=1

k=1

>

k

3.5. Operadores isométricos

Definicién 3.5.1. (Operador isométrico) Sean D y R subespacios de un espacio de
Hilbert H. Sea V' un operador lineal, donde dom (V') = D y ran(V') = R, V es isométri-
co sii

(Vz,Vy) = (z,y)
para z,y € dom(V).

Comentario 3.5.2. Notese que V' es acotado y por el Teorema 3.1.21 es cerrado.

Comentario 3.5.3. Veamos que si el operador V' tiene dominio tal que dim(dom(V)) <
00, entonces dim(ran(V')) < oo y dim(dom(V')) = dim(ran(V')). La demostracién es
andloga a la del Teorema 2.2.16.

Teorema 3.5.4. El nicleo espectral de un operador isométrico se encuentra contenido
en el circulo unitario, en notacion, (V) C T.

Demostracion. Sea V un operador simétrico y f € dom(V'), entonces

IV =cDfI = 1IVF =S = VA= IS
= VA= ICHIAT = T = TCHLAN
= L=<l

si [¢] # 1, implica ¢ € p(V), por lo tanto 6(V) C T. O

Comentario 3.5.5. Del Teorema 3.5.4 se sigue que si |(| # 1, entonces ¢ € p(V). Asi del
Corolario 3.2.4 la dim(H ©ran(T —(I)) es constante cuando |(| > 1y de igual manera
cuando [(| < 1.

Definicién 3.5.6. Sea V' un operador isométrico. Definimos los “indices de deficien-
cia” interior y exterior de V', denotados por n; = n;(V') y n. = n.(V'), respectivamente.
Dados por las igualdades:

ne(V)si [¢] >1

n;(V) st |¢| < 1. (3:50)

dim(H e ran(V — (1)) :== {
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Comentario 3.5.7. Por el Teorema 3.2.3 n. y n; son constantes, en el interior y exterior,
respectivamente, del circulo unitario.

Teorema 3.5.8. Sea V' un operador isométrico. Entonces
n;(V) = dim(H & ran(V)) ne(V) = dim(H & dom(V)) (3.51)

Demostracion. La primer igualdad de la ecuacién (3.51) es obvia tomando ¢ = 0 en
la Definicién 3.5.6. Sea Iqom(vy la identidad restringida al subespacio dom(V'). Asi,

dim(H © dom(V)) = dim(H © ran(Jgom(v)))- (3.52)
Del hecho de que V' es isométrico, se sigue que

ICAIT = CHIAN = TCHIV FIL, (3.53)

para toda f € dom(V) y |¢| > 1. Reacomodando (3.53), tenemos

IVEI =17 ICA -

Si |¢] > 1 la ecuacion (3.53) queda

VA< lSA- (3.54)

Del Teorema 3.2.2 ran(V — (1) es cerrado cuando |¢| > 1. Ademads, para toda f €
dom(V), (V = CI)f = (V = (laom(v))f, entonces ran(V — (1) = ran(V — (Laom(v))-
Ahora, suponga que

dim(H © ran(gom(v))) < dim(H S ran(V — (lgom(v))) con |¢| > 1.

Por el Lema 3.1.16 existe h € H © ran(V — (laom(vy), B # 0, tal que h L ‘H ©
ran(lgom(vy), 0 sea que h € ran(lgom(vy), por lo que existe f € dom(lgom(vy) tal que
h = (Claom(v))f. Pero del hecho de que h € H © ran(V — (lgom(v)) tenemos que
h L ran(V — Claom(vy)- Asi,

0= <h7 (V - Cldom( > < C[dom V deom )f> (355>
< Cldom f Vf> <(C[d0m(V)>f7 (C[dom(V))f> .

Despejando el lado derecho de la ultima igualdad en la ecuaciéon anterior, obtenemos
que

<(deom f vf> < Cldom CIdom V))f> (356)
= [[(Caomev fH
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ya que <(Cld0m(v))f, Vf> = |<(Cld0m(v))f, Vf>| podemos utilizar el Teorema 2.1.3
sobre la ecuacién (3.56), obteniendo

H(gjdom(‘/))fH2 = ‘<(C]dom(V))f7 Vf>‘
< H(deom(V))f‘ ||Vf|| :

Reescribiendo la ecuacién anterior obtenemos

ICEIP < ICAINIV AL

lo cual contradice la ecuacion (3.54). Suponga que

dim(H © ran(Jgom(vy)) > dim(H © ran(V — (laom(vy)) con [¢| > 1.

Por el Lema 3.1.16 existe h € H © ran({laom(v)), b # 0, tal que h L H & ran(V —
Claom(v)), entonces h € ran(V — (laom(v)), Por lo que existe f € dom(V — (Laom(v)) =
dom (V) tal que b = (V — (laom(v)) f- Asi, ya que h L dom(V'), tenemos

0= <h7 (deom(V))f> = <<V - C[dom(V))fa (CIdomV)f> .

Esta igualdad coincide con (3.55) y sabemos que lleva a una contradiccién. Concluimos
que
dim(H © ran(Jgom(vy)) = dim(H © ran(V' — (laom(v)))-

Retomando la ecuacién (3.52) y tomando en cuenta lo dicho anteriormente, concluimos
que

dim(H © dom(V)) = dim(H © ran(Lyom(v)))
= dlm(H S I‘&Il(V - C]dom(V)))
= dim(H © ran(V — ¢1I)) = ne(V),

la ultima igualdad de la ecuacién anterior es directa de la Definicién (3.51). O
Definicién 3.5.9. Un operador V' es unitario sii es isométrico y
dom(V) =ran(V) = H.
Corolario 3.5.10. Sea V' un operador isométrico. V es unitario sii
n; (V) =n.(V) =0

Demostracion. La demostracion es directa tomando en cuenta el Teorema 3.5.8 y la
Definicion 3.5.9. ]

Teorema 3.5.11. Para un operador unitario V tenemos (V') = o(V'). Por lo que el
espectro es un conjunto cerrado en el circulo unitario complejo.
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Demostracion. Sabemos por definiciéon que 6(V) C o(V). Basta probar que o(V) C
(V). Sea V unitario, entonces por Corolario 3.5.10 tenemos n; = n, = 0. Esto implica
que p(V)\T = p(V)\T (véanse las Definiciones 3.2.5 y 3.5.6). Falta entonces demostrar
que el conjunto de puntos de tipo regular coincide con el conjunto resolvente en T.
Suponga (o € T y (o ¢ a(V), es decir, {; € p(V). Por el Teorema 3.2.3 existe una
vecindad de ¢, contenida totalmente en p(V), donde dimker(V* — (yI) es constante.
Pero esta vecindad intersecta C\T y como n; = n, = 0, entonces dim ker(V*—(I) = 0.
Esto significa que {y € p(V), lo cual implica ¢y ¢ o(V). O

3.6. Transformada de Cayley

Definicién 3.6.1. Sea A un operador simétrico cerrado. La transformada de Cayley
V de A esta definida por la igualdad

Vi= (A= M)(A- X", (3.57)
con \ ¢ R.

Comentario 3.6.2. Del Teorema 3.3.9 se sigue que A€ p(V), lo que significa que
(A — XI)~! es acotado y V estd definido correctamente.

Teorema 3.6.3. Sea V como en la Definicion 3.6.1, entonces V' es un operador
1sométrico.

Demostracion. Sea f € dom(A) definanse los vectores
hi=(A-)\)f Vh:=(A—-\)f. (3.58)

Puesto que A — Al es invertible con Im A # 0, entonces (3.58) define la accién del

operador V. En efecto, suponga que a h le corresponden los vectores Vh y Vh tales
que Vh # Vh, ya que A — X es invertible, entonces escribimos (A — A\)"'h = f, e
insertamos esta expresion en la segunda igualdad de (3.58). Asi,

Vh=(A-X)(A—-X)""h

Vh=(A—=X)(A—=X)"h.
Tomando la diferencia entre las igualdades de arriba, tenemos que
Vh—Vh=0,

lo que implica que Vh = Vh. Por lo tanto, a cada h = (A — M) le corresponde de un
s6lo vector Vh. Osea que V' es un operador y de (3.58) se verifica facilmente que es
lineal.
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Sea A =a+if y h € dom(V), entonces
IVR|* = (A =AD" = (A= a) fI” + 52 | £
I8l = [(A =D F|)* = (A= ) FIPP + B 1 F1I

lo que implica que [[Vh| = ||h||. Para terminar la demostracién probaremos que
dom(V) es cerrado.

Como A es simétrico y cerrado y el operador AI € B(H), entonces por el Teore-
ma 3.1.24 A — M es cerrado. Ademas, A € p(A) implica que existe (A — M) y es
acotado. Asi, del Teorema 3.1.23, tenemos que (A — M)~ es cerrado y acotado. Por
lo cual, por el Teorema 3.1.21, el ran(A — AI) es cerrado. De la primera igualdad en la
ecuacién (3.58), se sigue que dom (V) = ran(A — \I), entonces dom(V) es cerrado. [

Teorema 3.6.4. Sea V' como en la Definicion 3.6.1. Entonces
ran(V —I) = H. (3.59)
Demostracion. Tomemos la diferencia entre las ecuaciones (3.58) como sigue:
Vh—h=(A-X)f—(A=X)f
= Af —\f — Af + \f
= (NS

Ahora, multipliquemos la segunda igualdad por A y la primera por A en la ecua-
cién (3.58) y tomamos su diferencia obteniendo:

AVh =M =XNA—=Xf—XNA—-X)f
= Mf = Mf = MAf + M f
= (A= NAf.
Reacomodando la ecuaciones anteriores obtenemos las siguientes ecuaciones:
A=Nf=((V—-1Dh A= NAf = AV — XA, (3.60)
entonces de la primera ecuacién en (3.60) obtenemos inmediatamente que ran(V —1) =
dom(A). Y como el dom(A) = H, se tiene que el ran(V — I) = H. O
Lema 3.6.5. Sea V un operador isométrico. Si el ran(V —I) = H, entonces 1 ¢
a,(V).
Demostracion. 1 ¢ o,(V) sii ker(V — I) = {0}. Sea f € dom(V) = dom(V —I) y
g € ker(V — 1), por lo que Vg = g,entonces
(V=Df.g9)= V19 = (f,9) =V Vg)=([.9)
=({,9) = {f,9) =0,

lo cual implica ((V —I)f,g) = 0. Asi, cuando f recorre todo dom(V'), entonces (V' —
I)f recorre todo el ran(V — I) y ya que el rango es denso, por el Lema 2.3.6, g = 0.
Por lo tanto ker(V — I) = {0}. O
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Teorema 3.6.6. Sea V' como en la Definicion 3.6.1. Entonces A puede ser recuperado
de forma unica a partir de su transformada de Cayley V.

Demostracion. Ya que V es transformada de Cayley, del Teorema 3.6.4 obtenemos
que V satisface (3.59). Por el Lema 3.6.5, se sigue que (V — I)~! existe, por lo que
podemos despejar A de la ecuacién (3.57) obteniendo:

A=AV =X (V —1)"" (3.61)
Por como esta escrita la ecuacién (3.61) el operador A es tnico. ]

Teorema 3.6.7. La transformacion de Cayley V = (A—XI)(A—XI)~" pone en corres-
pondencia uno a uno al conjunto de operadores simétricos cerrados y los operadores
isométricos que satisfacen (3.59).

Demostracion. Claramente de (3.57) tenemos que A determina univocamente a V.
Ademés de los Teoremas 3.6.3 y 3.6.4 se sigue que V' es isométrico y satisface (3.59).
Por otra parte, si V' es isométrico y satisface (3.59), entonces por el Lema 3.6.5 existe
(V —I)~' y podemos definir A por medio de (3.61). El operador A es denso porque
dom(A) = ran(V — I) y es cerrado ya que ran(A — AI) = dom(V) y dom(V) es
cerrado esto como consecuencia del Teorema 3.2.2 y del hecho de que dom(V') es
subespacio. Ahora, sea f € dom(A) y A = a+if ¢ R, tomamos f y Af como en las
ecuaciones (3.60), el producto interior

(N = NALX =N [) = 2i8(~2ip) (Af. f)

48% (Af, f) = (V= D)h, AV = A)h) = (Vh — h, A\Vh — Ah)
h, \VhY — (Vh, ARY — (h, A\Vh) + (h, Ah)
IVRI* + MIA[* = X (VA h) = X (b, Vh),

v
A

usando el hecho de que V' es isométrico y propiedades del producto interior la ultima
igualdad en la ecuacion anterior, resulta en:

A+ ||2]]? = ((Vh, AR) + (Vh, AR))
= 2a||h||* = 2Re (Vh, \R)

esto implica que (Af, f) € R, entonces A es simétrico como consecuencia del Teo-
rema 3.3.4. Por lo que a cada V isométrico que satisface (3.59) le corresponde un
operador simétrico cerrado dado por (3.61). O

Teorema 3.6.8. Sea V' la transformada de Cayley de A. Entonces
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Demostracion. Ya que V es transformada de Cayley de A de las ecuaciones (3.58), se
sigue que

dom(V) = ran(A — \I) ran(V) = ran(A — A\I),

entonces tomando en cuenta las ecuaciones anteriores el Teorema 3.5.8 y las Definicio-
nes 3.3.11 y 3.5.6 se tiene que

n_(A) = dim(H © ran(4 — AI))
= dim(H © ran(V — \I))
= dim(H © ran(V)) = ny(V)

tomando A < 0, entonces A > 0 obteniendo
ny(A) = dim(H © ran(A — AI))
= dim(H S ran(V — \I))
= dim(H © dom(V)) = n.(V).
]

Teorema 3.6.9. Un operador simétrico cerrado A es auto-adjunto sii su transformada
de Cayley es un operador unitario.

Demostracion. Sea A un operador auto-adjunto y V' su operador isométrico asociado
mediante la transformada de Cayley. Por el Teorema 3.3.13, tenemos que

n_(A) =ni(A)=0.
Y por el Teorema 3.6.8, tendriamos que
0
0
entonces por el Corolario 3.5.10 V' es unitario. Reciprocamente, sea V un operador

unitario y A el operador simétrico del cual V' es transformada de Cayley. Ya que V es
unitario del Corolario 3.5.10, tenemos que

n; (V) =n.(V) = 0.
Asi, del Teorema 3.6.8, tenemos

0=n;(V)=n_(A)

0 =ne(V) = ny(A),

entonces de las ecuaciones anteriores y por Teorema 3.3.13, concluimos que A es auto-
adjunto. []
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3.7. Extensiones de von Neumann

Sabemos que un operador simétrico cerrado A es restriccién de su adjunto, es decir,
A C A*. Ahora suponga que existe un operador simétrico cerrado A que es extensién
de A. Ya que A C A, entonces del Teorema 3.3.5 se sigue que A* c A*. Asi, para
cualquier extensién simétrica A de A se obtiene la siguiente cadena:

AC Ac A" C A~

Teorema 3.7.1. Sea A un operador simétrico y A la cerradura de A. Entonces A es
una extension simétrica de A.

Demostracion. Ya que A es un operador simétrico tenemos que A C A* y del hecho de
que A es la cerradura de A tenemos que A C A. En términos de sus graficas tenemos

que G(A) C G(A"), G(A) C G(A) = G(A). Por lo tanto, ya que, G(A) es el minimo

subespacio cerrado en H & H que contiene a G(A), entonces G(A) C G(A*) = G(A)

esta ultima igualdad es consecuencia de la ecuacién (3.18). Por lo tanto A C A*,
concluyendo que A es simétrico. O

Definicién 3.7.2. Sea {£}_, (N € N) un sucesién de conjuntos lineales en un espacio
lineal, £, N L; = {0} (k # j), entonces span{L};_, se denotara por

Lid T Ly
y se llamara suma directa de los conjuntos lineales £ k=1,--- N.
Note que dim(Ly + -+ -+ £,,)) = dim(Ly) + - - - + dim(L,,).

Teorema 3.7.3. (Primera formula de von Neumann) Sea A un operador simétrico
cerrado. Entonces el dominio de A* esta dado por:

dom(A*) = dom(A) + ker(A* — A1) + ker(A* — \I), (3.62)
con Im \ # 0.

Demostracion. Claramente la parte derecha de la ecuacion (3.62) esta contenida en
dom(A*), esto por la simetria del operador A. Demostraremos la contencién contraria.
Sea g € dom(A*), por el Teorema 3.1.36 podemos escribimos

H = ran(A — \I) @ ker(A* — 1), (3.63)
entonces

(A* = X)g=(A=X)f+ (A" = \)T
=(A-ADf+(—Nu (3.64)
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con f € dom(A) y u € ker(A* — XI), la ecuacion (3.64) tiene lugar sii
(A=AD)(g—f—T) =0

donde g — f —u = u € ker(A* — \I), implica que g = f 4+ u+u. Ahora, veamos que la
suma es directa en la ecuacién (3.62). Sea g = 0, es decir, f + u + u = 0. Aplicamos
A* — X, obtenemos (A —AI)f+ (XA — )@ = 0 y tomando en cuenta la ecuacién (3.63),
resulta w =0, (A — AI)f = 0. Implicando que f = 0 y entonces u = 0. O

Comentario 3.7.4. Ya que A* es lineal actia sobre sumas directas (véase Defini-
cién 3.7.2), de la ecuacién (3.62), se sigue que

dom(A*)

i | )

1 = dim(ker(A* — X)) 4 ker(A* — X))
= dimker(A* — \I) + dim ker(A* — \I).
Ahora, tomando en cuenta la ecuacién(3.45), se tiene que

dom(A*)

dim |t 2

} — () + . (A). (3.65)

Cabe agregarse que ny(A) es independiente de A.

Lema 3.7.5. Sea V' la transformada de Cayley de A. Entonces toda extension isométri-
ca de V' da lugar a un extension simétrica de A por medio de la transformada inversa
de Cayley.

Demostracién. Sea V una extension isométrica de V. Como V es transformada de Cay-
ley de A, entonces ran(V — I) = H. Claramente ran(V — I) = H, por el Teorema 3.6.7,
se sigue que la transformada de Cayley de V da un operador simétrico cerrado. Asi,
obtenemos que dom(A) = ran(V —I) y ya sabfamos que dom(A) = ran(V — I), usan-

do esto y el hecho de que V' C V se tiene que ran(V — I) C ran(V — I), entonces

dom(A) C dom(A). Ahora, sea f € dom(A) y tomamos la transformada inversa de A4;
Af =V =DV - 1)7'f,
puesto que V' C 1% y por el Teorema 3.1.5, se sigue que
AV =XV =I)7 f = AWV = AI)(V = I)7' f = Af.
[]

Comentario 3.7.6. Existe una forma sencilla de construir extensiones isométricas de un
operador isométrico dado V. Efectivamente, ya que dom(V') y ran(V') son subespacios
podemos tomar subespacios Dy C (H & dom(V)) yv Ry C (H ©ran(V)) tales que
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dim(Dy) = dim(Ry) = ng y construimos una isometria V; : Dy — Ry. Ahora, sea V el
operador definido en

dom(V) = dom(V) @ Dy (3.66)
tal que para toda f en el conjunto dado por (3.66)

Vf=VPiwwf + VoPp, [ (3.67)
donde Piom(v),Pp, son los operadores de proyeccion (véase Definicién 3.1.13).

Teorema 3.7.7. El operador V dado en el Comentario 3.7.6 es una extension de V
y ademds,

ran(V) = ran(V) @ Ry. (3.68)

Demostracion. Claramente de la ecuacion (3.66), se sigue que el dom(V) C dom(V').
Sea f € dom(V), entonces ya que f es ortogonal a Dy, se sigue que VoPp,f =0y ya
que f € dom(V'), se obtiene que V Pyom(vyf = V f. Por lo tanto de (3.67) se tiene que

Vf=VPimw)f+0=VF.

Ahora, veamos que efectivamente el ran(V') estd dado como en la ecuacién (3.68). En
efecto,
ran(V) = V dom(V) = V(dom(V) @ Dy)
= Vdom(V) 4 VDo =V dom(V) + Vo Dy
=ran(V) & Ry.
[

Teorema 3.7.8. Toda extension isométrica se construye como en el Comentario 3.7.6.

Demostracion. Sea V' un operador isométrico dado y V una extensién arbitraria
isométrica de V. Del hecho de que V' C V, se sigue que los subespacios dom(V'),

~ ~ ~

dom(V) satisfacen que dom(V) C dom(V'). Ahora, sea f € dom(V) & dom(V) y
g € ran(V) o sea que existe f € dom(V) tal que V f = g, tomando en cuenta que V'
es un operador isométrico y una extension isométrica de V', resulta que

(V1) - (vr7) - i)
—(1.1)y=o.

lo cual implica que g L Vf. Asf, Vf € ran(V) oran(V) y claramente 1% [ dom (7)edom(V)
es isometria puesto que HVfH — || /|| para toda f en dom(V) & dom(V), por lo que
dim(dom(V)edom(V)) = dim(ran(V)Sran(V)). Asi, definimos V [ dom (i odom(v)=: V0
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y Do := dom(V) & dom(V), Ry := ran(V') & ran(V). Ahora, para toda w € dom(V),
tenemos que
Vw= VPdom(V)’LU + ‘/OPDOU)

]

Corolario 3.7.9. Toda extension simétrica cerrada es la transformada inversa de
Cayley de una extension isométrica dada por el Comentario 3.7.6.

Demostracion. Este corolario es consecuencia del Lema 3.7.5 y del Teorema 3.7.8. [J

Teorema 3.7.10. (Segunda formula de von Neumann) Sea A un operador simétrico
cerrado y A € C\R. Consideremos Dy C ker(A* — \I), Ry C ker(A* — \I) subespacios
tales que dim Dy = dim Ry. Dado Vi un operador isométrico de Dy a Ry. Entonces la
formula

dom(A) = dom(A) + (Vo — I)Dy (3.69)

define el dominio para una extension simétrica cerrada A de A y el dominio de cada
una de esas extensiones tiene descomposicion de la forma (3.69).

Demostracion. Sea A un operador simétrico cerrado, por medio de la transformada
inversa de Cayley le asociamos un operador isométrico V. Por ser V' transformada
de Cayley de A tenemos que dom(A) = ran(V — I), dom(V) = ran(A — AI). Aho-

ra, extendemos V' como en el Comentario 3.7.6 usando Vj. Asi, obtenemos V' y del
Teorema 3.1.36 se sigue que

Dy C ker(A* — M) = H ©ran(A — M) = H © dom(V)

Ry Cker(A* — A) =Horan(A — \I) = HSran(V),

donde Vj va de Dy a Ry. Asi, del Corolario 3.7.9 obtenemos una extension simétrica
cerrada A de A. Donde el A tiene dominio dado por

dom(A) =ran(V —I) = (V — I)dom(V) = (V — I)[dom(V') @ Dy
= (V = I)dom(V) + (V — I)Dy = (V — I) dom(V') + (Vy — I) Dy
dom(A) + (Vo — I)Dy.

Teorema 3.7.11. Sea V, V y ng como en el Comentario 3.7.6. Entonces

ne(V) = ne(V) — ng
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Demostracion. Sea V' un operador isométrico y V' como en el Comentario 3.7.6, se
sigue que

H S dom(V) = H O (dom(V) @ Dy)
={heH:h L (dom(V)® Dy)}
={heH:h Ldom(V)yxz L Dy}
={he(Hodom(V)):z L Dy}
= (He dom(V)) & Dy.

Entonces
ne(V) = dim(H © dom(V))
= dim((H © dom(V)) & Dy)
= dim((H © dom(V))) — dim(Dy)
=n.(V) — ny.
La demostracién para n;(V') es andloga a la anterior. ]

Corolario 3.7.12. Sea A y A los operadores simétricos cerrados correspondientes a
V y V del Comentario 3.7.6. Entonces

ne(A) =ns(A) — ny. (3.70)

Demostracion. La demostracién es directa tomando en cuenta los Teoremas 3.7.11
y 3.6.8 y el Corolario 3.7.9. O

Comentario 3.7.13. Podemos construir de un modo sencillo extensiones de operadores
isométricos que sean operadores unitarios cuando n.(V) = n;(V'). En efecto, sea V'y
V' como en el Comentario 3.7.6, pero tomemos Dy y Ry como sigue:

= (H o dom(V))
Ry = (H ©ran(V)),

entonces el operador V tiene dominio dado por
dom(V) = dom(V) @ Dy = 'H
Del Teorema 3.7.7, se sigue que V es isométrico v ademds

ran(V) =ran(V) & Ry = H.

Lo cual implica que V es unitario. Para diferentes isometrias de H © dom(V) a H ©
ran(V’) obtenemos diferentes extensiones unitarias.
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Comentario 3.7.14. Del Comentario 3.7.13 claramente, V' tiene extensiones unitarias
sii ne(V') = n; (V). Por el Corolario 3.7.9 y el Teorema 3.6.8, tenemos que el operador
simétrico cerrado A tiene extensiones auto-adjuntas sii ny (A) = n_(A).

A los “Indices que deficiencia” de un operador simétrico ny(A) los escribiremos
por el par ordenado (ny(A),n_A).

Corolario 3.7.15. Toda extension simétrica cerrada de un operador simétrico cerrado
con indices de deficiencia (1,1) es un operador auto-adjunto.

Demostracion. Observe primero que del Comentario 3.7.14 nuestro operador tiene
extensiones auto-adjuntas. De la ecuacion (3.70), se sigue que

ni([l) < ni(A) =1,

por lo que n4(A) = 0 ya que no existen dimensiones fraccionarias para espacios lineales.

Por los que A es auto-adjunto, esto como consecuencia del Teorema 3.3.13. O]
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Capitulo 4

Representacion matricial de
operadores

Lo que se va hacer en este capitulo es dar un algoritmo para que a partir de un
operador lineal Ty una base ortonormal fija en el dom(7") definir univocamente una
matriz. Los resultados que aqui se exponen se basan en resultados de [3] y [5].

4.1. El problema de representacién matricial de un
operador

Veamos el siguiente algoritmo:
Sea T' un operador lineal cualquiera con dom(7") C ‘H y H separable. Supongamos
que {ug }ren C dom(7T") es una b.o.n. fija, definamos los niimeros complejos

tin = (Tug, u;) ; (4.1)
los cuales determinan la matriz

i tiz s

lo1 a2 123

4.2
t31 132 133 (42)

De esta manera la matriz es Unica, ya que la base es fija. Pero, es facil dar ejem-
plos de operadores distintos a T a los que el algoritmo anterior les asigna la misma
matriz (4.2). En efecto, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.1. Tomemos T una extensién de T’ como en la Definicién 3.1.2. Entonces
claramente tenemos

<Tuk,uj> = (Tug, u;) = tjk,

lo que nos dice que la misma matriz (4.2) ha sido asociada a dos operadores distintos.

71
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Esto nos hace preguntarnos ;Bajo que condiciones una matriz define univocamente
un operador? Para poder responder de forma sencilla a esta pregunta, introduciremos
un espacio de Hilbert, que en esta seccion y més adelante usaremos. Dicho espacio
de Hilbert es denotado ¢5(N) y consiste en todas las sucesiones de nimeros complejos

¢ ={or}72, tal que

> lel* < o0, (4.3)
k=1

con el producto interior entre ¢ = {¢r}72, v ¥ = {¥x}32; definido como sigue

k=1

ésta ultima serie es convergente como consecuencia del Teorema 2.1.3. El espacio defi-
nido, resulta ser completo con respecto a la norma generada por el producto interior.
Ademds, vamos a considerar el subconjunto lineal de ¢3(N), denotado £f;,(N) y que
consta de las sucesiones de nimeros complejos que tienen una cantidad finita de ele-
mentos no cero. ¢, (N) resulta ser denso en f5(N).

Definicién 4.1.2. El espacio ¢3(N) tiene dimensién infinita, por lo que se puede
construir un operador isométrico U entre cualquier espacio de Hilbert separable H con
dim(H) = oo y ¢2(N), esto como consecuencia del Teorema 2.2.16. U es el operador
que actia sobre una b.o.n. {u,}2, C ‘H de acuerdo a

Uuy, = Oy,
con {0x}52, la base candnica de f5(N).

Lo que queremos hacer es relacionar matrices y operadores de forma tal que esta
relacion sea biunivoca. Esto lo vamos a poder realizar sélo para ciertos operadores.

4.2. Representacion matricial de operadores acota-
dos
Sea T' € B(H) y {ux}ren una b.o.n fija en H. Para el operador T' definimos los

nimeros t;i, j,k € N como en la ecuacién (4.1). Estos nimeros estan definidos univo-
camente, ya que la b.o.n. {uy}ren es fija. Sea f € H,

f = Z fkuk7
k=1
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observe que T'f = > 7, fiTuy, podemos escribir T'f como sigue

(Tf); = (Tf, uy)

= <Z fkTU,k, Uj>
k=1

I
NE

k=1

[
WE

t]k’fkh

el
I

1

(4.4)

donde (T'f); es la descomposicién de T'f con respecto a la base ortonormal {uy}en,

es decir,

Tf= Z(Tf)juj-

Aplicando el operador isométrico U (véase Definicién 4.1.2) a T'f y f, obtenemos

(Tf)
(Tf)2
ULT= | (1),
De forma que (4.4) se convierte en
(Tf), tin tiz T3
(Tf)2 | ter ta2 o3
(Ths |~ | tay tsn tss
Es decir que
(T tn
(Tf)2 o1
_ -1 _ -1
TI=U" Vs | =V |4,
0 sea
tir tiz tis
T - -1 to1 Tog ta3
l32

t31

Uf

fi

- ;2 . (4.5)

S
2
fs

t12 13

tog T3

Uf, (4.6)

t32 133
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Asi, la transformacién unitaria de la matriz (4.2) es el operador T'. Entonces podemos
asociar a la matriz
i tiz g

tor tap to3

t31 132 133

el operador UTU ! y viceversa. Aqui no hay otro operador asociado a T', como en el
ejemplo 4.1.1.

Teorema 4.2.1. T € B(H) sii UTU ™! € B({5(N))

Demostracién. Usando el hecho de que dom(UTU™') = Udom(T), se sigue que
UTU™! esta definido en todo /»(N). Entonces basta con ver que es acotado. Sea
¢ € dom(UTU™) tal que Uf = ¢. Asi, ya que T € B(H), entonces existe C' > 0
tal que

ITFI < CIrI

donde se sigue que

1707l < U]

Ya que U es isométrico, aplicamos U a la tltima desigualdad obteniendo
[UTU || < C ol

cumpliendo la Definicién 3.1.8, entonces UTU ™! esta en B(l5(N)). La afirmacién
reciproca se obtiene revirtiendo los pasos anteriores. O

Ahora, ya que T € B(H), entonces T* € B(H) como consecuencia del Teore-
ma 3.1.32. Hacemos lo mismo que hicimos arriba para 7" ahora para T, es decir,

;k L= (T*uk,uj> = <Uk,TUj>
= (Tug, u;) = ty;,

con {ug}ren fija, donde los nimeros complejos anteriores definen univocamente la
matriz

tTl t;? tTS T le z21 z31
th oy tig | [f2 fa2 fm - (4.7)

t§1 t§2 t§3 Z13 z23 z33

Asi, haciendo el procedimiento que hicimos anteriormente, podemos identificar de
manera tUnica la matriz (4.7) con el operador UT*U~!. Lo que quiere decir que la
matriz UT*U~! se obtiene de transponer los elementos de UT'U ! y conjugarlos.
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Teorema 4.2.2. Sea T' € B(H). Entonces
Urtu-t = (UTU )"
Demostracion. Sea ¢, € l5(N) tal que Ug =9 y Uf = ¢ con f,g € H.
<UTU71¢’ w>€2(N) = <UTf, Ug>€2(N)

= <Tfa g)’)—{ = <fa T*g>'H
= (UJ,UT"g)y = (6,UT" U9, .

concluyendo que UT*U~ = (UTU1)*. O
Teorema 4.2.3. Si T € B(H). Entonces la matriz definida en (4.2) satisface

> (L)

jEN \keN

2
<O D sl (4.8)

keN jeN

con cierta C > 0 y para toda ¢ = {¢ }ren, ¥ = {Uk tren € l2(N).

Demostracion. Sea ¢ = {¢x}ren, ¥ = {Uk tren € l2(N). Por el Teorema 4.2.2 tenemos
que

(UTU ¢, ¢) = (¢, UT* U ),

es decir, desarrollando la expresién anterior tenemos
> (L) 7= (Twt) o 1)
JEN \keN JEN \keN

Usando el hecho de que T' € B(H), del Teorema 4.2.1 y el Teorema 2.1.3, concluimos
que existe C' > 0 tal que

(UTU ¢, 0)| < CY2 o]l |2,

donde desarrollando esta ultima desigualdad obtenemos la ecuacién (4.8) debido a la
ecuacion (4.9). O

Teorema 4.2.4. Suponga que una matriz {t;;};ren satisface

2 q p
<O D sl (4.10)
k=1 j=1

para cualquier p,q € N, con cierta C > 0 y para toda ¢ = {¢g}ren, ¥ = {Ur}ren €
(5(N). Entonces existe un operador T € B(H) tal que la matriz {t;x};ken Se identifica
con UTU .

p

> (;q;tkm) Uy

j=1 =
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Demostracion. Sea {t;i};ren una matriz que satisface la desigualdad (4.10) para cua-
lesquiera p, ¢ € N. Vamos a probar que esta matriz determina a un operador acotado

en [3(N). Tomemos ¢ = {¢x }ren, ¥ = {Uk fren € (2(N) tales que

Ppr=¢2=-=0¢j1=0¢j1=--=0, ¢ #0
w1:w2:"':wmfl:wn+1:wn+2"'207 wm,---7¢n7£0,

sustituyendo estos elementos en la ecuacion (4.10), obtenemos

(4.11)

n n
- 2
D it < CL Dl
k=m k=m
Esto implica la convergencia de la serie, utilizando el criterio de Cauchy de convergen-

cia de series o
>t (4.12)

keN

para cualquier j € N y para cualquier ¢ = {¢y }ren € l2(N). Ahora, tomemos m = 1
en la ecuacion (4.11), obteniendo

n
Z LUk
k=1
Ya que esto sucede para toda {¢ }ren € ¢2(N), entonces

Z LUk
o

Asi, del hecho de que la serie (4.12) converge, podemos hacer tender n — oo en la
ecuacion (4.13), lo que resulta en

<C > Il <yl
k=1

<C|y. (4.13)

Ztka‘% <Cll-
k=1
Definimos, para todo ¢ € l5(N),
B() = trjihn (4.14)
keN

que claramente es un funcional lineal y acotado, ya que

>t

keN

[P()] = <yl
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Por el Teorema 2.3.5 existe n € ¢5(N) tal que
B() = (1) = D> Uil (4.15)
keN
Igualando (4.14) con (4.15), obtenemos que
Z VTl = Z iUk,
kEN keN

es decir,

Z (T — try) ¥x = 0.

keN
Ya que esta igualdad es valida para toda 1 € ¢5(N), entonces
m == tkj-

Por lo tanto {tx;}ren € l2(N), lo que implica que

Dt < oo

keN
Definamos la accién del operador Ay, para la base canénica {0, }nen en £o(N) por
medio de la férmula

(Aoén)k = Ztkjénj = tkna
jEN

para toda k € N. El elemento A, estd en ¢5(N) para toda n € N, ya que {tx;}ren €

05(N). Ahora, por linealidad, podemos definir la accién Ay para todos los elementos
de €4;,(N), es decir, con una nimero finito de elementos no cero. En efecto, dado que

A(]an -

la accién del operador Ag sobre ¢ = ZnNzl Ondn estéd dada por

lin

N N t;n

Ap = SnAobn =D 6u |y,
n=1 n=1 .

Por lo tanto,

(o) =D butin (4.16)
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con ¢ € lyn(N). Verifiquemos que el operador A, estd acotado. De la desigualdad
(4.10), tenemos

(Ao, )| < C ol [l (4.17)

para todo ¢, € {4;,(N). Por continuidad del producto interior, (4.17) en realidad se
cumple para toda ¢ € £, (N) y ¢ € l5(N). Ahora, sea 1) = Ay¢ # 0. Sustituyendo en
(4.17), obtenemos
1400]1* < C 161l 1400l ,
asi,
[Aogll < C'f|9]]

Por lo tanto, Ay, definido en ¢4;,(N), es acotado. De este modo, extendiendo el operador

Ap por continuidad a todo ¢3(N), y denotando esa extensiéon como A, vemos que A
es acotado y definido en todo ¢5(N). Lo que implica que A € B(¢3(N)). De (4.16), la
accion del operador A se puede definir como

(A¢)k = Ztkn(bn-

neN

Del Teorema 4.2.1, tenemos que U AU = T para algin operador T' € B(H), conclu-
yendo que A =UTU. O

Corolario 4.2.5. Una matriz satisface (4.8) sii es matriz de un operador en B(H).

Demostracion. La prueba es sencilla, tomando en cuenta el Teorema 4.2.3 y el Teore-
ma 4.2.4 y ajustando sus demostraciones. [

Teorema 4.2.6. Sea {t;;};ren la representacion matricial T € B(H). Si

> Il < oo, (4.18)

j.kEN
entonces T' € Sx(H).
Demostracion. Suponga que tiene lugar (4.18), entonces
¢ 2
fim 22 Il < o0
Por lo tanto, para cada ¢ > 0, existe un ntimero entero p = p(e€) tal que
DD il <
j=p+1 keN

Construyamos el operador 7. con la siguiente relacién

T.f = qrur + goug + - - + gpuy,
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donde
9 =Y tinfs (4.19)

keN

v f = pen Jour. Note que la suma en (4.19) es convergente, ya que

() ()

Tf - Zgjujv

jeN

[SIES

Z ik fr

keN

Sea

entonces tenemos que
2

Z gty

Jj=p+1

ITf—T.f|” =

y por el Teorema 2.2.3

[o¢] 2 o0
Z giug|| = Z thkfk
j=p+1 j=p+1 || keN
(o)
<O D Rl IAP < NP
j=p+1 keN

Ahora, verifiquemos que el operador T, es compacto. Para ello, seleccionaremos cual-
quier conjunto acotado de vectores en H. El operador 7T, va a mapear este conjunto
en un conjunto acotado de un subespacio de dimension finita de H, y este conjunto es
compacto por el Teorema de Bolzano-Weierstrass. Por lo tanto, 7T, es compacto.
Demostrando, que si
ITf =T < ] (4.20)

con ¢ arbitrario y T, compacto, entonces 1" es compacto. En efecto, escogemos una
sucesién de nimeros positivos €; > €3 > €3 > --- tal que limy_ . €, = 0. Ahora, con-
sideremos la sucesién de operadores compactos {71, }ren. Sea M un conjunto acotado
arbitrario de H tales que si f € M ||f|| < C. Témese una sucesion arbitraria { fi }ren
en M. Ahora bien, por la compacidad del operador T¢,, existe una subsucesién

fi1, fizs fig, e (4.21)

la cual es mapeada por el operador 7, en una sucesién convergente. De la suce-
sion (4.21) seleccionamos una subsucesién

f217f22af237 e
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la cual también es mapeada en una sucesion convergente por el operador T¢,. Conti-
nuando este proceso, obtenemos la sucesién infinita de sucesiones de la forma

f].]. f].2 f13 Tt = {flk}kEN
far fao fos o = {foktken

f31 f32 f33 T = {f3k}k€N

en el que cada una es una subsucesion de la anterior. La sucesiéon de la diagonal

Ji1, fo2, [z, (4.22)

es mapeada por el operador T¢,, para cada & € N, en una sucesién convergente.
Probaremos que la sucesién diagonal (4.22) es mapeada, también, en una sucesion
convergente por el operador T'. Para ello, es suficiente probar

m ||Tfon — T frml| =0 (4.23)

m,n— 00

Note que

||Tfnn - Tfmm” - “Tfrm - Tfmm + Tekfnn - Tekfnn + Tekfmm - TekfmmH
< HTfnn - TekfnnH + HTekfnn - Tekfmmu + HTE;cfmm - TfmmH
S 2€I<:C + ”Tekfnn - qumm” .

Tomando k suficientemente grande, podemos hacer el termino 2¢,C' tan pequeno como
queramos. Después de esto, tomamos N tan grande de tal forma que ||7¢, frn — %, fruml|
se haga tan pequeno como queramos para n,m > N. Asi, (4.23) se satisface y T" es
compacto, es decir T' € Sy, (H). ]

4.3. Representacion matricial de operadores simétri-
cos

Se ha resuelto parte de la pregunta para operadores en B(H). Ahora, veremos otro
caso que es el de operadores simétricos cerrados no acotados. En esta parte del trabajo
supondremos siempre que los operadores son simétricos cerrados. Sea A un operador
simétrico (véase Definicién 3.3.1) y cerrado (véase Definicién 3.1.19). Ademas, sea
{ur }ren una b.o.n fija en dom(A). Entonces definimos los niimeros complejos

aj, = (Aug, u;) = (ug, Auj) =y,
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lo que nos dice que la matriz

aipr Q2 aiz - ail Gz1 a3y
Qo1 Qg2 Q23 - Q12 Qo2 Gz -
=\ _ _ |, (4.24)

azy azz AaAsz - 13 az3 A33

es hermitiana. Nétese que bajo las condiciones que pedimos al operador A en general
éste no es acotado. Ahora, consideremos nuevamente al operador isométrico U como
se hizo anteriormente obteniendo el operador U AU 1.

Teorema 4.3.1. A es simétrico cerrado sit UAU ™ es simétrico cerrado.

Demostracion. UAU ! estd densamente definido. En efecto, dom(UAU ') = U dom(A),
por lo que dom(UAU™!) es denso en ¢5(N), ya que dom(A) es denso en H y U

es isometria entre H y f5(N). Ahora, veamos que UAU™! es simétrico. Sea ¢,v €
dom(UAUY) tal que Uf = ¢ y Ug = v, entonces

(UAU™6, 0}, = (VAU ™6.U9),

= <Af7 g)'}—{ - <.f7 Ag>7—[
= <Uf7 UAg>£2(N) - <¢’ UAU—1w>g2(N) )

cumpliéndose el Teorema 3.3.2, concluyendo que U AU c (UAUY)*, es decir, UAU *
es simétrico. Falta ver que U AU = UAU-L. Ya que A es cerrado, entonces G(A) =

m, es decir, la grafica de A es cerrada y usando el hecho de que U es isometria, se
sigue que UAU ™! es cerrado. La demostracién contraria se obtiene repitiendo andlo-
gamente la hecha arriba. O

Definicién 4.3.2. Consideremos que aj; son las entradas de la matriz (4.24).

a) Sea By el operador definido en

2

dom(Buax) = {6 = {d}wen € G(N) = Y

JEN

Z ajk Pk

keN

< oo}

y que actia como sigue:

max(b Z a]k¢k

keN
b) Definimos By := Bmax ¢, v, s decir, el operador By, restringido a £:,(N).
¢) Definimos By, como By, := B,

max*

Teorema 4.3.3. Bj = Bpda-
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Demostracion. Claramente By estd densamente definido. Demostremos primero que
dom(Bj) C dom(Bmsx). En efecto, sea ¢ € dom(Bf), entonces existe ¢ € (5(N) tal
que Bio = 1.

by = (¥, 6;) = (Byo, 6;) = (6;, Byo)

= (Boydj, ¢) = <Bo5j: Z¢k5k>
keN
= Ou(Bobj, 0k) = Y ajur.

keN keN

Esto implica que ¢ € dom(Bpsx) ¥ B¢ = Bmax®, 0 sea, B C Buyax. Ahora, probare-
mos que dom(Bpsx) C dom(Bj). De las ecuaciones anteriores claramente obtenemos

que _
(Bodj, &) = Y &y (Bodj, 0k) = > aw;dy.

keN keN

para cualquier ¢ € ¢5(N). Por otra parte, suponga que ¢ € dom(B,;x), entonces

mabe 5 Z ¢k max5k7 > Za_lq¢k

keN keN

Asi, para todo elemento de la base canénica d;, tenemos que

(0 Buix®) = (Bumax®,0;) = > arjd = (Bodj, ) ,

keN

ya que dom(DBy) consiste en todas las combinaciones lineales finitas de los elementos
de la base canonica, entonces para cualquier ¢ € dom(By) se cumple que

<B01/}7 ¢> = <w7 Bméx¢> )
por lo que ¢ € dom(Bg) y B¢ = Bunax®- H
Corolario 4.3.4. By es simétrico.

Demostracion. Ya que By es por definicion restriccién de Bisx, del Teorema 4.3.3 se
sigue que By C By . ]

Corolario 4.3.5. B,,4; €s cerrado.

Demostracion. Ya que B = By, entonces B es cerrado como consecuencia del
Teorema 3.1.31. ]

Corolario 4.3.6. B,,;,, = By.

Demostracion. Esta afirmacién es directa tomando en cuenta el Teorema 3.1.38. [
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Definicién 4.3.7. Cuando suceda que UAU ' = By, (v sélo en este caso), diremos
que {a;jx}jren es la representacién matricial de A con respecto a la b.o.n {uy}ren.

Teorema 4.3.8. Si {a;,}jren es la representacion matricial de A con respecto a la
b.o.n {ug }ren, entonces UAU™! es el minimo operador cerrado en lo(N) que satisface

<UAU715]€, (5J> = Qjk (425)
o equivalentemente A es el minimo operador cerrado en H que satisface
(Aug, uj) = ajy.

Demostracién. De la Definicién 4.3.7, se sigue que UAU ! = Bp,. Ahora, demos-
traremos que este operador es el minimo operador cerrado que satisface (4.25). Sea
UAU™! el minimo operador cerrado en f5(N) que satisface (4.25). Suponga que existe
un operador Ty cerrado y Ty, € UAUY, Ty # UAU! tal que Ty satisface (4.25).
Como {a;i};ken €s una matriz hermitiana, entonces 7Tj es simétrico y 7jf también sa-
tisface (4.25), por ser una extension de Ty. O sea que T debe ser restriccion de Bisy.
Pero, por el Teorema 3.3.5, se sigue que B4 C 7§, lo cual es una contradicciéon [

Comentario 4.3.9. Si {a;i};ren es la representacién matricial de A con respecto a la
b.o.n {uy}ren, entonces {a;x}jren define univocamente al operador A. En efecto, a
partir de {a;;};ren se construye By y, entonces

A=U"'ByU.
Alternativamente, se encuentra B, a partir de {ajk}j,keN vy

A=U"'BunU.

Definicién 4.3.10. Una b.o.n {ug}reny se dice que es base de una representacion
matricial de un operador simétrico cerrado A si:

1. Los elementos de {uy}ren pertenecen al dom(A).

2. Para el operador isométrico U con respecto a {uy}ren se cumple que

A=U"'BuU.
Teorema 4.3.11. Sea {Sjx};kren una matriz hermitiana que satisface

Z ls;p|° < oo VjeN. (4.26)

keN
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Entonces es posible definir un operador simétrico S en (5(N) de la siguiente forma;
sea Sy el operador en (5(N) tal que

505]' = Z Sjkék (427)

keN

y se extiende (4.27) por linealidad al conjunto de combinaciones lineales de {0 }ren,
es decir, dom(Sp) = £4;n(N). Ahora, sea S = Sy, se cumple que S = B, ademds
A = U7SU esun operador simétrico en H y por definicién su representacion matricial
es {Sjk}jken-

Demostracion. Observemos que (4.26) implica la convergencia de (4.27) para toda

7 € N. Posteriormente, note que S = By. O



Capitulo 5

Operadores de Jacobi

En este capitulo se presentan los conceptos basicos de la teoria de matrices de
Jacobi. En la Seccién 5.1 se enuncia la definiciéon de una matriz de Jacobi semi-infinita
y su correspondiente operador asociado (operador de Jacobi), asi como algunas de
sus propiedades. Aqui se introducen los polinomios de primer y segundo género. El
operador de Jacobi J es siempre simétrico y cerrado. Los indices de deficiencia de un
operador de Jacobi tienen sélo dos valores posibles (0,0) y (1,1). El caso (0,0) corres-
ponde a J = J*, ya que J es cerrado. Cabe hacer menciéon que se estara trabajando
con el caso (1,1). En la seccién 5.2 se definirdn algunos subconjuntos del dominio del
operador de Jacobi, para poder estudiar extensiones auto-adjuntas de un operador de
Jacobi. Este capitulo se basa en resultados de [2], [25] y [27].

5.1. El operador de Jacobi y sus caracteristicas

Definicién 5.1.1. Dadas las sucesiones {¢n}neny € Ry {bp}neny € Ry (Ry = {a €
R : a > 0}), definimos la matriz de Jacobi como una matriz tridiagonal semi-infinita
de la forma:

a1 b1 0 0
bi q@ by O
0 by g3 by ---]. (5.1)

0 0 by qa

Sea H un espacio de Hilbert separable y {u,},eny una b.o.n en él. Claramente la
matriz satisface las condiciones del Teorema 4.3.11. Entonces se construye al operador
J en H dado por el Teorema 4.3.11 tal que (5.1) es su representaciéon matricial con
respecto a {uy, fnen-

Por lo que se vio en la tltima seccién del capitulo anterior J resulta ser simétrico

85
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y cerrado. Ademas, para toda k € N

(Jug, ur) = q, (Jug, ups1) = (Jugs1, ug) = by (5.2)
<Juk,uj>:0 |j—k‘>1

Tomamos una sucesién de niimeros complejos { fx }ren v consideramos las siguientes
ecuaciones en recurrencias:

@fi+bifa=Ch .
bn1fo1+ nfo+bnfoy1 =Cfn, V€ N\ {1}7 (5‘5>

donde b, g, son los coeficientes de la matriz (5.1). Es facil generar sucesiones (no
necesariamente en /5(N)) tales que sus elementos satisfacen el sistema dado por (5.4)
y (5.5). Por ejemplo, haciendo f; = 1, se tiene que

C_(h'

fo= b1

De (5.5) con n = 2, se obtiene

f3=0"((C— @) fo—b1)
= b, (b71(¢ — @) (¢ — q1) — by)
= by (b7(C = U + @) + (q1g2 — b1)).

Y asi sucesivamente. Notese que f,, es un polinomio con respecto a ¢ de grado n — 1.
Usaremos la notacion

fn =t Pua(Q) (5.6)

y llamaremos a los polinomios P,(¢) polinomios de primer género asociados a (5.1).

Teorema 5.1.2. Sea P,(() el polinomio de primer género de grado n asociado a(5.1).
El conjunto de ceros de P,(C) estd contenido en el espectro de la matriz

@@ b 0 0 0
bt @ by 0 0
0 by g3 b3 O
0 0 b3 q by |’

conn > 2.
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Demostracion. Tomemos en cuenta la ecuacién (5.5) con n > 2y f, = P,_1((),
obteniendo las ecuaciones

biPo(Q) + @ Pi(Q) + b Pa(C) = (P (C)
boPi(C) + g3 P(C) + b3 P3(¢) = (P»(Q)

bn-1Pn—2(C) + nPr1(C) + b Pa(C) = (P (Q).

En las ecuaciones anteriores tomemos ¢ = (y con (o un cero de P,({) y vemos que en
la ultima expresion, se tiene

br—1Pn—2(Co) + gnPr-1(¢0) = CoPr-1(Co),

ésta ultima expresion, da como resultado el sistema completo de la ecuacién espectral
para la matriz (5.7). Por lo cual, se ve que los ceros de los polinomios satisfacen las
ecuaciones en recurrencias, ya que los polinomios satisfacen el sistema en recurrencias,
concluyendo que los ceros de los polinomios de primer género estan contenidos en el
espectro de la matriz (5.7). O

Corolario 5.1.3. Para cualquier n € N los ceros de P,(¢) son reales.

Demostracion. Note primero que P () = (¢ — q1)b; ", claramente tiene por cero a q;.
Para P,(¢) con n > 2, se sigue del Teorema 5.1.2 que tiene ceros reales. Ya que el
espectro de un operador auto-adjunto es real (véase Teorema 3.3.12). [

Lema 5.1.4. Sea el nimero complejo ¢ = v + iy, dado x,y € R. Para § € R tal que
lyl < 191, se sigue que
[Pz +iy)| < [Fulz + i),

para toda n € N, con P,(C) el polinomio de primer género asociado a la matriz (5.1).

Demostracion. Descompongamos P, (¢) en producto de polinomios de grado uno, es
decir,

R0 = O]~ A,

con C' una constante y Ay un cero de P,(¢). Ahora, tomemos el valor absoluto en la
ecuacion anterior, como sigue

O =1C1TTC =21
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Elevando al cuadrado la ecuacién anterior y tomando en cuenta que |[( — )\Z-|2 =
|z — \i|* + |yl°, ya que \; es real para toda i = 1,...,n — 1. Asi, como |y| < |gl,
obteniendo

BOF =IO TT 16 = A = 10F [Tt = A + 1ol

Note que se tomé la multiplicidad de los ceros de P,(() igual a uno, pero la afirmacién
se cumple para cualquiera que sea la multiplicidad de los ceros de P, ((). O

Teorema 5.1.5. La multiplicidad de cualquier auto-valor de J* es siempre igual a
uno.

Demostracion. Suponga ¢ € o(J*). Entonces existe f € H tal que

(J*=¢I)f =0, (5.8)

Sea f =3 " fuun, entonces tomando en cuenta la Definicién 4.3.2 y la ecuacién (5.6),
se tiene que f, = P,_1(¢). Ahora, supongamos que f € H es también solucién de (5.8)
para la misma ¢ en C,. De la forma en que se construyo la sucesiéon de polinomios
de primer género, es facil concluir que cualquier sucesién que satisfaga (5.4) y (5.5),
difiere de la sucesién de polinomios en una constante multiplicativa, es decir, f =cf,
c € C. Asi, la dimensién del espacio de soluciones de (5.8) es uno. O

Los polinomios de segundo género {@Q,,—1({)}nen asociados a la matriz (5.1) se
definen como las soluciones del sistema recurrente (5.5) sin usar (5.4), bajo el supuesto
de que fi =0y fo = b;". Nétese que f, es un polinomio de grado n — 2 con respecto
a (. Utilizaremos la notaciéon

De esta forma @, (¢) es un polinomio de grado n — 1.

Lema 5.1.6. Dados los polinomios de primero y sequndo género asociados a la ma-
triz (5.1), obtenemos la siguiente identidad:

P (QQu(Q) = PuOQu1(C) = - (510)

n

Demostracion. Notemos que

RiO@1(0) = PrOQolC) = 1657 — & mLUR bi
1 1
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Supongamos que

P2 (Q)Qn-1(¢) = Pa1()@n—2(C) = b (5.11)

se cumple. Tomando en cuenta que {P,_1({) }nen ¥ {@n-1(¢) }nen son soluciones para
(5.5) con n > 1, tenemos

bnflpn72(<) =+ ann—1(<> + ann(C) = Cpnfl(g) (512
bn-1Qn—2(C) + ¢aQn-1(C) + 62 Qn(C) = Cgn-1(C). (5.13)

Asi, multiplicando (5.23) por @,,_1(¢) y restandolo a (5.24) multiplicado por P,_1((),
se tiene

bn—l(Pn—2<C)Qn—1(C) - Pn—l(g)Qn—2(O> = bn(Pn—l(C)Qn(C) - Pn(OQn—l(C))v (5-14)
ya que (5.11) se cumple, la ecuacién (5.14) queda en la forma
1= bn(Pn—l(OQn(O - Pn(C)Qn—l(O)a

dividiendo entre b, la ecuacién anterior, obtenemos (5.10). O]

Comentario 5.1.7. Sea fy, la solucién de (5.5) con ¢ = p, y g la solucién de la misma
ecuacion pero con ( = A, se tiene que

bn—lfn—l + ann + bnfn-i-l = :ufn (515)
bn—lgn—l + dndn + bngn—l-l = )\gn (516>

Ahora, multiplicando (5.15) por g, y restandosela a (5.16) multiplicada por f,, se
sigue que

bnfl(fnflgn - fngnfl) - bn(fngnJrl - fn+1gn> = (,u - )\)fngn (517>
Si tomamos (5.17) remplazando n por n — 1, tenemos
bn—Q(fn—an—l - fn—lgn—Q) - bn—l(fn—lgn - fngn—l) - (,u - A)fn—lgn—ly
sumemos esta ultima ecuacién a (5.17), obteniendo

bn—2(fn—2.gn—1 - fn—lgn—2) - bn(fngn—H - fn—l—lgn) - (/fl - A)[fngn + fn—lgn—l]-

Analogamente, si sumamos (5.17) més (5.17) con n—1y n—2 en vez de n, obtenemos

bnf?)(fnngan - fn729n73) - bn(fngnJrl - fn+lgn) = (,u - )\) [fngn + fnflgnfl + fn729n72]

Ahora, sumando de la misma forma la ecuacién (5.17) desde n = n hasta n = m con
n >m > 2, tenemos

bmfl<fmflgm - fmgmfl) - bn(fngnJrl - fnJrlgn) = (,U - )‘) Z fkgk (518>
k=m
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El dltimo caso que tendriamos de la ecuaciéon anterior es:

bi(f192 = fog1) = bu(fuGnsr — frrign) = (L — A) Z JrGk; (5.19)
k=2

Tomando en (5.18) fr = Pr_1(1), gx = Pr—1(N\) y m = 2, obtenemos
b1 (Po(p) Pr(A) — Pu(p) Po(A)) = ba( Pt (1) Pa(A) = Pa(p) Pa1(A))

= (=N Pui(p)Paci(N)

Tomando en cuenta que by (FPy(u)Pi(\) — Pi(n)Po(X)) = (u — A) y reacomodando

términos, se sigue
b (Po1 (1) Pa(N) — Po(p) P, A —p Zpk 1 (1) P ( (5.20)

llamada la féormula de Christoffel-Darboux.

Tomando en cuenta que P(C) = {Pa1(()}new ¥ Q(C) = {Qu-1({)}ens (los polino-
mios de primero y segundo género respectivamente) son soluciones lineales de (5.5),
entonces una combinacién lineal de ellos también es solucién de (5.5). Ahora, tomemos
en (5.18) el pardmetro A = (, p = ¢, Im¢ # 0, m = 2, fr. = wP_1(¢) + Qr_1(Q) y
gr = fx, obteniendo

bi[(wPs(¢) + Qo(O)(wPi(C) + @1(Q) — (WP (¢) + Q1 () wPy(C) + Qo(0)))]
~bn[ (WP 1(¢) + Qu1(¢) (WP(Q) + Qn(C))
—(wP(¢) + Qu(O)) (WP 1(¢) + Qu1(0)]

= (¢ =0 (WPo1(¢) + Quar () (wP1 (Q) + Qi (0))

k=2

Ahora, tomemos en cuenta que Py(¢) = 1, Pi(¢) = &5 L, Qo(¢) =0, Qi(() = bt rea
lizando los productos, reduciendo y agrupando termlnos semejantes en las ecuaciones
anteriores, tenemos

[ (€ = ¢) +w — @] = by[(WP1(C) + Qur(C)) (WP (C) + Qn(C))
— (WP(C) + Qu(Q) (wWPa—1(¢) + Qu-1(C))]

= (-9 Z wPe-1(C) + Qr-1 (),
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dividiendo todo entre (¢ — ¢), multiplicando y dividiendo el lado izquierdo de la igual-
dad anterior por [wP,_1(¢) + Q,_1(¢)|*, obtenemos

o+ 2] - () (120 gt

bo (WP 1() + Q1 ()W PAE) F @ul ) = (WP(€) + QulO)wP1(O) + Qu1(0))]

— Z lwP_1(¢) + Q;H(C)I2 .

gl

w—

—C

S , . 2
Por 1ltimo, pasamos restando este término y sumando este |w|”, (tomando en

cuenta que (wFy(¢) 4+ Qo(¢))(wFo(¢) + Qo(C)

lw|?) y reacomodando términos, se

~— [

obtiene
i w—w
Y WP () + Qe (QF — ——=
k=1 ¢—¢
n 2
whp—1(C)+@n-1
donde w € C.

Teorema 5.1.8. Si J es un operador de Jacobi, entonces tiene indices de deficiencia

(0,0) o (1,1).

Demostracion. Comenzamos calculando el indice de deficiencia n_(J) de acuerdo a la
férmula (3.45). Del Teorema 5.1.5 con Im ¢ > 0, se sigue que n_(J) es igual a uno

cuando
S IR, (5.22)

neN
converge e igual a cero cuando (5.22) diverge.
Note que la convergencia de la serie (5.22) para Im({ > 0 es equivalente a la

convergencia cuando Im ¢ < 0. En efecto; ya que, los coeficientes de los polinomios P,
son reales para toda n € N| tenemos que

PO = Pu(Q)Pu(C) = Pul¢)Pu(0),

lo cual nos lleva a concluir que n_(J) = n4(J). Concluyendo que J tiene indices (0, 0)
o (1,1). O

Corolario 5.1.9. Si (5.22) es convergente para cierto ( € C con Im{ # 0, enton-
ces (5.22) es convergente para todo ¢ € C con Im({ # 0. Por lo tanto, si (5.22) es
convergente para ¢ € C con Im( # 0, entonces J # J*.
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Demostracion. La demostracion es directa tomando en cuenta el Teorema 3.3.9 y el
Teorema 5.1.8. [l

Definicién 5.1.10. Sean ¢ = {¢y, }nen, ¥ = {Un }nen elementos de [3(N). El wrons-
kiano asociado con el operador J se define como:

Wo(o, ¢) = bn(¢n¢n+1 — VnPni1),

con {by, }nen la sucesion de la Definicién 5.1.1.

Comentario 5.1.11. Nétese que W, (¢, 1) = =W, (¢, ¢) y ademéas W, (ap; + b, 1)) =
aWn(¢17 ¢) + an(gb% w)

Teorema 5.1.12. Sea { f,}nen, {gn}nen soluciones de (5.5) con ¢ € C fija. Entonces
el wronskiano Wy, ({ fu }nen, {gn }nen) €s constante, con respecto a n.

Demostracion. Ya que {f,}nen, {gn}nen son soluciones para (5.5) con n > 1,
bnflfnfl + qnfn + bnfnJrl = gfn (523>
bn—lgn—l + Gngn + bngn+1 = an- (524)

Asi, multiplicando (5.23) por g, y restandolo a (5.24) multiplicado por f,,, vemos que

Wi { fitoens {9k een) = Wooa ({fe tren, {9kt ren) =0,  Vn > 1.

Por lo tanto, el wronskiano es constante con respecto a n. O
Definicién 5.1.13. Definimos
Wa(6,) = lim Wi(6, )
Teorema 5.1.14. Sea J # J*. Los auto-valores de toda extension auto-adjunta J de
J son simples, es decir, su multiplicidad es 1gual a uno.
Demostracion. Sea ¢ € C. Como J es restriccién de J*, entonces J C J C J*. Ademés,
ker(J — CI) C ker(J* = CI).

Aunque, por el Teorema 5.1.5, sabemos que la dimensién ker(J* — () es a lo més uno.
Por lo tanto, los auto-valores de J son simples. O

Teorema 5.1.15. Sea J # J*, J una extension auto-adjunta de J, ¢ € p(j) Yy g =
(J—CI) " uy. Fijemos la base ortonormal {uy Ynen tal que J tiene como representacion
matricial (5.1). La representacion matricial de la resolvente Rg(j) con respecto a la
base ortonormal {uy}ren €S:

N gkPj—1(Q) J<k
giPea(C)  j>k’

donde g, = (g, u,) para toda n y P({) = {Py_1({) }nen son los polinomios de primer
género asociados a la matriz (5.1).
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Demostracion. Sea h = R¢(J)d, entonces h; = >, . R¢(J);xdx. Tomando en cuenta

(5.4) y (5.5), y usando el hecho de que g, v fn = Pn_1(¢) son soluciones de Jg = (g
para m > 2, tenemos

((J = CDA)m = bt hm1 + (G — Ol + binhunsa
meflch( m—1kdk + (gm — ¢ ZRC Ymkdi

KEN keN
+ b Z Re( ) m1xd
keN
= de[bm—lRC(j)m 1k + (@m — Q)R ()i + b Be () 14]

Ahora, distribuimos la serie anterior en tres sumando. Asi,

((‘] - Cl)h)m = Z dkfk[bm—lgm—l + (qm - g)gm + bmgm—f—l]

- Z oGt foe1 + (@ — C) o =+ bon frrisi]

k=m+1
+ difbm—19mfn-1 + (Gm = Q) gmfm + bmGms1fm].

La suma finita es cero, dado que u; = (J — (I)g y m > 2. La serie es también cero
porque f es la sucesiéon dada en (5.6). Por lo tanto, se tiene que

(T = D) = dinlbm-19m fon-1 + (G = O + b1 fn]

= din|gm(bmfin + (@m-1 — C) fn-1) + bingmi1 fin]

= [ =bmgm fnt1 + bmGm+1fm] (5.25)

= dimbm|9mi1fm — Gnfmi1] = dm. (5.26)
La igualdad (5.25) es vélida, ya que f es la sucesion dada en (5.6) y b1 frn—1+ (gm

¢)fm = —bmGm fm+1. Para probar la igualdad (5.26), observe que g, f satisfacen (5. 5)
o sea que W, ({ fx ren, {9k tren) es constante. Asi, basta calcular Wi ({ fx bren, {9k fren)-

Wi ({ fr tren, {9k tren) = b1(g92 — 91 f2)

y dado que f, = (Cglql ), se tiene que

Wi({ fi}wens {9k ren) = b1(g2 — gl(c — ql)) =bigz+ g1l —¢) =1L

by
Para m = 1, se tiene que también que

((J = ¢Dh)y = digabi fi + digi (@ — O fr
= di[g2b1 f1 + 91(q1 — Q) f1]
= di[g2b1 + g1(q1 — Q)] = di.
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]

Teorema 5.1.16. Sea J # J*, J una extension auto-adjunta de J y ¢ € p(J). En-
tonces la resolvente R¢(J) es compacta.

Demostracion. Probemos que R¢(.J) satisface el Teorema 4.2.6. En efecto,

S |Relhya] = 3 | Reln

2

= (Ifj(C)|2 >l OF + g, O X |fk<c>|2)

<2[F I 9O < o0

Esto dltimo se satisface ya que tanto g como f estdn en H. Por lo que hemos probado
que la resolvente es compacta. 0

El Teorema 5.1.16 tiene un corolario importante en nuestra discusion; La demostra-
cion requiere del siguiente resultado para operadores normales compactos (un operador
T en H se dice normal si TT* = T*T'). No daremos la demostracion de este resultado
ya que ella requiere del Teorema Espectral el cual no esta contenido en este trabajo.

Teorema V. Sea T' € S, (H) y normal. Ademds, sea {jx} la sucesion de auto-valores
no nulos de T tal que |pgs1| < |ug| para toda k y Py el proyector ortogonal al auto
espacio correspondiente a .. Entonces

T = Zukzpk
k

donde la suma es finita o infinita. Si es infinita, {ux}r converge a cero cuando k tiende
a infinito.

Corolario 5.1.17. Sea J # J*, entonces toda extension auto-adjunta J de J tiene
espectro discreto.

Comentario 5.1.18. Nétese que no se pudo prescindir del Teorema V y usar el Teo-
rema 3.4.2 porque no sabemos que exista A en p(J) N R de manera que Ry(J) sea
auto-adjunta.

Demostracion. Notemos que tomando ¢ = (o en las ecuaciones (3.32) y (3.31) vemos
que la resolvente siempre es un operador normal (véase la nota antes del Teorema V).
Ahora, como vemos que la resolvente es normal, aplicamos el Teorema V sobre Rg(j )=
(J—CI)™", ya que por el Teorema 5.1.16 sabemos que la resolvente Rg(j) es compacta.

Por el Teorema 3.2.15, se sigue que el conjunto o(R¢(J))\ {0} consiste de auto-valores
aislados de multiplicidad finita. Por lo tanto
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Re(J) = ZMkPIm
k=1
y por el Comentario 3.4.3, se tiene
Re(J) = mP
k=1
R =Y Lh,
g Mk

concluyendo que

de aqui se ve que o(J) es discreto. O

Comentario 5.1.19. Notemos que para ¢ = {¢y, fnen, ¥ = {1 fnen elementos de I5(N)
se tiene que para toda N € N

N
[(bnfl(énfl + Qn¢n + bn¢n+1>wn - (bnflwnfl + qn¢n + bnwnJrl)(bn]

n=2
N N
= Z(bnflgbnfl + qn¢n + bn¢n+1)wn - Z(bnflwnfl + qnwn + bnwn+1>¢n
n;Q N n=2
== Z(bn—1¢n—l + bn+1¢n)wn - Z(bn—lwn—l + bn¢n+1)¢n

Il
V)

n=2

= b1(¢1902 — V1¢2) — On(PNYN-—1 — UNPN-1)
- Wl (¢7 ¢) - WN(¢a 1/))

Teorema 5.1.20. Sean f,g € dom(J*). Entonces existe Woo ({1} 1, {7,}°21) ¥
(Jf.9) = (. T 9) = Wos({fu}olr, {Gntnzn), (5.27)

donde [ =371 falln, § =D ey Gnln.

Demostracion. Sea f,g € dom(J*),

(J*fo9) = (f, J9) = (@ fi + b1f2)G1 — (g + 0192) f
N

+ ]\}llnoo Z [(bn—lfn—l + ann + bnfn—f—l)gn - (bn—lgn—l + Qngn + bn§n+1)fn] .
n=2
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Entonces por el Comentario 5.1.19

(J*frg) = {f, T9) = = Wil{fatoii G tnet) + Wil{Fadnzr: 40 net)
+ 1\}1_{1100 Wx({futnzt 490 tnet)

= Woe({futnzr {70 1020)-
O

Corolario 5.1.21. Sipara cualquier f, g € dom(J*) se cumple que Woo ({ £ }521,{7,}521) =

0, entonces J = J*.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.38, existe J** ya que J es cerrado. Sustituyendo
Woo ({ £ }021,{7,15°,) = 0 en la ecuaciéon (5.27), se tiene que (J* f,g) = (f, J*g) para
toda f,g € dom(J*), entonces J* C J** = J. Se concluye que J = J*, puesto que J
es simétrico. O]

Definicién 5.1.22. Definimos
T W(Q(0), P(C))T — WL (P(0), P(C))

con 7 € R, (€C, P(() = {P1(Q}nen ¥ Q(C) = {Qn-1(¢) }nen los polinomios de

primer y segundo género.

(5.28)

Comentario 5.1.23. Se verifica facilmente que los polinomios de primer género P(() =
{Pr-1(Q) }nen v de segundo género Q(¢) = {Qn-1({) }nen asociados a la matriz (5.1),

se pueden expresar como sigue:

Fu(€) = Qu(0)Wn(P(0), P(C)) — n(
Pa(Q) = Qn H(O)W(P(0), P(C)) = Pr-1(0)Wn(Q(0), P(C))
@n(C) = Qu(0)W,(P(0), Q(C)) — ( ) n(Q(0),Q(¢))
Qn-1(C) = @n1(0)Wo(P(0), Q(C)) = Poa (0)Wi(Q(0), Q(C))

Teorema 5.1.24. Sean P,(C) y Q.(C) los polmomzos de primer y sequndo género,
respectivamente, asociados a la matriz (5.1). Entonces la ecuacion (5.28), se puede

expresar como sigue OF ) o
__Qn—l CfT _an
D = L (OIE)  Pu)
conT €R, (€ Cy f(r) una funcion lineal real de T.

Demostracion. Sustituyendo P, (¢), Pr-1((), @n(¢) ¥ Q@n-1(¢) por sus equivalente da-
dos en el Comentario 5.1.23 y desarrollando, tenemos que (5.29) queda en la forma:

Pn( IWn(Q(0), P(C))

(5.29)

PRLCOED) (SO5Em ) — W, (P(0), Q(0))

T Q). P(O) (SR W (P(0), P(C)
W(Q(0), Q)T — Wa(P(0),Q(Q))
W(Q(0), P(O))7 — Wa(P(0), P())’
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donde f(1) = P: 711%18:501)(70% que claramente es una funcién lineal real de 7. De lo
anterior se concluye que la ecuacion (5.28), se expresa como la ecuacién (5.29). ]

Teorema 5.1.25. Sea () fijo en C, Im(y # 0, entonces para toda n € N, m,((o, 7)
describe un circulo en el plano complejo cuando T recorre el eje real y ese circulo es
la frontera de un disco cerrado que denotaremos K,((p).

Demostracion. Notemos que m,((o, 7), puede describir un punto una recta o un circulo
cuanto 7 recorre el eje real. Para mostrar que m,,({p, 7) describe un circulo tiene que
poderse escribir la forma ¢+ re?. Donde c es el centro y 7 el radio. Sea ¢, € C fijo tal

que Im ¢y # 0.
Escribimos
o r) — _Wl@0). Q@) = W (P(0).Q(G)
’ W (Q(0), P(Co))T — Wi (P(0), P(Go))
_Wa(Q(0), Q(G))Wa(P(0), P(G)) — Wa(P(0), Q(6))Wn(Q(0), P())
Wi (P(0), P(G0))Wa(Q(0), P()) — Wa(Q(0), P(C)) W (P(0), P(Co))
~ Wa(Q0), Q(¢o)) Wi (P(0), P(C)) — Wal(P(0), Q(C)) Wi (Q(0), P())
Wi (P(0), P(60))Wa(Q(0), P()) — Wa(Q(0), P(C)) W (P(0), P(Co))
, Wa(Q(0), P(Go))T — Wi (P(0), P(G))
W (Q(0), P(Co))T — Wi (P(0), P(G))
Ahora, sean
Wi (Q(0), Q(¢o))T — Wi (P(0), Q())
AT WL (Q). PG)T = W(P(0), P(G) (>:30)
5 — WalQ(0), Q(G)) W (P(0), P(Go)) = Wi(P(0), Q(G0))Wa(Q(0). P(G)) (5.31)
Wi (P(0), P(¢0))Wa(Q(0), P(Co)) — Wa(Q(0), P(Co))Wn(P(0), P(Go
¢ WaQ00), PG))r — Wa(P(0), P(G)) 5
Wi(Q(0), P(¢o))T = Wa(P(0), P(Co))

Mostraremos que m,,((y,7) = A+ BC = A+ |B|e?, es decir, |BC| = |B|. Tomemos
en cuenta que |BC|* = |B|*|C|?, entonces de (5.32) se verifica que CC = 1. Por lo
tanto

mu(C,7)
_ Wa(Q(0), Q(6))Wn(P(0), P(C)) — Wn(P(0), Q(G))Wn(Q(0), P(C))
Wa(P(0), P(G))Wn(Q(0), P(G)) — Wa(Q(0), P(6)) Wn(P(0), P(Co))
W(Q(0), Q(60))Wa(P(0), P(Go)) = Wa(P(0), Q(G))Wa(Q(0), P(G0)) | io
W (P(0), P(6o))Wa(Q(0), P(C0)) = WalQ(0), P(Go))Wa(P(0), P(G0))|
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donde 6 = 6(7) es un nimero real. Es evidente que en la ecuacién anterior se obtiene el

radio del circulo, el cual esta dado tomando el valor absoluto sobre la ecuacién (5.31).
Ahora, desarrollando (5.31) con algunas modificaciones y tomando en cuenta las

ecuaciones (5.10) y (5.20), obtenemos que el radio del circulo esta dado por

Wa(Q(0), Q(60)) Wl ) — Wa(P(0), Q(¢0))Wn(Q(0), P())
Wi (P(0), P(¢o))Wn( ) = Wa(Q(0), P(Co))Wa(P(0), P(Co))
bn(Qn( )Qn+1(CO) Qn—&—l(@@ ( 0))bn( n( ) n+1(§0) Pn-i-l(O)Pn(CO))
b (Pn(0) Prt1(Co) = Pt 1(0) F(G0))bn (@ (0) Prta (o) — @nt1(0) Pa(Co))
n(Pn(O)Qn+1(CO) n+1(0) n(CO))bn(Qn(O) n-H(CO) Qn+1(0)Pn CO))
— b (Qn(0) Prs1(Co) — @ns1(0)F(C0))0n (Pn(0) Py (Co) — Prtr (0) Fr(Co))
b2 [(Pn(0)@n11(0)) (P (C0) Qut1(Go) = Prt1 (C0)Rn (o))

[( n(0)Pot1(0) = Qn41(0) F(0))]

) —

[ (£n

02 [(Pa(Co) Prs1(60))(Q

(Pn11(0)@n(0))(@n(C0) Prt1(C0) = @nt1(C0) Pa(Co))]
[ )) (0)@x(0))]

P(0), P(G)
Q(0), P (o)

—b?

n

[

(£ +1(Co) (o)) (P ()Qn+1( )— 1
bn(Pn( ) n+1(Co) n+1(Co) ( 0) (G —G0) Ty [P (o)
Lo cual termina la prueba. O

Teorema 5.1.26. Fijemos (y € C tal que Im (y # 0. Se satisface que

0K, (&) = {w eC: - Z|wpk 1(G) + Qi (G = 0}
Co—Co —

Ademds, si w € K,((y), entonces

_Z|wpk 1(Go) + Qi—1(G)* > 0,
Co—Co pe

mientras que si w ¢ K, (o)

—Z|ka 1(Co) + Qe—1(¢o)* < 0.
CO G k=1

Demostracion. Tomando en cuenta los Teoremas 5.1.24 y 5.1.25, se sigue que la ecua-
cién (5.29) describe la misma familia de circulos que la ecuacién (5.28).

Fijamos (y, € C, Im (s # 0. Tomando la identidad (5.21) con { = (y e insertando
(5.29) en lugar de w, tenemos
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n

S taGo ™) Pec1(Go) + Qs (Go) P — L0 T =m0, T)

k=1 CO - @
Im mn (Co 7;)Pn(C0)+8n(Co)
= by [ (Cos T) Pzt (Go) + Qut (o) m”“ml;lz‘o@” nt1(Co) (5.34)

donde de la ecuacién (5.29), se sigue que

mn(Co, 7) Pu(Co) + Qn(Co)
M (o5 7) Pa—1(Co) + Qn-1(Co)

donde sabemos que f(7) € R, para toda 7 € R por lo tanto Im f(7) = 0. Asi, la
ecuacién (5.34) queda en la forma

f(r) =

My (Co, T) — Tn(COa T) Z 1M (Co, T) Pt (Co) + Qr1(C0)|* = 0.
Co — Co =1

Ahora, desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién anterior, tomando w = m,, (o, 7),
se sigue que

Z_Z; _Z|wpk 1(G0) + @-1(Go)I”
K1
w

:CO—CO o CO—Z|w| |Pr_1(Co)) —Zka1C0Qk 1(Co)
k=1

= WP (Go)Qr-1(Co) — Z (Qe1(Go)I”

k=1
= |w[* (_Z|Pk—1(€0)’2) ( - prk 1(Co) Q- 1(C0)>
-G =
+@< —prleoleC(J) ( Z|Qk1CO >7
Go—C 1o

de aqui vemos que para valores muy grandes de |w| la dltima igualdad en la ecuacién
anterior es negativa. Lo cual termina la prueba. O]

Teorema 5.1.27. Sea (y fijo en C, Im (y # 0, entonces

Kn1(G) € Kn(Co) vy 0Kni1(Go) NOKL(Co) # 0.



100 Operadores de Jacobi

Demostracion. Sea w € K, (). Tomando en cuenta el Teorema 5.1.26, tenemos que
si w esta en el circulo 0K, ({p)

U0 S P (Go) + Qe ()P = 0,

-G =

por lo tanto

— n—1
Z :% N Z lwP,_1(Co) + Qu_1(C)|* >0,
k=1

entonces w se encuentra dentro de K,,_1({p) o en el circulo 0K,,_1((o).
Para mostrar que la interseccién de los circulos 0K,,1+1(¢p) v K,((p) no es vacia,
basta ver que la funcién m,, (o, 7) coincide con m,,1({o, 7), en un punto, para alguna

7. Se verifica que
P.(0)\ _ _ P(0)
Mp+1 <C07 _Qn(O)) =My <<07 Qn<0)> .

Para mostrar la ecuacién anterior, se va a tomar en cuenta la ecuacion (5.29). Fijemos
en (5.29) ¢ € C tal que Im (y # 0. Cuando f(7) = oo en la ecuacién

M1 (Co, —Pn—(o)> ;

@:(0)
entonces
P, (0)
Qn(0)’
obteniendo que PL(0) 0.(6)
n n(Go
Mt (CO’ Qn(o)) a Pn(C()).
Si f(1) =0 en la ecuacién
e o8
n+1 | Go, 0.(0) )
se sigue que
P,(0)
Qn(0)’
por lo tanto P.(0) 0.6
n n(Go
e (CO’ Qn(0)>  Pu()’
se concluye que dK,,1((o) NOK, (() # 0. O

Corolario 5.1.28. Es claro que cuando n tiende a infinito, K, (¢) tiende a un disco
limite o a un punto que denotaremos K. ((y) y a su frontera 0K ((p) (st Koo((o) es
un punto, entonces 0K ((o) es un punto).
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Demostracion. Tomando en cuenta el Teorema 5.1.27 y la ecuacién (5.33). Vemos que
los circulos estan contenidos uno dentro de otro y que su radio es un nimero positivo
que cada vez se va haciendo mas chico. Si la serie Y7, |Pe_1(¢o)]* que se encuentra
en la ecuacién del radio del circulo dado por (5.33) es convergente cuando n tiende
a infinito, claramente tendremos un circulo. Mientras que si diverge, se tendria un
punto. ]

Corolario 5.1.29. J = J* sii 0K (o) es un punto y J # J* sii 0K»((y) es un
circulo. En ambos casos se cumple para toda ¢ € C, Im ( # 0.

Demostracion. La demostracion es directa tomando en cuenta el Teorema 5.1.8, el
Corolario 5.1.28 y la ecuacién (5.33). O

Teorema 5.1.30. Sea (y fijo en C, Im(y # 0. Considere Ko ((o) y w € Ky((o),
entonces wP((y) + Q(p) esta en ¢5(N).

Demostracion. Sea w € K (C). Por el Teorema 5.1.26 y el Corolario 5.1.29, tenemos
que

= wW— W
> " wPeoi(Go) + Qi1 (Q) < ——=,
k=1 Go — Co
es valido para toda n. Por lo tanto,
= w— W
D wPi1(Go) + Qr-1 ()l < =,
k=1 Go — Co
concluyendo que wP((y) + Q((o) € l2(N). O

Corolario 5.1.31. Fijamos (o € C, Imy # 0. Si P({y) € (5(N), entonces Q((o) €
l5(N).

Demostracidn. Suponga que P(Co) € ¢5(N), entonces por el Teorema 5.1.30 se sigue
que Q({p) € lo(N); Esto como consecuencia de que P((p) € l2(N) y wP (o) + Q(¢o) €
l5(N) (véase Teorema 5.1.30). O

Teorema 5.1.32. Sea J # J*, entonces (5.22) converge uniformemente en compactos
de C.

Demostracion. Sabemos que (5.22) converge, para toda ¢ € C, Im ¢ # 0, como conse-
cuencia del Corolario 5.1.9. Ahora, fijemos w € K,,(¢), tomemos |Im (| > € y tomando
en cuenta Teorema 5.1.30, tenemos

n

Z |wPs-1(Co) + Qi-1(Go)|* <

< — <
k=1 CU - CO 2e

w—w w—w

, (5.35)
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ya que % no depende de n ni de ¢, tomando el limite en (5.35), vemos que converge
uniformemente con |Im (| > €. Asi, fijemos @ € K, (¢) y tomando la misma , es decir,
|Im | > € de manera que (5.35) se sigue satisfaciendo. Notemos que wFy(¢) + Qx({) —

(WP (¢) + Qr(¢)] = (w — ) P(C), entonces

jw = 3" |1 (OF =) [wPioi(¢) + Qi1 (¢) = [8Ps-1(C) + Quer ()]

k=1

<2) JwPea(Q) + Qe a(QF + 2D [iPe1(0) + Qea (O,
h=1 k=1

como cada suma converge uniformemente, concluimos que 3257, |Py_1(¢)|* converge
uniformemente para |¢| > €. Tomando { = z + iy y por lo concluido anteriormente,
S |Pe_1(z + iy)|* converge uniformemente. Entonces tomando || > € tal que |y| <
|| v por el Lema 5.1.4, tenemos que

Y IPa@+in) <> Pl +ig)?,
k=1 k=1
concluyendo que S°7° [P,_1(¢)]* converge uniformemente en compactos de C. O

Corolario 5.1.33. Sea J # J*, entonces p(J) = C.

Demostracion. La demostracion es directa del Teorema 5.1.32, ya que (5.22) converge
uniformemente en compactos de C, es decir, converge para toda ¢ € C. O

Definicién 5.1.34. (Matriz truncada) Dada la matriz (5.1) quitamos el primer renglén
y la primera columna, definiendo la matriz

g2 by 0 0
by g3 bz O

0 0 bs gs

Podemos asociar a esta matriz un operador como se hizo al principio de la seccién
5.1, es decir, se construye J' en f5(2,00) por el Teorema 4.3.11 tal que (5.36) es su
representacion matricial.

Teorema 5.1.35. Sea Pl(¢) el polinomio de primer género de grado m asociado a
la matriz (5.836) y Qn(C) el polinomio de sequndo género de grado n asociado a la
matriz (5.1). Entonces

Py y(Q) =0i1Qu(¢) VneN. (5.37)
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Demostracion. Dada la matriz (5.36), tenemos el sistema

G2f1 +bafo=Chi
bnfnfl + Qn+1fn + bn+1fn+1 = Cfn nc N \ {1}

De donde generamos los polinomios de primer género P!((), haciendo f; = 1, despe-
jando y sustituyendo hasta tener f, = P! ({). Por otra parte, para la matriz (5.1)
dadas las condiciones f; =0y fo = by ', obtenemos g, = @,_1(¢) tomando en cuenta
(5.5) sin usar (5.4).

Sea g, = b1g,, entonces g = 0y go = 1. Bajo estas nuevas condiciones, tomando
en cuenta (5.5) para n = 2, tenemos

bi1g1 + @292 + b3gs = (3o,
que resulta en
7292 + b3gs = (3o,
donde observamos que g, = f; v ademas g3 satisface la misma ecuacion en recurren-

cias que fs, por lo tanto b1gs = f5. Asi, cuando obtenemos ¢, 1 y ¢, estamos en la
posibilidad de obtener g,,.1 de la siguiente ecuacién

bn—lgn~—1 + QnQNn + bngn~+1 = ana

y por las condiciones dadas vemos que g,,,1 satisface la misma ecuacién en recurrencias
que f,. Concluyendo que ¢,.1 = f,, donde sustituyendo f, = P! () ¥ gny1 =
b1Q,(¢), obtenemos (5.37).

O

Teorema 5.1.36. Si J # J*, entonces P((), Q(C) € ¢2(N) para toda ¢ € C.

Demostracion. Ya que J # J* por el Corolario 5.1.9, se sigue que (5.22) converge para
todo ¢ € C. Ahora, tomemos (y, Im (s # 0, y por el Corolario 5.1.31 Q((y) € l2(N),
entonces por el Teorema 5.1.35 P'({y) € l2(N) y por el Corolario 5.1.32, tenemos que
P1(¢) € £5(N) para toda ¢ € C, lo cual implica que Q(¢) € ¢5(N) para toda ¢ € C. [J

Comentario 5.1.37. Las series 3°° [Py 1(O)]* v 320, |Qu_1(¢)]? convergen, esto co-
mo consecuencia del Teorema 5.1.36. Ademas, como estamos trabajando con el caso
J # J* las series 3.0 [Py 1 (O y 3200, |Qn_1(¢)]” convergen uniformemente para
toda ¢ en compactos del plano complejo. Esta afirmacién la podemos consultar en |2,

Cap.1 Sec.3 T.1.2.3].
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5.2. Caracterizacion de extensiones auto-adjuntas
de un operador de Jacobi

En esta seccién se vera como construir extensiones auto-adjuntos utilizando algu-
nas condiciones de frontera. Ademas, se dard una caracterizaciéon completa de dichas
extensiones.

Definicién 5.2.1. Construimos las sucesiones v(7) = {vg(7)}32, tal que para toda
keN
Ug(7) = Pe_1(0) + 7Qx—1(0), 7€R

’Uk(OO) = Qk,1 (O)

Donde P;_1(0) y Qx—1(0) son los polinomios de primer género y segundo género res-
pectivamente valuados en 0 y asociados a la matriz (5.1).

Teorema 5.2.2. Sea J # J* y v(7) como en la Definicion 5.2.1, entonces v(T) €
dom(J*) para toda 7 € RU {o0}.

Demostracion. Fijemos 7 € R. Recordemos que vg(7) = Pr_1(0) + 7Qr_1(0) y por
el Teorema 5.1.36, tenemos que v(7) € {3(N). Aplicando UJ*U™! = J* (véase la
Definicién 4.1.2) a la sucesién {Py_1({)}72,, obtenemos las ecuaciones (5.4) y (5.5)
en {5(N). Ahora, notemos que la sucesién P(0) = {P,(0)}2,, satisface las ecuaciones
(5.4) y (5.5). Sabemos que P(0) € ¢5(N) y 0 € ¢5(N). Por lo tanto P(0) € dom(.J*).
Ahora, aplicamos J* a la sucesién Q(0) = {Qx(0)}2,, resultando que la ecuacién (5.5)
con las condiciones Q1(0) = 0y Q2(0) = b;'', se convierte en general en

bnlenfl(O) + ann(O) + ann+1 (0) = 0, n > 2.

Entonces, obtenemos que

—~

OO O =

Esto nos dice que Q(0) € ¢5(N), entonces Q(0) € dom(J*) Concluyendo que v(7) €
dom(.J*). O

Definicién 5.2.3. Sea J # J*, definase para toda 7 € RU {oco}

D, == {f € dom(J*) : Wao(v(r), {fs}22,) = O}. (5.38)
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Del Teorema 5.1.36, se sigue que v(7) € ¢5(N) y w,(v(7), f) estd bien definido para
f € dom(J*). De hecho, el limite siempre existe como resultado del Teorema 5.1.20 y
el Teorema 5.2.2.

Teorema 5.2.4. Sea D, el conjunto dado en (5.38), entonces D, es denso en 'H, para
toda T € R.

Demostracion. Haremos la prueba para 7 fija. Sabemos por lo hecho en la seccion 4.1
que i (N) = l5(N), entonces U=y, (N) = H (véase Definicion 4.1.2). Si ¢ € 5(N),
se sigue que W, (v(7), ) —— 0. Por lo tanto U~ '¢;;,(N) C D,, concluyendo que D,

es denso en H. ]

Teorema 5.2.5. Sea J # J*, entonces para toda 7 € RU{oo} existe f € dom(J*) tal
que Woo(v(7), f) # 0.

Demostracion. Del Teorema 5.1.20 y del Teorema 5.2.2; se sigue que existe W, (v(7), f)
para toda f € dom(J*). Fijemos 7 € RU {co} y suponga que para toda f € dom(J*)
Weo(v(7), f) = 0, lo cual implica que D, = dom(J*). Ahora, sean 7 # 7 ambos en R.
Entonces

Wos(v(7), v(7))

= Weo ({Pe-1(0) + 7Q1—1(0) bren; { Pe-1(0) + 7Qp—1(0) }ren)
= W (P(0), P(0)) + 7W(Q(0), P(0))

+ TWe(P(0), Q(0)) + 77 W (Q(0), Q(0))

= TW(Q(0), P(0)) + TWeo(P(0), Q(0)).

Ahora, como P(0) y Q(0) son soluciones de (5.5) para n > 1 del Teorema 5.1.12, se
sigue que el wronskiano es constante. Por lo tanto 7—7 # 0, concluyendo por una parte
que v(7) ¢ D,, pero por otro lado del Teorema 5.2.2 tenemos que v(7) € dom(J*),
obteniendo que D, # dom(J*). Lo cual es una contradiccion. O

Teorema 5.2.6. Sea J # J* yv(7), D, la sucesion y el conjunto de la Definicion 5.2.1
y 5.2.3 respectivamente. Entonces

febD, sii ffeD,.
donde f =73 oy fxun Y f* =D ren ?kuk

Demostracion. Sea f € D, siilimy,—,oo W, (v(7), {fx }ren) = 0. Del hecho de que v(7) =

v(7) se sigue que imy, oo Wy (v(7), { fr }ren) = 0, por lo que limy,, oo W (v(7), { f fren) =
0 sii limy, oo W (v(7), {fi}ren) = 0 sil f* € D,. O

Teorema 5.2.7. (Identidad de Pliicker) Para cualquier sucesion o, 3,0,0 € l3(N) se
tiene que

Walo, B)Wy(0,0) + Wy (o, o)W, (6, B) + Wy (e, )W, (5,0) =0 (5.39)
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Demostracion. La demostracion la haremos para n € N fija.

Wi (o, BYW,(0,6) + Wi (e, o)W, (6, 5) + Wh(a, )W, (5, 0)

(0 Bnt1 = Bn0ns1)bn(0n0n41 — 0n0p11)

n (O nt1 — 000041)b0 (00801 — Budnia)

(01 — 00t 1)bn (BnOnt1 — 00 Bni1)

(O Bn1000n41 — OnBni10n0ni1 — BrnOni10n0ni1 + Brnny1000m41)
(01100801 — n0ni1Bn0ni1 — TnOni 160 L1 + 0nni1Bn0n11)
(011800041 — @nOni100Bn11 — 0nQni18n0ni1 + 0nQni 100 5n11)

= bu[(nBnt 1000011 — nbn100Bnt1) + (—nBni 1000011 + n0n 100 5011)
(= Bnns100m0n41 + 0nni1800n41)) + (Brnni10n0n+1 — 6nQni15n0ns1)

(

_angn-l—lﬁnén—&—l + O‘nén-l—lﬁno-n—&-l) + (5nan+lgnﬁn+1 - O-nan—l—l(snﬂn—‘rl))] = 0

]

Corolario 5.2.8. Sea J # J* y v(7), D; la sucesion y el conjunto de la Defini-
cion 5.2.1 y 5.2.3 respectivamente. Entonces

f,9 € D, implica que Woo({fk}keNa {gk}keN) =0.

Demostracion. Sea f,g € D, sit Weo(v(7), {f}ren) = 0y Woo(v(7),{gx}ren) = 0.

Sustituyendo en la ecuacion (5.39) a = v(7), 8 = {fe}ren, 0 = { fatren ¥ 6 = { gk ren,
donde f =) frur € dom(J*) y no esta en D, (véase Teorema 5.2.5). Se tiene que

W (0(7), { fic boer) W ({ fic boerss {91 Her)
AW (0(7), { fibren) W ({9 brery, {fi bren)
AW (0(7), {91 Hoew) W ({ fic boerss { i boer) = 0,

de donde claramente W (f,g) = 0. O

Teorema 5.2.9. Sea J # J* yv(7), D, la sucesion y el conjunto de la Definicion 5.2.1
y 5.2.3 respectivamente. Entonces J* [p_ es una extension auto-adjunta de J.

Demostracion. Sea f,g € D, y 7 fija. Del Teorema 5.1.20 y el Corolario 5.2.8, se

Sigue que <J* fDT f7g> - <f7 J* qu— g) = 07 €s decir, <J* qu— f7g> = <f7 J* rDT g>7

concluyendo que J* [p, es simétrico. Por otra parte, tenemos que J y J* son cerrados,
dom(J*)
dom(J)

hipotesis del Teorema 3.1.26, entonces J* [p_ es cerrado. Ahora, por el Corolario 3.7.15,
se sigue que J* [p, es una extensién auto-adjunta de J* para toda 7. O

ademds tomando en cuenta (3.65), tenemos que dim [ } = 2 cumpliéndose las

Definicién 5.2.10. Sea J # J* y D(7) el conjunto de la Definicién 5.2.3. Definase
J* Ip,=: J(7).
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Observe que por el Teorema 5.2.9, para toda 7 € RU {oco} J(7), es una extensién
auto-adjunta de J.

Teorema 5.2.11. Sea J # J* yNJ una extension auto-adjunta de J, entonces existe
una unica T € RU {oo} tal que J = J(7).

Demostracién. Sea .J una extension auto-adjunta arbitraria de J y Ag € o(J) , entonces
P(Xo) = {Pr—1(Xo) }ren € ker(J — ¢I). Siguiéndose que para toda g € dom(J)

(7P06).g) = (P(%). Jg)

De donde por el Teorema 5.1.20, se sigue que

Woo(P(X0), {gk}ren) = 0. (5.40)
Ahora, consideremos
_ > st Weo(Q(0), P(X)) =0
T {% en otro caso.

Lo cual implica que
Wos(v(7), P(A0)) = Wee(P(0), P(Xo)) + TWee(Q(0), P(Ao)) = 0. (5.41)

Debido a (5.40) y (5.41), al pasar al limite en (5.39) tomando o« = P()\g), B = g,
o=uv(1), 6 = f, con f € dom(J*)\ Dy, obtenemos

Weo (P(X0), {9k pren) Woo (0(T), { fi ren) + Woo (P(Xo), v(T))Weo ({ fr }ren, {9k } ren)
+ W (P(Xo), { fr tren) Woo ({95 ren, v(7)) = 0.

Concluyendo que Wy (v(7), g) = 0, obteniendo asi que dom({~ ) C D;,.
Ahora, tomemos g € D, tal que g ¢ dom(J) y f € dom(.J), entonces

(T1,9) = (D) f.9) = (£, (7)) (5.42)

obteniendo que g € dom~(j *) = dom(.J). La primer igualdad en la ecuacién (5.42), se
sigue del hecho de que J = J* [y, v de que dom(J) C D, la segunda es por que
g € D, y hecho de que J(7) es auto-adjunto. ]
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5.3. Representacion candénica de un operador de
Jacobi

En esta seccién se construye la representacion canoénica del operador de Jacobi J.
Para facilitar el trabajos de esta seccién, consideré, solo en esta seccién, que el espacio
de Hilbert H sobre el cual esta definido J es (5(N), es decir, J es el operador que
actia sobre cada elemento de ¢y;,(N) (véase Capitulo 4) como el sistema recurrente
dado por las ecuaciones (5.4) y (5.5). Ademads, J tiene como representacién matricial
la matriz (5.1) con respecto de la base candnica de l5(N); {0, }nen.

Teorema 5.3.1. Sea J* el operador adjunto de J y {,,}5°, la base candnica de l5(N),
entonces

J*51 == Q151 + b152 (543)

Yy para n > 2

J* n — bn—15n—1 + qn(sn + bn5n+l- (544)

Demostracion. Sea J* el operador adjunto de J y {6,}52, la base candnica de ¢5(N),
entonces

¢ by 0 0

1 q1

bl q2 bg O 0 b1

J6 =0 by g3 b3 01 =10
0 by qi - ||" 0

=1 + bl = q151 + b]_62.

O OO
O O = O
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Ahora, tomemos n > 2, obteniendo

¢ b 0 0 : :
by g by 0 --- () bn‘_l
J*én = 0 bg qs b3 cee 1 — Gn
0 0 by q4 --- 0 b,
1 0 0
=by 1 |0 +aqgu | 1| +0. 0| =b1-10n—1+ ¢0n + bpdpni1-
0 0

1

]

Note que como J* satisface (5.43) y (5.44), entonces J(7) satisface (5.43) y (5.44),
ya que J(7) es restriccién de J*. Tomemos J(7) en vez de J* y despejemos Jy en
términos de 0; de la ecuacién (5.43), obteniendo

() —a)os

5 pr—
2 by

(5.45)

Asi, podemos despejar d,, para n > 2, teniendo como resultado un polinomio de grado
n — 1 con respecto a J(7) actuando sobre d;, el cual escribimos como

Corolario 5.3.2. §; € dom(J"(7)) para toda n € NU{0}.

Demostracion. La demostracion se hara por induccién sobre n. Se quiere demostrar
que J" (1) € D,. Observemos que &; € {;»,(N) C D,, ya que claramente de (5.45)
tenemos J(7)d; € £4n(N). Suponga que J*(7)d; € 4;,(N) para toda k < n — 1. De la
ecuacion (5.46), tenemos que

n—1
6n = Z aka(N)(Sl,
k=0

de esta ultima ecuacién, concluimos que J"(7)d; € £, (N) O

Note que
(Po-1(J(7))01, Pr1(J(7))01) = (On, Om) = Onm

donde 4,,,,, es la delta de Kronecker.
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Comentario 5.3.3. Ya se sabe que J(7) es extensién auto-adjunta de J y cuando
7 € RU{oo}; J(7) son todas las extensiones que existen de J (véase los Teoremas 5.2.9
y 5.2.11). Ademads, sabemos que J(7) tiene espectro discreto (véase Teorema 5.1.17) y
por el Teorema 3.4.2, podemos escribir la accién de J(7) sobre f € D, de la siguiente

forma
f: ) P(A)
P IIP by 1/

donde P(¢) = {Pr-1(0)}2; v A € o(J(7)); De la Seccién 5.1 se desprende que
ker(J(7) — M\pl) # {0} y ker(J(7) — M\el) C ker(J* — A1), ya que J C J(1) C J*,
concluyendo ker(J (1) — A1) = ker(J* — A\ 1). Asi, P(Ag) € ker(J(7) — Apl). Después,
definase la funcién

1
p-(t) = Akzﬁma (5.47)

que es la funcién espectral de la extensién auto-adjunta J(7). Entonces tomemos en
cuenta el siguiente producto interior

P(Xx)
61, 51 751
Wi <Z” HPHI >
> k
= _—— d s
;Mmmw IR

Tomando en cuenta el Comentario 5.3.3 y el Corolario 5.3.2, tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 5.3.4. Sea 0, el elemento de la base candnica de l5(N), p(t) dado en la
ecuacion (5.47) y R un polinomio cualquiera, entonces

(RUI)35) = [ ROdp(0)
R
Demostracion. Para la prueba de este hecho es suficiente mostrar que

(J™(1)51,6,) = /R t"dp(t). (5.48)

La demostracién de esta afirmacion sera por induccién sobre n. Para n = 1 se satisface
la igualdad, por lo visto arriba. Ahora, suponga que se satisface para n — 1. Por
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demostrar que se satisface para n. Consideremos el siguiente producto interior

(51,(51 = <J Jnil(’?'>(51,51>
< ISyt (PO 81) PO). 51>

1P|
/N k), 00 J(PQ) o
<,§ ||P(/\k)|| ’ >
> k)s 01) AP (Mg ad 51) P(\)
— PV ; A ;01
<Z HP(Ak)H > <; HP Ak)H >

= froug ~ L
]

Comentario 5.3.5. Sabemos que la relacién dada en la ecuacion (5.48) se satisface para
cualquier n y por tanto p.(t) definida en la ecuacién (5.47) es tal que existen todos
sus momentos.

Por lo dicho anteriormente, vemos que podemos construir una isometria V' entre
(5(N) y Ly(R,dp) de forma tal que V6, = P,_1(t). Para ver que V es isometria solo
probaremos que los polinomios P,(¢) son una sistema ortonormal (s.o.n.) en Ls(RR, dp)
y ademds que se satisface la ecuacién (2.15). En efecto, comencemos viendo que son
ortonormales

Smn = (Pn1(J(7))01, Pr1(J(7))01) = (Po1(J(7)) Prna (J (7)) 61, 01)
:/an_l(t)Pm_l(t)dp(t), (5.49)

como los indices de los polinomios fueron escogidos arbitrariamente se ve claramente
que forman un sistema ortonormal. Ahora, veamos que se satisface (2.15). Sea ¢ =

{0} en € 12(N), ¢ = D7, oy @0k Entonces
Vo= aVo = aPa(t). (5.50)
keN keN

Ahora, al calcular la norma en /5(N) de ¢ vemos que utilizando el Teorema 2.2.3,

tenemos )
Dbl =) laxf*.

keN keN
Por otro lado, tomando la norma en Ly(R, dp) del lado derecho de la ecuacién (5.50),
se sigue

lgll” =

= el

keN

Z%Pk 1

keN
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tomando en cuenta que los polinomios son un s.o.n. en Ly(R, dp) y usando el Teore-
ma 2.2.3. Asi,

2 2 2
l6llzymy = D loel” = IVl yzan -

keN

Por lo tanto V' es una isometria.
Ahora, notemos que para n € N

VJI(T)\V P, _1(t) = VJ(1)d, (5.51)
y usando el Teorema 5.3.1, tenemos
VI(7)8n = V(bno16n1 + qubn + bnbni1) = buo1 Pa_a(t) + ¢uPo_1(t) + bpPa(t).
Y si sustituimos FPy(t) en vez de P,_;(t) en la ecuacion (5.51), se deduce facilmente
VJ(1)d = q1 Po(t) + by Pi(t).
Por otro lado, notemos que
VIOV Paca(t), Po(1) gy = TNV Paca (), VT PO(8)),
= <J(T)V‘1Pn_1(t),51>g2(N) = /RtPn_l(t)Po(t)dp(t)
= (tPn-1(1), Po(t»Lg(IR,dp) :

Notemos que en el producto interior anterior podemos tomar cualquier P, () en sus-
titucién de Py(t) y como los polinomios son un s.0.n. Concluimos que VJ(7)V 1P, (t) =
tP,_1(t), obteniendo

tPy(t) = @ Po(t) + biPi(t)
tP, 1(t) = by 1Py o(t) + ¢ Po_1(t) + b, P,(t), n e N\ {1}.

De esta forma V{5 (N) = span{tF=1}2 | C Ly(R,dp) y VJ(7)V ! es el operador de
multiplicacién por la variable independiente en span{t*~1}2 . Esto corresponde a la
representacion canénica del operador J(7).!

De (5.48) (véase también el Comentario 5.3.5) todos los polinomios estan en Ly (R, dp).
Ahora, es facil ver que si ortonormalizamos por el método de Gram-Schmidt la su-
cesién {tF1}% obtenemos {F;,_1(t)}2,. Donde Py(t) son los polinomios de primer
género asociados a J.

Ya que &; es ciclico de J(7), en base a [2, Sec. 69] se puede demostrar que span{th—1}2° =
Ly (R, dp). Por lo tanto V realiza la representacién candnica de J(7) como se define en [2, Sec. 69].
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Comentario 5.3.6. De (5.49) haciendo m = n = 1, se sigue que

/R dp(t) = 1.

Esto ultimo a la luz de (5.47), implica que

o0

1
2 iroor =" (552)

k=1



114 Operadores de Jacobi




Capitulo 6

Reconstruccion de la matriz de
Jacobi

Este es el capitulo central de nuestra investigacién, basada en los resultados de
[18]. En la seccién 6.1 veremos teoria introductoria de reconstruccién de una matriz de
Jacobi, haciendo uso de los polinomios de primer y segundo genero vistos en el capitulo
anterior y que nos ayudan a introducir nuevas funciones que nos seran auxiliares. Por
otra parte en la seccién 6.2 veremos el problema central de nuestra investigacion que
se encuentra escrito en el Teorema 6.2.2 y el cual nos da una técnica de reconstruir
Unica para una matriz de Jacobi en el caso no auto-adjunto a partir del espectro de
dos de sus extensiones auto-adjuntas.

6.1. Reconstruccion

Comenzaremos introduciendo algunas funciones auxiliares. La funcién A, B, C'y
D son denotadas usualmente por estas letras ya que forman las entradas de la matriz
de Nevanlinna asociada a la matriz de Jacobi (5.1).

Definicién 6.1.1. Definanse las funciones

An(€) := Wn(Q(0), Q(C)), (6.1)
Bn(€) := Wn(Q(0), P(C)), (6.2)
Cn(C) == Wa(P(0), Q(C)), (6.3)
Dy (€) := Wn(P(0), P(C)), (6.4)

donde P(C) = {Po1(Q)}nert ¥ Q(C) = {Qu-1(C)}nen som los polinomios de primer y
segundo género respectivamente asociados a la matriz (5.1).

Recordemos que los polinomios de primer y segundo género son una sucesiéon deno-

tada usualmente por P({) = {P,_1({)}nen ¥ Q(C) = {Qn_1({) }nen respectivamente.
Dichas sucesiones estédn dadas en las ecuaciones (5.6) y (5.9).

115
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Lema 6.1.2. Sea A,,, B, C,, y D,, dados como en la Definicion 6.1.1, entonces

() = cki@km)@k(o (65
Bu(¢) = —1+ cim(om(o (6.6
CulQ) =1+ ¢ Z Pe0)Q:(0 (6.7
DL(0) = <Z PL(0) PL(C) (63

Demostracion. Utilizando la ecuacién (5.19) (tomando en cuenta que p = 0 para todas
las ecuaciones) y aplicandola sobre la ecuacion (6.1), se sigue que

b1(Q0(0)Q1(¢) = Q1(0)Q0(<)) = bu(@n-1(0)Qn(¢) = Qu(0)Qn-1(C))
= 0> Qu(0)Qx(0),

tomando en cuenta que Q1(0) = Qo(¢) = 0, se obtiene (6.5). Ahora, aplicando (5.19)
a la ecuacion (6.2), tenemos

b1(Qo(0) P1(¢) = Q1(0) Po(€)) = bu(@n-1(0) Pa(C) = Qu(0) Pa-1(C))
= =) Qu(0)P(0),

utilizando que Qo(0) = 0, Q1(0) = b;', Py(¢) = 1 y despejando, obtenemos (6.6).
Después, aplicando (5.19) a la ecuacién (6.3), se sigue

5.
b1 (Fo(0)Q1(¢) — P(0)Q0(C)) — bu(Pr-1(0)Qn(C) — Pn(0)Qn-1(¢))
=—C> P(0)Qk(Q),

notando que Qo(¢) = 0, Q1(¢) = b;", Py(0) = 1 y despejando, tenemos la ecua-
cién (6.7). Para la ecuacién (6.4), también aplicamos (5.19), resultando en

b1(Po(0) P1(C) = P1(0)Fo(C)) = bn(Po-1(0) Fu(C) — Fu(0) Fra(C))

=—()_ P(0)P(Q),

de donde usando que Fy(0) = Fy(¢) =1, A (0) = —&, P,(¢) = C;lql’ y despejando, se

tiene la ecuacién (6.8). O
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Note que utilizando las ecuaciones (6.1)—(6.4) y la identidad (5.10), se verifica
facilmente que

Fa(¢) = @n(0)Dn(C) = Po(0)Br(C), (6.9)
Qn(C) = @n(0)Cn(C) — Pr(0)An(C), (6.10)

Teorema 6.1.3. Sea A, B, C,, y D, dados como en la Definicion 6.1.1, entonces

“B.(0) A0 _ T —Qu(0)P:(0) —Qx(0)Q1(0)
( Dy (¢) Cn(C) ) o g (I+< < P,(0)P,(0) P.(0)Qx(0) )) ) (6.11)

donde I es la matriz identidad de 2 x 2, ( € C y tomamos el producto de matrices
en orden cronoldgico, es decir, para una sucesion de matrices cuadradas {E,}nen,
tenemos

[[E. = EEiss - BB

neN
A partir de aqui cada vez que veamos un producto de matrices sera en orden cronoldgi-
co.

Demostracion. Observe que

(ot i) = (3= (el 0))

Ahora, suponga que (6.11) es cierta para n, entonces demostraremos que es también
cierta para n + 1, para probar esto basta demostrar que

(_Bn—H (C) _An+1(<))
Dni1(€)  Coia(Q)

_ ~Qu(0)P(0) —Qu(0)Qn(0)\ [(~Ba(¢) —Au(C)
- <I+g( P, (0)P,(0)  P,(0)Q,(0) )) (Dn(o Co(C) ) : (6.12)

Es decir, desarrollando el lado derecho de (6.12), tenemos que verificar que
<—Bn+1(C) —An+1(<)>
Dypia(¢)  Cria(C)

(o i) < ((Fore) o) (58 ei6)

Asi, por entradas debemos probar que las siguientes igualdades se satisfacen

—B11(¢) = =Bu(C) + ¢(Qn(0) Pa(0) Bu(C) = @n(0)@n(0) Dn(C)) (6.13)
_An—H (() - _An(C) + C(Qn(())Pn(O)An(C) - Qn(O)Qn(())Cn(C)) (6'14>
Dinia(€) = Dn(C) + C(=Pu(0) 21 (0) By (C) + Pu(0)Qn(0) Dn(C) (6.15)
Cnt1(€) = CulQ) + C(=Pn(0) P(0) An(C) + Pu(0)@n(0)Cn(C)) (6.16)
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Utilizando la ecuacién (6.9) para la parte derecha de (6.13) y (6.15), y la ecuacién
(6.10) para la parte derecha de (6.14) y (6.16), tenemos que las ecuaciones a verificar
son

—Bn11(¢) = —[Ba(¢) 4 C(Qn(0) Fr(¢))]

—Ant1(¢) = —[A4n(¢) + C(Qn(0)Qn(C))]
D1 (C) = Dn(C) + ¢(Pa(0) Fa(€))
Cn+1(<) = n(o C(FPa(0)Qn(C))-

Pero del Lema 6.1.2 se verifica directamente que las igualdades anteriores son validas,
es decir, la ecuacion (6.12) tiene lugar. O

Definicion 6.1.4. Sea J # J*, definanse

A(C) = Wx(Q(0), Q(¢)),
B(C) == W (Q(0), P(¢)), (6.17)
C(¢) = Wx(P(0),Q(C)),
D(C) :== W (P(0), P(¢)), (6.18)

Comentario 6.1.5. La Definicién 6.1.4 es correcta, debido al Teorema5.1.20 y al Teo-
rema 5.1.36 y los limites existen siempre que J # J*.

Teorema 6.1.6. Sea J # J*. Entonces

) | (RO )

k=0

Demostracion. Note que, por definicion,

An(€) —— A(0),
B, (¢) —— B(0),
Cn(¢) —— C(0),
Dy(¢) —— D(Q)

Ahora, utilizando el hecho de que J # J*, tenemos que los limites de las funciones en
la Definicién 6.1.4 existen y estdn bien definidos. Por lo tanto

(8 46) = (26 <49)

Entonces el limite del lado derecho de (6.19) también existe, es decir, el producto es
convergente. ]
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Teorema 6.1.7. Sea J # J*, entonces

Pk 0 Qk( )Qr(0 )H
< 00 6.20
Z H( P(0)Qx(0 (6:20)
Demostracion. Para esta demostracién primero calcularemos la norma de la matriz,
utilizando la norma de un vector v en C? como ||v]| = max{|vi|, |ve|} (recuerde que

en espacios de dimensién finita todas las normas son equivalentes).

H( Pk 0 —Qk(O)ka))‘

P.(0)Qx(0)
Qr(0)Px(0) Qk( )Qx(0)
B H(vls,g;uﬂ ( Pr(0)P(0)  Fr(0)@w(0) ) ( )
= Suli‘zl(méXﬂ—Qk(O)Pk(O) Qr(0)Qr(0)va], [ Pr(0)Py(0)v1 + Pr(0)Qr(0)v2]})

< Cmax{|Qr(0)P(0)[, |Qx(0)Qk(0)[, | Pr(0) Pr(0)]}.

Tomemos el elemento |Qx(0) P (0)| del conjunto al que se le evaliia el maximo y estu-

diemos la serie
> " 1Qr(0) P (0)
k=0

por la desigualdad de Holder

kf%mk(m& \<<Z|@k ) (Zm ) < oo,

va que {Qr(0)}%2, v {P:(0)}72, son sucesiones en f»(N) siempre que J # J*. Andlo-
gamente Y - |Qx(0)Qr(0)] < ooy > re ) |Pe(0)Px(0)] < oo. Por lo tanto (6.20) tiene
lugar. O

(S

Teorema 6.1.8. Sea J # J*. Para todo € > 0 existe C. > 0 tal que

H ( ) H <Ceefl, (et (6.21)

Demostracion. Sea
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Ahora, note que

n—1 n—1
N, (O)|| = H I+¢S| < H<1 + 1Sk = ko mHCHISKD) < l¢I ZRZo Skl
k=0 k=0

(6.22)
Por el Teorema 6.1.6, se sigue que lim,, o, N,(¢) existe y denotaremos ese limite por
N(C), N(C) es entera. Por (6.22), se obtiene

INOI = | TT¢ + s [T+ ¢sv)
< ﬂ(1+gsk) ‘H(ucsk) s(e'dzi‘insk”)ﬁ(uld [EAD

Claramente [[7—4 (14 [¢| [|Skll) es un polinomio de |¢| de grado n — 1, entonces ya que
||Sk|| > 0 existen nimeros a;, > 0 tales que

n—1 n—1
TTa+1ctise) =>" al¢l®.
k=0 k=0

Ahora, estimemos la cota superior de las desigualdades anteriores. Comencemos sus-
tituyendo la igualdad anterior en la ultima desigualdad de arriba, obteniendo

n—1 n—1
1127 1Skl ke ISR ISkl 4 k
(6550 St < 9505 | e ] 521

k=0
n— 1 \k k
< (emzz‘;nnskn) ot [ max a] DS GO
- [0<k<n—-1 7| enl k!

[y

iy
o

NN
<<€|<\zz°:nnsku> o1 [ max | 2D GO

0<k<n-1 en—1 k!
. - k=0
. i T —1\!
< (IZE) 271 | mix (=D 1aq.
[0<k<n-1 | el

Note que las desigualdades anteriores son validas para 0 < € < 1. Ahora, escogiendo
n tal que el primer miembro de la tltima desigualdad, este acotado por e!/2<¢l (véase
el Teorema 6.1.7). Tomando en cuenta que 2" ' mdxo<j<,_1 ak% depende de e,

: . —1)! :
definimos C. := 2" maxgepen_ 1 ap i obteniendo que
€ 0<k< y

6"_

n—1

INQI < (e€1ZEa50) TT(1+ ¢ 154l < Coel

k=0
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Teorema 6.1.9. Las funciones de la Definicion 6.1.1 son enteras que no crecen mds
rdpido que una funcion entera de tipo minimal de orden uno.

Demostracion. Del Comentario 5.1.37 y el Comentario 1.1.8, se sigue directamente
que las funciones de la Definicién 6.1.1 son enteras. Ahora, tomando en cuenta el
Teorema 6.1.8 y como se cumple (6.21) para toda la matriz. Entonces (6.21) se satisface
para cada entrada de la matriz. Ademas, utilizando la funcién de la Definicion 1.2.1
sobre C.e¢l| tenemos

%éx ‘C’Eeem} = |Cee”| = Cee™.
=r

Para calcular el tipo utilizaremos el Teorema 1.2.9, con p = 1, entonces

i In(Cee ) i InC, + Ine”
limsup ——— = limsup —
r—00 r r—00
In C
= lfim sup( i €) = ¢,
T—00 r

pero como € lo podemos hacer tan pequeno como queramos, se sigue que el limite
anterior es cero. O

Comentario 6.1.10. Note que del la Definicién 6.1.4 y del Comentario 5.1.11, si P(¢) =
{Pr-1(Q) }nen esta en D, (véase la Definicién 5.2.3), implica que

0= Wa(v(r), P(()) = {28 7B : : iﬂi (6.23)
Ahora, definase la funcién:
R, (¢) == {ZES +78(0) z : iﬂi (6.24)

Teorema 6.1.11. Sea J # J*. Si Ao € o(J(7)), entonces R, (Aog) = 0. Reciprocamente,
si Ao es cero de R, entonces \g € o(J(7)).

Demostracion. Sabemos que las soluciones de la ecuaciéon (J* — Aol)u = 0 son tales
que u = cP(\g) (véase Teorema 5.1.5). Si A9 € o(J(7)) entonces ker(J(7) — Aol) =
ker(J*—Xol) (véase Comentario 5.3.5). Entonces P(\g) € ker(J(7)—AoI). Obteniendo
P(\o) € D, por lo tanto R, (Ag) = 0.
Supongamos que R, (Ag) = 0, entonces P(X\g) € D,. Por otra parte (J*—X\ogI)P(\g) =

0, pero como P(\y) € D,, tenemos (J(7) — A\gl)P(Ngl) = 0. Por lo tanto P()\g) €
ker(J(71) — Xol) y Ao € a(J(7)).

[

Una matriz de Jacobi de la forma (5.1) determina, de modo tnico, la sucesién
P(t) = {Pr_1(t) }ren, t € R (véase la Sec. 2, Cap. 5). Esta sucesién es ortonormal en
cualquier espacio Ly(R, dp), donde p, esta definida en la ecuacién (5.47) y es solucién

del problema de momentos asociado a la matriz de Jacobi (5.1) (comparece con |2,
Sec.2.1, Cap. 2 ]).
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6.2. Reconstruccion unica de una matriz de Jacobi
no auto-adjunta

Hay formas de recuperar una matriz de Jacobi a partir de la funcién espectral de
alguna de sus extensiones auto-adjuntas Una forma clasica de reconstruir una matriz
de Jacobi es la siguiente:

Sea p la funcion espectral de cierta extension auto-adjunta de el operador J # J*
¥ {Pr(t) }renugoy la sucesion que se obtiene de aplicar en Ly(RR, dp) el proceso de orto-
gonalizacion de Gram-Schmidt (véase la demostracién del Lema 2.2.11) a la sucesién
{t*}renugoy, t € R. Observe que {t*71}22 | estd en Ly(R, dp) por el Comentario 5.3.5.
Del capitulo 5 seccién 3, [4, Sec. 1.5 Cap. 7] y [25, Sec. 1], se sigue que los polinomios
satisfacen

tPe_1(t) = bi—1Pi—o(t) + quPi—1(t) + b Pi(t), ke N\ {1} (6.25)
thy(t) = qPo(t) + b1 (1) (6.26)

donde by > 0y ¢ € R para toda k € N. Entonces vemos que en el espacio de
Hilbert span{t*}, .y 0y C La2(R,dp). El operador de multiplicacién por la variable

independiente acttia sobre el s.0.n. {P,_;(t) }nen de la misma forma que V.JV !, donde
J es una extensién auto-adjunta de J. Por lo que podemos identificar los coeficientes
de by vy qr con las entradas de la matriz que es representacion matricial con respecto
a la base canénica en f5(N).

Una vez encontrada la matriz de Jacobi asociada al operador .J, estamos ahora en
la posibilidad de obtener la condicion a la frontera en el infinito que define el dominio
de J(7). 7 puede encontrarse de la siguiente forma: tomando un auto-valor A de J(7),

o lo que es lo mismo, un polo de
pr(t)
) (6.27)

t—¢
R
(donde la ecuacion (6.27) es la funcién m de Weyl) y su auto-vector correspondiente

O(A) = {0k(A) }rew € dom(J(7)), obtenemos que

Wao(v(7), 6(A))
= We(P(0) +7Q(0), 6(N))
= Weo(P(0), 6(X)) + TWee(Q(0), 6(A)) = 0,
donde P(0) = {Pe-1(0)}ren v Q(0) = {Qr-1(0)}ren. Asi, si Wi (Q(0), ¢(X)) # 0,
entonces ) _WOO(P(O), 5(0)
Woo(Q(0), 0(N))

Y si W (Q(0), #(N)) = 0, entonces T = oo.
En esta seccion mostraremos que dado el espectro de dos distintas extensiones
auto-adjuntas J(7y), J(72) del operador de Jacobi J # J*, siempre podemos recobrar
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la matriz, es decir, la representaciéon matricial de J con respecto a una base ortonormal
fija en H y dos parametros 71, T, que definen las extensiones auto-adjuntas de J.* El
espectro a(J(m)) v o(J(72)) determinan inicamente la matriz de J y a los nimeros
71, 7'2.2

Comencemos considerando la siguiente expresién:

D PO = ba(Paca(QOP(Q) = PalQPL_1(Q) = WalP(Q), P'(Q)), (6.28)
k=1
que surge de la ecuacién (5.18) tomando m = 0, yr, = Px(C) v zx = Pr(A).

A =0 Pec1(QPe(N) = ba(Paci(Q) Pa(N) = Pu(¢) Paca (),

esta ultima ecuacién es conocida como la ecuacion de Christoffel-Darboux y de la cual
haciendo tender A a ¢ resulta en (6.28).
Es facil verificar, tomando en cuenta la ecuacién (5.10) la ecuacién

Wi (P(C), P'(C)) =Wn(P(0), P(())Wn(Q(0), F'())
— Wa(Q(0), P(Q))Wa(P(0)P'(C)).

que es conocida como la ecuacién de Liouville-Ostrogradskii. Entonces

> PL(Q) = WalP(C), P'(C))
= D(O)B'(¢) — B(O)D'(<). (6.29)

Ademsds, de la existencia y convergencia del limite en (6.4) y (6.2), lo siguiente es
valido

B'(¢) = W (Q(0), P'(¢
D'(C) = Wae(P(0), P'(¢

~—

)
).

~—

Ahora, tomemos en cuenta la siguiente expresion:

R, (OR7,(Q) — R, ()R, (C)
= (D(Q) +nB(¢ ))(D’(C)+T2B( ) = (D'(¢) + 1B (O))(D(C) + 12 B(C))
= [D(Q)D(C) + 7= D(C)B'(C) + i B(Q)D'(¢) + mim2 B(¢) B'(C)]
— [D(Q)D'(¢) + =2 D'(¢)B(¢) + mB'(C)D(C) + mmB()B'(C)]
= (. = m)[D(Q)B'(C) = B(OD(Q)], (6.30)

'Esto ya fue enunciado en el trabajo [9, T. 1] , donde 71,72 € Ry 71 # To.
2Un resultado similar pero en un contexto més general puede ser encontrado en [8, T. 7].
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para 71,75 € R con 771 # 5. Por otro lado, tenemos que

Ry, (ORL(C) = R, (OR(C) = DO B(C) = BOD'(C), m €R. (6.31)
Por lo que sustituyendo (6.30) y (6.31) en (6.29), tenemos

Re, (R, (=R, (ORry (O)

2 = 2 - T, T2 € R, 71 # 7
P — P — T2—T1 .
PO = 2 Pl %%@muo—%uwmﬂ> meR
(6.32)

El andlogo a (6.32) con 7y # 7o y 71,72 € R para operadores de Schrédinger en
L5(0, 00) siendo en el caso no auto-adjunto es [10, Eq. 1.20]. La ecuacién [10, Eq. 1.20]
juega un papel central para la prueba del teorema tnico de reconstruccién de dicho
operador [10, T. 1.1]. La contra parte discreta de [10, T. 1.1] es [9, T. 1]. El trabajo
mencionado da una técnica de reconstruccién basada en (6.32).

Es muy sabido que el espectro de cualquier dos diferentes extensiones auto-adjuntas
de un operador de Jacobi son disjuntos [2, Cap. 4, Sec. 2.4 |. Uno puede concluir esto
de (6.32). Ademas, la siguiente afirmacién es valida.

Teorema 6.2.1. Los auto-valores de dos diferentes extensiones auto-adjuntas de un
operador de Jacobi se entrelazan, es decir, solo hay un auto-valor de una extension
auto-adjunta entre dos auto-valores de cualquier otra extension auto-adjunta.

Demostracion. Note que de la ecuacion (6.24), se sigue que la funcién entera R, ((),
7 € RU {00}, es real, es decir, toma valores reales sobre la recta real. Sea A\, < A\gi1
dos valores propios vecinos de la extension auto-adjunta J(72) de J, con 75 € RU{o0}.
Entonces Ag, Apy1 son ceros de R, (¢) y por (6.32) esos ceros son simples. Ya que
R, (Ae) ¥ Rr, (Akt1) tienen diferentes signos, se sigue de (6.32) que R, (A\e) ¥ Ry (Akt1)
(11 € RU{o0}, 71 # 72) tienen signos opuestos. De la continuidad de R, en el intervalo
[Ak, Ak+1], hay al menos un cero de R;, en (Mg, A\g11). Ahora, supongamos que en este
intervalo hay més de un cero de R,, , entonces uno puede tomar dos vecinos que sean
ceros de R, en (Mg, Apy1). Reproduciendo este argumento intercambiando 7 y 72, uno
obtiene que al menos hay un cero de R, en alguna parte de (A, A\g11). Esto contradice
la hipétesis de que A\; y Ax11 son vecinos. O

La prueba de la afirmacién anterior sigue de la ecuacién (6.32) y esta prueba es
similar a la prueba de [2, T. 1.2.2].

Sea {\n(T) }nen los auto-valores de J(7). Por como se define (6.24) resulta ser una
funcién entera que no crecen mas rapido que una funcién de tipo minimal de orden uno,
ya que D((), B(() son enteras por el Teorema 6.1.9 y ademds no crece mas rapido que
una funcion de tipo minimal de orden uno. Entonces, por el Teorema 1.2.18, siempre
podemos escribir

) , T eRU{oo}, (6.33)

r—00
0<|)\)€(T

R(0) = Coc lim [ O‘Am
)|<r k



Reconstruccién tnica de una matriz de Jacobi no auto-adjunta 125

donde C. € R\ {0} y d, es la delta de Kronecker, es decir, 6, = 1si 7 = 0, y
d; = 0 en otro caso. El limite en (6.33) converge uniformemente en compactos de C
(véase Teorema 1.2.18). Note que cuando 7 = 0 excluimos naturalmente al elemento
de o(J(7)) que es igual a 0 del producto infinito.

Observemos que de (6.33), inmediatamente obtenemos que 2Ry(0) = 0, lo cual
puede derivarse independientemente de evaluar las funciones D(¢) y B(() dadas en

(6.17) y (6.18). En efecto, de (6.6) y (6.8), se sigue que

D(¢) = ¢ Y P(0)Pu(0), (6.34)
B(¢) =—=1+¢ ) Qr0)P(C), (6.35)

y se verifica de (6.34) que D(0) = 0, mientras que de (6.35), se tiene B(0) = —1. Por
el otro lado, las distintas extensiones auto-adjuntas tiene espectros disjuntos (véase
Teorema 6.2.1). Lo que implica que D({) y B(¢) no tienen ceros comunes. Ademsds,
ya que J # J* tenemos que las series (6.34) y (6.35) convergen.

Ahora, valuemos en 0 la funcion (6.24) y veamos los casos siguientes casos: R, (0) =
—7 paratoda T € R, y R (0) = —1 por lo dicho arriba. Entonces C;; = —7 para alguna
TE€R, 7#0,y Cyx = —1, es decir, R, (0) = C, esto como consecuencia de (6.33).

Para simplificar la férmula (6.33), introducimos R, (¢) := 22

&, resultando en

R.(C) :== ¢ rlim H <1 - A,f(ﬂ) , T €RU{oo},

0<| Ak (7)|<r

donde 0, es definida en (6.33).

En conjunto con la convergencia uniforme en compactos de C de la expresion

d ¢
¢ H)sr (1_Ak(7)> T

0<|>\k(’T

se tiene

R (X(7)) = {

—11s Aj(T .

Por (6.32) y (6.36), se sigue que
Co = PO

Teorema 6.2.2. Sea 11,75 € RU {oo} con 71 # 7o y { \(71) }ren, {A(72) }ren los
espectros de dos diferentes extensiones auto-adjuntas J(11), J(72) de un operador de
Jacobi J, J # J*. FEstos espectros determinan de forma unica la matriz que es repre-
sentacion matricial de J y los nimeros T y To.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 71 # 0, es decir, la suce-
sién {Ag(71) }ren no contiene ningtin elemento cero.
Por (6.32), tenemos que

IPOR(r))I* = M Rey(\i(71)) RL, (Ak(71)). (6.37)
Asi, tomando ¢ = A\g(71) en (6.32), tenemos que para 7, # o con 7,72 € R

R, (Ak(11))R7, (Ae(71)) — R Ak (71)) R, (Ar(11))
— R, k(1) R, (Ark(11))

—11 R (A (1)) 72 Rry (Ak(71))

)

IP(A(r))I* =

T2 —T1

entonces M = 2. Ahora, tomando en (6.32) 1 =00y 73 € R, 15 # 0, tenemos

IPO(T))I* = Ry (A (1)) R (k1)) = R, (1)) R (A (1))
= R, (A1) R (AR(11)) = T2 R, (Ai(71)) Bl (Ak(71)),

obteniendo que M = 1. Por otro lado, tomando en (6.32) s =ocoy 74 € R

IPO(T))I* = Ry (A1) R (k1)) = R, (A1) R (A (1))
= =R, (A1) R (Me(11) = =11l (Ak(72)) Roo (Ak (7)),

implica M = —7y. Por ultimo, tomando en (6.32) 7, = 0 y 71 € R, obtenemos
R, (A (1)) R (Ak(71)) — R7, (Ae(71))Ro(Ar(71))
PO = olur) =
_ R w(m)Row(n)) _ Com B (Ak(m1)) Bo(Ak (7))
—T1 —T1

= —CoR. (Ae(11))Ro(Ae(71)),

concluyendo que M = —Cj. Resumimos los valores de M en el siguiente ecuacion:

T1T2

o si 1,7 € R\ {0}
To si =00, T#O (6.38)

—Ty Si T =00

——Cb si Ty = 0

Debido a (5.52), tenemos

1 1 1
=2 IPOWm)P~ M 2 Ry (e (1)) RY, (Ar(71))

keN keN
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De esta forma )
M = . 6.39
2 R Ow ) L O] (639)

Entonces, M estd completamente determinada por las sucesiones {Ag(7;) bren con i =
1,2.

Insertando el valor obtenido de M por medio de (6.39) en (6.37), se obtiene
|P(A\r(11))||* para toda k. Teniendo ||P(A\x(71))||*, podemos construir la funcién es-
pectral de J(71) dada en (5.47). Entonces, por el método descrito en el inicio de la
seccion 2 capitulo 6, se reconstruye la matriz asociada al operador J y la condicién de
frontera al infinito 7y. Del valor de M y 71 se obtiene 75, usando los primeros tres casos
de (6.38), ya que del primer caso si fijamos 7 y dado que conocemos M despejamos 7.

Del segundo caso, si 71 = oo, entonces M = 71y, vy del tercer caso si M = —7q, implica
que 7o = 0o. Cuando 0 € {\z(72) }ren, no usamos (6.38), puesto que ya sabemos que
Ty = 0. ]

Comentario 6.2.3. Note que la prueba del Teorema 6.2.2 nos da un método de recons-
truccién de una matriz de Jacobi.?

3 Aunque se menciona anteriormente, también note aqui que la afirmacién del Teorema 6.2.2, para
el caso 71, 2 € R, estaba escrita sin prueba en [9, T. 1].
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