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... Y serd como el que tiene hambre y suena,
y parece que come; mas cuando despierta,
su alma estd vacia...

Isaias 29:8

...s1tno que lo necio del mundo escogio Dios,

para avergonzar a los sabios;

y lo débil del mundo escogio Dios,

para avergonzar a lo fuerte;

y lo vil del mundo y lo menospreciado escogio Dios,
y lo que no es, para deshacer lo que es...

1° Corintios 1:27-28
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Introduccion

En este trabajo hacemos un anélisis sobre algunos resultados relacionados al problema de momen-
tos. A continuacién se presenta de forma breve un panorama histérico del origen, planteamiento

y soluciones de dicho problema.

Una breve resena historica

En 1885 Tchebyschev plante6 el siguiente problema. Dadas las igualdades

/‘ x"w(x)dx:/ e dr, n=0,1,..

—o0 —o0
ise puede concluir que w(z) = e~ "7 En este caso la respuesta es afirmativa, ver Ejemplo 3.3,
pero el problema general que planteamos mas adelante esta lejos de ser elemental.

En 1894 T.J. Stieltjes publico su trabajo clasico “Recherches sur les fractions continues”, ver
[73], que contenia gran nimero de nuevas ideas, entre ellas un nuevo concepto de integral (nuestra
moderna integral de Stieltjes). En él propuso y resolvié completamente el siguiente problema
que llamo el “problema de momentos”.

Tal problema consiste en encontrar una funcion acotada y no decreciente a(x) en el intervalo
[0,00), tal que su sucesion de momentos coincida con una predeterminada sucesion de escalares
{pn}, es decir:

,un:/ 2"da(z), n=0,1,...
0

Asimismo Markov, discipulo de Tchebyschev, trabajo en el problema relacionado de encontrar
cotas para [; da(x), si se conocen los n+1 primeros momentos de la funcién no decreciente a(z) en
J, donde J C R es un intervalo que contiene a I. Este problema fue propuesto por Tchebyschev

v



vi INTRODUCCION

y Markov desarroll6 completamente la soluciéon en su tesis de 1884. Markov continu6 el trabajo
de Tchebyschev en este terreno, aplicAndolo con éxito a la demostracién del teorema del limite
central de la teoria de la probabilidad.

En 1919, el matematico aleman H. Hamburger extendi6 el problema de Stieltjes a todo el eje
real, teniendo como principal objetivo determinar la convergencia o divergencia de las fracciones
continuas. Esta extension no es trivial en absoluto pues al permitir que la variable z pueda tomar
valores negativos aumenta la complejidad del problema. Hamburger hace por primera vez uso
del principio de seleccion de Helly en este contexto.

En 1922 Marcel Riesz resuelve el problema de momentos en el intervalo [0, 1], obteniendo
resultados muy generales sobre la extensién de funcionales positivos. Utiliza los polinomios
cuasiortogonales para establecer en este caso la unicidad de soluciones y analiza también la
intima conexion entre el problema de momentos y la llamada propiedad de la cerradura (formula
de Parseval) de los polinomios {P,(x)}, ver por ejemplo [69, pag. 61].

En 1923 T. Carleman establece la conexion entre el problema de momentos y la teoria de
funciones cuasi-analiticas y las formas cuadraticas infinitas. A él se debe la mas conocida y
utilizada condicion suficiente para establecer la unicidad de la soluciones, ver [1, pag. 85].

En 1923 F. Hausdorff da un criterio para que el problema posea solucién (necesariamente
tinica) en un intervalo finito. Proporciona un teorema (ver |69, pag. 91]) que construye la funcion
de distribucion solucién a partir de la sucesion dada.

El interés por el problema de momentos fue creciendo hasta hoy. Entre las mas impor-
tantes contribuciones debemos mencionar el trabajo de Akhiezer y M.G. Krein (1934) en el que
generalizaron resultados de Markov, extendiendo ademas la teoria al problema de momentos
trigonométrico.

Estos trabajos revelaron importantes conexiones entre el problema de momentos y muchas

ramas del anélisis.

Los diferentes enfoques

Hay distintos puntos de vista y técnicas que se han ocupado para resolver el Problema de los
Momentos. Afortunadamente la literatura sobre este tema es abundante. A veces las técnicas se

entrecruzan, pero podemos distinguir al menos cinco formas de abordarlo.

1. Fracciones Continuas y sus Teoremas de Convergencia. Histéricamente es el primer método,
como hemos sefialado fue desarrollado por Stieltjes en |73| y posteriormente usado por
Hamburger en [31, 32, 33].



vii
2. Principio de Seleccion de Helly. Fue utilizado por Grommer en [27] y Hamburger [31, 32, 33].

3. Analisis Funcional. Es la herramienta usada por Hausdorff en [35] y Riesz en [65], por otra
parte Dieudonné afirma que el Problema de los Momentos no es ajeno al nacimiento de la
teoria de los espacios de Banach. El germen de los trabajos de Banach y Hanh se encuentra

en los de Riesz y Helly.

4. Teoria de las Funciones Analiticas. Nevanlinna introduce un punto de vista diferente al
situar el problema en el contexto de esta teorfa, ver |54].

5. Anélisis Armoénico y Andlisis de Fourier. Esta herramienta fue recientemente utilizada por
Lin y Lopez-Garcia. En [45] Lin trabajo con el Criterio de Krein, obteniendo una prueba
elegante y desarrollando un nuevo criterio. Asimismo en |25, 48, 49| Lopez-Garcia caracterizo

familias de funciones que son solucion a problemas de momentos.

Temas

La tesis abordara principalmente la nocién de clases de Stieltjes. Se utilizaran conceptos y re-
sultados de Probabilidad, Teoria de la Medida y Anélisis Complejo, Armoénico y de Fourier, la
mayoria de los cuales vienen enunciados en el apéndice de la tesis. El contenido de cada capitulo

es el siguiente:

En el Capitulo 1 se introduce la definicion de clase de Stieltjes y exploramos las consecuencias
de dicha definicion, ademas estudiamos algunas técnicas para construir nuevas clases a partir de
una clase de Stieltjes dada.

En el Capitulo 2 se prueba uno de los teoremas principales de la tesis, el Teorema 2.2, el
cual, permite construir de manera explicita clases de Stieltjes de funciones de densidad que son
ampliamente conocidas en Probabilidad.

El objetivo del Capitulo 3 es ver la relacion que existe entre las clases de Stieltjes y el criterio
de Krein, ademas analizamos el vinculo que hay entre las funciones de variacion regular y el

criterio mencionado.

Por ultimo, el Capitulo 4 esta dedicado a un par de distribuciones bastante interesantes. Inici-
amos definiendo la distribucion skew-normal y a partir ella se construye la distribucion log-skew-
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normal. Para cada distribucién analizamos el problema de determinacién, ademas construimos
una clase de Stieltjes con centro en la distribucion log-skew-normal, finalizamos con algunas
generalizaciones de la distribucién que acabamos de mencionar y una pequena aplicaciéon en el

campo de la medicina.



CAPITULO 1

Estructuras de clases de Stieltjes

A partir del estudio de funciones de distribuciéon que son soluciones a un problema de momentos
surge el problema de indeterminacion, es decir, verificar si la soluciéon es tinica o no. Hay varias
formas de encontrar la respuesta, una de ellas es exhibir explicitamente distribuciones distintas

con los mismos momentos.

En 1894 Stieltjes fue el primero en dar un ejemplo de una cantidad infinita de funciones de
distribucion definidas en Rt que tienen los mismos momentos. Ademas, H. Hamburger usé una
idea similar para distribuciones definidas en R.

A continuacion planteamos de manera formal el problema de los momentos, en las Secciones
1.2 y 1.3 damos la definicion de una clase de Stieltjes y algunas consecuencias de esta definicion.
Después mostramos una técnica para construir una clase de Stieltjes a partir de una clase dada
e ilustramos con un ejemplo. Por dltimo, definimos el indice de disimilitud para distribuciones
de clases de Stieltjes y damos algunos ejemplos.

1.1 Planteamiento formal del problema

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad, donde € es un conjunto arbitrario no vacio, F es una
o-algebra de subconjuntos de €2 y P es una medida de probabilidad definida sobre F.

1



2 CAPITULO 1. ESTRUCTURAS DE CLASES DE STIELTJES

Definicion 1.1 Sean I C R un intervalo fijo y X : Q@ — R una variable aleatoria con funcion
de distribucion F(z) = P[X < z], x € R; se escribird X ~ F y el n-ésimo momento de X y I’
se denotard por

pn(F) i= [ a"dF ()
stempre que la integral sea finita, n > 0. En adelante, suponemos que toda distribucion F' tiene
asociada su sucesion de momentos finita {u,(F)}>2,.

En la definicion anterior I es el soporte de F. Si I = (0,00) o R entonces no se escribe el

intervalo de integracion, salvo cuando sea necesario.

Definicion 1.2 Sea {p,}52, una sucesion de nimeros reales. FEl problema de momentos
relacionado con {u,}5, sobre el intervalo I, consiste en encontrar una funcion de distribucion

F definida en I, cuya sucesion de momentos coincida con la sucesion dada, es decir,
tn(F) = pin, para todo n > 0.

Si existe tal F', entonces decimos que es una solucion al problema de momentos (relacionado con

{pn}y sobre el intervalo I).

En esta seccién nos enfocamos en dar distribuciones distintas con la misma suce-
siébn de momentos.

El problema de unicidad en el problema de momentos se plantea de la siguiente manera: ;Es
F' la tnica funcién de distribucion que corresponde a {pu,(F)}5° 7 Si la respuesta es si, diremos
que el problema de momentos tiene solucién dnica, o que F' es determinada. En caso contrario,
existe al menos una distribucion G, tal que G # F y G tiene la misma sucesion de momentos
que F’; en este caso decimos que F' es indeterminada, o que F' y G son M-equivalentes. Esto da
pie a las siguientes definiciones.

Definicién 1.3

1. El problema de momentos relacionado a la sucesion {i,}5, sobre el intervalo I es deter-

minado st tiene una unica solucion. En caso contrario, decimos que es indeterminado.

2. Una funcion de distribucion F definida en un intervalo I es (in)determinada si el problema

de momentos asociado a {p,(F)}2, sobre I es (in)determinado.

Se puede mostrar que si el problema de momentos sobre un intervalo finito tiene solucion, ésta

es tnica, ver [35]. Sin embargo, esto cambia al considerar intervalos infinitos.

Distinguimos tres casos que dependen del intervalo I:
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(i) cuando I = RT se le refiere como el problema de momentos de Stieltjes.
(ii) cuando I = R se le refiere como el problema de momentos de Hamburger.

(iii) cuando I = [0, 1] se le refiere como el problema de momentos de Hausdorff.

Observacién 1.4 La ezistencia de la funcion generadora de momentos M(t) = Ele!X], t €
(—to, to) para alguna to > 0, implica que todos los momentos de X son finitos y que F es
determinada. Esto se conoce como la condicion de Cramer, ver [18]. En particular, el problema
de momentos de Hausdorff siempre tiene una unica solucion. Asi las cosas, solo nos importard

el problema de momentos de Stieltjes y Hamburger.

1.2 Definicién de clases de Stieltjes

En [77] Stoyanov formalizo la primera construccion usada por Stieltjes [73] para exhibir algunas
funciones de distribucion M-equivalentes, i.e. que tienen la misma sucesion de momentos. Las
siguientes secciones fueron redactadas en base a lo escrito en el articulo Structure of Stieltjes
classes of moment-equivalent probability laws, ver [59]. Los conceptos y la teoria la desarrollamos
sobre el intervalo I = (0, 00), se puede extender a [ = R.

Definicién 1.5 Sea h una funcion medible que satisface |h| <1 en (0,00) y [a"h(z)dF(x) =0,
para todo n > 0. Sea
dF.(z) = (1 4+ €eh(x))dF(x), = > 0. (1.1)

Decimos que S(F,h) = {F. : =1 < ¢ < 1} es una clase de Stieltjes con centro en F y

perturbacion h. A las funciones Fyq se les llama funciones extremas.

Observacion 1.6

1. Cada elemento de S(F,h) es una funcion de distribucion que tiene la misma sucesion de
momentos que F. F. >0 en (0,00) y F(x) = F(x) + €[5 h(t)dF(t) T 1 cuando x — oo.

2. Si h no es idénticamente cero c.d. entonces los elementos de S(F,h) son distintos, asi que

F' es indeterminada.
3. Para todo € € [—1,1] se tiene F, < 2F en (0,00).

4. Si F,,, F., € S(F,h) entonces

[+ ah@)dFu(@) = [(1+ eh(@)dF, ().



4 CAPITULO 1. ESTRUCTURAS DE CLASES DE STIELTJES
1.3 Consecuencias estructurales

Definiciéon 1.7 Sea F una funcion de distribucion indeterminada y M(F) el conjunto de todas
las funciones de distribucion que son M -equivalentes a F'.

Observaciéon 1.8

1. M(F) es un conjunto convezo.

2. Una clase de Stieltjes con centro en F' es un subconjunto de M(F).
Definicién 1.9

1. Si F y G son funciones de distribucion, escribimos F' < G si F' es absolutamente continua
con respecto a G, y escribimos F <G si F < G y G < F. Ver Apéndice A.

2. Sea f: X — R una funcion, se define el soporte de f como:
sop(f) ={z € X : f(x) #0}.

A continuaciéon presentamos el primer resultado que proporciona informacién sobre los miem-

bros de una clase de Stieltjes.

Teorema 1.10 Si A y B son elementos de la clase de Stieltjes S(F, h) entonces A < B, y por
tanto sop(A) = sop(B). Inversamente si A y B son distribuciones M -equivalentes y A < B

entonces existe una clase de Stieltjes S(F, h), con

1 1—Ax)

F(r) = §(A<x) + B(z)) y h(z) = T+ @)

donde N(z) = % (z), tal que A=F_1 y B = F}.
Demostraciéon. Por la Proposicion A.9 se sigue que F, < F para todo |e] < 1. Si0 < |¢] <1

F) = [ 1+1h(t)dF€(t),

y por la Proposicién A.9 se tiene que F' < F,. Si € = 1, notamos que

se cumple

Pr({1+h=0}) = / dF) = (1+ h)dF =0,
{1+h=0} {1+h=0}

para consultar la definicion de Pp, ver Apéndice C. Entonces

z 1
F(z) = /0 S TOAlG]
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asi se tiene F' < F}. De manera similar se ve que F' < F_;. Por lo tanto F, < F paratodo |e| < 1.

Ahora supongamos que A y B son distribuciones M-equivalentes y A < B, por lo tanto
dA = %dB7 ver Apéndice A. Para n > 0 tenemos

" " dA " \(x)
/ T ) AW = / T3 a@ ag WBW) = | 750 P
y ademas

/ 1f:\($)d8(x) = / 2"dB(x) — / w"li(fgx)dB(l’)

= /x"dA(a:) —/J;\(x)dA(x)

G
= /x md/l(x).

Por tanto

[amh(@)dr() = < [amh)aae) + [ x"h(x)dB(a:))
" " A(x)
YT T @)

l dA(x)]
N l A R O
p

J 1+ Ma)

Por otra parte |1 — A\(z)| <1+ Az
Para 0 < p <1 consideramos

ara todo = € (0,00), por lo tanto |h| < 1 en (0, 0).

Ky(x) = pA(z) + (1 = p)B(x), x € (0,00),

las distribuciones K, son M-equivalentes:

/x”de(x) = p/x”dA(x) +(1 —p)/:p"dB(m) = /x”dB(x), n > 0.

En términos de indices de clases, para € € [—1, 1] ponemos F(x) = Kn_¢)/2(x), z € (0,00). En

concreto,

F(r) = 3(A(2) + B@)) + 5(B(x) ~ ().

O
El siguiente ejemplo fue tomado de [70, Ejemplo 1.1], y muestra la existencia de funciones de
densidad mutuamente singulares que son M-equivalentes.
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Ejemplo 1.11 Sea b € C2°((0, 00)) una funcién no nula y
b(z) = (2m)~ /2 /OoO e “b(u)du, = € R,
su tranformada de Fourier que pertenece al espacio de Schwarz 7, ver [72, pag. 136]. Dado que
b(u) = (27) V2 / Z b(x)e ™ dz,
podemos derivar n veces respecto a u para obtener
b™ (1) = (27) 72 /o:o(m)”l;(x)e““dx
Haciendo u = 0 se obtiene

/ T (@) de = V2 (—i)™(0),

para todo n > 0. Ahora consideramos b tal que b™(04) = 0 para todo n, por ejemplo b(u) =
exp(—u~!). Sean

gi(x) = Ky (Rb(2))* y ga(x) = K>(Rb(2)) ", z € R,
donde K; ' = [*° R(b(x))Edx, i = 1,2. Entonces g y g son funciones de densidad cuyos soportes
tienen interiores disjuntos y que comparten la misma sucesiéon de momentos. Las funciones de
distribucién correspondientes son indeterminadas en el sentido de Hamburger. Dado que §RZA)(x) es
una funcién par, entonces las funciones f;(z) = 7/2g;(/x), * > 0, i = 1,2, son M-equivalentes,

pero no pertenecen a una misma clase de Stieltjes por el teorema previo.

Los siguientes corolarios muestran que los elementos de una clase de Stieltjes comparten
propiedades de acotamiento.

Corolario 1.12 Supongamos que F y G son M-equivalentes, ' < G y dG/dF(x) < 2 para
x> 0. Entonces G € S(F,h) donde h(z) = dG/dF(x) -1, G=F y

;G(x) < F(z) < ;(1 + G(x)).

Demostracion. Primero vemos que S(F, h) es una clase de Stieltjes,

/ 2 h(z)dF(z) = / a:”illjcj(a:)dF(x)— / 2dF (x)

= /x"dG(x) — /x”dF(x) =0, n>0.

Tenemos que dG/dF(z) > 0 c.d., por tanto —1 < dG/dF(x) —1 <2—1=1, asi |[h| <1 c.d.
Por otra parte dF; = j—ng = dG, entonces F} = G.
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Finalmente tenemos

;G@;) _ ; [ Ell?(t)dF(t)
< ;/O 20F(t) = F(x).
Ademés F(z) = $(F_i(z) + G(2)) < 5(1 4+ G(z)), ya que F_4(z) < 1. O

Observacion 1.13 Si se omite la condicion de acotamiento dG/dF < 2, entonces F' y G deter-
manan una clases de Stieltjes unilateral, es decir, como en la Definicion 1.1 pero con 0 < e < 1.

FEsto es justamente el conjunto de combinaciones F.(z) = (1 — €)F(z) 4+ eG(x).

Sien el Teorema 1.10 Ay B tienen funciones de densidad a(z) y b(x) respectivamente, entonces
h(z) = [b(z)—a(z)]/[b(z)+a(z)]; si en el corolario anterior f(z) = F'(z) y g(x) = G'(x), entonces
(9(z)/f(x)) —

la condicion de acotamiento es g(x) < 2f(x), y en este caso h(z) =

Corolario 1.14 Si el centro F' de S(F, h) tiene funcion de densidad f entonces F, tiene funcidon
de densidad

few) = f(2)(1 +eh(z)), —1<e<l.

Ademds, si f es acotada entonces f. es acotada para cada €. Inversamente, si f no es acotada y

existe € € [—1,1] tal que fe es acotada entonces f. no es acotada para cada € € [—1,1] \ {€}.

Demostraciéon. De la definicion se sigue

F.(z) = 1/09”(1 + eh(t))dF(t) = 1/096(1 +eh(t) f(1)dt.

Si f estd acotada por M > 0, entonces |fe(z)] < 2M, x > 0. Si f no es acotada existe una
sucesion {x,}°°; tal que f(x,) — oo cuando n — co. Dado que f: es acotada asi se cumple que
lim,, o fe(z,) < o0, entonces h(z,) — —1/€, y por lo tanto f.(x,) — oo cuando n — oo para
todo € # €.

0]

El siguiente resultado complementa al Corolario 1.12.

Corolario 1.15 Supongamos que F' y G son M -equivalentes y F' < G. Sib = sup,.,dG/dF(z) <
oo entonces S(F, hy) es una clase de Stieltjes donde

dG/dF(z) — 1
Iv-1) ~’

hy =
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st ademds b > 2, entonces

(b—2)F(z) + G(x)
b—1

bF(z) — G(x)

F pr——
1(z) b_ 1 ,

) F—1<'T) -

para x >0, y
G)/b< F(z)<1-b"1+b"'G(x), 2 > 0.

Demostracion. De la hipotesis se sigue que dG = %dF, ver Apéndice A. Para cada n > 0

tenemos

[am(@)dr() = 1\/(2—1)[ / x"fg@)dﬂx)— / x”dF(a:)]

- 1\/(2_1) {/ 2"dG(x) — /x”dF(x)} = 0.

dG(z)/dF(z) —1 b—1
-ls 1V (b—1) = 1V (b—1) =t

Por otra parte

Si b > 2 entonces hy, = [(dG/dF') — 1]/(b — 1), de donde se sigue la mencionada representacion
de Fy y F_1. De la definiciéon de b se sigue que

G(x) < /0 “bdF(t) = bF(x).

Para la otra desigualdad usamos que 49 = (

G

-1
dF) , ver Apéndice A, para obtener

1 - F(z) = /°° Zg(t)dG(t) > bl /;’ dG(x) = b~(1 — G(x)).

T

O
Ahora la pregunta es jcudles son los elementos de M(F') que pueden ser centros de alguna
clase de Stieltjes? La respuesta la da el siguiente resultado.

Definicién 1.16 Sea S un conjunto convexro en un espacio vectorial real. Decimos que x € S
es un punto extremo de S, si siempre que T estd en el segmento que une a un par de puntos u,

vES entoncesx=u 0T = 0.

Teorema 1.17 Supongamos que F es una distribucion indeterminada. Entonces G € M(F) es

el centro de una clase de Stieltjes si y solo si G no es un punto extremo de M(F).
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Demostracién. SiG € M(F) es el centro de la clase S(G, h) entonces G = (G + G_1), por
lo tanto no es un punto extremo de M (F).

Reciprocamente, si G no es un punto extremo de M(F), entonces existen funciones de
distribucion G; € M(F), i = 1,2, y 0 < a < 1 tal que G = aG; + (1 — a)Gy. No-
tamos que sop(G;) C sop(G) = sop(Gy) U sop(G2). Por tanto las funciones de distribucion
A=(1-(1-a))G + (1 -a*)Gyy B =a’G) + (1 — a)*G, satisfacen las condiciones de la
segunda parte del Teorema 1.10 y por tanto G = %(A—l—B) es el centro de una clase de Stieltjes. [J

Ahora bien, un teorema de Naimark afirma que G es un punto extremo de M(F') si y solo si
los polinomios son densos en £'(G). Una demostracion se encuentra en un articulo de Askhiezer
[1, pag. 47|; la prueba original se debe a Gelfand.

Supongamos que X es una variable aleatoria positiva que tiene funcion de distribucion F'.
El siguiente resultado proporciona dos transformaciones que mapean una clase de Stieltjes en
otra. Necesitamos la siguiente notacion: sea w una funcion no negativa en (0, 00) tal que m,, :=
Elw(X)] < oo, y sea X,, una variable aleatoria que tiene la funcién de distribucién ponderada
Ey(x) = m3' [Fw(y)dF (y). Ponemos m, = E(X™), n > 0.

Teorema 1.18 Sea S(F, h) una clase de Stieltjes y w una funcion no negativa en (0, 00) tal que

My < 00.

1. Supongamos que w(x) = 372, ajx?, x> 0, satisface 3720 lajimjen < oo para todo n > 0.

Entonces S(E,, h) es una clase de Stieltjes.

2. Supongamos que T(x) es un polinomio estrictamente creciente en (0,00) con inversa n(y).
Entonces S(G,7) es una clase de Stieltjes, donde G(y) = F(n(y)) y v(y) = h(n(y)).

Demostracion.

1. Los elementos de S(F,,,h) son de la forma dF, . (z) = m (1 + eh(z))w(z)dF(z) y por el
Teorema de Fubini se tiene

/xnh(x)w(x)dF(x) = i a; / 27T h(z)dF (z) = 0, para todo n > 0.

J=0

2. La funcion de distribucion de Y = 7(X) es G(y) = F(n(y)) v haciendo el cambio de variable
n(y) = x se obtiene

[y )Gy = [ () h(a)dF (@)
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y como (7(z))™ es un polinomio entonces la parte derecha de la igualdad anterior es cero
para todo n > 0.

O

1.4 Construcciéon por escalamiento aleatorio

Sean X, V variables aleatorias independientes con funciones de distribucion 'y K respectiva-
mente, entonces la funcion de distribucion de Y =V X es

G(z) = / F(z/v)dK (v). (1.2)

El lector puede consultar la prueba en el Apéndice B. Supongamos que (s,)5, v (1,)22, son laa
sucesiones de momentos finitas de X y V be respectivamente, entonces E[Y™| = v,s,, n > 0;
se sigue que si F' es una distribucion indeterminada entonces GG también lo es. Este método de
escalamiento aleatorio permite mostrar ejemplos de distribuciones M-equivalentes que se cons-
truyen a partir de un par de distribuciones, una de ellas indeterminada.

El siguiente resultado muestra la posibilidad de extender lo anterior a clases de Stieltjes.

Teorema 1.19 Si S(F, h) es una clase de Stieltjes, entonces también lo es S(G, k) = {G, : =1 <

e < 1} donde k estd dada implicitamente por

'/Ox k(y)dG(y) = /OOO /O.x/v h(z)dF(z)dK(v), = > 0. (1.3)

Si by < by son constantes reales tal que by < h < by c.d. en R respecto a dF entonces by < k < by
c.d. en R" respecto a dG.
Supongamos que P(V > 0) = 1 y que F tiene funcion de densidad f. Entonces G tiene

funcion de densidad

g(x) = /v_lf(x/v)dK(U), x>0 (1.4)

r(x)g(r) = /v—lh(x/v)f(x/v)df((v)- (1.5)

Demostracion. Por definicion dG. = (1 + ex)dG, por lo tanto

Gola) = G@)+e [ rly)dG(y)
_ /0 " Fa/o)dK (v) + ¢ /O ” /0 7 ()P (2)dE (v)
= /OOOFE(J}/U>dK(U).
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Asimismo de la definicién de x se sigue

/x”/{(x)dG(x) = //x"h(m/v)dF(x/v)dK(v) = /v” (/ z”h(z)dF(z)) dK(v) =0,

para todo n > 0.

Si by < h <byen (0,00), entonces para 0 < 2’ < z”, se tiene

"

b1(G(w")—G($')):b1/ (F(w”/v)—F(x'/v))dK(v)S/ H(y)dG(y)sz/ (F(z" /v) = F(2'/v))dK (v) = ba(G(2") = G(a")),
0 T 0

ahora utilizando el Lema A.1 se sigue by < k < by en (0,00). Al escoger by = —1y by = 1
se sigue que S(G, k) es una clase de Stieltjes. Finalmente, si F' es absolutamente continua y
P(V > 0) = 1 entonces por (1.2) G es absolutamente continua con funciéon de densidad (1.4). La
igualdad (1.5) se sigue de (1.3). O

Del resultado anterior se sigue que G, es la funcion de distribucion de Y, := VX, si F, es la
funcién de distribuciéon de X..

El siguiente ejemplo puede ser visto como una interpretacion alterna de las Secciones 2 y 3
en [12]. Para ello introducimos algunas nociones basicas del llamado g-célculo. Si el lector desea

profundizar en este tema puede consultar [41, 63].

Definicién 1.20 El g-factorial se define como sigue n!, := (1 — q)"*(¢;q)n para q¢ € (0,1) y

a € R donde
L sin =0,
(a;q)n =13 . ; ‘
[Ti—o(l —ag¢’), sin>1.
Para q € (0,1), escribimos

H (1-— aq
k=0

La funcién g-exponencial esta dada por

o0

eq(x) =Y a"/nly = 1/((1 = ); q)oo,

n=0
donde la segunda igualdad se obtiene por el g-teorema del binomio, ver |63, pag. 8]. Ademas
para x > 0 se cumple
eq(x) — €° cuando ¢ — 1. (1.6)

Definiciéon 1.21 Para x > 0 la funcion g-gamma estda dada por

{ (1—g)' "% siqe(0,1)

e}

I',(z) = 0 -
(%) (q— 1)t q<)H> siq>1.
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El siguiente resultado se puede ver en [63, pag. 21].

Lema 1.22
lim I, (z) = T'(z). (1.7)

q—1
Ademas la siguiente igualdad se puede encontrar en [57, (6.21)].

* a-i _ Tl -a) _
/0 2 ey (—x)dr = T,0-a) Ay(a), a>0.

Para a > 0 fija introducimos la siguiente funcion de densidad de una variable aleatoria C,(a),
ver |4, Seccion 4],
falw;a) = 2" ey (~2)/Ay(a), @ > 0. (18)

La sucesion de momentos de f4 es

> n Ayla +n -n/_a —an—(7
Ma(n) = [ o faasayda = 20T (1 gy ) g,
0 Ag(n)
En [4, ecuaciones (4.4), (4.6)] Askey exhibe una distribucion discreta que tiene la misma sucesion
de momentos que f4, asi que f4 es indeterminada para todo a > 0. De (1.6) y (1.7) se tiene para
todo = > 0 que

xaflef:c

['(a)

Esto es curioso ya que la densidad limite (densidad gama) es determinada. En [13]| Berg llama al

falz;a) — cuando ¢ — 1.

problema de momentos relacionado con (Ma(n)) ~, el problema de momentos ¢g-Laguerre porque
fa es una medida de ortogonalidad para los polinomios g-Laguerre, ver [53].

El factor q_“”_(g) es la sucesion de momentos de las distribuciones M-equivalentes a la dis-
tribucion log-normal LN (u(a), 0?), donde u(a) := (a — 1/2)0* y con funcion de densidad

1 (logz — p(a))?
————exp |— , x> 0.
xV2mo? P [ 202

El factor (1 — ¢)™"(¢%; ¢)» son los momentos de la variable aleatoria g-gamma discreta v,(a):

folw; pla), o) =

P(y(a) = (1=q)7'¢) = (¢ 0)q” /(a:9);, >0,
ver |57, Seccion 5; la funcion de momentos para la g-gamma discreta es

Lyla+1)

May(t50) = Epj(a)] = ~F 0

(1.9)
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que converge a ['(a+t)/I'(a) cuando ¢ — 1, la funcién de momentos de la distribuciéon gamma con
paramétro A = 1. Como mencionamos al principio de esta seccién se pueden obtener soluciones
al problema de momentos g-Laguerre al considerar la distribucion de Y = ~,(a)X donde X ~
LN (u(a),o0?). Sea A(a) ~ LN (u(a),0?), entonces la funcion de momentos de W, = v,(a)A(a) es

q_“t_@ Mgy(t;a). Su funcion de densidad es un caso especial del siguiente lema.

Lema 1.23 Si X ~ LN(u,0?) entonces la funcidn de densidad de v,(a)X es
(@30, 1,0) = (4% Q)oo(—(1 = @) "7 "2 q)oc f1((1 = ) 1, 0),
donde f1, es la funcion de densidad de LN (p,0?) y q=e7°.

Demostracion. De (1.4) se obtiene

g(z;a,p,0) = E[vgl(a)fL(w/vq( ); 1, 0)]

B (\q/aéji 2_: qa] - exp [—(20%) " (logw — p+ jo© +log(1 — q))?]

= (¢“ @)oo fr(x; 1 —log(l —q),0 Z 1—q) g 2emq() /(g1 ),

Otra identidad de Euler afirma que la suma es igual al factor g-producto en la afirmacién, ver
|63, pag. 354]. O

1.5 Clases de Stieltjes para funciones de densidad

Supongamos que X es una variable aleatoria con funcién de distribuciéon F' que es absolutamente
continua y con densidad f, en este caso escribimos X ~ f.

Sea Li, (R) el espacio vectorial de funciones integrables sobre R con valores reales. Si 2" f (x) €
L (R), n € Z, definimos el momento de orden n de f como sigue:

sn (f) = /Oo 2" f (x) de.

Ahora consideramos los siguientes subespacios vectoriales de £} (R),
M = {feﬁﬁ(R) 2 sn (f) < o0 para todonz()}, (1.10)
Mo = {feM:s,(f)=0 paratodon >0}.

Notaciéon 1 Cuando reemplazamos en (1.10) la condicion n > 0 con n € Z, escribiremos M?,
5, en lugar de M, M,.
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Definicién 1.24 Sea f: R — R una funcion integrable.
1. Si f € M decimos que f tiene sucesion de momentos finita {s, (f)},-

2. 81 f € My decimos que [ tiene sucesion de momentos nula.

En esta ocasion trabajamos sobre el intervalo I = R, es claro que los conceptos tienen sentido

para I = (0, 00).

Definicién 1.25 Sea h : R — R una funcion medible y acotada con |h||s = sup|h(z)| =1y f

una funcion de densidad en R.

1. Decimos que h es una perturbacion de la densidad [ si el producto g = fh tiene sucesion de

momentos nula.

2. La clase de Stieltjes basada en la densidad f € M y con perturbacion h estd dada por

S(f,h) ={fe (@)= f(z)[1+eh(2)], zeR, |ef <1}

De las definiciones anteriores se sigue el siguiente resultado:

Observacion 1.26 Sea S(f,h) una clase de Stieltjes y e,&" € [—1,1]

1. f. es una funcion de densidad de una variable aleatoria X. inducida por la funcion de
distribucion F.(x) = [T f(t)dt, ver Proposicion B.4, ademds f. € M.

2. Si existe xg € R tal que f(xo)h(xg) # 0, entonces f. # fo para todo € # €'.
3. f. tiene la misma sucesion de momentos que f.

Observacion 1.27 1. A partir de una clase de Stieltjes S(f, h) podemos construir otra clase de
Stieltjes S(g,q) como sigue: Sea b : R — R una funcion medible tal que 0 < by < b < by < 0
c.d. en R. Ponemos ¢y = [ f(u)b(u)du y co = supy,|h(u)|/b(u), basta tomar

g(a) = —f(@)blz) ¥ alx) = h(a)/ba), = € R

o
2. Si hy y hy son perturbaciones de la densidad f, entonces

(h1 4+ Aha) f € My

para todo A € R.
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1.6 Indice de disimilitud para distribuciones de clases de Stieltjes

En [77] Stoyanov defini6 el indice de similitud para clases de Stieltjes como una variaciéon total
entre la “distancia” de Fy y F_;. Ademés exhibe algunos de estos valores para clases de Stieltjes
basadas en la distribucién log-normal y potencias de las distribuciones normal y exponencial.
Este altimo se analiza con mas detalle por Stoyanov y Tolmatz en [80], y las potencias de la
distribucion inversa Gaussiana son estudiadas por Ostrovska y Stoyanov en [78].

A continuacion se da la motivacion del indice de similitud. Sean F., F., € S(F,h), con
£1,62 € [—1,1] y sean X,, y X, las respectivas variables aleatorias. La Observacion 1.6 implica
que X, v X, tienen los mismos momentos, ademéas si €1 # e9, entonces sus funciones de
distribucion son diferentes Fy, # F.,.

Una pregunta importante es determinar que tan grande es la diferencia F., — F.,. Por tanto,
necesitamos una forma de medirla, para ello introducimos la siguiente definicion tomada de [62,
pag. 266].

Sea (U, ||.||) un espacio de Banach separable con el algebra de Borel usual B(U) y sea £(U)
el espacio vectorial de las variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (92, F, P)

tal que X (w) € U para todo w € Q.
Definicion 1.28 (Métrica de variacion total) Para X, Xy € £(U) definimos
o(X1,X2) = sup |P[X; €A —-P[X;e Al

AeB(U)
= sup {|E[f(X1)] — E[f(Xo)]| : f: U = R es medible y |f(z) — f(y)| < d(z,y)},

donde d es la métrica discreta.
Ahora definimos la métrica variacion total como

V(Xl,XQ) = 20’(X1,X2)
= sup {|E[f(X))] — E[f(Xo)]|: f: U — R es medible y || f]|o < 1}

Si Xy, Xy € £(R™), haciendo algunos cdlculos, se obtiene V (X1, Xy) = [ |dFx, — dFx,]|.
La diferencia entre X., v X., puede ser medida con la métrica anterior

V(anXez) = 2‘7(X61>X62)
— /|(1 4 eh)dF — (1 + exh)dF|

— o —ezy/yh\dF
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Esto nos motiva a pensar en el siguiente niimero:

D(F.., ) = e — el [ Ih(w]dF(u)

El ntimero D(F.,, F;,) caracteriza el error que cometemos al elegir dos representantes de la clase
S(F,h). Sean €1 y &9 tales que D(F_,, F,) es maximo, esto se logra cuando ¢; = 1y g9 = —1,
o viceversa. Por lo tanto, la maxima distancia, denotada por Dg, entre un par de distribuciones
de S(F,h) es:

Ds = maze, -;D(Fey, Fey) = DRy, Foy) = [ |h(w)ldF (),

Lo anterior da pie a la siguiente definicion:

Definicidén 1.29 A cada clase de Stieltjes S(F,h) se le asocia un indice de disimilitud Ds
dado por
Ds = E[n(X)[] = [ [h(u)dF(u).

Observacion 1.30 0 < Ds <1y Ds =0 si y sélo si F' es determinada.

A continuacién calculamos el valor de indices de disimilitud de algunas variables aleatorias
conocidas. Para hacer los calculos usamos MAPLE.

Sea X una variable aleatoria positiva, absolutamente continua y con funcién de densidad

f(z) = Qlexp[—Q_l(lnx)2], x> 0.
7Tx

En el siguiente capitulo se prueba que X es indeterminada y también que
h(z) =sen(2rInz), x > 0,

es perturbacion de f. Para la clase S(f, h) el indice de disimilitud es Ds = 0.436709.
Ahora consideramos £ una variable aleatoria positiva, absolutamente continua y con funcién

de densidad

fO(JZ) — \/12_7T$—3/2 exp [_

Sea X = £" con r > 0 se puede probar que su funcion de densidad es (ver Observacion 2.10)

(x—1)*

> 0.
2x ]796

e _(2r+1)

1
xT T exp {—2@1” + x_l/r)} , x> 0.

fz) =

2rr

Consideramos los siguientes casos:
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1. Con r = 3 se tiene X = £3. Asi, la funcion de densidad f y la perturbacién h son
e

f(x) = 73\/%1:_7/6 exp[—;(l’l/3 + 273, h(z) = sen [\f(xl/?’ + 73 4 Z] :

Para la clase de Stieltjes S(f, h) el indice de disimilitud es Dg = 0.621414.

2. Con r = 4 se tiene X = &%, Asi, la funciéon de densidad f y la perturbacién h son

Flr) = o expl (e 2 ), () = sen Mw + YY) 4 g] |

Para la clase de Stieltjes S(f, ) el indice de disimilitud es Dg = 0.555248.

3. Con r = 6 se tiene X = £5. Asi, la funcién de densidad f y la perturbacion h son

flz) = 6\/6%37_13/12 eXP[—;(ﬂflm + 37_1/6)], h(z) = sen [

Para la clase de Stieltjes S(f, h) el indice de disimilitud es Dg = 0.255875.

Y2 1/6 —-1/6 i
g (e g






CAPITULO 2

Integracion compleja y clases de Stieltjes

En esta seccion se utiliza la integracion compleja para obtener, de manera sistematica, clases de
funciones con sucesion de momentos nula. Como consecuencia se construyen clases de Stieltjes

cuyos centros son densidades bastante populares en probabilidad.

Recordamos que una regiéon en el plano complejo C es un conjunto abierto y conexo, ademéas
C* = C\{0} denota el grupo multiplicativo en C. Decimos que una funciéon g es analitica en
S C C, si g es una funcion analitica en alguna region que contiene a S.

Para o € (0,1) introducimos el conjunto

Se={2€C":0<argz < 7ma}.

2.1 Teorema principal

En esta seccién presentamos un resultado que nos permite construir perturbaciones de funciones
de densidad, por lo tanto podemos construir clases de Stieltjes. Stoyanov y Ostroska obtienen
un resultado, ver [78, Lema 3.1], que les permite construir clases de Stieltjes cuyo centro es una
pontecia de la distribucion gaussiana inversa. El siguiente lema se debe a Lopez-Garcia, ademés
es nuevo y generaliza la proposicion de Stoyanov y Ostroska, ver [51].

19
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Lema 2.1 Sean a € (0,1), A, e, u € R. Si g es analitica en S, y satisface

plg (1) € £ (), )

) u T i B
/}EEOA /0 ‘g (Ae )’dt =0, (2.2)

: L e it _
ll_r}l(l) el /o g (66 )‘ dt =0, (2.3)
entonces t~1|g (te™)| € L (RT), y
/OO t g (te'™) dt = e / T g (1) dt. (2.4)
0 0

Demostraciéon. Tomamos 0 < ¢ < A < oo, por el teorema de Cauchy tenemos

7{ g (2)dz =0,
CS,A

donde el contorno C. 4 consiste del segmento que va de € a A, el arco del circulo z = Ae® de

t=0at=ma, el segmento de Ae'™ a g™, y el arco del circulo z = ee’™ ) det =0at = na.

Por lo tanto,

€

/ g (t)dt +i /7r (Ae“)FLg (Aeit) dt — e™ /_; (—teim)uil g (—teim) dt

—i/om (56 i(ma— t)) g( (ma— t)) dt = 0.
(2.2) y (2.3). O

El resultado se sigue de la condiciones (2.1),

El lema anterior implica el siguiente resultado:

Teorema 2.2 Sea o € (0,1). Si g es una funcion analitica en S, que cumple las condiciones
(2.2), (2.8) con p ="y a"|g ()| € LY(RT) para todo n >0 (n € Z), entonces

%{g (e“m‘ a)} e My (M),
siempre que g (x) € R para todo x > 0.

Demostracion. Haciendo p ="t ¢ =z ¢~ 'dt = aw'dx en (2.4) obtenemos que

| g (emam) do = (<1 [T arg o) da,

para todon >0 (n € Z). O

En la siguiente seccién vemos que hay bastantes densidades que satisfacen las condiciones del

teorema anterior.
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2.2 Ejemplos

Antes presentamos algunos resultados bastante basicos.

Observacion 2.3 Sean A € C, z € C*, entonces

z| _ Rz Al R o~
7] = €, 2] = [z exp(—(SA) arg 2). (2.5)
Demostracion.
1. Sabemos que la serie e* =3 >° %L converge uniformemente en subconjuntos compactos de

C y que la funcion conjugacion es continua en C, por lo tanto € = . Tenemos

|€z|2 — %% = e%e” = €z+z — 62%2.

2. Por definicién 2* = e*!°8% para z en alguna rama del logaritmo. De la parte previa se tiene
|Z/\‘ _ eﬁ(klogz).
Al escribir A = A\j +iXg, A\, A2 € Ry logz = In|z| + iarg z, obtenemos
R(Alogz) = A\ In|z| — Ay arg 2,

de donde se sigue el resultado.

Proposicion 2.4 Para cualquier A € R se tiene
o0 2
/ 2 L exp{—(Inz)*}dx = e, (2.6)
0

Demostraciéon. Hacemos el cambio de variable y = In x para obtener

/OOO 2 texp{—(Inx)*}dr = /

o0

exp{\y — y°}dy

2
= 7 exp{— (y—é) }dy:ﬁeél.

Proposicion 2.5 Para cualquier 6 € R se tiene

lim 2° exp{—(Inx)?} =0, (2.7)

T—r00

S _ 2y _
9101{1(1)93 exp{—(Inz)°} = 0. (2.8)
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Demostracién. Sid < 0 se sigue que 2° exp{—(Inz)?} — 0 cuando z — oo.
Si o > 0 tenemos
2’ exp{—(Inz)?} = exp{dlnz}exp{—(Inz)?}
= exp{—Inz(lnz —0)} <z7?,

silnz > 26. Asi

L 2 N
lim 2% exp{—(Inz)"} < lim 27° = 0.

1

Para la segunda parte usamos (2.7) con =" en vez de x. O

Finalmente tenemos preparado el terreno para presentar nuestro primer ejemplo.

Ejemplo 2.6 La funcién g(z) = zfe~("?)’ es analitica en S, para todo a € (0,1) y g(z) € R, si
r € Rt f € R. Afirmamos que g cumple las condiciones del Teorema 2.2; por (2.6)

[T tglae = [T exp{— ()}t < oo,
0 0
para todo p € R. Por otro lado, tenemos
ar [Tlgtaciar = ar [T A g
0 0

— Ao /0 " exp{R{—(In(Ae™))?}}dt

yiyes

= A”ng*(lnA)Q/ et dt.
0

Usando (2.7) se sigue que g satisface (2.2) para todo u € R.

De manera similar

ljmg“/ |g(ee™)|dt = / e dt lim e *+Pe= (") —
0 0

e—0 e—0
del Teorema 2.2 se sigue que S{g (¢™z*)} € M;.
Calculando obtenemos
J(g(e™z®)) = (™2 exp{—(alnz + ira)?})
= 2% exp{—a’(Inx)* + (7?@)2)}%{6”(&6_2‘12 o)y

gPe(me)—e*ne)® gon (1o — 2ma® In z).

Poniendo o? = 1/(20?) se tiene que

s (Inz)? 78 wlha .
2%/ (29) exp [— 573 | s N € M;
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para todo o > 1/4/2, 8 € R. Un calculo directo (como en la obtencién de (2.6)) muestra que lo

anterior es valido para todo o > 0. En particular, cuando = —v/20 se tiene

. (Inz)? mlnx .
T Texp|— 952 sen o2 e My,

es decir h(z) = sen(ro~?Inz) es una perturbacién de la densidad f(x) =

T

oV 2

para todo o > 0.

A continuacion vemos resultados que se obtienen de manera similar al anterior.

(2.9)

- oxp (—0557)

Ejemplo 2.7 Sean a, A, p niimeros positivos, § € R, tales que a < 1,a\ < % y af > —1. La

funcién g(z) = z%e 7" es analitica en S, para todo a € (0,1) y satisface las condiciones del

Teorema 2.2:
n+afB+1 1

© of —pwaAd _ 1 /oo g o v
/0 z"x*Pe |dx Al \p exp{—u}du

p—(n-l-aﬁ—i-l)/()\a)r (n‘i‘@ﬁ‘i‘ 1)

Ao PYe!
para todo n > 0. Por otro lado, para todo p € R se tiene

A /O lgActydt = An /0 e gy
— Ao /0 " exp{R{—pANe N dt
= AP /Om exp{—pA* cos(t\) }dt
< maArP exp{—pA* cos(Tmal)}.

T

donde en la tltima desigualdad hemos usado que la funcién coseno es decreciente en [0, 2] y

0 < aX < 1. Claramente (ver (2.12))

2
lim AP exp{—pA* cos(ra\)} = 0,

A—oo

2

para todo u € R, de donde sigue que g satisface (2.2). De manera similar tenemos que

5”/ lg(e)|dt < mae"tP exp{—pe* cos(raN)}.
0

Como antes, se sigue que g cumple (2.3) si p + f > 0. Del Teorema 2.2 se sigue que

S{g(e™z%)} € My. Explicitamente tenemos
g (eiwaxa) — xaﬂeiwaﬁ eXp{_pxa)\eiTra)\}
= 2% exp{—paz® cos(ral)}|cos(maB — pr®* sen(ra))

+ isen(maf — pr® sen(ral))).
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Por lo tanto,

2% exp{—pz®* cos(ral)} sen(maf — pz® sen(ral)) € M. (2.10)

En particular, consideramos a,b > 0y 0 < ¢ < %, poniendo A = £, 3 = “T_l, p = ﬁ;w\], se
obtiene

7% sen(ra — bxtan|rc]) exp(—bx®) € M,. (2.11)

Asi que la funcién h(x) = sen(ma — bx®tan|mc|) es una perturbaciéon de la densidad f(x) =

c YT (a/c)x* ! exp(—bx).

Proposicion 2.8

e " <s*x™® para todo s,x > 0. (2.12)

Demostracion. Six > 0 entonces z < e, por lo tanto £ < e*/* cuando z, s > 0. 0

A

Ejemplo 2.9 Sean a, A, p1,p2 > 0,cona < 1,a) < % y f € R. La funcion ¢g(z) = ZPe—p1—p2z”
es analitica en S,. Afirmamos que z"|g (z*)| € L'(RT) para todo n € Z:

/0 T ag(a®)|de = /O |29 exp{— 12} exp{—ppa}da
+ /1 T8 exp{—p1a® } exp{—par ™ hda
< /0 28 exp{—pyr ) + /1 "o expl{—pra® }da
< /01 2" 5% SN d 4 /100 g TP S p TNy < o0,

eligiendo s > 0 lo suficientemente grande.

Por otra parte, para cualquier p € R se tiene
A“/ lg(Ae™)|dt = A‘”B/ exp{R{—p1 A "™ — py A7 e " at
0 0

= AMtP /m exp{—(p1 A" + ps A7) cos(t\) }dt
0
< AP (1) exp{—(p1 A + p2 A7) cos(mad)} — 0

cuando A — oo por (2.12), por lo tanto se cumple (2.2). De manera similar tenemos

et /m lg(e™)|dt < e P (ma) exp{—(p1e” + poc™) cos(mar)} — 0
0
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cuando € — 0 por (2.12), por lo tanto se cumple (2.3).
Por el Teorema 2.2 tenemos S {g (¢™z*)} € M§. Calculando obtenemos

g <€iﬂ.axa) _ xaﬂeiﬂ.aﬁe_pleiwakwa)\_p2e—i7rakw—o¢)\

= 1P exp{—[p12® + por~ " cos(ma)}

x  [cos(TafB + (pax™ — p12®*) sen[ra)])
+ isen(maf + (ppr™ — p1z®) sen[mal])].
Por tanto
2% sen {Waﬁ + (pgaf""\ - plxa)‘) sen [7?04)\]} (2.13)

X exp {— (plxa’\ + pgx_a’\) cos [W@A]} e M;.
En particular, consideramos by,by > 0,0 < ¢ < 1/2y a € R, poniendo A = ¢/a, f = (a — 1) /e,
p; = b;/ cos[ma)], i = 1,2, obtenemos
7% sen {7ra + (bﬂ_c — blxc) tan [7'('6]} (2.14)
X exp {— (blxc + ng_c>} e Mj.

Ast que h(z) = sen{ma + (bex™¢ — byx°) tan [rc|]} es una perturbacion de la densidad f(z) =
Cexp {— (b1z¢ + byz ™€)}, donde C~! = [ exp {— (byz€ + bz ™€)} dx.

2.3 Distribucion log-normal

En [73] Stieltjes fue el primero que dio un ejemplo de una distribucién indeterminada. El mostro
que la distribucion log-normal con funcion de densidad con soporte en R™ dada por

~1/2

dy (z) = (27T02> z texp (—2_10_2 (In x)2) , 0>0,

junto con las densidades con € € [—1, 1]
dy (2) (1 + esen <27r0_2 In x)) >0,

tienen la sucesion de momentos (e"2”2/2) o Por (2.9) se deduce que h (z) = sen (ro~%Inz) es
una perturbacion de la densidad d, (x) para cualquier o > 0. En [37, Seccion 1| Heyde demostro
que h(r) = sen(2rno~?Inx), |n| > 1, es una perturbacion de d,,.
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Observacion 2.10 Si X es una variable aleatoria absolutamente continua y positiva con funcion

de densidad f definida sobre R™, entonces
1

;ZIJ_H_l/Tf (:L,I/r) . x> 0’

es la funcion de densidad de la correspondiente variable aleatoria X", r > 0.

2.4 Distribucion gamma generalizada

Decimos que una variable aleatoria X tiene distribuciéon gamma generalizada con pardmetros
positivos a, b, ¢, denotado por X ~ GG (a,b,c), si X es positiva, absolutamente continua y tiene
la funcion de densidad

G (x) =G (x|a,b,c) = L' 2" L exp (—bxf), = > 0,
donde L = ¢~ 'b=%T (a/c).

Observacion 2.11 Por (2.11) tenemos que h(x) = sen (ma — baztan[nc]), 0 < ¢ < 1/2, es
una perturbacion de G, por lo tanto la distribucion gamma generalizada L (X) es indeterminada
sic<1/2.

Asimismo podemos considerar las potencias positivas de X ~ GG (a,b,c). Por la Observacion

2.10, tenemos que

f(z) = iL‘lx?_l exp (—be/T) :

es la funcion de densidad de X", i.e X" ~ GG (a/r,b,c/r), r > 0.

Proposicion 2.12 Sea X una variable aleatoria con X ~ GG (a,b,c). Entonces E[X"] < o0
para todo r > 0.

Demostracién. Haciendo el cambio de variable y = bx¢, y~'dy = cx~'dx tenemos

E[X" = L7t /OOO 2" L exp (—ba®) dx

e}

= ptpterase [T 0y dy = [Nptep (“La) _
0 C

De la Observaciéon 2.11 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.13 Sea X una variable aleatoria con X ~ GG(a,b,c), sic/r < 1/2 entonces L(X")

es indeterminada.
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De hecho, en [60] se muestra que £ (X") es indeterminada si y solo si ¢/r < 1/2, ahi se utiliza
el criterio de Krein para ver que £(X") es indeterminada para ¢/r < 1/2.

2.4.1 Potencias de la distribucion normal

Sea o € R fija y n una variable aleatoria positiva, absolutamente continua y con funcién de

densidad 5
72X(0,oo)(x) exp (—2_10_2x2) =G(x[1,27'072,2),

V2to

por lo tanto para r > 0 tenemos
Ln)~G (x!ril, 271572, 27‘71) .

De la Observacion 2.11 se tiene que para r > 4 la funcion sen (m"*l — 27167 22% tan [27r7"*1])
es una perturbacion para la densidad de £ (n"). Entonces £ (n") es indeterminada si r > 4. De
hecho, en [10, Proposicion 2.2| Berg fue el primero en demostrar £ (1) es indeterminada si y solo
si r > 4. En |76, Proposicion 2.2| hay otra prueba basada en el criterio de Krein.

2.4.2 Potencias de la distribucion exponencial

Sea 0 > 0 fija y £ una variable aleatoria positiva, absolutamente continua y con funcién de
densidad

X(0.00)(¥)T exp (—ox) = G(z|1, 0, 1),

de donde se sigue que para r > 0
LE)~G (2l o).

De la Observacion 2.11 se tiene que para r > 2 la funciéon sen (m“_l — oz’ tan [7r7"1]> es una
perturbacion para la densidad de £ (£"). Entonces £ (£") es indeterminada si r > 2. De hecho,
esto fue probado en [60] utilizando los criterios de Krein y Lin.

2.5 Potencias de la distribucién gaussiana inversa generalizada
Sea Y una variable aleatoria positiva, absolutamente continua y con funcién de densidad
Z(x) = Z(z|a, by, ba, ¢) = Cx(0.00)2" " exp{—(b12° + bz ™)}

donde by,by >0, a,c €R, c# 0y O = [° 2% exp{—(b12¢ + by ) }du.
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Observacion 2.14 Por (2.14) tenemos que
h(x) = sen {7ra + (bﬂ:’c - blscc) tan [ﬂ'C]}

con 0 < |c| < 1/2, es una perturbacion de I, por lo tanto la correspondiente distribucion L(Y)
es indeterminada si 0 < |c| < 1/2.

Sea ) una variable aleatoria positiva absolutamente continua con funcion de densidad Z(z|a, by, b, 1),
bi,bs > 0, a € R, lo que se denota por n ~ GIG(a,by,bs). Por las Observaciones 2.10 y 2.14 se
tiene que parar > 0, £L(n") ~ Z(x|a/r, by, ba, 1/1), la funcion sen {71’&/7“ + (bgmfl/r - blxl/”> tan [7?/7’}}
es una perturbacion de la densidad £(n") cuando r > 2. Entonces £(n") es indeterminada si

|r| > 2. De hecho, utilizando técnicas de Krein-Lin, en |75] se demuestra que L£(n") es indeter-

minada si y solo si |r| > 2.

2.6 Potencias de la distribuciéon logistica

Decimos que una variable aleatoria n tiene distribucion logistica estandar si tiene la siguiente
funcién de densidad .
folz) = (1+ee—)2 z €R. (2.15)
Ademas 1 es determinada, porque 7 tiene funcion generadora de momentos, ver |9, pag. 4.
Consideramos la variable aleatoria Y = |5|” con r > 0, por la Observacion 2.10 se tiene que la
funcion de densidad de Y es

2 _pl/r

_Za-ym_ © 921
f(x) T TEr=ar x > 0. (2.16)

El siguiente resultado muestra que Y tiene sucesion de momentos finita.
Proposicién 2.15 Sea Y como arriba. Entonces E[Y™| < oo para todo entero positivo n.

Demostracion. Haciendo un calculo sencillo se tiene

2 S 1/r 1/r
By = = /0 YT (1 4 eV ) 2y

IN

2 oo r
- /0 y”_Hl/Te_yl/ dy =2I'(2nr + 1),

para todo n > 1. O
En |39, Teorema 2.1|, Lin y Huang mostraron que Y es determinada para 0 < r < 2y es
indeterminada para r > 2.
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Observacion 2.16 Consideremos la siguiente funcion
" 2 1

h(z) = (1 4 ) sen[z” tan 7] exp Kl - ) Inz+ 2" — 2%, 2 e R, (2.17)
r

Entonces para r > 2 y § € (1/r,1/2), la funcion h es continua y acotada. Con & = sup, |h(z)|,
por (2.11) la funcion h(x) = h(z)/é, = € RT es una perturbacion de f.






CAPITULO 3

Condicion de Krein-Lin y Clases de Stieltjes

En 1944 M. G. Krein propuso una condicién para establecer la no unicidad en un problema de
momentos cuando las distribuciones son absolutamente continuas. Esta condicién se expresa en
términos de la integral logaritmica normalizada de la densidad y existen un par de versiones que
dependen del intervalo de integracion.

Existen otra formas de la condicién de Krein; basado en un trabajo hecho por H. Dym y H.
P. McKean, G. D. Lin establece la unicidad de una solucién para un problema de momentos.
En esta seccion presentamos resultados recientes, uno de ellos se debe a Lopez-Garcia, ver [52],
ademas damos pruebas de resultados previamente conocidos y relacionados con otros temas.

3.1 Criterio de Carleman

Un criterio ampliamente utilizado para verificar la unicidad en un problema de momentos es el
criterio de Carleman, ver [20, pag. 227| o |74, pag. 100|. Si F' es una funcion de distribucion
con sucesion de momentos finita {py}72,, ponemos

Siom st sop(F) =R,
C :: CF g
>0 M;kl/% si sop(F)=R.

31
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La constante C' es conocida como la cantidad de Carleman. En ambos casos, una condicion
suficiente para que F' sea determinada es que C' = co. A esto se le llama el criterio de Carleman.
Una consecuencia inmediata es que si la distribucion F' es indeterminada, entonces C' < oco. Sin
embargo, hay distribuciones determinadas para las cuales C' < oo, ver [38] o |74, pag. 113].

Si ademés la funcion de distribucion F' es absolutamente continua con funciéon de densidad
f > 0, existe una condicion adicional a C' < oo que implica que f es indeterminada, ver [58,
Seccion 3|.

Ahora bien, existe una condicion suficiente, relativamente facil de verificar, que establece que
una funcién de densidad positiva f € M es indeterminada. Esta condicién consiste en verificar
que la integral logaritmica (3.1) de f es finita y se le conoce como criterio de Krein.

3.2 El criterio de Krein-Lin y el problema de momentos de Ham-
burger

Teorema 3.1 Sea [ una funcion de densidad positiva definida en R con sucesion de momentos

finita tal que

/OO de < 00, (3.1)

—00 1+ x2
entonces [ es indeterminada.

Este resultado se puede obtener de otros mas generales que aparecen en [43|. La prueba y
varios comentarios estan disponibles en [1|. Existen diferentes pruebas en [11, Teorema 4.1,
[45, Teorema 1.1], |71, Corolario 2.1| que estan basadas en ideas diferentes. Lin usa resultados
fundamentales de los espacios de Hardy H'! para hallar una funcién de densidad con la misma
sucesion de momentos que f. En el Teorema 3.6 reescribimos tal demostracion y exhibimos clases
de Stieltjes con centro f.

Por otro lado, existen densidades positivas que son indeterminadas y cuya integral logaritmica
es infinita, ver |74, pag. 114|. El criterio de Lin establece condiciones adicionales para que junto
con la divergencia de la integral logaritmica de f se concluya que f es determinada:

Teorema 3.2 Sea f una funcion de densidad definida en R con sucesion de momentos finita tal
que

/00 —log f(z) , _

—00 1+l‘2
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supongamos ademds que existe xo > 0 tal que f es par, decreciente, diferenciable en (xg,00) y

—zf'(x
ﬂ S oo cuando T — 00.
f(z)
Entonces [ es determinada.
La prueba se puede ver en [45, Teorema 2.2| y consiste en mostrar que la cantidad de Carleman

C' es infinita, de donde el resultado se sigue por el criterio de Carleman.

Ejemplo 3.3 Para a > 0 definimos la densidad f(x) = Cyexp(—|z|*), * € R, donde C' =
%F(é) Los momentos impares de f son cero y un cambio de variable muestra que

2_/2n+1
Son(f) :Caar< na ><OO7

para todo n > 0. Si 0 < a < 1 entonces f satisface (3.1) por lo que es indeterminada. Por otra
parte st o > 1 la sucesion de momentos de f satisface Cy = 0o y por el criterio de Carleman f
es determinada.

3.3 El criterio de Krein-Lin y el problema de momentos de Stieltjes

Existen resultados correspondientes en el contexto del problema de momentos de Stieltjes, en
este caso se supone que la densidad positiva f esta definida en R*.

Teorema 3.4 Sea [ una funcion de densidad positiva definida en R y con sucesidn de momentos

finita tal que

/OOO Mdm < 0. (3.2)

1422
Entonces [ es indeterminada.

La prueba estd basada en un procedimiento de simetrizacion y se encuentra en [71, Corolario
2.1]. Asimismo, el siguiente resultado se puede ver en [45, Teorema 3.3|.

Teorema 3.5 Sea f una funcion de densidad positiva definida en R™ y con sucesion de momentos
finita tal que
© —1o 2
/ g fa?)
0 1+ 22
supongamos ademds que eziste xo > 0 tal que f es decreciente, diferenciable en (xg,00) y

—af'(x)

——~ oo cuando T — 0.

/()

= 00,

Entonces f es determinada.
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3.4 Teorema principal

En esta seccion se relaciona el criterio de Krein con las clases de Stieltjes. Acerca de este criterio
Stoyanov afirma en |78, pag. 167| que “es un resultado cualitativo, no hay indicio de cémo escribir
otras distribuciones con los mismos momentos que f”. El siguiente resultado es nuevo y muestra
que esto no es asi; se debe a Lopez-Garcia, ver [52]. La demostracion del siguiente teorema utiliza
algunas definiciones y resultados del analisis complejo; estas herramientas se pueden consultar
en el Apéndice C.

Teorema 3.6 Sea f una funcion de densidad positiva en R con sucesion de momentos finita. Si
f cumple (3.1), entonces S(f,lim;_,ocosv(x,t)) y S(f,lim;osenv(x,t)) son clases de Stieltjes,
donde v(z) es la armdnica conjugada de P, xlog f(x) en R2.

Demostraciéon. La condicion (3.1) es equivalente a que log f € L£(dt/(1 + t?)), por lo cual
podemos considerar la extension armonica de log f al plano superior R? dada por

u(z,t) = (P xlog f)(x)

Pt(x):ltzﬂfﬁ(i)

T2 4 22 Tz

es el nucleo de Poisson, y z = (z,t) € R%r. Por el Teorema C.1 se tiene que

donde

11_{% u(z,t) =log f(x), c.d. z € R. (3.3)

Sea v(z) la funcién armoénica conjugada de u(z) en R:. Dado que u+ iv es una funcion analitica

en R?, resulta que
9(2) = exp(u(z) +iv(2))
es una funcién analitica en R?2. Usando la desigualdad de Jensen, obtenemos
1
9(2)] = expu(z) < — [ Pla—y)fm)dy.

por el Teorema de Tonelli

/ lg(x,t)|dx < / f(y)dy para todo t > 0.
R R

Por definicion, la funcién g pertenece al espacio de Hardy analitico H* (]Ri) Por otro lado, el
Teorema C.2 implica que existe una funcion § € £L!(R) de tal manera que

g(x) =limg(x,t), cd. x € R.

t—0
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De (3.3) tenemos que
lim|g(z,t)| = f(2), cd. z € R,

por lo tanto § es una funciéon no idénticamente cero tal que
lim exp(iv(z,t)) = T, c.d. z € R
tli%exp wlx, = ——, c.d. v € K,

de donde se sigue

g(z) = f(z) %i_r)r&exp(iv(a;,t)% cd. v e R.

Ahora por el Lema C.3 se tiene que

/ g(x)e"dx = 0 para todo t > 0, (3.4)

—0o0

Por hipétesis f tiene sucesion de momentos finita, asi que podemos derivar k veces respecto a t
la igualdad en (3.4) para obtener

/ (iz)*g(x)e"™dx = 0 para todo t >0, k > 0.

—0o0

Haciendo ¢t = 0 se obtiene

/ 2*G(x)dr = 0 para todo k>0,

— 00

es decir, g tiene sucesion de momentos nula y por lo tanto también ¢ y Rg, asi que
S(f.lim cosv(e, 1)) y S(f.lim sen vz, 1)

son clases de Stieltjes.

A continuaciéon presentamos el caso cuando la densidad f esta definida en RT.

Corolario 3.7 Sea f una funcion de densidad positiva definida en RT con sucesion de mo-
mentos finita. Si f cumple (3.2) entonces S(f,limy_ocos(v(y/z,t)) + lim;_,o cos(v(—+/x,t))) y
S(f,lim;osen(v(y/x,t)) + limy_o sen(v(—+/z,t))) son clases de Stieltjes, donde v(z) es la ar-
mdnica conjugada de Py f*(x) en RY y f*(z) = |z|f(2?).

Demostracién. Ponemos f*(z) = |z|f(2?) y notamos que f* es una funcion de densidad
definida en R:

/oo [H(x)dx = Q/OOOxf(mQ)dx = 1.

—00
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Ademas la densidad f* satisface (3.1):

0o * 0 [e%) 2
/ —log f7lx) <x>d:c = —2/ logz dx — 2/ 710g[f(x )}dx < o0.
T I o 1+ 22 0 1+ 22

De la demostraciéon del teorema anterior se sigue que

/ 2% |z | f (2%) %1_{% exp(iv(z,t))dx = 0 para todo k > 0,

donde v es la armonica conjugada en R? de u(z,t) = P, x f*(z). Por lo tanto

/OOO " f () {ligg exp(iv(v/z,t)) + exp(iv(—/z, t)))} dz =0, k> 0.

El resultado anterior nos lleva a plantear el siguiente problema abierto.

Problema 1 ;Las perturbaciones obtenidas en el Teorema 3.6 y Corolario 3.7 son distintas a

las obtenidas en el Capitulo 29

3.5 Funciones de variaciéon regular

Esta seccion fue redactada con base a lo escrito en [29]. En la parte restante de este capitulo
suponemos que todas las variables aleatorias son positivas, absolutamente continuas y que tienen

sucesion de momentos finita.

Definiciéon 3.8 La variable aleatoria X estd en la clase de Lin, denotado X € L, si tiene una
funcion de densidad f que es positiva, diferenciable y existe xo > 0 tal que f es decreciente en

[x9,0), ademds

xJ{Eff)) = —xddx(log f(z)) S oo  cuando o < x — 0. (3.5)

En [61] Pedersen muestra que el intervalo de integracion de (3.1) y (3.2) puede ser reemplazado

Lf(l') =

por (—oo, —a)U(a, 00) y por un intervalo de la forma (a, c0) para alguna a > 0, respectivamente;
lo que da pie a considerar la siguiente notacion y definicion.

Notacion 2

1. También denotamos por Lx a la funcion Ly y denotamos por L, a la funcion asociada a
Lxr.
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2. La integral de Krein de una densidad f la denotamos por

oo — | 2
K(a) = /a ?ifsc(f)dw, para un cierto a > 0.

Definicion 3.9 Decimos que X € K. (X € Kg4) si su densidad f asociada es positiva sobre
(a,00) para alguna a >0 y K(a) < oo (K(a) = 00).
Proposicion 3.10 Sea X una variable aleatoria con sucesion de momentos finita.
(1) Si X € K., entonces X es indeterminada.
(1)) Si X € LNy, entonces X es determinada.

Demostracion. La parte (i) esta en |58, Proposicion 3.1|, la cual es extendida en |71, Corolario
2.1]. La parte (ii) se debe a [45, Teorema 2.1]. O

La transformacion dada en (3.5) esté relacionada con las funciones de variacion regular; ver
[14, pags. 1-57], [19], [20, pags. 275-289| y |64, pags. 7-26].
Definicién 3.11 Sea u una funcion medible y positiva sobre |a, 00) para alguna a > 0. Decimos
que v es de variacién regular, denotado por u € VR(p) con p € R, si
u(xt)
u(t)

St p =0 escribimos u € VS.

— x” cuando t — oo para todo x > 0.

Los siguientes lemas contienen algunas propiedades de las funciones de variacion regular.
Lema 3.12 Sea u € VR(p), p € R.

(a) Eziste ¢ € VS tal que
u(z) = zPl(x).

Ademds, si u tiene derivada mondtona u', entonces

xu/ ()
Lu(z) = — S —p, T — 0.
(x) () p, T — 00
Si p # 0 entonces
oo siop >0,
u(z) =

0 st p<0,

cuando T — 00.
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(b) Siu; € VR(p;), i = 1,2, entonces uys + ug € VR(méx{p1, p2}).

(c) logu € VS.

(d) Supongamos que u; € VR(pi), i = 1,2, ug — 00 cuando v — 0o y u(x) = uy(uz(x)).

Entonces u € VR(p1p2)-

(e) SileVS yp<—1 entonces [5° y*l(y)dy < oc.

(f) Sea p >0 yu'(y) =inf{x:u(x) >y}, y > 0. Entonces u=' € RV(1/p).

Demostracion.

(a) Haciendo

tenemos que

@ — 1 cuando t — o0,
((t)
para todo = > 0. Si existe u’ se sigue que
xl'(z)
L =—p— .

Del Teorema de Representacion y la Observacion B.13, ver Apéndice B, se sigue que existe
b > 0 tal que

{(z) = cexp {/ s_le(s)ds} para todo x > b,
b
donde ¢ € Rt y € : R — R es una funcion medible y acotada que cumple €(s) — 0 cuando
s — 0o. Se tiene que ¢'(x) = z7te(x)l(z) y por lo tanto
xl'(x)

Para la dltima parte consideramos p > 0, por el Teorema de Representacion, existe b > 0
tal que

u(z) = xPl(x) = cexp {plnx + /bx s_le(s)ds} ,

dado que €(s) — 0 cuando s — oo elegimos A > 0 suficientemente grande tal que |e(s)| < p/2
si s > A. Por lo tanto

pln:v—l—/ s_le(s)dszplnx—g/ s_lds:gln:B—I—K—Mm
b A

cuando x — oo, entonces u(x) — co. De manera similar se trata el caso p < 0.
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(b) Haciendo un calculo sencillo se tiene

ur(tr) +ug(te)  wui(tr) uy (t) ug(tx) uo(t)
uit) +ua(t)  wi(t) (ul(t)+u2(t)>+ us(t) <ul(t)+uz(t)>
wy(tr)  ug(tx)
uy (1) us(t)

(¢c) Consideramos la siguiente la igualdad,

logu(tz) log (“qfff))u(t)) _ log (u(tz)/u(t))

= 1.
log u(t) log u(t) log u(t) *
Ahora por el Teorema B.11 aplicado a u se sigue
logu(tz) I log (u(tx)/u(t)) flo1

oo logu(t) o log u(t)
(d) Por el Teorema B.11 aplicado a u; y por el hecho de que uy — oo cuando x — oo se tiene

w(ug(te)) _ " ()
t=o0 uy(ug(t)) t=oo  uy(ug(t))
N UL
v=oo auy(y)

Las pruebas de los incisos (e) y (f) se pueden consultar en [14, pags. 23 y 27| y |64, pags. 17y
23|, respectivamente. O

Si el lector desea profundizar sobre las funciones de variaciéon regular puede consultar las re-

ferencias mencionadas.

Dada r > 0, podemos hablar de la r-ésima potencia X" de una variable aleatoria positiva X.
En los siguientes resultados aparecen condiciones para que la potencia de una variable aleatoria

pertenezca a las clases mencionadas.
Lema 3.13 Sea r > 0 y X una variable aleatoria con densidad f. St X € L, entonces X" € L.

Demostracion. Utilizando la Observacién 2.10 y haciendo un calculo sencillo, se tiene

/r—1 f(zV7) 1 _ 11
L, _ Lo /m)-1) 1— = ZL 1/r '
() o ( T + f(zt/m) rx r + r s@)
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0

El siguiente resultado determina cuando la potencia de una variable aleatoria pertenece a la
clase K .

Lema 3.14 Sea r > 0 y X una variable aleatoria positiva con densidad f. Entonces X" € Ky si

y sdlo si
>y H(log f(y*)) ,
1 + y2r

K.(a) = /a =

para alguna a > 0.

Demostraciéon. Utilizando propiedades del logaritmo y haciendo el cambio de variable y = 2/

obtenemos
/OO _log(r—1$2/r—2f(x2/r))dx _ /oo —log( -1 2/7' 2 d N /oo —log 2/T))dx
a 1+ 22 1+ a2 1+ a2
r— 1
y" ' (log f(y*))
. / d

+r 1+ y2r Yy
para todo a > 0, ademas

Je'o) 1

|]|§C/ ‘Ogm‘dx<oo

a 1+ x?

El resultado se sigue de la Observacion 2.10. 0J

A continuacién presentamos una aplicacion sencilla de los criterios de Krein y Lin.
Teorema 3.15 Sea r > 0 y X una variable aleatoria con sucesion de momentos finita.
(i) Si K.(a) < oo para alguna a > 0, entonces X" es indeterminada.
(i1) Si K,.(a) = oo para alguna a >0 y X € L, entonces X" es determinada.

Demostracion. Para la primera parte se utiliza el Lema 3.14 y la Proposicion 3.10 inciso (i).
Para el inciso (ii) se usan los Lemas 3.13 y 3.14 y la Proposicion 3.10 inciso (ii). O

3.5.1 Determinacién y variacion regular

En [76, pag. 947] Stoyanov menciona que las funciones de densidad de la forma (3.6) permiten
estudiar el problema de determinacion de las densidades de tipo exponencial, ya que s6lo basta
dar condiciones en términos de u y v. Aunque el problema se puede estudiar de manera mas
general, nos limitaremos a tomar u € VR(p,) vy v € VR(py), ver [56].
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Teorema 3.16 Sea X una variable aleatoria positiva que tiene funcion de densidad dada por
f(z) = C-u(x)exp{—v(z)}, z>0. (3.6)
con uw € VR(pu), pu > —1 yv € VR(py), pv > 0.
1. Sip, < 1/2, entonces X es indeterminada.

2. Supongamos que u tiene derivada u' y existe x,, > 0 tal que u' y v son mondtonas en [x,, 00).
Si py > 1/2, entonces X es determinada.

La prueba se infiere de la siguiente observacion.

Observacion 3.17 Bajo las hipdtesis del teorema anterior se tiene que X € L, ya que

Ly(a) - 20

y por el Lema 3.12 inciso (a) tenemos

+ 2v'(z) = Ly(z) — v(z) L, (),

Jim Lx(%) = =pu+ po i 0(2) = co.
Dado que logv € SV se sigue que

por lo tanto

( 00 IQPU
K(a) = 0+L 0+/ Lmﬂ d,
por el Lema 3.12 inciso (a).
Si py, < 1/2, se tiene
1 foo yPro—(1/2)p
K(a) = C'+ = y—(y)dy

2 Ja2 1 + Yy
p L 32
< C+§/2W’ ly(y)dy < oo,

por el Lema 3.12 inciso (e); asi X € K. y por lo tanto X es indeterminada.

Si py > 1/2, por el Lema 3.12 inciso (a) se sigue que y**~/2)¢,(y) — oo si y — oo, entonces
para cada N > 0 existe M > 0 tal que yP»—/2)¢, ( ) > N siy > M, por lo tanto

1 ypv (1/2)p yPe (1/2)p ()
K(a) = C'+ < / b LA
(a) +2 T+y 3 1+y
1 po=(1/2)p, 1 N

2 Ja2 1+y 2/ 14y
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Observacion 3.18 Cuando p, = 1/2 la conclusion depende de €. Un ejemplo es {(z) =1 y en
este caso K(a) = oo.

Finalmente consideramos el caso cuando v es suma de dos funciones de variaciéon regular, una

con exponente positivo y otra con exponente negativo.

Teorema 3.19 Sea f una funcion como en (3.6) con u € VR(pu), pu € R y v = v; + vy, donde
V1 € V'R(pl)7 pP1 > 0 Y vy € VT\’,(—pg), P2 > 0.

(i) Si p1 < 1/2, entonces X es indeterminada.

(1) Ademds, supongamos que u, vy y vy cumplen las hipdtesis del Teorema 3.16 inciso (2). Si

p1 > 1/2, entonces X es determinada.

Demostracion. Tenemos que

oo p2P10y (%) + 122Uy (2?)

14 22 a,

K@:O+L

la cual es finita si p; < 1/2, la prueba es similar a la de la Observacion 3.17. Por otra parte si
p1 > 1/2 entonces K(a) = oo, ademas por el Lema 3.12 inciso (b) tenemos que
lim Lx(x) = —pu + p1 lim v(x) = oo,

esto demuestra (ii). O

Observacion 3.20 La conclusion del resultado anterior es independiente de ps.



CAPITULO 4

Distribucion logaritmica skew-normal

Las distribuciones normal y log-normal juegan un papel importante tanto en la teoria como en
las aplicaciones de la probabilidad y estadistica. Sin embargo, cuando se modela un fenémeno

aleatorio complejo, en ocasiones se necesitan distribuciones mas flexibles.

O’Hagan y Leonard fueron los primeros en introducir la distribucion skew-normal, ver [55].
En [5, 6] Azzalini estudia propiedades fundamentales y propone varias generalizaciones, entre
ellas algunas extensiones multivariadas. La distribucion skew-normal multivariada tiene algunas

aplicaciones dentro de la estadistica, ver |3, 7].

Primero nos enfocamos en probar algunas propiedades bésicas de la distribucion skew-normal
v la relacion con el problema de momentos. También estudiamos la distribucion logaritmica
skew-normal, algunas de sus propiedades y su conexion con el problema de momentos, ademas
exhibimos explicitamente clases de Stieltjes para dicha distribucion. Por tltimo, nos apoyamos
en [15] para presentar una aplicacion de ésta, Chai y Bailey la utilizaron como modelo para
analizar datos de la calcificacion de la arteria coronaria.

43
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4.1 Definicion y propiedades de la distribucion skew-normal

Definicién 4.1 Denotamos por ¢ y ® a la densidad normal estdndar y la distribucion normal
estandar, respectivamente. Dada N\ € R fija, decimos que una variable aleatoria X, tiene dis-
tribucion skew-normal, denotado por SN(X), si Xy ~ f\ donde fi(x) =2¢(x)P(A\x), z € R.

[=s]
s
—  lambda=0
e Jambdar0.2
=== |lambda=04
——=  lambda=0.6
& = lambda=0.8
o | -—-—  lambda=1
L R TrRE
il
= o
o~
&
o :
218 ;
I I T

Figura 4.1: Grafica de la distribucién skew-normal con diferentes parametros.

Dado que ¢ es una funcion par se tiene que ®(z) + ®(—z) = 1, z € R. El siguiente resultado

muestra que f) es efectivamente una funcion de densidad.
Proposicion 4.2 f, es una funcion de densidad sobre R.

Demostracion. Para todo A € R f) es positiva, ademas

/O; A@)dr = /UOOng(x)(ID()\x)dx+ /OOOQQS(x)(I)()\x)dx

0

- /OOO 20(z)P(\x)dx — /OO 20(—x)P(—Az)dz
Az)|dx

(e 9]

- /O"‘)ng(x)[@(m)m)(_ Dlde = [ 26(x)de = 1.
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O

Ahora estudiamos propiedades fundamentales de la distribucion skew-normal. Sea Z una
variable aleatoria con distribuciéon normal estdndar y denotemos por 2 la igualdad en distribu-
cion. El siguiente resultado presenta una recopilaciéon de algunas propiedades conocidas sobre la

distribucién en cuestion.

Proposicion 4.3 Para A € R sea § = N\/vV1+ X y Xy ~ SN(N). Entonces son vdlidas las
stquientes afirmaciones

1. SN(0) = N(0,1).
2. |1X,\ £ |2|.

3. X} ~ X3, donde x? denota una variable aleatoria con funcion de distribucion ji-cuadrada

con un grado de libertad.
4. =X\ ~ SN(=M\), o equivalentemente — X 4 X
5. La funcion generadora de momentos de Xy es My(t) = exp(t?/2)®(dt), t € R.

6. La funcion caracteristica de X es Wy(t) = exp(—t2/2)(1 +1i7(dt)), t € R donde
= [\ 2/2)dy y T(—x) = — todo = > 0.
(@) = [ \2/mexp(y?/2dy y r(—w) = ~r(z) para todo o >

7. SN(X) es la distribucion condicional de U dado V. < AU, donde U y V' son wvariables
aleatorias independientes con distribucion normal estandar.

8. Xx -5 |Z| cuando X — 0o y Xy % —|Z| cuando A — —oo (convergencia en distribucion,).
Demostracion.
1. Es claro.
2. De la Proposicion B.6 inciso (4) se sigue
i (2) = 26(2)D(00) + 26(—2)B(—Az) = 20(x), & > 0.

3. Por la Proposicion B.6 inciso (5) se sigue

~1/2
fx2(z) = V(2% = x\/z_/ex/Q, x> 0.
I
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4. Utilizando la Proposicion B.6 inciso (6) se sigue
f-x,(2) = 2¢(=2)®(=Ax) = 2¢(2)D(—Az).
5. Se sigue de la Proposicion 4.9.

6. Reescribimos la funcién generadora de momentos M),
2 2 2 2 1 ot
My\(t) = 2e"2®(6t) = 2¢"/ 5 +/ ¢(x)dx ), t €R.
0

Sea v* el segmento de linea que va de 0 a dti, es decir v* consiste de los puntos Z = yz,
donde y € (0, t). Entonces la funcién caracteristica est4 dada por

\I’t(t) = M, (Zt)

= 202 (; + A cb(é)dg)

e /2 (1 +2i / — Py, teR
o .

7. De la definicion de funcion de distribucion condicional y de la hipotesis se sigue
PlU < x,V < M|
2 _ <
ovow (@) P[V < U]
1= 1 fov (u, v)dudu
J75% fﬁf; fov(u,v)dvdu
S0 25 d(u)g(v)dvdu
)o(v)

I S p(u)p(v)dudu
_ [7 o &(u)P(Au)du
J%% d(u ) (>\U)du
= 2/ O (Au)du,

donde fyy es la funciéon de densidad conjunta de U y V.

8. Se tiene
1 st x>0,

P(Ax) =>< 0 si x<O,

1/2 si x=0.
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cuando A — 0o, entonces
20(x) si x>0,

fxz) =130 si x <0,

1/V2r si x=0,

cuando A — oo. Por lo tanto f\ — fiz c.d., entonces X N |Z]. Analogamente cuando
A — —o0.

OJ

4.1.1 El problema de momentos de la distribuciéon skew-normal

Por la Proposicion 4.3 inciso (5) la funcion generadora de momentos M, (t) de la distribucion
skew-normal existe para todo ¢ € R. Esto implica que para cada A € R, la distribuciéon skew-
normal es determinada, ver [28, 46]. En [10] Berg considera el problema de momentos de las
potencias de la distribucion normal estandar y obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 4.4 Sea Z ~ N(0,1). Entonces se cumplen las siguientes propiedades:
(a) Z" es indeterminada para todo entero impar mayor que 1.

(b) Sea r >0, |Z|" es determinada si y solo sir < 4.

Para obtener algunas propiedades béasicas de la distribucién skew-normal necesitamos el si-
guiente resultado de Arnold y Lin, ver [2, Lema 2].

Lema 4.5 Se satisface el siguiente comportamiento asintdtico de P,

lim —In(®(—2)) :l

T—00 ZEQ 2 )

Demostraciéon. Aplicando un par de veces la regla de I.’Hopital obtenemos

—hl-@)] . @)/ 1 1
Jim 2 —JEEOW‘NI% (Hx?)'

OJ

Vamos a estudiar el problema de momentos de potencias de la distribuciéon skew-normal y pro-

bar que dicha distribucion tiene las mismas propiedades descritas en la Proposicion 4.4. Tenemos
los siguientes resultados.
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Teorema 4.6 Sea A € R y X, ~ SN(A). Entonces
(a) X} es indeterminada para todo entero impar mayor que 1.
(b) Sear >0, | X,\|" es determinada si y sdlo si r < 4.

Demostracion.  De la Proposicion 4.3 inciso (2) y la Proposicion 4.4 inciso (b), se sigue
(b). Para probar (a), sea Y,, = X, donde n es un nimero impar mayor o igual a 3, y por la
Observacion 2.10 la funcion de densidad de Y,, es

2 1 1 1
gn(y) =yl Yo(y=)@(A\y7), y e R

Utilizando el criterio de Krein basta probar que

0 —1Ing,(y) 0 —1In g,(y) 0 —1Ing,(y)
— I\ g :/ ——In\d g / — I D gy =T+ 11 < o0,
/—oo 1+ Y=y 1+ g2 yr oo 142 Y * >

para n impar mayor que 1.
Primero consideramos A > 0. Para estimar la primera integral, notamos que % < P(z) <1
para x > 0 y se tiene que

/oo ~In2 42+ (1— 1)y —Ing(y»)
0

I d
1+ y? Y
2/n
B /oo —1n%+ln2—1n\/%+(1— Dny — & ]
= Yy < 00,
0 1+ 9?2
para n > 3. Para estimar la segunda integral, escribimos
0 1+ y?
B /00 —In2+(1-4)ny— In ¢(yr) — ln@(—Ay%)d
=/ o Y.

Por el Lema 4.5 se tiene que existe A > 0 tal que —In ®(—Ay'/") < CA%y?/" +1siy > A, por lo
tanto

0o —In ®(—Ay'/™) oo y2/mn
dy < Cr+ O | dy < oo,
/0 1+ 42 Y=L s T+? Y < o0
para n > 3. De manera similar se trata el caso A\ < 0. 0

4.2 Distribucién log-skew-normal

A continuacién presentamos la definiciéon de la distribuciéon logaritmica skew-normal.
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Definicién 4.7 Una variable aleatoria positiva Yy tiene distribucion logaritmica skew-normal,
denotado por Yy ~ LSN (M), si la variable aleatoria InY) tiene distribucion skew-normal. Asi, la
funcion de densidad de Yy es

a(y) = icb(lny)@(ﬂny), y > 0. (4.1)

Observacién 4.8 Si A =0 entonces LSN(\) = LN(0,1).

LOG-SKEW-NORMAL: LAMBDA =0 LOG-SKEW-NORMAL: LAMBDA = 1
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Figura 4.2: Graficas de la distribucion log-skew-normal con diferentes parametros.

La variable aleatoria Y, ~ LSN(A) tiene momentos finitos de cualquier orden, de hecho, en el
siguiente resultado damos una féormula explicita para E[Y{] = E[e!*], t € R, donde X es una

variable aleatoria con funcién de distribucién skew-normal.

Proposicién 4.9 Sea Y\ ~ LSN()\), A € R. Entonces el momento E[Y]] de orden t € R, estd

dado por

donde 6 =

A

my(\) = E[Y{] = E[e"] = 2¢7°20(5t)

1+22°
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Demostracién. Notamos que e//2¢(x —t) = e p(x) para todo t € R, asf
Ele®) = 2 [ o(@)@(a)ds
— 2 t2/2/ oz — 1)P(\r)dz

ert
— 9¢t°/2 (/ / dydx)
/\a: (z+t)
= 2¢°/2 (/ / y)dydx + / /}\m dydx)
9 x—l—t
= 2¢/? ( —I—/ / dydac)
2 A\

Ahora consideramos el cambio de variables

x\ [cosa —sena) (I
Y ~ \sena  cosa g/’

donde tan « es la pendiente de la recta y = Az; por lo tanto

5 oo At cos o
pe] = 2 (G4 [ ot [ oan)

At cos o
= 28/ </ ¢(g)d§> = 2¢"°/2P (At cos ).

—00

Notamos que Atcosa es la distancia entre las rectas y = Az y y = A« + t); por geometria

elemental cos @ = ———. O
1422

De la Seccién 2.3 sabemos que la distribucion log-normal estandar es indeterminada, esta
propiedad también es valida para LSN(A).

Teorema 4.10 Para cualquier A € R, la variable aleatoria Yy ~ LSN(X) es indeterminada.

Demostracion. En esta ocasion usamos el criterio de Krein. Basta mostrar que

> —In g\ (y?)
K1) = / I
(1) 1 1+ y? J

= Il—|—]2+13+]4<00,

donde

o —In2 _/00 21ny

L= ="y
T 142 4 1+y



4.3. CLASES DE STIELTJES PARA LA DISTRIBUCION LSN

© —lnep(21 © —In®(2A1
e A =

1+ 2 1+ y?

Notamos que I; < oo, ademas

oo | 00
QSQ/E%@:HPmﬂmzﬂ®,
1y 0

de manera similar se ve que I3 < oo. Por otro lado, si A > 0 entonces ®(2AIny) >

y > 1, asi

© In2
]</ dy < oo.
=/ 1—i—y2y >0

1
2
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cuando

Si A < 0, por el Lema 4.5 se tiene que existe A > 1 tal que —In®(2A\Iny) < CA*(lny)? siy > A,

por lo tanto

o 2
QSQ+CVA (Iny)

1—|—y2dy< 00.

4.3 Clases de Stieltjes para la distribucién LSN

En esta seccién volvemos a mostrar que la densidad g, dada en (4.1) es indeterminada pero

usamos el método de Stoyanov al mostrar una clase de Stieltjes con centro g,. Antes de construir

una clase de Stieltjes para la distribucion SLN(X) con A > 0, necesitamos algunos resultados.

Primero consideramos la funcion p definida como sigue

£(x) P(Alnz)
0, c.d.

donde ¢ es la funcion de densidad de la log-normal LN (0, 1):

L(z—1) SeN[r In(z—1)] r>1
p(e) =

11 1
((a) = 5= eXp {—5(111 1:)2} ., x>0
0, xz < 0.

Proposicion 4.11

1. p es continua en (1,00).

2@%
L(z—1) L(z—1)

L(z—1)
12

1+1 In(z(z—1
>+2(( )):W, S’LI>1

(4.3)

(4.4)
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Demostracion.

1. Las funciones ag&;)l), sen[mIn(x — 1)] y 1/®(AInz) son continuas en (1,00), por lo tanto p
es continua en (1, 00).

2. Si z > 1 entonces

lx—1) x 1 9 9
G = 7oqo |5(na)? — (e —1))?)

T T %ln(x(mfl))

- ()

r—1 rz—1
T 1+ 3 In(z(z—1))
B (x — 1) ‘
3. Del inciso anterior tenemos « D

T —
o = (@)

donde h(z) = (14 3 In(z(x —1)))In(z/(z — 1)), afirmamos que

lim h(z) = —oo y lim h(z) = 0.

r—1t T—00

Se cumple que lim, i+ In(z/(z — 1)) = —lim,_,;+ In(1 — 1/x) = 0o, ademés

lim (1 + ;hl([lf(:t - 1))) = 1+ ; lim (Inz 4+ In(z — 1)) = —o0,

z—1t r—1t

por lo tanto lim,_,;+ h(z) = —oc.
Ahora

h(z) =In (x - 1) /1 +(1/2) llll(x(x -1))

Utilizando la regla de L’Ho6pital se sigue

. o 2x(14 %ln(m(:ﬁ —1)))?
A hie) = i = e T
— Im 2(1+ %ln(x(x —1)))?
T—00 20 — 1
~ lm (22 —1)(1 + 5 In(z(z — 1)))
z—00 x(x—1)
_ o 221 L mGEE-1)

oo p(x —1) 2220 gz —1)
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El siguiente resultado muestra que p es una funcion acotada.
Lema 4.12 Eziste una constante ¢ > 0 tal que |p| < ¢ en R para cada \ > 0.

Demostracion. Se puede ver que

_ [z —1)sen[m In(z — 1)] l(x—1) 1 lx—1)
=@ o) |<| @) ‘(I)()\ln:z:) = 2‘ @)

() , x> 1.

Dado que ¢(x — 1)/¢(x) es continua en (1,00) y acotada en vecindades de 1 y oo, se sigue el
resultado. 0

Teorema 4.13 Sea g = gy la funcidn de densidad dada en (4.1) con X\ >0 y p(x) = (1/¢)p(x),
x > 0. Entonces la familia de funciones

S(g:p) ={9: () =g (x) 1 +ep(z)], >0, e <1}
es una clase de Stieltjes con centro g y perturbacion p.

Demostraciéon. Para x > 1 tenemos

g(x)p(x) = ;cb(lnx)®()\ln(x))g(?(;)l)Seng(lill(jx_) U
2

— Ef(x — )sen(wIn(z — 1)).

Escribimos % = Y (f) (x — 1)7. Por (2.9) tenemos

1
c

/100 2*g(a)p(z)de = zk% (j) /100(x —1)74(x — 1) sen(r In(z — 1))dz = 0

para todo k£ > 0. 0

4.4 Posibles extensiones
1. En esta seccion usamos los siguientes resultados que aparecen en [5, 47|, respectivamente.

Lema 4.14 Sea f una funcion de densidad par no negativa y G una funcion de distribucion
absolutamente continua tal que G' es par. Entonces 2G(\y)f(y), y € R, es una funcion de
densidad para cualquier A € R.
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Teorema 4.15 La funcion de densidad g : R — R satisface la ecuacion funcional
g(x — 1) = e7Pe%g(x), z €R,

si y solo si existe una funcion ¢ : R — R de periodo 1, no negativa, tal que ¢ € £1(0,1),

1 o
ola) = = (@),

/Ole(x, 1/2) (@) = 1,

donde la funcion 6 estd dada por

0(1; t) — Z 6—47r2n2t+27rniac
R .

nez

Estos resultados dan pie para considerar las siguientes funciones de densidad.

Definiciéon 4.16 Sean 11,1, : R — R funciones pares que satisfacen las mismas condi-
ctones que la funcion ¥ en el teorema anterior. Dada A € R fija, decimos que una vari-

able aleatoria X, tiene distribucion skew-simétrica normal si su densidad es fy(x) =
20(x)1 () [ s (y)p(y)dy, donde ¢ es la densidad normal estdndar.

Definicion 4.17 Una variable aleatoria Yy tiene distribucion logaritmica skew-simétrica

normal si la variable aleatoria In'Y) tiene distribucion skew-simétrica normal, es decir, la

densidad de Yy es
Alnz

() = 2ol aiting) [ valu)oo)dy (4.5

—00

El siguiente resultado es el analogo de la Proposicion 4.9.

Proposicion 4.18 Para cualquier X € R fija, la variable aleatoria Y con funcidon de den-

sidad (4.5) tiene la funcion generadora de momentos

BV = 2| [ s+ 0G0

5t
et l/ / y)1(xcosa — ysena + t)hy(rsena + ycosa)dydzr| , t € R,

donde G(Az) = [ ¥a(y)o(y)dy.
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Demostracion. Procedemos como en la demostracion de la Proposicion 4.9.

oo Ax
2/ e (x)p(a )</ wz(y)¢(y)dy> dx
- Az+ At
2¢! /2/ Bz (z + 1) (/ wz(y>¢(y>dy> da
Az %) Ax+At
= 22 {/ d(@)Y1(z + 1) (/ ¢2(y)¢(y)dy) d96+/ d(x)1(x +t) (/ wz(y)¢(y)dy> dx}
— oo —o0 — oo Az

oo ot
2¢t°/2 |:/ o(x)Y1(x + t)G(Ax)dx + / / d(x)d(y)h1(x cosa — ysen o + t) o (x sen o + y cos a)dydat] ,
— 0o oo JO

B[Yy]

donde hemos hecho el mismo cambio de variables que en la Proposicion 4.9, asi que

1 A
—, sena = —F/———.
V14 A2 V14 A2

cCos o =

En particular, la sucesién de momentos de Y, es:

on
E[Y]] = e"'/? [1 + 2/ / (y)11(x cosa — ysen a)hy(z sen a + y cos a)dydm] )

(4.6)
n € Z. Por las condiciones impuestas a 1, y ¥y, se sigue que se pueden representar como
series cosenoidales y la expresion (4.6) se puede reducir méas. Consideremos el siguiente

ejemplo.
Ejemplo 4.19 Si ¢y =1y s(z) = 302, a, cos(nx) obtenemos
E[Y] = ¥/ [1 + 2/ /M (y)2(x sen v + y cos a)dyd:v]
= V24 2e" Z an /_o:o /Oén o(x)p(y) cos(nx sen ) cos(ny cos a)dydx
— 2¢"? i an /jo /6n o(z)P(y) sen(nx sen o) sen(ny cos a)dydx

on

= "2 42" Z an/ ) cos(nx sen a)d:c/ o(y) cos(ny cos a)dy
0

on
— 2e7? Z an/ ) sen(nx sen oz)dx/ o(y) sen(ny cos a)dy.
0
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Ahora utilizando el hecho que ¢ es una eigenfunciéon de la Tranformada de Fourier i.e.

$(€) = ¢(€) donde ¢(&) = [, d(z)e da, € € R, se sigue

00 oo ptnzSCIl a —inz SCIl o
/ o(z) cos(nrsena)dr = / ‘ +26 o(z)dx
1 [e'e] . oo .

— 5 (/ e*l(fnxsena)(b(x)dx +/ 6zanena¢(x)dx)
= ¢(nsena),

de manera similar se obtiene

/ ¢(z) sen(nx sen a)dx = 0.
Por lo tanto
on
E[Y)] = e" 2/2 [1 +2 Z an@ nsena)/ ¢(y) cos(ny cos a)dy| .
n=0

2. Sea (Z1, Z3) un vector aleatorio con distribucién normal bivariada, esperanza (0,0), varianza
var(Z;) = 1, (i = 1,2) y coeficiente de correlacion p € (—1,1). El siguiente resultado se

encuentra en [8, Seccion 3.2].

Proposicion 4.20 La distribucion condicional de Z, dado Zy es SN(\(p)), donde \(p) =
p/1—p2. En general, para cualquier a € R fija, la distribucion condicional de Zy dado

Zy > a, tiene funcion de densidad

—a

foate) = (-0 (o) (=

Demostracion. El resultado se sigue de la definicién de distribuciéon condicional y del

+ A(p):c) , zeR. (4.7)

siguiente calculo

P[Zl < 33'722 > CL]
FZ1|Z2>G(:C> = P[ZQ > a]

= [2m\/1—p / / exp[ 2(1 ey (u —2puy+y)]dydu

— [2n 1—p2q>(—a)]*1/_ exp< /Ooexp[ o pp;Z]dydu

- _owe (\/% +A(p )u> du.
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Sea a € Ry Y, ) una variable aletoria positiva tal que InY,  tiene funciéon de densidad

aua) = (- oo (4 X)) >0 (15)

Teorema 4.21 Para toda a € R, Y, \ es indeterminada.

Demostracion. La prueba es andloga a la del Teorema 4.10. U

Asimismo podemos construir una clase de Stieltjes con centro en g, y. Primero consideramos

la funcion ¢ definida como:

L(xz—1) SeN[r In(z—1)]

1
_ @) . AT
a(x) = 2( 0 ne) (4.9)
0 ,x <1

donde ¢ es la funcion de densidad log-normal LN(0,1).

Lema 4.22 Para p € (—1,1) existe una constante ¢ > 0 tal que |q| < ¢ en R.

Demostracion. Sixz > 1 tenemos

i) <5 ,
é(l’) Q)( —a )
1—p2
ya que
o——2 ) <o ——L 1A
e — nx
Vi) = \visg )
el término de la derecha se acota usando la Proposicion 4.11 incisos 2 y 3. 0

Teorema 4.23 La familia de funciones

S (far @) = {fe (@) = far (@) [L +eq(2)], 2 >0, [e] <1}

es una clase de Stieltjes con centro en f,\ y perturbacion q(x) = @, x > 0.

Demostraciéon. La prueba es analoga al Teorema 4.13. 0J
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3. Sea g una funcién de densidad par y 7 una funciéon medible que satisface
0<7(z)<lym(xz)+n(—z)=1cd enR.

Dada A € R fija, decimos que una variable aleatoria X,  tiene distribucion skew-normal-
generalizada, denotado por X, ~ SNG(A), si Xy ~ fra donde fra(x) = 2g(z)m(Ax).

Observacion 4.24 Como en la Proposicion 4.2 se puede ver que, fr\ es una funcion de
densidad sobre R.

Definicién 4.25 Una variable aleatoria positiva Yy ) tiene distribucion logaritmica skew-
normal-generalizada, denotado por Yy ~ LSNG(N), silnY; x ~ SNG(N). La funcion de
densidad de Y,  es

graly) = ; (lny)r(Alny), y > 0. (4.10)

Teorema 4.26 Sea A\ € R, si 7 y g satisfacen

/Oolng(2lny ’ '/00 In7(2A Iny)
1

— 27 d
1+ 4?2 1+ y? Y

< 00,

entonces la variable aleatoria Y, \ es indeterminada.

Demostracion. La prueba es andloga al Teorema 4.10, remplazando ® y ¢ por 7y g¢
respectivamente. O

4.5 Aplicacién de la distribuciéon logaritmica skew-normal

En esta seccion nos apoyamos de [50] para redactar los siguientes parrafos.

Cabe mencionar que esta distribucion tiene conexiéon con un modelo probabilistico en la calcifi-
cacion de la arterias coronarias (CAC). La enfermedad coronaria arterosclerdtica continua siendo
la principal causa de muerte en occidente. La Asociaciéon Americana del Corazon estima que
cerca de 71 millones de personas son afectadas por enfermedades cardiovasculares en los Estados
Unidos y que a su vez, éstas son responsables del 30% de las muertes totales en ese pais. Los
costos generados de forma directa e indirecta, pueden ascender a cifras astronémicas de hasta 60
billones de délares s6lo en los Estados Unidos. Debido a la transicion epidemioldgica, la preocu-
pacion prioritaria dentro de las politicas de salud publica debe ser el diseno e implementacion de
métodos adecuados de tamizaje para enfermedades cardiovasculares, ver [68].
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La presencia de calcio en las arterias coronarias, ver [40], es un excelente indicador de arteroescle-
rosis, un sindrome caracterizado por el deposito e infiltracion de sustancias lipidicas en las paredes
de las arterias, y se ha asociado como factor de riesgo independiente para futuros eventos corona-
rios, por lo tanto la evaluacion de su utilidad como método de tamizaje es de especial importancia,
ver [16]. Sin embargo, a pesar de su utilidad como predictor de eventos coronarios, su relacion

con la existencia de lesiones estenéticas hemodindmicamente significativas permanece incierta.

La nueva generacion de tomoégrafos multidetectores permite la detecciéon y caracterizacion del
calcio coronario, asi como la obtencién de estudios angiograficos coronarios de alta calidad y
resolucion, ver [21]. Sin embargo, a pesar de esta ventaja técnica, en la literatura médica atin no

se encuentra un consenso acerca de la relaciéon de estos dos parametros, ver |24, 44].

En particular, existe un debate en torno a la forma ideal de tamizaje por iméagenes para
pacientes fuera del grupo de alto riesgo, debido a la calidad de las imégenes y su capacidad
de caracterizar lesiones asi como la dosis de radiaciéon recibida. Por esta razon, se estudia el
comportamiento de los niveles de calcio coronario en funcion de la angiografia coronaria por

multidetectores.

Esta informacion puede ser de vital importancia en el disenio e implementacion de métodos de

tamizaje de pacientes con enfermedad coronaria.

La arteroesclerosis es una enfermedad inflamatoria cronica que afecta de manera ineludible
todos los lechos arteriales incluyendo no soélo los vasos coronarios, sino la aorta toracica y ab-
dominal, vasos mesentéricos, carotidas, vasos renales y periféricos, ver [67|. Esta enfermedad es
un proceso de envejecimiento, endurecimiento y degeneracion de la pared de las arterias que so-
breviene con los anos, aunque también puede afectar a personas relativamente jovenes, debido a
algunas enfermedades y a alteraciones que afectan a los tejidos de la parte interna de la pared de
la arteria. La placa de ateroma esta formada de colesterol, productos de desecho, células, calcio
y fibrina. La pared de la arteria se engruesa y pierde su elasticidad, y puede llegar a obstruirla
totalmente. La arterosclerosis es una enfermedad lenta y progresiva, pero tiene el potencial, a
veces, de progresar rapidamente.

Resulta de una compleja interaccion entre factores genéticos y ambientales que llevan a que
la pared arterial responda a diferentes estimulos de tipo inflamatorio, a través de las acciones
de las células endoteliales, células musculares lisas, plaquetas y células inflamatorias. Estas a
su vez producen una gran variedad de sustancias tales como factores de crecimiento, citoquinas,
enzimas y radicales libres, las cuales alteraran la estructura de la pared arterial y finalmente
llevaran al desarrollo de la placa arteroesclerética. La placa se encuentra compuesta de varias
cantidades de células musculares lisas, macrofagos, linfocitos T, ésteres de colesterol, fosfolipidos
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v tejido conectivo extracelular. Esta estructura forma la matriz extracelular que incluye también
coldgeno, proteoglicanos y la matriz pericelular formada por fibronectina y fibras de elastina,
[81]. La placa contintia su crecimiento paulatino hasta incluso, llegar a obliterar el lumen del

vaso, reduciendo el flujo sanguineo y causando diferentes tipos de manifestaciones clinicas, ver

[36].

La enfermedad arteroesclerética cardiaca es la principal causa de muerte en el hemisferio
occidental y en los paises industrializados. Los mayores esfuerzos en recursos econdémicos y
cientificos han ido encaminados en las ultimas décadas al tratamiento de sus complicaciones
tales como el infarto agudo del miocardio, la angina, muerte stubita y falla cardiaca. Esto se
refleja en el desarrollo de técnicas de diagnostico invasivas y no invasivas, cirugias de puentes
coronarios, procedimientos percutaneos como la angioplastia y colocacion de “stents”. Cabe
pensar entonces que una mejor alternativa seria enfocarse en la prevencion del desarrollo de la
enfermedad mediante la deteccion de aquellos pacientes en riesgo.

Ahora mencionamos, de forma breve, los modelos utilizados en el analisis de los datos de CAC.
El modelo Tobit [79] fue propuesto por James Tobin (1958) para describir la relacion entre una
variable aleatoria dependiente no negativa y; y una variable aleatoria independiente (o vector)
Z;.

Matematicamente, el modelo se ve como sigue

0 siw; <0
P = - 4.11

donde w; es una variable latente (i.e. no observable), tal que w; = x]3 + &;, ; ~ N(0,0?).
Ademés y;, i = 1,...,n, denota el resultado observado, z; € R¥ denota los valores de k variables
explicativas para la i-ésima observacion, = (f31, ..., B)T denota los parametros de regresion y ¢;
denota el i-ésimo término residual.

En 1971 Cragg propone un modelo alterno al de Tobin, ver [17]. Formalmente, la funcion
de densidad de un resultado y; bajo la especificacion de Cragg se puede expresar de la siguiente

forma
9(i) = pili + (1 = pa) [ (i) (4.12)

donde [; es la funcion indicadora que toma el valor uno si y; = 0 y cero en caso contrario, p; es
una probabilidad y f* es una funcion de densidad con sop(f) C R*.
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Moulton y Halsey [34] generalizaron el modelo anterior como sigue
9(ys) = [pi + (L= pi) FH (D)L 4 (1= pi) [ (i) (4.13)

donde T > 0 fijo y F'" es la correspondiente funcion de distribucion de f.

Haciendo
p; = Ply; = 0] = (I)(_x&)lﬂ(l)); Ty €z, 5(1) cpB
log(yi|y; > 0) ~ SN(CL’&)M 8), @y C x4, By C P
donde los datos observados y; son variables aleatorias idénticamente distribuidas e independientes,
el conjunto de variables explicativas z(j) = (2(jy1, ..., Z(j)n)T con j = 1,2.

El modelo probit/log-skew-normal desarrollado se utiliza para el andlisis de los datos de la

CAC.






Conclusiones

El objetivo principal de esta tesis fue analizar la definicion de clase de Stieltjes y sus propiedades
basicas. También, se obtuvieron algunas técnicas para construir clases de Stieltjes a partir de
una dada. La finalidad de dicha definicién fue resolver la unicidad del Problema de Momentos.

Gracias a algunas herramientas del analisis complejo, entre ellas la integraciéon compleja, se
obtuvieron perturbaciones y como efecto fue posible construir explicitamente clases de Stieltjes
cuyos centros son funciones de densidad muy conocidas en probabilidad y estadistica. Es impor-
tante mencionar que el Teorema 2.2, que nos permitié construir estas perturbaciones, es nuevo,
ver [51].

Otro aspecto nuevo es que a partir del criterio de Krein se pueden obtener clases de Stielt-
jes. Por otra parte, a partir de un resultado de Perdersen [61], se pudo debilitar el intervalo
de integracion de (3.1) y (3.2); ademés mostramos la relacién que existe entre el problema de
determinacion y las funciones de variacion regular y asi estudiar funciones de densidad de la
forma (3.6).

Estudiamos algunas propiedades de las distribuciones skew-normal y log-skew-normal LSN;
ademés analizamos el Problema de Momentos para tales distribuciones, y exhibimos clases de
Stieltjes cuyo centro es la distribucion LSN.
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APENDICE A

Teoria de la Medida

En este apéndice recordamos algunas definiciones y teoremas de la Teoria de la Medida, nos
apoyamos en |26, Capitulos 10, 11].

Lema A.1 (Lema del promedio) Sea (X, S, ) un espacio de medida. Dada k > 0 y una

funcion integrable f tal que ‘ﬁ Ie fd,u‘ < k para todo E € S con 0 < u(F) < 4+00. Entonces
lfIl <k cd rel p.

Definicion A.2 Sea (X, S) un espacio medible. Una medida con signo en (X, S) es una funcion
conjuntista v : S — R tal que:

1. v(2)=0.

2. v toma a lo mds uno de los valores extendidos +00 0 —o0.

3. Si (E;) es una sucesion disjunta de elementos de S, entonces: v (U2, E;) = Y%, v(E;), en
donde la igualdad anterior se debe entender como sigue:

Si v (U2 E;) | < 400 entonces la serie converge absolutamente y si v (U2, E;) | = +oo,

entonces la serie converge (en el sentido extendido) a +00 0 —oo (respectivamente).

Decimos que v es finita si [V(E)| < 0o para todo E € S y es o-finita si existe una sucesion

(E,) de elementos de S tal que X =2, E, y |v(E,)| < 400 para todo n.

65
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Definicion A.3 Sea (X, S) un espacio de medida, i, : S — R una medida y pz : S — R
una medida con signo. Decimos que s es absolutamente continua con respecto a (1, denotado
por e K 1, si po(E) =0 siempre que 1 (E) =0, E € S.

Teorema A.4 (Radon-Nikodym(1930)) Sean (X,S) un espacio medible, n : S — R una
medida o-finita y v : S — R una medida con signo o-finita tal que v < p. Entonces existe
una funcion medible f tal que v(E) = [p fdu para todo E € S. Si eziste f medible tal que
v(E) =[x fdp para todo E € S entonces f = f c.d. rel. p.

Definicion A.5 Sean (X, S) un espacio medible, pn: S — R una medida o-finita yv: S — R
una medida con signo o-finita tal que v < p. La dnica funcion (rel. p) f medible que satisface
v(E) = [ fdu para todo E € S se llama la derivada de Radon-Nikodym de v con respecto a p y
se denota f = %[M (lp] abrevia la expresion c.d. rel. ).

A continuacién enunciamos algunas propiedades de la derivada de Radon-Nikodym. Por
simplicidad nos restringimos al caso de medidas o-finitas.

Proposicion A.6 Sean (X, S) un espacio medible, v, vy, vo, p y S — R medidas o-finitas
entonces:

1. Sty < puyve <, entonces vy + o K |1y

d( + 1) _dn + %[M]'
du du — dp

2.5 p<Lvyr L uentonces: p << Ly
dp _ (de) (v,
dp  \dv) \du Hl-

3. Siv y u son equivalentes i.e. v <y p <K v, denotado por v < u, entonces

v <{x €X: ;l:(x) :0}> 0, Z‘lj - (3:)1 .

En adelante consideramos un espacio medible (X, .S5).

Proposicién A.7 Sip es una medida sobre S y f : S — R es una funcion medible no negativa,
entonces v : S — R definida por v(E) = [ fdu es una medida con signo.
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Por otra parte, una funcion de distribucion F (ver B.3) genera una medida de probabilidad
i sobre los borelianos de R. Esto se hace de la siguiente manera:

Primero se define la medida de los intervalos de la forma (—oo, z:
pr((=00,2]) = F(z).

De donde es natural poner up((a,b)) = F(b) — F(a), a,b € R, a < b. Posteriormente se
extiende up al dlgebra de las uniones finitas disjuntas de conjuntos de la forma (a,b|, a,b € R,
a < b. Finalmente usamos el teorema de extensiéon de Caratheodory para definir pp sobre los
borelianos de R.

Reciprocamente, si se tiene una medida de probabilidad p sobre los borelianos en R se puede
definir:

F(z) = p((—o0,z]), = € R.

Esta funcién asi definida es una funcion de distribucion y la medida que se genera a partir de
ella, como se mencioné anteriormente, coincide con pu.

En otras palabras, hay una correspondencia uno a uno entre las funciones de distribuciéon y
las medidas de probabilidad sobre los borelianos de R.

Definicion A.8 Se dice que una funcion de distribucion F es absolutamente continua con res-
pecto a una funcion de distribucion G, si la medida generada por F es absolutamente continua

con respecto a la medida generada por G, y se denota por F < G.

Del teorema de Radon-Nikodym se deriva inmediatamente el siguiente resultado:

Proposicion A.9 Sean F' y G dos funciones de distribucion, entonces F' es absolutamente con-
tinua con respecto a G si y solo si existe una funcion medible no negativa f tal que F(x) =
IZ f(y)dG(y) para cualquier x € R.

Definicién A.10 (Medidas producto) Sean (X, F) y (Y,G) dos espacios de medida. Intro-
ducimos el espacio producto (X X Y, F ® G), donde F @ G es la o-algebra de subconjuntos de
X XY generada por F X G, es decir, o(F x G) = F®G.

Definicion A.11 Sea H C X xY y x € X, definimos la x-seccion de H (denotada por H,)
como el subconjunto de Y dado como sigue: H, = {y € Y : (z,y) € H}. De manera similar

podemos definir la y-seccion de H (denotada como HY), como el subconjunto de X dado como
sigue: HY ={zx € X : (z,y) € H}.



68 APENDICE A. TEORIA DE LA MEDIDA

Se puede probar que si H € F ® G entonces H, € Gy HY € F. El siguiente resultado nos
garantiza la existencia de una medida en el espacio producto con la propiedad de que la medida
de rectangulos medibles es el producto de sus medidas.

Teorema A.12 (De la medida producto) Sean (X, F,pn) y (Y,G,v) dos espacios de medida o-
finita, entonces la funcion conjuntista ™ : F @ G — R definida por:

w(H) = [ v(Ho)dp = [ p(H")dv

es una medida o-finita, y es la inica medida sobre F @ G con la propiedad de que: m(A X B) =
w(A)v(B) para todo Ax B € F®G. Llamamos a 7 la medida producto de p y de v, se le denota
por p & v.

La demostracion del teorema anterior se encuentra en Halmos [30]

Teorema A.13 Sean (X, F,u) y (Y,G,v) dos espacios de medida o-finita, f € LY(X X Y) y
FxGeFxG. Entonces

/Ffod(/@u):/F(/Gfdy) d“:/c(/pfd“> dv.
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Probabilidad

Para este tema nos apoyamos en las fuentes [42, Capitulo 4| y [66, pags. 68-90].

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad, donde € es un conjunto arbitrario no vacio, F es
una o-algebra de subconjuntos de 2 y P es una medida de probabilidad definida sobre F.

Definicion B.1 Sea X : (Q, F, P) — R una variable aletoria.
1. La distribucion de X es la probabilidad Px(B) = P(X'(B)), B € F.

2. La funcidn de distribucion de X es Fx(z) = Px((—o0,z]) = P[X < z|= [*_dFx(t), donde
consideramos la integral de Lebesque-Stieltjes.

Se denota F'x para relacionar la funciéon de distribuciéon a la variable aletoria X, pero cuando no
hay ambigiiedad solo se escribe F'.

Proposicion B.2 Sea F' una funcion de distribucion de una variable aletoria. Entonces
1. lim, o F(x) =1 ylim,, o F(z)=0.
2. Six <y, entonces F(z) < F(y).
3. F es continua por la derecha, i.e. F(z+) = F(z).
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Definicion B.3 Una funcién F : R — [0,1] es llamada funcion de distribucion si cumple las
propiedades anteriores.

Proposicion B.4 Sea F' una funcion de distribucion. Entonces, existe un espacio de probabili-
dad (2, F, Pr) y una variable aletoria X definida en Q, tal que Fx = F.

Proposicion B.5 Sea X una variable aletoria con funcion de distribucion F. Para cualesquiera
numeros reales a < b, se cumple

Proposiciéon B.6 Sea X wuna variable aletoria con funcion de distribucion F. FEntonces se

cumplen la siguientes afirmaciones
1. Fix/(2) = F(z) - F((~2)-)
2. F x(z)=1- F((—2)-)
3. Fya(z) = F(a'/?) — F((~2'/?)-), z > 0.
Si ademds se cumple que F es absolutamente continua con F' = f entonces
4 Fix(2) = F() — F(—2) y fix(@) = f(z) + f(—a), @ > 0.
5. Fox(a) =1 - F(~a) y f-x(z) = f(~2)
6. Fya(z) = F(aV?) = F(=a'?) y fya(a) = Z22(f(2V/2) + f(=a'/2), 2 > 0.

Definicion B.7 Sea X una variable aletoria con funcion de distribucion F'. La esperanza de X,
denotada por E(X), se define como el nimero

E(X) :/ zdF(x),
cuando esta integral sea absolutamente convergente, i.e. [°° |x|dF(x) < 0o, y en tal caso se dice

que X es integrable, o que tiene esperanza finita.
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Teorema B.8 Sea X una variable aleatoria con funcion de distribucion F y sea g : R — R una

funcion Borel medible tal que g(X) tiene esperanza finita. Entonces

Elg(X)] = [~ gl@)ar(a)
Es comun abreviar [* g(x)dF(z) con [ gdF.
Proposicion B.9 Sea F' una funcion de distribucion en R.
1. 81 g = ¢, entonces [ gdF = c.

2. Para B € F, [ xpdF = Pr(B).

3. Si h, g son integrables con respecto de F' y a, b € R, entonces [(ag + bh)dF = a [ gdF +
b [ hdF.

4. St g y h son integrables con respecto a F' y g < h, entonces [ gdF < [ hdF.

La siguiente parte se tom6 de [22, pags. 12-13]. Sean X, Y variables aleatorias y F'(z,y) =
P[X < z,Y < y|. Entonces

PIXY < 2] = //mygz dF (z,y).

Si PIX =0]=P[Y =0] =0, entonces x < z/ysiy >0y z/y <xsiy <0, asi

PIXY < 2] = /_Ooo (/Z dF(x,y)> n /OOO </_: dF(Ly)) . (B.1)

Si X y Y son independientes, se tiene
F(z,y) = PIX < 2]P[Y <y] = Fx(z)Fy(y),

entonces simplificando (B.1), obtenemos
0 z o0 z
o 0
Ademas, si g(y) = Fy (y) existe c.d. entonces dFy(y) = g(y)dy.

A continuaciéon damos algunos resultados basicos de la teorfa de las funciones de variacion
regular y nos apoyamos en [14, pags. 1-57|, [19], [20, pags. 275-289| y [64, pags. 7-26].
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Definicién B.10 Sea u una funcion medible y positiva sobre [a, 00) para alguna a > 0. Decimos
que u es una funcion de variacion regular, denotado u € VR(p) con p € R, si

u(xt)
u(?)

St p =0 escribimos u € VS.

— x” cuando t — oo para todo x > 0.

Estas funciones fueron introducidas y estudiadas por Karamata en 1930, con u una funcion
continua en lugar de medible. El teorema basico de Convergencia Uniforme, fue probado por
Karamata en 1930 y en 1949 Korevaar lo demostré en el caso medible.

Teorema B.11 (Teorema de Convergencia Uniforme (TCU)) Siu € VR(p) con p € R

entonces
p

t
lim u(@t) _
t—o0 u(t)
uniformemente local en (0,00). Es decir, si p < 0 entonces converge uniformente en intervalos
de la forma (b,00), b > 0. Si p > 0 y u es acotada en intervalos de la forma (0,b] entonces

converge uniformente en intervalos de la forma (0,b] para todo b > 0.

En 1930 Karamata demostro el siguiente teorema.

Teorema B.12 (Teorema de Representacion) ¢ € VS si y sdlo si

l(z) = c(z) exp {/bx E<S>d$} , x>0,

S

para alguna b > 0, dondec: R — R ye: R — R son funciones medibles y acotadas que satisfacen
c(x) = c€(0,00) y e(x) = 0 cuando x — 0.

Observacion B.13
c(x) exp {f; %ds}

“’"h_ggo cexp{ff @ds} =1
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Nucleo de Poisson y espacios de Hardy

Para los siguientes temas nos apoyamos de la fuente [23, Capitulos 1,2].

Sea u(z) una funcién armonica en el disco abierto D y continua en D, esto es, u € C*(D)NC(D)
y satisface la ecuacion de Laplace

0Pu  0*u
=—+—=0enD
ox?  Oy? ’
por el teorema del valor medio para funciones armoénicas tenemos
1 27 .
= —/ u(e®)ds.
21 Jo

Sea zy = re® € D. Existe una formula similar para u(zy), que se obtiene por un cambio de

Au

u(0)

variable a través de una transformacion de Mébius. Sea 7(z) = (2 — 29)/(1 — Zp2). El circulo
unitario D es invariante bajo 7, y podemos escribir 7(e?) = €. Por tanto
dp 7(e?) ,, 11—z 1—r?
— = ——e¥ = — = :
do  T(e?) et — 2|2 1 —2rcos(f — ) + r?

= P, (0). (C.1)

La funcion P, () es llamada nicleo de Poisson para el punto zg € D. Como u(77%(z)) es otra

funcion continua en D y armonica en D, haciendo el cambio de variable produce

(o) = urH0) = 5 [ u(e) P (0)a0,

" or
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obteniendo la llamada férmula integral de Poisson.
El niicleo de Poisson P,(f) también se puede escribir como sigue

e 4+ 2

et

P.(6) = R

de donde se sigue que para 6 fijo P,(f) es una funcién armonica de z € D. Por lo tanto cuando

f(0) € £L(OD), la funcion definida por
1

T or

es armonica en D. El extremo derecho de (C.1) muestra que la formula integral de Poisson puede

/ " P.(0)£(0)db. (C.2)

ser interpretada como una convolucion. Si z = re®, entonces
PZ(O) == PT(QO - 6)

y (C.2) toma la forma
1

T or

u(z) = o= [ P60~ 0)7(6)d0 = (P £)(00).

Ahora consideramos la funcion z : D — R? definida como z(w) = i(1 —w)/(1+ w). Sea wy € D
fijo y sea 20 = z(wp) € R%. Esta funciéon manda 0D a R U {oo} de modo que si w = € € ID, y
w # —1, entonces z(w) =t € R. Derivando obtenemos

Sy () e | R () NP,
o7 0( )dt W($0—t)2+y(2) 0() 2o = To + Yo

El lado derecho es el llamado niicleo de Poisson en el semiplano superior, P, (t) = P, (xo — )
(la notacion no es ambigua porque zy € R y yo ¢ R2). Por tanto la formula integral de Poisson

para RZ es
u(z) = / P.(t)ult)dt = / P,(z — tyu(t)dt.

cuando u(z) es continua en R% y armonica en R? .
Si t € R fijo, el nicleo de Poisson para el semiplano superior es una funcién armoénica de z ya

que

1 1
Pz(t):ﬂ%(t—z)’ z =1z +1y.

se sigue que P,(t) < c./(1+t?), donde c, es una constante que depende de z. Por tanto, P.(t) €
L2(R) y la funcion
u(z) = [ P.()f(t)dt.
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es armonica en R% cuando f(t) € LP(R) con 1 < p < co.

Asimismo la férmula integral de Poisson para el semiplano superior se puede escribir como

una convoluciéon
u() = [ Pyw = Of()dt = (P, + f)(@), = = (2.y) € RS,
El nicleo de Poisson tiene las siguientes propiedades
1. P,(t) >0, [P,(t)dt =1.
2. Py(t) = P,(—1).
3. P, es decreciente cuando ¢ > 0
4. P,(t) <1/my, t € R.
5. Para § > 0 fijo, supy~s P(t) — 0 si y — 0.
6. Para ¢ > 0 fijo, [j;.5 Py(t)dt — 0siy — 0.
7. Ademas, {P,},~0 es un semigrupo P, * P, = P, 1,,.
Acontinuacion mencionamos algunos teoremas de suma importancia

Teorema C.1 1. Sil1<p<ooy feLP entonces

|Py*f—fll, —0, cuando y— 0.

2. Cuando f es acotada y uniformemente continua en R, (P, * f)(x) converge uniformemente

a f(x).

Para estudiar los siguientes temas se recomienda al lector consultar [23].

La teoria clasica de los espacios de Hardy H? es una mezcla del anélisis real y complejo.
Ademés, hay dos teorias de espacios de Hardy HP, una para el disco y otra para el semiplano
superior. En esta ocasién necesitamos la teoria del espacio de Hardy HP(dt) en el semiplano
superior.

Sea 1 < p < ooy f(2) una funciéon analitica en el semiplano superior Ri. Decimos que
f € HP = HP(dt) si

sup |f (@ +iy) Pdz = || ][5 < oo
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Cuando p = oo escribimos H> para el conjunto de funciones analiticas y acotadas en R?, la
norma en H> esta dada por

11l = sup [f(2)]

zeRi
Se puede demostrar que H? es un espacio de Banach, 1 < p < oc.
Sea a > 0 fijo, consideremos el cono

T,(t)={z€eR2:|lz—t|<ay€}, teR

Si u(z) es una funcion armonica en R, definimos la funcion mazimal no-tangencial de u para
t € R como

w6 = sup fufz).
z€la(t)

El valor de u* depende del parametro « pero una vez que « ha sido fijada omitimos esta distincion.

Teorema C.2 Sea 1 <p < ooy f € HP(dt). Entonces para cualquier o > 0, la funcidn mazimal

no-tangencial
fr(t) = sup [f(2)], t€R,

z€l (1)
estd en LP(R) y
1F 15 < Aallf I,

donde la constante A, depende sdlo de a. Por otra parte, f(z) tiene limite no-tangencial f(t) =

imr, )5t f(2) c.d. en R que satisface

[1F@rae =111

: . p_
T |17+ i) — Fo)lls = 0.
El siguiente lema también es de suma importancia.

Lema C.3 Sea f(z) € H'(dt). Entonces la tranformada de Fourier de su limite no-tangencial

satisface
o0

)= [ Jetar =0

para todo s < 0.
Teorema C.4 Sea 1 < p < oo y h € LP(R) con h > 0. Enlonces existe f € HP(dt) tal que
1f(1)] = h(t) c.d. t € R siy solo si

“log h(t)

T dt > —o0
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