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CAPITULO 1

Moébdulos, submoédulos y
morfismos

1.1. Preliminares

Suponemos conocida la teoria basica de grupos y la teoria de espacios vecto-
riales.

Recordatorio 1.1.1. Sean A, B conjuntos, K CT A, LC By f: A — B una
funcion.

1. La imagen directa de un conjunto K bajo la funcion f se define como:
fIK]={f(z) |z € K}

2. La imagen inversa de un conjunto L bajo la funcion f es el conjunto:
FL =A{x| f(=) € L}.

Definicion 1.1.2. Sean M, N grupos abelianos. Decimos que f : M — N es un
morfismo de grupos si para todo x,y € M se cumple que:

flx+y)=f=)+ f(y).

Definicion 1.1.3. Sean N, M grupos abelianos y f : M — N un morfismo de M
aN.

@_
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2 1. MODULOS, SUBMODULOS Y MORFISMOS

1. Definimos el nicleo de [ como Ker(f)={xze M| f(z) =0n}.

2. Definimos la imagen de f como Im(f) ={y € N | ezistex € M y f(x) = y}.

Definicion 1.1.4. Sean G,H grupos. Decimos que f : G — H es un isomorfismo

de grupos si f es un morfismo nyectivo y suprayectivo.

Notacion 1.1.5. Si G, H son grupos y existe f : G — H wun isomorfismo de

grupos, usaremos la notacion G = H.

Definicién 1.1.6. Sea M un grupo abeliano. Definimos el conjunto de morfismos

Hom(M, M) por:

Hom(M,M)={f: M — M| [ es morfismo}.

Lema 1.1.7. Sean M, N grupos abelianos, f: M — N yg: M — N morfismos
de grupos. Entonces la funcion f +g : M — N con regla de correspondencia

(f+g)(m) = f(m) + g(m) es un morfismo de grupos.

Demostracion. Veamos que cumple con ser aditiva. Si mq, ms € M, entonces

(f+g9)mi+me) = f(mi+me)+g(lmi+

Por lo tanto f + g es un morfismo de grupos. m

Definicion 1.1.8. Un anillo es una quinteta (R, +,-,0,1), donde:

= R es un conjunto,
s (R,+,0) es un grupo abeliano,

s (R,-,1) es un monoide,

s Se cumplen las leyes distributivas izquierda y derecha del producto sobre la

suma, es decir para cualesquiera a,b,c € R se cumple:

ea - (b+c)=a-b+a-c
e (b+tc)-a=b-a+c-a.

Ejemplo 1.1.9. Son anillos:

» Los enteros (Z,+,-,0,1) con las operaciones usuales.

» Los campos Q, R y C, con las operaciones usuales.

= Los enteros modulo n, Z,,.
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1.1. PRELIMINARES 3

m El anillo de matrices My, xn(R) con R un anillo y n € Nyn > 1, con las
operaciones usuales.

Proposicion 1.1.10. Si M un grupo abeliano, entonces (Hom(M, M), +,0,0, [dyy)
es un anillo, donde + es la operacion definida en el lema 1.1.7 y o es la composicion
de funciones.

Demostraciéon. Demostraremos que Hom(M, M) es un anillo.
Sean f,g,h€ Hom(M, M)y m,my,mg € M.

1. Que la suma es una operacion en Hom(M, M) se tiene por el lema 1.1.7.

2. La asociatividad de la suma.

(f+(g+h)(m) =
= f(m ) ((
= (f(m)+g(m)) +
= (f+g)(m)+

= ((f+9)+ )(m)

Por lo tanto + es asociativa.

\
==
\3,
+

3. Existe el elemento neutro. Sea 0 : M — M dado por 0(m) = 0y para todo
m € M.

a) Primero veamos que es un morfismo:
ﬁ(ml +m2) =0
= 0+0
= 0(mq) + 0(my).
Por lo tanto 0 € Hom(M, M).

b) Veamos que en efecto, cumple con ser neutro:
(f +0)(m) = f(m)+0(m)
= f(m) + 0pr
= f(m).

4. Existe el inverso aditivo. Sea —f : M — M dada por (—f)(m) = —f(m).

a) Que es morfismo.
(=)m+m2) = —f(m1+m2)
= —(f(m1) + f(m2))
= —fm1) = f(m2)
= (=) (m1) + (=) (ma).
Por lo tanto —f € Hom (M, M).

b) Que es el inverso aditivo.

(F+EN)0m) = Flm) + (=f)(m)
= (J)‘(m)—f(m)

&— —

Print to PDF without this message by purchasing novaPDF (http://www.novapdf.com/)



http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

jﬁ “Tesis” — 2012/5/9 — 8:44 — page 4 — #12 jﬁ

4 1. MODULOS, SUBMODULOS Y MORFISMOS

Por lo anterior tenemos que (Hom(M, M), +,0) es un grupo abeliano.

Ahora bien, si consideramos a (Hom(M, M) con la composicion de funciones y
la funcion identidad Idy; : M — M, que es un morfismo de grupos como elemento
neutro, tenemos que (Hom (M, M), o, Idys) es un monoide.

Veamos ahora que se cumplen las leyes distributivas.

s Sean f,g,h € Hom(M, M)y m € M. Entonces:

(folg+h)(m) = f((g+h)(m))
= f(g(m) + h(m))
= flg(m)) + f(h(m))
= (fog)(m)+(foh)(m)
= [(fog) + (foh)](m).
Por lo tanto fo(g+h)=fog+ foh.

= Analogamente se obtiene que (f +g)oh = foh+goh.

Asi (Hom(M, M), +,0,0,1dys) es un anillo con las operaciones definidas. g

Proposicién 1.1.11. Sea M = Z, veremos que Hom(Z,Z) = Z, es decir que
existe un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Para la demostraciéon de esta proposicién notemos como son
los elementos de Hom(Z,Z). Consideremos f : Z — Z un morfismo de grupos.
Veamos que f queda determinada por f(1):

s f(1) =a, donde a € Z.

= f(2) = f(1+1)
= f()+f(1)
= a-+a
= 2a.

" flm+1) = f(m)+ f(1)
= m-n+n
= (m+1)n

= Asi por induccion se demuestra que para todo m € N se cumple f(m) = m-a.

Ahora bien, como f es aditiva, entonces

0 = f(0)
= fln—n)
f(n)+ f(=n).
De donde —f(n) = f(—n) y como f(n) = nf(1), entonces —f(n) = —nf(1).
Por lo tanto f queda determinada por f(1).
Pasemos ahora a la demostracion. Definimos ¢ : Hom(Z,Z) — 7Z dada por

w(f) = f(1). Veamos que éste es un isomorfismo de grupos.
Que es morfismo. Si f,g € Hom(M, M), entonces:

&— —
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1.1. PRELIMINARES 5

e(f+g9) = (F+9)1)
= J)+g(1)
= ¢(f) +l9).
Que es inyectivo.
Si f € Ker(yp), entonces ¢(f) = f(1) =0, con lo que f = 0.
Que es suprayectivo.
Sin € Z, entonces f =n - _ es un morfismo que ademas satisface

P(f)=f1)=n-1=n.

Por lo tanto ¢ es isomorfismo. g

Definicion 1.1.12. Sea G un grupo abeliano. Decimos que G es divisible si

G =nG
para todo n € N\{0}.
Observacion 1.1.13. En general ocurre nG C G, ast para mostrar que un grupo
es divisible es suficiente verificar que G C nG.

Ejemplo 1.1.14. Q es divisible ya que para cualquier n € N\{0} y cualquier
4 ¢ Q tenemos quen - (%) =% € Q y con ello Q C nQ.

Notacion 1.1.15. En los diagramas cuando hagamos referencia a la unicidad de
una funcién, morfismo, etc; colocaremos el stmbolo !

Observacién 1.1.16. Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado y Y C X,
entonces (Y, <|yxy) es un conjunto parcialmente ordenado.

Definicion 1.1.17. Sea (A4, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que

C C A es una cadena en A si (C, <|cxc) es un conjunto totalmente ordenado.

Definicién 1.1.18. Sea A un conjunto de conjuntos. Decimos que f es una fun-
cion de eleccion si para cada elemento B € A, f(B) € B. Es decir, que para todo
elemento en B € A podemos escoger un elemento de C € B.

A lo largo de este trabajo utilizaremos los siguientes axiomas que son equiva-
lentes.

Axioma 1.1.19. (Azioma de Eleccion). Para todo conjunto de conjuntos mo

vacios existe una funcion de eleccion.

Axioma 1.1.20. (Lema de Zorn). Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado.
Si toda cadena C estd acotada en A, entonces (A, <) tiene un elemento mdzimo.

Axioma 1.1.21. (AE). El producto cartesiano de un conjunto de conjuntos no
vacios es no vacio.

Cuando estemos usando cualquiera de estos teoremas lo haremos notar escri-
biendo AE.

@_
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6 1. MODULOS, SUBMODULOS Y MORFISMOS

1.2. Mobdulos

Definicion 1.2.1. Sean R un anillo y M un grupo abeliano. Decimos que M es un
R—mddulo izquierdo, si existe una funcion - : Rx M — M dada por (r,m) — r-m
que cumple:

1. Para todo m € M :

1-m = m.

2. Para cualesquiera r,s € R yme M:

(rs)-m = r-(s-m).

3. Para todos r1,72 € R yme M:

(ri+72)-m = ri-m+rq-m.

4. Para cualesquierar € R y my,mgo € M:
- (my+ma) = 7r-my+7r-ma.

Definicion 1.2.2. Sean R un anillo y M un grupo abeliano. Decimos que M es un
R—mddulo derecho, si existe una funcion - : M x R — M dada por (m,r) — m-r
que cumple:

1. Para todo m € M :

2. Para cualesquiera r,s € R ym e M:

m-(rs) = (m-r)-s.

3. Para todos r1,72 € R yme M:

m-(ri+ra) = m-ri+m-ro.

4. Para cualesquiera r € R y my,mg € M:
(m14+mo)-r = my-r+mg-r.

Notacion 1.2.3. Denotamos que M es un R—mddulo izquierdo por g M . Andloga-
mente denotamos que N es R—mddulo derecho por Ng.

@_
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Observacion 1.2.4. A partir de este momento, salvo en el caso en que exista lugar
a confusion, se omitird el subindice g del anillo con el que se esté trabajando.

Ejemplo 1.2.5. Si I es un campo, entonces un espacio vectorial gV es un
EF—mddulo izquierdo.

Ejemplo 1.2.6. Sea M wun grupo abeliano. Notamos que M es un Z—mddulo
1zquierdo, con la siguiente operacion: - : Z X M — M dada por:

1. Para todo m € M se define Oz - m = 0.
2. Para todos n € N ym e M se define: (n+1)-m=n-m+m.
3. Sin <0 yme M, entonces n-m = —[(—n) - m].

Definicién 1.2.7. Sean M y N R—mddulos izquierdos. Decimos que una funcion
f:M — N es un R—morfismo de M en N si cumple:

1. f es un morfismo de grupos.

2. Para todos m € M yr € R se tiene que: r- f(m) = f(r-m).

Ejemplo 1.2.8. Si M y N son R—mddulos izquierdos, entonces la funcion
0: M — N tal que para todo m € M cumple que 0(m) = Oy, es un R—morfismo
de modulos.

Notacion 1.2.9. Sean M ,N R—mddulos izquierdos.
Hompr(M,N) = {f : M — N | M,N son R—modulos izquierdos y f es
R—morfismo de médulos}.

Lema 1.2.10. Sean M, N,L R—mddulos izquierdos y f : M — N, g: N — L
R—morfismos. Entonces la composicion go f : M — L es un R—morfismo.

Demostracion. Dado que la composicién de funciones aditivas es aditiva te-
nemos que go f : M — L es aditiva. Ahora para »r € Ry m € M tenemos
que:

(gof)lr-m) = g(f(r-m

I
Q
—~

)
S~
—~

3

I
<
—~
)
o
~
—
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8 1. MODULOS, SUBMODULOS Y MORFISMOS

1.3. Submoédulos

Definicion 1.3.1. Sean R un anillo, M un R—mddulo izquierdo y N C M.
Entonces N es un R—submddulo izquierdo de M si:

1. Opy € N,

2. Para todo ni,ne € N se cumple n; +ns € N,

3. Para cualesquierar € R yne N, r-n& N.

Andlogamente si M es un R—mddulo derecho y N C M es tal que:

1. Opr € N,

2. Para todo ni,ny € N se cumple ny +ng € N,

3. Para cualesquierar € R yne N, n-r € N.
Entonces diremos que N es un R—submddulo derecho de M.
Observacion 1.3.2. Si M y N son R—mddulos izquierdos tales que N C M,
entonces N es un R—submddulo izquierdo de M.

Proposicion 1.3.3. Sean R un anillo, M un R—mddulo izquierdo y N un R—sub-
maodulo izquierdo de M. Entonces la funcion inclusion i : N — M es un R—morfis-
mo de maodulos.

Demostracion.

1. Aditividad. Sean mq,ms € N. Entonces

i(ml + mg) = mq + mo

Por lo tanto i es aditiva.

2. Sean € N yr € R. Entonces

i(r-m) = r-n

= r-i(n).
Por lo tanto ¢ es R—morfismo de R—modulos izquierdos. m

Observacion 1.3.4. Si M,N son R—mddulos (izquierdos o derechos) y
f: M — N es un R—morfismo de M a N, entonces f(0p) =0n.

Teorema 1.3.5. Sean N, M R—mddulos y f : M — N un R—morfismo entre
ellos. Las siguientes afirmaciones son validas:

@_
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1. Si K es un R—submddulo izquierdo de M, entonces f[K| es un R—submddulo
1zquierdo de N.

2. Si L es un R—submddulo izquierdo de N, entonces f1[L] es un R—submddulo
1zquierdo de M.

Demostracion.

1. Por la observacién 1.3.4 se tiene que Oy = f(0pr) € f[K].

Sean z1,x5 € K, entonces f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2). Con lo cual la suma
de las imagenes de dos elementos de K esta en f[K].

Para r € R tenemos 7 - f(z) = f(r - z) € f[K].

2. Como L es un R—submodulo izquierdo de M, entonces On € L. Ahora bien
de la observacién 1.3.4 tenemos que Opr € f~1({Ox}), con la cual

On € fﬁl(L).

Sean 1,75 € f (L), entonces f(z1), f(z2) € L con lo cual

flzi+z) = f(z1) + fzz) € L

(:El + ZEQ) & fﬁl(L)

Para terminar si r € Ry = € f~1[L], entonces por ser L un K—submoédulo

izquierdo de N, r - f(z) = f(r-z) € Ly asir -z € f~}[L]. -

Corolario 1.3.6. Sean N, M R—mddulos y f : M — N un R—morfismo entre
ellos. Entonces Ker(f) es un R—submddulo de M e Im(f) es un R—submddulo
de N.

Observacion 1.3.7. Sean M un R—mddulo izquierdo y N un R—submddulo
1zquierdo de M. Definimos la siguiente relacion n ~m sin—m € N.

Veamos que la relacién definida en la observacién 1.3.7 es una relacién de
equivalencia en M:

1. Reflexiva. Sea m € M. Entonces m ~ m ya que m —m = 0y € M.

2. Simétrica. Sean n,m € M. Si n ~ m, entonces m —n € N y como N es un
R—submodulo de M, entonces —(m —n) = —m+n € N con lo cual m ~ n.

3. Transitiva. Sea mi,mg, mg € N. Si my ~ mg y mg ~ mg, tenemos que
m1—mg € N ymg—mz € N.Como N es un R—mddulo izquierdo, entonces

mlfmgz(m17m2)+(m27m3)€]\f.

Definicién 1.3.8. Con las hipdtesis de la observacion 1.3.7, definimos la clase
m—+ N como el conjunto m+ N ={ne M |n~m}.

@_
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10 1. MODULOS, SUBMODULOS Y MORFISMOS

Definicion 1.3.9. Sean M un R—mddulo izquierdo y N un R—submddulo de M.
Definimos el cociente % como el conjunto 3& = {m + N | m € M}.

Teorema 1.3.10. Sea M un R—mddulo izquierdo y N un R—submddulo izquierdo

de M. Entonces % es un R—mddulo izquierdo con la operacion - : R x % — %,
dada por (r,m+ N)=r-m+ N.
Demostraciéon. Primero % es un grupo abeliano ya que, en teoria de grupos se

demuestra que si NV es un subgrupo normal de M, entonces el cociente % €es grupo;

y ademas que es abeliano si y s6lo si el subgrupo conmutador de M, A " es un
subgrupo de N lo que ocurre ya que M es abeliano.

Sea - : R x % — % Veamos que la operacion esta bien definida.

Sean mq + N,mgy + N € % tal que m; + N = mg + N, demostraremos que
r-my+ N =r-mg+ N para toda r € R.

Como myi + N = mg + N, entonces my; —mo € N. Al ser N un R—submédulo
tenemos que 7 - (my —msg) € N, pero r - (my —mg) =7-mq —r -me € N con lo
cual - m; + N =r-mo + N. Por lo tanto la operacién esta bien definida.

Sean 1,7r,8,7r, 1o € Rym+N,m;+ N, my+ N € % Entonces

s Sea 1-m+N. Como 1-m = m yaque M es un R—modulo izquierdo. Tenemos
que 1-m+N=m+ N.
s Sea (rs) - m+ N. Dado que (rs) - m = r(s-m), se cumple que
(rs) - m+N=r(s-m)+ N.
s Sea (r1 +1r2) - m+ N. Como M es un grupo abeliano tenemos que
(r1 +72) -m=1r1-m+re-m. Con lo cual
(ri+7r2) m+N=(@1-m+ro- m)+ N=01-m+N)+ (ro-m+N).

m Sea r - (my + mo) + N. Tenemos que r - (mq +ma) =7 -my +7 - ma, con lo
cual

ro(m+ma)+N = (r-mi+7r-mo)+ N
= (r-m +N)+( -m2+N).

Por lo tanto % es un R—modulo izquierdo y se tiene el resultado. g

Teorema 1.3.11. Sean M un R—mddulo izquierdo y N un R—submddulo de M.
Entonces la funcion m : M — % dada por 7(m) = m+ N es un R—morfismo de
M
M a5
N

Demostracion. Sean a,b € M entonces

wla+b) = (a+b)+N
= (a+N)+(b+N)
w(a) + w(b).

a
a

&— —
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1.4. MORFISMOS Y SUCESIONES EXACTAS 11

Por lo tanto 7 es aditiva.
Sean ahora r € Ry a € M entonces

w(r-a) = r-a+ N
= r-(a+ N)

= r-7w(a).

Por lo tanto 7 es un R—morfismo. g

1.4. Morfismos y sucesiones exactas

1.4.1. Sucesiones exactas

Definicion 1.4.1. Sean A, B,C R—mddulos izquierdos, f : A — B y

g: B — C R—morfismos. Decimos que la sucesion A L. B2 C es exacta en B si

Im(f) = Ker(g).

Observacion 1.4.2. De la definicion anterior A L B4 C es eracta en B si Yy
sélo sigo f =0y Ker(g) C Im(f).

Notacion 1.4.3. {0} es un R—mddulo izquierdo (derecho) que se denota por .0

(0,).
Ejemplo 1.4.4. Sean M, N R—mddulos izquierdos, f: M — N un R—morfismo

y el R—morfismo 0 : ,0 — M. Entonces ,0 A Vs ER N es exacta en M si y sdlo
st Ker(f) ={0pm}.

Teorema 1.4.5. Sean M, N R—mddulos izquierdos y f : M — N un R—morfis-

. 0 f . . . . .
mo. La sucesion 0 — M = N es exacta en M si y solo si f es inyectiva.

Demostracion. =) Sean z,y € M tales que f(z) = f(y). Entonces

f(z) = fly) =On.

Al ser f un R—morfismo tenemos que

(@) = f(y) = f(z —y) =0,

asi x —y € Ker(f). Ahora por el ejemplo 1.4.4 tenemos que

x—y € Ker(f) ={0nm}.

Por lo tanto z —y =0y y asi z = y.

@_
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12 1. MODULOS, SUBMODULOS Y MORFISMOS

<) Sea = € Ker(f), entonces

J(x) =0n = f(On).

Siendo f inyectiva, entonces x = 0p7. Por lo tanto Ker(f) C {0y} v asi
Ker(f) ={0a}. Nuevamente por el ejemplo 1.4.4 como se cumple que Ker(f) =
{0as}, entonces

02 i N

es exactaen M. g

Teorema 1.4.6.

. f 0 . . .
s La sucesion A = B — .0 es exacta en B si y sélo si

Im(f) = Ker(0) = B.

. f 0 . . . .
s La sucesion A = B — ,0 es exacta en B si y sélo si f es suprayectiva.
Definicién 1.4.7. Decimos que la sucesion

fi—1

fi fit1
=M= M > i+1

fi—1

es exacta st M;_; "— M, Eiy M; 1 es exacta para todo M,;.

. s . . . f g
Observacion 1.4.8. Decimos que la sucesion ,0 — A = B = C — .0 es exacta
corta si f es inyectiva, g suprayectiva y se cumple que Im(f) = Ker(g). Cuando
una sucesion sea exacta corta se le abreviard con la notacion s.e.c.

1.4.2. Tipos de morfismos

Definicion 1.4.9. Sean M, N R—mddulos izquierdos y f : M — N un R—morfis-
mo de M a N. Decimos que f es un monomorfismo, si f se cancela a la izquierda

g :
de morfismos; es decir, para cualesquiera dos morfismos g y h dondeU = M ENYY
h

tales que fog = foh, setiene que g = h.

Teorema 1.4.10. Sean M, N R—mddulos izquierdos. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes para f : M — N un R—morfismo de M a N:

1. f es inyectivo.

2.  es monomorfismo.

@_
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1.4. MORFISMOS Y SUCESIONES EXACTAS 13

Demostracion. 1) = 2) Supongamos que existen g, h dos morfismos tales que
fog=fohyqueg#h. Dado que g # h existe m € M tal que g(m) # h(m).

Como f es inyectiva, entonces fog(m) # foh(m) lo cual es una contradiccion
a la elecciéon de f y g.

Por lo tanto f es monomorfismo.

2) = 1) Supongamos f es un monomorfismo que no es inyectivo. Como no es
inyectivo existen my,my € M tales que my # ma y f(my1) = f(ms2). Como

f(ma) = f(ma2),
entonces

f(m1) = f(ma) =0,

al ser f morfismo f(m; — ms) =0, es decir
(m1 —mg) € Ker(f).
Sea el R—morfismo inclusion ¢ : Ker(f) — M. Notemos que
foi=0

ya que si € Ker(f), entonces aplicando 4 tenemos ¢(xz) = z y aplicando f
tenemos f(z) = 0p. Por otro lado consideremos el R—morfismo 0 : Ker(f) — M.
Entonces

foi=0=fo0,
como f es monomorfismo, i = 0. Ahora para (m; — my) € Ker(f) aplicando

i tenemos que 0p; = i(m1 — ma) = mq — meo. Por lo tanto m; = meq. Lo cual
contradice la eleccion de my y mo. Asi f es inyectiva. g

Definicion 1.4.11. Si M, N son R—mddulos izquierdos y existe f : M — N un
R—morfismo inyectivo, entonces diremos que M se sumerge en N.

Definicién 1.4.12. Sean M, N R—mddulos izquierdosy f : M — N un R—morfis-

mo de M a N. Decimos que f es un epimorfismo, si f se cancela a la derecha de

: g
morfismos; es decir, para cualesquiera dos morfismos g, h tales que M ENYY =V,

h
donde go f = ho f, se tiene que g = h.

Teorema 1.4.13. Sean M, N R—mddulos. Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes para f : M — N un R—morfismo de M a N:

1. f es suprayectivo.

2. f es epimorfismo.

@_
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14 1. MODULOS, SUBMODULOS Y MORFISMOS

Demostracion. 1) = 2) Supongamos que existen g, k dos R—morfismos tales
que go f =ho fyqueg=# h Como g # h, existe n € N tal que g(n) # h(n).
Como f es suprayectiva, existe m € M tal que f(m) =n con lo que

(gof)lm) = g(f(m))
= g(n) # h(n)
= h(f(m))
= (ho f)(m).
Lo que es una contradicciéon a la eleccién de g y h. Por lo tanto f es epimorfismo.
2) = 1) Sea f : M — N un epimorfismo. Recordemos que f(M) es un

R—submodulo de N por el corolario 1.3.6. Sea M ENN Y ;; % donde 7 es
0

la funcién descrita en el teorema 1.3.11.
Si m € M, entonces
wo f(m) = =(f(m))
= flm)+ f(M)
= 0+ f(M)
= f(M).
Es decir para m € M se cumple que 7o f = 0.
Por otro lado consideremos al R—morfismo 0, entonces 0 ¢ f = 0. Por hipotesis
f es epimorfismo, asf 7@ = 0.
Si n € N, entonces
n+ f(M) = w(n)
= 0(n)
= 0+ f(M).
Con lo cual n € f(M). Por lo tanto N C f(M),yasi N = f(M). m

Definicion 1.4.14. Sean M, N R—mddulos izquierdos y f : M — N un R—mor-
fismo de M a N. Decimos que f es un bimorfismo si es un monomorfismo y un
epimorfismo.

Definicion 1.4.15. Sean N, M R—mddulos izquierdos y f : N — M un R—mor-
fismo de N a M. Decimos que f es un isomorfismo st existe g : M — N un
R—morfismo de M a N tal que go f =1Idy y fog=Idyn.

Teorema 1.4.16. Sean M, N R—mddulos izquierdos. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes para f : M — N un R—morfismo de M a N:

1. f es isomorfismo.

2. f es bimorfismo.

3. [ es biyeccion.

Demostracion. 2) < 3) Si f es una biyeccion, entonces es inyectiva y suprayec-
tiva. Por los teoremas 1.4.10 y 1.4.13 esto ocurre si y s6lo si f es monomorfismo y
epimorfismo. Por lo tanto f es bimorfismo. Y viceversa, si f es bimorfismo nueva-
mente por los teoremas 1.4.10 y 1.4.13 tenemos que f es biyeccion.

3) = 1) Si f es biyeccion, entonces existe su inversa.

@_

Print to PDF without this message by purchasing novaPDF (http://www.novapdf.com/)



http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

jﬁ “Tesis” — 2012/5/9 — 8:44 — page 15 — #23

1.4. MORFISMOS Y SUCESIONES EXACTAS 15

Sean f : M — N un R—morfismo de M a N y supongamos que existe
g : N — M una funcion tal que fog = Idy y que go f = Idy. Veamos
que g también es un R—morfismo.

s Para ny,ny € N tenemos que existen my,my € M tales que g(n1) = my y
g(ng) = mg. Con lo cual

g(n1+mn2) = g(f(m1)+ f(ma))

= g(f(m1 +ma2))
= m1+ me

= 9(n1) +g(n2).

m Sean r € Ry n € N. Para ese n € N existe m € M tal que f(m) = n.

Entonces

g(r-n) = g(r-f(m))
= g(f(r-m))
= 7-g(n).

Con lo que la inversa también es un R—morfismo y as{ f es isomorfismo.
1) = 3) Es inmediato. m

Definicion 1.4.17. Sean M un R—mddulo izquierdo y A, B dos R—submddulos
1zquierdos de M. Definimos:
1. gl[A, B] = {N es R—submddulo de M | A es R—submddulo de N y N es
R—submddulo de B}.

2. r(A,B] ={N es R—submddulo de M | A es R—submddulo de N , N es
R—submddulo de B y A # N}.

3. r[A, B) ={N es R—submddulo de M | A es R—submddulo de N , N es
R—submddulo de B y N #+ B}.

4. rR(A,B) ={N es R—submddulo de M | A es R—submddulo de N , N es
R—submddulo de B , A# N y N #+ B}.

Proposicion 1.4.18. Sea M un R—mddulo izquierdo. Si {N;}icr es una familia

en gr[«0, M], entonces (N; € g[.0, M].
il

Demostracion. Demostraremos que (| N; es R—submodulo izquierdo de M.
iel
1. Opr € N Vi, ya que Opy € N; para toda i € 1.
il
2. Sean z,y € (| N;. Como z,y € N; para toda i € I, entonces = +y € N; para
il
toda i € I. Por lo tanto z +y € [ NV;.
iel
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3. Sear e Ryae (|N;. Dado que r -« € N; para toda i € I, tenemos que

i€l
r-xz € [N
i€l

Definicion 1.4.19. Sean M un R—mddulo izquierdo y X C M. Definimos el
submddulo generado por X en M como

r(X) =[N es R—submddulo de M | X C N}.

Observacion 1.4.20. Notemos que para un subconjunto X de M, un R—mddulo
1zquierdo, el submddulo generado por X en M es el menor R—submddulo, en el
sentido de la contencion, que contiene a X.

Proposicion 1.4.21. Sean M un R—mddulo izquierdo y X C M. Entonces sucede
que g{X) = {Zm ‘x| e Ryxpe X, 1 ﬁm’to}, donde > riz; = 0p.

i€l ico
Corolario 1.4.22. g{(X) es un R—submddulo izquierdo de M.

Demostracion. Es una consecuencia automética de la proposicién 1.4.18. g
Proposicion 1.4.23. Si M es un R—mddulo izquierdo, X, Y C M y X C Y,
entonces r{X) C r(Y).

Observacion 1.4.24. Sea M un R—mddulo izquierdo. Si N es R—submddulo
izquierdo de M, entonces rR{(N) = N.
1.4.3. Teoremas de isomorfismo

Teorema 1.4.25. (Primer teorema de isomorfismo) Sean M, N R—mddulos izquier-
dos y f: M — N un R—morfismo de M en N. Entonces %(f) >~ f(M).

Demostracién. Definamos la asignacion f : %(f) — f(M) dada por:

[+ Ker(f)) = f(z).

Veamos que f esta bien definida. Supongamos que = + Ker(f) =y + Ker(f).
Entonces z —y € Ker(f), con lo que

0=f(z—y)=f(z) - f(y)

y asi
flz) = fy).
Demostraremos que f es un morfismo. Sean = + Ker(f),y + Ker(f) € %(f)’
entonces
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F((@+y)+ Ker(f)) = flz+y)
— o+
Fla+ Ker(f)) +T(y + Ker(f)).

Sea r € R. Tenemos que:

fr(z+Ker(f))) = flrz+ Ker(f))
= [f(rz)
— /()
= rf(z+ Ker(f)).

Demostremos que f es isomorfismo.

Sean z+ Ker(f),y+Ker(f) € %(f) tales que f(z+Ker(f)) = f(y+Ker(f)).

Demostraremos = + Ker(f) =y + Ker(f).

Por hipétesis f(z+ Ker(f)) = f(y+ Ker(f)), entonces f(x) = f(y). Dado que
f(z) = f(y), entonces f(z)—f(y) = 0pr. Como f es morfismo f(x)—f(y) = f(z—y)
con lo cual z —y € Ker(f). De lo anterior = + Ker(f) =y + Ker(f) y asi f es
inyectiva.

Siy e f(M), existe z € M tal que f(z) = y. Consideremos la clase z+ Ker(f),
la cual bajo f nos da f(z + Ker(f)) = f(z) =y. Por lo tanto f es suprayectiva.

Por lo tanto f es isomorfismo y tenemos el resultado. g

M
Ker(F)

Il

Corolario 1.4.26. Si f : M — N es un epimorfismo, entonces N.

Definicion 1.4.27. Sean M un R—mddulo izquierdo y H, K R—submddulos izquier-
dos de M. Entonces H+ K ={h+k:he H ke K}.

Proposicion 1.4.28. Sean H, K R—mddulos izquierdos. Entonces

H+K=p(HUK).

Demostracion. Por demostrar que H + K es el menor R—submoédulo de M
que contiene a H U K. Primero veremos que es un submodulo. Tenemos que:

1.0=0+0€ H+ K.

2. Sean x7y€H+K,x: (a1+b1)7y: (a2+b2) con ai, az EHybth c K.
Por lo tanto (a1 +b1) + (az + b2) = (a1 +az) + (b1 + ba), que esta en H + K.

3. Sear € R, entonces r- (a1 +b1) =7r-a1+r-bp € H+ K.

Como HC H+ Ky K C H+ K, entonces HUK C H+ K y asi por la proposicion
1.4.23 y la observacion 1.4.24 se tiene que (H UK) C (H + K) = H + K. Ahora

H+KC {meieMm eR,z; e HUK, Iﬁnito} = (HUK).
el

Por lo tanto (HUK)=H+ K. m
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Teorema 1.4.29. (Segundo teorema de isomorfismo) Sean M un R—mddulo
izquierdo y H, K R—submddulos izquierdos de M. Entonces

K _H+K
HNK ~H

Demostracion. Antes de demostrar este teorema hagamos una observacion
necesaria. Si H, K son R-—modulos, entonces hemos visto como se define

H + K. Ahora
H+ K
Z, —{(h+k)+H|heH, keK}.
Perosi (h+ k) + H € 3£ entonces
(h+ R +H = (h+H) +(k+H)
= H+(k+H)
= ket

con lo que los elementos de £ ;‘IK son elementos de la forma &k + H.

Pasemos a la demostracion. Consideremos a la inclusion i : K — (H + K),
la proyeccion « : (H + K) — HZ,K , v la composiciéon de estos K—morfismos:

HA+K

K< (H+K) S
Demostraremos que Ker(woi) = HN K. Sea z € Ker(w o), entonces:

H = (noi)(z)
— (=)
= 7(0+42x)
= x4+ H.

Ahora z € H porque H = z + H. Tenemos que K < (H+K)S H;HK con lo
cual z € K y asiz € HnN K. Por lo tanto Ker(moi) C KN H.

Siz e HnN K, entonces en particular z € H. Asi i(z) =04z y
7(0+z) =2+ H como x € H, entonces z + H = H. Por lo tanto z € Ker(m 01).
Por lo tanto Ker(moi) = H N K y por el primer teorema de isomorfismo tenemos
que A= = Im(moi).

Para finalizar notemos que I'm(roi) = £E£. Como pasa que Im(moi) C £1E.
Sélo veremos la otra contencién.

Sea (h+k) € i}‘}ﬁ Por la observacién hecha al comienzo de esta demostracién
(h+k)+H =K +H = (roi)(k). Por lo tanto Z£E C I'm(moi) y asi Im(moi) =
al

Teorema 1.4.30. (Tercer teorema de isomorfismo) Sean M un R—mddulo izquier-
do, H un R—submddulo de L y L un R—submddulo de M. Entonces
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M
M.z
= L
L H
Demostracion. Consideremos 7 : % — % la asignaciéon dada por

mlz+H)=xz+ L.

Demostremos que 7 es un epimorfismo con nicleo % y usando el primer teorema
de isomorfismo, obtendremos el resultado.

Demostremos que 7 estd bien definida. Sean =z + H,y + H € % tales que
x4+ H =y + H. Por hipétesis H C L, entonces z —y € L con lo que

m(z+H) = xz+L
= y+1L
= =n(y+H).
Ahora w(x + H) =x + L, asi:

T((z+H)+(@y+H)) = n((z+y)+H)
= (z+y)+ L
= (z+ L)+ (y+ L)
= 7w+ H)+n(y+ H).

Por otro lado si r € R, entonces:

wr-(x+ H)) = «((r-z)+ H)
= (r-z)+1L
= r-(z+ 1)
= r-w(x+L).
Por lo tanto 7 es un R—morfismo.
Demostraremos que Ker(r) = £. Sea z + H € Ker(r), entonces

e+ H)=0+L

por otro lado

e+ H)=xz+ L,
de donde = € L; asi
Ker(m) C £. Ahora sea z + H € %, entonces = € L con lo que

e+ H)=2+L=0+1L,

asi z + H € Ker(r). Por lo tanto Ker(r) = £.

Demostremos que 7 es epimorfismo. Sea m + L € % Dado que m € M,
consideremos la clase m+H € % la que bajo la funcion = nos da 7 (m+H) = m+L.
Por lo tanto 7 es epimorfismo.

Al ser Ker(n) = % y 7 epimorfismo, entonces se cumple la afirmacion. g
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1.5. Nucleos, conticleos y reticulas

1.5.1. Nucleos y conicleos

Definicion 1.5.1. Sean M, N R—mddulos izquierdos y f : M — N un R—morfis-
mo de M a N. Decimos que el par (k, K) es un nicleo de f si:

1. K es un R—mddulo izquierdo.
2. k:K — M esun R—morfismo de K a M tal que fok=0: K — N.

3. Para todo R—morfismo g : U — M tal que f og = 0, existe un tinico
R—morfismo ¢ : U — K tal que kop =g.

Es decir, que el siguiente diagrama conmuta:

Teorema 1.5.2. Sea f: M — N un morfismo de R—mddulos. Entonces la pareja
(i, Ker(f)) es un nicleo de f, donde i es la inclusion i : Ker(f) — N.

Definicion 1.5.3. Sean M, N R—mddulos izquierdosy f : M — N un R—morfismo
de M a N. Decimos que el par (¢, C) es un conicleo de f si:

1. C es un R—mddulo izquierdo
2. ¢c: N — C es un R—morfismo de N a C tal que co f=0: M — C

3. Para todo R—morfismo g : N — D tal que go f = 0, existe un tinico
R—morfismo ¢ : C — D tal que poc=g.

Teorema 1.5.4. Sean M, N R—mddulos izquierdos y f : M — N un R—morfis-
mo de M a N. Entonces la pareja (m, %(f)) es un conicleo para f, donde 7 :

N — % es la proyeccion natural.

Demostracion. Sean f: M — N un R—morfismo de M a N, 7 : N —

N
. f(M)
y la composicién de estos dos R—morfismos
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f T N
M-S N—= ——.
f(M)
Notamos que si « € M, entonces f(z) € f(M) y n(f(z)) = f(z)+ f(M), pero
f(z) € f(M). _
Consideremos g : N — H tal que go f =0 y definamos
N
p:——-—H
f(M)

dado por

e(n+ f(M)) = g(n).
Veamos que efectivamente ¢ es el R—morfismo buscado. Demostremos que ¢
esta bien definido.
Sean ny + f(M),ny + f(M) € % tales que
Como ny + f(M) =ng + f(M), entonces ny —ng € f(M) con lo que

ny —ng = f(x)

para algin 2 € M. Ahora tenemos que aplicando la funcién g nos queda

O = g(f(2)) = g(n1 —ny)

pero g es R—morfismo con lo cual

g(m —ng) = g(n1) — g(n2).

Por lo tanto O = g(n1) — g(n2) y asi g(n1) = g(na).
Aditividad de g. Sean mq + f(M),ma + f(M) € %, entonces

p((my+ f(M)) + (me + f(M))) = ¢((m1+me)+ f(M))
= g(my +my).

Como g es R—morfismo, entonces

g(mi +ma) = g(m1) + g(ma)

por definicidn

g(m1) + g(mz) = p(m1 + f(M)) + @(m2 + f(M)).

Por lo tanto ¢ es aditiva.

Unicidad de ¢. Si existiera g : % — H tal que g o # = g, entonces
pom = g = gown. Como 7 es epimorfismo, entonces se cancela a la derecha
de morfismos, con lo que ¢ =g y asi se tiene la unicidad. g
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1.5.2. Reticulas

Definicion 1.5.5. Decimos que una cuarteta (L, <,A,V) es una reticula si:
1. (L, <) es un conjunto parcialmente ordenado (COPO).

2. Para todos a,b € L existen anb e L yaVb € L, donde aNb es por definicidn
la mayor de las cotas inferiores para a y b; andlogamente a\ b es la menor
de las cotas superiores comunes para a y b. A a Ab se le llama nfimo para
aybyaaVvb selellama supremo para a y b.

Definicion 1.5.6. Sea (L, <, A, V) una reticula. Decimos que una reticula es com-
pleta si para cualquier subconjunto S C L existe un supremo y un infimo.

Proposiciéon 1.5.7. Sea (L, <, A, V) una reticula completa. Entonces para cual-
quier S C L el supremo y el infimo son dnicos.

Demostracion. Sean (1, <, A,V) una reticula completa, S C L y a, a €L
supremos de S. Como a es supremo de Sy a es cota superior, entonces a < a.
Anslogamente @ < a. Asi a = a .

De manera similar se demuestra que el supremo de todo subconjunto de L es
dnico. m

Recordatorio 1.5.8. Sean R un anillo y M un R—mddulo izquierdo. Entonces
r[+0, M] = {N es R—submddulo de M | N es R—submddulo de M}.

Observacion 1.5.9. Si R es un anillo y M es un R—mddulo izquierdo, entonces
(r[+0, M], <) es un COPO con el siguiente orden: para N, N e r[x0, M] decimos
que N < N si N C N/; es decir el orden definido es el determinado por la
contencion.

Proposicion 1.5.10. Sean R un anillo y M un R—mddulo izquierdo. Entonces
(r[+0, M], <, A, V) es una reticula completa.

Demostracion. Tenemos que (g[.0, M], <) es un conjunto parcialmente orde-
nado por la observacién 1.5.9.
Demostraremos ahora que cualquier familia {V; };e; C gr[0, M], tiene un infi-
mo y un supremo.
Sea {Ni}ier € r[+0, M]
1. Demostremos que (] &; es el infimo para {N;};cr, es decir la mayor de las
iel
cotas inferiores para {N;}icr. Tenemos que [ N; es un R—submodulo de N;
iel
para toda j € 1.
Supongamos que existe L un R—submodulo de M tal que L es R—submoddulo
izquierdo de N; para toda i € I, entonces L es R—submodulo de [ V;, con

i€l
loque N, = AN; =inf{N;}.
il iel i€l
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2. Consideremos <U Nl-> =<¢ > xj|z; € Nj, FCI, F finito ;. Notamos que
icl jeF
por la observacion 1.4.24; N; = g(N;) es R—submodulo de <UN1> para
il
toda i € [.
Y ademés es la menor de las cotas superiores, ya que si consideramos a
L un R—submédulo izquierdo de M tal que para toda i € I, N; es un

R—submoédulo izquierdo de L'. Notamos que cualquier suma finita de elemen-
tos de |J NV; esta contenida en L por ser éste un R—submodulo de M, con lo

i€l
cual para todo F' C I conjunto finito con z; € |J N; tenemos que 3 z; € L.
i€l JEF
Por lo tanto < U Nl-> C I y asf tenemos que < U Nl-> =V N, = sup{N,;}.
i€l i€l i€l i€l

Por lo tanto g[+0, M] es una reticula completa. g

Ejemplo 1.5.11. (N,”divide a”, M.C.D, m.c.m) es una reticula completa.!

Definicion 1.5.12. Sea (L, <,A,V) una reticula. Decimos que una reticula es
distributiva, si para cualesquiera a,b,c € L se cumple: an (bVe) = (anb)V (ane).

Ejemplo 1.5.13. Sea X un conjunto. Entonces (p(X),C,N,U) es una reticula
completa y distributiva.

Definicion 1.5.14. Si A C X, entonces se dice que A tiene complemento y es
B=X\A. Cumple que AUB=X y An B =1{.

Podriamos preguntarnos cuando se puede generalizar el concepto de complemento
en una reticula, en particular en la reticula de submoédulos de un R—moédulo. Lo
cual nos lleva a la siguiente idea: Si M es un R—moddulo, N un R—submoédulo

de él y si L es un complemento de N en g[.0, M], entonces debera ocurrir que
L+N=MyqueLNN=,0.

Notaciéon 1.5.15. Sean M un R—mddulo izquierdo, N un R-submddulo de M
y L un R-submddulo de M. Si ocurre que L+ N = M y LN N = .0, entonces
diremos que L + N es directa y escribiremos L & N.

Observacion 1.5.16. Sean M un R—mddulo izquierdo, N un R-submddulo de M
y L un R-submddulo de M. Si L es un complemento de N en g[.0, M], entonces
escribiremos L & N.

Definicién 1.5.17. Sea M un R—mddulo izquierdo. Decimos que g[.0, M] es
complementada si para todo A un R—submddulo de M, existe B un R—submddulo
de M tal que A® B=M.

1Recordemos que M.C.D. se refiere al maximo comin divisor, mientras que m.c.m. se refiere
al minimo comtn multiplo de dos nimeros.
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Proposicion 1.5.18. Sean R un campo y M un R—mddulo izquierdo. Entonces
r[+0, M] es una reticula complementada.

Demostracion. Si A es un R—submodulo de M, entonces existe 3 C A, tal
que (3 es base, la cual se puede completar a una base de M. Supongamos que
v C M tal que BU~ es una base de M, entonces (v} es un complemento para A. g

Observacion 1.5.19. Los complementos no son tunicos. Consideremos a [0, R?]
y los siguientes elementos de ella A = {(z,0) | x € R}, B ={(0,y) |y € R} y
C ={(z,2) | z € R}. Observamos que Ad B=R=A®C, y sin embargo B # C.

Definicion 1.5.20. (AE) Sean {(Ai, <i)}iep una familia de conjuntos parcial-
mente ordenados cada uno respectivamente con su orden. Definimos el producto
de esta familia como:

HAi”{f:IeUAHf(i)eAi}.

i€l icl

Es decir f = (f(2))icr-
Para esta familia definimos un orden en [ A; dado por: {f(i)}ier < {9(4) Licr
iel
sty solo si f(i) <; g(4) para toda i € 1.

Proposicion 1.5.21. Sea {(A;, <i)},o; una familia de conjuntos parcialmente or-

denados. El producto de ella con el orden definido en la definicion 1.5.20, (HA“ §>
iel
es un conjunto parcialmente ordenado.

Proposicion 1.5.22. Si {(L;, <i, Ai; Vi) },ep s una familia de reticulas comple-
tas, entonces [[L; es una reticula completa con el orden dado en la definicion

icl
1.5.20.

Demostracion. Sean f: I — |JL;y f: I — |JL; dadas por
iel - iel

F(@) = Vifi(i) y f(i) = Aafi(0).
1. Afirmamos que f = \ f;. Demostraremos que f; < f para toda j € J.
jeJ
Por definicion f(i) = Vi f;(4), tenemos que para toda ¢ se cumple que
fi(4) <V, f;(i). Asi para toda j € J tenemos que f; < T.

Supongamos existe h tal que f; < h paratoda j € J. Entonces para cualquier
i € I tenemos que f;(4) < h(i) y esto para toda j € J. Por lo tanto

Vif;(i) < h(i).

Por lo tanto f < hyasi f=V fj.
- T jed
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2. Afirmamos que f = A fj; es decir f < f; para toda j € J.
A L
Por definicion f (i) = A f; (@), pero A; f; (i) < f;(i) para toda i. De lo anterior
[ < fj para toda j € J.
Supongamos ahora que existe g tal que g < f; para toda j € J. Entonces
para cualquier i € I g(i) < f;(i) para toda j € J. Por lo tanto g(i) < A; f; (7).
Por lo tanto g(i) < fyasi f= A fj. g
- T jeJ
Definicion 1.5.23. Sea (L, <,A,V) una reticula. Decimos que S C L es una
subreticula si:

1. S es cerrada bajo A; es decir A [sxg: S xS — S es funcion.

2. S es cerrada bajo V; es decir V [gxg: S x S — S es funcion.

Definicion 1.5.24. Sea (L, <, A, V) una reticula completa. Definimos el elemento
menor L como 0 = A\ L y el elemento mayor de L como 1 =\/ L. Notamos que la
unicidad de estos elementos nos la da la proposicion 1.5.7.

Observaciéon 1.5.25. Si (L, <, A,V) es una reticula completa, entonces existen
elementos mayor y menor.

Definicion 1.5.26. Sea {(L;, <i, Ay, Vi) }ep una familia de reticulas con 0; es
decir existe 0; = A L; para cada i € I. Definimos el coproducto de la familia
como:

HLi”{f;jeULAf(i)eLi y f(i) =0; para casitodaiej}.

icl iel

Observacion 1.5.27. Para {(Li, <i, Ni, Vi) }iep una familia de reticulas con 0, el
coproducto de la familia queda determinado de la siguiente manera:

HLi = {f T — ULi | f(4) € L; y sop(f) es ﬁnito}.
icl iel
Proposicion 1.5.28. Sea {L;}icr una familia de reticulas con 0. Entonces ] L;
iel
es una subreticula de T] L;.
ieT
Demostracion. Sean f, g dos funciones en []L;. Por definicion f y g tienen
i€l
soporte finito. Si i € sop(f A g), entonces i € (sop(f) N sop(g)) C sop(f) el cual es
finito, por lo cual fA g €[] L;.
iel
Ahora si i € sop(f V g), entonces tenemos que f(i) V g(i) # 0;. Lo an-
terior es valido si y solo si ¢ € sop(f) U sop(g). De lo anterior tenemos que
sop(f V g) C sop(f) U sop(g) los cuales al ser finitos, su unién también lo es.
Por lo tanto f Vge [[Li- m
i€l

@_

Print to PDF without this message by purchasing novaPDF (http://www.novapdf.com/)



http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

“Tesis” — 2012/5/9 — 8:44 — page 26 — #34 jﬁ

26 1. MODULOS, SUBMODULOS Y MORFISMOS

Proposiciéon 1.5.29. Si{L;};cr es una familia de reticulas distributivas, entonces
[1Li es una reticula distributiva.
=

Demostracion. Sea i € I. Entonces

(F A (gV R)(@) = [(i) A (g(@) V(i) = (F() V g(i) A (F(i) V h(2),

donde la segunda igualdad es valida ya que se cumple la distributividad en la
i-ésima entrada. g

Proposicion 1.5.30. Si (L, <) es un conjunto totalmente ordenado, entonces
(L, <, min, mdx) es una reticula distributiva.

Demostracion. Sean a,b,c € L, queremos ver qué sucede con a A (bV ¢) o
bA(aVe)oceh (aVb). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que a < b < ¢,
entonces ocurre:

maA(bVec)=ahc=a.

s bA(aVe)=bAhc=0b.

m cA(aVbh)=cAhb=0b.

Ahora bien a=aVa= (aAb)V (aAc¢), también b=aVb= (bAa)V (bAc)

y por ultimo b =a Vb= (¢Aa)V (cAb), conlo que la distributividad se cumple.
Por lo tanto (L, <, min, maz) es una reticula distributiva. g

Ejemplo 1.5.31. (N, <, min, mdx) es una reticula distributiva.
Pero no todas las reticulas son distributivas.

Teorema 1.5.32. La reticula del pentdgono:
1
N
/ a
c
\ |
/
0

no es distributiva.
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Demostracion. Sean a, b, ¢ tales que a # b, a # ¢,b # ¢ y b < a. Entonces
an(bVve) = anl
= a#b
= bv0
= (aAb)V(aAc).
Por lo tanto no es distributiva. g

Teorema 1.5.33. La reticula del diamante:

I
NV

|
|

no es distributiva.

Demostracion. Sean a, b, ¢ tales que a # b, a # ¢,b # ¢ y b < a. Entonces
an(bVve) = anl
= a#0
= 0Vv0
= (aAb)V(aAc).
Por lo tanto no es distributiva. g

Definicién 1.5.34. s Definimos la propiedad modular (PM) si para cuales-
quiera a, b, ¢ tales que b < a, se cumple que a A (bV ) =bV (ahc).

m Sea (L, <, A,V) una reticula. Decimos que la reticula es modular si en ella

vale la propiedad modular, es decir para cualesquiera a,b,c € L tales que
b<a secumpleah(bVc)=bV (aAc).

Teorema 1.5.35. Sea M un R—mddulo izquierdo. Entonces g [0, M] es modular.

Demostracion. Sean A, B,C € g [0, M] tal que B C A. Demostraremos que
AN(B+C)=B+(ANCQC).
Como (ANC)CC,C C(B+C)y por hipotesis B C A, entonces
B+(AnC)CAN(B4+C).

Ahorasiz € AN(B+C), entonces z =b+cconxz € A, be Byce C ahora
ceAyaquebe BCAyc=(xr—b)e A Porlotantox € B+ (ANC). m

Proposicién 1.5.36. El pentdgono no es modular.

@_
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Demostracion. Consideremos nuevamente la reticula del pentégono:
1
\
/ |
c
\ |
/
0

Entonces notamos que se cumple que b < a y sin embargo:
an(bVe) = anl
= a#b
= bvO0

= bV (aAic). .

Observacién 1.5.37. Si (L, <, A, V) es una reticula distributiva, entonces es mo-
dular. Esto se cumple ya que al cumplirse la distributividad, tenemos que para
a,b,c € L se cumple que a N (bV c) = (aAb)V (aAc). Si ademds tuviéramos que
b < a, entonces (aAb) =b con lo cual anA(bV ) =bV (aAc), que es precisamente
la condicion para que (L, <, A, V) sea modular.

Lema 1.5.38. Si (L, <,A,V) es una reticula, entonces bV (anc) <an(bVc).

Teorema 1.5.39. Una reticula (L, <,A,V) con mds de 5 elementos es modular
sty sélo si no tiene subreticulas de la forma del pentdgono.

Demostraciéon. =) Por contrapuesta. Dado que el pentadgono no es modular
por la proposicién 1.5.36, cualquier reticula que tenga como subreticula a una de
la forma pentégono no puede ser modular.

<) La demostracion de esta implicacion la haremos por contradiccion. Su-
pongamos que (L, <;A,V) es un reticula con mas de 4 elementos que no tiene
subreticulas de la forma del pentdgono y no es modular.

Sean a,b,c € L tales que b <apero bV (anc) S an (bVe).

Notamos que b < a ya que si b = a entonces pasaria que:

a

aVe)
bVe)
)

= aV(aAc)

a

(
(

a N\
a N\
bV (

W IV

al\c

Con lo que tendriamos a¢ < a lo que es una contradiccion.
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Tomemos ahora la siguiente subreticula:

eV(an®Ve) 2 ev bV (anc)) (L.1)

bV (aAc)

/

cABV(anc) T2 en(an(BVe)
Veremos que
1 eV(an(bVe)=cV(bV(anc)).
2. cA(bV(anc)) =cAlan(bVe).

con lo cual tendriamos una subreticula de la forma pentagono; lo que nos dara
la contradiccion.

Demostremos 1):

>) Por hipotesis tenemos aA(bVe) 2 bV (aAc), asi eV (aA(bVe)) > eV (bV (aie)).

<) Ahora:

eV(an(bVe)) (eva)A(eVv (bVe))
(eVa)A(eVvd))
= bVe

< ev(bV(ahnc)

<
<

Donde la igualdad es valida porque b < a. Por lo tanto ¢V (a A (b V ¢))
eV (bV (anc)).

Demostremos 2)

<) Por hipétesis tenemos bV (aAc) S aA(bVe), conlocual cA(bV (anc)) <
e (an(bVe)).

>) Tenemos ¢ A (bV (aAc)) > (¢Ab)V (aAc). Como b < a, entonces

A
ch(an(bVe) > (evb)V(cA(anc))
> (eAb)V(ahnc)
alc
ceh(an(bVe))

Y

Por lo tanto (1.1) es una subreticula pentagonal de L, lo que es una contradic-
cion.
[ ]
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Teorema 1.5.40. Una reticula (L, <,A,V) es modular si y sélo si no tiene sub-
reticulas de la forma diamante.

Teorema 1.5.41. Sea (L, <,V,A) una reticula. (L, <,V,A) es distributiva si y
solo si para cualesquiera a,byc € L siavVb=aVcyaAb=aAc, entoncesb = c.

Demostracion. =) Supongamos L distributiva y que aVb = aVe, aAb = aAc.
Tenemos que

Por la anterior tenemos b < ¢, simétricamente ¢ < b. Por lo tanto b = c.
<) Primero veremos que L es una reticula modular. Para ello supongamos que
por el contrario existe una subreticula pentagonal de L:

cVa=cVb
\a
c
b
/
cha=cAb

la cual cumple que aVb = aVey aAb = aAc. Ahora bien por hipotesis tendria
que pasar que b = ¢ lo cual serfa una contradiccién. Por lo tanto una reticula
isomorfa al pentagono no puede ser subreticula de L, con la cual L es modular por
el teorema 1.5.39.

Sean a, b, ¢ € R. Demostraremos que se vale la propiedad distributiva, conside-
remos u = (aAb)V (cA(aVd)yv=(bAc)V(aA(bVc)).

= Entonces:

bVu = bV (aAb)V (cA(aVh))
= bV (cA(aVd))
= (bve)A(aVd).

Donde la segunda igualdad es vélida ya que (a A b) < by la tercera por que
b < (aVb)y sevale la propiedad modular.

&— —
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= Por otro lado
bV w bV (bAe)V (an(bVe))
= bVvV(an(bVe))
= (bve)A(aVvd).

Donde la segunda igualdad se cumple por (b Ac¢) < by la tercera por que
b < (bV ¢) y nuevamente se cumple PM. Con lo cual bV u = bV v.

= Para el infimo de b y u:

bAu bA((aAD)V (cA(aVh)))
= (aAb)V(bA(cA(aVD)))
= (aAb)V (bAc).
Donde la segunda igualdad es valida por (aAb) < by PM y la tercera porque
b<(aVb)

m Elde by o
bhv = bA((bAC)V (an(bVe)))
= (bre)V(bA(an(bVe))
= (bAe)V (bAa).
La segunda igualdad por (bAc) < by PM y la tercera porque b < (bV ¢).
Tenemos entonces b Au =bAwv.

De lo anterior tenemos que « = v, luego a A w = a A v. Con lo cual:

s El infimo de a y w:

ahu = aA((anb)V (cA(aVDb)))
= (aAb)V(aAcA (aVDb))
= (aAb)V(aAc).

Para la segunda igualad es verdadero que (a Ab) < a 'y se cumple PM, para
la tercera se cumple que a < (a V b).

= El infimo de a y v:

arv = ar((brc)V(aA(bVe)))
= (an(bVe)V(an(bVe))
= aA(bVe).

Como (aA(bVc)) < aysecumple PM, entonces se da la segunda igualdad.

Por lo tanto a A (bV ¢) = (a Ab)V (a A c), con lo cual se cumple la propiedad
distributiva. g

Definicion 1.5.42. Sean (L, <p,AL,VL) y (R, <r,ARr,Vr) dos familias de reticu-
las (completas). Decimos que f : L — R es un morfismo de reticulas (completas)
S

1. f (VA Xitier) = Vr{f(Xi)Yier, para I finito (arbitrario).
2. f (NpAXitier) = Ng{f(Xi)Yier, para I finito (arbitrario).

@_
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Definicion 1.5.43. Sean (L, <p,Ar,V5) y (R, <r,ARr,VRr) dos familias de reticu-
las (completas). Decimos que h : L — R es un isomorfismo de reticulas (completas)
S4:

1. h es un morfismo de reticulas (completas).

2. Existe g : R — L un morfismo de reticulas (completas) tal que goh =11 y
ho g = 1R-

Teorema 1.5.44. (Teorema de la correspondencia) St M, N son dos R—mddulos
tzquierdos y f : M — N es un R—morfismo suprayectivo, entonces existe f* un
1somorfismo de reticulas completas f* : [Ker(f),M] — [.0,N] dado por
FH(K) = f[K], es decir la imagen directa de K bajo f.

Demostraciéon. La demostraciéon de este teorema la haremos en tres partes.
1) Demostraremos que f* es un morfismo de reticulas.
Sea {U;};c; C [Ker(f), M].

Dammmamnmsquef<LJLQ><LJfKH>.

i€l icl

k
C) Sea > u; € <U Ul->. Entonces

i=1 icl

k
f(Zm) = flug +us+ ... ug)
i=1

= Jlua) + flug) + .+ fw)

= éf(ui)
Por Io tanto f <L€JIU> c <L€JI f[Ul-]>.
Q&méme<%ﬂm>

Aplicando f tenemos Zk:f(ul) =f {Zk:ul} ef [< U U>
= i=1 Ji€l

1=1

Tenemos que para cada i € {1,...,k}, f(u;) € f[U;,] para algan j; € I. Ahora
k
bien Y u; € < U U>
()
el
Demostraremos que f {ﬂ Ul} = N fVi].
el iel

=1 Ji€l
D) Seay e () fIUi]. Sii €I, entonces y = f(z;) para algin z; € U;. Sij €1,
i€l
entonces y = f(z;) para algtn z; € Uj.

Ahora bien f(z;) = y = f(z;) de donde f(z; — z;) = 0, con lo que
x; —x; € ker(f). Como ker(f) € U, para toda j € [, entonces z; — x; € U;
con lo que z; € U; y asi x; € [ Uj. Por lo tanto f(z;) € f[( U;].

Jjel jeI

&— —
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Q) Sea y € f[(U.] entonces existe z € (U; tal que f(z) = y. Como
i€l iel

f(z) € flU;] para toda i € I, entonces f(x) € | f[U;] y asi f {ﬂ Ul} C N fIi-
i€l i€l iel
Con lo que f* es un morfismo de reticulas.

Consideremos la funcién f, : [0, N| — [Ker(f), M] dada por f.(U) = f~1[U],
pasaremos a demostrar ahora que 2) es morfismo de reticulasy 3) f* es el morfismo
inverso de f,

Demostremos 3) Sea U un R—submodulo de M tal que Ker(f) es R—submodulo

de U. Tenemos que U L U] L5 AU

Demostraremos que f~[f[U]] =U = Kef(f)+ U.

Q) Seaxz+u € Ker(f)+U. Entonces f(z+u) = f(x)+ f(u) =0+ f(u) = f(u).
Con lo que z +u € fL[f[U]]. Por lo tanto Ker(f)+ U C f~L(f(U)).

D) Por otro lado si z € f~1[f[U]], entonces f(x) = f(u) para alguna u € U,
entonces z — u € Ker(f), asi ¢ € v+ Ker(f) C U + Ker(f). Por lo tanto
Ker(f)+U = f[fIU]].

Si V' es un R—submodulo izquierdo de N, entonces aplicando fi y f* tenemos
que V& 1V 5 f[f~1[V]] = V. Donde la tltima igualdad es valida ya que por
hipétesis f es epimorfismo. Por lo tanto f, es la inversa de f*. m

Definicion 1.5.45. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que:
1. a es mdzximo en A si para todo b € A tal que a <b, entonces a = b.

2. a es mayor en A sib < a para todo b € A.

Definicion 1.5.46. Sea M un R—mddulo izquierdo y U un R—submddulo propio
1zquierdo de €él. Decimos que U es mdximo en M, si U es mdxrimo en el sentido
de la contencion en g [*O7 M).

Proposicion 1.5.47. Si R es un anillo (distinto del trivial), entonces R como
R—mddulo izquierdo tiene mdzximos.

Demostracion. Como R es no trivial es equivalente a que 1 # 0. Sea g [0, R)
la familia de ideales izquierdos propios de R y consideremos

(R [*07 R) 5 g)

a la familia ordenada con la inclusion, esta cumple con ser un conjunto parcial-
mente ordenado. Veremos que (g [0, R) , C) satisface con las hipotesis del lema de
Zorn.

Supongamos que {I;};cx es una cadena en g [+0, R), entonces |J I; es un ideal
izquierdo de K. er

Siz,y € |J I;, entonces z € Iy, y € I; para k,j € I. Supongamos sin pérdida
de generalid;(eixque k < j, entonces = € I;. Por lo tanto « +y € I,;. Ahora J I;
también es cerrada multiplicacién por r € R ya que cada uno de los I; lo es.l <

@_
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Ahora 1 ¢ I; para toda i € I ya que I; S R, entonces 1 ¢ |J I;. Como |J I;
iex i€EX
es una cota superior para la cadena {;};ex concluimos que (g [+0, R),C) tiene
maximos. g

Teorema 1.5.48. Sean M un R—mddulo izquierdo, I un ideal bilateral de R tal
que IM = ,0. Entonces:

1. % es un anillo.

2. M es un %—mddulo 1zquierdo.

Demostracion. 1) Es sencillo verificar las propiedades para que % es un anillo.

2) Definamos la siguiente asignacion * : % x M — M dado por “(r+1,z) =r-z.

Veamos que ésta bien definida. Si 7+ I = s+ I, entonces r — s € I. Dado
que IM = ,O, entonces para cualquier z € M se cumple que (r — s)z = 0 de
donde rz = sz. Por lo tanto * estd bien definida. Es sencillo verificar que cumple
las propiedades de la definicién 1.3.1. g

Definicion 1.5.49. Sea (L, <, A, V) una reticula con elemento menor 0. Decimos
que b € L es un seudocomplemento de a € L si:

1. anb=0.

2. b es mdzimo con esta propiedad (es decir si existe b < ¢ tal que b A ¢ = 0,
entonces b = ¢).

Teorema 1.5.50. Sean M un R—mddulo izquierdo y A un R—submddulo izquierdo
de M. Entonces existe B un R—submddulo izquierdo de M tal que B es seudo-
complemento de A.

Demostracion. Sea A = {C | C es un R—submodulode M y AN C = ,0}.
Tenemos que (A, C) es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea {Ci},c; una cadena en A. Demostraremos que |JC; es una cota para

=
{Ci}tier- Siz € AN (UC@-), entonces z € Ay x € C; para algin C; € |JC;.
i€l i€l

Como C; € A, entonces © € ANC = ,0, luego = 0y y asi {C;},; estd acotada
superiormente en A.

Ahora por el lema de Zorn, A tiene maximos. Tomamos uno de ellos y ese es
el que estdbamos buscando. Por lo tanto la afirmacién es valida. m

Proposicion 1.5.51. Sea R un anillo visto como R—mddulo izquierdo e I un
R—submddulo izquierdo de R. Entonces | es un sumando directo de R si y solo si
I = Re para algun e € R tal que ee = e.

Demostracion. =) Supongamos I es un sumando directo de R (es decir existe
J un R—submodulo izquierdo de R tal que R = I ® J). Tenemos para el elemento
identidad (es decir el neutro multiplicativo) que 1 = e 4+ f. Sea ¢ € I, entonces
i=i-1=4i-(e+f)=1i-e+i-f.Conlocuali—ie=1if dedondeif € INnJ=1{0}.

@_
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Por lo tanto i = e que es lo que querfamos demostrar.

<) Supongamos ahora que I = Re. Entonces Re < R con ee = ¢ Demostrare-
mos que R = Re® R(1 —e).

Sabemos que 1 = e + (1 — e), con lo cual tenemos R = Re + R (1 —e).

Para finalizar demostraremos que ReNR (1 —e) = {0}. Seay € ReNR (1 —e).
Como y € Re, entonces y = re. Por otro lado dado que y € R (1 — ¢) entonces
y=s(1—¢e).

Asi re = s (1 — ¢), multiplicando e por la derecha a ambos lados de la igualdad
tenemos que

re = ree
= s(l—¢)e
= (s—se)e
= se — see
= se—se
=0

Por lo tanto ReNR(1 —e) ={0}. m
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CAPITULO 2

Moédulos divisibles, inyectivos,
libres y proyectivos

2.1. Mobdulos libres

Definicion 2.1.1. Sean F' un R—mddulo izquierdo y X C F. Decimos que F es
libre con base X si:

» Si N es un R—mddulo izquierdo y 6 : X — N wuna funcion de X a N,
existe un unico R—morfismo f : ' — N tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

X—tsp

==

/
/
PRl
N

Teorema 2.1.2. Sean R un anillo y RX) = {f: X — R | sop(f) es finito}.
Afirmamos que R es libre con base X .

Demostracion. A cada z € X le asociamos la funcion . : X — R dada por:

|1 siz=y
5m(y){ 0 siz#y

Supongamos ademés que existe una funcion f: X — N.

37
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Si 0 € RX) entonces # = 5 60(x)d,. Vista de esta manera podemos
zEsop(0)
definir f : RX) — N dada por f ( > 0(x) zm> = > 6(x)f(z). Definido
zEsop(0) zEsop(0)

asf tenemos que es R—morfismo y cumple lo que necesitamos. g

Definicion 2.1.3. Sean M un R—mddulo izquierdo y X C M. Decimos que X es
una base de M si:

1L (X|=M

2. X es independiente (es decir si Y, ryax =0, entonces ry =0).
xz€F finito

Teorema 2.1.4. Sean M un R—mddulo izquierdo y X C M. Si X es una base de
M, entonces M es libre con base X.

Demostracion. Por hipotesis tenemos la funcién inclusion 7 : X — M.
Suponemos ademas que existe una funcion f : X — N. Queremos ver que existe
un dnico morfismo f tal que el siguiente diagrama conmuta:

X—>M

Sine M, entonces n = r1xy + -+ rpxy, con r; € Ry z; € X. Definamos 7
dada por: f(n) =r1f(z1) + -+ 7 f (x,), { esta bien definida por la propiedad
2 de la definicién 2.1.1. Por como esta definida se tiene la unicidad. g

Proposiciéon 2.1.5. .0 es libre con base 0

Demostracion. Sea ¢ : ) — .0 y supongamos existe g : ) — N.
Definimos el morfismo f =0:,0 — N el cual cumple con ser tinico. g

Proposicion 2.1.6. Sea R un anillo visto como un R—mddulo izquierdo. Entonces
R es libre con base {1}.

Demostracion. Consideremos la funcion inclusion 4 : {1} — R y supongamos
que existe un morfismo f: {1} — N.

Demostremos que hay un morfismo f : R — N. Como queremos que sea un
R—morfismo y ademéas que conmute, entonces f(1) = f(1), con lo cual

fr)=rf() =rf(1).

Por lo tanto f es R—morfismo y es Gnico por construcciéon. g
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2.2. Mas sobre sucesiones exactas

Definicion 2.2.1. Sean A, B,C tres R—mddulos izquierdos, dos R—morfismos
f:A— B, g:B—>Cylas.e.c*O—>Ai>B 2 ¢ =, 0. Entonces:

“-- “--
u v

1. Decimos que la sucesion se escinde por la izquierda si existe v : B — A un
R—morfismo tal que vo f = Idy.

2. La sucesion se escinde por la derecha si existe v : C' — B un R—morfismo
tal que gov = Idc.

3. La sucesion se escinde si se escinde por la izquierda y se escinde por la
derecha.

f g ..

Teorema 2.2.2. Sea ,0 = A = B = C —, 0 una sucesion exacta corta.
«-= «-=
w

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Existeuw: B — A tal que wo f = Ida
2. Existev:C — B tal que gov = Idgo

3. B= f(A)® D para algin D submddulo de B tal que g |p: D — C es un
isomorfismo.

f
Demostracion. 1) = 3) Por hipotesis tenemos ,0 — A = B. Demostraremos

que B = f(A)® Ker (u). Sea b € B.
Entonces

Tenemos que

con lo cual

b—f(u(b)) € Ker (u).
Asi

be Ker(u)+ f (u(b) € Ker (u) + f(A)

y con ello B C f(A) + Ker (u).
La otra contencién es inmediata ya que

J(A) € By Ker(u) C B

con lo que f(A)+ Ker(u) C B. Por lo tanto B = f (A) + Ker (u).
Veamos que la suma es directa. Sea z € f(A) N Ker (u), entonces z = f(a)
para algin a € A. Tenemos que

0=u(z) =u(f(a)) =a,

&— —
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por loque a =0y con ello z = f(a) = f(0) =0.

Entonces z =0y asi f(A) N Ker (uv) = 0. Por lo tanto B = f (A) @ Ker (u).

Ahora veamos que g [ger(u): Ker(u) — C es un biyeccion. Tenemos que
C=gB)=g(f(A)® Ker (uv)) =04 g (Ker (u)). Entonces g (Ker (u)) = C, con
lo cual es epimorfismo.

Por otro lado Ker (g [ ker(u)) = Ker (w)N Ker (g9) = Ker (u)N f(A) = .0, con
lo que es inyectiva. Por lo tanto es biyectiva y asi tenemos el resultado.

3) = 2) Consideremos la sucesion exacta

O—AL ren Lo,
Demostraremos que existe
v:C— f(A)e D

tal que gov = Ide.

Consideremos g~ ' [p: D — C la inversa de la restriccién de g a D y el
R—morfismo inclusién i : ) — f(A)@ D. Seawv =iog ! |p la composicion de
estas dos funciones. Veamos que g ov = Idg.

Sea z € C. Tenemos que

gou(z) = g

Por lo tanto tenemos Ql resgultado.
2)=1) Sea*O—>Ai>B<:’C—>*Otalquegovzldc.

v

Demostraremos que B = f(A) @ v(C). Sea b € B. Entonces

Tenemos

entonces

b—wv(g(b)) € Ker(g).

Con lo cual
bewv(gb)+ Ker(g).

Como la sucesion es exacta tenemos que

Ker(g) =Im(f) y v(g (b)) € Im(v)

@_
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Entonces b € Im(v) + Im(f). Por lo tanto B = f(A) + v(C).
Ahora veamos que es directa. Sea z € f(A) Nv(C). Tenemos que

v(e)=v=f(a)

para algunos ¢ € C,a € A, entonces g (z) = 0 ya que € Im(f) y por hipotesis
la sucesion es exacta.

Por lo tanto g (v (c)) = 0y en efecto B = f(A) @ v(C). Ahora, definamos la
siguiente funcion « : f(A) @ v(C) — A dada por u(z) = u(f(a) + v(c)) = a.

[ ]

2.3. Mobdulos inyectivos y proyectivos

Definicion 2.3.1. Sea P un R—mddulo izquierdo. Decimos que P es proyectivo
si el funtor Hompg (P, ) es eracto. *

Definicion 2.3.2. Sea F un R—mddulo izquierdo. Decimos que E es inyectivo si
el funtor Homp (_, F) es exacto.

Teorema 2.3.3. Sea P un R—mddulo izquierdo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. P es proyectivo.
2. Toda sucesion exacta corta .0 — A ER B%p_— +0 se escinde.

3. P es un sumando directo de un mddulo libre (es decir P es un sumando
directo de R para algin X ).

4. Para toda sucesion exacta y todo morfismo f: P — C tal que:

+0 A

P
-
7 :
)
¥
0 A—G>B—>C 0

1Véase definicién A.7.2 en el Apéndice A.
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Demostracion. 1) = 4) Supongamos que P es proyectivo y consideramos el
siguiente diagrama:

P

0 A B

’
o 8 C .0
8

. . . [}
Consideremos la siguiente s.e.c ,0 - A — B —
que

— 0, por hipotesis tenemos

«0——=Hom (P, A) gHom(RB) &>Hom(RC) —,0

es exacta. Por lo que So__ es epimorfismo, entonces existe feH om(P, B) tal que
Bof=f. Porlotanto f € Hom(P,C).

4)=1) Sea ,0 — A 2plo- +0 una s.e.c. y consideremos

0 —— Hom (P, A) 2= Hom (P, B) 2= Hom (P,C) — ,0

_ Necesitamos ver la exactitud en Hom(P, C). Si f € Hom(P,C), entonces existe
f € Hom(P, B) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

P

700,
s
2

B—B>C

Por lo tanto Ao f = f, con lo cual [o  esepimorfismo y asi Hom (P, ) es exacto.
Por lo tanto P es proyectivo.
2) = 3) Consideremos una sucesion exacta ,0 — K — F — P — .0, con F

PR

un R—modulo libre. Por hipotesis la sucesion se escinde, con lo cual P es isomorfo
a un sumando directo de ' un R—moédulo libre.
4) = 2) Consideremos el siguiente diagrama:

P

W
// Llp
ya

O A B P ——> .0

Por hipotesis existe & : B — P tal que go h = 1p. Por lo tanto la sucesién se
escinde y se tiene la implicacién.

3) = 1) Para demostrar esta implicacion, veremos que a) Todo modulo libre
es proyectivo y b) un sumando directo de un proyectivo es proyectivo, lo cual nos
dara el resultado.

@_
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Sean ,0 — A ERY: BT RN «0 una s.e.c., I' un R—modulo libre y A : F' — C
tal que el siguiente diagrama conmuta:

P
7,7
S

.0 At t.c .0

Demostremos a). Sea X una base de F'. Consideremos ahora el diagrama:

x—22 op

/
/

o /
/ g k
A
B—y—¢C
Definamos o : X — B, para cada z € X escogemos un elemento en g~ (h(5(z)))
y lo llamamos a(z). Por definicion g(a(z)) = h(d(z)) y asi go o = hod. Por la
propiedad de las bases existe h: F' — B tal que h o d = a. Luego

gohod=goa=hod.

Por la unicidad en la propiedad de las bases tenemos que g o h = h. Por lo
tanto F' es proyectivo.

Demostremos b). Sea P un R—moddulo izquierdo proyectivo tal que P = Py @ Ps.
Queremos ver que P; es proyectivo. Sean h: P, — C, g : B — C un epimorfismo
y el siguiente diagrama:

P=Paoh

Existe o : P — B tal que g 0 « = h o p;. Demostraremos que go a0 i = h.
Tenemos que goo = hopy. Por lo tanto goaoi; = hopy oiy = h, donde la dltima
igualdad es valida ya que p1 041 = 1p,. m

Proposicion 2.3.4. Sea {P;},.; una familia de R—mddulos izquierdos. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

1. @P; es proyectivo.
i€l

&— —
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2. P; es proyectivo para toda i € 1.

Demostracion. 1) = 2) Tenemos que €P £; es sumando directo de ', con ¥
iel
un modulo libre, entonces existen las siguientes inclusiones P; — @F;, — F'y
iel
ambas inclusiones se escinden.
Por lo tanto P; es un sumando directo de F'. Por lo tanto P; es proyectivo.
2) = 1) Para cada i € I existe F; libre tal que P; es sumando directo de Fj.

Por lo tanto € P; es sumando directo de € F}, la cual es libre. g
i€l iel

2.3.1. Mobdulos divisibles

Definicion 2.3.5. Sea M un Z—mddulo izquierdo. Decimos que M es divisible si
M =nM para toda n € N\ {0}.

Lema 2.3.6. Cociente de mddulos divisibles es divisible.

Demostracion. Sean D un R—modulo izquierdo, f : D — H un epimorfismo
y n > 0. Entonces nH = nf(D) = f(nD) = f(D) = H con lo cual tenemos que
para todo n > 0 se cumple nH = H, asi tenemos que cociente de divisibles es
divisible. g

Teorema 2.3.7. Sea M un Z—mddulo izquierdo. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. M es divisible.

2. M =pM para todo p primo.

3. M no tiene submaddulos mdzimos.

Demostraciéon. 1) = 2) Por hipotesis se cumple que M = pM para todo
n € N\ {0}, en particular para todo p primo.

2) = 1) Supongamos M = pM con p primo. Sea n € N\ {0} el cual por
el teorema fundamental de la aritmética sabemos que n = pi* - p3?---pp* su
descomposicién en primos. Por lo anterior tenemos que

Haciendo este proceso inductivamente tenemos que

(p?l pgz ..... pgkfl) M p— M7

con lo que tenemos el resultado.

1) = 3) Tenemos por el lema 2.3.9 que cociente de divisibles es divisible. Ahora
bien si D es divisible y M es un Z—moddulo méximo de D, entonces % es simple y
ademas divisible. Por otro lado si S es un Z—mddulo izquierdo, entonces S = Z,,.

Por lo anterior tenemos que $ = pS = pZ,, = 0.

&— —
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3) = 1) Supongamos que M no tiene Z—submodulos maximos y que no es
divisible, es decir existe p un ntimero primo tal que pM # M. Tenemos que pM
es un Z—submodulo propio de M.

Consideremos 7 : M — pﬂM y notemos que p(pMM) = pM. Utilizando el Teorema

1.5.48 tenemos que pﬂM visto como Z,—mddulo es isomorfo a Zgﬂ ) para algin j3.

Ahora por el teorema de la correspondencia las reticulas [pM, M| y [0, pﬂM] son

isomorfas y esta altima es isomorfa a [0, Zéﬂ )].

Como Zy ’ es un Z—espacio vectorial. tiene méximo. Lo que implica que DT
tiene un submoédulo méximo pLM. De donde L es maximo en M. Que es contradic-

cion. Por lo tanto pM = M. g

Ejemplo 2.3.8. Q es divisible.
Ejemplo 2.3.9. % es divisible.

Teorema 2.3.10. Sea M un grupo abeliano visto como Z—mddulo. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. M es un Z—mddulo inyectivo.
2. M es un Z—mddulo divisible.

3. Para todo Z—morfismo h : nZ — M existe un morfismo h : Z — M tal que
el siguiente diagrama es conmutativo:

Donde x € M, es decir h es multiplicar por algin elemento de M.

Proposicion 2.3.11. Sea {N;},.; una familia de Z—mddulos divisibles. Entonces
PN, es divisible.
il
Demostracion. Si f € @N;, entonces f : I — [JN; tal que f(i) € N; y
i€l i€l
f(#) = 0 para casi toda i. Demostraremos que para todo p primo se tiene que

f = pg, para alguna g € @ N;.
el
Para cada ¢ € I tenemos que f (i) € N;. Dado que f () = p - n;, entonces
definamos g como sigue:

N [ ni siiesop(f) _ .
g(i) = 0 sii¢sop(f) Por lo tanto g € ;‘%Nl y se tiene el resultado. g

Proposicion 2.3.12. Sea M un grupo abeliano visto como Z—mddulo izquierdo.
Entonces M contiene un subgrupo divisible mayor D tal que M = D& R y R no
tiene subgrupos divisibles.

@_
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Demostracion. Consideremos el coproducto

@ {D; | Di es subgrupo de M y D; es divisible},
el cual es divisible por la proposicién 2.3.11.
Consideremos la funcion @D; — > D; dada por f+— > f(i). Esta fun-
i€l el i€sop(f)
cion es sobreyectiva ya que para z € Y. D;, entonces z € D; para algin i € [.
iel
Utilizando la funcién delta de Kronecker que sabemos esta en €5 D; tenemos que
il
37—z € D;. Con lo cual > D; es divisible.
iel
Ahora D = > {D; | D; es Z—submddulo izquierdo de M},_; es un Z—submé-
dulo izquierdo de M, s6lo falta verificar que es un sumando directo.
Consideremos la sucesién exacta ,0 — D — M — % — 40, como D es
inyectivo por el teorema 2.3.10 la sucesién exacta se escinde, con lo cual D es un

sumando directo y se tiene el resultado. m

Teorema 2.3.13. Todo grupo abeliano se sumerge en un grupo divisible.

Demostracion. Sean G un grupo y = € G — {0}. Consideremos Zz < G el
subgrupo ciclico generado por x en GG. Ahora bien si z es de orden infinito, entonces
Zzx es libre con lo que la asignaciéon z +— 1 con 1 € Q se extiende a un morfismo

Yr : Lx — Q

Si « tiene orden n con n € N, entonces Zzx es isomorfo a Zn y asi existe un
morfismo de grupos dado por:

NS

Yp Lx — o=

maz v 2 + 7
n
Ahora bien, como Q y % son divisibles existe:

» Si z es de orden infinito, la funcién

Yy 1 G—Q
dada por ¢, (z) =1

» Sizesdeordenn conneN

Yy G —

NIO

dada por ¢, (z) = L +Z

@_
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Construimos la siguiente funcion:

e (1] )

dada para = € G de la siguiente manera: I'(z) = 5%

Donde Y C G es tal que Y = {z € G | x es de orden infinito} y Z C G es tal
que Z = {z € G | z es de ordenn con n € N}.

Por como estd definida, I' cumple con ser monomorfismo. g

2.3.2. Continuacién de moédulos proyectivos

Teorema 2.3.14. (Lema de Baer) Sean R un anillo y I un R—mddulo izquierdo.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. F es inyectivo.

2. Para todo ideal izquierdo I de R y toda funcion f : I — F tal que

%

0 1 R

E

existe una funcion ¢ : R — I tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

Demostracion. 1) = 2) Es claro.
2) = 1) Consideremos B un R—modulo izquierdo, A un R—submodulo izquier-
dode By f : A — FE, queremos ver que f se puede extender a un morfismo B — F.
Consideremos
S={(X, fx)| A es R—submodulo de X, X es R—submodulode B, fx : X — F
y fx [a= f},

de tal manera que:

&— —
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En S definimos el siguiente orden: (X, fx) < (Y, fy) si y solo si X es R—submo-
dulode Yy fy Ix= fx, es decir fy extiende a fx. Es sencillo verificar que (S, <)
es un conjunto parcialmente ordenado.

Sea C = {(S, fs,) };c; una cadena en S. Definimos (S, f3), donde S = |JS; y

i€l

fs= Ufs;. Es decir fz(a) = fs,(a) sia € S;.
il

Esta es una buena definicion porque C es una cadena. Es sencillo verificar que
(S, 75) es una cota de C en S. Por lo anterior (S, <) cumple con las hipdtesis
del Lema de Zorn, asi que existe (M, g) un elemento maximo en S. So6lo nos falta
verificar que M = B para terminar la demostracién.

M tiene que ser esencial en B pues g ©0: M @ K — B extiende a M, si K es
un R—submoédulo de B 'y M N K = %g. Por contradiccién, supongamos M es un
R—submodulo propio de B. Sea x € B\ M y consideremos I'= {r € R|ra € M},
que es un ideal derecho no cero de R. Definimos a: T' — E tal que a(r) = g(rz).
Por hipétesis existe @ : R — FE tal que extiende a o.

Ahora bien, definimos g : M + Rz — FE por

gly +rz) =g(y) + alr)

dondey e M yr € R. Veamos que es una fun(;lon
Sly+rx*y +rxc0n Y,y € Myrr € R tales quey+rx*y +rx
tenemos que y —y = (r —7)z, es un elemento de M N Rz, de donde r —r € 1.
Aplicando la funcién tenemos que

’ ’ ’ ’ ’

a(r)—a(r)=alr —r)=g((r —r)z) =9y —y)=9y) -9y ).
De donde tenemos que

Gy +rz)=g(y) +alr)=al)+9y) =3 +r).

Por lo tanto g extiende a g, lo que es una contradiccién a la condicién de que
(M, g) es maximo en S. Por lo tanto M = B y tenemos el resultado. g

Teorema 2.3.15. Son equivalentes para un grupo abeliano (M, +,0):
1. M es divisible.
2. zM es inyectivo.

Demostracion. Podemos utilizar el lema de Baer y que todo ideal de Z es de
la forma nZ.

1)=2)Si

nlo————=1%

&— —
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con f es un monomorfismo distinto de 0, entonces 0 # f(n) € M. Definamos
el morfismo f(n)- :Z — M el cual es un morfismo y extiende a f:

ya que:

—_— 1

n
f(n)
Asi por el lema de Baer M es inyectivo como Z—moddulo izquierdo.

2) = 1) Por demostrar que M es un R—submoddulo de kM para todo k > 0.
Seaze My

k2 —7Z

M

Donde f(k) = z. Si ¢ extiende a f, entonces

z=f(k) =¢(k) =p(k-1) =k ¢(1).
Por lo tanto M es un R—submodulo de kM. @

Proposicion 2.3.16. Sea R un anillo. Si D es un grupo divisible?> wvisto co-
mo Z—mddulo izquierdo, entonces rHomyg (R, D) es inyectivo como R—mddulo
1zquierdo.

Demostracion. Utilizaremos el Lema de Baer. Consideremos siguiente dia-
grama con I un ideal izquierdo de R:

I —R

rHom (R, D)

2Véase 1.1.12 para la definicién de grupo divisible.

@_
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Tenemos que f(¢)(r) € D, en particular f(¢)(1) € D ademas D es divisible y por el
teorema previo tenemos que D es inyectivo con lo cual existe h tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

—~

R
FOM
D

h es aditiva y k() = f(i)(1) para toda ¢ € I.
Queremos demostrar que el siguiente diagrama es conmutativo:

I —R

H

rHom (R, D)

Sea H la funcién inducida por h.

Demostraremos que i o H(j) = f(j). Entonces i 0 H(j) = i(H(5)) = i(h(4)) =
h(g) = f(3)(1), donde la ultima igualdad es valida por la observacion arriba men-
cionada.

Por lo tanto i 0 H = f(4) y tenemos el resultado. g

Proposicion 2.3.17. Sea M un R—mddulo izquierdo tal que M # 0. Entonces
Hom (M, Hom (R, %)) £ 0.

Demostracion. Bastard demostrar que para todo Rz # 0, existe
f: Rx — Hom (R7 %) con 0 # f, para que el siguiente diagrama sea conmu-
tativo:

Sea Rx # ,0, entonces 0, # Ra como Z-—moddulo derecho. Asi existe
gz @ Rx — % tal que g, # 0. Aplicamos Hom (R, ) : R — mod — Z — mod
el cual es exacto ya que R es proyectivo. Tenemos g, : Hom (R, Rz) — (R7 %)
Demostraremos que gz © _ # 0, lo se verifica ya que (gy0(_-2))1 =g, (1 -2) =

&— —

Print to PDF without this message by purchasing novaPDF (http://www.novapdf.com/)



http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

? “Tesis” — 2012/5/9 — 8:44 — page 51 — #59 j%

2.3. MODULOS INYECTIVOS Y PROYECTIVOS 51

Por lo tanto se tiene el siguiente diagrama:

20 #0
Hom (R, Rx) g) Hom (R7 %)

IR

Rx

Corolario 2.3.18. Sea M un R—mddulo izquierdo. Para todo x € M con x # 0
existe ©, : M — Hom (R, %) tal que ©,(z) # 0.

Teorema 2.3.19. Sea M un R—mddulo izquierdo. Entonces M se puede sumergir
en un maodulo inyectivo.

Teorema 2.3.20. Sea E un R—mddulo izquierdo. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. E es un R—mddulo inyectivo (es decir, Hom (_, V) es exacto).
2. Toda sucesion exacta ,0 — & ER BLC— +0 se escinde.

3. Para toda sucesion exacta ,0 — A LBpLteoo 0 y todo morfismo
h:A— FE tal que:

+0

b
8y
Q

+0

>
-

&

existe un morfismo h : B — E tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

0 A B C «0

Demostracion. 1) = 3) Supongamos que la siguiente sucesion es exacta:

.0 ATdsptoc— 0

|
b

y consideremos la siguiente sucesion:

00— Hom (C,E) _—Og>H0m(B7E)if>Hom(A7E) —,0

&— —
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que es exacta por hipotesis. En particular existe h tal que (_ o f) (k) = h.

3) = 1) Sea ,0 - A ENY: JENVG IR +0 una sucesion exacta y consideremos la
siguiente sucesion:

«0——Hom (C| F) _—Og>H0m(B7E) _—OJ‘>Hom(A7 E)y——.0

Ahora si h € Hom(A, F), entonces tenemos el siguiente diagrama:

«0 A B C «0

Con lo cual existe h € Hom(B, E) tal que ho f = h, con lo cual _ o f es
epimorfismo. Por lo tanto Hom (_, F) es exacto y asi I es inyectivo.

3) = 2) Sean ,0 — F Lptoo «0 una sucesiéon exacta y lgp : £ — F
el morfismo identidad en F. Por hipétesis existe ¢ : B — F tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

E

De donde t o f = 1g, con lo que la sucesién se escinde y se tiene el resultado.

2) = 1) Para esta implicacion demostraremos que a) Todo médulo se sumerge?,
y b) Un sumando directo de un modulo inyectivo es inyectivo.

a) Queda demostrado en el teorema 2.3.19.

b) Supongamos que £ = A® B con E inyectivo. Usaremos nuevamente el lema
de Baer.

Si

—~

entonces tenemos

3Veéase la observacion 1.4.11 para el término se sumerge.

@_
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E

Donde g esta dada por la inyectividad de . Consideremos ahora p : B — A
la escision de § (esto ya que A es sumando directo de F)

Demostremos ahora que el siguiente diagrama es conmutativo:

j—i>1—{

Tenemos

pogoi=pojof=lacf=Ff

Consideremos la siguiente sucesiéon exacta corta:

0 I Q 2 0

Por hipotesis la sucesion se escinde asi F es sumando directo de @ y por a)
tenemos que @ es inyectivo. Por lo tanto tenemos el resultado. m

Proposicion 2.3.21. Sea {M;};.; una familia de R—mddulos izquierdos. En-

tonces [[ M, es inyectivo si y sélo si M; es inyectivo para cada i € 1.
i€l

Demostraciéon. =) Consideremos ,0 — A ER B L cC — +0 una sucesién

exacta cortay a h: A — M;. Dado que []M; es inyectivo, existe v: B — [[M;
i€l iel
tal que yo f =i;0h por lo tanto ;0o yo f =m0i;0h=10h=h.

@_
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0

[1M;
il
Tenemos las siguiente igualdades yo f = i; 0 h y m; 04; = 1p,. Queremos
demostrar que m;0yof = h peroyof =i;0h,asi moyof = mjoi;oh = 1p,0h = h,
con lo que tenemos el resultado.
<) Consideremos ,0 — A LB % Cc = ,0ua secy h: A — [[{M;}.
Como M; es inyectivo para toda i € I, existe v; : B — M; tal que v; 0 f = m; 0 h.
Entonces:

«0 C «0

Consideremos a la familia de {v;};,.;. Definimos v : B — [[M; dada por
i€l
v(b) = (7i(b)),;c- Por la definicién anterior tenemos que para toda i se cumple que
m; o v = . Para finalizar demostraremos que v o f = h;, pero
movyof = v of = moh, donde la primera igualdad es valida ya que por
hipétesis M; es inyectivo para toda i. Por lo tanto vyo f = h. m

@_

Print to PDF without this message by purchasing novaPDF (http://www.novapdf.com/)



http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

jﬁ “Tesis” — 2012/5/9 — 8:44 — page 55 — #63 jﬁ

CAPITULO 3

Mas tipos de modulos, capsulas
divisibles e inyectivas

3.1. Mbobdulos finitamente generados, de torsion y
libres de torsiéon

Definiciéon 3.1.1. Sea M un R—mddulo izquierdo. Decimos que M es finitamente
generado si existe X C M, X finito tal que r{(X) = M.

Proposicion 3.1.2. Sea M un R—mddulo izquierdo. Las siguientes condiciones
se cumplen:

1. M estd finitamente generado por X si y solo si el unico submddulo de M
que contiene a X es M.

2. Si existe un R-morfismo f : M — N y M estd finitamente generado por X,
entonces f(M) estd finitamente generado por f(X).

Demostracion. Sea M un R—modulo izquierdo.
1. Supongamos (X) = M. Por definicion
r{X)= ﬂ{[\/ es R—submodulo de M | X C N},
entonces

[{N es R—submédulo de M | X € N} = M.

95

&— —
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Para la otra implicacion, dado que X C M entonces (X) C M. Como (X) es
un R—moédulo y por hipoétesis el tinico R—moédulo que contiene a X es M,
entonces M = (X).

2. f 1 7M) 2 M — f[M] es un epimorfismo y por hipétesis X est4 finitamente
generado por M. Supongamos que L es un R—submodulo de N tal que f(X)
es un R—submodulo de L. Tenemos que

X <fHWXN <) <M

Por 1) f~![L] = M. Por lo tanto

F(X) < L)) = fIM] = L,

entonces el tnico de los submoédulos de N que contiene a f(X) es V.

Al ser f[X] un R—submodulo de L, entonces f~1[f[X]] es un R—submodulo
de f7'[L] y ademés f~'[L] es un R—submodulo de M. Por el inciso 2 tenemos
que f~1[L] = M. Por lo tanto

Corolario 3.1.3. Si M no tiene mdximos, entonces M no es finitamente gene-
rado.

Recordatorio 3.1.4. Q es divisible y cociente de divisibles es divisibles.

Corolario 3.1.5. Q wvisto como Z—mddulo izquierdo no tiene mdximos. Por lo
tanto Q no es finitamente generado.

Demostracion. Demostraremos que Q no tiene méaximos por reduccion al
absurdo. Supongamos que Q si tiene maximos.

Notemos que Z, no es divisible ya que para p se tiene que pZ, = .0 # Z,,.

Ahora bien recordemos que un grupo con solamente dos subgrupos es isomorfo
a algn Z,.

Si M es un submddulo méximo de Q, entonces % es un modulo con exacta-
mente dos subgrupos con lo cual es isomorfo a Z,. Contradiciendo que Z, no es

divisible, pero un cociente de Q si lo es, con lo cual Q no tiene méaximos. g

Definicion 3.1.6. Sea G un grupo abeliano. Decimos que G es de torsion si todos
sus elementos son de orden finito.

Proposicion 3.1.7. Si G es un grupo abeliano, entonces

t(G)={z€G:0(G) <}

es un subgrupo de G.
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Definicion 3.1.8. Si G es un grupo, t(G) se llama el subgrupo de torsion de G.

Definicién 3.1.9. Sip es un nimero primo, definimos
t,(G) ={g € Glo(g) = p"™ para algin n € N,n > 0}
como la parte p—primaria de G.
Veamos ahora algunos resultados de teoria de grupos.

Teorema 3.1.10. Sea G un grupo abeliano de torsion. Entonces G es la suma
directa de sus partes p—primarias.

Demostracion. Por demostrar G = & ¢, (G).
p primo

Sea 0 # z € t, (G)N ( é (tq (G))), entonces o (z) = p™ para algin

q primo, p#p

n € N.
Por otro lado z = x4, +. . .+xg,, donde o (z4,) = ¢, entonces (¢;"" - ... g'™)-
x =0, por lo tanto p" | ¢I"* - ... - ¢, y en consecuencia p divide a ¢; para algin

i, lo que es una contradiccion ya que p # ¢; para toda i y p, g; son primos. Por lo

tantotp(G)ﬁ< D (tq(G))>{O}.

q primo, p#p

Sea z € G, entonces o (x) = p{* -...-py*, nombremos s; = % y notamos que
(s1;...;86) = 1, entonces existen by, ..., b, € Z tales que bysy + -+ + bsp = 1,
multipliquemos por z se tiene que z = (bysy + -+ +bpsp) x = bysjz+ - -+ b spz.
Ahora

_o@) o) _ .,
o(s;z) s~ oo = p,
Picq

con lo que b;s;z € (tp, (G)) = D7 y se sigue el resultado. m

Ejemplo 3.1.11. Como % es de torsion, entonces % = & t (%)

p primo

Definicién 3.1.12. Definimos Zp~ =1, (%)

3.2. Mbobdulos esenciales y médulos esencialmente
cerrados

Definicion 3.2.1. Sea M un R—mddulo izquierdo y N un R—submddulo izquierdo
de M. Decimos que N es esencial en M si para todo K R—submddulo izquierdo

de M distinto de .0, se cumple que N N K # .0 (o equivalentemente el inico
R—submddulo izquierdo de M tal que NN K =,0, es K =,0).

Ejemplo 3.2.2. 27Z es un Z—mddulo esencial en Z ya que 0 # 2n € 2Z N nZ si
n # 0. En general tenemos que nZ es un Z—mddulo esencial de Z, si n # 0.
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Ejemplo 3.2.3. Z es un Z—mddulo esencial en Q ya que para un Z—submddulo
H de Q con .0 # H tenemos 0 # ¢ € H para algunos a,b € Z, entonces
O#a:b(%) eZnNH, conlo que ZN H # ,0.

Proposicion 3.2.4. Sea M un R—mddulo izquierdo y N un R—submddulo de M.
N es un R—submddulo esencial de M si y sélo si para todo x € M con 0 # =z,
existe r € R tal que 0 #rz € N.

Demostracion.

=) Sea 0 # z € M. Tenemos que .0 # Rz, por hipotesis N es esencial en M,
por lo tanto .0 # N N Rz, es decir existe 0 #n=rz € N.

<) Supongamos ahora ,0 # K. Si 0 # x € K, entonces existe » € R tal que
0# rz € N. Por lo tanto 0 # rz € KN N y tenemos el resultado. m

Proposicion 3.2.5. Sean L, M, N R—mddulos izquierdos. Las siguientes afirma-
ciones son vdlidas:

1. Si L es un R—submddulo esencial de N y N es un R—submddulo esencial
de M, entonces L es un R—submddulo esencial de M.

2. 8i L es un R—submddulo de N, N es un R—submddulo de M y L en un
R—submddulo esencial de M, entonces L en un R—submddulo esencial de
N y N en un R—submddulo esencial de M

Demostracion. 1) Sea 0 # x € M. Sabemos que existen r, s € R tales que
0#rxze Ny0#s(rz) = (sr)z € L con lo que obtenemos el resultado.
2) Es sencillo verificar. g

Definicion 3.2.6. Sean M un R—mddulo izquierdo y L un R—submddulo de M.
Decimos que L es esencialmente cerrado en M si cada vez que L es esencial en
L, un R—submddulo de M se cumple que L = L .

Proposicion 3.2.7. Sean M un R—mddulo izquierdo y A un R—submddulo izquier-
do de M. Si A es un sumando directo de M, entonces A es esencialmente cerrado
en M.

Demostracion. Sean M un R—modulo izquierdo, A,B R—submddulos izquier-
dos de M tales que A @& B = M. Supongamos que existe A" un R—submodulo
izquierdo de M tal que A es esencial en A . Sucede que

A=AnM=AnAaB).

Ahora bien A es un R—submédulo de A', utilizando la propiedad modular
tenemos A N(A®@ B)=A® (A/ N B).

De lo anterior 0= ANB 2 AN (A/ N B). Como A4 es esencial en A/, entonces
ANB= +0. Por lo tanto A = A .
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3.3. Capsulas divisibles

Definiciéon 3.3.1. Sean N, D Z—mddulos izquierdos y f : N — M un monomor-
fismo de N a D. Decimos que f es una cdpsula divisible si:

1. D es divisible.

2. Im(f) es esencial en D.

Ejemplo 3.3.2. Un ejemplo de cdpsula divisible es f : Z, — Zy,~ dada por
sm=T1

Proposicion 3.3.3. Sea D un Z—mddulo izquierdo, divisible y libre de torsion.
Entonces D es un Q—mddulo izquierdo y el siguiente diagrama es conmutativo:

QxD——D
1p

ZxD——>D

Demostracion. Sean n > 0y = € [ con xz # 0. Tenemos que existe y € )
tal que z = ny y ademés esta y es dnica ya que si ny = x = ny , entonces
n (y — y/) =0, al ser D divisible y tener un producto de dos elementos igualado

a cero, entonces alguno de los dos debe ser cero. Tenemos por hipdtesis que n # 0
asi que y —y/ = 0; por consiguiente y = y/. A y la denotamos como <. Definimos la
siguiente funcién - : Q x D — D dada por: - (%7 x) =m- (%) Es sencillo verificar
las propiedades para que sea un Q—modulo izquierdo. g

Corolario 3.3.4. Sea D un Z—mddulo izquierdo divisible y libre de torsion. En-
tonces D es isomorfo a Q%) para algin X como Z—mddulo izquierdo.

Proposicion 3.3.5. Sea D un Z—mddulo izquierdo. Si D es divisible, entonces
t (D) es divisible.

Demostracion. Sea z € ¢ (D). Sin > 0, entonces z = ny con y € D. Ahora
bien 0 = o (z) -z = (o (x) - n) y donde o(z) es el orden del elemento . Asiy € ¢ (D)
y en consecuencia t (D) C n -t (D) para todo n > 0. Por lo tanto ¢ (D) =nt (D) y
asi t (D) es divisible. g

Corolario 3.3.6. Sea D un Z—mddulo izquierdo. Si D es divisible, entonces D =
t(D)@® L donde L es libre de torsion.

Definicién 3.3.7. Sean M un R—mddulo izquierdo y {N;},.; una familia de
R—subsubmddulos de M. Decimos que {N;},.; es independiente si para toda i € I
se cumple Ny Y. {N;} =.0.

jel\{i}
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Proposicion 3.3.8. Sea M un R—mddulo izquierdo. Toda familia independiente
de R—submddulos de M estd contenida en una familia independiente mdzima.

Demostracion. Sea S = {{N;},.; | {IN;} es independiente }. Definamos en
S el siguiente orden: {Ni},c; < s{M;},c; si Ni € {M;},_; es sencillo verificar
que (S, <s) es un orden parcial.

Sea C = {{Ni}iel}zex
superior y esta en S.

Demostraremos que es independiente. Supongamos que no fuera independiente,
entonces existiria /V; tal que

una cadena en S. Afirmamos que {N;} , es una cota

0£zeN;n > {N;j}#.0
ux\{i}

Con lo que {N;, Nj,,...,Nj, } no serfa independiente con i € Iy, j; € I, ...,
Ik € I.

Dado que C es una cadena, entonces N;, Nj,,...,N;, € {Ny}rer. Donde
I, € X lo que es una contradiccion ya que C es una cadena formada por familias
independientes. g

Proposicion 3.3.9. Si Zx es un grupo ciclico de orden p", entonces Zy~ es una
cdpsula divisible.

Demostracion. Sabemos que Zp~ es un Z—submoédulo izquierdo de % y con-

sideremos el siguiente morfismo f : Zz — Zy dado por f(z) = #.
Tenemos que f(mz) = %. Pero % = 0 si mz = 0. Por lo tanto f (Zzx) = <%>
es un Z—submodulo izquierdo esencial de Zy~ y con ello E (Zyn) = Zp. m

Teorema 3.3.10. Sea D un Z—mddulo izquierdo. Si D es divisible y un p— grupo,
. (X) . )
entonces D es isomorfo a Zy' para algin conjunto X.

Demostracion. Si D = ,0, entonces D es isomorfo a Z?N.

Si D # .0, entonces existe € D con = # 0 tal que o (x) = p™ con n > 0 (si
n > 1 entonces o (p"flx) = p). Podemos sin pérdida de generalidad suponer que
o(z) =p.

Entonces tenemos el siguiente diagrama:

Zx;)/_)

IR
>

y/——

donde
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r— "t s
k|
11—

Como D es divisible y m o k es monomorfismo, entonces existe h : Zpee — D
tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

xT

S -

o ——=D

1R
>
>

Zp T Zpoo

Veamos que efectivamente h es monomorfismo, en caso contrario existiria 0 #
on € ker(h) con (a,p) = 1.

Entonces p™ ! (1%) € ker(h), con lo que a - % € ker(h). Pero

= a-m(1

)
a-m(k())
— m(a- k()

= mok(az),

S =

con lo que homok(axz) =0, pero homok = i.

De donde i(ax) = 0 asi ax=0y con ello p divide a a, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto h es monomorfismo.

Demostraremos que h : Zp — D es monomorfismo. Si a-

h(a - %) =0 pero

B =

€ ker(h), entonces

Por lo tanto p divide a a, con lo cual a - £ = 0. Asi ker(h) = ,0.

Seaac Ker(h)cona#0y acZ.

Tenemos 0 # ax @ % a. Por otro lado az — 0, como el diagrama es
conmutativo tenemos 0 # ma +— 0 lo cual es una contradiccion.

Dado que Zpe es divisible, tenemos que h (Zp~) es divisible. Por lo tanto
h(Zy~) es un sumando directo de 1), de donde {% (Z,)} es un conjunto
independiente en D.

Sea

p primo

S = {{Ni};c; | {N:} es independiente , N; es Z—submoédulo de D y N; = Zy } .

&— —
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Supongamos que {N;}, ., es una familia independiente maxima. Entonces

P N, es un Z—submoédulo de D el cual es divisible y por lo tanto D = @ N; ¢ L.
i€K €K

Pero, ;1. podria ser distinto de cero?. No, ya que en caso afirmativo L contendria
algtin Zp~ (lo que seria una contradiccion a la condicién maxima de {N;}; k). m

Proposicion 3.3.11. Sea G un Z—mddulo izquierdo. Si G es finito vy
(0(G),n) =1 con n & N\ {0}, entonces G es n—divisible.

Demostraciéon. Como (o (G),n) = 1 existen a, b € Z tales que a-n+b-o(G) =
1, por lo tanto G = n-aG + b -0 (G) G. Donde la segunda parte es cero y con ello
se obtiene el resultado. g

Proposicion 3.3.12. i [[ Z,, entoncest( I1 Zp> = @ Z,.

p primo p primo p primo

Demostracion. Tenemos que €@ Z, Ct ( I1 Zp>. Demostraremos que
P

p primo primo

se cumple la igualdad, es decir si f ¢ € Z,, entonces [ tiene soporte infinito.
p primo

Sea f tal que f (i) € Zy, con f (i) # 0.

Sin-f=0,entonces n- f (i) =0, con lo que p; divide a n. Asi p; < n lo que
ocurre para toda i en el soporte de f recordemos que el soporte es infinito, lo cual
es una contradiccién. g

Proposicion 3.3.13. Sea G un grupo visto como Z—mddulo izquierdo. Si G es
abeliano, entonces t(—%) no tiene elementos de orden finito (es decir, es libre de
torsion).

Demostracion. Sea x + t(G) € T%) tal que z € ¢(G). Si « + t(G) fuera de
orden finito, entonces m(x + ¢(G)) = t(G) por lo que mzx € t(G). Asi existe n > 0
tal que (nm)x = n(mz) = 0. Por lo tanto z € ¢ (G), lo que es una contradiccion a
la hipotesis inicial. g

ZP
— = L es divisible y libre de torsion.
P

p es primo

Proposiciéon 3.3.14.

p es primo

Demostraciéon. Para ver que L es divisible, bastara ver que para todo ¢ primo,
se cumple que gL = L.

p es primo

Sea f + I1 Zp> € L. Tomamos un primo 7, con r > ¢, entonces

=G, f @), f0), fr+1),..)

f=UQ),f@2),....f(),0,...,0)+
0,...,0,f(r1), f(ra),...)

Donde r; > r con r; primo para todo j € I.

@_
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Como todos estos primos son distintos de ¢, entonces f(r;) = ¢Z; tiene solucién
en Z,, (el cual es g—divisible y ademés 7; y ¢ son primos distintos.
Hagamos:
g=1(0,...,0,21,23,...).

Con lo que f = h+ qg y ademés f y ¢j son congruentes modulo H L.
p es primo
Por lo tanto

f+ H Zp =4q149 H ZZD

p es primo p es primo

lo que muestra que L es divisible.
[ ]

3.4. Seudocomplementos

Definicion 3.4.1. Sea M un R—mddulo izquierdo y A, B dos R—submddulos de
M. Decimos que B es seudocomplemento de A si:

1. AnB=.,0.

2. B es mdzximo con respecto a 1.

Proposicion 3.4.2. Sea M un R—mddulo izquierdo y A, B dos R—submddulos
de M. Si B es seudocomplemento de A, entonces ANB = ,0 y (A® B) es un
R—submddulo esencial de M.

Demostracion. Sea B seudocomplemento de A. Sabemos que (A @ B) es un
R—submodulo de M. Ahora si (A @ B) no fuera esencial, entonces existiria C' un
R—submodulo de M, ,0 # C tal que (A @ B)NC = ,0. Con lo anterior (A @ B)&C
serfa un R—submodulo de M, pero (A@®@ B)® C = A® (B® C). Pero B es un
R—submédulo propio de B @ C. Lo que es una contradiccién a la definicién de
seudocomplemento de A. Por lo tanto (A @ B) es un R—submodulo esencial de
M. m

Proposicion 3.4.3. Sea M un R—mddulo izquierdo y A un R—submddulo de M .
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es seudocomplemento de B para algin B R—submddulo de M.

2. A es esencialmente cerrado en M.

Demostraciéon. 1) = 2) Supongamos que A es seudocomplemento de B y
que existe A un R—submodulo de M tal que A es un R—submodulo propio y
esencial en A . Si ,0# A N B, entonces A N B es un R—submoddulo de A . Dado

que A es esencial en A/, entonces ,0 = ANB 2 AN (A/ N B) #, 0 lo que es

una contradicciéon. Luego entonces debe ser que .0 = A'nNB , lo que también es
contradictorio. Por lo tanto A es esencialmente cerrado en M.

@_
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2) = 1) Supongamos que A es esencialmente cerrado en M. Sea B seudocom-
plemento de A. Sea A tal que es seudocomplemento de B con A C A'. Demostra-
remos que A <. A por contradiccion. Si no fuera esencial, entonces existiria C' un
R—submédulo de A" con %0 # C tal que CNA # ,0y (A® C) es un R—submodulo
de A'. Tenemos que (A® C)N B =,0, conlo que (A& C)+B=(AaC)® B =
A® (B C), lo que contradice que B es un seudocomplemento de A. Por lo tanto
A es un R—submédulo esencial de A. Como A C A/, entonces A = A’ ya que por
hipétesis A es esencialmente cerrado. Por lo tanto A es seudocomplemento de B.

Proposicion 3.4.4. Sea M un R—mddulo izquierdo. Todo R—submddulo A de M
esta contenido en un R—submddulo esencialmente cerrado.

Demostracion. Sea B seudocomplemento de A y A un seudocomplemento
de B tal que contenga a A. Entonces A es un R—submodulo esencial de 4 y A
es esencialmente cerrado. g

Corolario 3.4.5. Sean M un R—mddulo izquierdo y A un R—submddulo izquier-
do. Entonces A tiene un seudocomplemento en M.

Proposicion 3.4.6. Sean M un R—mddulo izquierdo y A un R—submddulo izquier-
do de M. Si B es seudocomplemento de A en M, entonces Ae;B es un R—submddulo

esencial de %

A@B C B Ag@B)NC _ B
Demostracion. Supongamos que NE =% asi que LBL =42

Dado que B es un R—submédulo de C entonces podemos aplicar la propiedad

modular, asi (A@ B)NC =(ANC)d B. Asi ANC =(ANnC)n B =,0. Como
B es seudocomplemento, entonces B = C y asi £ = £ con lo que se obtiene el

B~ B’
resultado. g

Teorema 3.4.7. Sean F un R—mddulo izquierdo inyectivo y A un R—submddulo
1zquierdo de M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es inyectivo.
2. A es un sumando directo de E.
3. A es esencialmente cerrado en E.

Demostracion. 1) < 2) Se tiene por el teorema 2.3.20.

2) = 3) Esta implicacion vale en general (véase proposicion 3.2.7).

3) = 2) Sean A esencialmente cerrado en £y A, B dos R—submoédulos izquier-
dos de E tales que B es seudocomplemento de A, A es seudocomplemento de B
y A es R—submodulo de A’ Como A es esencialmente cerrado, entonces A = A/,
con lo que A es seudocomplemento de B y B es seudocomplemento de A.

Tenemos que (A @ B) es un R—submodulo de £ y por la proposicion 3.4.6
tenemos que (ADB) o5 un R—submodulo esencial de % pero A = 428 ademas A es

B B
un R—submoédulo de E con lo que tenemos que el siguiente diagrama conmutativo:
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it

E

Veremos que ¢ es monomorfismo. Sea z+B € % conz & Bytalque p(z+B) =
0. Dado que k es inclusién y A+B es esencial en g, entonces existe r € R tal que
0#r-z+Be€ A+B entoncesrxfaeBconloqueO#aEA.

Ahora 0 = Lp(rx) = i(a) = a lo que es una contradiccion. Por lo tanto
Ker (¢) =, 0y asi ¢ es monomorfismo.

Ahora si nos restringimos a la imagen de ¢ notamos que ¢ es un isomorfismo.

Asi
h AaB _ k E
A B es B
7
“le(8)
E
¢ (5)
7
E

Por otro lado A es esencialmente cerrado y ¢ ( ) es esencial en ¢ (E) con lo

que A = Lp( ) Asup[AokohflAyg A@B@U ComoAiesesenmalen

g, entonces U = ,0 y por lo tanto A@B = % Con lo que A® B E.n

Teorema 3.4.8. Sean D un Z—mddulo izquierdo y H un Z—submddulo izquierdo
de él. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. H es un sumando directo de D.

2. H es esencialmente cerrado en D.

3. H es divisible.

Demostracion. Por el teorema 2.3.10 tenemos que D es inyectivo si y solo si
D es divisible y por el teorema 3.4.7, tenemos el resultado. m

3.5. Capsulas inyectivas

Definicion 3.5.1. Sean M, E dos R—mddulos izquierdos y f : M — E un
R—morfismo de M a E. Decimos que f es una cdpsula inyectiva de M si:

1. f es un monomorfismo esencial (es decir Im(f) es esencial en F).

@_
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2. F es inyectivo.

Proposicion 3.5.2. Sean M un R—mddulo izquierdo. Si existe un monomorfismo
w: M — U con U inyectivo, entonces M tiene una cdpsula inyectiva.

Demostracion. Sea F una extension esencial maxima de I'm () en U. Asi M
es isomorfo a ¢ (M) el cual es un R—submoddulo esencial maximo de £,y F es un
sumando directo de U pues F es esencialmente cerrado.

Notemos que £ es inyectivo. Si consideramos a p [¥: M — £ la composicion

dada por M 5 (M) 5 E, la cual cumple con ser un monomorfismo esencial con
F inyectivo y asi tenemos el resultado. g

Corolario 3.5.3. Sea M un R—mddulo izquierdo. Entonces M tiene una cdpsula
inyectiva.

Demostracion. Es un corolario del teorema 2.3.19. g

Proposicion 3.5.4. Sea M un R—mddulo izquierdo. Dos cdpsulas inyectivas de
M son isomorfas.

Demostracién. Sean (o, £), (3, E/) dos capsulas inyectivas. Tenemos el si-
guiente diagrama:

M —=F
P Y
E/

Como E es inyectivo y o es monomorfismo, entonces existe v : £ — E' tal
que yoa = F. Afirmamos que v es mono. Supongamos que existe z € I con x # 0
tal que € Ker (v). Dado que  # 0y o (M) es un R—submodulo esencial de
E, existe 0 # rz € a(M) y con ello existe m # 0 tal que «(m) # 0. Dado que
0# m e M, entonces 8 (m) # 0, pero f =~voa,asi yoa(rz) =r(yoa(z)) =0.
Sin embargo v o «(ra) = B(m) # 0 lo cual es una contradiccion. Por lo tanto
Ker (v) =« 0y v es monomorfismo.

Ahora consideremos £ = v (£) <> . Dado que v () es inyectivo, entonces
~ (F) es sumando directo de E', es decir E = v(E)® U con U un R—submodulo
izquierdo de E'. Por otro lado 8 (M) es un R—submoédulo de v (E) y (M) es un
R—submodulo esencial de E', asf tenemos v (F) es un R—submodulo esencial de
K, entonces U = ,0. Por lo tanto v (K) = £ y asi K= 1. g

3.6. Bimoddulos

Definicion 3.6.1. Sean R,S dos anillos y M un grupo abeliano. Decimos que
rMg es un R — S—bimddulo si:

1. M es un R—mddulo izquierdo,
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2. M es un S—mddulo derecho,

3. Para todosr € R, s € S ym e M se cumple que (rm) s =r(ms).

Ejemplo 3.6.2. Todo M R—mddulo derecho es a la vez un Z — R—bimddulo
considerando a M como un Z—mddulo izquierdo.

Ejemplo 3.6.3. Sea M wun grupo abeliano. Si consideramos End(M) el ani-
llo de endomorfismos de M, entonces M es un End(M) — Z—bimddulo como
End(M)—mddulo izquierdo y Z—mddulo derecho definiendo la siguiente operacién

(em)r = (mr).

Teorema 3.6.4. Sean R, S dos anillos, s Mg un S—R—bimddulo y N un S—mddulo
1zquierdo. Entonces
Homg (M,N) es un R—mddulo izquierdo con la siguiente operacion:

(rf) (@) = f (2r).

Demostracion. Sean f, f1, fo € Homgs (M, N), r,r1,72 € Ry z € M. Veamos
que en efecto se cumple las condiciones para que sea un K—modulo:

= (1f)(z) =f(z-1) = [ (2)

w ((rir2) f) (2) = [ (2 (rir2)) = f ((zr1) r2) = rof (2r1) =71 (r2f ()
= ((r1472) ) (@) = f (@r1 +ar2) =11 f (2) +r2f (2)

= 7 (fi+ f2) (@) = (fr + f2) (2r) = rfi(2) + 7 f2 (2).

Observacion 3.6.5. Si 1) es un grupo divisible visto como un Z—mddulo izquier-
do, entonces Homy (R, D) es un R—mddulo izquierdo considerando al anillo R
como Z — R—bimddulo, a D como Z—mddulo izquierdo y definida ast la operacion:

(rf) (x) = [ (ar).

Proposicion 3.6.6. Sea R un anillo visto como Z — R—bimddulo. Entonces
Homy, (R7 %) es inyectivo como R—mddulo izquierdo.

Demostracién. Es un corolario de la proposicién 2.3.16 g

3.7. Mbobdulos simples y médulos semisimples

Definicion 3.7.1. Sea S un R—mddulo izquierdo. Decimos que S es simple si
r[+0,5] =4.0,5} y.0#S.

Proposicion 3.7.2. Sea U un R—submddulo de M un R—mddulo izquierdo. U es

maximo st y solo si % es simple.
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Demostracion. Sabemos que existe 7 : M — un epimorfismo dado por
w(x) = = + U. Por el teorema de la correspondencia existe un isomorfismo de
reticulas [U, M] — [,0, ). Asi que U es un R—submédulo maximo de M si y sélo

si |[[U, M]| = 2siy solo si |[.0, 45]] = 2 si y s6lo si % es simple. m

M
[

Ejemplo 3.7.3. Sea p un primo. Entonces Z, es simple.

Definicion 3.7.4. Sea M un R—mddulo izquierdo. Decimos que M es semisimple
si todo A un R—submddulo izquierdo de M es un sumando directo de M.

Ejemplo 3.7.5.

1. Todo R—mddulo izquierdo M simple es semisimple.
2. 0 es semisimple.

3. Si R es un campo, entonces cualquier R—mddulo izquierdo V es semisimple.

Teorema 3.7.6. La clase de los mddulos semisimples es cerrada bajo tomar sub-
modulos y bajo cocientes.

Demostracion. Demostraremos que es cerrada bajo submodulos.
Sean M un R—modulo izquierdo semisimple y N un R—submodulo izquierdo de
M. Demostraremos que N es semisimple. Sea K un R—submoddulo izquierdo de NV

y consideremos la siguiente sucesion K &N E M. Como K es un R—submoédulo
izquierdo de M y M es semisimple, entonces K es sumando directo de M. Entonces
la sucesion se escinde digamos que 7 o (ig 0 41) = 1k, entonces (7w o) 04y = 1.
Con lo que 7 04y es una escision de is. Por lo tanto K es un sumando directo de
N.

Demostraremos ahora que la clase de los médulos semisimples es cerrada bajo
cocientes.

Sean M, I dos R—modulos izquierdos tales que M es semisimpley p: M — L
un epimorfismo de M a L. Completando a una sucesion exacta corta tenemos
.0 Ker (p) <> M £ L — ,0. Como Ker (p) es un R— submédulo izquierdo de
M y M es semisimple, entonces Ker (p) es un sumando directo de M. Como la
sucesion se escinde por la izquierda, también se escinde por la derecha, por lo que
existe i : L — M tal que poi = 1p; y asi i (L) es semisimple. Por el resultado

previo y considerando que L = (L), se tiene que L es semisimple. g

Corolario 3.7.7. Sean M, N dos R—mddulos izquierdos y f : M — N un iso-
morfismo. 51 N es semisimple, entonces M es semisimple.

Observacion 3.7.8. La clase de los mddulos semisimples en general no es cerrada
bajo productos, ni bajo extensiones.

La sucesion
Ly
+0— 224 -7y — — — ,0
274
de grupos abelianos, tiene los extremos simples pero Z,4 no es semisimple pues
sus submodulos forman una cadena con tres elementos 0,274, Zy y 27,4 n0 €s un
sumando directo de Zy4.
Por lo tanto la clase de los semisimples en general no es cerrada bajo extensiones
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Definicién 3.7.9. Sea M un R—mdédulo izquierdo. Definimos el zoclo de M como
zoc (M) =3"{S| S es R—submddulo izquierdo de M y S es simple}.

Es inmediato que zoc(M) es un R—submoédulo de M.

Teorema 3.7.10. Sea M un R—mddulo izquierdo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. M es semisimple.
2. M = zoc(M).

3. M es la suma directa de una familia de R—submddulos simples; es decir
M =@ {S: | Si es R—submddulo izquierdo de M y S es simple},; ;.

Demostracion. 3) = 2) Es inmediato de la definicion de zoclo.

2) = 1) Sea A un R—submodulo izquierdo de M. Demostraremos que A es
sumando directo de M. Sea B un seudocomplemento de A en M, entonces (A ¢ B)
es un R—submodulo esencial de M. Sea S un R—submddulo izquierdo simple de
M.

Tenemos que 0 # (A®@ B)NS = S con lo cual S es un R—submodulo
izquierdo de A @ B para todo S R—submodulo izquierdo simple de M. Como
M = > {S]S es R—submoddulo izquierdo de M y S es simple} € A & B. Asi
M = A® B. Por lo tanto B es complemento de A.

1) = 3) Supongamos M # .0 y M es semisimple. Como M # .0 entonces
existe € M tal que .0 # Rz. Ahora tenemos Rz — M y existe Rx — §
epimorfismo. Como Rz es semisimple tenemos que Rz — S se escinde, asi S se
sumerge en M con lo que zoc (M) # ,0.

Sea {S;},c; una familia independiente méaxima de submédulos simples de M.

Sea U un seudocomplemento de & 5;, es decir M = (@ Sl-> @U. Si suponemos que
i€l i€l

U # .0, entonces U contendria un simple V' y asi {S;},. ;U{V} seria independiente,

lo que contradiria a la condicion maxima de {S;} Por lo tanto U =, 0y

M=@{S} u

icl

icl”

Proposicion 3.7.11. Sea M un R—mddulo izquierdo. Entonces

zoc (M) = ﬂ {N | N es R—submodulo izquierdo esencial de M} .

Demostracion. C) Sea S un R—modulo izquierdo simple y si N es un R—sub-
modulo izquierdo esencial de M, entonces SNN #, 0, con lo que SNN = 5, asi § <
N. Por tanto zoc(M) C ({N | N es R—submodulo izquierdo esencial de M }.

D) Por demostrar (J{&N | N es R—submodulo izquierdo esencial de M} = I es
semisimple. Sea A un R—submodulo izquierdo de I y B un seudocomplemento de
Aen M, tenemos que (A @ B) es un R—submodulo esencial de M, asi tenemos la
siguiente sucesion 4 — [ — A ® B.

Utilizando la propiedad modular tenemos I = IN(A® B) =A@ (I N B). Por
lo tanto A es un sumando directo de I. g
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Proposicion 3.7.12. Sea S un R—mddulo izquierdo. Si S es simple, entonces
Endg (S) = Hompg (S,5) es un anillo con division.

Demostraciéon. Sea o : S — S un R—morfismo tal que a # 0. Tenemos que
Ker (¢) # 40 con lo cual o es monomorfismo. También I'm (o) = Sy o es sobre.
Asi « es biyeccion, por lo tanto isomorfismo y con ello tiene inverso. m

Teorema 3.7.13. Sea R un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. R wvisto como R—mddulo izquierdo es semisimple.
. Todo R—madulo izquierdo M es semisimple.

. Todo R—mddulo izquierdo M es inyectivo.

2

3

4. Todo R—mddulo izquierdo M es proyectivo.

5. Toda sucesion exacta ,0 — A — B — M — ,0 se escinde.
6

. Todo R—submaddulo N de un R—mddulo izquierdo M es esencialmente ce-
rrado en M.

Demostraciéon. 1) = 2) Sean M un R—modulo izquierdo y RX) — M un
epimorfismo. Tenemos que RX) es semisimple pues la suma directa de semisimples
es semisimple. Por lo tanto M es semisimple ya que es un cociente de un semisimple.

2) = 3) Sean M un R—modulo izquierdo y f : M — K (M) una capsula
inyectiva. Por hipotesis F (M) es semisimple, con lo que M es sumando directo de
E(M). Asi E(M)=M & K. Como M es un R—submodulo esencial de £ (M) y
Mn K =, 0, entonces K = ,0. Por lo tanto M = E (M) y asi M es inyectivo.

3) = 6) Sean M, N R—modulos izquierdos tales que N es un R—submoédulo
de M. Tenemos N — M. Como N es inyectivo, entonces N es sumando directo
de M. Por lo tanto N es esencialmente cerrado en M. (Véase proposicion 3.2.7).

6) = 4) Demostraremos que M es proyectivo.

4) = 5) Sea una sucesion exacta ,0 — A — B S M — ,0. Como M es
proyectivo, entonces 7 se escinde.

5) = 1) Sea / es un ideal izquierdo de R. Como ,0 — [ — R — & — ,0 se
escinde, entonces I es un sumando directo de K. g

Proposicion 3.7.14. Si tenemos el siguiente diagrama:

pj

M, —L =~ PN,
k=1 l

M, ——> Nj
pjoToi;=Tj ;

donde i;,p; son respectivamente la inclusion y la proyeccion candnicas, entonces
la funcion © : Endgp(M"™) — Myxn(End(M)) dada por ©(T) = [T} jli<i j<n €S
un isomorfismo.
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Demostracion. Demostremos primero que © es aditiva. SiT, U : M™ — M™,
entonces

or+vU) =

pio (1'+U)oij]
= [pol'oij+p;olUoij]
= [pioT oij]+ [pioU oij]
= O +e)

Por lo tanto es aditiva.

Demostremos que © es inyectiva.

Si

o(T) =

0 --- 0

entonces p; 0 i; = 0: M — M para todo i y para todo j.

Fijemos 4, entonces (p; o 1") 0 i; = 0: M" — M para toda j. Por la propiedad
universal de la suma directa tenemos que p; o1'=0: M™ — M, pues también se
tiene que 00 é; = 0: M — M para toda j.

De donde tenemos que p; o T = 0 Para toda i € {1,...,n}, asi que por la
propiedad universal del producto tenemos que 7' = 0 : M™ — M™. Por lo tanto
ker(©) = {0}. Por lo tanto © es inyectiva.

Demostremos ahora que © es un morfismo de anillos. Para esta demostracion
usaremos que

Tdyn = Jigope: M™ — M™,
k=1
entonces O(U o1") = [(U o1"); ;] y por definicion

UoT)j=pio(UoT)oij
Ahora

pio(Uol)oij = pio(Uoldynol)oi,

= p;o (Uo (sz Opk> o’l') 01
k=1

= Z(piOUOik)O(pko/[Oij)
k=1
= (O()e(n)

4,J
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Por lo tanto ©(UoT") = ©(U)O(T') y con esto tenemos que O es multiplicativa.
@(an = [pl @) 1M'n. e} Zk] = [&',k] pues

Sip =pioig: M — M

Asi tenemos que O es un morfismo inyectivo de anillos.
Ahora demostremos que O es suprayectiva. Supongamos

[fi.5] € Mpscn(End(M))

Fijemos i, entonces la familia {f;; : M — M }?:1 induce un morfismo
fi : M — M™ tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

fi

M——M"

pj

M

por la propiedad universal del producto.
Ahora la familia { f;};_, induce un morfismo f : M™ — M™ tal que el siguiente
diagrama es conmutativo:

Entonces

M——=M

conmuta para toda i y para toda j.
Por lo tanto ©(f) = [f; ;]-
Por lo tanto © es un isomorfismo de anillos. g

Corolario 3.7.15. Si S es un R—mddulo izquierdo simple, entonces
Hom (8™, 5™) 2 Myxn (Endg (5)), donde My xn (Endg (S)) es un anillo con di-

VISION.

Teorema 3.7.16. Sea R un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1. R es semisimple.

2. R = M,, (D1) X -+ x M,, (Dy), donde D; es un anillo con division para
toda i.

n
Demostracion. 1) = 2) Sea R semisimple, entonces R = @ S;, con S; simple
i=1
para toda € {1,...,n}. Por el corolario anterior, tenemos
R=(S1@  ®5%,) D (5210 © Sap,) ...,

donde los agrupamos con la siguiente condicion S;; = Sjy si y solo si i = [,
ahora tenemos (S11@ -+ @ Sig,) = 11, (821 @ -+ @ Sog,) = 1, con lo que R =
ool
Por otro lado tenemos la siguiente cadena de isomorfismos
R= Hom (R, R) = [ [Hom (T;,T;) = [ [Hom (T}, T) .
i, i
Ahora, tenemos la siguiente asociacion para T; RN T; = (ps), donde
Ps,t :psoﬂooit

ya que:

oy ¥
jiéTj

S’i,t _— S’i,s
Ps,t

(e}
Escogemos S; 1 — S, tal que

Ps,t
Si,t Si,s
Qg oz;l
Si,l Si,l

-1
Qg OPs,t0Qat

Conlocuall; &1 T (a; O g1 O at) , donde (a;l O g1 © at) € End(S;1)=D,;.
Por lo tanto R = [[M,, (D;).

K3
2) = 1) Primero hacemos una observacion antes de demostrar esta impli-
cacién. En general tenemos que R = Ry X - - - x R,,, demostraremos que, en general

R—mod= Ry —mod x ---x R,, — mod.

Veamos que B X Ry — mod =2 R; — mod x Ry — mod, y utilizando induccién
obtendremos el resultado.
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Sea M un R; x Rs—modulo. Tenemos las siguientes funciones asociadas:

R1><R2M d ((17O)M X (071) M) y (R1M1 X RQMQ) =R (Ml X MQ) esta ulti-
ma valida ya que R = R x R = Ry x Ry = (1,0) R x (0,1) R. Asi, si M es un
R—modulo izquierdo, entonces (1,0) M es un R;—modulo con el siguiente mor-
fismo - : Ry x (1,0) M — (1,0) M la funcion dada por ry - ((1,0)z) = (r1,0) .
Es sencillo verificar que en efecto cumple con las propiedades. Si tuviéramos un
morfismo entre dos R—modulos f : M — N, entonces la funciéon restringida a
cada coordenada bastard para completar la asociacion entre las categorias, como
se demuestra en el diagrama:

f (fT(l,o)M-,fT(o,l)M)

N

((L,o)N,(0,1) M)

Ahora bastaré ver que para todon € Ny si D es un anillo con divisiéon, entonces
M, (D) es semisimple. Sea n € Ny M,, (D). Entonces

D 0 0 0 D 0 0 0 0 D

e O T T
boo o b 0w o o b
Do - 0
Afirmamos que S © % es un ideal simple de M,, (D).
D 0 0
D 0 0 * 0 0
Sea A € M, (D), entonces A = con
D 0 0 * 0 0
D 0 0
* € D. Por lo tanto S * 4 es un ideal izquierdo de M,, (D). m
Do - 0

Corolario 3.7.17. Sea R un anillo. R es semisimple como R—mddulo izquierdo
sty solo si R es semisimple como R—mddulo derecho.

Demostracion. Que R = M, (D1) x ... x M,, (Dy) es una condiciéon que no
tiene lateralidad. g

&— —
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CAPITULO 4

Mddulos artinianos, neterianos
y superfluos

4.1. Artinianos y neterianos

Definicion 4.1.1. Sean R un anillo y M un R—mddulo izquierdo. Decimos que
M cumple con la condicion de cadena ascendente en submddulos, (en abreviatura

C.C.A.) si:

1. No hay cadenas ascendentes infinitas propias de submddulos o equivalente-
mente;

2. Para toda cadena ascendente de submddulos de M, M; < My < Mz < --- <
My < - existe un k € N tal que se estaciona, es decir M; = My para toda
1> k.

Definicion 4.1.2. Sea M un R—mddulo izquierdo. Decimos que M es de Néether
(o neteriano) si M cumple C.C.A.

Definicion 4.1.3. Sea B un anillo y M un R—mddulo izquierdo. Decimos que
M cumple con la condicion de cadena descendente en submddulos, (en abreviatura

C.C.D.) si:

1. No hay cadenas descendentes infinitas propias de submddulos o equivalente-
mente,

75
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2. Para toda cadena descendente de submddulos de M, My > My > Mg > -+ >
My > - exmiste un k € N tal que se estaciona, es decir, para toda © > k se
cumple que My = M;.

Definicion 4.1.4. Sea M un R—mddulo izquierdo. Decimos que M es de Artin
(o artiniano) si M cumple C.C.D.

Ejemplo 4.1.5. Z visto como Z—mddulo izquierdo es neteriano pero no artiniano
ya que 27 2 A7 287 2 - .

Proposicion 4.1.6. Sea M un R—mddulo izquierdo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. M es finitamente generado.
2. Ezxiste un eptmorfismo ¢ : R — M, para algin n € N.

3. Si existe un morfismo f : @N; — M, entonces existe F' C I, F finito tal
I

que existe un epimorfismo g : N; — M.
F

Demostracion. 2) = 1) Si existe f : R” — M y tenemos que {e,...,e,}
genera a R", entonces es sencillo verificar que {f (e1),..., f (e,)} es un conjunto
generador de M.

1) = 3) Por hipotesis existe {z1,...,2,} un conjunto generador de M. Su-
pongamos que existe f : €PN; — M un epimorfismo. Para z; se tiene que

T

€r; = f (nkl,i + -+ nk“) COLl N, & Nkj y Ifj,i cl.
Sea Z el conjunto de las k; ;. Si restringimos f, entonces f [ayn, PNy, , —
; DNkt O ,

M es el epimorfismo buscado.

3) = 2) Sabemos que todo M puede ser cubierto por RX) para algin conjunto
X, entonces existe un epimorfismo RX) — M, por hipotesis existe ' C X, F finito
tal que existe un epimorfismo R¥) — A, con lo que se obtiene el resultado. g

Observacion 4.1.7. Todo mdédulo finitamente generado es cociente de un mddulo
libre finitamente generado.

Es decir, si M es finitamente generado, existe mR™ — M epimorfismo, para
algin n € N.

Proposicion 4.1.8. La clase de los mddulos finitamente generados es cerrada bajo
cocientes y bajo extensiones.

Demostracion. Sea M un R—modulo izquierdo finitamente generado y sea
f M — N un epimorfismo. Por demostrar N es finitamente generado.

Por la proposicion anterior existe un » € N tal que R* — M — N es un epi-
morfismo. Con ello, existe un epimorfismo R™ — N. Por lo tanto N es finitamente
generado.

Veamos ahora que es cerrada bajo extensiones.

@_
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Sea ,0 - A —- B — C — ,0 una sucesion exacta con A y C modulos finita-
mente generados por la observacion anterior existen

R" R™
pAL PBL
o 8
«0 A B C «0

con n, m € N, completemos la sucesion de arriba:

R — g pm s g

1A

«0 A B C «0

Como R™ es proyectivo existe v : R™ — B tal que o~y = Ppg.
Ahora avo P4 y «v inducen A tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

R —% rr o pm A pm
PAL AL /DBL
L0 A—2o gt P o L0

Como R™™ = R™" & R™ y X es epimorfismo por el lema del quinto, entonces
B es finitamente generado.

Definicion 4.1.9. Sea M un R—mddulo izquierdo. Decimos que M cumple la
condicion mdzima en submddulos si para toda familia no vacia de submddulos de
M tiene mdximos.

Proposicion 4.1.10. Sea M un R—mddulo izquierdo. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. M es neteriano.
2. M tiene condicion mdxima en submodulos.

3. Si N es un R—submddulo izquierdo de M, entonces N es finitamente gene-
rado.

Demostracion. 2) = 1) Demostraremos la contrapuesta.

Si N1 £ No £ N3 5 ... fuera una cadena ascendente propia de R—submodulos
izquierdos de M, entonces {N;},y (o3 no tendrfa maximos.

1) = 3) Demostraremos la contrapuesta.

Si N es un R—submoédulo izquierdo de M que no fuera finitamente generado,
entonces N # 0. También existe 21 € N con 1 # 0 tal que (z1]| £ N, por consi-
guiente existe zo € N\ {x1]| con zg # 0y conello (x| 5 (1, x2| £ N. Continuando
de esta manera tenemos (z1| § (z1, 22| § (@1, 22, 23| £ ... 5 .... Luego existiria
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una sucesion 1, ..., &, ... con n € N tal que (@1,..., 25| £ {(z1,...,Zn41]. Porlo
tanto habria una cadena ascendente infinita propia.

3) = 1) Sea N1 £ Ny £ N3 £ ... una cadena ascendente propia de R—submodu-
los izquierdos de M. Entonces |JN; es un R—submodulo izquierdo de M.

icl
Por hipotesis existe {y1,...,ynt tal que ({y1,...,ynf| = UN; con y; € Nj,.
i€l

Asi {y1,...,yn] < UN;, = N, para algin [ € N. Con ello tenemos la cadena
<.

1=1
N .. < N, = N;,, la cual termina en N;,. Por lo tanto la cadena es finita. g

Definicion 4.1.11. Sea M un R—mddulo izquierdo. Decimos que M es finita-
mente cogenerado si dado un monomorfismo f : M — [N, entonces existe un
icl
e S
7+ M — [ N; también es inyectivo.
ieF

congunto finito ' C I tal que f

Proposicion 4.1.12. Sea un M un R—mddulo izquierdo. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. M es finitamente cogenerado.

2. Si{Ni},c; es una familia de R—submddulos izquierdos de M tal que [ N; =
il
«0, entonces existe un conjunto finito F' C I tal que () N; = .0.
ieF

Demostracioén. 1) = 2) Sea {N;},.,; una familia de R—submodulos izquierdos

de M tal que (M &; =.0.
iel

Dado que para toda ¢ € I tenemos que N; es un R—submoédulo izquierdo de

M. Entonces tenemos el siguiente diagrama:

P; M

Ahora bien ,0 = (| N; = M % [T es una sucesion exacta, de donde existe
i€l iel
F C I finito tal que:

&— —
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con A monomorfismo, donde A es la correstriccion de . Por lo tanto
0=Ker(A)= NN
icF
2) = 1) Supongamos que para toda i € / el siguiente diagrama es conmutativo:

fi
L;
Entonces .0 = Ker(f) — () Ker(f;). Por hipotesis, existe ' C I, F finito
tal que ﬂFKer (fi) = 0. Porlleol tanto la construccion de f a M »— l_LLl- es un
1€ 1€

monomorfismo. g

Teorema 4.1.13. La clase de los mddulos finitamente cogenerados es cerrada bajo
submaddulos y capsulas inyectivas.

Demostraciéon. Demostraremos que es cerrada bajo submoédulos.

Sean M un R—mddulo izquierdo finitamente cogenerado, N un R—submoédulo
izquierdo de M y {L;},.; una familia de R—submodulos izquierdos de N tal que
(N Li: = +0. Con ello existe ' C I, I finito tal que [ L; = .0 ya que M es
i€l icF
finitamente cogenerado.

Demostraremos que es cerrada bajo capsulas inyectivas.

Sea M un R—modulo izquierdo finitamente cogenerado. Demostraremos que
E (M) es finitamente cogenerado. Sea {L;},.; una familia de R—submodulos
izquierdos de £ (M) tal que () L; = .0. Tenemos (YMNL;, =MnN (ﬂ Li> =.0,

icl il il
de donde para cada i € I, M N L; es un R—submodulo izquierdo de M. Por
hipétesis M es finitamente cogenerado, luego existe /' C [, I finito tal que
Mn (ﬂlg) = NMMnL, = ,0 Conloque (L; = .0 ya que M es un
i€l ieF i€l
R—submodulo esencial de F (M). Por lo tanto I (M) es finitamente cogenerado.
[ ]

Teorema 4.1.14. Sea M un R—mddulo izquierdo semisimple. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. M=@s,.

1=1

2. M es finitamente generado.
3. M es neteriano.

4. M es artiniano.
5

. M es finitamente cogenerado.

@_
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n
Demostracion. 1) = 2) Si M = P S; entonces M esta generado por
i=1

{z1,...,2,}

con 0 # z; € S; para toda i.
2) = 1) Como M es semisimple, entonces existe {S; },.; una familia de simples,
tal que M = @S;. Por lo anterior hay un epimorfismo (mas atn un isomorfismo)

iel
1y @S; — M. Como M es finitamente generado existe F' C I, I finito tal que
icl
1y 2 @ S; — M por la proposicion 4.1.6. Por lo tanto M = € S;.
icF ieF

2) = 3) Un simple S es neteriano pues sélo tiene dos R—submodulos. Ahora,
como la clase de los neterianos es cerrada bajo extensiones, entonces una suma
directa de simples es neteriana.

3) = 2) Si M es neteriano, todos sus submodulos son finitamente generados.
En particular M es finitamente generado.

1) = 4) Un simple S es artiniano pues solo tiene dos R—submoédulos. Ahora,
como la clase de los artinianos es cerrada bajo extensiones, entonces una suma
directa de simples es artiniana.

4) = 5) Si M es artiniano, entonces todos sus cocientes son finitamente coge-
nerados, en particular M es finitamente cogenerado.

5) = 2) M = @5, es un R—submddulo izquierdo de ] {S;}. Por hipétesis,

i€l iel
M es finitamente cogenerado asi existe F' finito tal que hay un monomorfismo

f:M— []S; = @ S;. Luego entonces M es sumando directo de € S; y con ello
ieF icF ieF

es cociente de un finitamente generado, por lo tanto M es finitamente generado.

[ ]

Definicion 4.1.15. Sea M un R—mddulo izquierdo. Decimos que M cumple
la condicion minima en R—submddulos izquierdos si toda familia no vacia de
R—submddulos de M tiene minimos.

Proposicion 4.1.16. Sea M un R—mddulo izquierdo. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. M es artiniano.

2. M tiene condicion minima en R—submddulos izquierdos.

Demostracion. 1) = 2) Por contrapuesta. Si A es una familia no vacia de
R—submodulos izquierdos de M tal que no tiene minimos, entonces uno puede
escoger My £ M> 2 ... que no se estaciona. Por lo tanto M no es artiniano.

2) = 1) Por contrapuesta. Sea M7 £ Ms Z ... una cadena descendente propia
infinita de R—submodulos izquierdos de M. Por lo tanto {Af;}; 4 es una familia
de R—submodulos izquierdos sin minimos. g

Proposicién 4.1.17. La clase de los mddulos artinianos es cerrada bajo submo-
dulos y bajo cocientes.

@_

Print to PDF without this message by purchasing novaPDF (http://www.novapdf.com/)



http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

jﬁ “Tesis” — 2012/5/9 — 8:44 — page 81 — #89

4.1. ARTINIANOS Y NETERIANOS 81

Demostraciéon. Demostraremos que es cerrada bajo R—submoédulos.

Sean M un R—moddulo izquierdo artiniano y N un R—submoédulo izquierdo
de M. Demostraremos que N es artiniano. Como M tiene condiciéon minima en
R—submodulos izquierdos, en particular tiene condicién minima en K—submoédulos
izquierdos de N. Por lo tanto N es artiniano.

Demostraremos que es cerrada bajo cocientes.

Sea N un R—modulo izquierdo y f : M — N un R—morfismo suprayectivo.
Demostraremos que N es artiniano. Al ser f suprayectivo, entonces por el teo-
rema de la correspondencia hay una correspondencia biyectiva entre [ker (f), M]
y [+0, N]. Por hipotesis M es artiniano con lo cual [ker (f), M] tiene condicion
minima. Por lo tanto [,0, N] tiene condicion minima y asi N es artiniano. g

Proposicion 4.1.18. Sea M un R—mddulo izquierdo. M es finitamente cogene-
rado si y solo si zoc (M) es finitamente generado y zoc(M) es un R—submodulo
esencial en M.

Demostraciéon. =) Supongamos que M es finitamente cogenerado. Por el
teorema 4.1.13 tenemos que zoc (M) es finitamente cogenerado. Como zoc (M) =

M L; con L; es simple. Como zoc(M) es semisimple y finitamente cogenerado
iel
entonces por el Teorema 4.1.14 es finitamente generado.

Tenemos que zoc(M) es la interseccion de los R—modulos esenciales de M. Si

zoc(M) = ,0, con N un R—submodulo de M, entonces
0 =zoc(M)NN = ﬂ ({L|L es un R — submodulo esencial de M} U {N}).
Como M es finitamente generado, entonces la familia

{L|L es un R — submodulo esencial de M} U {N}

tiene una subfamilia finita de interseccién .0.

Digamos que L1 N LoN...N LN N = ,0. Notemos que L1 N LoN...NLE #£ .0
por ser la interseccion finita de un conjunto de submoédulos esenciales. Ademas
como L1 N LoN...N Ly es esencial en M tenemos que N = 0.

Por lo tanto zoc(M) es esencial en M.

<) Supongamos ahora que zoc (M) es finitamente generado y zoc (M) es un
R—submoédulo esencial de M. Demostraremos que M es finitamente cogenerado.
Al ser zoc (M) finitamente generado, entonces es finitamente cogenerado.

Consideremos {N; },.; una familia de R—submodulos izquierdos de M tal que

) N; = 0. Entonces .0 = zoc (M) N (ﬂ Nl-) = (N zoc(M) N N;. Como zoc(M)
iel

iel iel

es finitamente cogenerado existe /' finito /' C [ tal que ,0 = (zoc(M)NN; =
iel

() zoc (M) N N; = zoc (M) N ( N Nl-). Por lo tanto (] N; = .0. Por lo tanto M

i€F i€F i€F

es finitamente cogenerado. m

Teorema 4.1.19. Sean M, N dos R—mddulos izquierdos. M es artiniano si y sélo
st para todo epimorfismo f: M — N, N es finitamente cogenerado.

@_

Print to PDF without this message by purchasing novaPDF (http://www.novapdf.com/)



http://www.novapdf.com/
http://www.novapdf.com/

jﬁ “Tesis” — 2012/5/9 — 8:44 — page 82 — #90

82 4. MODULOS ARTINIANOS, NETERIANOS Y SUPERFLUOS

Demostracion. =) Sea M artiniano. Como la clase de los artinianos es ce-
rrada bajo cocientes, basta ver que todo artiniano es finitamente cogenerado.

Como zoc (M) es un R—submodulo izquierdo de M y M es artiniano entonces
zoc (M) es artiniano y ademéas semisimple con lo cual es finitamente cogenera-
do. Demostraremos ahora que zoc (M) es un R—submodulo esencial de M. Si no
fuera asi existiria U un R—submoédulo izquierdo de M con U # .0 y tal que
zoc (M)NU = ,0. Como U es un R—submodulo izquierdo de M tenemos que U es
artiniano (ya que los artinianos son cerrados bajo submoédulos) con lo cual U tiene
condiciéon minima. De lo anterior tenemos que existe T' un R—submoddulo izquierdo
de U con I' # ,0 y I' minimo, tal que para todo = € 'I' con z # 0 se tiene que
+0 # Ra el cual es un R—submoddulo izquierdo de 1'. Al ser /" minimo, entonces
Rz =", conlo cual 1" es simple y asi ,0 £ 1" C zoc (U) lo que es una contradiccion
a la condicién minima de 7T'. Luego entonces zoc (M) es un R—submodulo esencial
de M y es finitamente generado. Por lo tanto M es finitamente cogenerado.

<) Sean M = N; = N, > ... una cadena descendente y £ = () N;. Como

C
ieN
es finitamente cogenerado y () % = .0, entonces existe F' C N, F' finito tal que
ieN
N JZ =.0. Por lo tanto (| N; = £ = [ N;. Pero {N;}, es finita. Por lo tanto
icF icF ieN
Ne=NNi—NNi. m
ieF ieN

Proposicién 4.1.20. La clase de los mddulos artinianos es cerrada bajo exten-
stones.

Demostraciéon. Tenemos que un moédulo M es artiniano si y sélo si cada
cociente de M es finitamente cogenerado por el teorema 4.1.19.

Sean ,0 - A = B A C — 40 una sucesion exacta corta tal que A y C son
R—moédulos izquierdos artinianos y f : B — D un epimorfismo.

«0 A B C «0

Si (foa)(A) =D, entonces D es finitamente cogenerado, por ser un cociente
de A. Si (foa)(A) £ D, entonces extendemos el diagrama a

@_
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«0

D

(foa)(4)

Con lo que existe h : .C = Too) @ epimorfismo y Fooy(A) ©8 finitamente
cogenerado, por ser un cociente de C.
Entonces

D
0 oa)(A D— — 0
es una sucesion exacta con extremos finitamente cogenerados, por lo tanto D es
finitamente cogenerado.
En cualquier caso, D es finitamente cogenerado. Por lo tanto B es artiniano y
se tiene el resultado. g

4.2. Modulos Superfluos

Definicién 4.2.1. Sean M un R—mddulo izquierdo y N un R—submddulo izquier-
do de M. Decimos que N es superfluo en M si para cualquier R—submddulo
1zquierdo U de M, N +U = M implica U = M.

Definicién 4.2.2. Sea M un R—mddulo izquierdo. Definamos el radical de M
como

Rad (M) = ﬂ {N | N es R—submddulo izquierdo mdzimo de M} .

Proposicion 4.2.3. (V{N | N es R—submddulo izquierdo mdzimo de M} =

Z {N | N es R—submddulo izquierdo superfluo de M} .

Demostracion. 2) Para esta contencion veamos que cualquier modulo su-
perfluo estd contenido en cualquier subméodulo maximo. Sea U un R—submodulo
izquierdo superfluo de M y V un R—submdédulo méximo de M. Si suponemos
que U no es un R—submoédulo izquierdo de V', entonces V' seria un R—submodulo
propio de U + V por lo que U +V = M, pero U es superfluo en M, entonces
V = M lo cual es una contradiccién a la condicién maxima de V.
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C) Sean U un R-submodulo izquierdo propio de M y
z € (N{N | N es R—submodulo izquierdo maximo de M} con « # 0. Demostrare-
mos que Rz es un R—submodulo superfluo de M. Si Rz + U = M, entonces por
613\14 segundo teorema de isomorfismos tenemos qug o o BatU — M Entonces

7 es ciclico y contiene un submédulo miximo . Ahora €' no contiene a = pues

M = (Rz 4+ U) no es un R—submodulo izquierdo de C. Asi C' es un submodulo
maximo de M que no contiene a = lo cual es una contradiccion. g

Lema 4.2.4. Sean M un R—mddulo izquierdo y A, B dos R—submddulos izquier-
dos de M. Si A es superfluo en B, entonces A es superfluo en M.

Demostracion. Si A + U = M, entonces intersecando con B y usando la
propiedad modular tenemos que B = (BNM) = (BN (A+U))=(A+ (BnU)).
Como A es superfluo en B, entonces (BN U) = By por lo tanto B C U con lo
que M = (A4+U) C(B+U)=U por lo tanto A es superfluo en M. g

Proposicién 4.2.5. Rad(_): R —mdd — R —mdd es un prerradical.t

Demostraciéon. Tenemos que

Rad (M) = Z {N | N es R—submddulo izquierdo superfluo de M} .

Como los morfismos f : M — N manda submédulos superfluos de M en
submodulos superfluos de NV, entonces

f(Rad(M) = Z {N | N es R—submédulo izquierdo superfluo de M}

IN

Z {L | L es R—submodulo izquierdo superfluo de N}
= Rad(N)).
Por lo tanto para todo f: M — N, Rad(_) es un prerradical. g

Proposiciéon 4.2.6. Sir es un prerradical en R—mdd, entonces r (R) es un ideal
bilateral de R.

Demostracion. Para todo s € R tenemos que el siguiente diagrama es con-
mutativo:

r(R) ———=r(R)
_sle(r
Por lo tanto (r (R)) - s C r (R). Asi que 7 (R) es un ideal derecho de R. Ahora

(r (R)) es un ideal bilateral ya que por definicion de prerradical, (r (R)) es un ideal
izquierdo. m

1véase Apéndice A para la definicién de prerradical

@_
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Corolario 4.2.7. zoc(R) y Rad(R) son ideales bilaterales.

Teorema 4.2.8. Sea R un anillo. R es semisimple si y sdlo si Rad(R) =.0y R
es artiniano izquierdo.

n

Demostracion. =) Supongamos R es semisimple. Tenemos R = @ S; con S;
i=1

simple para todo 7 € {1,...,n}. Dado que es semisimple finitamente generado, es

artiniano (véase el teorema 4.1.14). Asi M; = @S; es méaximo, entonces Rad (R)

J#i
es un R—submodulo izquierdo de ({N | N es R—submodulo méximo de M} el
cual es subconjunto de () M; = ,0.
icl
<) Sea R es artiniano con Rad(R) = ,.0. Como R es artiniano, entonces R
es finitamente cogenerado. Como R es finitamente cogenerado, existe un conjunto
finito {Ny,...N,} de submodulos méaximos tal que el R—morfismo
n
fFIrR—=1] % donde para cada i € {1, ..., n}, N; es R—submoddulo izquierdo
i=1""
maximo de R, también es inyectivo. Entonces R se sumerge en un semisimple. Por

lo tanto R es semisimple. @

Proposicion 4.2.9. Sea M un R—mddulo izquierdo. Si M es finitamente gene-
rado, entonces Rad (R) - M es un R—submddulo izquierdo propio de M.

Demostracion. Como M es finitamente generado, entonces M tiene submo-
dulos maximos. Como

Rad(M) = ﬂ {N|Nes un R — submoédulo méximo de M} .

entonces Rad(M) S M.

Por otro lado para todo x € R, -z : R — M es un morfismo. Como Rad( )
es un prerradical, entonces para todo « € M tenemos que Rad(R) - x < Rad(M).

Por lo tanto Rad(R) - M < Rad(M) S M. u

Proposicion 4.2.10. Sea R un anillo. Si R es artiniano, entonces Rad (R) es
nilpotente.

Demostracién. Sean S = {(Rad (R))" | n € N\ {0}} y (Rad(R))™ minimo
en S. Si (Rad (R))™ # .0, entonces (Rad (R))™"" = Rad(R) (Rad (R))™ el cual es
un R—submoédulo izquierdo de (Rad (R))™. Por la elecciéon de (Rad (R))™ tenemos
(Rad (R))™ = (Rad (R))™"", ast ,0 # Rad (R)™ = (Rad (R))™ (Rad (R)).

Sea I' = {I|I es R—submodulo izquierdo de Ry (Rad (R))™ -1 # .0} e I
minimo en 7. De lo anterior tenemos que existe x € I con = # 0 tal que
(Rad (R))™ Rz # .0 ademéas Rz es un R—submodulo izquierdo de I. Sin embargo
I es minimo asi I = Rx. Luego entonces (Rad (R))™ I = (Rad (R))™ (Rad (R)I)
y con ello (Rad (R)) Rz = Rz lo que es una contradiccion a la proposicion previa.
Por lo tanto (Rad (R))™ =, 0. m

Teorema 4.2.11. Sea R un anillo. Si R es artiniano, entonces R es neteriano.

@_
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Demostraciéon. Supongamos que (Rad(R))" = .0, con n € N y n minimo
respecto a esta propiedad. Demostraremos que W es neteriano para todo
m € N. La demostracion se hara por induccién sobre n.

Notemos que ﬁm es semisimple, basta ver que Rad (ﬁm) = 0. Consi-
deremos el epimorfismo canénico 7 : R — RQ%R). Por el teorema de la correspon-
dencia tenemos una biyeccion entre las reticulas de [Rad (R), E] y [ 0, RadL(R)}

una correspondencia biyectiva entre los méximos de R y los de Con lo que

Ra d(R)

R M ) - _
Rad (W(R)) = ﬂ {W(R) | M es R—submoédulo méximo de R} =

N{M | es R—submoédulo maximo de R}  Rad(R)
Rad(R) ~ Rad(R)

=,0.

Por lo tanto es semisimple artiniano.

R
Rad(R)
Paso inductivo. Supongamos que m es neteriano. Como (Rad (R))"

es un R—submédulo izquierdo de (Rad (R))¥, tenemos la siguiente sucesion exac-

(Rad(R))* R R
fa .0 — (Rad(R))*FT (Rad(RFFT)) — Rad(RF)

%, entonces % es un - d( o) —mobdulo, con lo que cumple con

ser semisimple artiniano y por lo tanto es neteriano. Como la clase de los neteri-
anos es cerrada bajo extensiones, entonces mm es neteriano y en particular

— ,0. Dado que Rad(R) anula

~ R
R= d( 7y = o €S neteriano. g

Definicion 4.2.12. Sea M un R— mddulo 1zquierdo. Decimos que M es semiar-
tintano si zoc( ) #4 0 para todo M4 T #, 0

Definicion 4.2.13. Sea M un R—mddulo izquierdo. Decimos que M es nilpotentes
st existe n € N tal que M™ = ,0.

Proposicion 4.2.14. Sea M un Z—mddulo izquierdo. M es semiartiniano si y
solo st M es de torsion.

Proposicion 4.2.15. Sea M un R—mddulo izquierdo. Si M es semiartiniano,
entonces zoc(M) es un R—submddulo esencial en M.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos zoc (M) no es esencial en M.
Tenemos que zoc (M) tiene un seudocomplemento .0 # U < M tal que zoc (M )aU
es un R—submoédulo esencial en M. Sea V un seudocomplemento de U tal que
contenga a zoc(M). Por lo tanto U @ V es un R—submodulo esencial en M.
Utilizando los teoremas de isomorfismo tenemos que U = Y2U el cual es un
R—submoédulo esencial en V , asi zoc( ) # .0, con lo que (V@U) ﬁzoc( ) # 0.
Ahora el que VLUU sea un R—submoédulo esencial de M se sigue de que V es un
seudocomplemento de U por la proposicién 3.4.3.
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Ahora, V$U debe tener un submoédulo simple ademés al ser isomorfo a U,
entonces U también debe contener un simple, con lo cual

*O¢200<V$U> = zoc (V)

lo cual es una contradiccion ya que zoc (M) NU = 0. Por lo tanto zoc (M) es
esencial en M. g

Teorema 4.2.16. La clase de los mddulos semiartinianos es cerrada bajo:
1. Cocientes.
2. Submddulos.
3. Extensiones.
4. Sumas directas.

Demostracion. 1) Sean M, N dos R—modulos izquierdos. Si M es semiartini-
anoy f: M — N un epimorfismo con N # .0, entonces N es semiartiniano. Por

lo tanto existe M L N 5 % un epimorfismo. Con lo que % #, 0 es un cociente
de M y zoc (%) # 0.

2) Sean M un R—modulo izquierdo y N un R—submodulo de M. Supongamos
que M es semiartiniano entonces existe f : N — L epimorfismo tal que:

N

M
M

L—F=%®

Donde L £ ,0y g: L — %m Demostraremos que g es monomorfismo. Sea
y € N. Entonces y € M y f (y) =z € L. Por otro lado

Ker(f)=g(z) =y +ker(f),

con lo cual y € ker (f), asiz = f (y) = 0. Por lo tanto « = 0y asi ker(f) = {0}.
Como M es semiartiniano, entonces %(f) es semiartiniano. De donde

zoc (%m) es esencial en %(f)
Ahora bien g (L) # .0, entonces zoc (ﬁ(f)) Ng(L)# .0y zoc(g (L)) #.0y
como L = g (L) entonces zoc (L) # 0. Por lo tanto N es semiartiniano.

o B .
3) Sea ,0 - A — B = C — ,0 una sucesion exacta corta con A y C' dos
R—moédulos izquierdos semiartinianos. Demostraremos que B es semiartiniano.
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Consideremos el siguiente diagrama con los respectivos cocientes de A y C:

L0 A—2 sp— P o o0

foal !

00— (foa)(4) D IO +0

Observemos que si Im (foa) #, 0, entonces zoc(Im (f o)) es esencial en
(Im(foa)) pues (A) es semiartiniano y f o« | es epimorfismo. Por lo tanto
0 # zoc(Im(foa)) C zoc(D), con lo cual zoc(D) # ,0. Si (foa)(4) = .0,
entonces D = (fTL;(A) el cual es un cociente de C' y C es semiartiniano. Por lo
tanto D es semiartiniano y asi zoc (D) # 0.

4) Si {M;},c; es una familia de semiartinianos y supongamos que hay un epi-
morfismo f : @M; — N con N # ,0. Tomemos Rz un R—submoédulo de N

i€l
distinto de .0 tal que Rz # 0. Entonces:

SM Ly

iel

k

P M;, — Rz
2 1l

Con = f(u) y asi u € PM,.
i€l

k
Como € M;; es semiartiniano por 3), entonces Rz es semiartiniano, con lo que
j=1
zoc (Rx) es esencial en Rz. Luego entonces zoc (Rx) # .0y asi zoc (N) # ,0. Por
lo tanto .0 # zoc (Rx) es un R—submodulo de zoc (N). g

Definicion 4.2.17. Sea R un anillo. Decimos que R es semiartiniano si
zoc(M) # .0

para todo R—mddulo izquierdo M con M # ,0.

Teorema 4.2.18. Sea R un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. R es semiartiniano.
2. R es semiartiniano como R—mddulo izquierdo.

3. M es semiartiniano para todo R—modulo izquierdo M.
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Demostracion. 3) = 2) Si es para todo R—modulo izquierdo, en particular
para él mismo visto como R—médulo izquierdo.

2) = 3) Si R es un R—modulo izquierdo semiartiniano, entonces RX) es
semiartiniano para todo X. Como todo R—mddulo izquierdo es cociente de un
libre, entonces todo K—submédulo izquierdo es semiartiniano.

3) = 1) Si M es un R—modulo izquierdo semiartiniano tal que M # .0,
entonces zoc(M) es esencial en M, con lo que zoc(R) # 0.

1) = 3) Si M es un R—modulo izquierdo tal que M # ,0y f: M — N es un
epimorfismo, entonces zoc(N) # ,0. Por lo tanto M es semiartiniano. g

Definicion 4.2.19. zocy() : R — mdd — R — mdd se define por:

Definicién 4.2.20. En general se define por recursion sin es un ordinal sucesor:

Y para o un ordinal limite:

zocy,(M)= U zocy(M).

<o

Proposicion 4.2.21. Sea M un R—mddulo izquierdo. Entonces para toda n € N,
zocy, (M) es semiartiniano.

Teorema 4.2.22. Sea R un anillo. Si R es semiartiniano y neteriano, entonces
R es artiniano.

Demostracion. Consideremos la siguiente familia {zoc,, (R) | o es un ordinal}
la cual tiene un maximo zoc,, (R). Si zoc,, (R) fuera un R—submodulo propio de

zocm (R)
una contradiccion. Por lo tanto zoc,, (R) = R.
Veamos por induccion que zocy, (R) es artiniano para toda k € N.

Base: zocy (R) =zoc (R) es semisimple y neteriano, por lo tanto artiniano.

%&ix)gzoc (%(M)) . Tene-

R, entonces (al ser R es semiartiniano) ,0 = 2%met(B) =0 (rR(R)) lo cual es

Supongamos zocy, (R) es artiniano, entonces

mos la siguiente sucesién exacta corta

R
+0 = zocy, (R) — zocyy1 (R) — zoc (—) — 0.
zoc¢y, (R)

Ahora zoc,, (R) es artiniano por hipotesis de induccion. También zoc (WR(R))

es semisimple y neteriano, con lo cual es artiniano. Por lo tanto zoc,, 1 (R) es
artiniano ya que la clase de los artinianos es cerrada bajo extensiones. g
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APENDICE A

Categorias

A.1. Primeras definiciones
Definicién A.1.1. Una categoria consta de:
1. Una clase de objetos Cy.

2. Para cada par de objetos A, B en la clase Cp, un conjunto C (A, B) también
denotado como Homeg (A, B) cuyos elementos llamaremos morfismos de A
en B; si fe C(A,B), f: A— B. A la familia de todos estos morfismos lo
denotamos Cj.

3. Para cualesquiera A, B,C en la clase de Cg, existe una funcion
o: C(B,C)x C(A,B) = C(A,QC) tal que o(f,g) = go f (es decir si
f:A—=Byg:B—C, entonces go f: A — C) tal que:

a) Para todo A en la clase Cq, existe 15 : A — A tal que 140 f = f para
todo f € C(B,A) ygols =g para todo g € C(A,C).

b) Se cumple fo(goh) = (fog)oh para cualesquiera f, g, h elementos
de C; tales que se puedan componer.

c) SiC(A,B)NnC(C,D)#0, entonces A=C y B=D).

91
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A.2. Ejemplos de categorias

Ejemplo A.2.1. La categoria SETS donde:

1. Setsg = La clase de todos los conjuntos (en Teoria de Conjuntos llamado el
universo V),

2. Sets(A,B)={f:A— B| [ es funcion},
3. La operacidon entre los morfismos es la composicion de ellos.

Ejemplo A.2.2. Sea (A, <) un preorden (es decir un conjunto A con una relacion
< reflexiva y transitiva). Definimos en el preorden un dnico morfismo fop:a —b
si a < b. Definimos una categoria A:

1. Ao = A,

fapia—b sia<bd

2. A(mb){ 0 siagh’
3 Sia<bb<cyf:a—b, g:b— cdefinimosh:a— cdondeh=gof.

Ejemplo A.2.3. Si X es un conjunto, entonces X tiene asociada una categoria
X donde:

1. Xp = X,

2. X(%y){ bosiazy )

1, siz=y

3. Six=yyy =z los morfismos son 1, y 1, entonces la composicion de ellas
serd 1, 01, perox =y, conlo cual 1,01, = 1,.

Ejemplo A.2.4. Sean (M, -,e) un monoide y t € M. Entonces definimos la cate-
goria M:

1. My = {x}, donde x es un unico objeto.
2. My =M.

3. La composicion entre elementos de M es la operacion del monoide. Para

cualesquiera f,g € M si * NN x, entonces go f : % — % estd en M.
Ejemplo A.2.5. La categoria unitaria I, donde:
1. Ty = {X}.
2. =I(X,X) =1x.
3. La funcion entre elementos de My es la composicion, asi 1x o1y = 1x.
Ejemplo A.2.6. La categoria TOP, donde:

1. Topg = La clase de todos los espacios topoldgicos.
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2. Top(X,Y)={f: X = Y|f es una funcion continua}.
3. La operacion entre elementos de Topy es la composicion de funciones.

Para concluir con los ejemplos de categorias mencionaremos mas ejemplos de
ellas

Ejemplo A.2.7.
1. Grup La categoria de grupos.
2. Ab La categoria de grupos abelianos.
3. Ring La categoria de anillos con unitario.

4. St K es un campo, entonces Vecty es la categoria de los espacios vectoriales
sobre K.

5. Si R es un anillo, entones R—mdd es la categoria de los R—modulos izquier-
dos.

Hay relaciones entre categorias como lo son:

A.3. Funtores

Definicién A.3.1. Sean C y D dos categorias. Decimos que F': C — D es un
funtor de C a D si:

1. Para cada objeto C' de C, F' le asigna un objeto F(C) de D.

2. Para cualesquiera Cq,Cy elementos en la categoria C eziste una funcion

F’Cl,C2 . C(Cl702) — D(F (Cl)7F(CQ)) tal que:

a) Para todo C € C, I'(1¢) = 1pc) ¥,
b) Para cualesquiera f,g € Cy que se puedan componer se cumple

F(fog)=1(f)ot(g).

Ejemplo A.3.2. Si C es un categoria, entonces el funtor identidad estd dado por
lc : C — C, donde 1¢, : Co — Cy y para cada f : C1 — Csy con C1,Cy € C, se
tiene que 1lc (f) = f.

Ejemplo A.3.3. Si X,Y son conjuntos, estos tienen una categoria asociada
(véase el ejemplo A.2.3). Un funtor F' entre X y Y estd dado por una funcidn
J: X =Y yla asignacion I'(G) = 1pz) para g € (X)(Z, Z)
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Ejemplo A.3.4. Hay un funtor de Ab a Sets tal que a cada grupo G se le asocia

el conjunto G y a cada morfismo f : G — H se le asocia la funcion f : G — H
como se muestra en el diagrama:

Ab—— Sets

G—(C

1| |

H——H
Ejemplo A.3.5. Definimos un funtor como sigue: sean X,Y dos conjuntos, a los
dos les asociamos X — ZX) y Y — Z) el grupo abeliano libre con base X yY

respectivamente. Y si f : X — Y es una funcion, entonces f — f : ZX) — Z()
la funcion inducida por f. Lo cual queda ejemplificado en el siguiente diagrama:

Sets £ Ab

X ——7X)

-

Yy ——7()

Ejemplo A.3.6. El funtor I de Ab a Grup tal que 1; (G) = G y 1;1(f) = f si
f:G— H, con G, H € Ab.

A este funtor se le llama funtor inclusién.

Recordatorio A.3.7.

» Sea G un grupo. Denotamos por G el subgrupo conmutador de G dado por
G = {aba ! |a,be G},
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m Sean G, H dos grupos, f : G — H un morfismo de grupos y G/, H' los
subgrupos conmutadores de G y H respectivamente. Entonces f [o: G — H
es un morfismo de grupos.

» Para cualquier grupo G, EG’ es un grupo abeliano.

Ejemplo A.3.8. FEl funtor de Grup a Ab

T, G
G G

EL.

7

|

H——

Donde f : EGr — EHr es la funcion dada por f (gG/) =f(9) H/, y del recorda-

torio anterior G/, H' son los subgrupos conmutadores de G y H respectivamente.

Verifiquemos que la funcién f del ejemplo anterior esta bien definida.

Sean glG/7ggG/ € g tales que glG/ = ggG/, es decir gflgz € G'. Pero por el
recordatorio anterior f (gf 192) eH.

De donde
florta) = F(a0") fg2) = (f (1) " f (g2)

Por lo tanto (f (91)) " f (g92) € H , y asi f (g1) H = f (g2) H' con lo que tenemos
el resultado.

Ejemplo A.3.9. Si (M,x,e) y (N, x, f) son monoides, entonces el conjunto de
objetos serdan My = {x} y No = {o} respectivamente. Asi un funtor F' : M — N
debe cumplir F' (x) = o y si a es un elemento en My, entonces F'(a) deberd ser un
elemento en Ny, por lo que ademds se deberd de cumplir F(a*b) = F(a) x F(b),
como se muestra en el diagrama:

M ——> N

—_—
N

\

\. F(b)oF (a)

/

/
/

F(a)
 —

b F(b)
AY

[l

O

)
e S e———
SO =239

—_—

Es decir en monoides, un funtor entre dos categorias es un morfismo de
monoides entre ellos.

A cada categoria se le asocia otra categoria de forma inmediata la cual es:
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A.4. Categoria opuesta

Definicién A.4.1. Sea C una categoria. Definimos la categoria opuesta de C,
denotada como C°P:

1. Cff = C,.
2. Para cualesquiera A, B € Cy se cumple C? (A, B) = C (B, A), es decir:
» Si f* € CP(A, B) entonces f: B — A,

n Si en C ocurre que A L B % O es decir A %Y C, entonces en CP

L] L]
Oop9

ocurre que A Lpe C'; en otras palabras A e C'. De manera mds
sencilla tenemos que (go f)* = f* oop g°.

Situacion que se ilustra en el siguiente diagrama:

,A A
i

gof| B B ) f*oopg®
N
C C

Existe un funtor entre estas dos categorias, llamémoslo 6 : C —C°, donde:
1. Si A € Cy, entonces 0 (A) = A.

2. Si f € Cyq, entonces 8 (f) = f*.

3. 0(gof) =1 oopg®=0(f)oop 0(g)-

4. 6(1a)=1a,yaque f=folay f* =1%o, f*.

Lo cual se muestra en el siguiente diagrama:

Ahora bien a este tipo de funtores que cumplen con lo descrito aqui arriba
reciben un nombre particular lo cual veremos en la siguiente seccion.
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A.5. Funtores covariantes y contravariantes

Notacion A.5.1. Decimos que un funtor es covariante si cumple con la definicion
A.3.1.

Definicién A.5.2. Sean C,D dos categorias. Un funtor F' : C — D es contrava-
riante si:

1. F: Cy— Dy es una asignacion tal que a cada elemento de Cy le asigna un
elemento de Dy.

2.F : C(C,D)=D(F"(D),F(C)) es una funcion tal que si f : C — D,
entonces F' (f) : F/(D) — F(C).

Veamos algunos ejemplos para familiarizarnos con él.

Ejemplo A.5.3. Sean C una categoria y C € Cy. Entonces C(_,C) : C —Sets
es un funtor contravariante.

Si X,Y son elementos de la clase Cp y g € C(X,Y), entonces C(_,C) (X) =
C (X, C), analogamente para Y, C(_,C) (V) = (C )(Y ).

Para g : X — Y el morfismo vaadara (_og): C(Y,C) — C(X,C). Donde
para cada elemento h € C (Y, C) al aplicar o g nos dard hoge C(X,C). Enel
siguiente diagrama se representa de manera més sencilla:

X ——C(X,0)

Yy ——C(Y,C)
Ademas C(_,C) (1x) = lex,0)-

Ejemplo A.5.4. Sean C,D dos categorias. Las siguientes afirmaciones son vdli-
das:

) ) g ~F 30
1. F : C— D es contravariante si y sélo si C=D—=D% es un funtor cova-
riante.

2. cLcrl (Cor)? = C

) L 6 ~F )
3. F: C — D es contravariante si y solo si C°P—=C—D es un funtor covarian-
te.

A.6. Una categoria particular

Definicion A.6.1. Sea C una categoria. Decimos que C es una categoria pequena
st Cqg es un congunto.

Definimos Cat la categoria de las categorias pequenas, donde
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1. Caty = La clase de las categorias pequenas.
2. Cat (C,D) = Es la clase de todos los funtores ' : C — D de C a D.

3.S51 F:C—DydG:D — E son funtores, entonces la composicion de ellos
se da de la siguiente manera:

Para C, C; € Cy tenemos que C' Fog F(GC) ysi feCyceon f:C— C,
entonces f "= Fo G(f) donde F o G(f) : F(G(C)) — F(G(CY)).

A.7. Mas sobre funtores

Definicion A.7.1. Sean R, S dos anillos. Consideremos las categorias de los
R—mddulos izquierdos, los S—mddulos izquierdos y F' : R—mdd — S—maod un fun-
tor. Decimos que F' es aditivo si Fyy n : Homp (M,N) — Homg (F' (M), ' (N))
es un morfismo de grupos para cualesquiera M, N dos R—mddulos izquierdos.

Definicion A.7.2. Sea F': R — mdd — S — mdd un funtor. Decimos que F' es
exacto izquierdo si para toda sucesion exacta ,0 — A — B — C — ,0 (Véase
definicion 1.4.1) se cumple que la sucesion ,0 — F(A) — F(B) — F(C) es
exacta izquierda.

Teorema A.7.3. Sea M un R—mddulo izquierdo. Entonces el funtor contrava-
riante Hom (_, M) : R — mod — Z — mod es exacto izquierdo.

.. .. f g
Demostracion. Supongamos que la sucesiéon corta ,0 - A - B = C — .0 es

exacta. Demostraremos que ,0 — Hom (C, M) =’ Hom (B, M) = Hom (A, M)
es un sucesion exacta izquierda.

Dado que g es epimorfismo, entonces para cualesquiera h, k tales que hog = kog
se cumple que h = k. Por lo anterior _ o g es inyectiva y por el teorema 1.4.10
tenemos que _ o g es monomorfismo.

Ahora (_of)o(_og)= o(gof)= _o0=0,donde la pentltima igualdad
es valida ya que la sucesion 0 — A L BLc - +0 es exacta. Por lo tanto
Im(_og) C Ker(_of)

Solo falta verificar que Ker(_ o f) C Im(_ og). Consideremos el siguiente

diagrama:
O—sA—Tsptoc—s.0
N
M

Sea u € Ker(_ o f). Tenemos que u o f = 0. Como g(B) = C consideremos
v: g(B) — M dada por v(z) = u(y) donde g(y) = = con lo cual

vogly) =vlg(y)) = v(x) = uly).

Por lo tanto el diagrama anterior conmuta y asi v € Im(_og). m
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Teorema A.7.4. Sean R un anillo y M un R—mddulo izquierdo.
Entonces Hom (M, ): R —mdd — Z — mdd dado por:

N Homp(M,N)
f fo_
L Homp(M, L)
con
foa
M N L

es un funtor exacto izquierdo.

Demostracién. La demostracién de este teorema es analoga a la del teorema
anterior. g

Ejemplo A.7.5. Hom (_,Z) no es exacto, considerando la siguiente sucesion
exacta corta 0 — Z — Q — % —, 0.

A.8. Prerradicales

Definicion A.8.1. Un prerradical es un funtor v : R — méd — R — mdd tal
que para todo elemento M en R — mdd se tiene v (M) es un R—submddulo de M
o equivalentemente, para cualesquiera M, N elementos de R — mdd y para todo
R—morfismo f: M — N se tiene que el siguiente diagrama es conmutativo:
y(M)——M
flyn f

y(N)——N

Ejemplo A.8.2. zoc(_): R—mdd — R — mdd es un prerradical.
Recordemos que para M un R—mddulo izquierdo

zoc(M) = Z {S | S es submddulo izquierdo simple de M}

yzoc (M) es un R—submddulo izquierdo de M. Sean N un R—mddulo izquierdo
yf: M — N un R—morfismo de M a N. Entonces

f (Z {S | S es R—submddulo izquierdo simple de M})

es un R—submddulo izquierdo de

&— —
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Z {f(S) | S es R—submddulo izquierdo simple de M}

el cual a su vez es un R—submddulo izquierdo de zoc (N). Por lo tanto es un
prerradical.
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