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Introducción

Desde los inicios de la topoloǵıa general, los problemas de metrización para ciertas clases

de espacios topológicos, han sido siempre de gran interés. Por ejemplo, para la clase de grupos

topológicos el teorema clásico de metrización de G. Birkhoff y S. Kakutani ([Bi],[Ka]) que data

de 1936 establece que un grupo topológico T1 es metrizable si y sólo si es primero numerable.

Si se debilita la condición primero numerable, por nociones más débiles como la propiedad de

Fréchet-Urysohn, es natural preguntarse si todav́ıa se tiene un teorema de metrización. Recor-

demos que un espacio topológico Hausdorff X es Fréchet-Urysohn (o simplemente Fréchet) si

para cada punto x ∈ X que esté en la cerradura de un conjunto A ⊆ X , existe una sucesión

de elementos de A que converge a x. La propiedad de Fréchet es un debilitamiento natural

de primero numerable que ha sido estudiado ampliamente en la literatura. Existen grupos to-

pológicos Fréchet no separables los cuales son no metrizables, un ejemplo de tales grupos es

G = {g ∈ 2ω1 : |supp(g)| ! ω}. Aśı, V. I Malykhin en 1978 ([Ar4],[GS], [MT]) propone el

siguiente problema.

¿Existe un grupo topológico Fréchet separable no metrizable?

Dado que un grupo con un subgrupo denso metrizable es metrizable, entonces el problema puede

ser reformulado preguntando por la existencia de un grupo topológico Fréchet numerable no

metrizable.

Es bien conocido desde los inicios que el problema de Malykhin es realmente una pregunta

de consistencia. Por ejemplo, en el tiempo en que Malykhin propone dicho problema, se conocia

que si se asume p > ω1 y G es un grupo topológico metrizable separable con almenos dos

elementos, entonces Gω1 es un grupo topológico Fréchet separable el cual no es metrizable. Por

tanto, para poder dar una solución al problema de Malykhin, o bien existe un ejemplo para

dicha pregunta en ZFC ó consistentemente se tiene un teorema de metrización para grupos de

Fréchet separables. Por tal razón, en la literatura el problema de Malykhin es conocido también

como el problema de metrización para grupos de Fréchet ([MT]). Este problema ha sido de

interés durante todo este tiempo hasta convertirse en uno de los problemas principales de la

topoloǵıa de conjuntos ([HM]), y muy en particular en una vieja pregunta de la estructura

general de grupos topológicos ([Ar4], [AT]).

Diversos autores han obtenido soluciones parciales en el sentido positivo. En [Ny2] y [Ny3]

P. J. Nyikos muestra que bajo cualquiera de las siguientes condiciones: p > ω1, p = b y la

existencia de un γ-conjunto no numerable, existe una topoloǵıa de grupo Fréchet no metrizable
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iv INTRODUCCIÓN

sobre el grupo Booleano ([ω]<ω,∆) de los subconjuntos finitos de ω con la diferencia simétrica

como operación de grupo. Es bien conocido que p = non(γ-conjunto) ([GN]), en particular,

todo espacio métrico separable de tamaño < p es un γ-conjunto, y recientemente T. Orenshtein

y B. Tsaban en [OT] prueban que p = b implica la existencia de un γ-conjunto de cardinalidad

p. Entonces, de hecho, la existencia de un γ-conjunto no numerable es una condición más

débil que las condiciones antes mencionadas. Otro ejemplo consistente de un grupo topológico

Fréchet separable no metrizable puede ser obtenido de un γ-conjunto no numerable usando

resultados de la teoŕıa de Cp(X). En [GN] J. Gerlits y Zs. Nagy prueban que Cp(X) es Fréchet

separable no metrizable si y sólo si X es un γ-conjunto no numerable. Ellos también notan que

todo γ-conjunto es de medida fuertemente cero, luego no hay γ-conjuntos no numerables en el

modelo de Laver para la consistencia de la conjetura de Borel ([La]).

Por otro lado, nociones de la teoŕıa de Ramsey aśı como técnicas de la teoŕıa descriptiva

de conjuntos (e.g., teoŕıa de juegos topológicos infinitos y determinación) han permitido dar

resultados parciales en el sentido negativo. Identificando al conjunto potencia P(ω) con el es-

pacio de Cantor 2ω, como cada topoloǵıa τ sobre ω es en particular un subconjunto de P(ω),

entonces es claro qué significa cuando se dice que τ sea cerrada, abierta, Gδ, Borel, anaĺıtica,

etc. Desde sus inicios, la teoŕıa descriptiva de conjuntos, ha puesto en evidencia que los axio-

mas usuales de la teoŕıa de conjuntos (ZFC) pueden decidir, en términos generales, cualquier

pregunta sobre conjuntos anaĺıticos. En este contexto, dado que los ejemplos consistentes a la

pregunta de Malykhin que se conocen son todos ellos no definibles, entonces cabe la pregun-

ta de si existen ejemplos definibles (e.g., de complejidad anaĺıtica). En [TU] S. Todorčević y

C. Uzcátegui prueban que no hay ejemplos definibles de complejidad anaĺıtica a la pregunta

de Malykhin, en otras palabras, ellos prueban que un grupo topológico Fréchet numerable es

metrizable si y sólo si su topoloǵıa es anaĺıtica.

El propósito de esta tesis es hacer un estudio del problema de Malykhin. Entre las prin-

cipales contribuciones del presente trabajo se encuentra la solución al caso precompacto del

problema de Malykhin, probando que es consistente con ZFC que todo grupo Abeliano nume-

rable admita una topoloǵıa de grupo Fréchet precompacta no metrizable (Corolario 3.10), y

probando también que es consistente con ZFC que todo grupo Fréchet precompacto separable

es metrizable (Teorema 4.21 (c)). Teniendo aśı que la pregunta de Malykhin para el caso pre-

compacto es independiente de ZFC. En la busqueda de una solución completa al problema de

Malykhin, hemos obtenido también que es consistente con ZFC y la negación de la hipótesis

del continuo que todo grupo Fréchet separable de peso menor que el continuo es metrizable

(Corolario 4.24). Estos resultados nos hacen pensar que es plausible tener consistentemente un

teorema de metrización para grupos de Fréchet separables, y con ello tener que la pregunta de

Malykhin es independiente de ZFC.

La tesis está dividida en cuatro caṕıtulos. En el Caṕıtulo 1 se dan las definiciones, con-

venciones y notaciones, aśı como algunos resultados básicos que se usarán a lo largo de este

trabajo.
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En el Caṕıtulo 2 se hace un recuento de los resultados parciales más relevantes que varios

autores han dado al problema de Malykhin a lo largo de todo este tiempo.

En el Caṕıtulo 3 realizamos un estudio de las topoloǵıas de grupo Fréchet precompactas

sobre grupos Abelianos numerables. Para cada grupo Abeliano numerable G, introducimos

la noción de γG-conjunto, y con ayuda de la teoŕıa de dualidad de Pontryagin-van Kampen

([Po], [vKa]), demostramos que la existencia de una topoloǵıa de grupo Fréchet precompacta

Hausdorff no metrizable sobre G es equivalente a la existencia de un γG-conjunto no numerable

que separa puntos de G (Corolario 3.7). La noción de γG-conjunto guarda una estrecha relación

con la noción de γ-conjunto, e.g., probamos que la existencia de un γ-conjunto no numerable es

suficiente para que exista un γG-conjunto no numerable que separa puntos de G para todo grupo

Abeliano numerable G (Corolario 3.10). Estudiando un poco más la noción de γG-conjunto,

demostramos que para cualquier grupo Abeliano numerable G, la mı́nima cardinalidad de

un subconjunto del grupo dual G∗ que no sea un γG-conjunto es justamente el número de

pseudointersección p (Teorema 3.15). El material comprendido de este caṕıtulo se ha presentado

en [HR1].

Finalmente, en el Caṕıtulo 4 trataremos ciertos aspectos combinatorios del forcing de

Laver-Prikry LF asociado a un filtro libre F sobre ω, los cuales se encuentran estrechamente

relacionados con el problema de Malykhin. Este análisis combinatorio nos permitirá probar

entre otras cosas la consistencia de un teorema de metrización para grupos de Fréchet pre-

compactos (Teorema 4.21 (c)) y la consistencia de un teorema de metrización para grupos de

Fréchet de peso pequeño (Corolario 4.24). Los resultados presentados en este caṕıtulo están

siendo reportados en [HR2].

Ulises Ariet Ramos Garćıa

Mayo 2012
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Asumimos del lector estar familiarizado con el lenguaje y los conceptos básicos de la teoŕıa

de conjuntos (incluyendo el método de “forcing”). También asumimos estar familiarizado con

los conceptos básicos de la topoloǵıa general y de la estructura general de grupos topológicos.

En este caṕıtulo se incluyen algunos de estos conceptos que vamos a utilizar a lo largo de

todo el trabajo. Aunque más bien el propósito de este caṕıtulo es fijar la notación para luego

introducir al lector al tema que nos ocupa. Para los conceptos básicos de la teoŕıa de conjuntos,

incluyendo lo básico de forcing iterado, nos remitimos a [Ku]. Tópicos avanzados en la teoŕıa

de forcing iterado pueden encontrarse en [Ba] y [BJ]. En [En], el lector podrá encontrar una

exelente introducción a la topoloǵıa general. También una referencia usual en topoloǵıa general

es [HNV]. Para una introducción a la estructura general de grupos topológicos, y muy en

particular lo referente a la teoŕıa de dualidad de Pontryagin-van Kampen, remitimos al lector

a [AT] y [HR].

Otro propósito de este caṕıtulo es establecer algunos resultados de la literatura de modo

que podamos referirnos a ellos en caṕıtulos posteriores. Los resultados donde no se indique

una referencia es por que ellos forman parte del folklore de la literatura. En caso de que no se

proporcione una prueba de un resultado, tal prueba puede encontrarse en una de las referencias

citadas.

1. Teoŕıa de conjuntos

La notación de teoŕıa de conjuntos que se usará durante todo el trabajo es en su mayoŕıa la

usual y se sigue de [Ku]. En particular, la axiomática usual de Zermelo-Frankel con Axioma de

Elección, será denotada por ZFC. Muy amenudo, en la teoŕıa de conjuntos, se utilizan modelos

de fragmentos “suficientemente grandes”de ZFC. Reservamos el nombre ZFC∗ para referirnos

a estos fragmentos y no abundaremos en precisar la definición de “suficientemente grande”.

Utilizaremos las letras griegas κ, λ, θ para denotar números cardinales infinitos, α, β, γ, δ

para referirnos a números ordinales, y i, j, k, *, n, m para denotar números naturales. El primer

cardinal infinito es denotado por ω o ℵ0, ω1 o ℵ1 representa el primer ordinal no numerable

y c es la cardinalidad del conjunto potencia de ω. En este sentido, la hipótesis del continuo

(CH) afirma que c = ω1. Para dos conjuntos X , Y su diferencia simétrica es denotada por

X∆Y = (X \ Y )∪ (Y \X). Si X es un conjunto, su conjunto potencia es denotado por P(X).

Los śımbolos [X ]κ, [X ]<κ denotan a la colección de todos los subconjuntos de X de cardinalidad

1
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κ y menor que κ respectivamente. XY denota al conjunto de todas las funciones de X en Y .

Ocasionalmente, en particular si X = Y = ω o si X = ω y Y = 2, escribiremos Y X para el

mismo conjunto, esperando que esto no se preste a confusión. El dominio y rango de una función

f son denotados por dom(f) y ran(f) respectivamente. También, la preimagen y la imagen de

un conjunto X bajo una función f será denotado por f−1[X ] y f [X ] respectivamente. Como es

usual, una función es en śı una gráfica f ⊂ dom(f) × ran(f). La cardinalidad de un conjunto

X es denotada por |X | y 2|X| es la cardinalidad de X2. Si |X | ! ω, entonces diremos que X es

contable o numerable.

Si X es un conjunto, entonces F " X denotará {F ∩X : F ∈ F}, donde F es una colección

de conjuntos, y f " X denotará la restricción de f en A, si f es una función. Usamos el

śımbolo ‘"’ en dos sentidos diferentes, esperando que esto no se preste a confusión. Por ∀∞ y

∃∞ denotamos los cuantificadores “para todos salvo una cantidad finita” y “existe una cantidad

infinita” respectivamente.

Para A, B ⊆ ω y funciones f, g : ω → ω escribimos A ⊆∗ B si |A \ B| < ω y f !∗ g

si |{n : f(n) > g(n)}| < ω. Recordemos que una familia de subconjuntos de ω es centrada si

cualquier subfamilia finita tiene intersección infinita. El número de pseudointersección p es la

mı́nima cardinalidad de una familia centrada de subconjuntos de ω sin pseudointersecciones

infinitas (i.e., sin cota inferior común en el orden ⊆∗). El número de acotación b es la mı́nima

cardinalidad de una familia no acotada de funciones en ωω con respecto al orden !∗. Es fácil

ver que ω1 ! p ! b ! c.

Una familia I ⊆ P(X) de subconjuntos de un conjunto dado X es un ideal si

(1) para A, B ∈ I, se tiene que A ∪B ∈ I y

(2) si A ∈ I y B ⊆ A, entonces B ∈ I.

A su vez este es propio si

(3) X /∈ I.

Una familia F ⊆ P(X) es un filtro (propio) si F∗ = {X \ A : A ∈ F} es un ideal (propio).

Al ideal F∗ se le conoce como el ideal dual del filtro F , y de una manera análoga podemos

definir I∗, como el filtro dual del ideal I. Denotaremos por Fin(X) al ideal de todos los subcon-

juntos finitos de X . Para X numerable, Fin(X) será abreviado simplemente por Fin, conocido

también como ideal de Fréchet. Cabe mencionar que a lo largo de este trabajo normalmente

sólo consideraremos ideales propios que contengan a Fin(X). Decimos que un ideal I sobre X

es alto si para cada Y ∈ [X ]ω existe I ∈ I tal que I ∩ Y es infinito. Dado un ideal I sobre un

conjunto X , denotamos por I+ a la familia de los conjuntos I-positivos, i.e., subconjuntos de

X que no pertenecen a I. Para un ideal I sobre un conjunto X , se define el ideal ortogonal de

I, denotado por I⊥, como el ideal de todos los subconjuntos de X que tienen intersección finita

con cada elemento de I. Aśı, I ⊆ I⊥⊥ y I⊥ = I⊥⊥⊥. La cofinalidad de un ideal I, cof(I), es

la mı́nima cardinalidad de una familia F ⊆ I tal que cada miembro de I está contenido en

algún miembro de la familia F . Una familia F con esta última propiedad es conocida como
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una familia cofinal en I. Dado F un subconjunto de P(ω) (usualmente un filtro ) y f : ω → ω

denotemos por f [F ] al conjunto {X ⊆ ω : f−1[X ] ∈ F}, y por Aut(F) a la colección de todas

las permutaciones f sobre ω tales que f [F ] = F .

Consideraremos sobre todo ideales y filtros sobre conjuntos numerables. En este caso, de

hecho podemos pensar t́ıpicamente que son ideales o filtros sobre ω.

Dados A, B dos subconjuntos infinitos de ω, decimos que A y B son casi ajenos si A ∩B

es finito. Una familia A de subconjuntos infinitos de ω es llamada una familia casi ajena si A

y B son casi ajenos para cualesquiera A, B ∈ A con A ,= B. Dada una familia casi ajena A

denotamos por I(A) al ideal generado por A.

Consideramos a P(ω) equipada con la topoloǵıa natural inducida por la identificación de

cada subconjunto de ω con su función caracteŕıstica, donde 2ω viene dado con la topoloǵıa

producto. Decimos que un ideal I es un ideal Borel (anaĺıtico, coanaĺıtico, . . . ) sobre ω si I es

un ideal sobre ω y I es Borel (anaĺıtico, coanaĺıtico, . . . ) en esta topoloǵıa. Lo mismo aplicará a

los filtros. En particular, recordemos que si X es un espacio Polaco y A ⊆ X , entonces A es

un conjunto anaĺıtico si existe un subconjunto de Borel (equivalentemente, un subconjunto

cerrado) B de ωω y un mapeo continuo f : ωω → X tal que f [B] = A.

Dado un conjunto X y s ∈ X<ω, denotamos al cono de s por 〈s〉 = {f ∈ Xω : s ⊆ f}.

Por s$t denotamos la concatenación de las sucesiones s y t en X , y si x ∈ X entonces s$x

denotará a s$(x). Recordemos que T ⊆ X<ω es un árbol si para cada s ∈ T y cada t ⊆ s,

entonces t ∈ T . Si A es una familia de subconjuntos de X , un árbol T es A-ramificado si

succT (t) = {x ∈ X : t$x ∈ T } ∈ A para cada t ∈ T . Finalmente, [T ] = {f ∈ Xω : ∀n ∈ ω f "

n ∈ T } denotará a la familia de ramas de T .

Las definiciones y propiedades de teoŕıa descriptiva de conjuntos que se utilizen en lo

subsecuente y no se hayan establecido de manera expĺıcita a lo largo del trabajo, pueden

consultarse en [Ke].

Una parte considerable del presente trabajo tiene que ver con resultados de consistencia

obtenidos mediante extensiones de forcing. Remitimos al lector a [Ku] para lo referente a la

teroŕıa básica de forcing.

Recordemos que un orden parcial es una pareja 〈P, !〉 tal que P ,= ∅ y ! es una relación

sobre P que es transitiva y reflexiva (∀p ∈ P (p ! p)). Como es usual escribiremos P en vez de

〈P, !〉 si ! es clara en el contexto. Dos elementos p, q ∈ P son llamados compatibles, si ellos

tienen una cota inferior común y son llamados incompatibles en caso contrario.

Por una noción de forcing entendemos un orden parcial 〈P, !〉 tal que para cada p ∈ P

existen elementos incompatibles q, r ∈ P con q, r ! p. Interpretamos p ! q como “p extiende

a q”, “p es más fuerte que q” o “p tiene más información que q”. La frase “p incompatible

con q” es denotada por p ⊥ q. Los elementos de P serán llamados condiciones. Finalmente, #P

denotará la relación de forcing asociada con P.

Una anticadena es un conjunto formado por elementos incompatibles por parejas. P sa-

tisface la condición de cadena contable (ccc) o condición de anticadena contable, si todas sus
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anticadenas son contables. Un subconjunto D ⊆ P es denso si cada elemento de P es $ a un

elemento de D. G ⊆ P es un filtro si es cerrado superiormente y cualesquiera dos elementos

de este son compatibles. Si D es una familia de subconjuntos densos de P, entonces G ⊆ P es

llamado D-genérico si intersecta a cada D ∈ D.

El axioma de Martin (MA) afirma que si D es una familia de subconjuntos densos de

un conjunto parcialmente ordenado P con la ccc y |D| < c, entonces existe G ⊆ P un filtro

D-genérico.

Por el término modelo entendemos un conjunto con una relación ∈. Para modelos N, M

decimos que N es un submodelo elemental de M, N ≺ M, si para cada fórmula ϕ(x1, . . . , xn)

y a1, . . . , an ∈ N, se tiene que

N |= ϕ(a1, . . . , an) ⇔ M |= ϕ(a1, . . . , an).

La jerarquia acumulativa de conjuntos es definida como V0 = ∅, Vα+1 = P(Vα), y Vλ =
⋃

α<λ Vα para λ un ordinal ĺımite. V =
⋃

α∈On
Vα es un modelo canónico de ZFC, donde

On denota a la clase de los números ordinales. Para x ∈ V, sea rank(x) = mı́n{α : x ∈ Vα}.

Uno de los modelos de ZFC∗ que es usado muy amenudo es H(θ), la colección de todos

los conjuntos de cardinalidad hereditariamente menor que θ. Trabajaremos con H(θ), donde θ

es un cardinal regular “suficientemente grande”.

Durante el presente trabajo haremos uso de la técnica de forcing iterado, aunque para

nuestros propósitos solo haremos referencia a construcciones de forcing iterado con “soporte

finito”.

Recordemos que si P es una noción de forcing y Q̇ es un P-nombre para una noción de

forcing, entonces podemos forzar en VP con Q̇ para obtener una nueva extensión (VP)Q̇. Existe

una sola noción de forcing P , Q̇ (llamada la iteración o composición de las nociones de forcing

P y Q̇) tal que la extensión VP'Q̇ es canónicamente isomorfa a (VP)Q̇. La iteración P , Q̇ es

definida como el conjunto de todas las parejas 〈p, q̇〉 tal que p ∈ P y p #P “q̇ ∈ Q̇”. El orden

!P'Q̇ viene dado por

〈p, q̇〉 !P'Q̇ 〈p
′, q̇′〉 ⇔ p ! p′ ∧ p′ #P “q̇ !Q̇ q̇′”.

1.1. Lema ([Ku]). Sean P y Q̇ como arriba. Entonces

(1) si G ⊆ P es genérico sobre V, H ⊆ Q̇G genérico sobre V[G], entonces

G , H = {〈p, q̇〉 : p ∈ G, q̇G ∈ H}

es genérico para P , Q̇ sobre V y V[G , H ] = V[G][H ], y

(2) si F ⊆ P , Q̇ es genérico sobre V, entonces G = {p : ∃q̇ 〈p, q̇〉 ∈ F} es genérico para P

sobre V, H = {q̇G : ∃p ∈ G 〈p, q̇〉 ∈ F} es genérico para Q̇ sobre V[G] y F = G ,H. %

Este lema nos permite identificar canónicamente P , Q̇-nombres con P-nombres para ele-

mentos de Q̇.
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Sea δ un ordinal y sea I un ideal (no necesariamente propio) sobre δ con Fin(δ) ⊆ I. Una

construcción de forcing iterado de longitud δ con soporte en I, es un objeto de la forma

〈Pα, Q̇α : α < δ〉,

donde

(1) Pα = ĺımI〈Pβ, Q̇β : β < α〉, y

(2) #Pα “Q̇α es una noción de forcing”,

donde ĺımI〈Pβ , Q̇β : β < α〉 es el conjunto de funciones sobre α tal que

(i) p " β #Pβ
“p(β) ∈ Q̇β” para β < α, y

(ii) {β : p(β) ,= 1Pβ
} ∈ I.

Para p, q ∈ ĺımI〈Pβ , Q̇β : β < α〉 se define

p ! q ⇔ ∀β < α (q " β # “p(β) !Q̇β
q(β)”)

y

supp(p) = {β : p(β) ,= 1Pβ
}.

Es fácil ver que el mapeo que manda a cada p ∈ Pα+1 a 〈p " α, p(α)〉 es un isomorfismo entre

Pα+1 = ĺımI〈Pβ , Q̇β : β < α + 1〉 y Pα , Q̇α. También, si p ∈ Pβ podemos definir p(γ) = 1Pγ

para γ $ β. De esta manera podemos tratar a Pβ como un subconjunto de Pα para α $ β.

En caso de que I = Fin(δ), entonces diremos que Pδ = 〈Pα, Q̇α : α < δ〉 es una iteración con

soporte finito. Para más detalles en la teoŕıa de forcing iterado, remitimos al lector también a

[Ba] y [BJ].

2. Topoloǵıa

Para un espacio topológico X , denotemos por τ(X) (o simplemente por τ) a la topoloǵıa

del espacio X . Sea A ⊆ X , denotaremos a la cerradura de A en X por ClX(A) o bien por

A si esto no se presta a confunsión. El interior de A (el conjunto abierto en X más grande

contenido en A) será denotado por IntX(A) o simplemente Int(A) si esto también no se presta

a confunsión. En este sentido, A es llamado nunca denso, si su cerradura tiene interior vaćıo,

en śımbolos, Int(A) = ∅ (o, equivalentemente, si el complemento de su cerradura es denso), y

es llamado denso en alguna parte en otro caso. La colección de todos los subconjuntos nunca

densos del espacio X será denotada por nwd(X).

Sea A un conjunto y X un espacio, entonces XA tendrá la topoloǵıa producto. Si 〈Xi : i ∈ I〉

es una familia de espacios topológicos y X = Πi∈IXi es su producto cartesiano, πi : X → Xi

representará la i-ésima proyección de X para cada i ∈ I.

Todos los espacios considerados son al menos regulares T1, y ocasionalmente completamente

regulares, esto será claro por el contexto.

Recordemos que una subfamilia B de una topoloǵıa τ de un espacio X es una base para

X , si cada elemento de τ es la unión de una subfamilia de B. Aśı, el peso de un espacio X es
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definido como

w(X) = mı́n{|B| : B es una base de X} + ω.

Una π-base en X es una familia V de abiertos no vaćıos en X tales que si U es abierto y

no vaćıo en X , entonces V ⊆ U para alguna V ∈ V . El π-peso de X es definido entonces por

πw(X) = mı́n{|V| : V es una π-base en X} + ω.

La densidad de X es definida por

d(X) = mı́n{|D| : D es un subconjunto denso en X} + ω.

1.2. Observación. d(X) ! πw(X) ! w(X).

Sea X un espacio, x ∈ X y V una familia de abiertos no vaćıos en X . V es una π-base

local en x si para cada vecindad U de x existe V ∈ V con V ⊆ U . Si además se cumple que

x ∈ V para toda V ∈ V , entonces V es una base local en x. El π-cáracter y el carácter en x son

definidos como

πχ(x, X) = mı́n{|V| : V es una π-base local en x} + ω

y

χ(x, X) = mı́n{|V| : V es una base local en x} + ω,

respectivamente. Aśı, el π-cáracter de X y el carácter de X son definidos por

πχ(X) = sup{πχ(x, X) : x ∈ X}

y

χ(X) = sup{χ(x, X) : x ∈ X},

respectivamente.

1.3. Observación. πχ(x, X) ! χ(x, X) para x ∈ X , luego πχ(X) ! χ(X). También se

sigue fácilmente que πχ(X) ! πw(X) y χ(X) ! w(X).

Recordemos que un espacio X es llamado primero numerable si χ(X) = ω. Denotemos por

η(x) a la colección de todos los conjuntos abiertos de X que contienen al punto x.

Para un espacio topológico X y un punto x ∈ X , decimos que S ⊆ X converge a x

(denotado por S → x), si cada vecindad de x contiene a todos los puntos de A salvo una

cantidad finita. Una de las generalizaciones más naturales y antigüas del concepto de primero

numerable en un espacio topológico, es sin duda la propiedad de Fréchet-Urysohn. Un espacio

topológico Hausdorff X es Fréchet-Urysohn si para cualquier subconjunto A ⊆ X y cualquier

punto x ∈ A existe una sucesión (t́ıpicamente no trivial) S ⊆ A tal que S → x. Para nuestra

comodidad, abreviaremos y llamaremos a tales espacios simplemente espacios de Fréchet.

La estrechez de un punto x en un espacio topológico X es el cardinal infinito más pequeño

κ con la propiedad de que si x ∈ A con A ⊆ X , existe E ⊆ A tal que x ∈ E y |E| ! κ. Este



3. LA PROPIEDAD DE FRÉCHET IDEALIZADA Y LAS αi-PROPIEDADES 7

número cardinal es denotado por t(x, X). La estrechez de un espacio X es el supremo de todos

los números t(x, X) para x ∈ X , el cual es denotado por t(X). Aśı, todo espacio Fréchet tiene

estrechez numerable.

Las definiciones y propiedades topológicas que se utilizen en lo subsecuente y no se hayan

establecido de manera expĺıcita en esta sección o a lo largo del trabajo, pueden consultarse en

[En].

3. La propiedad de Fréchet idealizada y las αi-propiedades

Dado un espacio X y un punto x ∈ X , denotemos por Ix al ideal dual del filtro de

vecindades de x, i.e., Ix = {A ⊆ X : x /∈ A}.

1.4. Observación. (1) Si X es numerable, entonces los miembros infinitos de I⊥
x son

precisamente las sucesiones convergentes a x.

(2) El espacio X es Fréchet en x si y sólo si para cada A ∈ I+
x existe S ∈ [A]ω tal que

S ∈ I⊥
x , o equivalentemente, para cada A ∈ I+

x el ideal Ix " A no es alto.

La observación anterior nos muestra el lenguaje combinatorio que se encuentra detrás de

la propiedad de Fréchet. Este lenguaje será el que usaremos a lo largo de todo el trabajo.

Por otro lado, a un ideal I sobre un conjunto X , podemos asociarle de una manera natural

un espacio topológico XI de la siguiente manera. El conjunto base es X ∪ {I}, los elementos

de X son aislados y las vecindades básicas de I son de la forma {I}∪ (X \ I), con I ∈ I. Pues

bien, es fácil ver que XI es Fréchet si y sólo si I = I⊥⊥. De hecho, esto último es lo que motiva

la definición de que un ideal I es Fréchet si I = I⊥⊥.

1.5. Observación. (1) Todo ideal numerablemente generado es Fréchet. En particu-

lar, el ideal Fin es Fréchet.

(2) I no es Fréchet si y sólo si existe A ∈ I+ tal que I " A es alto.

(3) I⊥ es siempre Fréchet.

Con el objetivo de estudiar la propiedad de Fréchet en el producto topológico, A. V.

Arhangel’skii en [Ar1] y [Ar2], introduce como una herramienta para su estudio, las αi-

propiedades.

Un espacio X es un αi-espacio, para i ∈ {1, 2, 3, 4}, si para cada x ∈ X y cada sucesión

〈In〉n∈ω ⊆ I⊥
x \ Fin(X), existe I ∈ I⊥

x tal que

α1: Para cada n ∈ ω, In ⊆∗ I, es decir, I⊥
x es un P-ideal.

α2: Para cada n ∈ ω, In ∩ I es infinito (equivalentemente, In ∩ I ,= ∅ para cada n ∈ ω).

α3: Existe una infinidad de n’s en ω tal que In ∩ I es infinito.

α4: Existe una infinidad de n’s en ω tal que In ∩ I ,= ∅.

Notemos que estas definiciones tienen sentido también en cualquier ideal sobre un conjunto

arbitrario. Aunque las definiciones de las αi-propiedades tienen sentido en cualquier espacio
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topológico, nosotros sólo las consideraremos en la clase de los espacios de Fréchet, los cuales

en general serán numerables.

Unas consecuencias inmediatas que podemos notar, son las siguientes

α1 !! α2 !! α3 !! α4

Métrico !! Primero
numerable

""
!!!!!!!!!!!

##"
""

"
"

"
"

""
"

Fréchet

Las αi-propiedades han sido estudiadas por diversos autores a lo largo de todo este tiempo,

y se sabe entre otras cosas, que se pueden distinguir entre śı en la clase de los espacios de Fréchet

numerables, aunque dos de ellas sólo se puedan distinguir consistentemente. En este punto, no

abundaremos en muchos detalles, salvo en los resultados que serán necesarios para el desarrollo

del presente trabajo.

La siguiente proposición nos muestra el papel que tiene el invariante cardinal p (resp., b)

para que un espacio numerable X sea Fréchet (resp., α1) en un punto x.

1.6. Teorema ([Ny3]). Sea X un espacio numerable y x un punto en X. Entonces

(1) Si χ(x, X) < p, entonces X es Fréchet en x. Más aún, esta cota es óptima, es decir,

existe un espacio numerable X y un punto x ∈ X con χ(x, X) = p tal que X no es

Fréchet en x.

(2) Si χ(x, X) < b, entonces X es α1 en x. También esta cota es óptima, es decir, existe

un espacio numerable X y un punto x ∈ X con χ(x, X) = b tal que X no es α1 en x.

Demostración. Empecemos traduciendo esto último al lenguaje de ideales. Aśı, la pro-

piedad de que X sea Fréchet (resp., α1) en x se traduce en que el ideal Ix sea Fréchet (resp.,

α1), y χ(x, X) se traduce en cof(Ix). Con esto en mente, pasemos entonces a probar la versión

idealizada de esta proposición.

(1) Sea I un ideal sobre ω tal que cof(I) < p y sea Y ∈ I+. Tomemos J un subconjunto

cofinal en I con |J | = cof(I), y hagamos Y = {Y \ J : J ∈ J }. Como Y ∈ I+ entonces

Y ⊆ [Y ]ω. Ahora, del hecho de que J es cofinal en I, nos es dif́ıcil ver que Y forma una familia

centrada, luego |Y| < p implica la existencia de una pseudointersección C ∈ [Y ]ω de la familia

Y. De aqúı es inmediato ver que C ∈ I⊥, y por lo tanto I es Fréchet.

Para la otra parte, tomemos una familia centrada U ⊆ [ω]ω de tamaño p sin pseudointer-

secciones infinitas, y consideremos el ideal I generado por la familia {ω \ U : U ∈ U}. Pues

bien, el ideal I es alto. En efecto, sea Y ∈ [ω]ω entonces Y no es una pseudointersección de la

familia U , luego existe U ∈ U tal que C = Y \U (el cual pertenece a I) es infinito. Aśı, I no es

Fréchet y la cof(I) = p, y entonces el espacio asociado XI no es Fréchet en I y χ(I, XI) = p.
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(2) Sea I un ideal sobre ω tal que cof(I) < b y sea 〈In〉n∈ω ⊆ I⊥ \ Fin. Tomemos J

un subconjunto cofinal en I con |J | = cof(I). Definamos para cada J ∈ J una función

fJ ∈ ωω dada por fJ(n) = mı́n {m ∈ In : k /∈ J para cada k ∈ In con k $ m}, luego |J | < b

implica la existencia de una función f ∈ ωω tal que fJ !∗ f para toda J ∈ J . Sea I =
⋃

n∈ω{m ∈ In : f(n) ! m}, entonces claramente In ⊆∗ I para toda n ∈ ω. Por otro lado,

si J ∈ J entonces existe mJ ∈ ω tal que fJ(n) ! f(n) para toda n $ mJ , por lo que

J ∩
⋃

n!mJ
{m ∈ In : f(n) ! m} = ∅, y dado que

⋃

n<mJ
{m ∈ In : f(n) ! m} ⊆

⋃

n<mJ
In, se

sigue entonces que I ∩ J es finito. Aśı, I ∈ I⊥ \ Fin, y por lo tanto I es α1.

Para la otra parte, tomemos 〈fα : α < b〉 una b-sucesión <∗-creciente de funciones no

decrecientes en 〈ωω, !∗〉 no acotada. Ahora, para cada α < b, sea Aα = {〈n, m〉 ∈ ω×ω : m !

fα(n)} y considerese el ideal I en ω × ω generado por la familia {Aα : α < b}. Pues bien, el

ideal I no es α1 y la cof(I) = b. En efecto, que la cof(I) = b es claro, ahora para ver que I no

es α1, sea In = {n}×ω para cada n ∈ ω, entonces 〈In〉n∈ω ⊆ I⊥ \Fin. Ahora, supongamos que

para algún I ⊆ ω × ω se tiene que In ⊆∗ I para toda n ∈ ω, entonces definamos f ∈ ωω dada

por f(n) = mı́n {m ∈ ω : 〈n, k〉 ∈ In ∩ I para toda k $ m}, luego existe α < b y N ∈ [ω]ω tal

que fα(n) > f(n) para toda n ∈ N , pero esto quiere decir entonces que I ∩Aα es infinito. Por

lo tanto I no es α1. Aśı, el espacio asociado XI no es α1 en I y χ(I, XI) = b. %

Veamos ahora algunas relaciones que existen entre las αi-propiedades y algunos juegos

topológicos infinitos.

Sea X un espacio topológico y x un punto en X . El juego abierto-punto, Gop(x, X), intro-

ducido por G. Gruenhage en [Gr] es definido de la siguiente manera. Este juego es jugado por

dos jugadores, I y II. En el n-ésimo paso (n ∈ ω), el jugador I elige un subconjunto abierto

Un de X alrededor de x, y el jugador II elige un punto xn ∈ Un \ {x}. I gana si la sucesión

〈xn〉n∈ω converge a x, en otro caso II gana.

Como es usual, una estrategia para el jugador I es un mapeo ρ : (X \ {x})<ω → η(x), y

una estrategia para el jugador II es un mapeo σ : η(x)<ω \ {∅} → X \ {x} tal que para cada

n ∈ ω y para cada s ∈ η(x)n se tiene que σ(s) ∈ s(n − 1). Una estrategia ρ para I es una

estrategia ganadora si para cada f ∈ Xω con f(n) ∈ ρ(f " n) para cada n ∈ ω se tiene que

x ∈ ran(f). Similarmente, σ es una estrategia ganadora para II, si para cada f ∈ η(x)ω se tiene

que x /∈ {σ(f " n) : n ∈ ω}.

1.7. Lema (Folklore). Sea X un espacio topológico. Entonces

(a) Si X es numerable, entonces I tiene estrategia ganadora si y sólo si χ(x, X) = ω.

(b) II tiene estrategia ganadora si y sólo si existe T ⊆ (X\{x})<ω un árbol de ramificación

en I+
x tal que [T ] ⊆ (I⊥

x )+.

Demostración. (a) Sea ρ una estrategia para I y supongamos que χ(x, X) > ω. Dado

que ran(ρ) es numerable, entonces existe U ∈ η(x) tal que ρ(t) ! U para toda t ∈ (X \{x})<ω.

Aśı, si II elige xn ∈ Un \U en el paso n, entonces la sucesión 〈xn〉n∈ω no convergerá a x, luego



10 1. PRELIMINARES

ρ no puede ser una estrategia ganadora para I. Por lo tanto, si I tiene estrategia ganadora

entonces χ(x, X) = ω.

Para el otro sentido, supongamos que χ(x, X) = ω, entonces existe una base numerable

{Un ∈ η(x) : n ∈ ω} alrededor de x de tal manera que Un+1 ⊆ Un para cada n ∈ ω. Aśı, la

estrategia ganadora para I es que en el paso n elija Un.

(b) Supongamos que σ : η(x)<ω\{∅}→ X\{x} es una estrategia ganadora para II, entonces

construyamos por inducción un árbol T ⊆ (X \ {x})<ω poniendo ∅ ∈ T y si s ∈ T entonces

es posible encontrar una sucesión finita s ∈ η(x)<ω tal que dom(s) = dom(s) y para cada n

en dom(s) se tiene que s(n) = σ(s " n) y s " n = s " n. Entonces s"y ∈ T si y sólo si existe

U ∈ η(x) tal que σ(s"U) = y. Fija esta U ponemos s"n = s"U . Como σ es una estrategia,

es claro que T es un árbol de ramificación en I+
x , y como esta estrategia es ganadora entonces

[T ] ⊆ (I⊥
x )+.

Para el otro sentido, supongamos que existe T ⊆ (X \ {x})<ω un árbol de ramificación

en I+
x tal que [T ] ⊆ (I⊥

x )+. Entonces la estrategia que hace ganar a II es la siguiente. En

la primera jugada II debe elegir x0 ∈ U0 ∩ succT (∅), luego para la jugada n $ 1 debe elegir

xn ∈ Un∩succT (xn−1), siendo xn−1 lo que jugó en la jugada n−1. Aśı 〈xn〉n∈ω ∈ T y entonces

〈xn〉n∈ω no converge a x. %

1.8. Proposición (Folklore). Supongamos que X es un espacio de Fréchet en x, entonces

II no tiene estrategia ganadora si y sólo si X es α2 en x.

Demostración. Supongamos que II no tiene estrategia ganadora, entonces para cada

árbol T ⊆ (X \ {x})<ω existe f ∈ [T ] tal que ran(f) ∈ I⊥
x . Ahora, sea 〈In〉n∈ω ⊆ I⊥

x \ Fin(X),

y consideremos T = {s ∈ (X \ {x})<ω : s(n) ∈ In para cada n < |s|}. Entonces T es un árbol

de ramificación en I+
x , luego existe f ∈ [T ] con ran(f) ∈ I⊥

x \ Fin(X). Pues bien, si I = ran(f)

entonces I ∩ In ,= ∅ para cada n ∈ ω. Aśı, X es α2 en x.

Para el otro sentido, sea T ⊆ (X \ {x})<ω un árbol de ramificación en I+
x . Como X es

Fréchet en x, entonces para cada s ∈ T existe Is ∈ I⊥
x \ Fin(X) tal que Is ⊆ succT (s). Ahora,

como X es α2 en x entonces existe I ∈ I⊥
x \ Fin(X) tal que I ∩ Is ,= ∅ para cada s ∈ T , luego

existe f ∈ [T ] tal que ran(f) ⊆ I. Por lo tanto II no tiene estrategia ganadora. %

4. Grupos topológicos

Uno de los objetos de nuestro estudio serán los grupos topológicos, los cuales, como su

nombre lo indica, implican una entidad algebraica que permite una estructura topológica muy

relacionada con la operación de grupo. Es la definición de grupo topológico la que presenta me-

jores condiciones para desarrollar tanto la topoloǵıa como el álgebra, estando ambas presentes.

Una topoloǵıa τ sobre un grupo (G, ·) es una topoloǵıa de grupo, si las operaciones de grupo

(x, y) 5→ x · y (multiplicación) y x 5→ x−1 (inverso) son continuas, cuando G × G viene con

la topoloǵıa producto. Si H es un subgrupo de G, entonces cada topoloǵıa de grupo sobre G

induce una topoloǵıa de grupo sobre H . Un grupo topológico es una terna (G, ·, τ) que consiste
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de un grupo (G, ·) y una topoloǵıa de grupo τ sobre G. Si no hay ambigüedad, usaremos sólo

G para referirnos al grupo topológico (G, ·, τ).

El śımbolo eG (o simplemente e) denotará siempre a la identidad de un grupo G. En ocasio-

nes prescindiremos del uso del śımbolo de operación binaria ·, i.e., en vez de x · y escribiremos

simplemente xy.

Una de las ventajas que se tienen al trabajar con grupos topológicos es que la operación

de grupo hace indistinguibles las propiedades locales en el grupo desde el punto de vista de la

topoloǵıa, como lo muestra el siguiente teorema.

1.9. Teorema (Folklore). Sea G un grupo topológico. Si g ∈ G es un elemento fijo ar-

bitrario, entonces las funciones ϕg y σg (llamadas tralaciones a la derecha e izquierda por g,

respectivamente) de G en śı mismo, dadas por ϕg(x) = xg y σg(x) = gx con x ∈ G, son homeo-

morfismos. La inversión f : G → G definida por f(x) = x−1, también es un homeomorfismo.

%

1.10. Corolario. Todo grupo topológico es un espacio homogéneo. %

La siguiente proposición resume algunos otros resultados que pueden obtenerse con la ayuda

del Teorema 1.9, dichos resultados nos permiten estudiar las propiedades locales de un grupo

topológico en un solo punto, que por simplificar, usualmente siempre se toma a la identidad

del grupo como punto de referencia.

1.11. Proposición (Folklore). Sea G un grupo topológico.

(1) Si D es un subespacio denso en G y U es una vecindad de la identidad e, entonces

G = DU .

(2) Si B es una base local para e y para cada B ∈ B existe DB ⊆ G tal que G = DBB,

entonces {xB : x ∈ DB, B ∈ B} forma una base para G.

(3) Si U es una vecindad de la identidad e, entonces para cada n > 0 existe V vecindad

de e con V n ⊆ U , donde V n = V · · ·V , n factores. %

Ahora, con la ayuda de esta última proposición es posible obtener el siguiente teorema.

1.12. Teorema (Folklore). Sea G un grupo topológico, la familia η(e) de todos los sub-

conjuntos abiertos de G que contienen al elemento identidad e, es una base de filtro con las

siguientes propiedades.

(i) para cada U ∈ η(e) existe V ∈ η(e) tal que V ·V ⊆ U , aqúı V ·W = {vw : v ∈ V y w ∈

W};

(ii) para cada U ∈ η(e) existe V ∈ η(e) tal que V −1 ⊆ U , donde V −1 = {v−1 : v ∈ V };

(iii) para cada U ∈ η(e) y cada a ∈ G existe V ∈ η(e) tal que aV ⊆ Ua.

Inversamente, si η es una base de filtro (alrededor de e) de un grupo G que satisface las

propiedades (i)-(iii), entonces la familia

τ = {V ⊆ G : ∀a ∈ V ∃U ∈ η (aU ⊆ V )}
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es una topoloǵıa de grupo sobre G tal que η es una base local para τ en e. %

Aśı, una topoloǵıa de grupo está completamente determinada por la base de filtro η(e).

Todos los grupos topológicos que se considerarán aqúı son almenos T0 luego completamente

regulares.

El teorema clásico de metrización para grupos topológicos dado por G. Birkhoff y S. Ka-

kutani en 1936 establece lo siguiente.

1.13. Teorema ([Bi],[Ka]). Un grupo topológico T1 es metrizable si y sólo si es primero

numerable. %

Un resultado útil relacionado con este teorema es el siguiente.

1.14. Proposición (Folklore). Todo grupo topológico que admita un subgrupo denso me-

trizable es también metrizable.

Demostración. Supongamos que G es un grupo topológico que admite un subgrupo

denso metrizable H . Por el Teorema 1.13, H es primero numerable. Sea {Vn : n ∈ ω} una

base local numerable del elemento identidad e en H . Entonces para cada n ∈ ω existe un

abierto Un en G tal que Vn = Un ∩ H . Pues bien, {Un : n ∈ ω} forma una base local de e

en G. En efecto, sea U ∈ ηG(e), entonces por la regularidad de G, existe W ∈ ηG(e) tal que

ClG(W ) ⊆ U . Ahora, existe n ∈ ω tal que Vn ⊆ W ∩ H , y por densidad de H , se tiene que

ClG(Un) = ClG(Vn) ⊆ ClG(W ), por lo que Un ⊆ U . Finalmente, por la homogeniedad de un

grupo topológico, se tiene entonces que G es primero numerable, luego por el Teorema 1.13, se

obtiene que G es metrizable. %

El siguiente teorema nos muestra que para la clase de los grupos topológicos algunos

cardinales invariantes clásicos coinciden.

1.15. Teorema ([Ar3]). Sea G un grupo topológico. Entonces

(a) w(G) = d(G) · χ(G);

(b) χ(G) = πχ(G);

(c) w(G) = πw(G).

Demostración. (a) Sabemos que d(G) ! w(G) y χ(G) ! w(G) (Obervación 1.2 y 1.3),

luego d(G) · χ(G) ! w(G). Para la otra desigualdad, considere un subconjunto denso D en G

de cardinalidad d(G). Sea B una base local para e tal que |B| = χ(G). Por la Proposición 1.11

(1) sabemos que G = DB para cada B ∈ B, y por el inciso (2) de la misma proposición se

deduce que V = {xB : x ∈ D, B ∈ B} forma una base para G de cardinalidad no mayor que

d(G) · χ(G). Por consiguiente, w(G) ! d(G) · χ(G).

(b) Por Observación 1.3, es suficiente con probar que χ(G) ! πχ(G). Sea U una π-base en la

identidad e de G tal que |U| = πχ(G). Entonces la familia W = {UU−1 : U ∈ U} forma una base

local en e. En efecto, si O ∈ η(e) entonces existe V ∈ η(e) tal que V V −1 ⊆ O. Dado que U es una
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π-base en e, podemos encontrar U ∈ U con U ⊆ V . Entonces W = UU−1 ∈ W y e ∈ W ⊆ O.

Esto prueba que W es una base local en la identidad de G. Dado que |W| ! |U| = πχ(G),

concluimos que χ(G) ! πχ(G). Esto prueba (b).

(c) Por Obervación 1.2, es suficiente con demostrar que w(G) ! πw(G). Sabemos que

d(G) ! πw(G) y πχ(G) ! πw(G) (Obervación 1.2 y 1.3). Por lo tanto, según los incisos (a) y

(b), se tiene que

w(G) ! d(G) · χ(G) ! d(G) · πχ(G) ! πw(G).

%

El producto directo de una familia de grupos topológicos equipado con la topoloǵıa pro-

ducto es grupo topológico.

El grupo cociente G/N de un grupo topológico G con respecto a un subgrupo normal N de

G es usualmente equipado con la topoloǵıa cociente. Esta topoloǵıa es siempre una topoloǵıa

de grupo, G/N es Hausdorff si y sólo si N es cerrado, G/N es discreto si y sólo si N es abierto,

G/N es indiscreto si y sólo si N es denso. La proyección canónica π : G → G/N es abierta.

El grupo del ćırculo T es identificado con el grupo cociente R/Z, el cual escribiremos

en forma aditiva. Al elemento neutro de un grupo Abeliano G, lo denotaremos por 0G ( o

simplemente 0), y en el caso de T será denotado por 0. La norma ‖x‖ de un elemento x ∈ T,

se define como la longitud del arco más pequeño entre 0 y x. Por tanto, si d denota la métrica

usual de T entonces d(x, y) = ‖x − y‖. Denotemos por Tm = {x ∈ T : ‖x‖ < 1
m
} al arco

simétrico abierto centrado en 0 con radio 1
m

.

Recordemos que dado un grupo Abeliano G su (grupo dual) grupo de carácteres es definido

como

G∗ = {x : G → T : x es un homomorfismo continuo}

equipado con la topoloǵıa compacto-abierta. El mapeo evaluación e : G → TG∗
es definido por

la fórmula e(g)(x) = x(g) para g ∈ G y x ∈ G∗.

La teoŕıa de dualidad de Pontryagin-van Kampen es una poderosa herramienta para el

estudio de propiedades topológicas y algebraicas de grupos Abelianos localmente compactos.

Un buen ejemplo de esto son los siguientes hechos conocidos de la literatura que debemos tener

presente.

1.16. Teorema ([Po], [vKa]). Sea G un grupo Abeliano localmente compacto. Entonces

(1) G∗ es un grupo Abeliano localmente compacto.

(2) Via el mapeo evaluación e, G∗∗ es naturalmente isomorfo a G.

(3) G∗ es compacto si y sólo si G es discreto.

(4) Un grupo Abeliano compacto G es metrizable si y sólo si G∗ es numerable. %

Estos resultados motivan a decir que toda porción de información relativa a un grupo

Abeliano localmente compacto está contenida en alguna parte de su grupo dual. Aśı, por
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ejemplo, todo grupo Abeliano compacto puede caracterizarse mediante propiedades puramente

algebraicas de su grupo dual discreto.

Por el śımbolo Gd denotaremos al grupo G dotado con la topoloǵıa discreta.

1.17. Observación. |(Gd)∗| $ c, cuando G es infinito.

Dado un grupo Abeliano G y un número primo p, la parte p de torsión, o equivalentemente,

la componente p-primaria de G es definida como

Gp = {g ∈ G : png = 0G, para algún n ∈ ω}.

Si G = Gp para algún primo p, entonces G es llamado un p-grupo de torsión. Es bien conocido

que cada grupo Abeliano de torsión es isomorfo a la suma directa
⊕

p Gp.

Un subconjunto no vaćıo A de un grupo Abeliano G que no contenga al elemento neutro

es llamado independiente, si para cada conjunto finito a1, . . . , an de elementos distintos de A y

números enteros m1, . . . , mn, la igualdad m1a1 + · · ·+mnan = 0G implica que miai = 0G para

toda i = 1, . . . , n. Aśı, el lema de Kuratowski-Zorn nos implica que cada subconjunto indepen-

diente de un grupo G está contenido en un subconjunto independiente maximal. El rango libre

de torsión de un grupo Abeliano G, en śımbolos r0(G), es definido como la cardinalidad de un

subconjunto independiente maximal de elementos de orden infinito de G. Similarmente, para

un primo p, el p-rango rp(G) de un grupo G es definido como la cardinalidad de un subconjunto

independiente maximal de G donde cada elemento tiene orden una potencia de p. El rango de

Prüfer, a menudo llamado simplemente el rango de G, es definido como

r(G) = r0(G) +
∑

p

rp(G).

Es claro que r(G) = r0(G) si el grupo G es libre de torsión, y r(G) = rp(G) si G es un p-grupo

de torsión. Para un primo p, denotemos por Z(p∞) al p-grupo cuasićıclico. Para más detalles

aśı como para una introducción a la teoŕıa de estructura de grupos Abelianos remitimos al

lector a [Ro] (e.g., véase Sección 4.2).

Las definiciones y propiedades de grupos topológicos que se utilizen en lo subsecuente y

no se hayan establecido de manera expĺıcita en esta sección o a lo largo del trabajo, pueden

consultarse en [AT] y [HR].



Caṕıtulo 2

Problema de Malykhin

Con el propósito de establecer las ĺıneas de investigación que se han visto involucradas

en el estudio del problema de Malykhin, en el presente caṕıtulo hacemos un recuento de los

resultados parciales más relevantes que varios autores han dado al problema de Malykhin a lo

largo de todo este tiempo. Los resultados son presentados usando el lenguaje combinatorio que

se describió en la Sección 3 del Caṕıtulo 1.

Comenzamos con dos resultados (en cierto sentido generales) de la literatura que serán

necesarios tener presentes.

Con el objetivo de generalizar el resultado de metrizabilidad de G. Birkhoff y S. Kakutani,

en [AM] A. V. Arhangel’skii y V. I. Malykhin introducen la noción de bisecuencialidad en

espacios topológicos.

Sea X un espacio topológico, decimos que X es bisecuencial en x ∈ X , si para cada

ultrafiltro U sobre X que converja a x, existe una sucesión 〈Xn : n ∈ ω〉 ⊆ U convergente a x,

es decir, para cada U ∈ η(x) existe n ∈ ω tal que Xn ⊆ U . Llamando entonces a X bisecuencial,

si este es bisecuencial en cada x ∈ X .

Es claro que todo espacio primero numerable es bisecuencial. Aśı, el siguiente teorema es

una generalización del Teorema 1.13.

2.1. Teorema ([AM]). Todo grupo topológico bisecuencial es metrizable.

Demostración. Supongamos que G es un grupo topológico bisecuencial con elemento

identidad e. Sea G la familia de todos los subconjuntos densos abiertos de G, luego como

η(e) ∪ G tiene la propiedad de la intersección finita, entonces tomemos U un ultrafiltro sobre

G que contenga a η(e) ∪ G, obteniendo en particular que nwd(G) ∩ U = ∅. Ahora, dado que G

es bisecuencial en e, entonces existe una sucesión 〈Xn : n ∈ ω〉 ⊆ U convergente a e. Haciendo

Un = Int(Xn) ,= ∅ y Vn = Un · U−1
n para cada n ∈ ω, obtenemos que 〈Vn : n ∈ ω〉 forma

una base de vecindades alrededor de e. En efecto, de la teoŕıa básica de grupos topológicos, se

sabe que existe V ⊆ η(e) tal que V · V−1 = {V · V −1 : V ∈ V} forma una base de vecindades

alrededor de e. Ahora, dado que G es regular, para V ∈ V existe U ∈ η(e) tal que U ⊆ V , luego

como existe n ∈ ω tal que Xn ⊆ U , obtenemos que Un ⊆ V , por lo que entonces Vn ⊆ V ·V −1.

Aśı, 〈Vn : n ∈ ω〉 forma una base de vecindades alrededor de e. De la homogeniedad de un

grupo topológico obtenemos que G es primero numerable, luego por el Teorema 1.13, G es

metrizable. %

15
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Con respecto a las αi-propiedades, el siguiente resultado nos muestra que para la clase de

los grupos topológicos, la condición de ser Fréchet es suficiente para obtener la αi-propiedad

más débil.

2.2. Teorema ([Ny1]). Todo grupo topológico Fréchet es α4.

Demostración. Sea G un grupo topológico Fréchet con elemento identidad e. Por la

homogeniedad de un grupo topológico, para ver que G es α4, es suficiente con probar que G

es α4 en e. Aśı, sea 〈In〉n∈ω ⊆ I⊥
e \ Fin(G) y {xn : n ∈ ω} una enumeración de I0, entonces se

tiene que xn · In → xn para cada n ∈ ω, luego e ∈ X, donde X =
⋃

n∈ω(xn · In). Dado que G

es Fréchet en e, existe J ∈ [X ]ω tal que J → e, entonces J ∩ (xn · In) es finito para cada n ∈ ω,

luego existe K ∈ [ω]ω tal que 〈xk · yk〉k∈K ⊆ J con yk ∈ Ik para cada k ∈ K.

Por otro lado, dado que 〈xk〉k∈K converge a e, entonces también lo hace la sucesión

〈x−1
k 〉k∈K , y en consecuencia la sucesión 〈x−1

k · (xk · yk)〉 también converge a e. Aśı, I =

{yk : k ∈ K} ∈ I⊥
e y satisface que ∃∞n ∈ ω tal que I ∩ In ,= ∅. %

1. Resultados parciales en el sentido positivo

Hemos mencionado ya en la introducción general de esta tesis que si se asume p > ω1 y

G es un grupo topológico metrizable separable con almenos dos elementos, entonces Gω1 es

un grupo topológico Fréchet separable el cual no es metrizable. Otros ejemplos consistentes

(más “descriptivos”) a la pregunta de Malykhin se han construido a lo largo de la historia

del problema. Estos ejemplos sin embargo han sido esencialmente solo de dos tipos: de tipo

Booleano y del tipo Cp(X). En esta sección presentamos dichas construcciones, en donde la

combinatoria infinita de P(ω) aśı como el estudio de ciertos subconjuntos especiales de la recta

real han mostrado ser una herramienta útil para el estudio del problema de Malykhin.

1.1. El caso Booleano y el ideal I<ω Fréchet. Sea ([ω]<ω,∆) el grupo Booleano

(i.e., todo elemento que no es el neutro del grupo tiene orden 2) formado por los subconjuntos

finitos de ω con la diferencia simétrica como operación de grupo. Con ayuda del Teorema 1.12,

al grupo ([ω]<ω,∆) le podemos introducir de una manera natural una clase de topoloǵıas que

lo hacen un grupo topológico.

Sea I un ideal sobre ω, para cada I ∈ I consideremos el conjunto II = {a ∈ [ω]<ω : a∩I ,=

∅}, y denotemos por I<ω al ideal sobre [ω]<ω generado por los conjuntos II con I ∈ I, esto es,

I<ω = {A ⊆ [ω]<ω : existe I ∈ I tal que I ∩ a ,= ∅ para toda a ∈ A}. Haciendo al filtro dual

de I<ω una base de vecindades de ∅, podremos introducir una topoloǵıa τI sobre [ω]<ω que

hace de ([ω]<ω,∆) un grupo topológico. Ahora, es fácil ver que ([ω]<ω,∆, τI) es Hausdorff si y

sólo si I es libre (i.e.,
⋃

I = ω). Dado que para nosotros todo ideal I contiene a Fin, entonces

I es libre y en consecuencia τI será siempre Hausdorff.

El estudio del ideal I<ω bajo la propiedad de Fréchet, lo hacen E. Reznichenko y O.

Sipacheva en [RS], aunque ellos lo abordan en términos de que un filtro F sobre ω tenga la

propiedad de Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos (FUF), tal propiedad es denotada en la
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literatura también por FUfin (e.g., véase [GS]). La noción FUF hab́ıa aparecido ya antes en

la literatura con A. Dow y J. Steprāns en [DS] bajo el nombre “groupwise Fréchet”, pero el

primer estudio sistemático de esta noción lo hacen Reznichenko y Sipacheva en [RS].

Antes de presentar el estudio de I<ω, cabe mencionar el siguiente hecho.

2.3. Hecho (Folklore). Todo grupo Booleano numerable es isomorfo a ([ω]<ω ,∆).

Demostración. Para esto, simplemente notemos que todo grupo Booleano es un espacio

vectorial sobre Z2, luego si este grupo es numerable, entonces este espacio tendrá la misma

dimensión que ([ω]<ω,∆), por lo que ambos espacios tendrán que ser isomorfos como espacios

vectoriales, entonces en particular también lo tendrán que ser como grupos. %

El siguiente teorema resume algunas relaciones que existen entre I<ω y τI .

2.4. Teorema ([RS]). Sea I un ideal (libre) sobre ω. Entonces

(1) τI hace de ([ω]<ω,∆) un grupo topológico.

(2) cof(I) = cof(I<ω), luego τI es primero numerable (equivalentemente, metrizable) si y

sólo si cof(I) = ω.

(3) τI es Fréchet si y sólo si I<ω es Fréchet.

Demostración. (1) Para esto, empecemos con notar que el filtro dual de I<ω es justa-

mente F<ω = {A ⊆ [ω]<ω : existe F ∈ F tal que [F ]<ω ⊆ A}, donde F = I∗. Aśı, el filtro

F<ω está siendo generado por los conjuntos de la forma [F ]<ω, con F ∈ F . Ahora, es imediato

ver que la familia η = {[F ]<ω : F ∈ F}, satisface las condiciones del Teorema 1.12, por lo que

entonces τI hace de ([ω]<ω,∆) un grupo topológico.

(2) Para esto, notemos que si J es un subconjunto cofinal de I, entonces los conjuntos de

la forma IJ para J ∈ J forman un subconjunto cofinal de I<ω, de aqúı que cof(I<ω) ! cof(I).

Para la otra desigualdad, notemos que podemos identificar al ideal I con I<ω " [ω]1. Aśı,

si A es un subconjunto cofinal de I<ω, entonces A " [ω]1 formará un subconjunto cofinal de

I<ω " [ω]1, de aqúı que cof(I) ! cof(I<ω). Por lo tanto, cof(I) = cof(I<ω).

Finalmente, de esto último y del Teorema 1.13, se sigue entonces la otra parte de este

inciso.

(3) Sea X ∈ (I<ω)+. Entonces para cada I ∈ I existe a ∈ X con I ∩ a = ∅, equivalente-

mente, para cada F ∈ F existe a ∈ X con a ⊆ F , donde F = I∗. Aśı, X ∩ [F ]<ω ,= ∅ para

cada F ∈ F , luego por definición de τI , ∅ ∈ X . Por ser τI Fréchet, existe C ∈ [X ]ω tal que

C → ∅, por lo que entonces C ∈ (I<ω)⊥.

En el otro sentido, sea X ⊆ [ω]<ω tal que ∅ ∈ X. Entonces X∩ [F ]<ω ,= ∅ para cada F ∈ F

(F = I∗). Esto quiere decir que X ∈ (I<ω)+, luego por ser I<ω Fréchet, existe C ∈ [X ]ω tal

que C ∈ (I<ω)⊥, de donde C → ∅. %

Aśı, una manera de introducirle al grupo Booleano ([ω]<ω,∆) una topoloǵıa de grupo

Fréchet no metrizable, es encontrando un ideal I sobre ω con cof(I) > ω tal que el ideal I<ω
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sea Fréchet. Por tal razón, esta ha sido una de las ĺıneas de investigación para abordar la

pregunta de Malykhin en el caso Booleano. De hecho, Reznichenko y Sipacheva en [RS] hacen

la siguiente pregunta.

2.5. Pregunta (Reznichenko-Sipacheva [RS]). ¿Existe un ideal I no numerablemente

generado tal que I<ω es Fréchet?

Como un primer ejemplo de esto, veamos que p > ω1 es una condición suficiente para

encontrar un ideal con dichas propiedades.

2.6. Hecho (Folklore). p > ω1 implica la existencia de una topoloǵıa de grupo Fréchet no

metrizable en el grupo Booleano ([ω]<ω,∆).

Demostración. Para esto, tomemos un ideal I sobre ω con cof(I) = ω1 (e.g, el ideal

generado por una familia casi ajena de tamaño ω1). Dado que cof(I<ω) = cof(I) < p, entonces

según la versión idealizada de (1) del Teorema 1.6, el ideal I<ω es Fréchet. %

Veamos a continuación algunas relaciones que hay entre I y I<ω en correlación con la

propiedad de Fréchet y las αi-propiedades.

2.7. Hecho (Folklore). Sea I un ideal sobre ω. Si I<ω es Fréchet o αi para i ∈ {1, 2, 3, 4},

entonces también I es Fréchet o αi para i ∈ {1, 2, 3, 4} respectivamente.

Demostración. Para ver esto, como podemos identificar al ideal I con I<ω " [ω]1, y dado

que la atomización [ω]1 ∈ (I<ω)+, entonces la propiedad de ser Fréchet o αi para i ∈ {1, 2, 3, 4}

del ideal I<ω, será heredada también a I<ω " [ω]1, y en consecuencia a I. %

Mostremos que las propiedades α4, α3 y α2 coinciden en I<ω. Este resultado es dado por

P. J. Nyikos en [Ny3]. Este resultado aśı como otras consecuencias relativas a los ideales I<ω

y I, estan englobados en el próximo teorema, para el cual será necesario tener presente el

siguiente lema.

2.8. Lema ([Ny3]). Sea I un ideal sobre ω, entonces X ∈ (I<ω)⊥ si y sólo si
⋃

X ∈ I⊥

y X es localmente finito, esto es, {x ∈ X : n ∈ x} es finito para cada n ∈ ω.

Demostración. Sea X ∈ (I<ω)⊥ e I ∈ I dados. Como II ∈ I<ω, entonces X ∩ II =

{x ∈ X : x ∩ I es finito} es finito, luego (
⋃

X) ∩ I es finito. Aśı,
⋃

X ∈ I⊥. Para ver que X

es localmente finito, notemos que para cada n ∈ ω se tiene que {n} ∈ I, luego I{n} = {a ∈

[ω]<ω : n ∈ a} ∈ I<ω, entonces X ∩ I{n} es finito, es decir, {x ∈ X : n ∈ x} es finito.

En el otro sentido, sea X ∈ [ω]<ω localmente finito con
⋃

X ∈ I⊥. Para ver que X ∈

(I<ω)⊥, es suficiente con probar que X ∩ II es finito para cada I ∈ I. Sea I ∈ I. Entonces

para X ∩ II = {x ∈ X : x ∩ I es finito} tenemos que (
⋃

X) ∩ I ⊆
⋃

(X ∩ II), pero (
⋃

X) ∩ I

es finito y dado que X es localmente finito, entonces X ∩ II debe ser finito. Por lo tanto

X ∈ (I<ω)⊥. %
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2.9. Teorema ([Ny3]). Sea I un ideal sobre ω. Entonces

(1) I<ω es α1 si y sólo si I es α1.

(2) α4 es equivalente a α2 para I<ω.

(3) Si I<ω es Fréchet, entonces I<ω es α2.

Demostración. (1) Una de las implicaciones ya fué observada anteriormente en el Hecho

2.7, por lo que sólo una implicación requiere de prueba. Aśı, supongamos que el ideal I es α1,

y tomemos 〈Xn : n ∈ ω〉 ⊆ (I<ω)⊥ \ Fin([ω]<ω). Hagamos In =
⋃

Xn para cada n ∈ ω, luego

por el Lema 2.8, se sigue que 〈In : n ∈ ω〉 ⊆ I⊥ y que Xn es localmente finito para cada n ∈ ω,

deduciendose de esto último en particular, que In es infinito para cada n ∈ ω. Y dado que I es

α1, entonces existe I ∈ I⊥ tal que In ⊆∗ I para toda n ∈ ω. Ahora, dado que Xn es localmente

finito, obtenemos por un lado que {x ∈ Xn : x ∩ n ,= ∅} es finito, y por el otro que x ⊂ I para

toda x ∈ Xn salvo una cantidad finita. Aśı, definiendo X ′
n = {x ∈ Xn : x ⊂ I y x∩n = ∅} para

cada n ∈ ω, obtenemos que Xn ⊆∗ X ′
n para cada n ∈ ω. Pues bien, hagamos X =

⋃

n∈ω X ′
n,

luego
⋃

X ⊆ I, por lo que
⋃

X ∈ I⊥. Por otro lado, por la manera en que se definieron los

X ′
n’s, es fácil ver que X es localmente finito, luego por el Lema 2.8, se obtiene que X ∈ (I<ω)⊥.

Ahora, es claro que Xn ⊆∗ X para cada n ∈ ω. Por lo tanto, I<ω es α1.

(2) Una de las implicaciones es clara. Aśı, supongamos que I<ω es α4, y tomemos 〈Xn : n ∈

ω〉 ⊆ (I<ω)⊥ \ Fin([ω]<ω). Fijando una enumeración de Xn, digamos Xn = {xn(k) : k ∈ ω},

para cada n ∈ ω, definamos yn(k) =
⋃

m#n xm(k) para 〈n, k〉 ∈ ω × ω, luego hagamos Yn =

{yn(k) : k ∈ ω} para cada n ∈ ω. Aśı, aplicando el Lema 2.8, se obtiene que 〈Yn : n ∈ ω〉 ⊆

(I<ω)⊥ \ Fin([ω]<ω), luego como I<ω es α4, entonces existe Y ∈ (I<ω)⊥ tal que Y ∩ Yn ,= ∅

para una infinidad de n’s. Entonces, para cada n ∈ ω, podemos elegir kn tal que xn(kn) sea un

subconjunto de algún y(*n) ∈ Y , y de tal manera que los *n’s sean distintos. Ahora, por Lema

2.8, sabemos que
⋃

Y ∈ I⊥ y que Y es localmente finito, luego X = {xn(kn) : n ∈ ω} también

es localmente finito, y dado que
⋃

X ⊆
⋃

Y entonces también tenemos que
⋃

X ∈ I⊥. Aśı,

aplicando nuevamente el Lema 2.8, obtenemos que X ∈ (I<ω)⊥, el cual cumple por definición

que X ∩Xn ,= ∅ para cada n ∈ ω. Por lo tanto, I<ω es α2.

(3) Supongamos que I<ω es Fréchet, entonces por la Proposición 2.4 inciso (3), se tiene

que τI es Fréchet, luego por el Teorema 2.2, obtenemos que τI es α4, es decir, I<ω es α4. Aśı,

aplicando el inciso anterior de este teorema, se obtiene que I<ω es α2. %

2.10. Teorema ([Ny3]). p = b implica la existencia de una topoloǵıa de grupo Fréchet no

metrizable en el grupo Booleano ([ω]<ω,∆).

Demostración. Nuevamente, es suficiente con probar que bajo p = b es posible encontrar

un ideal I sobre ω×ω con cof(I) > ω tal que el ideal I<ω sea Fréchet. Para esto, sea 〈fα : α < b〉

una b-sucesión <∗-creciente de funciones no decrecientes en 〈ωω, !∗〉 no acotada. Para cada

α < b consideremos Lα = {〈n, m〉 ∈ ω× ω : m < fα(n)}, y para cada n ∈ ω, sea Cn = {n}×ω

(la n-ésima columna de ω × ω). Pues bien, sea I el ideal sobre ω × ω generado por la familia
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casi ajena {fα : α < b} ∪ {Cn : n ∈ ω}. Ahora, es fácil ver que cof(I) > ω, y para ver que I<ω

es Fréchet, sea X ∈ (I<ω)+ y consideremos Xα = {x ∈ X : x ⊂ Lα} para cada α < b.

2.11. Afirmación. Existe α < b tal que Xα ∈ (I<ω)+.

Demostración de la afirmación. Supongamos lo contrario, entonces para cada α < b

existen Fα ∈ [α]<ω y nα ∈ ω tales que x∩(
⋃

β∈Fα
fβ) ,= ∅ para cada x ∈ Xα con x∩(nα×ω) = ∅.

Dado que la cofinalidad de b es no numerable (ya que b es regular) existe un subconjunto

estacionario S0 de b y un número natural m tal que |Fα| = m para toda α ∈ S0. Aplicando

el lema de Fodor a la función regresiva r : S0 → b, dada por r(α) = mı́n (Fα), se obtiene la

existencia de un estacionario S1 ⊆ S0 y la existencia de un ordinal β0 tal que β0 = mı́n (Fα)

para toda α ∈ S1. Repitiendo este argumento m veces, se llega a un subconjunto estacionario

S de b tal que Fα = F para toda α ∈ S. Sea Y = {x ∈ X : x ∩ fβ = ∅ para toda β ∈ F},

luego Y ∈ (I<ω)+. Entonces para cada conjunto finito de columnas de ω × ω, existe un

elemento de Y que las evita, por lo que podemos definir {xn : n ∈ ω} ⊆ Y de tal manera que si

kn = mı́n (π1(xn)) entonces kn > máx (π1(xn−1)). Sea h una función con dominio {kn : n ∈ ω}

tal que h(kn) > máx (π2(xn)) para cada n ∈ ω, entonces existe α ∈ S tal que fα(kn) > h(kn)

para una cantidad infinidad de n’s, y dado que fα es no decreciente, se sigue que xn ⊂ Lα para

una cantidad infinita de n’s. Pero esto contradice que Fα = F .

Una vez probada la afirmación anterior, consideremos Xβ = {x ∈ Xα : x ∩ fβ = ∅} para

cada β ! α, y para cada n ∈ ω, sea Xβ
n = {x ∈ Xβ : x∩ (n×ω) = ∅}. Dado que Xα ∈ (I<ω)+,

entonces X = {Xβ
n : β ! α y n ∈ ω} forma una familia centrada de subconjuntos infinitos de

L<ω
α , y como |α| < p (este es el único lugar donde se usa que p = b), entonces existe C ⊂ L<ω

α

una pseudointersección infinita de la familia X . Ahora, es fácil ver que
⋃

C ∈ I⊥ y que C es

localmente finito, luego por el Lema 2.8, se concluye que C ∈ (I<ω)⊥. Por lo tanto I<ω es

Fréchet. %

1.2. γ-conjuntos y espacios Cp(X) Fréchet. Para un espacio topológico X denotemos

por C(X) al conjunto de todas las funciones continuas sobre X con valores reales. Usamos

Cp(X) para denotar al espacio C(X) equipado con la topoloǵıa de convergencia puntual, i.e.,

la topoloǵıa heredada de RX , donde la topoloǵıa en RX es la usual del producto topológico.

Es bien conocido que Cp(X) forma un anillo topológico con la suma + y el producto · puntual

de funciones, en particular forma un grupo topológico con la suma puntual + de funciones.

El estudio de la propiedad de Fréchet en los espacios Cp(X) lo hacen J. Gerlits y Zs.

Nagy en [GN], en donde para su estudio introducen una propiedad de cubiertas de X que a

continuación definimos.

2.12. Definición. Sea X un conjunto (t́ıpicamente infinito) y U una colección de subcon-

juntos de X .

Decimos que U es una ω-cubierta de X , si para cada F ∈ [X ]<ω existe U ∈ U tal que

F ⊆ U .
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Decimos que U es una γ-cubierta de X , si para cada x ∈ X , x ∈ U para toda U ∈ U

salvo una cantidad finita de U ’s.

Decimos que un espacio X es un γ-espacio, si cada ω-cubierta abierta de X admite una γ-

subcubierta numerable. Un γ-espacio el cual a su vez también es un espacio métrico separable

es llamado un γ-conjunto.

Motivados en la propiedad de Lindelöf, es útil saber bajo que condiciones de un espacio

X , dada una ω-cubierta abierta arbitraria de X esta admite una ω-subcubierta numerable.

2.13. Proposición ([GN]). Sea X un espacio topológico. Entonces Xn es Lindelöf para

cada n ∈ ω si y sólo si toda ω-cubierta abierta de X admite una ω-subcubierta numerable.

Demostración. Supongamos que Xn es Lindelöf para cada n ∈ ω y sea U una ω-cubierta

abierta de X . Del hecho de que U es una ω-cubierta abierta de X , no es dif́ıcil ver que Un =

{Un : U ∈ U} es una cubierta abierta de Xn para cada n ∈ ω. Como Xn es Lindelöf para cada

n ∈ ω, entonces existe Un ⊆ U numerable tal que Un
n es una cubierta abierta de Xn, luego

entonces V =
⋃

n∈ω Un forma una ω-subcubierta numerable de U .

Para el otro sentido, sea W una cubierta abierta de Xn, hagamos

U = {U ⊂ X : U es abiero en X y Un puede ser cubierto

con una cantidad finita de elementos de W}.

Es inmediato ver que U forma una ω-cubierta abierta de X , luego existe V una ω-subcubierta

numerable de U , entonces Vn es una cubierta abierta de Xn y de aqúı se sigue fácilmente que

W admite una subcubierta numerable. %

De aqúı se obtiene en particular que un espacio segundo numerable X es un γ-espacio, si

cada ω-cubierta abierta numerable de X admite una γ-subcubierta.

Recordemos que un espacio X es llamado un P-espacio, si cualquier intersección numerable

de abiertos en X también es un abierto en X .

2.14. Proposición (Folklore). (1) Si X es un espacio topológico numerable, entonces

X es un γ-espacio.

(2) Si X es Lindelöf y P-espacio, entonces X es un γ-espacio.

Demostración. (1) Supongamos que X es un espacio topológico numerable y sea U una

ω-cubierta abierta de X . Tomemos X = {xn : n ∈ ω} una enumeración del espacio X , como

U es una ω-cubierta abierta de X entonces para cada n ∈ ω podemos fijar una Un ∈ U

de tal manera que {xm : m < n} ⊆ Un. Entonces claramente V = {Un : n ∈ ω} forma una

γ-subcubierta numerable de U .

(2) Supongamos que X es un espacio Lindelöf y sea U una ω-cubierta abierta de X . Como

el producto finito de P-espacios Lindelöf es también Lindelöf, entonces por la Proposición 2.13
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se sigue que U admite una ω-subcubierta numerable. Aśı, podemos suponer sin pérdidad de

generalidad que U es numerable. Ahora bien, para cada x ∈ X sea

Vx =
⋂

{U ∈ U : x ∈ U},

entonces {Vx : x ∈ X} forma una cubierta abierta del P-espacio Lindelöf X . Elegimos de esta

cubierta una subcubierta numerable {Vxn : n ∈ ω} y entonces para cada n ∈ ω elegimos Un ∈ U

de tal manera que {xm : m < n} ⊆ Un. Aśı, {Un : n ∈ ω} es una γ-subcubierta numerable de

U . %

Veamos ahora la estrecha relación entre el concepto de γ-espacio y la propiedad de Fréchet

en los espacios Cp(X).

2.15. Teorema ([GN]). Sea X un espacio topológico. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes.

(1) Cp(X) es Fréchet y α2.

(2) Cp(X) es Fréchet.

(3) X es un γ-espacio.

Demostración. (1) ⇒ (2). Es clara.

(2) ⇒ (3). Sea U una ω-cubierta abierta de X y hagamos

A = {f ∈ Cp(X) : existe U ∈ U tal que {x ∈ X : |f(x)| < 1} ⊆ U}.

Notemos que 0̄ ∈ A (la cerradura tomada en Cp(X)), donde 0̄ denota a la función identicamente

cero. En efecto, si U(F, ε) es un abierto básico alrededor de 0̄ en Cp(X), tomemos una U ∈ U

con F ⊆ U , y como los espacios que estamos considerando son almenos Tychonoff, tomemos

también una f ∈ Cp(X) con 0 ! f ! 1 tal que f " F ≡ 0 y f " X \ U ≡ 1, luego entonces

f ∈ U(F, ε) ∩A. Ahora, como Cp(X) es Fréchet, existe una sucesión 〈fn〉n∈ω ⊆ A convergente

a 0̄. Entonces para cada n ∈ ω elegimos Un ∈ U tal que {x ∈ X : |fn(x)| < 1} ⊆ Un, luego

{Un : n ∈ ω} forma una γ-subcubierta numerable de U .

(3) ⇒ (1). Dado que Cp(X) es en particular un grupo topológico, para ver que Cp(X) es

Fréchet y α2, es suficiente con probar que Cp(X) es Fréchet y α2 en 0̄.

Por otro lado, notemos que un espacio X es Fréchet y α2 en un punto x ∈ X si y sólo

si para cada sucesión 〈An〉n∈ω con An ⊆ X y x ∈ An para cada n ∈ ω, existe una sucesión

〈xn〉n∈ω convergente a x tal que xn ∈ An para cada n ∈ ω. De aqúı que esta propiedad se le

conosca también como la propiedad de la sucesión diagonal.

Ahora bien, veamos que para la propiedad de ser γ-espacio, tenemos algo análogo a lo

anterior.

2.16. Afirmación. X es un γ-espacio si y sólo si para cada sucesión 〈Un〉n∈ω de ω-cubiertas

abiertas de X , existe Un ∈ Un para cada n ∈ ω tal que {Un : n ∈ ω} forma una γ-cubierta de

X .
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Demostración de la afirmación. Una implicación es clara. Aśı que supongamos que

X es un γ-espacio y sea 〈Un〉n∈ω una sucesión de ω-cubiertas abiertas de X . Dado que podemos

suponer sin pérdida de generalidad que Un+1 es un refinamiento de Un para cada n ∈ ω, entonces

es suficiente con probar que existe una subsucesión infinita 〈nk : k ∈ ω〉 y una sucesión Uk ∈ Unk

tal que {Uk : k ∈ ω} sea una γ-cubierta de X . Pues bien, sea {xn : n ∈ ω} la enumeración de

un subconjunto infinito de X , y hagamos

Vn = {U \ {xn} : U ∈ Un} y V =
⋃

n∈ω

Un.

Es claro que V es una ω-cubierta abierta de X , luego existe una sucesión Vk ∈ V tal que

{Vk : k ∈ ω} forma una γ-cubierta de X . Ahora bien, para cada k ∈ ω existe una nk ∈ ω y un

abierto Uk tal que Vk ⊆ Uk ∈ Unk
. Ahora, si n ∈ ω y {xm : m < n} ⊆ Vk entonces nk > n,

luego {nk : k ∈ ω} es infinito.

Con ayuda de esta última afirmación probemos entonces que Cp(X) tiene la propiedad de

la sucesión diagonal. En efecto, sea 〈An〉n∈ω una sucesión de subconjuntos de Cp(X) tal que

0̄ ∈ An para cada n ∈ ω. Hagamos para cada n ∈ ω

Un = {{x ∈ X : |f(x)| < 2−n} : f ∈ An}.

Como claramente 0̄ ∈ An y An ⊆ Cp(X), entonces Un es una ω-cubierta abierta de X para toda

n ∈ ω. De la afirmación anterior se sigue que existe una sucesión Un ∈ Un tal que {Un : n ∈ ω}

forma una γ-cubierta de X . Ahora, si Un = {x ∈ X : |fn(x)| < 2−n} con fn ∈ Un, entonces la

sucesión 〈fn〉n∈ω converge a 0̄. %

2.17. Corolario ([GN]). Cp(X) es Fréchet separable no metrizable si y sólo si X es un

γ-conjunto no numerable.

Demostración. Para ver esto, recordemos dos resultados conocidos de la literatura de

los espacios Cp(X) (e.g., véase I.1.1 y I.1.5 en [Ar5]).

2.18. Hecho (Folklore). (1) |X | = χ(Cp(X)) = w(Cp(X)), luego Cp(X) es metrizable

si y sólo si X es numerable.

(2) Cp(X) es separable si y sólo si X admite una topoloǵıa más débil segundo numerable.

Como nuestros espacios son almenos Tychonoff, por el teorema de metrización de

Urysohn, esto último también es equivalente a que X admite una topoloǵıa más débil

que es metrizable y separable. %

Aśı, el Teorema 2.15 junto con el hecho anterior, nos da lo deseado. %

Por otro lado, recordemos que un espacio métrico X tiene medida fuertemente cero (SMZ

por sus siglas en inglés), si para cada sucesión de reales positivos 〈εn : n ∈ ω〉, existe 〈Xn : n ∈ ω〉

una cubierta de X tal que diam(Xn) < εn para cada n ∈ ω.

2.19. Proposición ([GN]). Todo γ-conjunto tiene SMZ.
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Demostración. Sea X un γ-conjunto y 〈εn : n ∈ ω〉 una sucesión de reales positivos.

Entonces para cada n ∈ ω, consideremos la familia Fn, la cual está formada por colecciones

finitas de conjuntos abiertos, F , tales que {diam(U) : U ∈ F} = {εn, . . . , εn+|F |−1}. Aśı, ha-

ciendo Un = {
⋃

F : F ∈ Fn} para cada n ∈ ω, obtenemos claramente una sucesión 〈Un : n ∈ ω〉

de ω-cubiertas abiertas de X , luego por la Afirmación 2.16, existe Un ∈ Un para cada n ∈ ω

de tal manera que {Un : n ∈ ω} forma una γ-cubierta de X . Ahora bien, del hecho de que

Un ∈ Un para cada n ∈ ω, podemos encontrar recursivamente, una sucesión estrictamente

creciente 〈nk : k ∈ ω〉 ⊆ ω y una sucesión de abiertos 〈Vn : n ∈ ω〉 tales que

(1) U0 =
⋃

n#n0
Vn, y Unk+1 =

⋃

nk<n#nk+1
Vn para cada k ∈ ω;

(2) diam(Vn) = εn para toda n ∈ ω.

Como {Un : n ∈ ω} es una γ-cubierta de X , entonces también lo es {Unk+1 : k ∈ ω}, de donde

X ⊆
⋃

n∈ω Vn, y por (2), se concluye que X es SMZ. %

Recordemos que R. Laver en [La] demuestra la consistencia de la conjetura de Borel,

i.e., es relativamente consistente con ZFC que todo conjunto con SMZ es numerable. Aśı,

según el Corolario 2.17, en el modelo de Laver para la conjetura de Borel, todo γ-conjunto es

numerable, o equivalentemente, todo espacio Cp(X) Fréchet separable es metrizable. Esto nos

dice en particular que en ZFC no encontraremos un ejemplo a la pregunta de Malykhin del

tipo Cp(X).

Por otro lado, consistentemente existen γ-conjuntos no numerables. De hecho, el siguiente

invariante cardinal del continuo asociado a la noción de γ-conjunto, nos da una respuesta

sencilla a esto. El cardinal non(γ-conjunto) es definido como la mı́nima cardinalidad de un

espacio métrico separable que no es un γ-conjunto.

2.20. Teorema ([GN]). non(γ-conjunto) = p.

Demostración. Sea X ⊆ [ω]ω una familia centrada sin pseudointersecciones infinitas.

Aqúı, estamos considerando a X como un subespacio de P(ω). Para cada n ∈ ω, sea Un =

{X ∈ X : n ∈ X}. Dado que X es una familia centrada, entonces U = {Un : n ∈ ω} forma una

ω-cubierta abierta de X . Para cada A ∈ [ω]ω, hagamos UA = {Un : n ∈ A}. Pues bien, es fácil

ver que UA es una γ-subcubierta si y sólo si A es una pseudointersección de X . Por lo tanto,

X no es un γ-conjunto. Esto prueba que non(γ-conjunto) ! p.

Para la otra desigualdad, sea X un espacio métrico separable con |X | < p, luego X es

segundo numerable. Aśı, para ver que X es un γ-conjunto es suficiente con probar que toda ω-

cubierta abierta numerable de X admite una γ-subcubierta. Pues bien, sea U = {Un : n ∈ ω}

una ω-cubierta abierta de X . Para cada x ∈ X , sea Ax = {n ∈ ω : x ∈ Un}. Hagamos

A = {Ax : x ∈ X}. Del hecho de que U es una ω-cubierta de X , se sigue que A forma una familia

centrada. Como |A| < p, entonces existe A ∈ [ω]ω pseudointersección de A. Nuevamente, es fácil

ver que A es una pseudointersección de A si y sólo si UA = {Un : n ∈ A} es una γ-subcubierta.

Por lo tanto, X es un γ-conjunto, luego p ! non(γ-conjunto). %
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Por lo anterior, por ejemplo, bajo p > ω1 todo conjunto X ⊆ R con |X | = ω1 es un γ-

conjunto, luego según el Corolario 2.17, el espacio Cp(X) es Fréchet separable no metrizable.

Por otra parte, también puede haber (consistentemente) γ-conjuntos de tamaño el continuo,

e.g., usando MA, F. Galvin y A. W. Miller en [GM] construyen un γ-conjunto de tamaño c.

Sea X un subconjunto de 2ω. Para cada x ∈ X , consideremos Ix = {x " n : n ∈ ω} la rama

en 2<ω determinada por x. Denotemos por Br(X) al ideal sobre 2<ω generado por las ramas

Ix con x ∈ X . Mostremos la relación que existe entre un γ-conjunto X ⊆ 2ω y el ideal Br(X).

Para esto, es necesario tener una reducción en la definición de un γ-conjunto en 2ω.

2.21. Lema ([Ny2]). Sea X ⊆ 2ω. Entonces X es un γ-conjunto si y sólo si toda ω-cubierta

numerable de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de 2ω admite una γ-subcubierta.

Demostración. Supongamos que X es un γ-conjunto y sea U una ω-cubierta numerable

de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de 2ω. Entonces U " X forma una ω-cubierta

abierta (de hecho también cerrada) de X , luego U " X admite una γ-subcubierta de la forma

V " X , donde V es una subcubierta de U , y como V " X es una γ-cubierta de X , entonces

también V es una γ-cubierta de X .

Para el otro sentido, sea U una ω-cubierta abierta de X . Dado que 2ω es un espacio

separable cero dimensional, entonces X admite un base numerable de la forma B " X , donde

B es una colección numerable de conjuntos cerrados-y-abiertos de 2ω. Aśı, como U es una ω-

cubierta abierta de X , entonces para cada F ∈ [X ]<ω, existen U ∈ U y F ∈ [B]<ω tales que

F ⊆
⋃

F " X ⊆ U . Haciendo U ′ = {
⋃

F : F ∈ [B]<ω y existe U ∈ U tal que
⋃

F " X ⊆ U},

entonces U ′ es una ω-cubierta numerable de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de

2ω, luego U ′ admite una γ-subcubierta V ′. Ahora bien, para cada V ∈ V ′ fijemos una UV ∈ U

tal que V ∩X ⊆ UV , entonces V = {UV : V ∈ V ′} es una γ-subcubierta de U . %

2.22. Teorema ([Ny2]). Sea X ⊆ 2ω e I = Br(X). Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes.

(1) I<ω es Fréchet.

(2) X es un γ-conjunto.

Demostración. (1) ⇒ (2). Supongamos que I<ω es Fréchet, y sea {Un : n ∈ ω} una ω-

cubierta de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de 2ω, para la cual podemos suponer

que X ! Un para cada n ∈ ω. Ahora, recordemos que los conjuntos de la forma 〈t〉 = {f ∈

2ω : t ⊂ f} para t ∈ 2<ω nos forman una base de cerrados-y-abiertos para 2ω. Sea Vn = 2ω \Un

para cada n ∈ ω, como Vn es cerrado-y-abierto en 2ω, entonces por compacidad existe Bn ∈

[2<ω]<ω tal que Vn =
⋃

t∈Bn
〈t〉, cuya unión podemos suponer sin pérdida de generalidad que

es ajena. Sea An = {t ∈ Bn : existe x ∈ X tal que t ⊂ x}, dado que X ! Un para toda

n ∈ ω, entonces An ,= ∅ para toda n ∈ ω. Hagamos Y = {An : n ∈ ω}. Entonces Y ∈ (I<ω)+.

En efecto, sea I ∈ I, entonces existe F ∈ [X ]<ω tal que I ⊆
⋃

x∈F Ix, donde recordemos

que Ix = {x " n : n ∈ ω}. Ahora, existe n ∈ ω tal que F ⊂ Un, entonces por definición de An
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obtenemos que An∩Ix = ∅ para cada x ∈ F , luego An∩I = ∅ y como An ,= ∅, se sigue entonces

que Y ∈ (I<ω)+. Aśı, como I<ω es Fréchet, entonces existe C ∈ [Y ]ω, y por tanto N ∈ [ω]ω,

tal que C = {An : n ∈ N} ∈ (I<ω)⊥. Pues bien, {Un : n ∈ N} es una γ-cubierta de X . En

efecto, sea x ∈ X , como C ∈ (I<ω)⊥ entonces C ∩IIx es finito, es decir, {n ∈ N : An ∩ Ix ,= ∅}

es finito, pero {n ∈ N : x /∈ Un} ⊆ {n ∈ N : An ∩ Ix ,= ∅}, luego x ∈ Un para toda n ∈ ω salvo

una cantidad finita. Aśı, por el Lema 2.21, se concluye entonces que X es un γ-conjunto.

(2) ⇒ (1). Supongamos que X es un γ-conjunto, y sea Y ∈ (I<ω)+. Para cada A ∈ Y ,

definamos VA =
⋃

t∈A〈t〉, luego VA es un conjunto cerrado-y-abierto de 2ω, y en consecuencia

también lo es UA = 2ω \ VA. Aśı, {UA : A ∈ Y } forma una ω-cubierta de X . En efecto, sea

F ∈ [X ]<ω e I =
⋃

x∈F Ix, como Y ∈ (I<ω)+, existe A ∈ Y tal que A∩ I = ∅, entonces x /∈ VA

para toda x ∈ F , y por tanto F ⊂ UA. Dado que X es un γ-conjunto, por el Lema 2.21, existe

C ⊆ Y tal que {UA : A ∈ C} forma una γ-cubierta de X . Ahora, usando nuevamente que

Y ∈ (I<ω)+, podemos asegurar que esta γ-cubierta es infinita, luego entonces C es infinito.

Pues bien, C ∈ (I<ω)⊥. En efecto, sea x ∈ X , dado que Ix ∩ A ,= ∅ implica x ∈ VA, es decir,

x /∈ UA, entonces {A ∈ C : A ∩ Ix ,= ∅} ⊆ {A ∈ C : x /∈ UA}, y como {UA : A ∈ C} forma

una γ-cubierta de X , se sigue entonces que C ∩ IIx es finito, luego C ∈ (I<ω)⊥. Aśı, I<ω es

Fréchet. %

Por último, a manera de resumen de esta sección, las condiciones p > ω1, p = b y la

existencia de un γ-conjunto no numerable, son condiciones suficientes para poder introducir en

el grupo Booleano ([ω]<ω,∆) una topoloǵıa Fréchet no metrizable del tipo τI . La existencia

de un γ-conjunto no numerable es equivalente a la existencia de un espacio Cp(X) Fréchet

separable no metrizable. Por otra parte, p = non(γ-conjunto), en particular, todo espacio

métrico separable de tamaño < p es un γ-conjunto, y recientemente T. Orenshtein y B. Tsaban

en [OT] prueban que p = b implica la existencia de un γ-conjunto de cardinalidad p. Entonces,

de hecho, la existencia de un γ-conjunto no numerable es una condición más débil que las

condiciones antes mencionadas. En otras palabras, las construcciones que se conoćıan para dar

un ejemplo a la pregunta de Malykhin, usan axiomas que también son suficientes para producir

un γ-conjunto no numerable.

2.23. Pregunta (Tsaban). ¿Es consistente con ZFC que cada γ-conjunto sea numerable

pero exista un grupo topológico Fréchet numerable no metrizable?

2. Resultados parciales en el sentido negativo

Un objeto O es definible si existe una fórmula ϕ(x) con una variable libre tal que

ϕ(O) ∧ ((∀xϕ(x)) → x = O).

Se consideran objetos definibles permitiendo alguna clase de parámetros (e.g., números reales).

Los conjuntos Borelianos, anaĺıticos, . . . , proyectivos, son objetos definibles usando a los núme-

ros reales como parámetros. Ejemplos de objetos no definibles son, entre otros, los ultrafiltros,

grietas de Hausdorff, conjuntos de Bernstein y familias casi ajenas maximales.
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La clase de los conjuntos anaĺıticos, la cual en particular contiene a la clase de los Bo-

relianos, posee propiedades de regularidad importantes. Por ejemplo, todo conjunto anaĺıtico

es medible con respecto a cualquier medida de Borel, tienen la propiedad de Baire (Lusin-

Sierpiński) y si son no numerables, contienen un copia de 2ω (Suslin). Los bien conocidos

conjuntos patalógicos (o no definibles), como los conjuntos de reales no medibles y los con-

juntos de Bernstein, no son análiticos. Entonces, en algún sentido, “los conjuntos definibles se

comportan mejor que los no definibles”.

Desde sus inicios, la teoŕıa descriptiva de conjuntos, ha puesto en evidencia que los axiomas

usuales de la teoŕıa de conjuntos ZFC pueden decidir, en términos generales, cualquier pregunta

sobre conjuntos anaĺıticos. En este contexto, dado que los ejemplos consistentes a la pregunta

de Malykhin que se conocen son todos ellos no definibles, entonces cabe la pregunta de si existen

ejemplos definibles (e.g., de complejidad anaĺıtica). Pues bien, S. Todorčević y C. Uzcátegui

en [TU] prueban que no hay ejemplos definibles de complejidad anaĺıtica a la pregunta de

Malykhin, o en otras palabras, que para la clase de topoloǵıas anaĺıticas śı se tiene un teorema de

metrización para grupos de Fréchet numerables. En esta sección presentamos dicho resultado,

en donde nociones de la teoŕıa de Ramsey y técnicas de la teoŕıa descriptiva de conjuntos (e.g.,

teoŕıa de juegos topológicos infinitos y determinación) se ponen de manifiesto.

Motivados por la definición de bisecuencialidad, decimos que un ideal I sobre ω es bise-

cuencial, si para cada ultrafiltro U sobre ω con U ∩I = ∅, existe una sucesión 〈Xn : n ∈ ω〉 ⊆ U

tal que para toda I ∈ I existe n ∈ ω con I ∩Xn = ∅.

Es claro que todo espacio bisecuencial es tanto Fréchet como α4, y como todo grupo to-

pológico Fréchet es α4 (veáse Teorema 2.2), entonces es natural preguntarse qué relación pueden

guardar estos espacios con los espacios bisecuenciales. Para la clase de topoloǵıas anaĺıticas, el

próximo lema da una respuesta a esto.

Recordemos que un ideal I sobre ω es selectivo, si satisface las siguientes dos condiciones.

p+: Para cada sucesión decreciente 〈Xn : n ∈ ω〉 ⊆ I+, existe X ∈ I+ tal que X ⊆∗ Xn

para cada n ∈ ω.

q+: Para cada X ∈ I+ y toda partición X =
⋃

n∈ω Fn de X en conjuntos finitos, existe

Y ⊆ X tal que Y ∈ I+ y |Y ∩ Fn| ! 1 para cada n ∈ ω.

2.24. Lema ([TU]). Todo grupo topológico Fréchet numerable cuya topoloǵıa sea anaĺıtica

es bisicuencial.

Demostración. Sea G un grupo topológico Fréchet numerable con elemento identidad e,

cuya topoloǵıa sea anaĺıtica. Por la homogeniedad de un grupo topológico, basta probar que

G es bisecuencial en e, lo cual significa, traduciendo a nuestro lenguaje de ideales, que el ideal

Ie sea bisecuencial. Para esto, como G es numerable, entonces de entrada podemos pensar a

nuestro ideal Ie sobre ω.

Empecemos viendo que el ideal Ie es selectivo. Como G es Fréchet y α4 en e, entonces Ie es

tanto Fréchet como α4. Aśı, tomemos una sucesión decreciente 〈Xn : n ∈ ω〉 ⊆ I+
e , luego como
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Ie es Fréchet, para cada n ∈ ω existe In ∈ [Xn]ω tal que In ∈ I⊥
e . Haciendo una aplicación

sencilla del lema de refinamiento ajeno, podemos suponer que los In’s son ejenos por pares.

Dado que Ie es α4, entonces existe I ∈ I⊥
e tal que N = {n ∈ ω : I ∩ In ,= ∅} es infinito.

Tomando una función de elección f : N →
⋃

n∈N (I ∩ In) y haciendo X = ran(f), obtenemos

que X ∈ I+
e y que X ⊆∗ Xn para cada n ∈ ω, es decir, Ie es p+.

Para ver que Ie es q+, tomemos X ∈ I+
e y X =

⋃

n∈ω Fn una partición de X en conjuntos

finitos. Por ser Ie Fréchet, existe I ∈ [X ]ω tal que I ∈ I⊥
e , luego N = {n ∈ ω : I ∩ Fn ,= ∅}

es infinito, por lo que tomamos una función de elección f : N →
⋃

n∈ω(I ∩ Fn) y hacemos

Y = ran(f), teniendo entonces que Y ∈ I+
e y |Y ∩Fn| ! 1 para cada n ∈ ω, es decir, Ie es q+.

Con esto concluimos que Ie es selectivo.

Para ver que Ie es bisecuencial, sea U un ultrafiltro sobre ω tal que U ∩ Ie = ∅. Definamos

el siguiente juego topológico infinito. El juego G(U ,ω, I+
e ), es jugado por dos jugadores, I y

II. En el n-ésimo paso (n ∈ ω), el jugador I elige un elemento Un ∈ U , y el jugador II elige

un punto xn ∈ Un. I gana si el conjunto {xn : n ∈ ω} ∈ Ie, en otro caso II gana. Teniendo

entonces que

I tiene estrategia ganadora si y sólo si existe T ⊆ [ω]<ω un árbol de ramificación en U

tal que [T ] ⊆ Ie.

II tiene estrategia ganadora si y sólo si existe T ⊆ [ω]<ω un árbol de ramificación en

U tal que [T ] ⊆ I+
e .

Ahora bien, como Ie es selectivo, entonces I no tiene estrategia ganadora. En efecto,

sea T ⊆ [ω]<ω un árbol de ramificación en U , para el cual podemos suponer sin pérdida de

generalidad que cada t ∈ T es estrictamente creciente. Dado que el ultrafiltro U es centra-

do, T es numerable y Ie es p+, entonces existe X ∈ I+
e tal que X ⊆∗ succT (t) para cada

t ∈ T , en donde podemos suponer sin pérdida de generalidad que X ⊆ succT (∅). Defina-

mos recursivamente una función estrictamente creciente g : ω → ω tal que g(0) = 0, y para

n $ 1, g(n) = mı́n {k ∈ ω : k > g(n− 1) y X \ k ⊆ succT (t) para cada t ∈ T con ran(t) ⊆

g(n − 1)}. Es inmediato ver que nuestra función g está bien definida. Ahora, sean X0 =
⋃

n∈ω([g(2n), g(2n + 1)] ∩X) y X1 =
⋃

n∈ω([g(2n + 1), g(2n + 2)] ∩X), luego existe i ∈ 2 tal

que Xi ∈ I+
e . Aśı, dado que Ie es q+, entonces existe h ∈ ωω estrictamente creciente junto con

una función de elección f : ω →
⋃

n∈ω([g(2h(n)+ i), g(2h(n)+1+ i)]∩X) tal que ran(f) ∈ I+
e .

Notemos que por la manera en que se definió g, se tiene que f ∈ [T ]. Por lo que entonces el

jugador I no tiene estrategia ganadora.

Dado que la topoloǵıa de G es anaĺıtica, por resultados conocidos de la teoŕıa descriptiva de

conjuntos, se tiene que el juego G(U ,ω, I+
e ) está determinado. Aśı, el jugador II tiene estrategia

ganadora, por lo que existe T ⊆ [ω]<ω un árbol de ramificación en U tal que [T ] ⊆ I+
e . Sea

T = {tn : n ∈ ω} una enumeración de T , entonces hacemos Xn =
⋂

m#n succT (tm) para cada

n ∈ ω, luego como U es centrado, entonces se tiene que 〈Xn : n ∈ ω〉 ⊆ U . Pues bien, para

cada I ∈ Ie existe n ∈ ω tal que I ∩ Xn = ∅. Ya que de lo contrario, existiŕıa I ∈ Ie tal que
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I ∩ Xn ,= ∅ para cada n ∈ ω, luego I ∩ succT (t) ,= ∅ para toda t ∈ T . Por lo que podŕıamos

definir recursivamente una f ∈ [T ] de tal manera que f(n) ∈ I∩succT (f " n), teniendo entonces

que ran(f) ⊆ I, contradiciendo el hecho de que el jugador II tiene estrategia ganadora. Por lo

tanto, el ideal Ie es bisecuencial. %

2.25. Teorema ([TU]). Un grupo topológico Fréchet numerable es metrizable si y sólo si

su topoloǵıa es anaĺıtica.

Demostración. Dado que todo espacio numerable primero numerable es anaĺıtico (de

hecho es del tipo Fσδ), entonces una de las implicaciones es inmediata. Aśı, sea G un grupo

topológico Fréchet numerable cuya topoloǵıa es anaĺıtica, entonces por el Lema 2.24, G es

bisecuencial, luego por el Teorema 2.1, G es metrizable. %

Revisando los argumentos que conducen a la prueba del teorema anterior, estariamos ten-

tados en reproducir estos argumentos en un modelo de ZF + AD (e.g., L(R)), pero esto no es

posible ya que en estos argumentos se utilizan ultrafiltros, los cuales son objetos no definibles.

Sin embargo, para la clase de grupos Booleanos numerables que se trataron en la Subsección

1.1 del presente caṕıtulo, śı se tiene consistentemente un teorema de metrización bajo ZF.

2.26. Hecho (Folklore). Es relativamente consistente con ZF que I<ω es Fréchet si y sólo

si cof(I) = ω.

Demostración. Sea M |= ZF + AD (e.g., L(R)) e I un ideal sobre ω. Si cof(I) = ω,

como cof(I<ω) = cof(I), entonces claramente I<ω es Fréchet.

Para el otro sentido, si I<ω es Fréchet, según el Teorema 2.9, I es α2. La Proposición

1.8 nos dice entonces que el jugador II no tiene estrategia ganadora en el juego Gop(∅, [ω]<ω),

luego según AD, el jugador I tiene estrategia ganadora en Gop(∅, [ω]<ω), entonces del Lema

1.7 (a) se sigue que cof(I) = ω. %

Llevandonos este último hecho hacer la siguiente conjetura.

2.27. Conjetura. L(R) |= “Todo grupo topológico Fréchet numerable es metrizable”.

Con relación a la pregunta de Reznichenko y Sipacheva (Pregunta 2.5). J. Brendle y M.

Hrušák en [BH] dan una respuesta parcial a esta pregunta en el sentido negativo.

2.28. Teorema ([BH]). Es relativamente consistente con ZFC + CH que I<ω no es

Fréchet para todo ideal I que sea ω1-generado. %

Omitimos una prueba de este teorema ya que éste será un caso particular de un resultado

mucho más general que presentamos en el Caṕıtulo 4 (Corolario 4.24). Cabe mencionar que

el Teorema 2.28 es el primer resultado en la dirección de la consistencia de un teorema de

metrización para grupos de Fréchet. Recientemente, usando una modificación del forcing in-

troducido por Brendle y Hrušák en [BH], D. Raghavan en [Ra] obtiene otra respuesta parcial
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a la Pregunta 2.5, probando que es relativamente consistente con ZFC que para cierta familia

de ideales no numerablemente generados del tipo I(A) el ideal I(A)<ω no es Fréchet.



Caṕıtulo 3

Grupos Abelianos Fréchet precompactos

T. Nogura y D. Shakhmatov en [NS] prueban que todo grupo localmente compacto con

estrechez numerable es metrizable. En particular todo grupo compacto Fréchet es metrizable.

Una clase más aplia de grupos topológicos que la clase de grupos compactos, es sin duda la clase

de grupos precompactos. Un grupo topológico G es llamado precompacto (o equivalentemente,

totalmente acotado [We]) si este es un subgrupo denso de un grupo compacto (equivalente-

mente, si con una cantidad finita de traslaciones de cada vecindad del elemento identidad e

se puede cubrir a G). Entonces es natural preguntarse si todo grupo Fréchet precompacto es

metrizable. Pues bien, el grupo G = {g ∈ 2ω1 : |supp(g)| ! ω} es un ejemplo de un grupo

topológico Fréchet precompacto que no es primero numerable. Tal ejemplo, sin embargo no

es separable. De hecho, todos los subespacios numerables de G son primero numerables (y

entonces metrizables). Aśı, el problema de Malykhin para el caso precompacto también tiene

cabida.

3.1. Pregunta (Malykhin-Precompacto). ¿Existe un grupo topológico Fréchet precompac-

to separable no metrizable?

Por la Proposición 1.14, la pregunta anterior también puede ser reformulada preguntando

por la existencia de un grupo topológico Fréchet numerable precompacto no metrizable. Des-

conocemos si la Pregunta 3.1 hab́ıa sido ya considerada antes en la literatura. En el Caṕıtulo 2

(Sección 1) mencionamos que los ejemplos consistentes a la pregunta de Malykhin que se han

construido, son esencialmente de dos tipos: de tipo Booleano y de tipo Cp(X). En este caṕıtulo

probaremos, entre otras cosas, que la existencia de un γ-conjunto no numerable es suficiente

para que todo grupo Abeliano numerable admita una topoloǵıa de grupo Fréchet precompacta

no metrizable, probando en particular que consistentemente hay ejemplo a la Pregunta 3.1. Este

hecho sin embargo no podrá ser extendido a toda la clase de grupos numerables, ya que A. Ju.

Ol’̌sanskǐı (e.g., véase [Ad] (13.4)) da un ejemplo de un grupo numerable G (necesariamente

no Abeliano) tal que la única topoloǵıa de grupo que admite es la discreta. En particular, no

existe una topoloǵıa de grupo Fréchet no metrizable sobre G. Dicho ejemplo, nos muestra las

restricciones topológicas que puede imponer la estructura algebraica de un grupo.

Pues bien, en el presente caṕıtulo, nos concentraremos en el estudio de topoloǵıas de

grupo Fréchet precompactas sobre grupos Abelianos numerables. Para cada grupo Abeliano

numerable G, introducimos la noción de γG-conjunto, y con ayuda de la teoŕıa de dualidad

31
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de Pontryagin-van Kampen ([Po], [vKa]), demostramos que la existencia de una topoloǵıa de

grupo Fréchet precompacta no metrizable sobre G es equivalente a la existencia de un γG-

conjunto no numerable que separa puntos de G. La noción de γG-conjunto guarda una estrecha

relación con la noción de γ-conjunto, e.g., probamos que la existencia de un γ-conjunto no

numerable es suficiente para que exista un γG-conjunto no numerable que separa puntos de G

para todo grupo Abeliano numerable G. Estudiando un poco más la noción de γG-conjunto,

demostramos que para cualquier grupo Abeliano numerable G, la mı́nima cardinalidad de

un subconjunto del grupo dual G∗ que no sea un γG-conjunto es justamente el número de

pseudointersección p.

1. Topoloǵıas de grupo Fréchet precompactas

Dado un grupo Abeliano G y X ⊆ (Gd)∗, sea τX la topoloǵıa débil sobre G que hace

continuas a cada x ∈ X . El śımbolo GX denotará al grupo G dotado con la topoloǵıa τX .

Supongamos que X ⊆ (Gd)∗, el producto diagonal de la familia X , denotado por rX , es el

mapeo de G en TX definido por rX(g)(x) = x(g) para g ∈ G y x ∈ X . Recordemos que

X ⊆ (Gd)∗ separa puntos de G, si para cada g ∈ G con g ,= 0G existe un carácter x ∈ X

tal que x(g) ,= 0. Por tanto, si X separa puntos de G entonces rX es un encaje de G en el

grupo producto TX . Es fácil ver que la topoloǵıa τX es justamente la topoloǵıa de subespacio

inducida por rX .

3.2. Teorema ([CR]). Sea G un grupo Abeliano y X ⊆ (Gd)∗ que separa puntos de G.

Entonces GX es un grupo topológico precompacto Hausdorff. Más aún, cada topoloǵıa de grupo

precompacta Hausdorff sobre G es de la forma τX . %

La topoloǵıa de Bohr de un grupo topológico Abeliano G es la topoloǵıa τG∗ . La cerradura

de rG∗ [G] en TG∗
, denotada por bG, es un grupo topológico compacto Hausdorff. El grupo bG

es llamado la compactificación de Bohr de G. Notemos que rG : G → bG es un homomorfismo

continuo de G sobre un subgrupo denso de bG.

En general, la compactificación de Bohr de un grupo topológico, es definido como una

pareja (bG, r) donde bG es un grupo compacto Hausdorff y r es un homomorfismo continuo de

G sobre un subgrupo denso de bG tal que cada homomorfismo continuo f : G → K sobre un

grupo compacto K se extiende a un homomorfismo continuo F : bG → K, haciendo conmutativo

el siguiente diagrama (f = F ◦ r).

G
r !!

f

!

$$#
#

#
#

#
#

#
#

bG

F

%%
$

$

$

K
La compactificación de Bohr de un grupo topológico existe y es única salvo isomorfismos. Esto

último es una aplicación directa del teorema de Tychonoff.

Con estos elementos en mente, pasemos ahora a estudiar las topoloǵıas de grupo Fréchet

precompactas sobre grupos Abelianos. Para esto, empezemos con definir dos objetos que serán
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de mucha utilidad. Dado un grupo Abeliano G, g ∈ G y m > 0 sea Um
g = {x ∈ (Gd)∗ : x(g) ∈

Tm}, y dado A ⊆ G sea Um
A = {Um

a : a ∈ A}.

3.3. Lema. Sea G un grupo Abeliano, X ⊆ (Gd)∗ que separa puntos de G y A ⊆ G.

Entonces

(1) Um
A es una ω-cubierta de X para cada m > 0 si y sólo si 0G pertenece a la τX -cerradura

de A en G.

(2) Um
A es una γ-cubierta de X para cada m > 0 si y sólo si A τX -converge a 0G en G (esto

es, cada τX-vecindad de 0G contiene a todos los elementos de A salvo una cantidad

finita).

Demostración. Usando el producto diagonal rX , podemos identificar a GX con rX [G]

en TX .

(1) Um
A es una ω-cubierta de X para cada m > 0 si y sólo si para cada m > 0 y para toda

F ∈ [X ]<ω existe a ∈ A tal que x(a) ∈ Tm para cada x ∈ F (F ⊆ Um
a ). Y esto es equivalente

al hecho de que 0G pertenezca a la τX -cerradura de A en G, ya que U(F, m) = {g ∈ G : x(g) ∈

Tm para cada x ∈ F} forma una vecindad básica de 0G en TX .

(2) Supongamos que Um
A es una γ-cubierta de X para cada m > 0, y sea U(F, m) una

vecindad básica de 0G en TX . Entonces para cada x ∈ F se tiene que x ∈ Um
a para toda a ∈ A

salvo una cantidad finita de a’s, o equivalentemente, A ⊆∗ U({x}, m) para cada x ∈ F . De la

finitud de F , se sigue que A ⊆∗ U(F, m). Para el otro sentido, supongamos que A τX -converge

a 0G en G, y fijemos m > 0 y x ∈ X . De la convergencia se sigue que A ⊆∗ U({x}, m), o

equivalentemente, x ∈ Um
a para toda a ∈ A salvo una cantidad finita de a’s. %

Aśı, el lema anterior nos provee de una conveniente traducción de las nociones necesarias

para definir la propiedad de Fréchet en τX en términos de propiedades de cubierta del conjunto

de carácteres X . Motivados en la definición de γ-espacio (Definición 2.12) damos a continuación

una definición que recoge en lo fundamental ser Fréchet en τX . Dicha definición juega un papel

importante en este caṕıtulo.

3.4. Definición. Un conjunto (t́ıpicamente infinito) X ⊆ (Gd)∗ es un γG-espacio, si para

cada subconjunto infinito A ⊆ G, en caso de que Um
A sea una ω-cubierta de X para cada m > 0

entonces existe B ⊆ A numerable tal que Um
B es una γ-cubierta de X para cada m > 0. En el

caso especial cuando G sea un grupo numerable, decimos que X es un γG-conjunto si este es

un γG-espacio.

De la definición anterior y el Lema 3.3 deducimos inmediatamente el primer resultado

principal de este caṕıtulo.

3.5. Teorema. Sea G un grupo Abeliano y X ⊆ (Gd)∗ que separa puntos de G. Entonces

GX es Fréchet si y sólo si X es un γG-espacio. %
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Notemos que el teorema anterior es en cierto sentido un resultado análogo al resultado de

Gerlits y Nagy sobre los Cp(X) (Teorema 2.15). De aqúı también el nombre de γG-espacio.

El siguiente resultado es bien conocido [CR]. En aras de la claridad, incluimos un prueba

corta de dicho resultado.

3.6. Teorema ([CR]). Sea G un grupo Abeliano y sea X ⊆ (Gd)∗ que separa puntos de

G. Entonces GX es metrizable si y sólo si X es numerable.

Demostración. Una de las implicaciones es clara. Aśı, supongamos que GX es metrizable.

Como X ⊆ (GX)∗, es suficiente con probar que (GX)∗ es numerable. Pues bien, dado que GX

es un subgrupo denso de bGX , por la Proposición 1.14, GX es metrizable si y sólo si bGX

es metrizable. Por la propiedad universal de la compactificación de Bohr, los grupos (GX)∗ y

(bGX)∗ son algebraicamente isomorfos, y como bGX es compacto, se sigue del Teorema 1.16

(4) que bGX es metrizable si y sólo si (bGX)∗ es numerable. %

Combinando los dos teoremas anteriores, obtenemos la siguiente conclusión.

3.7. Corolario. La existencia de una topoloǵıa de grupo Fréchet precompacta no metri-

zable sobre un grupo Abeliano numerable G es equivalente a la existencia de un γG-conjunto

no numerable que separa puntos de G. %

Existe una estrecha relación entre las nociones de γ-espacio y γG-espacio.

3.8. Proposición. Si X ⊆ (Gd)∗ es un γ-espacio, entonces X es un γG-espacio.

Demostración. Supongamos que A es un subconjunto infinito de G tal que Um
A es una

ω-cubierta de X para cada m > 0. Dado que X es un γ-espacio, podemos aplicar la Afirmación

2.16 para encontrar Un+1
an

∈ Un+1
A de tal manera que U = {Un+1

an
: n ∈ ω} forme una γ-

subcubierta de X . Sea B = {an : n ∈ ω}. Entonces Um
B es una γ-cubierta de X para toda

m > 0. En efecto, sea m > 0 y x ∈ X , dado que U es una γ-subcubierta de X , existe una k ∈ ω

con k $ m tal que x ∈ U i+1
ai

⊆ Um
ai

para toda i $ k. %

3.9. Observación. Todo espacio numerable X es un γ-espacio (Proposición 2.14 (1)),

luego por la proposición anterior, todo conjunto numerable X ⊆ (Gd)∗ es un γG-espacio.

Con la ayuda de la Proposición 3.8, obtenemos otra interesante conclusión.

3.10. Corolario. Asumiendo la existencia de un γ-conjunto no numerable, cada grupo

Abeliano numerable admite una topoloǵıa de grupo Fréchet precompacta no metrizable.

Demostración. Sea X un γ-conjunto no numerable y sea G un grupo Abeliano nume-

rable. Dado que los γ-conjuntos son cero dimensionales y (Gd)∗ es un espacio Polaco perfecto,

podemos suponer sin pérdida de generalidad que X ⊆ (Gd)∗.

Por otro lado, dado que G es numerable, existe Y ⊂ (Gd)∗ numerable que separa puntos

de G (e.g., véase [AT] (1.1.8)). Sea Z = X ∪ Y . Usando la Afirmación 2.16, es fácil ver que
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Z también es un γ-conjunto. Por la Proposición 3.8, Z es un γG-conjunto. Por lo tanto, por el

Corolario 3.7, τZ es una topoloǵıa de grupo Fréchet precompacta no metrizable sobre G. %

2. γG-conjuntos

En esta sección estudiaremos más la noción de γG-conjunto. Un primer resultado que ayuda

a entender más esta noción es el siguiente.

3.11. Lema (Preservación). Sea f : H → G un homomorfismo y sea f∗ : (Gd)∗ → (Hd)∗

el homomorfismo inducido dado por x 5→ x ◦ f para cada x ∈ (Gd)∗. Si X ⊆ (Gd)∗ es un

γG-espacio, entonces f∗[X ] es un γH-espacio.

Demostración. Sea X ⊆ (Gd)∗ un γG-espacio y sea Y = f∗[X ]. Supongamos que C ⊆ H

es un conjunto infinito tal que Vm
C es una ω-cubierta de Y para toda m > 0, donde Vm

C =

{V m
c : c ∈ C} y V m

c = {y ∈ (Hd)∗ : y(c) ∈ Tm}. También podemos suponer que Vm
C es infinita

para cada m > 0. Hagamos A = f [C].

3.12. Afirmación. A es un conjunto infinito tal que Um
A es una ω-cubierta de X para

toda m > 0, donde Um
A = {Um

a : a ∈ A} y Um
a = {x ∈ (Gd)∗ : x(a) ∈ Tm}.

Demostración de la afirmación. Fijemos m > 0. Notemos que, si x ∈ (Gd)∗ y c ∈ C,

entonces x(f(c)) = f∗(x)(c), y por lo tanto, f∗−1[V m
c ] = Um

f(c). Como Vm
C es infinito, se

sigue entonces que A es un conjunto infinito. Supongamos ahora que E ⊂ X es un conjunto

finito. Hagamos F = f∗[E]. Entonces, existe c ∈ C con F ⊆ V m
c , y de aqúı se sigue que

E ⊆ f∗−1[F ] ⊆ f∗−1[V m
c ] = Um

f(c). Aśı, Um
A es una ω-cubierta de X .

Ahora, dado que X es un γG-espacio, existe B ⊆ A numerable tal que Um
B es una γ-cubierta

de X para toda m > 0. Sea ϕ : B →
⋃

b∈B f−1[b] una función de elección, y hagamos D = ϕ[B].

Entonces, D es un subconjunto numerable de C tal que Vm
D es una γ-cubierta de Y para cada

m > 0. %

Ahora, notemos que f∗ es suprayectiva si y sólo si f es inyectiva, y también notemos que

f∗ es inyectiva si y sólo si f es suprayectiva. Por lo tanto, obtenemos la siguiente conclusión.

3.13. Teorema. La existencia de un γG-conjunto no numerable para algún grupo Abeliano

numerable G, implica la existencia de un γZω -conjunto no numerable, donde Zω =
⊕

ω Z es el

grupo Abeliano libre con una cantidad numerable de generadores.

Demostración. Es bien conocido, de la teoŕıa de grupos Abelianos libres, que para cada

grupo Abeliano numerable G existe un homomorfismo suprayectivo f : Zω → G. Entonces f∗

es inyectiva, y por lo tanto, el teorema se sigue directamente del Lema 3.11. %

Definamos non(γG-conjunto) = mı́n{|X | : X ⊆ (Gd)∗ y no es γG-conjunto}. Con ayuda del

Lema 3.11 podemos obtener un hecho útil acerca de este invariante cardinal del continuo.

3.14. Lema. Sea H un subgrupo de G, entonces non(γG-conjunto) ! non(γH-conjunto).
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Demostración. Sea f : H → G un monomorfismo, y supongamos que Y ⊆ (Hd)∗ no

es γH -conjunto. Como f es inyectiva entonces f∗ es suprayectiva, luego existe X ⊆ (Gd)∗

con |X | = |Y | tal que f∗[X ] = Y . Del Lema 3.11 se sigue inmediatamente que X no es un

γG-conjunto. Es clara ahora la desigualdad del lema. %

Establezcamos ahora el segundo resultado principal de este caṕıtulo.

3.15. Teorema. Sea G un grupo Abeliano numerable. Entonces non(γG-conjunto) = p.

Demostración. La desigualdad non(γG-conjunto) $ p, se sigue directamente de la Pro-

posición 3.8 y del hecho de que p = non(γ-conjunto) (Teorema 2.20).

Por otro lado, para ver que non(γG-conjunto) ! p, por el Lema 3.14, es suficiente con probar

que non(γH -conjunto)= p, para algún subgrupo H de G. Para lograr esto último, necesitamos

de un hecho acerca de la teoŕıa de estructura de grupos Abelianos.

3.16. Hecho. Cualquier grupo Abeliano numerable G, contiene una copia isomorfa de uno

de los siguientes grupos: Z, K, Z(p∞) para un primo p, donde K es un grupo generado por un

conjunto infinito independiente.

Demostración. Supongamos que G no contiene una copia isomorfa de Z o K. Entonces

r(G) debe ser finito y r0(G) = 0. Por lo tanto, existe un número primo p tal que Gp es infinito

con r(Gp) finito. Por 4.3.13 de [Ro], se sigue que Gp es una suma directa de una cantidad

finita de grupos ćıclicos y cuasićıclicos, luego el resultado se sigue. %

3.17. Afirmación. non(γK-conjunto) = p.

Demostración de la afirmación. Sea A = {an : n ∈ ω} un conjunto independiente de

elementos no nulos de K tal que K = 〈A〉. Entonces K =
⊕

n∈ω〈an〉. Sea F ⊆ [ω]ω una familia

centrada sin pseudointersecciones infinitas. Notemos que para cada n ∈ ω, podemos encontrar

bn ∈ T con bn /∈ T4 tal que 〈bn〉 es isomorfo con un subgrupo de 〈an〉. Ahora, para cada F ∈ F

y para cada n ∈ ω consideremos la función xF,n : 〈an〉 → T definida por

xF,n(man) =

{

0, Si n ∈ F ;

mbn, en otro caso.

Entonces xF,n es un homomorfismo de grupos. Por la propiedad universal de la suma directa,

existe un único homomorfismo xF : K → T que hace conmutar el siguiente diagrama (xF,n =

xF ◦ ιn):

〈an〉
ιn !!

xF,n

!

&&%
%

%
%

%
%

%
%

K

xF

%%
$

$

$

T

donde ιn denota a la inclusión. Hagamos X = {xF : F ∈ F} y probemos que X no es un

γK-conjunto. Claramente |X | = |F|.
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Fijemos m > 0. Sea {Fi : i < k} un subconjunto finito de F . Dado que F es una familia

centrada, existe n ∈
⋂

i<k Fi. Aśı, xFi(an) = 0 para toda i < k, luego entonces {xFi : i < k} ⊆

Um
an

. Por lo tanto, Um
A es una ω-cubierta de X para cada m > 0. Supongamos ahora que B es

un subconjunto infinito de A y verifiquemos que U4
B no es una γ-cubierta de X . Supongamos

lo contrario, i.e., supongamos que para cada F ∈ F se tiene que xF ∈ U4
b (o equivalentemente,

xF (b) = 0) para toda b ∈ B salvo una cantidad finita de b’s. Hagamos E = {n ∈ ω : an ∈ B}.

Notemos que para cada F ∈ F , xF (an) = 0 es equivalente a n ∈ F . Por lo tanto, E es una

pseudointersección infinita de F , lo cual contradice nuestra suposición acerca de F .

3.18. Afirmación. non(γZ(p∞)-conjunto) = p.

Demostración de la afirmación. Consideremos a Z(p∞) como un subgrupo de T, i.e.,

Z(p∞) = 〈an : n $ 1〉, donde an = 1
pn + Z para n $ 1. Para probar la afirmación, necesitamos

del siguiente lema técnico.

3.19. Lema. Sea N = {2n : n $ 1}. Entonces, para cada F ⊆ N existe xF ∈ (Z(p∞)d)∗

con las siguientes propiedades:

(i) xF (an) ∈ T4 si y sólo si n ∈ F ; y

(ii) xF (an) ∈ Tn si n ∈ F .

Demostración. Sea F un subconjunto de N . Hagamos

k =

{

1, Si p = 2;
p−1
2 , cuando p > 2,

y A = {an : n $ 1}. Definamos un mapeo xF : A → T de la siguiente manera.

(1) xF (a1) = 0.

(2) xF (a2n) =







xF (a2n−1)

p2n−1 , Si 2n ∈ F ;
xF (a2n−1)

p2n−1 + (k
p + Z), en otro caso,

cuando n $ 1.

(3) xF (am) = p2n−mxF (a2n), cuando 2n−1 ! m ! 2n.

Es fácil verificar que pxF (a1) = 0 y pxF (an+1) = xF (an) para n $ 1. Esto garantiza que xF

puede extenderse a un homomorfismo xF : Z(p∞) → T.

Resta probar que xF satisface (i) y (ii). Para esto, tenemos que distinguir dos casos.

Caso 1. p = 2.

Primero, notemos que ‖ 1
m

(r + Z)‖ = 1
m
‖r + Z‖ para toda m > 0 y 0 ! r ! 1

2 . Entonces,

por los incisos (1) y (2), se sigue que

‖xF (a2n)‖ =

{
‖xF (a2n−1)‖

22n−1 , Si 2n ∈ F ;
1
2 −

‖xF (a2n−1)‖

22n−1 , en otro caso,
(,)

cuando n $ 1. Claramente
‖xF (a2n−1 )‖

22n−1 < mı́n
{

1
2n , 1

4

}

, para toda n $ 1. Por lo tanto, se sigue

de (,) que xF satisface (i) y (ii).

Caso 2. p > 2.
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Al igual que en el caso anterior, es fácil ver que

‖xF (a2n)‖ =







‖xF (a2n−1)‖

p2n−1 , Si 2n ∈ F ;
k
p

+
‖xF (a2n−1)‖

p2n−1 , en otro caso,
(,,)

cuando n $ 1. También
‖xF (a2n−1 )‖

p2n−1 < mı́n
{

1
2n , 1

4

}

, para toda n $ 1. Aśı, de (,,) se sigue

también que xF satisface (i) y (ii) para este caso. %

Sea N como en el Lema 3.19 y F ⊆ [N ]ω una familia centrada sin pseudointersecciones

infinitas. Entonces, por Lemma 3.19, para cada F ∈ F existe xF ∈ (Z(p∞)d)∗ tal que xF

satisface (i) y (ii) de este lema. Sea X = {xF : F ∈ F} y probemos que X no es γZ(p∞)-

conjunto. Es claro que |X | = |F|.

Fijemos m > 0. Sea {Fi : i < k} un subconjunto finito de F . Dado que F es una familia

centrada, existe n ∈
⋂

i<k Fi tal que n > m. Por el Lema 3.19 (ii), se sigue que ‖xFi(an)‖ <
1
n < 1

m para toda i < k, y por ende {xFi : i < k} ⊆ Um
an

. Por lo tanto, Um
AN

es una ω-cubierta de

X para cada m > 0, donde AN = {an : n ∈ N}. Supongamos ahora que B es un subconjunto

infinito de AN y verifiquemos que U4
B no es una γ-cubierta de X . Con el objetivo de obtener

una contradicción, supongamos que para cada F ∈ F se tiene que xF ∈ U4
b para toda b ∈ B

salvo una cantidad finita de b’s. Hagamos E = {n : an ∈ B}. Por el Lema 3.19 (i), se sigue que

E ⊆∗ F para cada F ∈ F , lo cual contradice nuestra suposición acerca de F .

3.20. Afirmación. non(γZ-conjunto) = p.

Demostración de la afirmación. Es bien conocido que el grupo dual (Zd)∗ es isomorfo

a T. Aśı, cada x ∈ T puede ser identificado con el homomorfismo de Z en T definido por

x(n) := nx para cada n ∈ Z. Para establecer la afirmación, será necesario probar el siguiente

lema.

3.21. Lema. Sea A = {24n

: n ∈ ω}. Entonces, para cada F ⊆ A existe xF ∈ T con las

siguientes propiedades:

(i) nxF ∈ T4 si y sólo si n ∈ F ; y

(ii) nxF ∈ Tn si n ∈ F .

Demostración. Sea F un subconjunto de A y hagamos E = {n : 24n

∈ F}. Para cada

n ∈ ω consideremos el intervalo Jn = [− 1
24n , 1

24n ], y para cada s ∈ 2<ω hagamos

Is =
1

2
+

∑

i∈|s|

1− s(i)

24i+1
+ J|s|.

Estos intervalos satisfacen las siguientes propiedades:

(a) si s ⊆ t, entonces It ⊆ Is;

(b) Is + Z ⊆ U4
24i si y sólo si s(i) = 1; y

(c) si s(i) = 1, entonces Is + Z ⊆ U24i

24i .
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En efecto, para ver (a), primero notemos que

It =
1

2
+

∑

i∈|s|

1− s(i)

24i+1
+

(')
︷ ︸︸ ︷

∑

i∈|t|\|s|

1− t(i)

24i+1
+ J|t|,

y para verificar que (,) ⊆ J|s|, es suficiente con probar que

1

24|t| +
∑

i∈|t|\|s|

1− t(i)

24i+1
!

1

24|s| .

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que |s| < |t|. Aśı, |t| $ |s| + 1, y dado que

4|s|+i − 1 $ 4|s| + i para toda i $ 1, se sigue que

1

24|t| +
∑

i∈|t|\|s|

1− t(i)

24i+1
!

1

24|s|+1 +
1

24|s|+1
+

1

22

∑

i!1

1

24|s|+i−1
!

!
1

22
·

1

24|s| +
1

2
·

1

24|s| +
1

22
·

1

24|s|

∑

i!1

1

2i
=

1

24|s| .

Para probar (b) y (c), notemos que

Um
n = {x ∈ T : nx ∈ Tm} =

∑

k∈n

(
k

n
+ In,m

)

+ Z,

donde In,m = (− 1
nm , 1

nm ). Supongamos que s(i) = 1. Entonces

Is$i+1 =
1

2
+

∑

j∈i

1− s(j)

24j+1
+ Ji+1.

Claramente, 1
2 +

∑

j∈i
1−s(j)

24j+1
= k

24i , para algúna k ∈ 24i

. Como 1
24i+1 < mı́n

{
1
4 · 1

24i , 1
24i · 1

24i

}

,

entonces Is + Z ⊆ Is$i+1 + Z ⊆ U4
24i ∩ U24i

24i . Esto prueba (c) y la primera parte de (b)

Para la segunda parte de (b), supongamos que s(i) = 0. Sea k ∈ 24i

tal que k

24i =
1
2 +

∑

j∈i
1−s(j)

24j+1
. Entonces

Is$i+1 =
k

24i +
1

2
·

1

24i + Ji+1.

Dado que 1
24i+1 < 1

4 ·
1

24i , se sigue que 1
2 ·

1
24i +Ji+1 ⊆ [ 14 ·

1
24i , 3

4 ·
1

24i ]. Entonces (Is$i+1+Z)∩U4
24i =

∅, y por lo tanto, también (Is + Z) ∩ U4
24i = ∅.

Por el inciso (a), tomemos xF ∈
⋂

n∈ω IχE$n + Z, donde χE es la función caracteŕıstica de

E. Por lo tanto, se sigue de (b) y (c) que xF satisface (i) y (ii). %

Sea A como en el Lema 3.21 y F ⊆ [A]ω una familia centrada sin pseudointersecciones

infinitas. Entonces, por el Lema 3.21, para cada F ∈ F existe xF ∈ T tal que xF satisface (i) y

(ii) de este lema. Sea X = {xF : F ∈ F} y probemos que X no es un γZ-conjunto. Claramente

|X | = |F|.

Fijemos m > 0. Sea {Fi : i < k} un subconjunto finito de F . Dado que F es una familia

centrada, existe n ∈
⋂

i<k Fi tal que n > m. Por el Lema 3.21 (ii), se sigue que ‖nxFi‖ < 1
n

< 1
m

para cada i < k, y por ende {xFi : i < k} ⊆ Um
n . Por lo tanto, Um

A es una ω-cubierta de X para
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cada m > 0. Supongamos ahora que B es un subconjunto infinito de A y veamos que U4
B no es

una γ-cubierta de X . En efecto, supongamos que para cada F ∈ F se tiene que xF ∈ U4
b para

toda b ∈ B salvo una cantidad finita de b’s. Por el Lema 3.21 (i), se sigue que B ⊆∗ F para

cada F ∈ F , lo que contradice nuestra suposición acerca de F .

El teorema esta probado ahora. %



Caṕıtulo 4

Resultados de consistencia

En este caṕıtulo trataremos algunas caracteŕısticas combinatorias del forcing de Laver-

Prikry LF asociado a un filtro libre F sobre ω, las cuales se encuentran muy ligadas a la

combinatoria que está detrás de la propiedad de Fréchet (Oberservaciones 1.4 y 1.5). Este

análisis combinatorio nos permitirá construir un modelo de ZFC en donde todo grupo Fréchet

precompacto separable es metrizable (Teorema 4.21 (c)), obteniendo en particular que es consis-

tente con ZFC que todo γG-conjunto sea numerable. El Teorema 4.21 (c) junto con el Corolario

3.10 nos dan una respuesta a la Pregunta 3.1, probando que la pregunta de Malykhin para el

caso precompacto es independiente de ZFC. Más aún, en este mismo modelo se sigue también

que c = ω2 y que cada espacio de Fréchet numerable regular de peso menor que c tiene una

π-base numerable (Teorema 4.21 incisos (a) y (b)). En grupos topológicos el π-peso y el peso

coinciden (Teorema 1.15 (c)), luego es consistente con ZFC + CH que todo grupo Fréchet

separable de peso menor que el continuo es metrizable (Corolario 4.24). Algunas de las ideas

básicas de este análisis habián sido ya manejadas con anterioridad por J. Brendle y M. Hrušák

en [BH]1 para el estudio combinatorio entre LF y la propiedad de Fréchet en I<ω. De hecho, el

resultado principal de [BH] (véase Teorema 2.28 de esta tesis) es un caso particular de nuestro

Corolario 4.24.

1. Combinatoria y forcing

En esta sección desarrollamos las técnicas combinatorias necesarias en la construcción del

modelo de ZFC que hemos mencionado más arriba.

1.1. Familias numerablemente altas y LF . La Observación 1.5 (2) nos proporciona

una conveniente traducción combinatoria de que un ideal I no sea Fréchet en términos de que

dicho ideal restringido a un conjunto I-positivo sea alto. Entonces, con el objetivo de preservar

“no ser Fréchet” en iteraciones de forcing, estaremos interesados en estudiar la noción de “ser

alto” en extensiones de forcing, aunque realmente nos enfocaremos en nociones mucho más

fuertes que “ser alto” con el objeto de obtener propiedades combinatorias extras.

4.1. Definición ([Do]). Sea I un ideal sobre ω, decimos que I es numerablemente alto (o

ω-hitting), si para cada colección numerable 〈An : n ∈ ω〉 ⊆ [ω]ω, existe I ∈ I tal que I ∩ An

es infinito para cada n ∈ ω. De una manera similar, decimos que una familia arbitraria H de

1Cabe mencionar que el presente autor también tomo parte en esta discusión.

41
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subconjuntos de ω es numerablemente alta, si para cada colección numerable 〈An : n ∈ ω〉 ⊆

[ω]ω, existe H ∈ H tal que H ∩An (equivalentemente, H ∩An ,= ∅) es infinito para cada n ∈ ω.

Una propiedad combinatoria útil de esta noción nos la provee el siguiente lema.

4.2. Lema (Folklore). Sea H una familia numerablemente alta de subconjuntos de ω. Si

H =
⋃

n∈ω Hn, entonces existe n tal que Hn es numerablemente alta.

Demostración. Supongamos lo contrario, i.e., supongamos que para cada n existe una

sucesión 〈An
k : k ∈ ω〉 ⊆ [ω]ω tal que para toda H ∈ Hn existe k con H ∩An

k = ∅. Ahora, para

la sucesión 〈An
k : n, k ∈ ω〉 existe H ∈ H tal que H ∩An

k ,= ∅ para toda k y n. Encontramos n

tal que H ∈ Hn, luego existe k con H ∩An
k = ∅, una contradicción. %

Una familia numerablemente alta que jugará un papel importante en nuestro análisis nos

la provee el siguiente lema.

4.3. Lema. Sea : = {〈n, k〉 : k ! n < ω} y H( = {h ∈ ωω : h ⊂ :}. Entonces H( es una

familia numerablemente alta.

Demostración. Para A ⊆ : y n ∈ ω denotemos por (A)n a la sección vertical de A

en n, i.e., (A)n = {k : 〈n, k〉 ∈ A}. Haciendo XA = {n : (A)n ,= ∅}, A es infinito si y sólo si

XA es infinito. Ahora, sea 〈An : n ∈ ω〉 ⊆ [:]ω. Definimos recursivamente una función f ∈ ωω

estrictamente creciente tal que f(0) = mı́n(XA0), y para n > 0, f(n) = mı́n(XAn\(f(n−1)+1)).

Aśı, (An)f(n) ,= ∅ para toda n ∈ ω. Pues bien, sea h ∈ ωω tal que h(f(n)) ∈ (An)f(n) para

n ∈ ω y h ≡ 0 en otro caso, luego h ∩An ,= ∅ para cada n ∈ ω. %

Una noción de forcing P preserva familias numerablemente altas, si para cada familia

numerablemente alta H, se tiene que #P “H es numerablemente alta”. Con el fin de investigar

la preservación de familias numerablemente altas en iteraciones de forcing, introduzcamos una

noción más fuerte de preservación de familias numerablemente altas.

4.4. Definición ([BH]). Una noción de forcing P preserva fuertemente familias nume-

rablemente altas, si para cada Ȧ un P-nombre para un subconjunto infinito de ω, existe una

sucesión 〈Bn : n ∈ ω〉 de subconjuntos infinitos de ω tal que para cualquier B ∈ [ω]ω, si B ∩Bn

es infinito para cada n entonces #P “B ∩ Ȧ es infinito”.

4.5. Lema. Sea P una noción de forcing. Si P preserva fuertemente familias numerable-

mente altas entonces en particular P preserva familias numerablemente altas.

Demostración. Sea H una familia numerablemente alta y sea 〈Ȧn : n ∈ ω〉 una sucesión

de P-nombres para subconjuntos infinitos de ω. Por la preservación fuerte de familias nume-

rablemente altas, para cada n existe una sucesión 〈Bn
k : k ∈ ω〉 de subconjuntos infinitos de ω

tal que para cualquier B ∈ [ω]ω, si B ∩ Bn
k es infinito para cada k entonces #P “B ∩ Ȧn es

infinito”. Sea H ∈ H tal que H ∩Bn
k es infinito para cada n y k, luego #P “H ∩ Ȧn es infinito

para cada n”. i.e., #P “H es numerablemente alta”. %
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Ahora, analizemos bajo qué condiciones una noción de forcing del tipo LF preserva familias

numerablemente altas. Recordemos que el forcing de Laver-Prikry LF , asociado a un filtro libre

F sobre ω, es definido como el conjunto de todos los árboles T ⊆ ω<ω para los cuales existe

nodo sT ∈ T (llamado el tallo de T ) tal que para cualquier t ∈ T sucede que t ⊆ sT o

sT ⊆ t, y para cada t ∈ T con t ⊇ sT el conjunto succT (t) = {n ∈ ω : t$n ∈ T } ∈ F . El

forcing LF es ordenado por la inclusión ⊆. Para cada T ∈ LF y cada s ∈ T con sT ⊆ s, sea

Ts = {t ∈ T : s ⊆ t o t ⊆ s} el subárbol de T determinado por s. La siguiente proposición

resume algunas propiedades básicas de esta noción de forcing que debemos tener presente.

4.6. Proposición (Folklore). (1) sT es único para cada T ∈ LF .

(2) LF es un forcing σ-centrado que agrega genéricamente un real dominante, esto es, si

G es un filtro LF -genérico sobre V entonces *gen :=
⋃

T∈G sT ∈ ωω y

V[G] |= ∀f ∈ V ∩ ωω(f !∗ *gen).

(3) Si denotamos por Ȧgen al LF -nombre para el rango de *̇gen, entonces LF separa al

filtro F via Ȧgen, esto es,

#LF “∀F ∈ F ∀X ∈ F+(Ȧgen ⊆
∗ F ∧ |Ȧgen ∩X | = ℵ0)”.

Demostración. (1) Sea T ∈ LF y supongamos que existe s ∈ T con s ,= sT el cual

también es un tallo de T . Entonces s " sT o sT " s. Supongamos sin pérdida de generalidad

que s " sT . Como F es libre, entonces existe n ∈ succT (s) con n ,= sT (|s|). Aśı, s$n ∈ T , pero

s$n ! sT y sT ! s$n, contradiciendo que sT es un tallo de T .

(2) Para cada s ∈ ω<ω, sea LF(s) = {T ∈ LF : sT = s}. Entonces LF =
⋃

s∈ω<ω LF(s).

Cada LF (s) es centrado, ya que si T, T ′ ∈ LF (s), entonces T ∩ T ′ ∈ LF (s). Aśı, LF es σ-

centrado.

Para ver que *gen ∈ ωω, notemos simplemente que T ′ ! T implica sT ⊆ sT ′ , luego por

genericidad de G, se sigue que *gen ∈ ωω. Para checar la otra parte, sea f ∈ ωω y T ∈ LF .

Dado que F es libre, para cada n ∈ ω existe Fn ∈ F tal que Fn ∩ f(n) = ∅. Consideremos

Tf la condición con tallo sT tal que succTf
(t) = F|t| para toda t ∈ Tf con t ⊇ sT . Haciendo

T ′ = Tf ∩ T , se obtiene que T ′ !0 T y

T ′ # “∀n $ |sT |(f(n) ! *̇gen(n))”.

(3) Sea F ∈ F y T ∈ LF . Consideremos TF la condición con tallo sT tal que succTF (t) = F

para toda t ∈ TF con t ⊇ sT . Haciendo T ′ = TF ∩ T , obtenemos que T ′ !0 T y

T ′ # “Ȧgen \ ran(sT ) ⊆ F”.

Para ver la otra parte, procedamos por contradicción, i.e., supongamos que existen X ∈ F+,

n un número natural y una condición T ∈ LF tal que

T # “Ȧgen ∩X ⊆ n”.
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Notemos que para cada m ∈ succT (sT ) se tiene que Ts%
T m # “*̇gen(|sT |) = m”. Sea m ∈

succT (sT ) ∩ X con m > n. Entonces Ts%
T m # “Ȧgen ∩ X ! n”, una contradicción, ya que

Ts%
T m ! T . %

El análisis de rango para nombres introducido por J. J. Baumgartner y P. Dordal en [BD]

para el forcing de Hechler es una herramienta básica para analizar propiedades de forcing de

nociones del tipo Laver-Prikry (véase por ejemplo [Br1, Br2]). Sea ϕ una fórmula en el lenguaje

de forcing y s ∈ ω<ω, decimos que s prefiere ϕ, si no existe una condición T ∈ LF con tallo s tal

que T # “¬ϕ”, o equivalentemente, cada condición T ∈ LF con tallo s admite una extensión T ′

tal que T ′ # “ϕ”. Con esta herramienta en mente, caractericemos combinatoriamente cuando

un forcing del tipo LF preserva familias numerablemente altas. Para esto, es necesario recordar

la definición del orden de Katětov ([GH, HZ]). Dados dos ideales I, J sobre ω, decimos que

I !K J si existe una función f : ω → ω tal que f−1[I] ∈ J para cada I ∈ I.

4.7. Proposición ([BH]). Sea I un ideal sobre ω y sea F = I∗ el filtro dual. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Para cada X ∈ I+ y cada J !K I " X el ideal J no es numerablemente alto.

(2) LF preserva fuertemente familias numerablemente altas.

(3) LF preserva familias numerablemente altas.

Demostración. (1) ⇒ (2). Supongamos lo contrario, i.e, supongamos que existe Ȧ un

LF -nombre para un subconjunto infinito de ω tal que para cada 〈Bn : n ∈ ω〉 ⊆ [ω]ω existe

B ∈ [ω]ω tal que B ∩ Bn es infinito para cada n y sin embargo existe una condición TB ∈ LF

y un número natural nB tales que

TB # “B ∩ Ȧ ⊆ nB”. (,)

Sea B la familia de tales B ∈ [ω]ω, i.e., la familia de todos las B ∈ [ω]ω tales que existe una

condición TB ∈ LF y un número natural nB tales que TB # “B ∩ Ȧ ⊆ nB”. Por nuestra

suposición, B es numerablemente alta.

Definamos por recursión sobre los números ordinales un rango rank(s) como sigue:

rank(s) = 0 si












o bien ∃K ∈ [ω]ω ∀k ∈ K(s prefiere k ∈ Ȧ)

o ∃X ∈ F+, f : X → ω

∀* ∈ X(s$* prefiere f(*) ∈ Ȧ)

y ∀k ∈ ω(f−1(k) ∈ I)

y rank(s) ! α si existe X ∈ F+ tal que rank(s$*) < α para cada * ∈ X , cuando α > 0. Aśı,

ponemos rank(s) = mı́n{α : rank(s) ! α} en caso de que este último conjunto sea no vaćıo, y

ponemos el śımbolo ∞ en caso contrario.

4.8. Afirmación. rank(s) < ∞ para toda s.
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Demostración de la afirmación. Supongamos que rank(s) = ∞. Entonces K :=

{k : s prefiere k ∈ Ȧ} es finito. Construimos recursivamente una condición T ∈ LF con tallo s

tal que para cada t ∈ T que extienda a s, se sigue lo siguiente:

(i) rank(t) = ∞, y

(ii) {k : t prefiere k ∈ Ȧ} ⊆ K.

Por nuestra suposición, s satisface (i) y (ii). Ahora, sea t con las propiedades (i) y (ii). Dado que

rank(t) = ∞ entonces {* : rank(t$*) < ∞} ∈ I, luego existe X0 ∈ F tal que rank(t$*) = ∞

para cada * ∈ X0. Sea X1 = {* ∈ X0 : ∃k /∈ K(t$* prefiere k ∈ Ȧ)}. Si X1 ∈ F+, entonces

definimos f : X1 → ω dada por

f(*) = mı́n{k /∈ K : t$* prefiere k ∈ Ȧ}.

Veamos que f es I-pequeña, i.e., f−1(k) ∈ I para cada k ∈ ω. En efecto, supongamos que

f−1(k) ∈ I+ = F+ para alguna k. Entonces t debe preferir k ∈ Ȧ, ya que de lo contrario

existiŕıa una condición T ∈ LF con sT = t tal que T # “k /∈ Ȧ”. Sea * ∈ succT (t) ∩ f−1(k),

entonces Tt%- ! T y por ende también Tt%- # “k /∈ Ȧ”, en particular t$* no prefiere k ∈ Ȧ,

una contradicción, ya que * ∈ f−1(k). Pero que t prefiera k ∈ Ȧ también es una contradicción,

ya que k /∈ K y (ii) se sigue para t. Por lo tanto, hemos podido definir una función como en la

definición de rank, y en consecuencia rank(t) = 0, nuevamente una contradicción. Aśı X1 ∈ I y

X0\X1 ∈ F . Para t$* con * ∈ X0\X1, las condiciones (i) y (ii) se siguen, luego la construcción

procede.

Ahora, Ȧ es forzado a ser infinito, luego existe T ′ ! T y k /∈ K tal que T ′ # “k ∈ Ȧ”.

Entonces sT ′ , el tallo de T ′, prefiere en particular k ∈ Ȧ, una contradicción, ya que por un

lado sT ′ satisface (ii) pero k /∈ K.

Continuemos con la prueba de (1) ⇒ (2). Sea sB el tallo de TB. Fortaleciendo la condición

TB, si fuera necesario, podemos suponer que rank(sB) = 0 para toda B ∈ B. De hecho, siendo

un poco más generales, dada una condición T ∈ LF y s ∈ T con s ⊇ sT , existe t ∈ T con t ⊇ s

tal que rank(t) = 0. En efecto, por la afirmación anterior, rank(s) = α para algún número

ordinal α. Pongamos t0 = s, entonces existe X0 ∈ F+ tal que rank(t$0 *) < α para cada * ∈ X0.

Sea *0 ∈ succT (t0) ∩ X0, luego t$0 *0 ∈ T y rank(t$0 *0) < α. Repitiendo el proceso anterior,

podemos construir recursivamente (en la condición T ) una sucesión s = t0 ⊆ t1 ⊆ . . . tal que

rank(t0) > rank(t1) > . . . , luego el proceso debe terminar en una cantidad finita de pasos, i.e.,

existe n ∈ ω tal que rank(tn) = 0. Aplicando el argumento anterior a la condición TB, podemos

encontrar entonces tB ∈ TB con tB ⊇ sB tal que rank(tB) = 0. Ahora, existe T ′
B ! TB cuyo

tallo es tB, luego T ′
B forzará también la suposición inicial (,). Por lo tanto, la suposición que

enunciamos al principio de este párrafo procede.

Ahora bien, B es numerablemente alta, entonces por el Lema 4.2, existen s y n tales que

la familia Bs,n = {B ∈ B : s = sB, y n = nB} es numerablemente alta. Fijemos tales s y n.

De acuerdo a la definición de rank, tenemos que considerar dos casos.

Caso 1. ∃K ∈ [ω]ω ∀k ∈ K(s prefiere k ∈ Ȧ).
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Sea B ∈ Bs,n tal que B∩K es infinito, luego existe k > n con k ∈ B∩K. En consecuencia,

existe T ! TB tal que T # “k ∈ Ȧ”, contradiciendo la suposición inicial (,).

Caso 2. ∃X ∈ F+, f : X → ω I-pequeña ∀* ∈ X(s$* prefiere f(*) ∈ Ȧ).

Hagamos J = 〈Bs,n〉, el ideal generado por Bs,n, entonces el ideal J es numerablemente

alto. Aśı, J #K I " X , luego existe B ∈ Bs,n tal que f−1[B] ∈ I+. Ahora, también f−1[B] ∩

succTB (s) ∈ I+, y dado que f es I-pequeña, se sigue que f [f−1[B] ∩ succTB (s)] es infinito,

luego existe * ∈ f−1[B] ∩ succTB (s) tal que f(*) > n. Aśı, s$* prefiere f(*) ∈ Ȧ. Por lo tanto,

existe T ! TB cuyo tallo extiende a s$* tal que T # “f(*) ∈ Ȧ”, contradiciendo nuevamente

la suposición inicial (,), ya que f(*) ∈ B.

(2) ⇒ (3). Se sigue del Lema 4.5.

(3) ⇒ (1). Supongamos que existe un ideal J (sobre ω) numerablemente alto Katětov

abajo de I " X , para algún X ∈ I+, el cual es atestiguado por una función f : X → ω.

Recordando que Ȧgen denota el LF -nombre para el rango de la función LF -genérica (véase

Proposición 4.6 (2)), entonces #LF “f [Ȧgen ∩ X ] es infinito”, y más aún, #LF “f [Ȧgen ∩

X ] es casi ajeno con cada elemento de J ”. Por lo tanto, #LF “J no es alto y por ende no

numerablemente alto”. %

4.9. Corolario. Sea I un ideal Fréchet sobre ω. Entonces LI∗ preserva fuertemente

familias numerablemente altas.

Demostración. Por contradicción, supongamos que existe un ideal J sobre ω numera-

blemente alto Katětov abajo de I " X para algún X ∈ I+, el cual es atestiguado por una

función f : X → ω. Como I es Fréchet, existe S ∈ [X ]ω ∩ I⊥, de donde f [S] debe ser infinito.

El ideal J es numerablemente alto, en particular alto, luego existe J ∈ J con J ∩f [S] infinito.

Aśı, f−1[J ∩ f [S]] ∈ I \ Fin, contradiciendo que S ∈ I⊥. %

Como consecuencia de esto último, obtenemos en particular que LFr preserva fuertemente

familias numerablemente altas, donde Fr = Fin
∗ (el filtro de Fréchet).

La noción de preservar fuertemente familias numerablemente altas es lo suficientemente

fuerte para ser preservada por iteraciones con soporte finito de forcings ccc que preserven dicha

noción.

4.10. Lema ([BH]). La iteración con soporte finito de nociones de forcing ccc que esten

preservando fuertemente familias numerablemente altas, preserva fuertemente familias nume-

rablemente altas.

Demostración. Sea Pδ = 〈Pα, Q̇α : α < δ〉 una iteración con soporte finito de nociones

de forcing ccc tal que cada Pα preserva fuertemente familias numerablemente altas y

#Pα “Q̇α preserva fuertemente familias numerablemente altas”.

Probemos entonces que Pδ preserva fuertemente familias numerablemente altas.
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Sea Ȧ un Pδ-nombre para un subconjunto infinito de ω. Procedemos por inducción sobre

δ.

Caso 1. δ = 0.

Es claro, ya que P0 es el forcing trivial.

Caso 2. δ = α + 1, i.e., Pδ = Pα , Q̇α.

Sea G un filtro Pα-genérico sobre V. Entonces podemos encontrar una sucesión 〈Ȧn : n ∈ ω〉

de Pα-nombres para elementos de [ω]ω ∩V[G] tal que

V[G] |= ∀B ∈ [ω]ω
(

(∀n ∈ ω |B ∩An| = ℵ0) →#Qα “|B ∩ Ȧ| = ℵ0”
)

y por hipótesis de inducción, para cada n existe una sucesión 〈Bn
k : k ∈ ω〉 ⊆ [ω]ω tal que para

cualquier B ∈ [ω]ω con B ∩ Bn
k infinito para cada k, se tiene que #Pα “B ∩ Ȧn es infinito”.

Aśı, para toda B ∈ [ω]ω con B ∩ Bn
k infinito para toda n y k, se tiene que V[G][H ] |= B ∩ Ȧ

es infinito, donde H es cualquier filtro Qα-genérico sobre V[G].

Caso 3. cof(δ) = ω.

No es dif́ıcil ver que podemos suponer sin pérdida de generalidad que δ = ω. Aśı, sea Pω =

〈Pk, Q̇k : k ∈ ω〉. En una extensión intermedia V[Gk], encontramos una sucesión decreciente de

condiciones 〈pn,k : n ∈ ω〉 y subconjuntos infinitos An,k de ω tales que

pn,k #P[k,ω)
“los primeros n elementos de Am,k y Ȧ coinciden para m ! n”.

Los An,k son aproximaciones a Ȧ.

Ahora, como cada Pk preserva fuertemente familias numerablemente altas, existe una su-

cesión 〈Bm
n,k : m ∈ ω〉 ⊆ [ω]ω tal que para cada B ∈ [ω]ω, si B ∩ Bm

n,k es infinito para toda m

entonces

#Pk
“B ∩ Ȧn,k es infinito”.

Consideremos 〈Bm
n,k : n, k, m ∈ ω〉 y sea B ∈ [ω]ω tal que B ∩ Bm

n,k es infinito para toda n, k

y m. Para finalizar la demostración, es suficiente con probar que

#Pω “B ∩ Ȧ es infinito”.

Si este no es el caso, entonces existe q ∈ Pω y m ∈ ω tal que q #Pω “B ∩ Ȧ ⊆ m”. Dado

que estamos iterando con soporte finito, existe k tal que q ∈ Pk. Sea Gk un filtro Pk-genérico

sobre V tal que q ∈ Gk. Como B ∩Am,k es infinito, sea * $ m con * ∈ B ∩ Am,k. Para una n

suficientemente grande,

pn,k #P[k,ω)
“* ∈ Ȧ”.

Dado que q ∈ Gk, esto contradice la suposición inicial acerca de q.

Caso 4. cof(δ) > ω.
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Para este caso, usando argumentos usuales de reflexión,2 notemos que Ȧ es esencialmente

un Pα-nombre para algún α < δ. Aśı, la hipótesis de inducción nos da fácilmente lo deseado. %

1.2. Sellando a un ideal. La siguiente definición encuentra entre sus motivaciones la

ya conocida Observación 1.5 (2).

4.11. Definición. Sea P una noción de forcing, I un ideal sobre ω y Ȧ un P-nombre.

Decimos que P sella al ideal I via Ȧ si #P “Ȧ ∈ I+ ∧ I " Ȧ es numerablemente alto”.

Para las nociones del tipo LF , la siguiente definición nos provee de la combinatoria necesaria

para que el forcing LF selle a un ideal I via Ȧgen.

4.12. Definición. Sean I un ideal sobre ω y F un filtro libre sobre ω. Decimos que el

ideal I es numerablemente alto módulo F , si se satisfacen las siguientes condiciones:

I ∩ F = ∅ y

para cada familia numerable H ⊆ F+ existe I ∈ I tal que H ∩ I ∈ F+ para cada

H ∈ H.

Notemos que si en la definición anterior hacemosF = Fr, entonces recuperamos la definición

de un ideal numerablemente alto.

4.13. Lema. Sean I un ideal sobre ω y F un filtro sobre ω. Entonces el forcing LF sella

al ideal I via Ȧgen si y sólo si I es numerablemente alto módulo F .

Demostración. Supongamos que LF sella al ideal I via Ȧgen. Como #LF “Ȧgen ∈ I+”,

se sigue entonces que I∩F = ∅. Ahora, supongamos que existe una familia numerable H ⊆ F+

tal que para cada I ∈ I existe H ∈ H con H ∩ I ∈ F∗. Por 4.6 (3), #LF “ȦH := Ȧgen ∩H es

infinito para cada H ∈ H” y también #LF “Ȧgen es casi ajeno con cada elemento de F∗”. Por

lo tanto, #LF “I " Ȧgen no es numerablemente alto”.

Para el otro sentido, supongamos que I es numerablemente alto módulo F . Del hecho de

que I ∩F = ∅ se sigue fácilmente que I∗ ⊆ F+, y dado que por genericidad se tiene que #LF

“X ∩ Ȧgen es infinito para cada X ∈ F+” entonces podemos concluir que #LF “Ȧgen ∈ I+”.

Veamos ahora que #LF “I " Ȧgen es numerablemente alto”. Procedamos por contradicción,

i.e., supongamos que existe una sucesión 〈Ȧn : n ∈ ω〉 de LF -nombres para subconjuntos

infinitos de Ȧgen tal que para cada I ∈ I existe TI ∈ LF , y nI , mI ∈ ω tales que

TI # “ȦnI ∩ I ⊆ mI”. (,)

Definamos por recursión sobre los números ordinales un rango rkn(s) como sigue:

rkn(s) = 0 ⇔ ∃B ∈ F+ ∀b ∈ B(s$b prefiere b ∈ Ȧn)

rkn(s) ! α⇔ ∃B ∈ F+ ∀b ∈ B(rkn(s$b) < α)

para α > 0.

2Véase por ejemplo el Lema 5. 14 en [Ku].
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4.14. Afirmación. rkn(s) < ∞ para toda s y n.

Demostración de la afirmación. Fijemos n y sea k ∈ ω. Definamos por recursión un

rango auxiliar ρk(s) tal que

ρk(s) = 0 ⇔ ∃b > k(s prefiere b ∈ Ȧn)

y ρk(s) ! α es definido de la misma manera que rkn, para α > 0. Primero notemos que

ρk(s) < ∞ para toda s y k. En efecto, supongamos que ρk(s) = ∞ para algún s y k. Usando

la definición de ρk(s), podemos construir recursivamente una condición T con sT = s tal que

ρk(t) = ∞ para cada t ∈ T con t ⊇ s. Como Ȧn es forzado a ser infinito, existen T ′ ! T y

b > k tales que T ′ # “b ∈ Ȧn”. En particular, sT ′ ⊇ s y sT ′ prefiere b ∈ Ȧn luego ρk(sT ′) = 0,

una contradicción. Ahora, notemos también que como Ȧn es forzado a ser un subconjunto del

genérico Ȧgen, cualquier s solo puede preferir elementos del ran(s).

Si ρk(s) = 1, entonces existe B ∈ F+ tal que s$b prefiere a ∈ Ȧn para algún a = ab con

a > k. Si sobre un F+-conjunto la misma a ∈ ran(s) funciona, obtenemos que ρk(s) = 0, una

contradicción. Aśı, dado que ab ∈ ran(s) ∪ {b}, se sigue entonces que sobre un F+-conjunto,

ab = b. Sin embargo, esto significa que rkn(s) = 0.

Ahora, sea k > máx(ran(s)). Entonces ρk(s) $ 1. Por el párrafo anterior e inducción,

vemos que rkn(s) < ∞, como se requiere.

Sea sI el tallo de TI . Fortaleciendo la condición TI , si fuera necesario, podemos suponer

que rknI (sI) = 0 para toda I ∈ I. De acuerdo a la definición de rkn, para cada I ∈ I existe

BsI ,nI ∈ F+ tal que s$I b prefiere b ∈ ȦnI para toda b ∈ BsI ,nI . Dado que I es numerablemente

alto módulo F , existe una I que intersecta a todas las Bs,n’s en un F+-conjunto, en particular

I ∩ BsI ,nI ∈ F+ y por lo tanto existe b > mI con b ∈ I ∩ BsI ,nI ∩ succTI (sI). Como s$I b

prefiere b ∈ ȦnI , entonces existe una extensión de TI cuyo tallo extiende a s$I b y que fuerza

b ∈ ȦnI ∩ I, contradiciendo la suposición inicial (,). %

4.15. Observación. Dada una sucesión Φ = 〈Φn : n ∈ ω〉 ⊆ Aut(F), Φ nos induce de

manera natural un automorfismo iΦ : LF → LF dado por iΦ(T ) = {tΦ : t ∈ T }, donde tΦ(n) =

Φn(t(n)) para n < |t|. Por lo tanto, si LF sella a un ideal I via Ȧgen, entonces también lo sella

via ȦΦ
gen := {Φn ◦ *̇gen(n) : n ∈ ω}.

2. Dos teoremas de metrización para grupos de Fréchet

Un objeto combinatorio naturalmente asociado a un espacio regular X , es sin duda el filtro

nwd
∗(X) de subconjuntos densos abiertos de X . Aśı, con la herramienta desarrollada en la

sección anterior, veamos algunas relaciones que existen entre el forcing Lnwd∗(X) y el ideal dual

Ix del filtro de vecindades de un punto x ∈ X .

4.16. Proposición. Sea X un espacio numerable regular y x un punto en X. Entonces

(1) Si πχ(x, X) > ω, entonces Lnwd∗(X) sella al ideal Ix via Ȧgen.
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(2) Si X es T1 Fréchet sin puntos aislados, entonces Lnwd∗(X) preserva fuertemente fami-

lias numerablemente altas.

Demostración. Para ver (1), por el Lema 4.13, es suficiente con demostrar que el ideal

Ix sea numerablemente alto módulo nwd
∗(X). Primero, es claro que Ix ∩ nwd

∗(X) = ∅. Para

la otra parte, si no fuera el caso, entonces existe una familia numerable H de conjuntos densos

en alguna parte tal que para cada I ∈ Ix existe una H ∈ H tal que H ∩ I es nunca denso. Para

cada H ∈ H hacemos UH = Int(H) ,= ∅.

4.17. Afirmación. La familia {UH : H ∈ ω} forma una π-base en x.

Demostración de la afirmación. Sea U una vecindad arbitraria de x, por la regulari-

dad del espacio, existe una vencindad V de x tal que V ⊆ U . Ahora, X \V ∈ Ix, entonces existe

H ∈ H tal que H \ V es nunca denso, luego Int(H \ V ) = ∅. Pues bien, UH = Int(H) ⊆ V .

En efecto, supongamos que UH \ V ,= ∅. Sea y ∈ UH \ V y W abierto con y ∈ W . Como en

particular y ∈ H , entonces H ∩ (W ∩ (UH \ V )) ,= ∅ luego W ∩ (H \ V ) ,= ∅. Por lo tanto,

y ∈ H \ V , i.e., UH \ V ⊆ H \ V , contradiciendo el hecho de que Int(H \ V ) = ∅.

Aśı, πχ(x, X) = ω contradiciendo la hipótesis inicial. Por lo tanto, Lnwd∗(X) sella al ideal

Ix.

(2) Por la Proposición 4.7, es suficiente con demostrar que para cada Y ∈ nwd
+(X) y cada

J !K nwd(X) " Y el ideal J no es numerablemente alto. Procedamos por contradicción, i.e,

supongamos que existe un ideal J (sobre ω) numerablemente alto Katětov abajo de nwd(X) "

Y , para algún Y ∈ nwd
+(X), el cual es atestiguado por una función f : Y → ω. Pongamos

U = Int(Y ) ,= ∅.

4.18. Afirmación. Para cada x ∈ U existe una sucesión infinita Sx ⊆ Y que converge a

x tal que f " Sx es finito a uno.

Demostración de la afirmación. Fijamos x ∈ U . El espacio X es sin puntos aislados,

entonces existe una sucesión 〈xn : n ∈ ω〉 ⊆ U \ {x} que converge a x. Ahora, notemos que

f−1(n) ∈ nwd(X) para cada n ∈ ω. Entonces Yn = Y \ {x} ∪
⋃

i<n f−1(i) es denso en U para

toda n ∈ ω. Aśı, por ser X Fréchet, existe una sucesión 〈yn
k : k ∈ ω〉 ⊆ Yn que converge a xn

para cada n ∈ ω. Hagamos Y ′ = {yn
k : k, n ∈ ω} entonces x ∈ Y ′ luego existe una sucesión

Sx ⊆ Y ′ que converge a x. Por construcción, Sx es la sucesión deseada.

Por ser J un ideal numerablemente alto existe un J ∈ J tal que J ∩ f [Sx] es infinito para

cada x ∈ U luego f−1[J ] es denso en U , una contradicción. %

Para espacios con más estructura, e.g., para grupos topológicos Fréchet numerables, la con-

clusión de la Proposición 4.16 (1) puede ser fortalecida. Para ver esto, será necesario introducir

una terminoloǵıa adicional.

Sea G = {gn : n ∈ ω} un grupo numerable con g0 = e. Para cada n ∈ ω, hagamos

Gn = {gk : k ! n}. Dada una función f : ω → G, sea Af =
⋃

n∈ω f(n) ·Gn y :f : :→ G dada

por :f (〈n, k〉) = f(n) · gk, luego ran(:f ) = Af .
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4.19. Lema. Sea G un grupo topológico Fréchet numerable no metrizable. Entonces Lnwd∗(G)

sella al ideal Ie via A-̇gen
.

Demostración. Por la Proposición 4.16 (1), Lnwd∗(G) sella al ideal Ie via Ȧgen, y como

#Lnwd∗(G)
“Ȧgen ⊆ A-̇gen

”, se sigue entonces que #Lnwd∗(G)
“A-̇gen

∈ I+
e ”. Para ver la otra parte,

sea 〈Ȧn : n ∈ ω〉 una sucesión Lnwd∗(G)-nombres para subconjuntos infinitos de A-̇gen
. Hagamos

Ḃn = :−1
-̇gen

[Ȧn] para n ∈ ω, luego #Lnwd∗(G)
“〈Ḃn : n ∈ ω〉 ⊆ [:]ω”. Ahora, según el Lema

4.3, H( es una familia numerablemente alta, y como G es Fréchet, entonces #Lnwd∗(G)
“H(

es numerablemente alta”(Proposición 4.16 (2)). Aśı, existe h ∈ H( tal que #Lnwd∗(G)
“h ∩ Ḃn

es infinito para cada n ∈ ω”. Identificando a h(n) con gh(n) y como ϕgh(n)
(la traslación a la

derecha por gh(n)) es un homeomorfismo (Teorema 1.9), entonces de hecho podemos pensar a

h como una sucesión en Aut(nwd
∗(G)). Entonces, haciendo Ȧh

n = :-̇gen
[h∩ Ḃn] obtenemos que

#Lnwd∗(G)
“Ȧh

n es un subconjunto infinito de Ȧn∩Ȧh
gen”, donde Ȧh

gen = {*̇gen(m)·gh(m) : m ∈ ω}.

Por la Observación 4.15, existe I ∈ Ie tal que #Lnwd∗(G)
“I ∩ Ȧh

n es infinito para cada n ∈ ω”.

Por lo tanto, #Lnwd∗(G)
“Ie " A-̇gen

es numerablemente alto”. %

Para topoloǵıas de grupo precompactas, el conjunto Af definido más arriba tiene una

peculiaridad topológica importante.

4.20. Lema. Sea G un grupo numerable y f : ω → G una función. Entonces Af es denso

en cualquier topoloǵıa de grupo precompacta sobre G.

Demostración. Fijemos una topoloǵıa de grupo precompacta sobre G. Por la homegenie-

dad de un grupo topológico, basta probar que Af ∈ I+
e . Para esto, sea U ∈ η(e). Como G es pre-

compacto, entonces existe F ∈ [G]<ω tal que G = U ·F . Consideremos n tal que F, F−1 ⊆ Gn.

Entonces, existen a ∈ U y b ∈ F tal que f(n) = a · b, luego a = f(n) · b−1 ∈ f(n) · Gn. Por lo

tanto, Af ∈ I+
e . %

Pues bien, hemos desarrollado ya los elementos combinatorios necesarios para poder cons-

truir el modelo de ZFC que se mencionó al inicio de este caṕıtulo.

4.21. Teorema. Existe un modelo de ZFC en donde se sigue lo siguiente:

(a) c = ω2;

(b) cada espacio de Fréchet numerable regular de peso menor que c tiene una π-base nu-

merable;

(c) todo grupo Fréchet precompacto separable es metrizable.

Demostración. Empecemos con un modelo V donde se siguen CH y ♦(S2
1). Aqúı, S2

1 =

{α < ω2 : cof(α) = ω1}, y el principio combinatorio ♦(S2
1) afirma la existencia de una sucesión

〈Aα : α ∈ S2
1〉 con Aα ⊆ α tal que para cada A ⊆ ω2, el conjunto {α ∈ S2

1 : A ∩ α = Aα}

es estacionario en ω2. Fijemos una de dichas sucesiones y construyamos por recursión una

iteración con soporte finito Pω2 = 〈Pα, Q̇α : α < ω2〉 tal que P0 = {∅} y de tal manera que en

el paso α ∈ S2
1 , si Aα codifica un Pα-nombre para una topoloǵıa τ Fréchet regular sin puntos
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aislados sobre ω con un punto n ∈ ω tal que πχ(n, τ) > ω, entonces ponemos Q̇α un Pα-nombre

para Lnwd∗(τ), en caso contrario o si α /∈ S2
1 , dejamos Q̇α un Pα-nombre para el forcing LFr.

Pues bien, sea G un filtro Pω2-genérico sobre V y verifiquemos que en V[G] se siguen (a),

(b) y (c).

(a) Dado que las nociones de forcing de la forma LF agregan reales (Proposición 4.6 (2)),

entonces V[G] |= ω2 ! c. Ahora, Pω2 es ccc con |Pω2 | = ω2 y ωω
2 = ω2, luego V[G] |= c ! ω2

(e.g., véase Lema 3.3 en [Ba]). Por lo tanto, V[G] |= c = ω2.

Para ver (b) y (c), es necesario tener presente el siguiente hecho.

4.22. Lema. Sea τ̇ ∈ VPω2 tal que VPω2 # “τ̇ es una topoloǵıa Fréchet sobre ω con

πχ(n, τ̇ ) > ω”, para alguna n ∈ ω. Entonces {α : VPα # “τ̇α es Fréchet y πχ(n, τ̇α) > ω”}

contiene un club relativo a S2
1 .

Demostración. Definamos en V una función F : ω2 → ω2 de la siguiente manera. Sea

α ∈ ω2. Como V |= CH y Pα es ccc, entonces VPα # “c = ω1”. En VPα , sea 〈Ȧξ : ξ < ω1〉 una

sucesión tal que #Pα “{Ȧξ : ξ < ω1} = P(ω)”. Fijando ξ, podemos distinguir dos casos.

Caso 1. VPω2 # “Ȧξ ∈ I+
n (τ̇ )”.

Entonces, por hipótesis, existe Ṡξ ∈ VPω2 tal que VPω2 # “Ṡξ ∈ [Ȧξ]ω ∧ Ṡξ ∈ I⊥
n (τ̇ )”.

Usando un argumento usual de reflexión, es posible encontrar βξ $ α tal que Ṡξ ∈ V
Pβξ .

Caso 2. VPω2 # “Ȧξ /∈ I+
n (τ̇ )”.

Para este caso, existe U̇ξ ∈ VPω2 tal que VPω2 # “U̇ξ ∈ ηn(τ̇ ) ∧ U̇ξ∩Ȧξ = ∅”. Nuevamente,

podemos encontrar βξ $ α tal que U̇ξ ∈ VPβξ .

Pues bien, sea F (α) =
⋃

{βξ : ξ < ω1}. Entonces, C = {α : α es cerrado bajo F} es un

club. %

(b) Empecemos con notar el siguiente hecho elemental.

4.23. Hecho. Sea τ una topoloǵıa Fréchet sobre ω. Entonces A = {n ∈ ω : πχ(n, τ) = ω}

es τ-cerrado.

Demostración. Sea n en la τ -cerradura de A. Por ser τ Fréchet, existe 〈nk : k ∈ ω〉 ⊆ A

que τ -converge a n. Sea Vk una π-base local numerable en nk para k ∈ ω, entonces V =
⋃

k∈ω Vk

forma una π-base local numerable en n, luego n ∈ A. %

Procediendo por contradicción, supongamos que en V[G] existe τ una topoloǵıa Fréchet

regular sobre ω tal que πw(ω, τ) = ω1. Aśı, en V[G] el ideal In(τ) es Fréchet y existe n ∈ ω

con πχ(n, τ) = ω1. Por el hecho anterior, podemos suponer sin pérdida de generalidad que

τ es sin puntos aislados. Usando otra vez un argumento de reflexión, existe β < ω2 tal que

τ ∈ V[Gβ ]. Ahora, según el Lema 4.22, existe C ⊆ S2
1 un club relativo a S2

1 tal que para

cada α ∈ C, V[Gα] |= τα es Fréchet y πχ(n, τα) > ω, donde τα = τ ∩V[Gα]. Por lo tanto,

en algún paso α ∈ C con α $ β, hemos agregado un conjunto Agen ⊆ ω de tal manera que
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V[Gα] |= Agen ∈ I+
n (τα) y el ideal In(τα) " Agen es numerablemente alto (Proposición 4.16

(1)). Ahora, τ = τα ∈ V[Gα] ⊆ V[G], entonces en V[G] también se sigue que Agen ∈ I+
n (τ).

Aśı, por hipótesis, en V[G] existe S ∈ [Agen]ω tal que S ∈ I⊥
n (τ). La Proposición 4.16 (2)

junto con el Lemma 4.10, nos dicen que la noción de forcing Pω2 preserva fuertemente familias

numerablemente altas, entonces en V[G] el ideal In(τα) " Agen es numerablemente alto (en

particular alto), luego existe I ∈ In(τα) tal que I ∩ S es infinito, contradiciendo el hecho de

que S ∈ I⊥
n (τ).

(c) Procedamos también por contradicción, i.e, supongamos que en V[G] existe τ una

topoloǵıa de grupo Fréchet precompacta sobre ω no metrizable. Aśı, por el Teorema 1.15,

πχ(e, τ) > ω. Aplicando el Lema 4.22, existe C ⊆ S2
1 un club relativo a S2

1 tal que para

cada α ∈ C, V[Gα] |= τα es Fréchet y πχ(e, τα) > ω. Por lo tanto, en algún paso α ∈ C

hemos agregado un real *gen ∈ ωω de tal manera que en V[Gα] el ideal Ie(τα) " A-gen es

numerablemente alto (Lema 4.19), luego en V[G] también Ie(τα) " A-gen es numerablemente

alto. Trabajemos en V[G]. El Lema 4.20, nos dice que A-gen es τ -denso, luego por hipótesis,

existe S ∈ [A-gen ]ω tal que S ∈ I⊥
n (τ). Ahora, como Ie(τα) " A-gen es numerablemente alto

(en particular alto), existe I ∈ Ie(τα) tal que I ∩ S es infinito, contradiciendo el hecho de que

S ∈ I⊥
n (τ), ya que Ie(τα) ⊆ Ie(τ). %

Como se ha mencionado ya, en grupos topológicos el π-peso y el peso coinciden (Teorema

1.15 (c)), entonces obtenemos inmediatamente un teorema de metrización para grupos de

Fréchet de peso pequeño.

4.24. Corolario. Es relativamente consistente con ZFC + CH que todo grupo Fréchet

separable de peso menor que el continuo es metrizable. %

Con relación al inciso (b) del Teorema 4.21, recientemente D. Barman y A. Dow en [BD2]

han obtenido un resultado relacionado con esto. Recordemos que un espacio X es llamado

selectivamente separable (o SS) si para cada sucesión 〈Dn : n ∈ ω〉 de subconjuntos densos de

X , existe una selección finita Fn ⊂ Dn tal que
⋃

n∈ω Fn es densa.

4.25. Teorema ([BD2]). En cualquier modelo obtenido por agregar reales de Cohen sobre

un modelo de CH se sigue que todo espacio de Fréchet numerable tiene π-peso a lo más ω1.

Demostración. Supongamos que nuestro modelo base V satisface CH y consideremos

la noción de forcing P = Fn(κ, 2), donde κ es un cardinal mayor que ω1. Sea τ̇ un P-nombre

para una topoloǵıa sobre ω tal que X = (ω, τ̇ ) es forzado a ser un espacio de Fréchet. Sea Ȧn

un P-nombre el cual es forzado a ser la colección de todas las sucesiones convergentes a n. Sea

θ = 2c
+

y M ≺ H(θ) un submodelo elemental tal que Mω ⊂ M y |M| = ω1. Supongamos

también que X , τ̇ y {Ȧn : n ∈ ω} están en M. Probaremos que τ̇ ∩ M es forzado a ser una

π-base para τ̇ . Esto dependerá en gran medida del hecho de que el submodelo elemental M

está cerrado por ω-sucesiones. En particular, tenemos que si G es un filtro P-genérico sobre V,

entonces V[G∩M] es un submodelo de V[G] el cual asegurará que la interpretación de τ̇ ∩M
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será una topoloǵıa Fréchet sobre ω en la cual, para cada n, la interpretación de Ȧn ∩M será la

colección de todas las sucesiones convergentes a n.

Procedamos ahora a trabajar dentro del modelo V[G ∩M] (al cual nos referiremos como

modelo base) y usemos que V[G] es obtenido al forzar con Fn(κ \ M, 2) sobre este modelo.

Haciendo un abuso de notación usual, podemos seguir usando τ̇ para denotar el nombre para

la topoloǵıa final en V[G]. Ahora, supongamos que U̇ es un nombre que es forzado a ser un

elemento no vaćıo de τ̇ . Para cada condición p, sea U̇−
p = {x ∈ ω : p # “x ∈ U̇”}. Notemos que

U̇−
p es un conjunto en el modelo base y es forzado por p a estar contenido en U̇ . También, por

las suposiciones de elementaridad sobre M, se sigue también que p debe forzar que la cerradura

en el modelo base de U̇−
p debe estar contenida en la cerradura de U̇ .

Con el objetivo de obtener una contradicción, supongamos que se fuerza que la cerradura

de U̇ no contiene ningún abierto no vaćıo del modelo base. En particular, por las suposiciones

acerca de M, tenemos entonces que existe una condición p0 y un entero n tal que p0 # “n ∈ U̇”

y para cualquier condición p ! p0, U̇−
p es nunca denso.

Dado que U̇ es un nombre para un subconjunto de ω, podemos elegir un conjunto numerable

L ⊂ κ \ M tal que dom(p0) ⊂ L y para cada k ∈ ω y para cualquier condición p ∈ Fn(κ, 2),

p # “k ∈ U̇” implica p " L # “k ∈ U̇”. En efecto, U̇ es un Fn(L, 2)-nombre, y sea {pl : l ∈ ω}

una enumeración de todos los elementos de Fn(L, 2) que extienden a p0. Dado que para cada

n, la unión U̇−
p0
∪ U̇−

p1
∪ · · ·∪ U̇−

pn
es nunca densa, se sigue que el complemento de la cerradura de

esta unión, Dn, es densa. Ahora, cada espacio de Fréchet numerable es SS ([BD1]), entonces

existe una selección Fn ∈ [Dn]<ω tal que
⋃

n∈ω Fn es densa.

Dado que el espacio es Fréchet y x ∈
⋃

n∈ω Fn, existe una sucesión Sx ⊂
⋃

n∈ω Fn con-

vergiendo a x. Por la definición de los D’s, tenemos que Sx es casi ajeno a U̇−
p para cada

p ∈ Fn(L, 2) que extienda a p0. Por otro lado, dado que Sx converge a x, tenemos por elemta-

ridad que Sx converge a x en el modelo final, y entonces debe existir una condición p la cual

fuerza que Sx está casi contenida en U̇ , lo cual es una contradicción. %



Comentarios y preguntas

Es claro que la pregunta de Malykhin (en su generalidad) permanece aún abierta. Sin

embargo, nuestro Teorema 4.21 motiva la siguiente pregunta.

4.26. Pregunta. ¿Tiene el problema de Malykhin una respuesta negativa en nuestro mo-

delo?

Más aún, los Teoremas 4.21 (b) y 4.25 junto con el Teorema 1.15 (c), nos muestran que en

principio podŕıa ser que la estructura algebraica no juegue un papel importante en el problema

de Malykhin.

4.27. Pregunta. ¿Es consistente con ZFC que cada espacio de Fréchet numerable tenga

π-peso numerable?

Hasta este momento no sabemos si la misma conclusión del Teorema 4.25 se sigue también

en nuestro modelo. Es claro que una respuesta afirmativa a esto junto con el Teorema 4.21 (b),

nos daŕıan una respuesta en el sentido positivo a la pregunta anterior, y con ello una respuesta

en el sentido negativo a la pregunta de Malykhin.

Con relación al Lema 4.20, el cual es una pieza clave para poder obtener el Teorema 4.21

(c), queremos mencionar que es suficiente con que el conjunto Af tenga almenos un punto de

acumulación en cualquier topoloǵıa de grupo Fréchet sobre el grupo G, para que los mismos

argumentos que prueban el Teorema 4.21 (c) prueben de hecho el teorema de metrización que

se busca.

Por otro lado, a lo largo de este trabajo, vimos como la noción de γ-conjunto se encuentra

estrechamente relacionada con las construcciones de ejemplos consistentes a la pregunta de

Malykhin. Como se vió, las construcciones que se conocen hasta al momento (incluyendo lo

que hemos hecho con los γG-conjuntos) usan axiomas que también son suficientes para producir

un γ-conjunto no numerable. Nos parece poco probable, pero por el momento no sabemos si

la existencia de un grupo topológico Fréchet numerable no metrizable implica la existencia de

un γ-conjunto no numerable (véase Pregunta 2.23). De hecho, no sabemos si la existencia de

un γG-conjunto no numerable implica la existencia de un γ-conjunto no numerable.

4.28. Pregunta. ¿Es consistente con ZFC que cada γ-conjunto sea numerable pero exista

un γG-conjunto no numerable para algún grupo G?

55
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Sin embargo, pensamos que las técnicas que hemos desarrollado en el Caṕıtulo 4 pueden

ser de gran utilidad para poder contestar esta pregunta en el sentido positivo.
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2011.
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