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Introduccion

Desde los inicios de la topologia general, los problemas de metrizacién para ciertas clases
de espacios topoldgicos, han sido siempre de gran interés. Por ejemplo, para la clase de grupos
topoldgicos el teorema clsico de metrizacién de G. Birkhoff y S. Kakutani ([Bi],[Ka]) que data
de 1936 establece que un grupo topolégico T} es metrizable si y sélo si es primero numerable.
Si se debilita la condicién primero numerable, por nociones més débiles como la propiedad de
Fréchet-Urysohn, es natural preguntarse si todavia se tiene un teorema de metrizacién. Recor-
demos que un espacio topolégico Hausdorft X es Fréchet-Urysohn (o simplemente Fréchet) si
para cada punto z € X que esté en la cerradura de un conjunto A C X, existe una sucesion
de elementos de A que converge a x. La propiedad de Fréchet es un debilitamiento natural
de primero numerable que ha sido estudiado ampliamente en la literatura. Existen grupos to-
polégicos Fréchet no separables los cuales son no metrizables, un ejemplo de tales grupos es
G = {g € 2*': |supp(g)| < w}. Asi, V. I Malykhin en 1978 ([Ar4],[GS], [MT]) propone el

siguiente problema.
sExiste un grupo topoldgico Fréchet separable no metrizable?

Dado que un grupo con un subgrupo denso metrizable es metrizable, entonces el problema puede
ser reformulado preguntando por la existencia de un grupo topoldgico Fréchet numerable no
metrizable.

Es bien conocido desde los inicios que el problema de Malykhin es realmente una pregunta
de consistencia. Por ejemplo, en el tiempo en que Malykhin propone dicho problema, se conocia
que si se asume p > w; y G es un grupo topoldgico metrizable separable con almenos dos
elementos, entonces G*! es un grupo topolédgico Fréchet separable el cual no es metrizable. Por
tanto, para poder dar una solucién al problema de Malykhin, o bien existe un ejemplo para
dicha pregunta en ZFC 6 consistentemente se tiene un teorema de metrizacién para grupos de
Fréchet separables. Por tal razén, en la literatura el problema de Malykhin es conocido también
como el problema de metrizacion para grupos de Fréchet ([MT]). Este problema ha sido de
interés durante todo este tiempo hasta convertirse en uno de los problemas principales de la
topologia de conjuntos ([HM]), y muy en particular en una vieja pregunta de la estructura
general de grupos topoldgicos ([Ar4], [AT]).

Diversos autores han obtenido soluciones parciales en el sentido positivo. En [Ny2] y [Ny3]
P. J. Nyikos muestra que bajo cualquiera de las siguientes condiciones: p > wi, p = b y la

existencia de un y-conjunto no numerable, existe una topologia de grupo Fréchet no metrizable

111



v INTRODUCCION

sobre el grupo Booleano ([w]<¥, A) de los subconjuntos finitos de w con la diferencia simétrica
como operacién de grupo. Es bien conocido que p = non(vy-conjunto) ([GN]), en particular,
todo espacio métrico separable de tamano < p es un y-conjunto, y recientemente T. Orenshtein
y B. Tsaban en [OT] prueban que p = b implica la existencia de un y-conjunto de cardinalidad
p. Entonces, de hecho, la existencia de un vy-conjunto no numerable es una condicién mas
débil que las condiciones antes mencionadas. Otro ejemplo consistente de un grupo topoldgico
Fréchet separable no metrizable puede ser obtenido de un v-conjunto no numerable usando
resultados de la teorfa de Cp(X). En [GN] J. Gerlits y Zs. Nagy prueban que Cp,(X) es Fréchet
separable no metrizable si y s6lo si X es un y-conjunto no numerable. Ellos también notan que
todo y-conjunto es de medida fuertemente cero, luego no hay y-conjuntos no numerables en el
modelo de Laver para la consistencia de la conjetura de Borel ([La]).

Por otro lado, nociones de la teoria de Ramsey asi como técnicas de la teoria descriptiva
de conjuntos (e.g., teorfa de juegos topoldgicos infinitos y determinacién) han permitido dar
resultados parciales en el sentido negativo. Identificando al conjunto potencia P(w) con el es-
pacio de Cantor 2¢, como cada topologia 7 sobre w es en particular un subconjunto de P(w),
entonces es claro qué significa cuando se dice que T sea cerrada, abierta, G, Borel, analitica,
etc. Desde sus inicios, la teoria descriptiva de conjuntos, ha puesto en evidencia que los axio-
mas usuales de la teoria de conjuntos (ZFC) pueden decidir, en términos generales, cualquier
pregunta sobre conjuntos analiticos. En este contexto, dado que los ejemplos consistentes a la
pregunta de Malykhin que se conocen son todos ellos no definibles, entonces cabe la pregun-
ta de si existen ejemplos definibles (e.g., de complejidad analitica). En [TU] S. Todoréevié y
C. Uzcéategui prueban que no hay ejemplos definibles de complejidad analitica a la pregunta
de Malykhin, en otras palabras, ellos prueban que un grupo topoldgico Fréchet numerable es
metrizable si y sélo si su topologia es analitica.

El propésito de esta tesis es hacer un estudio del problema de Malykhin. Entre las prin-
cipales contribuciones del presente trabajo se encuentra la solucién al caso precompacto del
problema de Malykhin, probando que es consistente con ZFC que todo grupo Abeliano nume-
rable admita una topologia de grupo Fréchet precompacta no metrizable (Corolario 3.10), y
probando también que es consistente con ZFC que todo grupo Fréchet precompacto separable
es metrizable (Teorema 4.21 (c¢)). Teniendo asi que la pregunta de Malykhin para el caso pre-
compacto es independiente de ZFC. En la busqueda de una soluciéon completa al problema de
Malykhin, hemos obtenido también que es consistente con ZFC y la negacién de la hipdtesis
del continuo que todo grupo Fréchet separable de peso menor que el continuo es metrizable
(Corolario 4.24). Estos resultados nos hacen pensar que es plausible tener consistentemente un
teorema de metrizacion para grupos de Fréchet separables, y con ello tener que la pregunta de
Malykhin es independiente de ZFC.

La tesis estd dividida en cuatro capitulos. En el Capitulo 1 se dan las definiciones, con-
venciones y notaciones, asi como algunos resultados bésicos que se usaran a lo largo de este

trabajo.
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En el Capitulo 2 se hace un recuento de los resultados parciales mas relevantes que varios
autores han dado al problema de Malykhin a lo largo de todo este tiempo.

En el Capitulo 3 realizamos un estudio de las topologias de grupo Fréchet precompactas
sobre grupos Abelianos numerables. Para cada grupo Abeliano numerable G, introducimos
la nocién de vyg-conjunto, y con ayuda de la teoria de dualidad de Pontryagin-van Kampen
([Po], [vKa]), demostramos que la existencia de una topologia de grupo Fréchet precompacta
Hausdorff no metrizable sobre G es equivalente a la existencia de un yg-conjunto no numerable
que separa puntos de G (Corolario 3.7). La nocién de yg-conjunto guarda una estrecha relacion
con la nocién de y-conjunto, e.g., probamos que la existencia de un y-conjunto no numerable es
suficiente para que exista un yg-conjunto no numerable que separa puntos de G para todo grupo
Abeliano numerable G (Corolario 3.10). Estudiando un poco mds la nocién de yg-conjunto,
demostramos que para cualquier grupo Abeliano numerable G, la minima cardinalidad de
un subconjunto del grupo dual G* que no sea un ~g-conjunto es justamente el ntimero de
pseudointerseccién p (Teorema 3.15). El material comprendido de este capitulo se ha presentado
en [HR1].

Finalmente, en el Capitulo 4 trataremos ciertos aspectos combinatorios del forcing de
Laver-Prikry Lz asociado a un filtro libre F sobre w, los cuales se encuentran estrechamente
relacionados con el problema de Malykhin. Este andlisis combinatorio nos permitird probar
entre otras cosas la consistencia de un teorema de metrizacién para grupos de Fréchet pre-
compactos (Teorema 4.21 (c)) y la consistencia de un teorema de metrizacién para grupos de
Fréchet de peso pequetio (Corolario 4.24). Los resultados presentados en este capitulo estdn

siendo reportados en [HR2].

ULISES ARIET RaMOS GARCiA
Mayo 2012
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Capitulo 1

Preliminares

Asumimos del lector estar familiarizado con el lenguaje y los conceptos basicos de la teoria
de conjuntos (incluyendo el método de “forcing”). También asumimos estar familiarizado con
los conceptos basicos de la topologia general y de la estructura general de grupos topolégicos.
En este capitulo se incluyen algunos de estos conceptos que vamos a utilizar a lo largo de
todo el trabajo. Aunque més bien el propdsito de este capitulo es fijar la notacién para luego
introducir al lector al tema que nos ocupa. Para los conceptos basicos de la teoria de conjuntos,
incluyendo lo bésico de forcing iterado, nos remitimos a [Ku]. Tépicos avanzados en la teoria
de forcing iterado pueden encontrarse en [Ba] y [BJ]. En [En], el lector podréd encontrar una
exelente introduccién a la topologia general. También una referencia usual en topologia general
es [HNV]. Para una introduccién a la estructura general de grupos topoldgicos, y muy en
particular lo referente a la teoria de dualidad de Pontryagin-van Kampen, remitimos al lector
a [AT] y [HR].

Otro propésito de este capitulo es establecer algunos resultados de la literatura de modo
que podamos referirnos a ellos en capitulos posteriores. Los resultados donde no se indique
una referencia es por que ellos forman parte del folklore de la literatura. En caso de que no se
proporcione una prueba de un resultado, tal prueba puede encontrarse en una de las referencias

citadas.

1. Teoria de conjuntos

La notacion de teoria de conjuntos que se usara durante todo el trabajo es en su mayoria la
usual y se sigue de [Ku]. En particular, la axiomatica usual de Zermelo-Frankel con Axioma de
Eleccién, serd denotada por ZFC. Muy amenudo, en la teoria de conjuntos, se utilizan modelos
de fragmentos “suficientemente grandes”de ZFC. Reservamos el nombre ZFC* para referirnos
a estos fragmentos y no abundaremos en precisar la definiciéon de “suficientemente grande”.

Utilizaremos las letras griegas x, A, 6 para denotar nimeros cardinales infinitos, «, (3, 7, §
para referirnos a numeros ordinales, y i, j, k, £, n, m para denotar nimeros naturales. El primer
cardinal infinito es denotado por w o Ny, w1 0 Ny representa el primer ordinal no numerable
y ¢ es la cardinalidad del conjunto potencia de w. En este sentido, la hipdtesis del continuo
(CH) afirma que ¢ = wy. Para dos conjuntos X, Y su diferencia simétrica es denotada por
XAY = (X\Y)U (Y \ X). Si X es un conjunto, su conjunto potencia es denotado por P(X).

Los simbolos [X]*, [X]<" denotan a la coleccién de todos los subconjuntos de X de cardinalidad

1



2 1. PRELIMINARES

Ky menor que k respectivamente. XY denota al conjunto de todas las funciones de X en Y.
Ocasionalmente, en particular si X =Y =w osi X =w y Y = 2, escribiremos Y para el
mismo conjunto, esperando que esto no se preste a confusion. El dominio y rango de una funcién
f son denotados por dom(f) y ran(f) respectivamente. También, la preimagen y la imagen de
un conjunto X bajo una funcién f serd denotado por f~[X]y f[X] respectivamente. Como es
usual, una funcién es en s una gréfica f C dom(f) x ran(f). La cardinalidad de un conjunto
X es denotada por | X|y 2/%! es la cardinalidad de 2. Si | X| < w, entonces diremos que X es
contable o numerable.

Si X es un conjunto, entonces F | X denotard {FFNX: F € F}, donde F es una coleccién
de conjuntos, y f [ X denotard la restriccion de f en A, si f es una funcién. Usamos el

)

simbolo ‘[’ en dos sentidos diferentes, esperando que esto no se preste a confusién. Por V> y
3°° denotamos los cuantificadores “para todos salvo una cantidad finita” y “existe una cantidad
infinita” respectivamente.

Para A,B C w y funciones f,g: w — w escribimos A C* Bsi [A\B| <wy f <*yg
si [{n: f(n) > g(n)}| < w. Recordemos que una familia de subconjuntos de w es centrada si
cualquier subfamilia finita tiene interseccién infinita. El ndmero de pseudointerseccion p es la
minima cardinalidad de una familia centrada de subconjuntos de w sin pseudointersecciones
infinitas (i.e., sin cota inferior comin en el orden C*). El nidmero de acotacion b es la minima
cardinalidad de una familia no acotada de funciones en w* con respecto al orden <*. Es facil
ver que wi; < p<b<e

Una familia Z C P(X) de subconjuntos de un conjunto dado X es un ideal si

(1) para A,B €Z, se tieneque AUB€Ty
(2) siAeZy BC A, entonces BeT.

A su vez este es propio si
(3) X ¢ 1.
Una familia F C P(X) es un filtro (propio) si F* = {X \ A: A € F} es un ideal (propio).

Al ideal F* se le conoce como el ideal dual del filtro F, y de una manera aniloga podemos
definir Z*, como el filtro dual del ideal Z. Denotaremos por Fin(X) al ideal de todos los subcon-
juntos finitos de X. Para X numerable, Fin(X) serd abreviado simplemente por Fin, conocido
también como ideal de Fréchet. Cabe mencionar que a lo largo de este trabajo normalmente
s6lo consideraremos ideales propios que contengan a Fin(X). Decimos que un ideal Z sobre X
es alto si para cada Y € [X]“ existe I € 7 tal que I NY es infinito. Dado un ideal Z sobre un
conjunto X, denotamos por Z7 a la familia de los conjuntos Z-positivos, i.e., subconjuntos de
X que no pertenecen a Z. Para un ideal Z sobre un conjunto X, se define el ideal ortogonal de
7, denotado por Z+, como el ideal de todos los subconjuntos de X que tienen interseccién finita
con cada elemento de Z. Asi, Z C Z++ y T+ = T+, La cofinalidad de un ideal Z, cof(Z), es
la minima cardinalidad de una familia 7 C 7 tal que cada miembro de Z estd contenido en

algin miembro de la familia F. Una familia F con esta tdltima propiedad es conocida como



1. TEORIA DE CONJUNTOS 3

una familia cofinal en Z. Dado F un subconjunto de P(w) (usualmente un filtro ) y f: w — w
denotemos por f[F] al conjunto {X C w: f~1X] € F}, y por Aut(F) a la coleccién de todas
las permutaciones f sobre w tales que f[F] = F.

Consideraremos sobre todo ideales y filtros sobre conjuntos numerables. En este caso, de
hecho podemos pensar tipicamente que son ideales o filtros sobre w.

Dados A, B dos subconjuntos infinitos de w, decimos que A y B son casi ajenos si AN B
es finito. Una familia 4 de subconjuntos infinitos de w es llamada una familia casi ajena si A
y B son casi ajenos para cualesquiera A, B € A con A # B. Dada una familia casi ajena A
denotamos por Z(A) al ideal generado por A.

Consideramos a P(w) equipada con la topologia natural inducida por la identificacién de
cada subconjunto de w con su funcién caracteristica, donde 2* viene dado con la topologia
producto. Decimos que un ideal Z es un ideal Borel (analitico, coanalitico, . ..) sobre w si Z es
un ideal sobre w y 7 es Borel (analitico, coanalitico, .. .) en esta topologia. Lo mismo aplicard a
los filtros. En particular, recordemos que si X es un espacio Polaco y A C X, entonces A es
un conjunto analitico si existe un subconjunto de Borel (equivalentemente, un subconjunto
cerrado) B de w* y un mapeo continuo f: w* — X tal que f[B] = A.

Dado un conjunto X y s € X<%, denotamos al cono de s por (s) = {f € X¥: s C f}.
Por st denotamos la concatenacion de las sucesiones s y t en X, y si z € X entonces sz
denotard a s~ (z). Recordemos que T C X <% es un drbol si para cada s € T y cada t C s,
entonces ¢t € T. Si A es una familia de subconjuntos de X, un arbol T' es A-ramificado si
sucer(t) ={x € X:t"x € T} € Aparacadat € T. Finalmente, [T] = {f € X“:Vnecwf |
n € T} denotard a la familia de ramas de T

Las definiciones y propiedades de teoria descriptiva de conjuntos que se utilizen en lo
subsecuente y no se hayan establecido de manera explicita a lo largo del trabajo, pueden
consultarse en [Ke].

Una parte considerable del presente trabajo tiene que ver con resultados de consistencia
obtenidos mediante extensiones de forcing. Remitimos al lector a [Ku| para lo referente a la
teroria bésica de forcing.

Recordemos que un orden parcial es una pareja (P, <) tal que P # ) y < es una relacién
sobre P que es transitiva y reflexiva (Vp € P (p < p)). Como es usual escribiremos P en vez de
(P, <) si < es clara en el contexto. Dos elementos p,q € P son llamados compatibles, si ellos
tienen una cota inferior comun y son llamados incompatibles en caso contrario.

Por una nocién de forcing entendemos un orden parcial (P, <) tal que para cada p € P
existen elementos incompatibles ¢,7 € P con ¢,r < p. Interpretamos p < ¢ como “p extiende
a q’, “p es mds fuerte que q¢° o “p tiene mds informacion que q”. La frase “p incompatible
con q” es denotada por p L q. Los elementos de P seran llamados condiciones. Finalmente, IFp
denotard la relacién de forcing asociada con P.

Una anticadena es un conjunto formado por elementos incompatibles por parejas. P sa-

tisface la condicion de cadena contable (ccc) o condicion de anticadena contable, si todas sus
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anticadenas son contables. Un subconjunto D C P es denso si cada elemento de P es > a un
elemento de D. G C P es un filtro si es cerrado superiormente y cualesquiera dos elementos
de este son compatibles. Si D es una familia de subconjuntos densos de P, entonces G C P es
llamado D-genérico si intersecta a cada D € D.

El azioma de Martin (MA) afirma que si D es una familia de subconjuntos densos de
un conjunto parcialmente ordenado P con la ccc y |D| < ¢, entonces existe G C P un filtro
D-genérico.

Por el término modelo entendemos un conjunto con una relacién €. Para modelos N, M
decimos que N es un submodelo elemental de M, N < M, si para cada férmula ¢(z1,...,z,)

v ai,...,a, € N, se tiene que

N = o(at,...,an) © M E ¢(ai,...,a,).

La jerarquia acumulativa de conjuntos es definida como Vo =0, Vo1 = P(Vy), vy Vi =
Ua<a Vo para A un ordinal limite. V = [

On denota a la clase de los nimeros ordinales. Para z € V, sea rank(z) = min{a: = € V,}.

acon Ya s un modelo canénico de ZFC, donde

Uno de los modelos de ZFC™ que es usado muy amenudo es H(f), la coleccién de todos
los conjuntos de cardinalidad hereditariamente menor que 6. Trabajaremos con H(6), donde 6
es un cardinal regular “suficientemente grande”.

Durante el presente trabajo haremos uso de la técnica de forcing iterado, aunque para
nuestros propositos solo haremos referencia a construcciones de forcing iterado con “soporte
finito”.

Recordemos que si P es una nocién de forcing y Q es un P-nombre para una nocién de
forcing, entonces podemos forzar en V¥ con Q para obtener una nueva extensiéon (VP)Q. Existe
una sola nocién de forcing P+Q (lamada la iteracién o composicion de las nociones de forcing
Py Q) tal que la extensién VPQ o5 canénicamente isomorfa a (VP)Q. La iteracién P x Q es
definida como el conjunto de todas las parejas (p,q) tal que p e Py p IFp “¢ € Q”. El orden

<p <O viene dado por
(P, d) <pyo 0, 0) <P AP e “4<y ¢
1.1. LEMA ([Ku)). Sean P y Q como arriba. Entonces
(1) si G CP es genérico sobre V, H C Qg genérico sobre V[G], entonces
GxH={(p,4): pe G, jccH}

es genérico para P+ Q sobre V y V|G « H] = V[G][H], y
(2) si F C PxQ es genérico sobre V, entonces G = {p: 34 {(p,q) € F} es genérico para P
sobre V, H = {jg: Ip € G (p,q) € F} es genérico para Q sobre V[G] y F = G+ H. O

Este lema nos permite identificar canénicamente P x Q-nombres con P-nombres para ele-

mentos de Q
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Sea 0 un ordinal y sea Z un ideal (no necesariamente propio) sobre § con Fin(d) C Z. Una

construccion de forcing iterado de longitud  con soporte en Z, es un objeto de la forma
<]P)aaQa: a < 5>7
donde

(1) Py = limz(Ps,Qp: B < ), y
(2) IFp, “Qq es una nocién de forcing”,

donde limz (Pg, Qg: B < a) es el conjunto de funciones sobre « tal que

(i) p | BlFe, “p(B) € Q" para B < a,y
(ii) {B: p(B) # 1p,} € L.
Para p,q € limI<Pg,Qﬁ: B < a) se define

p<qge VB <alglBIF“p(B) <q, a(B)”)

B

supp(p) = {B: p(B) # 1, }.

Es fécil ver que el mapeo que manda a cadap € Po41 a (p | @, p(«)) es un isomorfismo entre
Poi1 = h’mﬂ]P’g,Qg: B <a+l)yP, * Qp. También, si p € P53 podemos definir p(y) = 1p,
para v > (3. De esta manera podemos tratar a Pg como un subconjunto de P, para a > §.
En caso de que 7 = Fin(4), entonces diremos que Py = (P, Qa: o < ) es una iteracion con
soporte finito. Para més detalles en la teoria de forcing iterado, remitimos al lector también a
[Ba] y [BJ).

2. Topologia

Para un espacio topoldgico X, denotemos por 7(X) (o simplemente por 7) a la topologia
del espacio X. Sea A C X, denotaremos a la cerradura de A en X por Clx(A) o bien por
A si esto no se presta a confunsién. El interior de A (el conjunto abierto en X més grande
contenido en A) serd denotado por Intx (A) o simplemente Int(A) si esto también no se presta
a confunsion. En este sentido, A es llamado nunca denso, si su cerradura tiene interior vacio,
en simbolos, Int(A) = ) (o, equivalentemente, si el complemento de su cerradura es denso), y
es llamado denso en alguna parte en otro caso. La coleccién de todos los subconjuntos nunca
densos del espacio X serd denotada por nwd(X).

Sea A un conjunto y X un espacio, entonces X4 tendr4 la topologfa producto. Si (X;: i € I)
es una familia de espacios topolégicos y X = Il;c; X; es su producto cartesiano, m;: X — X;
representard la ¢-ésima proyecciéon de X para cada i € I.

Todos los espacios considerados son al menos regulares 77, y ocasionalmente completamente
regulares, esto sera claro por el contexto.

Recordemos que una subfamilia B de una topologia 7 de un espacio X es una base para

X, si cada elemento de 7 es la unién de una subfamilia de B. Asi, el peso de un espacio X es
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definido como
w(X) = min{|B|: B es una base de X} + w.
Una 7-base en X es una familia V de abiertos no vacios en X tales que si U es abierto y

no vacio en X, entonces V' C U para alguna V € V. El m-peso de X es definido entonces por
mw(X) = min{[V|: V es una m-base en X} + w.
La densidad de X es definida por

d(X) = min{|D|: D es un subconjunto denso en X} + w.
1.2. OBSERVACION. d(X) < mw(X) < w(X).

Sea X un espacio, x € X y V una familia de abiertos no vacios en X. V es una m-base
local en x si para cada vecindad U de x existe V € V con V C U. Si ademés se cumple que
x € V para toda V € V, entonces V es una base local en x. El w-cdractery el cardcter en x son

definidos como

mx(x, X) = min{|V|: V es una m-base local en =} + w

x(z, X) = min{|V|: V es una base local en z} + w,
respectivamente. Asi, el w-cdracter de X y el cardcter de X son definidos por

mx(X) = sup{mx(z, X): z € X}

X(X) = sup{x(z, X): v € X},

respectivamente.

1.3. OBSERVACION. mx(z,X) < x(z,X) para z € X, luego mx(X) < x(X). También se
sigue facilmente que mx(X) < 7w(X) y x(X) < w(X).

Recordemos que un espacio X es llamado primero numerable si x(X) = w. Denotemos por
n(x) a la coleccién de todos los conjuntos abiertos de X que contienen al punto .

Para un espacio topolégico X y un punto z € X, decimos que S C X converge a x
(denotado por S — z), si cada vecindad de x contiene a todos los puntos de A salvo una
cantidad finita. Una de las generalizaciones méas naturales y antigiias del concepto de primero
numerable en un espacio topolégico, es sin duda la propiedad de Fréchet-Urysohn. Un espacio
topolégico Hausdorft X es Fréchet-Urysohn si para cualquier subconjunto A C X y cualquier
punto x € A existe una sucesién (tipicamente no trivial) S C A tal que S — x. Para nuestra
comodidad, abreviaremos y llamaremos a tales espacios simplemente espacios de Fréchet.

La estrechez de un punto = en un espacio topologico X es el cardinal infinito mas pequeno

% con la propiedad de que si x € A con A C X, existe E C A tal que z € E y |E| < x. Este
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ntmero cardinal es denotado por ¢(x, X). La estrechez de un espacio X es el supremo de todos
los nimeros ¢(x, X) para x € X, el cual es denotado por ¢(X). Asi, todo espacio Fréchet tiene
estrechez numerable.

Las definiciones y propiedades topoldgicas que se utilizen en lo subsecuente y no se hayan
establecido de manera explicita en esta seccion o a lo largo del trabajo, pueden consultarse en
[En].

3. La propiedad de Fréchet idealizada y las a;-propiedades

Dado un espacio X y un punto x € X, denotemos por Z, al ideal dual del filtro de
vecindades de z, i.e., Z, = {A C X: z ¢ A}.

1.4. OBSERVACION. (1) Si X es numerable, entonces los miembros infinitos de Z;- son
precisamente las sucesiones convergentes a .

(2) El espacio X es Fréchet en x si y sélo si para cada A € T} existe S € [A]“ tal que
S € T, o equivalentemente, para cada A € Z;F el ideal Z,. | A no es alto.

La observacién anterior nos muestra el lenguaje combinatorio que se encuentra detréds de
la propiedad de Fréchet. Este lenguaje serd el que usaremos a lo largo de todo el trabajo.

Por otro lado, a un ideal Z sobre un conjunto X, podemos asociarle de una manera natural
un espacio topolégico X7 de la siguiente manera. El conjunto base es X U {Z}, los elementos
de X son aislados y las vecindades basicas de Z son de la forma {Z} U (X \ I), con I € Z. Pues
bien, es facil ver que X7 es Fréchet si y s6lo si Z = Z11. De hecho, esto dltimo es lo que motiva

la definicién de que un ideal Z es Fréchet si T = Z++.

1.5. OBSERVACION. (1) Todo ideal numerablemente generado es Fréchet. En particu-
lar, el ideal Fin es Fréchet.

(2) Z no es Fréchet si y sdlo si existe A € ZT tal que Z | A es alto.

(3) It es siempre Fréchet.

Con el objetivo de estudiar la propiedad de Fréchet en el producto topolégico, A. V.
Arhangel’skii en [Arl] y [Ar2], introduce como una herramienta para su estudio, las ay-
propiedades.

Un espacio X es un «;-espacio, para i € {1,2,3,4}, si para cada z € X y cada sucesién
(I.)new C T \ Fin(X), existe I € T tal que

ay: Para cadan € w, I, C* I, es decir, T} es un P-ideal.
ag: Para cadan € w, I, N I es infinito (equivalentemente, I,, N I # () para cada n € w).
a3: Existe una infinidad de n’s en w tal que I,, N I es infinito.

ay: Existe una infinidad de n’s en w tal que I, N 1 # 0.

Notemos que estas definiciones tienen sentido también en cualquier ideal sobre un conjunto

arbitrario. Aunque las definiciones de las a;-propiedades tienen sentido en cualquier espacio
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topoldgico, nosotros sélo las consideraremos en la clase de los espacios de Fréchet, los cuales
en general serdn numerables.

Unas consecuencias inmediatas que podemos notar, son las siguientes

a1 (%) Qs Oy

/

Primero
numerable

™

Fréchet

Métrico ——

Las a;-propiedades han sido estudiadas por diversos autores a lo largo de todo este tiempo,
y se sabe entre otras cosas, que se pueden distinguir entre si en la clase de los espacios de Fréchet
numerables, aunque dos de ellas sélo se puedan distinguir consistentemente. En este punto, no
abundaremos en muchos detalles, salvo en los resultados que seran necesarios para el desarrollo
del presente trabajo.

La siguiente proposicién nos muestra el papel que tiene el invariante cardinal p (resp., b)

para que un espacio numerable X sea Fréchet (resp., @1) en un punto z.

1.6. TEOREMA ([Ny3]). Sea X un espacio numerable y x un punto en X. Entonces

(1) Six(z,X) < p, entonces X es Fréchet en x. Mds ain, esta cota es dptima, es decir,
existe un espacio numerable X y un punto x € X con x(x,X) = p tal que X no es
Fréchet en x.

(2) Six(z,X) <b, entonces X es aq en x. También esta cota es dptima, es decir, existe

un espacio numerable X y un punto x € X con x(x,X) =b tal que X no es a1 en x.

DEMOSTRACION. Empecemos traduciendo esto 1ltimo al lenguaje de ideales. Asi, la pro-
piedad de que X sea Fréchet (resp., a1) en x se traduce en que el ideal Z, sea Fréchet (resp.,
a1), v x(z, X) se traduce en cof(Z;). Con esto en mente, pasemos entonces a probar la versién
idealizada de esta proposicion.

(1) Sea 7 un ideal sobre w tal que cof(Z) < p y sea Y € ZT. Tomemos J un subconjunto
cofinal en Z con |J| = cof(Z), y hagamos Y = {Y \ J: J € J}. Como Y € I* entonces
Y C [Y]“. Ahora, del hecho de que J es cofinal en Z, nos es dificil ver que Y forma una familia
centrada, luego | Y| < p implica la existencia de una pseudointerseccién C' € [Y]“ de la familia
Y. De aqui es inmediato ver que C € Z+, y por lo tanto T es Fréchet.

Para la otra parte, tomemos una familia centrada U C [w]* de tamano p sin pseudointer-
secciones infinitas, y consideremos el ideal 7 generado por la familia {w \ U: U € U}. Pues
bien, el ideal 7 es alto. En efecto, sea Y € [w]¥ entonces Y no es una pseudointerseccién de la
familia U, luego existe U € U tal que C =Y \ U (el cual pertenece a Z) es infinito. Asi, Z no es
Fréchet y la cof(Z) = p, y entonces el espacio asociado Xz no es Fréchet en Z y x(Z, X1) = p.
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(2) Sea Z un ideal sobre w tal que cof(Z) < b y sea (I,)necw € Z+ \ Fin. Tomemos J
un subconjunto cofinal en Z con |J| = cof(Z). Definamos para cada J € J una funcién
f7 € w¥ dada por f;(n) =min{m € I,,: k ¢ J para cada k € I, con k > m}, luego |J| < b
implica la existencia de una funcién f € w* tal que f; <* f para toda J € J. Sea I =
Uncolm € I,: f(n) < m}, entonces claramente I,, C* I para toda n € w. Por otro lado,
si J € J entonces existe my; € w tal que f;(n) < f(n) para toda n > my, por lo que
JINUpsm,Am € In: f(n) <m} =0,y dado que U, ,,, , {m € I,: f(n) <m} CU, ., In, se
sigue entonces que I N .J es finito. Asi, I € Z+ \ Fin, y por lo tanto Z es «;.

Para la otra parte, tomemos (f,: @ < b) una b-sucesién <*-creciente de funciones no
decrecientes en (w*, <*) no acotada. Ahora, para cada a < b, sea Ay, = {(n,m) € w x w: m <
fa(n)} y considerese el ideal Z en w x w generado por la familia {A,: a < b}. Pues bien, el
ideal Z no es ay y la cof(Z) = b. En efecto, que la cof (Z) = b es claro, ahora para ver que Z no
es oy, sea I, = {n} x w para cada n € w, entonces (I,,)nc, € Z+ \ Fin. Ahora, supongamos que
para algun I C w X w se tiene que I,, C* I para toda n € w, entonces definamos f € w* dada
por f(n) = min{m € w: (n, k) € I, NI para toda k > m}, luego existe « < by N € [w]“ tal
que fo(n) > f(n) para toda n € N, pero esto quiere decir entonces que I N A, es infinito. Por

lo tanto Z no es ;. Asi, el espacio asociado X7 no es ay en Z 'y x(Z, Xz) = b. ([l

Veamos ahora algunas relaciones que existen entre las a;-propiedades y algunos juegos
topoldgicos infinitos.

Sea X un espacio topolégico y « un punto en X. El juego abierto-punto, Gop(x, X), intro-
ducido por G. Gruenhage en [Gr] es definido de la siguiente manera. Este juego es jugado por
dos jugadores, I y II. En el n-ésimo paso (n € w), el jugador I elige un subconjunto abierto
U, de X alrededor de z, y el jugador II elige un punto x,, € U, \ {z}. I gana si la sucesién
(Tn)new converge a z, en otro caso II gana.

Como es usual, una estrategia para el jugador I es un mapeo p: (X \ {z})<* — n(z), y
una estrategia para el jugador II es un mapeo o: n(z)<% \ {0} — X \ {z} tal que para cada
n € w y para cada s € n(x)" se tiene que o(s) € s(n — 1). Una estrategia p para I es una
estrategia ganadora si para cada f € X“ con f(n) € p(f | n) para cada n € w se tiene que

x € ran(f). Similarmente, o es una estrategia ganadora para I1, si para cada f € n(x)“ se tiene

que x ¢ {o(f [ n): n € w}.

1.7. LEMA (Folklore). Sea X un espacio topoldgico. Entonces

(a) Si X es numerable, entonces I tiene estrategia ganadora si y sélo si x(z,X) = w.

<w

(b) II tiene estrategia ganadora siy solo si existe T C (X \{x})<“ un drbol de ramificacion

en I} tal que [T] C (ZH)*.

DEMOSTRACION. (a) Sea p una estrategia para I y supongamos que x(z, X) > w. Dado
que ran(p) es numerable, entonces existe U € n(z) tal que p(t) ¢ U para toda t € (X \ {x})<¥.

Asi, si IT elige 2, € U, \ U en el paso n, entonces la sucesion (x,,)ne,, no convergerd a x, luego
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p no puede ser una estrategia ganadora para I. Por lo tanto, si I tiene estrategia ganadora
entonces x(z, X) = w.

Para el otro sentido, supongamos que x(x, X) = w, entonces existe una base numerable
{U, € n(z): n € w} alrededor de x de tal manera que U,+1 C U, para cada n € w. Asi, la
estrategia ganadora para I es que en el paso n elija U,.

(b) Supongamos que o: n(x)<“\{0} — X \{x} es una estrategia ganadora para II, entonces
construyamos por induccién un drbol T C (X \ {z})<“ poniendo ) € T' y si s € T entonces
es posible encontrar una sucesién finita 5 € n(z)<“ tal que dom(s) = dom(s) y para cada n
en dom(s) se tiene que s(n) = o(3 [ n) y s [ n =3 | n. Entonces s”y € T si y sélo si existe
U € n(z) tal que o(3°U) = y. Fija esta U ponemos s~n = 5~U. Como o es una estrategia,
es claro que T es un drbol de ramificacién en Z, y como esta estrategia es ganadora entonces
[T] < (Z3)*

Para el otro sentido, supongamos que existe T C (X \ {z})<¥

un arbol de ramificacién
en Z} tal que [T] C (Z;5)*. Entonces la estrategia que hace ganar a II es la siguiente. En
la primera jugada II debe elegir zg € Uy N sucer(0), luego para la jugada n > 1 debe elegir
xn € U, Nsucer(zy,—1), siendo z,—1 lo que jugd en la jugada n—1. Asi (z,)new € T y entonces

(Tn)new MO converge a . O

1.8. ProPoOsSICION (Folklore). Supongamos que X es un espacio de Fréchet en x, entonces

IT no tiene estrategia ganadora si y solo si X es ag en x.

DEMOSTRACION. Supongamos que II no tiene estrategia ganadora, entonces para cada
arbol T C (X \ {z})<¥ existe f € [T] tal que ran(f) € Z-. Ahora, sea (I,)new C I \ Fin(X),
y consideremos T = {s € (X \ {z})<¥: s(n) € I,, para cada n < |s|}. Entonces T' es un arbol
de ramificacién en Z;, luego existe f € [T] con ran(f) € Z;- \ Fin(X). Pues bien, si I = ran(f)
entonces I NI, # () para cada n € w. Asi, X es as en z.

Para el otro sentido, sea T' C (X \ {z})<* un drbol de ramificacién en Z;}. Como X es
Fréchet en x, entonces para cada s € T existe I, € Z;- \ Fin(X) tal que Iy C succr(s). Ahora,
como X es ag en z entonces existe I € Z;- \ Fin(X) tal que I N I # () para cada s € T, luego
existe f € [T] tal que ran(f) C I. Por lo tanto II no tiene estrategia ganadora. O

4. Grupos topolégicos

Uno de los objetos de nuestro estudio serdn los grupos topolégicos, los cuales, como su
nombre lo indica, implican una entidad algebraica que permite una estructura topolégica muy
relacionada con la operacién de grupo. Es la definiciéon de grupo topoldgico la que presenta me-
jores condiciones para desarrollar tanto la topologia como el dlgebra, estando ambas presentes.

Una topologia 7 sobre un grupo (G, -) es una topologia de grupo, si las operaciones de grupo
(z,y) — x -y (multiplicacién) y  — 2! (inverso) son continuas, cuando G x G viene con
la topologia producto. Si H es un subgrupo de G, entonces cada topologia de grupo sobre G

induce una topologia de grupo sobre H. Un grupo topoldgico es una terna (G, -, 7) que consiste
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de un grupo (G, ) y una topologia de grupo 7 sobre GG. Si no hay ambigiiedad, usaremos s6lo
G para referirnos al grupo topoldgico (G, -, 7).

El simbolo e (o simplemente e) denotara siempre a la identidad de un grupo G. En ocasio-
nes prescindiremos del uso del simbolo de operacién binaria -, i.e., en vez de x - y escribiremos
simplemente xy.

Una de las ventajas que se tienen al trabajar con grupos topoldgicos es que la operacién
de grupo hace indistinguibles las propiedades locales en el grupo desde el punto de vista de la

topologia, como lo muestra el siguiente teorema.

1.9. TEOREMA (Folklore). Sea G un grupo topoldgico. Si g € G es un elemento fijo ar-
bitrario, entonces las funciones @g y o4 (llamadas tralaciones a la derecha e izquierda por g,
respectivamente) de G en st mismo, dadas por ¢4(x) = xg y o4(x) = gz conx € G, son homeo-
morfismos. La inversion f: G — G definida por f(z) = x~1, también es un homeomorfismo.
O

1.10. COROLARIO. Todo grupo topoldgico es un espacio homogéneo. (|

La siguiente proposicién resume algunos otros resultados que pueden obtenerse con la ayuda
del Teorema 1.9, dichos resultados nos permiten estudiar las propiedades locales de un grupo
topoldgico en un solo punto, que por simplificar, usualmente siempre se toma a la identidad

del grupo como punto de referencia.

1.11. PropPOSICION (Folklore). Sea G un grupo topoldgico.

(1) Si D es un subespacio denso en G y U es una vecindad de la identidad e, entonces
G=DU.

(2) Si B es una base local para e y para cada B € B existe Dg C G tal que G = DB,
entonces {xB: x € Dp, B € B} forma una base para G.

(3) Si U es una vecindad de la identidad e, entonces para cada n > 0 existe V vecindad
dee con V* CU, donde V* =V ---V, n factores. ]

Ahora, con la ayuda de esta ultima proposicién es posible obtener el siguiente teorema.

1.12. TEOREMA (Folklore). Sea G un grupo topoldgico, la familia n(e) de todos los sub-
conjuntos abiertos de G que contienen al elemento identidad e, es una base de filtro con las
siguientes propiedades.

(i) para cada U € n(e) existe V € n(e) tal que V-V C U, aquiV-W ={vw: v eV yw €

Wi

(ii) para cada U € n(e) existe V € n(e) tal que V=1 CU, donde V-1 ={v=1:veV};

(ili) para cada U € n(e) y cada a € G existe V € n(e) tal que aV C Ua.

Inversamente, si n es una base de filtro (alrededor de e) de un grupo G que satisface las

propiedades (i)-(iii), entonces la familia

T={VCG:YaecVIUen(aU CV)}
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es una topologia de grupo sobre G tal que 1 es una base local para T en e. O

Asi, una topologia de grupo estd completamente determinada por la base de filtro n(e).

Todos los grupos topoldgicos que se considerardn aqui son almenos 7T luego completamente
regulares.

El teorema clasico de metrizacién para grupos topolégicos dado por G. Birkhoff y S. Ka-

kutani en 1936 establece lo siguiente.

1.13. TEOREMA ([Bi],[Ka]). Un grupo topoldgico Ty es metrizable si y sélo si es primero

numerable. O
Un resultado ttil relacionado con este teorema es el siguiente.

1.14. PropPOSICION (Folklore). Todo grupo topoldgico que admita un subgrupo denso me-

trizable es también metrizable.

DEMOSTRACION. Supongamos que G es un grupo topolégico que admite un subgrupo
denso metrizable H. Por el Teorema 1.13, H es primero numerable. Sea {V,,: n € w} una
base local numerable del elemento identidad e en H. Entonces para cada n € w existe un
abierto U, en G tal que V,, = U, N H. Pues bien, {U,: n € w} forma una base local de e
en G. En efecto, sea U € ng(e), entonces por la regularidad de G, existe W € ng(e) tal que
Clg(W) C U. Ahora, existe n € w tal que V,, C W N H, y por densidad de H, se tiene que
Clg(Uy) = Clg(Vy,) C Clg(W), por lo que U,, C U. Finalmente, por la homogeniedad de un
grupo topoldgico, se tiene entonces que G es primero numerable, luego por el Teorema 1.13, se

obtiene que G es metrizable. O

El siguiente teorema nos muestra que para la clase de los grupos topolégicos algunos

cardinales invariantes clasicos coinciden.

1.15. TEOREMA ([Ar3]). Sea G un grupo topoldgico. Entonces
(a) w(G) =d(G) - x(G);

(b) X(G) = mx(G);

(¢) w(G) = mw(G).

DEMOSTRACION. (a) Sabemos que d(G) < w(G) y x(G) < w(G) (Obervacién 1.2 y 1.3),
luego d(G) - x(G) < w(G). Para la otra desigualdad, considere un subconjunto denso D en G
de cardinalidad d(G). Sea B una base local para e tal que |B| = x(G). Por la Proposicién 1.11
(1) sabemos que G = DB para cada B € B, y por el inciso (2) de la misma proposicién se
deduce que V = {zB: 2 € D, B € B} forma una base para G de cardinalidad no mayor que
d(G) - x(G). Por consiguiente, w(G) < d(G) - x(G).

(b) Por Observacién 1.3, es suficiente con probar que x(G) < mx(G). Seald una w-base en la
identidad e de G tal que [U| = mx(G). Entonces la familia W = {UU ~!: U € U} forma una base
local en e. En efecto, si O € n(e) entonces existe V' € n(e) tal que VV =1 C O. Dado que i es una
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m-base en e, podemos encontrar U € i con U C V. Entonces W =UU ' e Wyec W C O.
Esto prueba que W es una base local en la identidad de G. Dado que |[W| < [U| = 7x(G),
concluimos que x(G) < mx(G). Esto prueba (b).

(¢) Por Obervacién 1.2, es suficiente con demostrar que w(G) < 7mw(G). Sabemos que
d(G) < mw(G) y mx(G) < mw(G) (Obervacion 1.2 y 1.3). Por lo tanto, segin los incisos (a) y

(b), se tiene que
w(G) < d(G) - x(G) < d(G) - mx(G) < mw(G).
O

El producto directo de una familia de grupos topolégicos equipado con la topologia pro-
ducto es grupo topoldgico.

El grupo cociente G/N de un grupo topolégico G con respecto a un subgrupo normal N de
G es usualmente equipado con la topologia cociente. Esta topologia es siempre una topologia
de grupo, G/N es Hausdorff si y s6lo si N es cerrado, G/N es discreto siy s6lo si N es abierto,
G/N es indiscreto si y s6lo si N es denso. La proyeccién candnica 7: G — G/N es abierta.

El grupo del circulo T es identificado con el grupo cociente R/Z, el cual escribiremos
en forma aditiva. Al elemento neutro de un grupo Abeliano G, lo denotaremos por Og ( o
simplemente 0), y en el caso de T serd denotado por 0. La norma ||z|| de un elemento = € T,
se define como la longitud del arco mas pequeno entre 0 y z. Por tanto, si d denota la métrica
usual de T entonces d(z,y) = ||z — y||. Denotemos por T), = {z € T: ||z < 1} al arco
simétrico abierto centrado en 0 con radio ﬁ

Recordemos que dado un grupo Abeliano G su (grupo dual) grupo de cardcteres es definido

como

G* ={z: G — T: z es un homomorfismo continuo}

equipado con la topologia compacto-abierta. El mapeo evaluacion e: G — T es definido por
la férmula e(g)(z) = z(g) parag € Gy x € G*.

La teoria de dualidad de Pontryagin-van Kampen es una poderosa herramienta para el
estudio de propiedades topoldgicas y algebraicas de grupos Abelianos localmente compactos.
Un buen ejemplo de esto son los siguientes hechos conocidos de la literatura que debemos tener

presente.

1.16. TEOREMA ([Po], [vKa]). Sea G un grupo Abeliano localmente compacto. Entonces

1) G* es un grupo Abeliano localmente compacto.

(

(2) Via el mapeo evaluacion e, G** es naturalmente isomorfo a G.

(3) G* es compacto si y sdlo si G es discreto.

(4) Un grupo Abeliano compacto G es metrizable si y sdlo si G* es numerable. ([

Estos resultados motivan a decir que toda porcién de informacién relativa a un grupo

Abeliano localmente compacto estd contenida en alguna parte de su grupo dual. Asi, por
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ejemplo, todo grupo Abeliano compacto puede caracterizarse mediante propiedades puramente
algebraicas de su grupo dual discreto.

Por el simbolo G4 denotaremos al grupo G dotado con la topologia discreta.
1.17. OBSERVACION. |(G4)*| > ¢, cuando G es infinito.

Dado un grupo Abeliano G y un nimero primo p, la parte p de torsion, o equivalentemente,

la componente p-primaria de G es definida como
Gp={g9 € G: p"g =0g, para algin n € w}.

Si G = G, para algtn primo p, entonces G es llamado un p-grupo de torsion. Es bien conocido
que cada grupo Abeliano de torsion es isomorfo a la suma directa @p Gp.

Un subconjunto no vacio A de un grupo Abeliano G que no contenga al elemento neutro
es llamado independiente, si para cada conjunto finito ay, ..., a, de elementos distintos de A y
ndimeros enteros my, . .., My, la igualdad miay + - - - + mpa, = 0g implica que m;a; = Og para
toda i =1,...,n. Asi, el lema de Kuratowski-Zorn nos implica que cada subconjunto indepen-
diente de un grupo G estéd contenido en un subconjunto independiente maximal. El rango libre
de torsion de un grupo Abeliano G, en simbolos 7¢(G), es definido como la cardinalidad de un
subconjunto independiente maximal de elementos de orden infinito de G. Similarmente, para
un primo p, el p-rango r,(G) de un grupo G es definido como la cardinalidad de un subconjunto
independiente maximal de G donde cada elemento tiene orden una potencia de p. El rango de

Priifer, a menudo llamado simplemente el rango de G, es definido como
(@) = ro(G) + ) _mp(G).
P

Es claro que r(G) = ro(G) si el grupo G es libre de torsién, y r(G) = rp(G) si G es un p-grupo
de torsién. Para un primo p, denotemos por Z(p*) al p-grupo cuasiciclico. Para mds detalles
asi como para una introduccién a la teoria de estructura de grupos Abelianos remitimos al
lector a [Ro] (e.g., véase Seccién 4.2).

Las definiciones y propiedades de grupos topoldgicos que se utilizen en lo subsecuente y

no se hayan establecido de manera explicita en esta seccién o a lo largo del trabajo, pueden
consultarse en [AT] y [HR].



Capitulo 2
Problema de Malykhin

Con el proposito de establecer las lineas de investigaciéon que se han visto involucradas
en el estudio del problema de Malykhin, en el presente capitulo hacemos un recuento de los
resultados parciales mas relevantes que varios autores han dado al problema de Malykhin a lo
largo de todo este tiempo. Los resultados son presentados usando el lenguaje combinatorio que
se describi6 en la Seccion 3 del Capitulo 1.

Comenzamos con dos resultados (en cierto sentido generales) de la literatura que serdn
necesarios tener presentes.

Con el objetivo de generalizar el resultado de metrizabilidad de G. Birkhoff y S. Kakutani,
en [AM] A. V. Arhangel’skii y V. I. Malykhin introducen la nocién de bisecuencialidad en
espacios topoldgicos.

Sea X un espacio topolégico, decimos que X es bisecuencial en x € X, si para cada
ultrafiltro U sobre X que converja a x, existe una sucesién (X,,: n € w) C U convergente a x,
es decir, para cada U € n(x) existe n € w tal que X,, C U. Llamando entonces a X bisecuencial,
si este es bisecuencial en cada x € X.

Es claro que todo espacio primero numerable es bisecuencial. Asi, el siguiente teorema es

una generalizacién del Teorema 1.13.
2.1. TEOREMA ([AM]). Todo grupo topoldgico bisecuencial es metrizable.

DEMOSTRACION. Supongamos que G es un grupo topoldgico bisecuencial con elemento
identidad e. Sea G la familia de todos los subconjuntos densos abiertos de G, luego como
n(e) U G tiene la propiedad de la interseccién finita, entonces tomemos U un ultrafiltro sobre
G que contenga a 7n(e) U G, obteniendo en particular que nwd(G) NU = 0. Ahora, dado que G
es bisecuencial en e, entonces existe una sucesién (X,,: n € w) C U convergente a e. Haciendo
Uy, = Int(X,) # 0y Vs, = U, - U, ! para cada n € w, obtenemos que (V,,: n € w) forma
una base de vecindades alrededor de e. En efecto, de la teoria bésica de grupos topolégicos, se
sabe que existe V C n(e) tal que V- V=1 = {V - V~1: V € V} forma una base de vecindades
alrededor de e. Ahora, dado que G es regular, para V € V existe U € n(e) tal que U C V, luego
como existe n € w tal que X,, C U, obtenemos que U,, C V, por lo que entonces V,, C V-V~
Asi, (V,: n € w) forma una base de vecindades alrededor de e. De la homogeniedad de un
grupo topolégico obtenemos que G es primero numerable, luego por el Teorema 1.13, G es

metrizable. O

15
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Con respecto a las a;-propiedades, el siguiente resultado nos muestra que para la clase de
los grupos topoldgicos, la condicion de ser Fréchet es suficiente para obtener la «;-propiedad
més débil.

2.2. TEOREMA ([Ny1]). Todo grupo topoldgico Fréchet es ay.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo topolégico Fréchet con elemento identidad e. Por la
homogeniedad de un grupo topolégico, para ver que G es ay, es suficiente con probar que G
es ay en e. Asi, sea (In)new € Z+ \ Fin(G) y {z,: n € w} una enumeracién de Iy, entonces se
(- I,). Dado que G

es Fréchet en e, existe J € [X]* tal que J — e, entonces J N (zy, - I,) es finito para cadan € w,

tiene que x, - I, — x,, para cada n € w, luego e € X, donde X = Unecw
luego existe K € [w]¥ tal que (zk - yx)kex C J con yi € I, para cada k € K.

Por otro lado, dado que (zx)rex converge a e, entonces también lo hace la sucesién
(2. ")kex, v en consecuencia la sucesién (x, ' - (zj - yx)) también converge a e. Asf, I =
{yp: k € K} € T y satisface que 3%°n € w tal que I N I,, # 0. O

1. Resultados parciales en el sentido positivo

Hemos mencionado ya en la introduccion general de esta tesis que si se asume p > wy y
G es un grupo topoldgico metrizable separable con almenos dos elementos, entonces G“* es
un grupo topolégico Fréchet separable el cual no es metrizable. Otros ejemplos consistentes
(méds “descriptivos”) a la pregunta de Malykhin se han construido a lo largo de la historia
del problema. Estos ejemplos sin embargo han sido esencialmente solo de dos tipos: de tipo
Booleano y del tipo Cp,(X). En esta seccién presentamos dichas construcciones, en donde la
combinatoria infinita de P(w) asi como el estudio de ciertos subconjuntos especiales de la recta

real han mostrado ser una herramienta 1til para el estudio del problema de Malykhin.

1.1. El caso Booleano y el ideal 7<% Fréchet. Sea ([w]<“,A) el grupo Booleano
(i.e., todo elemento que no es el neutro del grupo tiene orden 2) formado por los subconjuntos
finitos de w con la diferencia simétrica como operacién de grupo. Con ayuda del Teorema 1.12,
al grupo ([w]<*, A) le podemos introducir de una manera natural una clase de topologias que
lo hacen un grupo topolégico.

Sea 7 un ideal sobre w, para cada I € Z consideremos el conjunto Z; = {a € [w]<¥: aNI #
(0}, y denotemos por Z<“ al ideal sobre [w]<“ generado por los conjuntos Z; con I € Z, esto es,
I<w¥ = {A C [w]<¥: existe I € Z tal que I Na # () para toda a € A}. Haciendo al filtro dual
de Z<¥ una base de vecindades de ), podremos introducir una topologia 77 sobre [w]<“ que
hace de ([w]<“, A) un grupo topoldgico. Ahora, es facil ver que ([w]<“, A, 77) es Hausdorff si y
s6lo si Z es libre (i.e., | JZ = w). Dado que para nosotros todo ideal Z contiene a Fin, entonces
7 es libre y en consecuencia 77 serd siempre Hausdorff.

El estudio del ideal Z<% bajo la propiedad de Fréchet, lo hacen E. Reznichenko y O.
Sipacheva en [RS], aunque ellos lo abordan en términos de que un filtro F sobre w tenga la

propiedad de Fréchet-Urysohn para conjuntos finitos (FUF), tal propiedad es denotada en la
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literatura también por FUg, (e.g., véase [GS]). La nocién FUF habia aparecido ya antes en
la literatura con A. Dow y J. Steprans en [DS] bajo el nombre “groupwise Fréchet”, pero el
primer estudio sistemdtico de esta nocién lo hacen Reznichenko y Sipacheva en [RS].

Antes de presentar el estudio de Z<%, cabe mencionar el siguiente hecho.
2.3. HEcHO (Folklore). Todo grupo Booleano numerable es isomorfo a ([w]<¥,A).

DEMOSTRACION. Para esto, simplemente notemos que todo grupo Booleano es un espacio
vectorial sobre Zs, luego si este grupo es numerable, entonces este espacio tendra la misma
dimensién que ([w]<¥, A), por lo que ambos espacios tendran que ser isomorfos como espacios

vectoriales, entonces en particular también lo tendran que ser como grupos. (|
El siguiente teorema resume algunas relaciones que existen entre Z<“ y 7.

2.4. TEOREMA ([RS]). Sea Z un ideal (libre) sobre w. Entonces

(1) 7z hace de ([w]<¥,A) un grupo topoldgico.

(2) cof(Z) = cof (T<%), luego 77 es primero numerable (equivalentemente, metrizable) si y
sdlo si cof(T) = w.

(3) 7z es Fréchet si y sélo si T<% es Fréchet.

DEMOSTRACION. (1) Para esto, empecemos con notar que el filtro dual de Z<% es justa-
mente F<¥ = {A C [w]<¥: existe F' € F tal que [F]<¥ C A}, donde F = Z*. Asf, el filtro
F <% estd siendo generado por los conjuntos de la forma [F]<%, con F € F. Ahora, es imediato
ver que la familia n = {[F]<%: F € F}, satisface las condiciones del Teorema 1.12, por lo que
entonces 77 hace de ([w]<¥, A) un grupo topoldgico.

(2) Para esto, notemos que si J es un subconjunto cofinal de Z, entonces los conjuntos de
la forma Z; para J € J forman un subconjunto cofinal de Z<%, de aqui que cof (Z<%) < cof (7).

Para la otra desigualdad, notemos que podemos identificar al ideal Z con Z<% | [w]!. Asf,
si A es un subconjunto cofinal de Z<*, entonces A | [w]! formard un subconjunto cofinal de
<% | [w]t, de aquf que cof (Z) < cof (Z<¥). Por lo tanto, cof(Z) = cof (Z<¥).

Finalmente, de esto tltimo y del Teorema 1.13, se sigue entonces la otra parte de este
inciso.

(3) Sea X € (Z<¥)™. Entonces para cada I € Z existe a € X con I Na = ), equivalente-
mente, para cada F € F existe a € X con a C F, donde F = Z*. Asi, X N [F|<¥ # () para
cada F' € F, luego por definicién de 77, ) € X. Por ser 77 Fréchet, existe C' € [X]* tal que
C — 0, por lo que entonces C € (Z<%)*.

En el otro sentido, sea X C [w]<“ tal que ) € X. Entonces X N[F]<% # () para cada F' € F
(F =TI%). Esto quiere decir que X € (Z<%)*, luego por ser Z<* Fréchet, existe C' € [X]* tal
que C € (Z<¥)1, de donde C — 0. O

As{, una manera de introducirle al grupo Booleano ([w]<“,A) una topologia de grupo

Fréchet no metrizable, es encontrando un ideal Z sobre w con cof(Z) > w tal que el ideal Z<¢
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sea Fréchet. Por tal razon, esta ha sido una de las lineas de investigacién para abordar la
pregunta de Malykhin en el caso Booleano. De hecho, Reznichenko y Sipacheva en [RS] hacen

la siguiente pregunta.

2.5. PREGUNTA (Reznichenko-Sipacheva [RS]). ;Existe un ideal T no numerablemente

generado tal que <% es Fréchet?

Como un primer ejemplo de esto, veamos que p > w; es una condicién suficiente para

encontrar un ideal con dichas propiedades.

2.6. HECcHO (Folklore). p > wy implica la existencia de una topologia de grupo Fréchet no

metrizable en el grupo Booleano ([w]<“,A).

DEMOSTRACION. Para esto, tomemos un ideal Z sobre w con cof(Z) = w; (e.g, el ideal
generado por una familia casi ajena de tamafo w). Dado que cof (Z<¢) = cof(Z) < p, entonces

segin la versién idealizada de (1) del Teorema 1.6, el ideal Z<“ es Fréchet. (]

Veamos a continuacién algunas relaciones que hay entre Z y Z<“ en correlacién con la

propiedad de Fréchet y las a;-propiedades.

2.7. HEcHO (Folklore). Sea Z un ideal sobre w. Si I<% es Fréchet o o; parai € {1,2,3,4},

entonces también I es Fréchet o a; para i € {1,2,3,4} respectivamente.

DEMOSTRACION. Para ver esto, como podemos identificar al ideal Z con Z<* | [w]', y dado
que la atomizacién [w]' € (Z<¥)T, entonces la propiedad de ser Fréchet o o; parai € {1,2,3,4}

del ideal Z<%, serd heredada también a Z<% | [w]!, y en consecuencia a . O

Mostremos que las propiedades ay, az v as coinciden en Z<%. Este resultado es dado por
P. J. Nyikos en [Ny3]. Este resultado asi como otras consecuencias relativas a los ideales 7<%
vy Z, estan englobados en el préximo teorema, para el cual serd necesario tener presente el

siguiente lema.

2.8. LEMA ([Ny3]). Sea Z un ideal sobre w, entonces X € (Z<¥)* si y sélo si | JX € T+

y X es localmente finito, esto es, {x € X: n € x} es finito para cada n € w.

DEMOSTRACION. Sea X € (Z<¥)t e I € T dados. Como Z; € <%, entonces X NZ; =
{z € X: 2N es finito} es finito, luego (|J X) NI es finito. Asi, |JX € Z*. Para ver que X
es localmente finito, notemos que para cada n € w se tiene que {n} € Z, luego Iy, = {a €
[w]<“:n € a} € T<¥, entonces X N 7T,y es finito, es decir, {x € X: n € x} es finito.

En el otro sentido, sea X € [w]<* localmente finito con |JX € Z1. Para ver que X €
(Z<¥)L, es suficiente con probar que X N Z; es finito para cada I € Z. Sea I € . Entonces
para X NZ; = {z € X: x NI es finito} tenemos que (JX)NI C Y(X NZ;), pero (JX)NI
es finito y dado que X es localmente finito, entonces X N Z; debe ser finito. Por lo tanto
X € (IT<%)L. O
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2.9. TEOREMA ([Ny3]). Sea Z un ideal sobre w. Entonces

(1) Z<¥ es aq siy sélo si T es ;.
(2) a4 es equivalente a ag para T<%.
(

3) SiZ<% es Fréchet, entonces I<“ es as.

DEMOSTRACION. (1) Una de las implicaciones ya fué observada anteriormente en el Hecho
2.7, por lo que sélo una implicacién requiere de prueba. Asi, supongamos que el ideal Z es aq,
y tomemos (X,,: n € w) C (Z<¥)+ \ Fin([w]<¥). Hagamos I,, = |J X,, para cada n € w, luego
por el Lema 2.8, se sigue que (I,,: n € w) C I+ y que X,, es localmente finito para cada n € w,
deduciendose de esto ultimo en particular, que I,, es infinito para cada n € w. Y dado que 7 es
a1, entonces existe I € Z+ tal que I,, C* I para toda n € w. Ahora, dado que X, es localmente
finito, obtenemos por un lado que {z € X,,: z Nn # (0} es finito, y por el otro que x C I para
toda x € X, salvo una cantidad finita. Asi, definiendo X, = {x € X,,: x C I y xNn = ()} para
X1,
luego JX C I, por lo que |JX € Z+. Por otro lado, por la manera en que se definieron los

cada n € w, obtenemos que X, C* X para cada n € w. Pues bien, hagamos X = J,,,,
X!’s, es facil ver que X es localmente finito, luego por el Lema 2.8, se obtiene que X € (Z<%)*.
Ahora, es claro que X,, C* X para cada n € w. Por lo tanto, Z<% es a;.

(2) Una de las implicaciones es clara. Asi, supongamos que Z<“ es ay, y tomemos (X,,: n €
w) C (Z<%)* \ Fin([w]<¥). Fijando una enumeracién de X,,, digamos X,, = {z,(k): k € w},

para cada n € w, definamos y, (k) = U Zm (k) para (n,k) € w X w, luego hagamos Y,, =

m<n
{yn(k): k € w} para cada n € w. Asi, aplicando el Lema 2.8, se obtiene que (Y,,: n € w) C
(Z<%)L \ Fin([w]<%), luego como Z<¥ es a4, entonces existe Y € (Z<%)* tal que Y NY,, # 0
para una infinidad de n’s. Entonces, para cada n € w, podemos elegir k,, tal que z,(k,) sea un
subconjunto de algin y(¢,) € Y, y de tal manera que los ¢,,’s sean distintos. Ahora, por Lema
2.8, sabemos que | JY € It y que Y es localmente finito, luego X = {x,(k,): n € w} también
es localmente finito, y dado que | JX C |JY entonces también tenemos que |J X € Z+. Asi,
aplicando nuevamente el Lema 2.8, obtenemos que X € (Z<¥)* el cual cumple por definicién
que X N X,, # () para cada n € w. Por lo tanto, Z<“ es ax.

(3) Supongamos que Z<“ es Fréchet, entonces por la Proposicién 2.4 inciso (3), se tiene
que 77 es Fréchet, luego por el Teorema 2.2, obtenemos que 77 es oy, es decir, Z<% es oy. Asi,

aplicando el inciso anterior de este teorema, se obtiene que Z<“ es as. (I

2.10. TEOREMA ([Ny3]). p = b implica la existencia de una topologia de grupo Fréchet no

metrizable en el grupo Booleano (Jw]<¥,A).

DEMOSTRACION. Nuevamente, es suficiente con probar que bajo p = b es posible encontrar
un ideal Z sobre w xw con cof (Z) > w tal que el ideal Z<“ sea Fréchet. Para esto, sea (fo: @ < b)

¥ <*) no acotada. Para cada

una b-sucesién <*-creciente de funciones no decrecientes en (w
a < b consideremos L, = {{n,m) € w x w: m < fo(n)}, y para cada n € w, sea C,, = {n} xw

(la n-ésima columna de w x w). Pues bien, sea Z el ideal sobre w x w generado por la familia



20 2. PROBLEMA DE MALYKHIN

casi ajena {fo: @ < b} U{C,: n € w}. Ahora, es ficil ver que cof(Z) > w, y para ver que Z<%
es Fréchet, sea X € (Z<%)" y consideremos X, = {# € X: 2 C L,} para cada a < b.

2.11. AFIRMACION. Existe o < b tal que X, € (Z<¥)*.

DEMOSTRACION DE LA AFTRMACION. Supongamos lo contrario, entonces para cada a < b
existen Iy, € [a]<¥ yna € wtales que 2N(Ugep, f3) # 0 paracadaz € X, con 2N(na xw) = 0.
Dado que la cofinalidad de b es no numerable (ya que b es regular) existe un subconjunto
estacionario Sy de b y un ndmero natural m tal que |F,| = m para toda a € Sy. Aplicando
el lema de Fodor a la funcién regresiva r: Sy — b, dada por (o) = min (F,), se obtiene la
existencia de un estacionario S; C Sy y la existencia de un ordinal By tal que 8y = min (F,)
para toda « € S;. Repitiendo este argumento m veces, se llega a un subconjunto estacionario
S de b tal que F, = F para toda a« € S. SeaY = {z € X: z N fg = () para toda 8 € F},
luego Y € (Z<¥)". Entonces para cada conjunto finito de columnas de w X w, existe un
elemento de Y que las evita, por lo que podemos definir {z,: n € w} C Y de tal manera que si
k,, = min (71 (z,)) entonces ky, > max (m1(x,—1)). Sea h una funcién con dominio {k,: n € w}
tal que h(k,) > méx (m2(zy)) para cada n € w, entonces existe a € S tal que fo(kn) > h(ky)
para una cantidad infinidad de n’s, y dado que f, es no decreciente, se sigue que z,, C L,, para
una cantidad infinita de n’s. Pero esto contradice que F, = F. [

Una vez probada la afirmacién anterior, consideremos X? = {z € X,: z N fs = 0} para
cada 3 < a, y para cadan € w, sea X? = {z € X?: xN(nxw) = 0}. Dado que X, € (Z<¥)*,
entonces X = {XP: 3 < ayn € w} forma una familia centrada de subconjuntos infinitos de
Ls¥, y como |a| < p (este es el unico lugar donde se usa que p = b), entonces existe C C LY
una pseudointerseccién infinita de la familia X'. Ahora, es facil ver que | JC € Z+ y que C es
localmente finito, luego por el Lema 2.8, se concluye que C € (Z<¥)*. Por lo tanto Z<“ es
Fréchet. ]

1.2. ~-conjuntosy espacios C,(X) Fréchet. Para un espacio topolégico X denotemos
por C(X) al conjunto de todas las funciones continuas sobre X con valores reales. Usamos
Cp(X) para denotar al espacio C(X) equipado con la topologia de convergencia puntual, i.e.,
la topologia heredada de RX, donde la topologia en RX es la usual del producto topolégico.
Es bien conocido que Cp(X) forma un anillo topolégico con la suma + y el producto - puntual
de funciones, en particular forma un grupo topolédgico con la suma puntual + de funciones.

El estudio de la propiedad de Fréchet en los espacios Cp(X) lo hacen J. Gerlits y Zs.
Nagy en [GN], en donde para su estudio introducen una propiedad de cubiertas de X que a

continuacién definimos.

2.12. DEFINICION. Sea X un conjunto (tipicamente infinito) y I una coleccién de subcon-

juntos de X.

= Decimos que U es una w-cubierta de X, si para cada F' € [X|<“ existe U € U tal que
FCU.
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= Decimos que U es una y-cubierta de X, si para cada x € X, x € U para toda U € U

salvo una cantidad finita de U’s.

Decimos que un espacio X es un y-espacio, si cada w-cubierta abierta de X admite una ~-
subcubierta numerable. Un ~-espacio el cual a su vez también es un espacio métrico separable

es llamado un ~-conjunto.

Motivados en la propiedad de Lindel6f, es ttil saber bajo que condiciones de un espacio

X, dada una w-cubierta abierta arbitraria de X esta admite una w-subcubierta numerable.

2.13. PROPOSICION ([GN]). Sea X un espacio topoldgico. Entonces X™ es Lindelof para

cadan € w st y solo st toda w-cubierta abierta de X admite una w-subcubierta numerable.

DEMOSTRACION. Supongamos que X" es Lindelof para cada n € w y sea U una w-cubierta
abierta de X. Del hecho de que U es una w-cubierta abierta de X, no es dificil ver que U" =
{U™: U € U} es una cubierta abierta de X™ para cada n € w. Como X" es Lindel6f para cada
n € w, entonces existe U, C U numerable tal que U]} es una cubierta abierta de X", luego

entonces V =, ., U, forma una w-subcubierta numerable de U.

necw

Para el otro sentido, sea W una cubierta abierta de X", hagamos

U={U C X:U es abiero en X y U" puede ser cubierto

con una cantidad finita de elementos de W}.

Es inmediato ver que U forma una w-cubierta abierta de X, luego existe V una w-subcubierta
numerable de U, entonces V™ es una cubierta abierta de X™ y de aqui se sigue facilmente que

W admite una subcubierta numerable. O

De aqui se obtiene en particular que un espacio segundo numerable X es un ~-espacio, si
cada w-cubierta abierta numerable de X admite una vy-subcubierta.
Recordemos que un espacio X es llamado un P-espacio, si cualquier interseccion numerable

de abiertos en X también es un abierto en X.

2.14. PrRoPOSICION (Folklore). (1) Si X es un espacio topoldgico numerable, entonces
X es un ~y-espacio.

(2) Si X es Lindeldof y P-espacio, entonces X es un y-espacio.

DEMOSTRACION. (1) Supongamos que X es un espacio topoldgico numerable y sea U una
w-cubierta abierta de X. Tomemos X = {z,: n € w} una enumeracién del espacio X, como
U es una w-cubierta abierta de X entonces para cada n € w podemos fijar una U, € U
de tal manera que {z,,: m < n} C U,. Entonces claramente ¥V = {U,: n € w} forma una
vy-subcubierta numerable de U/.

(2) Supongamos que X es un espacio Lindeldf y sea U una w-cubierta abierta de X. Como

el producto finito de P-espacios Lindelof es también Lindel6f, entonces por la Proposicién 2.13
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se sigue que U admite una w-subcubierta numerable. Asi, podemos suponer sin pérdidad de

generalidad que U es numerable. Ahora bien, para cada = € X sea
Vo =(({Uecl:zeU}

entonces {V,: x € X} forma una cubierta abierta del P-espacio Lindeloéf X. Elegimos de esta
cubierta una subcubierta numerable {V,, : n € w} y entonces para cadan € w elegimos U,, € Y
de tal manera que {z,;,: m < n} C U,. Asi, {U,: n € w} es una 7-subcubierta numerable de
u. O

Veamos ahora la estrecha relacién entre el concepto de y-espacio y la propiedad de Fréchet

en los espacios Cp(X).

2.15. TEOREMA ([GN]). Sea X un espacio topoldgico. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes.

(1) Cp(X) es Fréchet y as.

(2) Cp(X) es Fréchet.

(3) X es un y-espacio.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Es clara.
(2) = (3). Sea U una w-cubierta abierta de X y hagamos

A={feCp(X): existe U €U tal que {x € X: |f(z)| <1} CU}.

Notemos que 0 € A (la cerradura tomada en Cy,(X)), donde 0 denota a la funcién identicamente
cero. En efecto, si U(F,¢) es un abierto basico alrededor de 0 en C,(X), tomemos una U € U
con FF C U, y como los espacios que estamos considerando son almenos Tychonoff, tomemos
también una f € Cp(X) con 0 < f<1ltalque f [ F=0y f [ X\U =1, luego entonces
f e U(F,e) N A. Ahora, como Cp(X) es Fréchet, existe una sucesion (f,)ncw C A convergente
a 0. Entonces para cada n € w elegimos U,, € U tal que {z € X: |f,(z)] < 1} C U,, luego
{Upn: n € w} forma una 7y-subcubierta numerable de .

(3) = (1). Dado que Cp(X) es en particular un grupo topoldgico, para ver que Cp(X) es
Fréchet y ao, es suficiente con probar que C),(X) es Fréchet y a2 en 0.

Por otro lado, notemos que un espacio X es Fréchet y as en un punto x € X si y sélo
si para cada sucesién (Ap)necw con A, C X y x € A,, para cada n € w, existe una sucesién
(Tn)new convergente a x tal que z,, € A, para cada n € w. De aqui que esta propiedad se le
conosca también como la propiedad de la sucesion diagonal.

Ahora bien, veamos que para la propiedad de ser y-espacio, tenemos algo andlogo a lo

anterior.

2.16. AFIRMACION. X es un y-espacio si y s6lo si para cada sucesion (Uy, )new de w-cubiertas
abiertas de X, existe U, € U,, para cada n € w tal que {U,: n € w} forma una y-cubierta de
X.



1. RESULTADOS PARCIALES EN EL SENTIDO POSITIVO 23

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Una implicacién es clara. As{ que supongamos que
X es un v-espacio y sea (U, )ne,, una sucesion de w-cubiertas abiertas de X. Dado que podemos
suponer sin pérdida de generalidad que U,,+1 es un refinamiento de U, para cada n € w, entonces
es suficiente con probar que existe una subsucesién infinita (ny: k € w) y una sucesién Uy, € Uy,
tal que {Uy: k € w} sea una y-cubierta de X. Pues bien, sea {,,: n € w} la enumeracién de
un subconjunto infinito de X, y hagamos

V={U\{zn}: Ut} yv V=) Un.
new

Es claro que V es una w-cubierta abierta de X, luego existe una sucesiéon Vi € V tal que
{Vi: k € w} forma una ~y-cubierta de X. Ahora bien, para cada k € w existe una n; € w y un
abierto Uy, tal que Vi, C Uy € Uy,,. Ahora, sin € wy {zym: m < n} C Vi entonces ny > n,
luego {ny: k € w} es infinito. |

Con ayuda de esta tltima afirmacién probemos entonces que Cp,(X) tiene la propiedad de
la sucesién diagonal. En efecto, sea (A, )ne, una sucesién de subconjuntos de Cp,(X) tal que

0 € A,, para cada n € w. Hagamos para cada n € w
U, ={{z e X:|f(x)] <27"}: f e A}

Como claramente 0 € A4,, y An C Cp(X), entonces U, es una w-cubierta abierta de X para toda
n € w. De la afirmacién anterior se sigue que existe una sucesién U,, € U, tal que {U,: n € w}
forma una ~y-cubierta de X. Ahora, si U, = {z € X: |fu(x)] < 27"} con f,, € Uy, entonces la

sucesion (fy,)new converge a 0. O

2.17. COROLARIO ([GN]). Cp(X) es Fréchet separable no metrizable si y sdlo si X es un

y-conjunto no numerable.

DEMOSTRACION. Para ver esto, recordemos dos resultados conocidos de la literatura de
los espacios Cp(X) (e.g., véase 1.1.1 y 1.1.5 en [Ar5]).

2.18. HEcHO (Folklore). (1) |X| = x(Cp(X)) = w(Cp(X)), luego Cp(X) es metrizable
sty solo si X es numerable.

(2) Cp(X) es separable siy sélo si X admite una topologia mds débil segundo numerable.
Como nuestros espacios son almenos Tychonoff, por el teorema de metrizacion de
Urysohn, esto ultimo también es equivalente a que X admite una topologia mds débil

que es metrizable y separable. ([l
Asi, el Teorema 2.15 junto con el hecho anterior, nos da lo deseado. (|

Por otro lado, recordemos que un espacio métrico X tiene medida fuertemente cero (SMZ
por sus siglas en inglés), si para cada sucesién de reales positivos (g, : n € w), existe (X,,: n € w)

una cubierta de X tal que diam(X,,) < &,, para cada n € w.

2.19. PropPosICION ([GN]). Todo v-conjunto tiene SMZ.
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DEMOSTRACION. Sea X un ~vy-conjunto y (¢,: n € w) una sucesién de reales positivos.
Entonces para cada n € w, consideremos la familia F,,, la cual estd formada por colecciones
finitas de conjuntos abiertos, F, tales que {diam(U): U € F'} = {en,...,&py|p|-1}. Asi, ha-
ciendoU,, = {F: F € F,} para cada n € w, obtenemos claramente una sucesién (U, : n € w)
de w-cubiertas abiertas de X, luego por la Afirmacién 2.16, existe U,, € U,, para cada n € w
de tal manera que {U,: n € w} forma una 7-cubierta de X. Ahora bien, del hecho de que
U, € U, para cada n € w, podemos encontrar recursivamente, una sucesion estrictamente

creciente (ny: k € w) C w y una sucesién de abiertos (V;,: n € w) tales que

(1) Uo =U,cn Vnr ¥ Unit1 = U, <ngny,, Vo Para cada k € w;
(2) diam(V,,) = €, para toda n € w.

Como {U,: n € w} es una 7y-cubierta de X, entonces también lo es {U,,+1: k € w}, de donde

X C U, . Va, v por (2), se concluye que X es SMZ. O

necw

Recordemos que R. Laver en [La] demuestra la consistencia de la conjetura de Borel,
i.e., es relativamente consistente con ZFC que todo conjunto con SMZ es numerable. Asi,
segtn el Corolario 2.17, en el modelo de Laver para la conjetura de Borel, todo y-conjunto es
numerable, o equivalentemente, todo espacio Cp,(X) Fréchet separable es metrizable. Esto nos
dice en particular que en ZFC no encontraremos un ejemplo a la pregunta de Malykhin del
tipo Cp(X).

Por otro lado, consistentemente existen «y-conjuntos no numerables. De hecho, el siguiente
invariante cardinal del continuo asociado a la nocién de v-conjunto, nos da una respuesta
sencilla a esto. El cardinal non(-conjunto) es definido como la minima cardinalidad de un

espacio métrico separable que no es un ~y-conjunto.
2.20. TEOREMA ([GN]). non(y-conjunto) = p.

DEMOSTRACION. Sea X C [w]“ una familia centrada sin pseudointersecciones infinitas.
Aqui, estamos considerando a X como un subespacio de P(w). Para cada n € w, sea U, =
{X € X: n € X}. Dado que X es una familia centrada, entonces Y = {U,: n € w} forma una
w-cubierta abierta de X. Para cada A € [w]*, hagamos Us = {U,: n € A}. Pues bien, es facil
ver que U, es una y-subcubierta si y sélo si A es una pseudointerseccién de X. Por lo tanto,
X no es un y-conjunto. Esto prueba que non(-conjunto) < p.

Para la otra desigualdad, sea X un espacio métrico separable con |X| < p, luego X es
segundo numerable. Asi, para ver que X es un y-conjunto es suficiente con probar que toda w-
cubierta abierta numerable de X admite una ~y-subcubierta. Pues bien, sea U = {U,: n € w}
una w-cubierta abierta de X. Para cada z € X, sea A, = {n € w:z € U,}. Hagamos
A={A;: x € X}. Del hecho de que U es una w-cubierta de X, se sigue que A forma una familia
centrada. Como | A| < p, entonces existe A € [w]* pseudointerseccién de .A. Nuevamente, es facil
ver que A es una pseudointerseccién de A si y sélo si iy = {U,: n € A} es una ~y-subcubierta.

Por lo tanto, X es un v-conjunto, luego p < non(y-conjunto). O
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Por lo anterior, por ejemplo, bajo p > w; todo conjunto X C R con |X| = w; es un ~-
conjunto, luego segin el Corolario 2.17, el espacio C,(X) es Fréchet separable no metrizable.
Por otra parte, también puede haber (consistentemente) y-conjuntos de tamao el continuo,
e.g., usando MA, F. Galvin y A. W. Miller en [GM] construyen un «y-conjunto de tamano c.

Sea X un subconjunto de 2¢. Para cada x € X, consideremos I, = {x [ n: n € w} la rama
en 2<% determinada por z. Denotemos por Br(X) al ideal sobre 2<¢ generado por las ramas
I, con z € X. Mostremos la relaciéon que existe entre un y-conjunto X C 2¢ y el ideal Br(X).

Para esto, es necesario tener una reducciéon en la definiciéon de un y-conjunto en 2¢.

2.21. LEMA ([Ny2]). Sea X C 2“. Entonces X es un y-conjunto siy sélo si toda w-cubierta

numerable de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de 2* admite una y-subcubierta.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un y-conjunto y sea U/ una w-cubierta numerable
de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de 2*. Entonces U | X forma una w-cubierta
abierta (de hecho también cerrada) de X, luego U | X admite una ~y-subcubierta de la forma
V | X, donde V es una subcubierta de U, y como V [ X es una -cubierta de X, entonces
también V es una ~y-cubierta de X.

Para el otro sentido, sea U una w-cubierta abierta de X. Dado que 2“ es un espacio
separable cero dimensional, entonces X admite un base numerable de la forma B [ X, donde
B es una coleccién numerable de conjuntos cerrados-y-abiertos de 2¥. Asi, como U es una w-
cubierta abierta de X, entonces para cada F' € [X]<¥, existen U € U y F € [B]<¥ tales que
FCUF !X CU. Haciendod' = {|JF: F € [B]<¥ y existe U € U tal que |JF | X C U},
entonces U’ es una w-cubierta numerable de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de
2% luego U’ admite una ~y-subcubierta V’. Ahora bien, para cada V € V' fijemos una Uy € U
tal que VN X C Uy, entonces V = {Uy: V € V'} es una y-subcubierta de U. O

2.22. TEOREMA ([Ny2]). Sea X C 2% e Z = Br(X). Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes.

(1) Z<% es Fréchet.
(2) X es un vy-conjunto.

DEMOSTRACION. (1) = (2). Supongamos que Z<% es Fréchet, y sea {U,: n € w} una w-
cubierta de X formada por conjuntos cerrados-y-abiertos de 2¥, para la cual podemos suponer
que X ¢ U, para cada n € w. Ahora, recordemos que los conjuntos de la forma (t) = {f €
2¢: ¢ C f} parat € 2<% nos forman una base de cerrados-y-abiertos para 2. Sea V,, = 2*\ U,
para cada n € w, como V,, es cerrado-y-abierto en 2“, entonces por compacidad existe B,, €
[25¥]<“ tal que V,, = J,¢p, (t), cuya unién podemos suponer sin pérdida de generalidad que
es ajena. Sea A, = {t € B,: existex € X tal quet C z}, dado que X ¢ U, para toda
n € w, entonces A, # () para toda n € w. Hagamos Y = {A,,: n € w}. Entonces Y € (Z<¥)*.
En efecto, sea I € Z, entonces existe F' € [X]< tal que I C (J,p

que I, = {x [ n: n € w}. Ahora, existe n € w tal que F' C U, entonces por definicién de A,

I, donde recordemos
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obtenemos que A, NI, = §) para cadax € F, luego A, NI = () y como A,, # (), se sigue entonces
que Y € (Z<¥)". Asi, como Z=% es Fréchet, entonces existe C' € [Y]¥, y por tanto N € [w]®,
tal que C = {A,:n € N} € (Z<*)*. Pues bien, {U,: n € N} es una ~y-cubierta de X. En
efecto, sea z € X, como C € (Z<)* entonces C NI, es finito, es decir, {n € N: A, NI, # 0}
es finito, pero {n € N: z ¢ U,} C{n € N: A, NI, # 0}, luego x € U,, para toda n € w salvo
una cantidad finita. Asi, por el Lema 2.21, se concluye entonces que X es un y-conjunto.

(2) = (1). Supongamos que X es un y-conjunto, y sea Y € (Z<¥)*. Para cada A € Y,
definamos V4 = (J,c 4 (t), luego Vi es un conjunto cerrado-y-abierto de 2*, y en consecuencia
también lo es Uy = 2¥ \ V4. Asi, {Ua: A € Y} forma una w-cubierta de X. En efecto, sea
Fel[X]“el=,cpls,comoY € (I<¥)", existe A € Y tal que ANI =0, entonces = ¢ Vy
para toda z € F', y por tanto F' C U4. Dado que X es un vy-conjunto, por el Lema 2.21, existe
C CY tal que {Us: A € C} forma una 7-cubierta de X. Ahora, usando nuevamente que
Y € (Z<¥)™, podemos asegurar que esta y-cubierta es infinita, luego entonces C' es infinito.
Pues bien, C € (Z<%)+. En efecto, sea z € X, dado que I, N A # ) implica z € V4, es decir,
x ¢ Uga, entonces {A € C: ANI, # 0} C{A € C:x ¢ Uyu},y como {Us: A € C} forma
una vy-cubierta de X, se sigue entonces que C'NZ;, es finito, luego C' € (Z<%)+. Asi, T<¥ es
Fréchet. (]

Por ultimo, a manera de resumen de esta seccién, las condiciones p > wy, p = b y la
existencia de un y-conjunto no numerable, son condiciones suficientes para poder introducir en
el grupo Booleano ([w]<¥,A) una topologfa Fréchet no metrizable del tipo 7z. La existencia
de un y-conjunto no numerable es equivalente a la existencia de un espacio C,(X) Fréchet
separable no metrizable. Por otra parte, p = non(y-conjunto), en particular, todo espacio
métrico separable de tamano < p es un vy-conjunto, y recientemente T. Orenshtein y B. T'saban
en [OT] prueban que p = b implica la existencia de un y-conjunto de cardinalidad p. Entonces,
de hecho, la existencia de un y-conjunto no numerable es una condicién més débil que las
condiciones antes mencionadas. En otras palabras, las construcciones que se conocian para dar
un ejemplo a la pregunta de Malykhin, usan axiomas que también son suficientes para producir

un y-conjunto no numerable.
2.23. PREGUNTA (Tsaban). ;FEs consistente con ZFC que cada y-conjunto sea numerable

pero exista un grupo topoldgico Fréchet numerable no metrizable?

2. Resultados parciales en el sentido negativo

Un objeto O es definible si existe una férmula ¢(x) con una variable libre tal que
p(0) N ((Vep(x)) = x = O).
Se consideran objetos definibles permitiendo alguna clase de pardmetros (e.g., nimeros reales).
Los conjuntos Borelianos, analiticos, ..., proyectivos, son objetos definibles usando a los niime-

ros reales como parametros. Ejemplos de objetos no definibles son, entre otros, los ultrafiltros,

grietas de Hausdorff, conjuntos de Bernstein y familias casi ajenas maximales.
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La clase de los conjuntos analiticos, la cual en particular contiene a la clase de los Bo-
relianos, posee propiedades de regularidad importantes. Por ejemplo, todo conjunto analitico
es medible con respecto a cualquier medida de Borel, tienen la propiedad de Baire (Lusin-
Sierpinski) y si son no numerables, contienen un copia de 2¥ (Suslin). Los bien conocidos
conjuntos pataldgicos (o no definibles), como los conjuntos de reales no medibles y los con-
juntos de Bernstein, no son andliticos. Entonces, en algun sentido, “los conjuntos definibles se
comportan mejor que los no definibles”.

Desde sus inicios, la teoria descriptiva de conjuntos, ha puesto en evidencia que los axiomas
usuales de la teoria de conjuntos ZFC pueden decidir, en términos generales, cualquier pregunta
sobre conjuntos analiticos. En este contexto, dado que los ejemplos consistentes a la pregunta
de Malykhin que se conocen son todos ellos no definibles, entonces cabe la pregunta de si existen
ejemplos definibles (e.g., de complejidad analitica). Pues bien, S. Todorcevi¢ y C. Uzcdtegui
en [TU] prueban que no hay ejemplos definibles de complejidad analitica a la pregunta de
Malykhin, o en otras palabras, que para la clase de topologias analiticas si se tiene un teorema de
metrizacién para grupos de Fréchet numerables. En esta secciéon presentamos dicho resultado,
en donde nociones de la teorfa de Ramsey y técnicas de la teorfa descriptiva de conjuntos (e.g.,
teoria de juegos topoldgicos infinitos y determinacién) se ponen de manifiesto.

Motivados por la definicién de bisecuencialidad, decimos que un ideal Z sobre w es bise-
cuencial, si para cada ultrafiltro U sobre w con U NZ = (), existe una sucesiéon (X,,: n € w) CU
tal que para toda I € Z existe n € w con INX,, = 0.

Es claro que todo espacio bisecuencial es tanto Fréchet como a4, y como todo grupo to-
poldgico Fréchet es ay (vedse Teorema 2.2), entonces es natural preguntarse qué relacién pueden
guardar estos espacios con los espacios bisecuenciales. Para la clase de topologias analiticas, el
préximo lema da una respuesta a esto.

Recordemos que un ideal Z sobre w es selectivo, si satisface las siguientes dos condiciones.

pt: Para cada sucesién decreciente (X, : n € w) C I, existe X € ZT tal que X C* X,
para cada n € w.

q": Para cada X € Z7 y toda particién X = J, .,
YCXtalqueY €ZT y [YNF,| <1 para cada n € w.

F,, de X en conjuntos finitos, existe

2.24. LEMA ([TU]). Todo grupo topoldgico Fréchet numerable cuya topologia sea analitica

es bisicuencial.

DEMOSTRACION. Sea G un grupo topolégico Fréchet numerable con elemento identidad e,
cuya topologia sea analitica. Por la homogeniedad de un grupo topoldgico, basta probar que
G es bisecuencial en e, lo cual significa, traduciendo a nuestro lenguaje de ideales, que el ideal
7. sea bisecuencial. Para esto, como G es numerable, entonces de entrada podemos pensar a
nuestro ideal Z. sobre w.

Empecemos viendo que el ideal Z, es selectivo. Como G es Fréchet y a4 en e, entonces Z, es

tanto Fréchet como ay. Asi, tomemos una sucesion decreciente (X,,: n € w) C Z7, luego como
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T, es Fréchet, para cada n € w existe I,, € [X,]* tal que I,, € Z}-. Haciendo una aplicacién
sencilla del lema de refinamiento ajeno, podemos suponer que los I,,’s son ejenos por pares.
Dado que Z. es ay, entonces existe I € 7 tal que N = {n € w: I N1, # 0} es infinito.
nen(I N 1y) y haciendo X = ran(f), obtenemos
que X € Z y que X C* X,, para cada n € w, es decir, Z, es p*.

Tomando una funcién de eleccién f: N — |

Para ver que Z, es ¢, tomemos X € I} y X = Unew Fn una particién de X en conjuntos
finitos. Por ser Z, Fréchet, existe I € [X] tal que I € T}, luego N = {n € w: I N F,, # 0}
es infinito, por lo que tomamos una funcién de eleccién f: N — |J INF,) y hacemos

Y = ran(f), teniendo entonces que Y € Z, y |Y N F,,| < 1 para cada n € w, es decir, Z. es ¢*.

nEw(

Con esto concluimos que Z. es selectivo.

Para ver que Z, es bisecuencial, sea I un ultrafiltro sobre w tal que U NZ, = . Definamos
el siguiente juego topoldgico infinito. El juego G(U,w,T}), es jugado por dos jugadores, I y
II. En el n-ésimo paso (n € w), el jugador I elige un elemento U,, € U, y el jugador II elige
un punto z, € U,. I gana si el conjunto {z,: n € w} € Z., en otro caso IT gana. Teniendo

entonces que

= T tiene estrategia ganadora si y sélo si existe T C [w]<“ un 4rbol de ramificacién en U
tal que [T] C Z..

s II tiene estrategia ganadora si y sdlo si existe T C [w]<* un 4rbol de ramificacién en
U tal que [T] C ZF.

Ahora bien, como Z. es selectivo, entonces I no tiene estrategia ganadora. En efecto,
sea T C [w]<“ un 4rbol de ramificacién en U, para el cual podemos suponer sin pérdida de
generalidad que cada t € T es estrictamente creciente. Dado que el ultrafiltro U es centra-
do, T' es numerable y Z, es p™, entonces existe X € T tal que X C* succr(t) para cada
t € T, en donde podemos suponer sin pérdida de generalidad que X C succy(@). Defina-
mos recursivamente una funcién estrictamente creciente g: w — w tal que g(0) = 0, y para
n > 1, g(n) = min{k€ew: k>gn—-1)y X\ k Csucer(t) para cada t € T con ran(t) C
g(n — 1)}. Es inmediato ver que nuestra funcién g estd bien definida. Ahora, sean X, =
Uneco(l9(2n),9(2n + 1) N X) y X1 = U, ([9(2n + 1), 9(2n + 2)] N X), luego existe i € 2 tal
que X; € ZF. Asi, dado que Z, es g™, entonces existe h € w* estrictamente creciente junto con
una funcién de eleccion f: w — U, ., ([9(2h(n) 4+ 1), g(2h(n) + 14 i)] N X) tal que ran(f) € ..
Notemos que por la manera en que se definié g, se tiene que f € [T]. Por lo que entonces el
jugador I no tiene estrategia ganadora.

Dado que la topologia de GG es analitica, por resultados conocidos de la teoria descriptiva de
conjuntos, se tiene que el juego G(U,w,ZS) estd determinado. Asi, el jugador II tiene estrategia

<w

ganadora, por lo que existe T C [w]|<* un &rbol de ramificacién en U tal que [T] C Z}. Sea

T = {t,: n € w} una enumeracién de T', entonces hacemos X,, = succr(t,,) para cada

m<n

n € w, luego como U es centrado, entonces se tiene que (X, : n € w) C U. Pues bien, para

cada I € Z, existe n € w tal que I N X,, = (). Ya que de lo contrario, existiria I € Z. tal que



2. RESULTADOS PARCIALES EN EL SENTIDO NEGATIVO 29

INX, # 0 para cada n € w, luego I Nsucer(t) # @ para toda t € T. Por lo que podriamos
definir recursivamente una f € [T] de tal manera que f(n) € INsuccy(f | n), teniendo entonces
que ran(f) C I, contradiciendo el hecho de que el jugador II tiene estrategia ganadora. Por lo

tanto, el ideal Z, es bisecuencial. O

2.25. TEOREMA ([TU]). Un grupo topoldgico Fréchet numerable es metrizable si y sdlo si

su topologia es analitica.

DEMOSTRACION. Dado que todo espacio numerable primero numerable es analitico (de
hecho es del tipo Fy5), entonces una de las implicaciones es inmediata. Asi, sea G un grupo
topolégico Fréchet numerable cuya topologia es analitica, entonces por el Lema 2.24, G es

bisecuencial, luego por el Teorema 2.1, G es metrizable. O

Revisando los argumentos que conducen a la prueba del teorema anterior, estariamos ten-
tados en reproducir estos argumentos en un modelo de ZF + AD (e.g., L(R)), pero esto no es
posible ya que en estos argumentos se utilizan ultrafiltros, los cuales son objetos no definibles.
Sin embargo, para la clase de grupos Booleanos numerables que se trataron en la Subseccién

1.1 del presente capitulo, si se tiene consistentemente un teorema de metrizacién bajo ZF.

2.26. HEcHO (Folklore). FEs relativamente consistente con ZF que T<“ es Fréchet si y sdlo
si cof(T) = w.

DEMOSTRACION. Sea M = ZF + AD (e.g., L(R)) e Z un ideal sobre w. Si cof(Z) = w,
como cof (Z<¥) = cof(Z), entonces claramente Z<“ es Fréchet.

Para el otro sentido, si Z<% es Fréchet, segiin el Teorema 2.9, Z es az. La Proposicién
1.8 nos dice entonces que el jugador IT no tiene estrategia ganadora en el juego Gop (0, [w]<%),
luego segin AD, el jugador I tiene estrategia ganadora en Gop (0, [w]<*), entonces del Lema

1.7 (a) se sigue que cof (Z) = w. O
Llevandonos este ultimo hecho hacer la siguiente conjetura.
2.27. CONJETURA. L(R) E “Todo grupo topoldgico Fréchet numerable es metrizable”.

Con relacién a la pregunta de Reznichenko y Sipacheva (Pregunta 2.5). J. Brendle y M.

Hrusék en [BH] dan una respuesta parcial a esta pregunta en el sentido negativo.

2.28. TEOREMA ([BH]). FEs relativamente consistente con ZFC + CH que Z<“ no es

Fréchet para todo ideal T que sea wi-generado. ([

Omitimos una prueba de este teorema ya que éste serd un caso particular de un resultado
mucho més general que presentamos en el Capitulo 4 (Corolario 4.24). Cabe mencionar que
el Teorema 2.28 es el primer resultado en la direcciéon de la consistencia de un teorema de
metrizacién para grupos de Fréchet. Recientemente, usando una modificacion del forcing in-

troducido por Brendle y Hrusék en [BH], D. Raghavan en [Ra] obtiene otra respuesta parcial
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a la Pregunta 2.5, probando que es relativamente consistente con ZFC que para cierta familia

de ideales no numerablemente generados del tipo Z(.A) el ideal Z(A)<“ no es Fréchet.



Capitulo 3
Grupos Abelianos Fréchet precompactos

T. Nogura y D. Shakhmatov en [NS] prueban que todo grupo localmente compacto con
estrechez numerable es metrizable. En particular todo grupo compacto Fréchet es metrizable.
Una clase més aplia de grupos topolégicos que la clase de grupos compactos, es sin duda la clase
de grupos precompactos. Un grupo topoldgico G es llamado precompacto (o equivalentemente,
totalmente acotado [We]) si este es un subgrupo denso de un grupo compacto (equivalente-
mente, si con una cantidad finita de traslaciones de cada vecindad del elemento identidad e
se puede cubrir a ). Entonces es natural preguntarse si todo grupo Fréchet precompacto es
metrizable. Pues bien, el grupo G = {g € 2“': |supp(g)| < w} es un ejemplo de un grupo
topoldgico Fréchet precompacto que no es primero numerable. Tal ejemplo, sin embargo no
es separable. De hecho, todos los subespacios numerables de G son primero numerables (y
entonces metrizables). Asi, el problema de Malykhin para el caso precompacto también tiene

cabida.

3.1. PREGUNTA (Malykhin-Precompacto). 4FEziste un grupo topoldgico Fréchet precompac-

to separable no metrizable?

Por la Proposicién 1.14, la pregunta anterior también puede ser reformulada preguntando
por la existencia de un grupo topoldgico Fréchet numerable precompacto no metrizable. Des-
conocemos si la Pregunta 3.1 habia sido ya considerada antes en la literatura. En el Capitulo 2
(Seccién 1) mencionamos que los ejemplos consistentes a la pregunta de Malykhin que se han
construido, son esencialmente de dos tipos: de tipo Booleano y de tipo C,(X). En este capitulo
probaremos, entre otras cosas, que la existencia de un y-conjunto no numerable es suficiente
para que todo grupo Abeliano numerable admita una topologia de grupo Fréchet precompacta
no metrizable, probando en particular que consistentemente hay ejemplo a la Pregunta 3.1. Este
hecho sin embargo no podra ser extendido a toda la clase de grupos numerables, ya que A. Ju.
Ol'sanskii (e.g., véase [Ad] (13.4)) da un ejemplo de un grupo numerable G (necesariamente
no Abeliano) tal que la tnica topologia de grupo que admite es la discreta. En particular, no
existe una topologia de grupo Fréchet no metrizable sobre GG. Dicho ejemplo, nos muestra las
restricciones topoldgicas que puede imponer la estructura algebraica de un grupo.

Pues bien, en el presente capitulo, nos concentraremos en el estudio de topologias de
grupo Fréchet precompactas sobre grupos Abelianos numerables. Para cada grupo Abeliano

numerable G, introducimos la nocién de vyg-conjunto, y con ayuda de la teoria de dualidad

31
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de Pontryagin-van Kampen ([Po], [vKa]), demostramos que la existencia de una topologia de
grupo Fréchet precompacta no metrizable sobre GG es equivalente a la existencia de un yg-
conjunto no numerable que separa puntos de GG. La nocién de yg-conjunto guarda una estrecha
relacién con la nocién de y-conjunto, e.g., probamos que la existencia de un ~-conjunto no
numerable es suficiente para que exista un yg-conjunto no numerable que separa puntos de G
para todo grupo Abeliano numerable G. Estudiando un poco més la nocién de yg-conjunto,
demostramos que para cualquier grupo Abeliano numerable G, la minima cardinalidad de
un subconjunto del grupo dual G* que no sea un ~g-conjunto es justamente el ntimero de

pseudointerseccion p.

1. Topologias de grupo Fréchet precompactas

Dado un grupo Abeliano G y X C (Gq)*, sea 7x la topologia débil sobre G que hace
continuas a cada x € X. El simbolo Gx denotara al grupo GG dotado con la topologia 7x.
Supongamos que X C (Gy)*, el producto diagonal de la familia X, denotado por rx, es el
mapeo de G en TX definido por rx(g)(z) = z(g) para g € G y x € X. Recordemos que
X C (Gq)* separa puntos de G, si para cada g € G con g # O¢ existe un cardcter x € X
tal que x(g) # 0. Por tanto, si X separa puntos de G entonces rx es un encaje de G en el
grupo producto TX. Es facil ver que la topologia Tx es justamente la topologia de subespacio

inducida por rx.

3.2. TEOREMA ([CR]). Sea G un grupo Abeliano y X C (Gq)* que separa puntos de G.
Entonces Gx es un grupo topolégico precompacto Hausdorff. Mds ain, cada topologia de grupo

precompacta Hausdorff sobre G es de la forma Tx. O

La topologia de Bohr de un grupo topolégico Abeliano G es la topologia 7¢+. La cerradura
de 76+[G] en T¢", denotada por bG, es un grupo topolégico compacto Hausdorff. El grupo bG
es llamado la compactificacion de Bohr de G. Notemos que rg: G — bG es un homomorfismo
continuo de G sobre un subgrupo denso de bG.

En general, la compactificacion de Bohr de un grupo topoldgico, es definido como una
pareja (bG,r) donde bG es un grupo compacto Hausdorff y r es un homomorfismo continuo de
G sobre un subgrupo denso de bG tal que cada homomorfismo continuo f: G — K sobre un
grupo compacto K se extiende a un homomorfismo continuo F': bG — K, haciendo conmutativo
el siguiente diagrama (f = F'or).

G ——=bG
x 7
’ A
K
La compactificacién de Bohr de un grupo topoldgico existe y es tinica salvo isomorfismos. Esto
ultimo es una aplicacién directa del teorema de Tychonoff.
Con estos elementos en mente, pasemos ahora a estudiar las topologias de grupo Fréchet

precompactas sobre grupos Abelianos. Para esto, empezemos con definir dos objetos que seran
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de mucha utilidad. Dado un grupo Abeliano G, g € Gy m > 0 sea U;" = {x € (Ga)*: z(g) €
T}, y dado AC Gsealy ={UM: a € A}.

3.3. LEMA. Sea G un grupo Abeliano, X C (Gq4)* que separa puntos de G y A C G.

FEntonces

(1) U} es una w-cubierta de X para cada m > 0 si y sdlo si Og pertenece a la Tx -cerradura
de A en G.
(2) U} es una y-cubierta de X para cadam > 0 siy sdlo si A Tx -converge a 0g en G (esto

es, cada Tx-vecindad de 0g contiene a todos los elementos de A salvo una cantidad

finita).

DEMOSTRACION. Usando el producto diagonal rx, podemos identificar a Gx con 7x|G]
en TX.

(1) U} es una w-cubierta de X para cada m > 0 siy s6lo si para cada m > 0 y para toda
F € [X]<¥ existe a € A tal que z(a) € T,, para cada z € F (F C U™). Y esto es equivalente
al hecho de que O¢g pertenezca a la Tx-cerradura de A en G, ya que U(F,m) = {g € G: z(g) €
T, para cada x € F} forma una vecindad bdsica de Og en TX.

(2) Supongamos que U}' es una ~y-cubierta de X para cada m > 0, y sea U(F,m) una
vecindad bésica de Og en TX. Entonces para cada x € F se tiene que x € U™ para toda a € A
salvo una cantidad finita de a’s, o equivalentemente, A C* U({x},m) para cada x € F. De la
finitud de F, se sigue que A C* U(F, m). Para el otro sentido, supongamos que A Tx-converge
a 0g en G, y fijemos m > 0y ¢ € X. De la convergencia se sigue que A C* U({z},m), o

equivalentemente, z € U)* para toda a € A salvo una cantidad finita de a’s. O

Asi, el lema anterior nos provee de una conveniente traducciéon de las nociones necesarias
para definir la propiedad de Fréchet en 7x en términos de propiedades de cubierta del conjunto
de caracteres X . Motivados en la definicién de vy-espacio (Definicién 2.12) damos a continuacién
una definiciéon que recoge en lo fundamental ser Fréchet en 7x. Dicha definicién juega un papel

importante en este capitulo.

3.4. DEFINICION. Un conjunto (t{picamente infinito) X C (G4)* es un vyg-espacio, si para
cada subconjunto infinito A C G, en caso de que U sea una w-cubierta de X para cada m > 0
entonces existe B C A numerable tal que Up' es una y-cubierta de X para cada m > 0. En el
caso especial cuando G sea un grupo numerable, decimos que X es un 7yg-conjunto si este es

un yg-espacio.

De la definicién anterior y el Lema 3.3 deducimos inmediatamente el primer resultado

principal de este capitulo.

3.5. TEOREMA. Sea G un grupo Abeliano y X C (Gq)* que separa puntos de G. Entonces
Gx es Fréchet si y solo si X es un vyg-espacio. O
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Notemos que el teorema anterior es en cierto sentido un resultado analogo al resultado de
Gerlits y Nagy sobre los C,(X) (Teorema 2.15). De aqui también el nombre de yg-espacio.
El siguiente resultado es bien conocido [CRJ. En aras de la claridad, incluimos un prueba

corta de dicho resultado.

3.6. TEOREMA ([CR]). Sea G un grupo Abeliano y sea X C (Gq)* que separa puntos de

G. Entonces Gx es metrizable si y solo si X es numerable.

DEMOSTRACION. Una de las implicaciones es clara. Asi, supongamos que G'x es metrizable.
Como X C (Gx)*, es suficiente con probar que (Gx)* es numerable. Pues bien, dado que Gx
es un subgrupo denso de bGx, por la Proposicion 1.14, Gx es metrizable si y sélo si bG x
es metrizable. Por la propiedad universal de la compactificacién de Bohr, los grupos (Gx)* y
(bGx)* son algebraicamente isomorfos, y como bGx es compacto, se sigue del Teorema 1.16

*

(4) que bG x es metrizable si y sélo si (bGx)* es numerable. O

Combinando los dos teoremas anteriores, obtenemos la siguiente conclusion.

3.7. COROLARIO. La existencia de una topologia de grupo Fréchet precompacta no metri-
zable sobre un grupo Abeliano numerable G es equivalente a la existencia de un ~yg-conjunto

no numerable que separa puntos de G. O
Existe una estrecha relacion entre las nociones de y-espacio y yg-espacio.
3.8. PROPOSICION. Si X C (Gq)* es un y-espacio, entonces X es un yg-espacio.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es un subconjunto infinito de G tal que U’} es una
w-cubierta de X para cada m > 0. Dado que X es un vy-espacio, podemos aplicar la Afirmacién
2.16 para encontrar Urt! € U4 de tal manera que Y = {UI*!':n € w} forme una 7-
subcubierta de X. Sea B = {a,: n € w}. Entonces U} es una 7-cubierta de X para toda
m > 0. En efecto, seam > 0y z € X, dado que U es una y-subcubierta de X, existe una k € w
con k > m tal que z € U} C U para toda i > k. O

3.9. OBSERVACION. Todo espacio numerable X es un 7-espacio (Proposicién 2.14 (1)),

luego por la proposicién anterior, todo conjunto numerable X C (G4)* es un yg-espacio.
Con la ayuda de la Proposicion 3.8, obtenemos otra interesante conclusion.

3.10. COROLARIO. Asumiendo la existencia de un y-conjunto no numerable, cada grupo

Abeliano numerable admite una topologia de grupo Fréchet precompacta no metrizable.

DEMOSTRACION. Sea X un ~-conjunto no numerable y sea G un grupo Abeliano nume-
rable. Dado que los y-conjuntos son cero dimensionales y (G4)* es un espacio Polaco perfecto,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que X C (Gq)*.

Por otro lado, dado que G es numerable, existe Y C (G4)* numerable que separa puntos
de G (e.g., véase [AT] (1.1.8)). Sea Z = X UY. Usando la Afirmacién 2.16, es facil ver que
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Z también es un y-conjunto. Por la Proposicién 3.8, Z es un yg-conjunto. Por lo tanto, por el

Corolario 3.7, Tz es una topologia de grupo Fréchet precompacta no metrizable sobre G. [

2. ~7g-conjuntos

En esta seccién estudiaremos mas la nocién de yg-conjunto. Un primer resultado que ayuda

a entender mas esta nocion es el siguiente.

3.11. LEMA (Preservacién). Sea f: H — G un homomorfismo y sea f*: (Gq)* — (Hga)*
el homomorfismo inducido dado por x +— x o f para cada © € (Gg)*. Si X C (Gq)* es un

~Ya-espacio, entonces f*[X| es un ym-espacio.

DEMOSTRACION. Sea X C (Gy)* un yg-espacio y sea Y = f*[X]. Supongamos que C C H
es un conjunto infinito tal que V% es una w-cubierta de Y para toda m > 0, donde V{& =
{Vi":ceCy V™" ={y € (Ha)*: y(c) € To,,}. También podemos suponer que V¥ es infinita

para cada m > 0. Hagamos A = f[C].

3.12. AFIRMACION. A es un conjunto infinito tal que U’} es una w-cubierta de X para
toda m > 0, donde U = {U": a € A} y Ul* = {x € (Gq)*: z(a) € T, }.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Fijemos m > 0. Notemos que, si z € (G4)* y ¢ € C,
entonces z(f(c)) = f*(x)(c), y por lo tanto, f* '[V/"] = F(e)- Como V¢ es infinito, se
sigue entonces que A es un conjunto infinito. Supongamos ahora que £ C X es un conjunto
finito. Hagamos F' = f*[E]. Entonces, existe ¢ € C' con F C V™, y de aqui se sigue que
EC f Y F C v = Ufl.)- Ast, UJ" es una w-cubierta de X. |

Ahora, dado que X es un yg-espacio, existe B C A numerable tal que U es una ~y-cubierta
de X para todam > 0. Sea ¢: B — J,cp f7'[b] una funcién de eleccién, y hagamos D = ¢[B].
Entonces, D es un subconjunto numerable de C' tal que V}} es una 7-cubierta de Y para cada

m > 0. O

Ahora, notemos que f* es suprayectiva si y s6lo si f es inyectiva, y también notemos que

f* es inyectiva si y s6lo si f es suprayectiva. Por lo tanto, obtenemos la siguiente conclusion.

3.13. TEOREMA. La ezistencia de un vyg-conjunto no numerable para algin grupo Abeliano
numerable G, implica la existencia de un vz, -conjunto no numerable, donde Z,, = @, 7Z es el

grupo Abeliano libre con una cantidad numerable de generadores.

DEMOSTRACION. Es bien conocido, de la teoria de grupos Abelianos libres, que para cada
grupo Abeliano numerable G existe un homomorfismo suprayectivo f: Z,, — G. Entonces f*

es inyectiva, y por lo tanto, el teorema se sigue directamente del Lema 3.11. O

Definamos non(vyg-conjunto) = min{| X|: X C (G4)* y no es yg-conjunto}. Con ayuda del

Lema 3.11 podemos obtener un hecho ttil acerca de este invariante cardinal del continuo.

3.14. LEMA. Sea H un subgrupo de G, entonces non(yg-conjunto) < non(yg -conjunto).
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DEMOSTRACION. Sea f: H — G un monomorfismo, y supongamos que Y C (Hy)* no
es yg-conjunto. Como f es inyectiva entonces f* es suprayectiva, luego existe X C (Gg)*
con |X| = |Y| tal que f*[X] = Y. Del Lema 3.11 se sigue inmediatamente que X no es un

ya-conjunto. Es clara ahora la desigualdad del lema. (|
Establezcamos ahora el segundo resultado principal de este capitulo.
3.15. TEOREMA. Sea G un grupo Abeliano numerable. Entonces non(yg-conjunto) = p.

DEMOSTRACION. La desigualdad non(yg-conjunto) > p, se sigue directamente de la Pro-
posicién 3.8 y del hecho de que p = non(y-conjunto) (Teorema 2.20).

Por otro lado, para ver que non(yg-conjunto) < p, por el Lema 3.14, es suficiente con probar
que non(yg-conjunto)= p, para algin subgrupo H de G. Para lograr esto tiltimo, necesitamos

de un hecho acerca de la teoria de estructura de grupos Abelianos.

3.16. HECHO. Cualquier grupo Abeliano numerable G, contiene una copia isomorfa de uno
de los siguientes grupos: Z, K, Z(p>) para un primo p, donde K es un grupo generado por un

conjunto infinito independiente.

DEMOSTRACION. Supongamos que G no contiene una copia isomorfa de Z o K. Entonces
r(G) debe ser finito y ro(G) = 0. Por lo tanto, existe un nimero primo p tal que G, es infinito
con r(G,) finito. Por 4.3.13 de [Ro], se sigue que G, es una suma directa de una cantidad

finita de grupos ciclicos y cuasiciclicos, luego el resultado se sigue. ([l
3.17. AFIRMACION. non(yg-conjunto) = p.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Sea A = {a,: n € w} un conjunto independiente de
elementos no nulos de K tal que K = (A). Entonces K = @, (an). Sea F C [w]* una familia
centrada sin pseudointersecciones infinitas. Notemos que para cada n € w, podemos encontrar
b, € T con b, ¢ Ty tal que (b,,) es isomorfo con un subgrupo de (a,). Ahora, para cada F € F

y para cada n € w consideremos la funcién zp,: (a,) — T definida por

0, Sine€F,

mby,, en otro caso.

zpn(may) = {

Entonces zr, es un homomorfismo de grupos. Por la propiedad universal de la suma directa,
existe un unico homomorfismo zp: K — T que hace conmutar el siguiente diagrama (g, =
TR Oly):
Ln
<an> — K
~ |
\ | zF
TP
\
T

donde ¢, denota a la inclusién. Hagamos X = {zp: F € F} y probemos que X no es un

vk-conjunto. Claramente |X| = |F|.
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Fijemos m > 0. Sea {F;: i < k} un subconjunto finito de F. Dado que F es una familia
centrada, existe n € [, Fi. Asi, 2, (a,) = 0 para toda i < k, luego entonces {zp,: i < k} C
U;". Por lo tanto, U es una w-cubierta de X para cada m > 0. Supongamos ahora que B es
un subconjunto infinito de A y verifiquemos que Uf no es una v-cubierta de X. Supongamos
lo contrario, i.e., supongamos que para cada F' € F se tiene que zp € U (o equivalentemente,
zp(b) = 0) para toda b € B salvo una cantidad finita de b’s. Hagamos E = {n € w: a,, € B}.
Notemos que para cada F € F, zr(a,) = 0 es equivalente a n € F. Por lo tanto, F es una

pseudointerseccién infinita de F, lo cual contradice nuestra suposiciéon acerca de F. ]
3.18. AFIRMACION. non(7z(pee)-conjunto) = p.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Consideremos a Z(p) como un subgrupo de T, i.e.,
Z(p*>®°) = (an: n = 1), donde a,, = pln + Z para n > 1. Para probar la afirmacién, necesitamos

del siguiente lema técnico.

3.19. LEMA. Sea N = {2": n > 1}. Entonces, para cada F C N existe Tp € (Z(p™)a)*

con las siguientes propiedades:
(i) Tr(an) € Ty siy sdlo sine F;y
(ii) Tr(an) €Ty sin € F.

DEMOSTRACION. Sea F' un subconjunto de N. Hagamos

k:{L Sip=2;

%, cuando p > 2,

v A={a,: n > 1}. Definamos un mapeo zp: A — T de la siguiente manera.

(1) zp(a1) =0.
erlogn 1) Si 2" € F;

(2) zp(agn) = IFI’(Z;ZI) cuando n > 1.

T+ (% +Z), en otro caso,
(3) zp(am) = p* ~™ap(agn), cuando 2"~ < m < 2"
Es f4cil verificar que prr(a1) =0y prp(ant1) = 2r(an) para n > 1. Esto garantiza que xp
puede extenderse a un homomorfismo Zp: Z(p>) — T.

Resta probar que Tp satisface (i) y (ii). Para esto, tenemos que distinguir dos casos.
CAsO 1. p=2.

Primero, notemos que ||-=(r 4+ Z)|| = L||r + Z|| para toda m >0y 0 < r < 3. Entonces,

1
5.
por los incisos (1) y (2), se sigue que

fopapl = EESIZER
i W, en otro caso,

lor(agn 1)l

de (%) que Tp satisface (i) y (ii).

cuando n > 1. Claramente < min {2%, %}, para toda n > 1. Por lo tanto, se sigue

CASO 2. p > 2.
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Al igual que en el caso anterior, es facil ver que

|‘$F(;17?:z;1)||7 Sl n ¢ F;
|zF(agn)| = lzr(a NI (%)
ko Rt en otro caso,
p p?
cuando n > 1. También Hmﬁ};ﬂ%l)” < ml’n{zin, %}, para toda n > 1. Asi, de (xx) se sigue

también que T satisface (i) y (ii) para este caso. O

Sea N como en el Lema 3.19 y F C [N]¥ una familia centrada sin pseudointersecciones
infinitas. Entonces, por Lemma 3.19, para cada F € F existe Tp € (Z(p™>)q)* tal que Tp
satisface (i) y (ii) de este lema. Sea X = {Zp: F € F} y probemos que X no es yz(pe)-
conjunto. Es claro que | X| = |F]|.

Fijemos m > 0. Sea {F;: i < k} un subconjunto finito de F. Dado que F es una familia

centrada, existe n € (),_, F; tal que n > m. Por el Lema 3.19 (ii), se sigue que ||TF, (an)|| <

i<k
% < % para toda i < k, y por ende {TF,: i < k} C U;". Por lo tanto, U} es una w-cubierta de
X para cada m > 0, donde Ay = {a,: n € N}. Supongamos ahora que B es un subconjunto
infinito de Ay y verifiquemos que Z/{j_flg no es una ~y-cubierta de X. Con el objetivo de obtener
una contradiccién, supongamos que para cada F € F se tiene que Tp € U, para toda b € B
salvo una cantidad finita de b’s. Hagamos E = {n: a,, € B}. Por el Lema 3.19 (i), se sigue que

E C* F para cada F' € F, lo cual contradice nuestra suposicién acerca de F. ]
3.20. AFIRMACION. non(vyz-conjunto) = p.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Es bien conocido que el grupo dual (Zg)* es isomorfo
a T. Asi, cada x € T puede ser identificado con el homomorfismo de Z en T definido por
x(n) := nx para cada n € Z. Para establecer la afirmacién, serd necesario probar el siguiente

lema.

3.21. LEMA. Sea A = {2*":n € w}. Entonces, para cada F C A existe xr € T con las

siguientes propiedades:

(i) nxp € Ty siy sdlo sine€ F;y
(ii) nep €T, sine F.

DEMOSTRACION. Sea F un subconjunto de A y hagamos E = {n: 2*" € F}. Para cada

n € w consideremos el intervalo J,, = [—2%”, 24%], y para cada s € 2<% hagamos
1 1 - s(4)
Iy = 9 + Z 94 +1 + sl
i€|s|

Estos intervalos satisfacen las siguientes propiedades:

(a) si s Ct, entonces I; C I;

(b) I, +Z C U;{“- siysblosis(i)=1;y

(c) sis(i) =1, entonces I, + Z C U22f
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En efecto, para ver (a), primero notemos que

1 —t(i)
+ Z 41+1 Z 94i+1 + Jlt\v

i€ls| i€lt]\[s]

y para verificar que (x) C J|4|, es suficiente con probar que
1—1t( 1
st 2 47~+1 S Zanr
i€lt[\]s|
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que |s| < [¢|. Asi, |[t| > |s| + 1, y dado que
glslti 1 > 4| s| 4+ 4 para toda i > 1, se sigue que

1—t(i 1 1
24‘” + ; | 41+1 24\ s|+1 + 24\ I+1 22 Z 24\ \+1_1 <
i€\t

1 1 1 1
S il T 5 o T ﬁ ' 24\3\ Z§ Y
i>1
Para probar (b) y (c), notemos que

k
U,’L”:{xET:n:CETm}ZZ<—+In7m)+Z,
n

ken
donde Iy, = (-5, ==). Supongamos que s(i ) = 1. Entonces
— ()
Istipa = 5 + Z o T i
JEi
Claramente, 2 5 +Z]Ez e 91) = ﬁ, para algl'ma ke 2v. Como 241% < min {% . 2%“ 2% . 241“_ },

entonces Iy +7Z C Is,,, +Z C U4 NU2. . Esto prueba (c) y la primera parte de (b)

247"

Para la segunda parte de (b)7 supongamos que s(i) = 0. Sea k € 24" tal que =

241
1 1
5+ Z]EZ 2;91) Entonces
k 1 1
Isri+1 = F + = 5 241 + Jz-i—l

Dado que 4l+1 < 4 241 , se sigue que = 41 +Ji11 C [1.277 %.241] Entonces (Isml—i—Z)ﬂU;“ =
0, y por lo tanto, también (Is + Z) N U2441 = 0.

Por el inciso (a), tomemos xr € (), ¢, Iz}, +Z, donde xg es la funcién caracteristica de

E. Por lo tanto, se sigue de (b) y (¢) que zp satlsface (i) y (ii). O

Sea A como en el Lema 3.21 y F C [A]“ una familia centrada sin pseudointersecciones
infinitas. Entonces, por el Lema 3.21, para cada F' € F existe zp € T tal que xp satisface (i) y
(ii) de este lema. Sea X = {zp: F' € F} y probemos que X no es un yz-conjunto. Claramente
| X] = [F].

Fijemos m > 0. Sea {F};: i < k} un subconjunto finito de F. Dado que F es una familia
centrada, existe n € [, F; tal que n > m. Por el Lema 3.21 (ii), se sigue que ||nzp,|| <+ < L

para cada ¢ < k, y por ende {zp,: i < k} C U. Por lo tanto, U}’ es una w-cubierta de X para
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cada m > 0. Supongamos ahora que B es un subconjunto infinito de A y veamos que Uz no es
una vy-cubierta de X. En efecto, supongamos que para cada F € F se tiene que zp € U;! para
toda b € B salvo una cantidad finita de b’s. Por el Lema 3.21 (i), se sigue que B C* F para
cada F' € F, lo que contradice nuestra suposicion acerca de F. ]

El teorema esta probado ahora. (I



Capitulo 4

Resultados de consistencia

En este capitulo trataremos algunas caracteristicas combinatorias del forcing de Laver-
Prikry Lz asociado a un filtro libre F sobre w, las cuales se encuentran muy ligadas a la
combinatoria que estd detrds de la propiedad de Fréchet (Oberservaciones 1.4 y 1.5). Este
analisis combinatorio nos permitira construir un modelo de ZFC en donde todo grupo Fréchet
precompacto separable es metrizable (Teorema 4.21 (¢)), obteniendo en particular que es consis-
tente con ZFC que todo yg-conjunto sea numerable. El Teorema 4.21 (c) junto con el Corolario
3.10 nos dan una respuesta a la Pregunta 3.1, probando que la pregunta de Malykhin para el
caso precompacto es independiente de ZFC. Mas atin, en este mismo modelo se sigue también
que ¢ = ws vy que cada espacio de Fréchet numerable regular de peso menor que ¢ tiene una
m-base numerable (Teorema 4.21 incisos (a) y (b)). En grupos topoldgicos el m-peso y el peso
coinciden (Teorema 1.15 (c)), luego es consistente con ZFC + CH que todo grupo Fréchet
separable de peso menor que el continuo es metrizable (Corolario 4.24). Algunas de las ideas
basicas de este analisis habian sido ya manejadas con anterioridad por J. Brendle y M. Hrusak
en [BH]! para el estudio combinatorio entre Lz y la propiedad de Fréchet en Z<“. De hecho, el
resultado principal de [BH] (véase Teorema 2.28 de esta tesis) es un caso particular de nuestro
Corolario 4.24.

1. Combinatoria y forcing

En esta seccién desarrollamos las técnicas combinatorias necesarias en la construccién del

modelo de ZFC que hemos mencionado mas arriba.

1.1. Familias numerablemente altas y Lz. La Observacién