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Introduccion

La motivacion del presente trabajo estd dada por estudios en el drea de Geometria Alge-
braica; especificamente en el tema de la dimension de variedades afinesy sus propiedades.
La herramienta necesaria para lograr avances en tales temas se encuentra en desarrollo del
Algebra Conmutativa. Desde esta perspectiva se resuelven ciertos problemas que concier-
nen a la dimensién de las estructuras algebraicas correspondientes a estas variedades.

Los topicos presentados son bien conocidos y tratados ampliamente. Las técnicas uti-
lizadas para resolver cada tema estdn basadas en los textos de la bibliografia. La meta
principal es aplicar la teoria de la dimension de anillos en el caso de homomorfismos lo-
cales y relacionar las dimensiones del dominio y codominio de dichos homomorfismos,
obteniendo también informacion subyacente de los ideales primos del codominio.

Para lograr lo propuesto, en los dos primeros capitulos se revisardn los conceptos fun-
damentales, recopilando las propiedades basicas de mddulos sobre un anillo conmutativo
con unidad: Localizacion, producto tensorial, condiciones de cadena. Se observan tam-
bién propiedades de mddulos y su relacion con ideales primos, maximales y primarios.
Con base en los temas de longitud de médulos, anillos y modulos graduados se pueden
obtener enunciados relevantes para los teoremas sobre dimensién que nos interesan.

Una parte considerable de esta tesis se enfoca en el andlisis de tres pardmetros. El
primero de ellos es la dimension de Krull. Los otros dos estdn definidos para anillos locales
Noetherianos: La dimension de Chevalley y el grado del polinomio de Hilbert.

Por dltimo, se aplican los resultados obtenidos para dar una cota para la dimensién
de ciertos anillos locales que son codominios de homomorfismos. En particular, si tales
homomorfismos satisfacen una de dos condiciones adicionales (la del ascenso o la del
descenso), se tiene informacion precisa sobre la dimensién. En tal caso, se da un ejem-

plo para cada una de estas condiciones. Dichos ejemplos son descritos en los apéndices
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y provienen de clases importantes de médulos: Las extensiones enteras de anillos y los

modulos planos.



Notacion y Terminologia

En el contexto de este trabajo, los anillos serdn tinicamente anillos conmutativos con
unidad diferente del cero. El conjunto de las unidades de un anillo A se denotard por U(A).

Las letras N y Z denotardn a los conjuntos de nimeros naturales y de nimeros enteros,
respectivamente. Para referirnos al conjunto de los nimeros enteros no negativos se usard
Z, y el simbolo oo se referird al sup Z,..

En cuanto a las relaciones entre conjuntos, C representara contencion estricta, C de-
notard contencion con la posibilidad de igualdad y € se utilizara para expresar cuando un
conjunto no esté contenido en otro.

Ademais, si I es un subconjunto de un anillo A, se adoptaré la notacién (I')4 para expre-
sar al ideal generado por I' en el anillo A. Més aun, si I = {x;, x5, ..., x,}, donde r es un

entero positivo, denotaremos simplemente (xi, x,, ..., x,)4 en lugar de ({x;, x2, ..., X, })a.
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Capitulo 1

Preliminares

Para efecto de los conceptos analizados aqui, se utilizardn las nociones y propiedades
de moédulos que se encuentran en las tres primeras secciones del Capitulo 2 del libro [Ati].

Las secciones de este capitulo se conforman de ideas bdsicas necesarias para la pre-
sentacion de los resultados que se desarrollan en este trabajo de tesis. Se definira la locali-
zacion de un anillo en un subconjunto multiplicativo. También se desarrollara el concepto
de producto tensorial de modulos. Para ambas construcciones se daran propiedades y al-
gunos ejemplos. En particular, se dardn las propiedades universales de cada una de ellas.

Posteriormente se tratarn los modulos y anillos Noetherianos y Artinianos. Analizare-
mos el concepto de longitud de un moédulo, especialmente se dard una caracterizacion
cuando dicha longitud es finita (ver la Proposicién 1.52). Para finalizar el capitulo, se re-

visardn los conceptos de anillos y médulos graduados.

1. Localizacion de Anillos y Médulos

A continuacién, se define un subconjunto multiplicativo de un anillo. Con base en ello
se construye la localizacion de un anillo dado, que a su vez, tiene una estructura algebraica
de un anillo. Més aun, se definira la localizaciéon de un A-médulo M en un subconjunto
multiplicativo S de un anillo A, que serd un médulo no solamente sobre A, sino también

sobre la localizacion del anillo A en S'.

Definicion 1. Sea S un subconjunto de un anillo A. S es un subconjunto multiplicativo de
Asi

1. OA¢Sy1A€S,y
2. ab € S para cualesquieraay b € S.
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Ejemplo 1.1.

1. Sean A un anillo y f un elemento no nilpotente de A. El conjunto {f"| n € Z,} es
un subconjunto multiplicativo de A.

2. Sea B un anillo. B no es un subconjunto multiplicativo de B.

Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A, definimos una relacién ~ sobre
A X § de la siguiente manera:
Sean (a;, s1) y (az, s2) elementos de A X S. Decimos que (a;, s1) ~ (az, s3) si, y s6lo si,

existe u € S tal que
ey u(say — s1az) = 0Oa.

Veamos que ~ es una relacion de equivalencia sobre A X S.

= ~ es reflexiva. En efecto (a, s) ~ (a, s), pues 14(sa — sa) = 04 para cualesquiera
acAyseSs.

= ~ es simétrica. En efecto, sean (ay, s1) y (a2, 52) elementos de A X S tales que
(ay, s1) ~ (aa, 52). Asi, existe u € S con us,a; = usa,. Se sigue que existe u € S
con us|a, = uspa; y por lo tanto, (as, s2) ~ (ai, s1).

= ~ es transitiva. En efecto, sean (ay, s1), (a2, 52) y (a3, s3) elementos de A X S tales
que (ap, s1) ~ (az, $2) y (a2, 52) ~ (a3, s3). Se sigue que existen u; y u, € S con

() upsay = upsaz, y
3) UrS3y = UrSHA3.
Multiplicando la ecuacién (2) por u,s3 y la ecuacién (3) por u; sy, se tiene que
UpS3ULSrd1 = UpS3ULS142, Y
Ui S1UxS3dr, = U1S1U824s.
De esta forma, usu; s283a; = usu; s»s1a3, donde uru; s, € S. Por lo tanto,
(a1, s1) ~ (a3, s3).

Asi, ~ es una relacién de equivalencia sobre AXS y podemos construir el conjunto cociente
de AX S por ~. A este conjunto cociente lo denotamos por S A. Ademds, si (a, s) € AXS,

entonces representamos al elemento {(b,) € A X S| (b, 1) ~ (a, s)} de S A por E.
s
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Proposicion 1.2. Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A.

1. S' A tiene una estructura de un anillo bajo las operaciones siguientes:

+:87"AxS'A - S'A

(a b) ta + sb
e .y
s t

St
x:STAxS'A —» S'A
(a b) ab
R g )
s 1 st
dondea,beAys, teSs.

2. La asignacion natural i5 dada por
A - S'A

) @ - i) =
A

es un homomorfismo de anillos tal que ig‘(t) € US' A)paratodoteS.

DEMOSTRACION.

1. Primero veamos que la adicién + le da a S™! A una estructura de un grupo abeliano.
En efecto:
» La adicién + estd bien definida:

Sean ay, ay, az, a, € Ay sy, 52, §3, 4 € S. Supongamos que los elementos

a a as day . . a as dy  dy .
—,—|y|—,—]soniguales. Estoes, — = —y — = —.ExistenuyvesS
S1 S S3 S4 S1 53 S2 S4

tales que

(5) us3a, usiaz, 'y

(6) VSsady = VShdy.
Multiplicando la ecuacion (5) por s,s4 y la ecuacion (6) por s; 53, se tiene que

@) USrS38401 = US1S284a3, Y

(8) V8183840 V81828304,

Al multiplicar la ecuacion (7) por v y la ecuacion (8) por u, se sigue que
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9) VUS,S3S441 = VUS|SS4d3, Y
(10) UVS1838407 = UVS|SS304.
Sumando las ecuaciones (9) y (10), y utilizando la distributividad del producto

en A, tenemos que uv(s,s3S4a; + §15354a2) = uv(sy5284a3 + 51 5,53a4). De forma

que

a a Sray + s1ar S$403 + S304 as ag
— + — = = —+ —.
S A\p) 5152 53854 S3 S4

Por lo tanto, la adicion + esta bien definida.
= Veamos la asociatividad de la adicién +:

Sean ay, ay, as € Ay 51, 52, 53 €S. Asi,

a a as a S3ay + SHasz
—+|—+ — = —+|—
S 2 83 S $283

sas3a; + s1(s3az + S2613))

§18253

Sy83a1 + $38147 + $28143
515283

(s283a1 + s381a2) + 52S1613)

518253

($201 + s1a2)53 + 525103
§18253
Sraq + S1a» as
— + J—
§182 §3

a a as
= |—+—=]+—.
S $2 53

= Probaremos que la adicién + es conmutativa:

Sean a;, a, € Ay sy, 55 € S. Se sigue que

aj a Soay + s1ap S1ar + S$Hraq a a
4 L= - - =

S1 §2 §182 §182 $2 §1
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0
» El neutro aditivo de S A es 1—A. En efecto,seana € Ay s € S. Asi,
A

OA+a s04 + 1pa a

ﬁ S Ias

. .. a -a
= Seana € Ay s € S. El inverso aditivo de — es —, en efecto,
Ky S

a -a sa+s(—a) sa—sa 04 04
+— = = = — = — =0g14.
s S Ss ) ss 14

Ahora veamos las propiedades del producto x en S A.
= El producto X esté bien definido:

a a
Sean ay, ar, az, a, € Ay sy, S, 83, S4 € S. Supongamos que i y
1 52
as ag . a as a as .
—, — | son iguales. Estoes, — = —y — = —. Existenu y v € § tales
§3 S84 S1 53 SH Sa
que satisfacen las ecuaciones siguientes:

us3a, us\as, y

vsaay, = VSydy.

Se sigue que uvsssqa a; = uvsy srazay. De esta forma,

aq ay aay asdy as ay
— X = = = = = X —

S1 52 5152 85384 §3 S4.

= El producto X es asociativo:

Sean ay, ay, a3 € Ay 51, 52, 53 € S. Se sigue que

ap a  as ai aras aaxay  didy  as a as
— X|— X — = — X = = X —=[—x = |x —=.
S1 A\p) 53 S1 5283 5185283 51852 53 S1 A\Y) 53

= Veamos la conmutatividad del producto X. En efecto, sean a;,a, € Ay
. a dy aiay  dap  dy a4y
s;, s2€ S.Setieneque — X — = —— = — = — X —.
. L S1 Y 51852 §281 A\Y) 51
= [a adicién + distribuye al producto X:

Sean ay, ay, as € Ay 51, 52, 53 €S. Asi,

a ap as a $3a, + SHA3
—X|—+—] = —X|———
S 283 S 52583
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a,(s3a; + $,a3)

$15283
s3ajap + s,ajas

§18283
aa; apas
—_— + —_—
$152 §183
a a a as

S1 52 §1 s3

1
» El neutro multiplicativo de S A es el elemento —2 En efecto, sean a € A y

A
ca lza 14 a
sES. Asf, - = — = — X —.
s Ias 14 s

= Mostraremos ahora que 1514 # Og1 4. Supongamos que

14

14

04 .
= —. Se sigue que
14

existe u € S tal que ul, = u04 y asi, u = 04. Esto es una contradiccion, ya que

0, ¢S.

Por lo tanto, S A tiene una estructura de un anillo bajo la adicién y el producto

dados.

2. A continuacién, se mostrard que i§ es un homomorfismo de anillos y para cualquier

t€8,i3(t) € US' A). En efecto, sean o y B € A.

» Mostraremos que 4 estd bien definida. En efecto, supongamos que @ = 3. Se

) a o .

sigue que —— = 1£ Es decir, ig(a) = ig(B).
A A

» Veamos que 75 preserva la estructura aditiva.

B _a+p .

ﬁ = T :l§(0+ﬁ).

= 4§ preserva la estructura del producto. En efecto,

a B _f_a
1, X 1L = 14 = ig(ap),

) . (0
ﬁwn@wzr+
A

is(@) X is(B)

. 1
A1, = ﬁ.
A
1 1 t t
m Seat € S.Tenemosque—Axig‘(t) = Ax— =
t t 7 1a t

ITA = (ig‘(t))_1 y con ello, i (1) € (LI(S'I A).

El inciso 1 de la Proposiciéon 1.2 da pie a la siguiente definicidn.
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Definicion 2. Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A. La localizacion de A
en S es el anillo (S A, +, x), donde + y X son las operaciones dadas en el inciso 1 de la

Proposicién 1.2. Dicha localizacion la denotaremos simplemente por S A.
Damos ahora un ejemplo.

Ejemplo 1.3.

1. Sea @ € N y considérese el conjunto S, = {a"| n € Z,}. Es claro que S, es un
subconjunto multiplicativo de Z. La localizacién de Z en S, se denotard por Z,.
2. Sea I un ideal propio de un anillo A y considérese el conjunto 1, + 1. Veremos que
dicho conjunto es un subconjunto multiplicativo de A:
= Supongamos que 04 € 14 + 1. Se sigue que 04 = 14 + a para algiin a € I. Esto
es, 1|4 = —a para algin a € I. Asi, I contiene a 14. Es decir, I = A, lo que
contradice nuestra hipétesis sobre 1. Por lo tanto, 04 ¢ 14 + 1.
» Como 04 €1,sesigueque 14 €1, +1.
m Seana; ya; € 1. Asi, (14 +ay) (14 +a;) = 14 + a, + a; + aja,. Sabemos que
a, +ay; +ajay € 1. Porlotanto, (14 +a;)(14 +az) € 14 + 1.
En particular, si I = {04}, entonces 14 + I = {14}y asi, (14 + I)"'A es un anillo
isomorfo a A.

Dado un subconjunto multiplicativo S de un anillo A y el homomorfismo i de anillos,
tenemos que S™' A es una A-dlgebra y por lo tanto, S A es un A-mddulo.
Ahora veremos la localizacion de un médulo en un subconjunto multiplicativo de un anillo.
Sean S un subconjunto multiplicativo de un anillo A y M un A-médulo. Consideremos la
relacién sobre M X S, que denotaremos nuevamente por ~, dada de la siguiente manera:
(my, s1) ~ (my, s7) st existe u € § tal que u(s,m; — symy) = 0y, donde (my, 1) y (my, 52)
son elementos de M X S.
La prueba de que esta relacion es una relacion de equivalencia es similar a la prueba para
el caso de la relacion sobre A X S, dada antes de la Proposicion 1.2. Al conjunto cociente
de M x S por ~ lo denotamos por S'M. Ademds, si (m,s) € M x S, representamos al
elemento {(n,1) € M X S| (n,t) ~ (m, s)} de S™M por ?

Proposicion 1.4. Sean S un subconjunto multiplicativo de un anillo A y M un A-maédulo.

S'M tiene una estructura de un S A-médulo con las siguientes operaciones:
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+:S"MxS'™M - S'Mm
(m1 mz) tmy + smy
|_) —_—

> Y

b

S t St
:STAXS™M - S'M
(a m) a m am
RS = - =
st s 1 st
DEMOSTRACION. De manera andloga a la Proposicién 1.2, se muestra que S'M es un

grupo abeliano. Estudiaremos ahora el producto por escalares.

= El producto - estd bien definido. En efecto, sean a;, a, € A, sy, $2, t;, b € Sy

a m a myp ., ai a m ny
my, my € M. Supongamos que | —, — | =|—,— | Asi, — = —y — = —.

S1 4 RV &) S S2 7 h 15)
Existen u y v € § tales que us,a; = usja, y vipm; = vtjm,. Se sigue que

uvsstaym; = uvsitia;m,. Dado que uv € S, tenemos que

a m amg amy a mp

ST 4 S1h S2bp RV )

= Sean aj,a, € A, sy, 5,t € S ym € M. Mostraremos que los elementos

) o e

aq ay m ajd, m
— X . 7

S So S18y 1
(a1a2)m

(s152)t
a(aym)

51(821)

a, (an m
s1 \so t]°

= A continuacién, mostraremos que la adicién + de M distribuye al producto por

escalares -. Seana € A, t, 51, s, € S y my, my € M. Se sigue que

a (ml mz) a (szm1+s1m2)
—_— _+_ — —_— —_—

S AY) t S$1852
a(somy + s1my)

15187



1. LOCALIZACION DE ANILLOS Y MODULOS 9

a(symy) + a(symy)

15187
_ (asy)my + (as))my
- 15187
_ (s@)my + (s1@)my
- 1518,
_ salamy) + s1(amy)
- 15182
_ am amy
Cos s

a my a myp
r 5 t Sz'

= Veamos ahora que la adicioén + del anillo distribuye al producto por escalar -. En

efecto, sean a;, a, € A, 51, $2, t €S ym e M. Asi,

S1 A\

(ﬂ+a2)_@ _ sartsia m

t 182 t

(s2a1 + s1a2)m
S1871

(s2a1)m + (s1a)m

S18x1
s2(aym) + s1(aym)

S18x1
aym am
St Sot
a m a m

s1 t Sy t

Iy m 1ym m .
= Por otra parte, tenemos que A AT para cualesquieram e My s € S.
IA N 1AS S
Por lo tanto, S'M es un S' A-médulo con las operaciones de adicién y producto por

escalares descritas. O

Siguiendo la misma idea que en la Definicién 2, para un médulo M sobre un anillo A,

se define la localizacion de M en un subconjunto multiplicativo S de A como sigue:
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Definicion 3. Sean M un médulo sobre un anillo A y S un subconjunto multiplicativo de A.
La localizacién de M en S es el S A-médulo (S'M, +, -), donde + y - son las operaciones

dadas en la Proposicién 1.4. Dicha localizacién la denotaremos simplemente por S™'M.

Ahora definiremos el aniquilador de un elemento de un mdédulo y veremos algunas

propiedades de dicho concepto.

Definicion 4. Sean M un médulo sobre un anillo A y m un elemento de M. El aniquilador

de m es el conjunto {a € A| am = 0y}, y se denota por Ann,(m).

Proposicion 1.5. Sean M un modulo sobre un anillo A y m un elemento de M. Se tiene

que Anny(m) es un ideal de A.

DEemosTRACION. Es claro, debido a que Anny(m) es el nicleo del siguiente morfismo de

modulos sobre A:
VA > M
a — am. O

Proposicion 1.6. Sean S un subconjunto multiplicativo de un anillo A e iy el homomor-

fismo dado en la Proposicion 1.2. Se tiene que

(11) kerif = | | Anny(s).
seS
DEMOSTRACION. Sea & € A 'y supongamos a € ker i4. Esto es, i5(@) = Og14, 0 bien,
% = Og-1 4. Ello ocurre si, y sélo si, existe s € S tal que sa = 04. Es decir, existe s € S tal
que a € Anny(s), lo que equivale a que @ € |J,cg Anny(s). O

Corolario 1.7. Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A. Se sigue que S no

contiene divisores de cero de A si, y solo si, ig‘ es un homomorfismo inyectivo.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.6, kerig = (J,es Anny(s). Supongamos que
ker ig‘ = {04}, ésto es, | J,eg Anna(s) = {04}. Es decir, Anns(s) = {04} para todo s € S,
o bien, s no es un divisor de cero de A para todo s € S. O

Corolario 1.8. Sea S un subconjunto multiplicativo de un dominio entero A. El homomor-

-A . .
fismo ig es inyectivo.
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DemosTRACION. Como A es un dominio entero, cualquier subconjunto multiplicativo

de A no contiene divisores de cero. Por el Corolario 1.7, ig‘ es inyectivo. ]

Sean M un moédulo sobre un anillo A y § un subconjunto multiplicativo de A. Se tiene
un morfismo de A-mddulos dado por

MM - S'™M

= m
m —.
14
Si N es un A-submédulo de M, entonces existe un morfismo inyectivo de S A-médulos
dado por
v:S'TN - S'™M

n n

— H —.

S s

De esta forma, consideraremos a S”'N como un S A-submédulo de S'M.

Proposicion 1.9. Sean M un médulo sobre un anillo A 'y S un subconjunto multiplicativo
de A. Los S™' A-submédulos del S A-médulo S™M son de la forma S N, donde N es un
A-submodulo de M.

DEMOSTRACION. Sea N’ un S™' A-submédulo de S'M y consideremos el A-submédulo
-1
de M dado por N = (zg‘”) (N"). Mostraremos que SN = N’. Veamos que SN C N’.

n
Seann € Ny s € §. Dado que n € N, tenemos que T € N’. Por otro lado, N’ es un
A
n lg n
S A-médulo, asi, — = A eN.
s s 14
. ,  m
Reciprocamente, sean n” € N’. Existen m € My s € § tales que n’ = —. Con ello,
s

li.@ = 1& € N’. De esta manera, m € ig”_l(N’). Asi, m € Ny por lo tanto, m eS'N. o
A S A S
Corolario 1.10. Los ideales de S' A, donde A es un anillo y S es un subconjunto multi-

plicativo de A son de la forma S I, donde I es un ideal de A.

DEMosTRACION. Tenemos que A es un A-mdédulo y sus A-submddulos son los ideales

que contiene. Por la la proposicién anterior, se sigue el resultado. m|

Proposicion 1.11. Si A es un dominio entero 'y S es un subconjunto multiplicativo de A,

entonces S™' A es un dominio entero.
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. , , a d caa 0y

DEMOSTRACION. Seana, a’ € Ay t, t' € § tales que " X m = Og14. Asi, P = o lo
A

que implica que existe u € S tal que uaa’ = 04. Dado que A es un dominio entero, resulta

que u = 04 0 aa’ = 04. Como S no contiene a 0,4, tenemos que aa’ = 04. Nuevamente,

.. . a OA
como A es un dominio entero, se sigue que a = 04 0 @’ = 04. Con ello, — = T, 0
A
’
a OA
A m|
I 14

Ahora describiremos ciertos morfismos entre las localizaciones de modulos. Sean A

un anilloy ¢ : M — N un morfismo de A-md6dulos. Consideraremos la asignacion dada

por
(12) Stp:S'M — S'N

m m m

— S'lcp(—): # ).

s s s
Mostraremos que S™! ¢, estd bien definida. En efecto, sean m, my € My sy, s, € S tales
que — = 2. Se sigue que existe u € S tal que us,m; = us;m,. Como consecuencia,

S1 S2

e(us,my) = @(us;my). Dado que ¢ es un morfismo de A-médulos, us,o(m) = us;p(m,).
o(my) _ p(my)

st s
Probaremos que S! ¢ preserva la estructura aditiva. Sean m;, m, € M, s, 51, 5o € S y

Con ello,

a € A. Se tiene que
S'Hp(ﬂ . @) _ S_l(p(szml + slmz)
5182

p(symy + s1my)

5152
@(samy) + @(s1my)
$182
p(samy) N @(s1my)
S182 $182
sap(my) + s1¢(my)
$182 5182
e(my) | @(ms)

= +
§1 $2

_ ny B mp
= Stol—|+STp[—].
o[5t)es el )
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Ahora, mostraremos que S”! ¢ preserva la estructura del producto por escalares. En efecto,

am
¢
¢ St

@(am)
st
ap(m)
St
em)
t

5o (2)

Por consiguiente, S ¢ es un morfismo de S™! A-médulos. Esta aplicacién es llamada la

seanme M, s, t €S ya e A. Se sigue que

a m
ofi )
14 s t

Y | Q wyl|Q

localizacion de g en S .

A continuacién, veamos que la localizacion de la composicion de morfismos de médulos
es igual a la composicion de las localizaciones de dichos morfismos. Sea ¢ como antes y
seay : N — P un morfismo de A-mdédulos. Afirmamos que S (o ¢) = STy o St p. En
efecto, claramente los dominios y codominios de S™'( o ¢) y S o S ¢ coinciden. De
esta manera, solo falta ver que sus reglas de asignacién son las mismas. Sean m € My

s € §, se tiene que

Yo @(m)

sioualf) - 2
Y(p(m))

s
= s {p(M)
s

- o)

= S'lwoS'l(p(?).

En la siguiente Proposicion, se analiza el comportamiento de la localizacién de mor-

fismos de modulos con las sucesiones exactas de modulos sobre un anillo.
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Proposicion 1.12. Sea A un anillo. Si existe una sucesion exacta de A-modulos de la

siguiente forma:

f g
(13) M —M— M,
entonces la siguiente sucesion de S A-médulos es exacta:

Sty Slg
(14) S'M' —=S'M — St Mm”.

DEeMOSTRACION. Dado que g o f = Ogom,m’ 1), SE tiene que

S'goS'f=S'(go )= Obiomg., (1M’ .s1M")-

Con ello, ImS™! £ C kerS! g. Solo falta mostrar que ker S'' g C ImS™ f. En efecto, sean

me Mys e S tales que M e ker S g. Esto implica que Og.yy» = M Existe u € §

tal que Oy = ug(m) = g(ufn), asi, um € kerg = Im f. Con ello, existes m’ € M’ tal que

um = f(m’). Como consecuencia, m_rom_mm_ M =S f(ﬂ/) e ImS! f. Por
S u s us us us

lo tanto, ker S g € ImS™! £. |

Corolario 1.13. Sean M un médulo sobre un anillo A y N un A-submodulo de M. Si

M S'M
S es un subconjunto multiplicativo de A, entonces los S A-médulos S — y
N = SN

son

isomorfos.

DEMOSTRACION. Se tiene una sucesion exacta corta

i n M
O N M —— 0 9
N

donde i es la inclusiéon de N en M y & es la proyeccion. Por la Proposicién 1.12, la sucesion

Ly 1 M
Oﬁs—lNgs—lML)S-l_Ho

de S™! A-mé6dulos es exacta. Como S™! 7 es una aplicacion sobre, por el Primer Teorema de
S™M  S'™M  S'™M
kerS'x  ImS'i SN’

Proposicion 1.14. Sean S un subconjunto multiplicativo de un anillo A y N, M A-

M .
Isomorfismo, S — es un S™' A-médulo isomorfo a

submodulos de un A-médulo P. Los siguientes S A-submddulos de S P son iguales:

1. S'M +N)y S'™™M+ SN,
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2. ST M NN)yS'™™MNSIN.

DEMOSTRACION.

1. Sabemos que M y N son A-submédulos de M + N. Asi, S'M y SN son S A-
submddulos de S'(M + N). Por consiguiente, S'M + S'N es un S A-submédulo
de S'(M + N).

Reciprocamente, sea @ € S'(M + N). Existenm € M,n € Ny s € S tales que
o= SIMA SN
Por lo timto, S'SI(MS+ N)=S'"M+SIN.

2. Dado que M N N es un A-submédulo de los A-mddulos M y N, tenemos que
S'(M N N)esun S A-submédulo de S'M y de S'N. Con ello, S'(M N N) es un
S! A-submédulo de STM N SIN.

Por otro lado, sea @ € STMNSIN. Existenm € M,n € Ny s, t € S tales que

m n .
a=—= 7 Con ello, existe u € S tal que utm = usn € M N N. Como uts € S,
Ky
m  utm
resultaque — = — € ST (M N N). O
) uts

Por induccién, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.15. Sea A un anillo. Dados n € Ny My, M>, ..., M, submodulos de un
A-modulo M, se sigue que:

I.ST"WM + Mo+ ...+ M) =S"M+S'"M,+...+S'"M,, y

2. 8" wMinMyn..nM)=S"M,NnS'M,n...nS' M,. m]

Ahora veremos la propiedad universal de la localizacién de anillos.

Proposicion 1.16 (Propiedad Universal de la Localizacion de Anillos). Sea S un subcon-
Jjunto multiplicativo de un anillo A. Se tiene que para cualquier anillo B y para cualquier
homomorfismo ¢ : A — B de anillos tal que ¢(S) es un subconjunto de U(B), existe un

linico homomorfismo ¢ : S' A — B de anillos tal que el siguiente diagrama conmuta:

15)

B

7
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DemMosTrACION. Consideremos la asignacion

?2:S'A - B

20 (%)= @

Veamos que ¢ estd bien definida. En efecto, tomemos a, b € Ay s, t € § de forma que

b
g - —. Se sigue que existe r € S tal que rta = rsb y por lo tanto, ¢(rat) = @(rbs).

gsf, p(r)elat) = @(r)e(bs). Como ¢(r) € U(B), esto implica que ¢(at) = ¢(bs). Con
ello p(a)p(t) = ¢(b)p(s) y consecuentemente, ¢(a)(p(s))™! = @(b)(¢(t))~!. Es decir, los

—(a\ (b )
elementos ¢ (—) yo n son iguales.
s

A continuacidn, se muestra que ¢ es un homomorfismo de anillos. En efecto, seana, b € A

—fa b _{at + bs
Pl-t+—-] = @
s t st

= (gp(an) +(bs)(@(st)™

= (p@p(®) + eb)p()(@()p(1) ™

= (p(@e(®) + pB)p(N ()™ (@) ™)

= p@p)(e®) ™ (@)™ + @b)p(s) @)™ (e(s) ™!
= @@((@s)™ + b))

- #l6)-+(7)
a(ﬁ)»@(’z) = (p@@s)™) (eb)e)™)

= @@pb)(e(s)™ (p(1) "
= p(a)pb)(e(s)p() ™
= @(ab)(e(sn)™"

e

—~gxé
RATEArYE

ys, teSs.
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(1, ;
el e(1)e(14)

A

15(15)~"
1.

Ahora, observemos que el diagrama 15 conmuta. Dado a € A, tenemos que

?(H@)=7 (3) = p(@)(e(1) " = ¢(a).

1

Por tltimo, veamos que ¢ es unico con las caracteristicas descritas hasta ahora. En efecto,
tomemos un homomorfismo ¢ : STA — B de anillos tal que ¢ = Yy oi§ yseana € Ay
seSs.

A (O

AN
= p(a)p(s)”!

- 7). <

Corolario 1.17. Si S es un subconjunto multiplicativo de un anillo A tal que S es un

= w(i?(a))w((i)_l)
)

subconjunto de U(A), entonces los anillos A y S A son isomorfos.

DemMosTtrACION. Tenemos que Id4(S) = S € U(A). Por la propiedad universal de la
localizacién de anillos, existe un inico homomorfismo ﬁ:‘ de anillos tal que Id, = I?i:x ) ig‘.

Falta mostrar que ig‘ o IE;, = Idg-1 4. En efecto, seana € Ay s € §.
. —~ ([ . _
{old(2) = Had@adio) ™

ig(as™)



18 1. PRELIMINARES

ig(a) x i (s7')

-1
a N
— X |—
14 (1A)

a lA
lA N
a
S
Por lo tanto, i4 es un isomorfismo de anillos. O
S

Ahora veamos una generalizacion de la Proposicion 1.16.

Proposicion 1.18 (Propiedad Universal de la Localizacién de Mdédulos). Sea S un sub-
conjunto multiplicativo de un anillo A y sea M un A-modulo. Para cualquier A-modulo N

tal que para todo t € S el morfismo

N — N
n = tn
de A-modulos es un isomorfismo, se tiene que para cualquier morfismo ¢ : M — N de

A-médulos, existe un tinico morfismo ¢ : S'M — N de A-mddulos tal que el siguiente

diagrama conmuta:

i i e
N -~
-7 ¢
S'™M
En particular, para cualquier S A-médulo Py para cualquier morfismo  : M — P de

A-médulos, existe un vinico morfismo  : S — P de S A-médulos tal que el siguiente

diagrama conmuta:
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DemosTRACION. Considérese la asignacion

2:S'M - N
m

" ()t v

y veamos que ¢ es un morfismo de A-médulos que hace conmutar el diagrama.
Primero probaremos que ¢ esta bien definida. En efecto, sean m, my, € My t;,t, € S

mg my . . .
tales que el irel Existe u € S tal que utym; = ut;m,. Luego, tenemos lo siguiente:
1 2

p(ut,my) = @(utimy)
up(tamy) = up(tymy)
Mu((tamy)) = p(@(timy))
p(trmy) = @(timy)
he(m) = @(tim)
Hi(p(my)) = @(timy)
oim) = p;, (@(timy))
Ho (p(m) = g () (p(timy))

¢%=uWMWWD
a% = 1 (e () (o))
a% = u (@(my))
A —
"Dll_solz'

Mostraremos que ¢ preserva la estructura de A-médulos. Sean my, my e My t;, t, € S.

(my  my —([tmy + tymy
el\—+t— U —
51 1) nh

= urb (p(tam + tymy))
= prt (p(tamy) + @(timy))
=y, (@(tamy)) + ) (@(timy))
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= by, (@(my) + pi; 1, (110(m2))

=t o (@(my)) + 413, 0 ;! (tp(my))

=t 0 (' 0 g (@(m) + piy," o piy ! (py, (9(m2)))
= iy, (p(m) + iy, (e(my))

- o(z)-ofz)
Seana e A,me MyteS. Asi,
— m —fam
7o) = ()
= ;' (p(am))
= ay; ' (p(m))

- 5(2)

Veamos que ¢ = @ o is'. En efecto, sea m € M, se tiene que

goilim = (is'om)

7[f)

pi) o p(m)

@(m).

Probaremos que ¢ es el tnico morfismo de A-médulos que hace conmutar el diagrama.
Para ello, supongamos que existe un morfismo ¥ : S'™™ — N de A-médulos tal que
p=yoiy.Seanme MyteS,sesigue que

o))l %) o] s tom=ven (2]

. . m\ _(m
Como g, es biyectiva, tenemos que (7) = (7)
Por ultimo, si P es un S™' A-médulo y¢¥ : M — P es un morfismo de A-mdédulos, en-
tonces existe un dnico morfismo ¢ de A-médulos tal que ¥ = ¢ o i{'. Falta mostrar que

Y es un morfismo de S™' A-médulos. En efecto, sabemos que ¢ es un morfismo de grupos
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abelianos. Ahora, seana € A,me My s,t € S. Asi,
i(2:2) - o(2)
w s t St
= uy (Y(am))
=, (Y(m))
1
= a (—A : w(m>)
st

| =

= —y(m)

S

=

14

7) - Y(m)
- (17‘* ~ w<m>)

-y (W(m)))

a(z). o

A continuacién, enunciamos una proposicion sobre el anillo de los nimeros enteros

X

Il
—_

v | Q

L QY| wlQ

con base en el Corolario 1.8.

Proposicion 1.19. Sea S un subconjunto multiplicativo de Z. Se sigue que S Z es iso-
morfo a un subanillo de Q que contiene a un anillo isomorfo a Z. En particular, para todo

a € Z\ {0}, Z, es un subanillo de Q que contiene a un anillo isomorfo a Z.

DEMOSTRACION. Sabemos que el homomorfismo ’%\{0} de anillos satisface que ié\{o}(S )
es un subconjunto de U(Q). Asi, por la propiedad universal de la localizacion de anillos,

existe un homomorfismo

7 .l
Iz S'Z - Q
X x
p— '._) p—
t t
de anillos. Falta mostrar que ’%\{0} es inyectivo. En efecto, sean x € Zy t € § tales que
X - T (X X
A A _ . . _ .
" € ker I7 101" Asi, iz (01 (;) = 0, ello implica que 7= 0. Por lo tanto, existe u € Z \ {0} tal

.. ) X
que ux = 0. Como Z es un dominio entero y u # 0, entonces x = 0. Se sigue que e Og-1 7.
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Como consecuencia, S™!' Z es isomorfo a un subanillo de Q.
Por otra parte, por el Corolario 1.8, el homomorfismo 75 es inyectivo. Por lo tanto, Z es

isomorfo a un subanillo de S™! Z. O

2. Producto Tensorial

En esta seccion se tratard el producto tensorial de mdédulos y se revisardn sus

propiedades bdsicas.

Definicion 5. Sean A un anillo y M un médulo sobre A. M es libre si los A-mddulos M y
@ie] M; son isomorfos, donde / es un conjunto no vacio y M; es un Amdédulo isomorfo a
A paratodoi € I.

Dado un anillo A y un conjunto no vacio I, tomamos la notacién dada por la siguiente
expresion: AV = P, A. Asi, un A-médulo M es libre si, y s6lo si, M es isomorfo al

A-médulo AD para cierto conjunto no vacfo 1.

Ejemplo 1.20.

n AGOD = 4.

. AU12D = A2,

= Dado r € N, se sigue que AGZ) = A7, donde zZ es el anillo de los niimeros enteros
modulo r. '

Definicion 6. Sean M, N y P mddulos sobre un anillo A. Una aplicacion g : M X N — P
es A-bilineal de M x N sobre P si satisface los siguientes enunciados:

1. Dado m € M, la aplicacién
gun': N — P
n B  gun)=glm,n)

es un morfismo de A-mddulos.

2. Dado n € N, la aplicacién
g M — P
m +—  g,(m) = g(m,n)

es un morfismo de A-mddulos.
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Ahora, construiremos una especie particular de médulos libres y posteriormente, se

definird el producto tensorial de médulos. Sean M y N médulos sobre un anillo A. Tome-

MXN
A( N — @ A(m,n),

(m,n)eMXN

mos el A-modulo libre

donde A, ,) = A para todo (m,n) € M X N.
Dado (m,n) € MxXN, Denotaremos por 1,,,) al elemento de AMN) ta] que sus coordenadas
son 0,4, salvo la coordenada correspondiente a (m, n), cuyo valor es 14. Asi, si x € AMN | x
se expresa de manera tinica como x = Zf:] @il ny,donde k € N, ; € Ay (m;,n;)) € MXN
paratodoi € {1,...,k}.

Sea Q el submédulo de AM*M generado por los elementos de la forma:

1(m+m’,n) - 1(m,n) - 1(m’,n)
1(m,n+n’) - 1(m,n) - 1(m,n’)
(16) l(am,n) - al(m,n)

1 (man) — & 1 (m,n)»

cona €A, m,m’' € Myn, n € N. Tomemos el A-m6dulo

AMXN)
(17) T =
0
y la aplicacién
(18) O0:MxN — T

(m, l’l) = l(m,n) + Q
Notacion 7. Con lo anterior, dado (m,n) € M X N, denotamos por m ® n al elemento

6(m,n).

Dado que los elementos 1, generan a AMN) “donde (m,n) € M X N, se tiene que

los elementos m ® n generan al A-mddulo 7. Més aun, se sigue que

m+m)®n men+m Qn,

(19) me®(n+n')

men+men,
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a(m®n)

(am)®n

m® (an),

para cualesquiera @« € A, m, m" € M y n, n’ € N. Como consecuencia, la aplicacién 6 es
A-bilineal.

Ahora enunciamos la proposiciéon que nos permite definir el producto tensorial de mé-
dulos.

Proposicion 1.21. Sean M y N modulos sobre un anillo A. Existe una pareja (T, 6), donde
T es un A-médulo y 0 : M X N — T es una aplicacion A-bilineal con la siguiente
propiedad:

Para cualquier A-modulo Py para toda aplicacion A-bilineal ¢ : M X N — P, existe un

tinico morfismo ¢ : T — P de A-mddulos tal que el siguiente diagrama conmuta:

(20) M x N

l -
PREN"

—~

T

Mas aiin, si existe otra pareja (T',0") que satisface tal propiedad, entonces existe un iso-
morfismoy : T — T’ tal que Yy 00 =¢6'.

DEMOSTRACION. Sean ¢ : M X N — P una aplicacién A-bilineal, T el A-mo6dulo cons-
truido anteriormente (ver ecuacion (17)) y 6 la aplicacién dada en la expresion (18). To-

memos la asignacion
¢ AN p

k k k
Z a/il(misni) = QD/ (Z a’il(m,-,n,-)] = Z a’i()D(mia ni).
i=1 i=1 i=1

1

’

y mostraremos que ¢’ es un morfismo de A-moddulos. En efecto, sean

ki
¥ o= ) @l
i=1

ky
2B )
=1

<
Il
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elementos de AMM tales que ki, k, € N, (m;, n;), (m',n’) € M X Ny a;, Bj € A para
cualesquierai € {1,...,k}, je{l,...,k}. Veamos que ¢’ estd bien definida. Supongamos
que x = y. Como la descomposicién de los elementos en AN es tinica, podemos asumir

que ky = ky,my=m),n; =n’ya; =p;paratodoi € {1,...,k}. Asi,

ki
‘,0’ [Z ail(mi,n;))
i=1
ky
Z aip(m;, n;)
i=1
ki
D Bip(m, )
i=1

ky
= ¢ [Zﬁil(m;,n;)J
i=1

().

¢’ (x)

Ahora probaremos que ¢’ preserva la estructura de moédulos. En efecto, sin pérdida de
generalidad, para x y y, podemos suponer que k; = k, y que (m;,n;) = (m},n) para todo
ie{l,....ki}. Asi, x+y = Zi;'l(oz,- +Bi) L(m;.n)- Con ello, se tienen las igualdades siguientes:

ky
()D,(x + y) = QD/ (Z(ai +:8i)l(mi,ni))
i=1
ki
= D (@i +Be(m;, n)
i=1
k1 kl
= Z aip(m;, n;) + Zﬁi‘ﬁ(mi, n;)
i=1 i=1

k k
= QD/ (Zl ail(miani)] + QD, (Zl ﬁil(misni)J
i=1 i=1

= ¢+ ).

Dado a € A, se sigue que
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~

ki
¢ | Z ail(m,-,n,-)]
i=1
ki
¢ a(aﬂ(m[,n,.)))

i=1

kq
@ Z(a/a'i)l(mi,ni))
i=1
ki
D (@a)p(m;, ny)
i=1
ki

> afaipmi, n))

i=1

~

~

ki
a Z a;p(m;, n;)
i=1

ky
ay’ [Z ail(m,-,n»)
i=1

ag'(x).

A continuacién, se mostrard que ¢’(Q) = {0p}. Basta probar que si z € AMM tiene una

de las la formas descritas en las ecuaciones (16), entonces ¢’(z) = Op. En efecto, sean m,

m eM,n,n € Nya € A, se tiene que

(pl(l(m+m’,n) - 1(m,n) - 1(m’,n))

‘P’ ( 1 (mn+n’) — 1(m,n) - 1(m,n’))

90/ ( 1 (am,n) — a 1 (m,n))

@(m +m',n) — @(m,n) — o(m’, n)
@(m,n) + @(m’, n) — @(m,n) — @(m’, n)
Op,

@(m,n+n") — @(m,n) — e(m,n’)
@(m,n) + g(m,n’) — @(m,n) — @(m,n’)
Op,

p(am, n) — ap(m,n)

ap(m,n) — ap(m, n)
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= Op,

O Lmany — @lum) = @(m,an) — ap(m,n)
= agp(m,n) — ap(m,n)

= Op.
Como consecuencia, existe un morfismo de A-médulos dado por

¢o:T — P
k k
a;(m;®n;) Z a;ip(m;, n;).

-1 i=1

1

Mas aun, se tiene que ¢ = ¢ o 6. En efecto, dado (m,n) € M X N, se sigue que
@ o 6(m,n) = p(mn) = p(m,n).

Obsérvese que ¢ es el unico morfismo de A-mddulos que hace conmutar el diagrama 20
(basta mostrarlo para los generadores de 7). Sea ¢ : T — P un morfismo de A-mddulos tal
que ¢ = ¢ o §. Tomemos (m,n) € M X N, asi, p(mQ@n) = ¢(9(m, n)) = @(m,n) = g(m®n).
Por tltimo, mostraremos que la pareja (7', 6) es unica salvo isomorfismo. Supongamos que
existe una pareja (7”,6"), donde 7’ es un A-moduloy 6 : M X N — T’ es una aplicacion
A-bilineal tal que para toda aplicacion A-bilineal ¢’ : M X N — L con L un A-mddulo,
existe un tinico morfismo ¢’ de A-médulos tal que ¢’ = ¢’ o &’. Ahora, si tomamos P = T”

y ¢ = & en el diagrama 20, entonces el siguiente diagrama:

(21) MXxN

Tl
-

T/

conmuta. Ello implica que
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0 = fo@
(22) = 6o(000)

(50 @) od.

Por otra parte, dado que 6 es una aplicacién A-bilineal, si tomamos P = T, entonces existe
un tnico morfismo 6 : T — T de A-médulos tal que 6 = 6 o 6. Como Id; es un morfismo
de A-médulos y 6 = Id; o6, tenemos que 6 = Id;. Por la ecuacién (22) y dado que 6 es el
tinico morfismo de A-médulos tal que @ = 6 o 6, se sigue que 6 = Oo @ y asi, Idy = 000,
De manera similar, se prueba que Id;» = o ogy por lo tanto, 6 es un isomorfismo entre los
A-m6dulos Ty T".

Finalmente, si tomamos ¢ = I , se prueba el enunciado. O

Definicion 8. Sean M y N mddulos sobre un anillo A. El producto tensorial de M y N
sobre A es el A-médulo T dado en la expresion (17) y se denota por M ®4 N.

El hecho de que el diagrama 20 conmute es referido como la Propiedad Universal del
Producto Tensorial, y para la aplicaciéon 6 dada en (18), diremos que 8 es la aplicacion
A-bilineal natural de M X Nen M ®4 N.

Proposicion 1.22. Si M, N y P son modulos sobre un anillo A, entonces el conjunto de
las aplicaciones A-bilineales con dominio M X N y codominio P estd en correspondencia
biyectiva con el A-modulo Homa(M ®4 N, P).

DEemosTtrAcION. El resultado se sigue por la Proposicion 1.21. O

Proposicion 1.23. Sean M y N modulos sobre un anillo A. Sean k € N, x, e M yy; € N
paratodoi € {l1,...,k}tales que Zle X;®Yyi = Oyg,n- Se sigue que existe un A-submodulo
Sfinitamente generado M, de M y existe un A-submodulo finitamente generado Ny de N de

forma que x; € Myyy; € Nyparatodoie{l,...,k}y Zle Xi ®Yi = Oprpe,No-

DEMOSTRACION. Como Y5, x; ® y; = Opa,n, e sigue que Y5, 1¢,,) € O, donde Q
es el A-mddulo generado por los elementos de la forma mostrada en (16). Sin pérdida de
generalidad, existen kK’ € N, «;, B, vi, 6, a;, by € A, m;, m. € M y n;, n; € N para todo
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ie{l,... k'} tales que

k kK k
Z l(xhy:') = Z ai(l(mi+m§,ﬂi) = Lommy — 1(m;,ni)) + Zﬁi(l(m,-,n,-+n;) = Lonmy — 1(’"1"”,,-)) +
i-1 i=1 i=1

kK kK
(23) Z ?’i(ail(m,»,n,-) - l(a,-m,-,n,-)) + Z 5i(bi1(m,-,ni) - 1(m,~,b,»n,-))-
i=1 i=1
Sean
My = Ami+...+Amp + Am| + ...+ Amp, + Ax) + ...+ Ax,
No = Am+...+Anpy +An| + ...+ Anj, + Ay; + ... + Ay,

y tomemos al A-submédulo Q, de AM>No) generado por los elementos que tienen las

formas siguientes:

1(m+m’,n) - 1(m,n) - 1(m’,n)’
1(m,n+n’) - 1(m,n) - 1(m,n’)’
1(mn,n) - al(m,n)’

1(m,,Bn) - ﬁl(m,n) 5

AMoxNo)

donde o, € Aym,m' € Myyn,n" € Ny. Asi, My®s Ny = y por la expresion 23,

k k k
tenemos que »;i; 1y, € Qo. Porlotanto, > x; ® yi = Xim; 1y + Qo = Opmgeun,. O

Proposicion 1.24. Sean M, N y P mddulos sobre un anillo A. Se tiene que los A-modulos
Homus (M ®4 N, P) y Homa (M, Homa (N, P)) son isomorfos.

DemMosTrACION. Tomemos la aplicacion

Y : Hompa(M ®4 N, P) — Homua (M, Homu (N, P))
S y(f): M — Homa(N, P)
de forma que para cualesquieram € M yn € N, (1,//( f)(m))(n) = f(m ® n). Veamos que

Y(f)(m) es un morfismo de A-mddulos para cualesquiera f € Homa(M ®4 N,P)ym € M.
En efecto, sean f € Homa(M ®4 N,P) y m € M. Mostraremos que ¥(f)(m) estd bien
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definida, pues si n; y n, € N de forma que n; = n,, entonces

(W(Hm)n) = fmen)
f(m®ny)
(w()m))(n2).

Probaremos que y/(f)(m) : N — P preserva la estructura de A-mdédulos. Sean o € A, n; y

n, € N. Se tiene lo siguiente:

(WO +m) = fme () +ny))
= f(m®n +meny)

= fm®ny)+ f(m®ny)

= (w(Hm)m) + (w(H) (),
(w(Hm)an) = fme @)

= fla(m®ny))

= af(m®n)

= o(w(H)m))m).

Ahora, mostraremos que ¥/(f) € Homu (M, Homa(N, P)). Para mostrar que ¥(f) es una

aplicacion bien definida, tomemos m;, m, € M tales que m; = my y n € N. Asi,

(WD) ) = flmy @n) = flmy @ ) = (W(f)(ma))(m).

Seana € A, my,my € Myn e N. Se sigue que

f((ml +my) ® n)

= f(m1 Qn+mrn)

Flmy @ n)+ f(m @ n)
(w(Hm))m) + (w(F)m))(n)
(w(Hm1) + Y m) ),

(w1 + m))(m)
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(wHam))m = f(@m)@n)
= f (a(m1 ® n))
= af(m ®n)

= a(u(NHm))m).

A continuacién, probaremos que ¢ es un morfismo de A-mdédulos. Es claro que i es una
aplicacion bien definida. Seana € A,me M,n e Ny fi, f» € Homa(M ®, N).

(w(hi + )m) = (fi + fr)men)

film®n) + fa(m @ n)
(W) + (w(f2)0m))(n)
(W) + w()m)m),

(a’f 1 )(m ®n)

afi(m® n)

a(W(f1)(m))(n).

(wiarfim))m)

Falta mostrar que ¢ es un isomorfismo de A-mddulos. En efecto, sea f € Homa(M®,N, P).

Supongamos que f € kery, ésto es, Y(f) = Onom,me,N.p), © bien,
fm®n) = (l// f )(m))(n) = (OHomA(M,HomA(N,P))(m))(n) = (OHomA(N,P))(n) =0p

para cualesquiera m € My n € N. Es decir, f = Opom,me,~.p)- COMoO consecuencia,
ker ¢y = {Oxom, (me,n,p)} Y POT lO tanto, i es inyectiva.
Por tdltimo, mostraremos que ¢ es sobre. Sea g € Homu (M, Homa (N, P)) y consideremos

la aplicacién
¢p:MxXN — P
(m,n) = ¢(m,n) = g(m)(n).

Veamos que ¢ es una aplicacion A-bilineal. Sean @ € A, my, my € My ny, n, € N.

g(my + my)(ny)

(g(m1) + gma))(my)

¢(my + my, ny)
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= glmy)(n) + gmy)(ny)
= ¢(my,m) + ¢(ma, ny),
p(my,ny +ny) = glmy)(ny +ny)

= g(my)(ny) + gmy)(n2)

= ¢(my,m) + ¢(my, ny),
plami,n) = glam)(n)

= (ag(mp)(m)

= ofglm)(n)

= agp(m,m),
p(my,any) = glm)(an;)

= ofg(m)(n))

= ad(my,n).

Por la Proposicion 1.22, existe un morfismo ¢ de A-mdédulos tinico salvo isomorfismo que

hace conmutar al siguiente diagrama:

(24) MxN _p.
BJ« e
-7 9
M®, N

Dados m € My n € N, tenemos que

(¥ () m)m) = Pmen)

= a(H(m, n))

= ¢(m,n)

= g(m)(n).
Asi, Y (g‘b) = gy conello, ¥ es sobre. Por lo tanto, Homa (M®4 N, P) y Homu (M, Homa (N, P))
son A-mddulos isomorfos. O

Proposicion 1.25. Dado un anillo A, se tienen los siguientes enunciados:
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. Si M y N son A-modulos, entonces la aplicacion

o MN — N M

k k
Z ai(m; ®n;) Z @;(n; ® m;)
i=1 i=1
es un isomorfismo de A-modulos.

. Si M, Ny P son A-modulos, entonces la aplicacion

Egi(M@AN)®AP - M®A(N®AP)
kj kj

aijmij ® (nij ®pz,)]
1

I
@;,(m; ®ni,~)®l9i,«) = Zﬁj
1 =1

|

es un isomorfismo de A-modulos.

L= Lj=

. Si I es un conjunto no vacio, M; es un A-modulo para todoi € I 'y N es un A-

modulo, entonces la aplicacion

'@:{@M,»)@AN - P4 N)

iel iel

i k;
Z a; [[Zj mij] Qn;
1 i=1

Jj=

kj

i (1
— Z [Z aj(mi_/. ® nj)]

i=1 \j=1

es un isomorfismo de A-modulos.

. Si M es un A-mddulo, entonces la aplicacion

54 .\ ®4 M - M
k k
Za'i(lA ®m;) Za'imi
i=1 i=1

es un isomorfismo de A-modulos.

DEMOSTRACION.

1. Tomemos la siguiente aplicacion A-bilineal:

(,OllMXN - N M

(m,n) > nem.
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Por la Proposicién 1.21, existe un morfismo ¢; : M®, N — N®4 M de A-md6dulos
tinico salvo isomorfismo tal que ¢; o 8 = ¢y, donde 6 es la aplicacién A-bilineal
natural de MxN en M®,N. Ahora consideremos la siguiente aplicacion A-bilineal:
YV:NXM — M®yN
(n,m) » m®n
Por la Proposicién 1.21, existe un morfismo ;; :N®s M — M®4 N de A-modulos
tnico salvo isomorfismo tal que W o@ =y, donde & es la aplicacién A-bilineal

natural de N x M en N ®, M. Mostraremos que ¢ o ; = Id e, n- Basta probarlo

para los elementos generadores de M ® N. En efecto, sea (m,n) € M X N.

Yogimen) = ¢ (@(men)
= ¥(& (6(m,n)))
= ¥ (pi(m,n))
= y(nem)

= (O (n.m))

= Y(n,m)

= mQ®n.

De manera similar se observa que @; o ¢ = Idyg, . Y por lo tanto, ¢; es un isomor-
fismo entre los A-médulos M @, Ny N ®4 M.

. Veamos que la aplicacion

QD;)ZMXN - M®A(N®AP)

(m,n) » mn® p)

es A-bilineal para todo p € P. En efecto, sea p € Py tomemos my, m, € M,
n,nmeNyaceA.

@,(my + my,ny) (my +my) ® (n; ® p)
= m®n ®p)+m®(n ®p)

= @, (mi,n) + ¢, (my, ny),
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m; ® ((ny +ny) ® p)

@, (my,ny + ny)
= menep+nedp)
= m®(n ®p)+m (e p)
= @ (mi,m) + ¢, (mi, ),
p,(ami,n;) = am; ®(n; ® p)
= a(m ® (n ® p))
= ap,(m,n),
@, (mi,an;) = m ®(an; ® p)
= m @a(n ®p)
= a(m ® (n ® p))
= g (m,m).

Por la Propiedad Universal del Producto Tensorial, existe un morfismo

QO%IM@AN%M@A(N@AP)

de A-mddulos unico salvo isomorfismo tal que el siguiente diagrama conmuta:

‘pl
Mx N L . M®,(N®,P).
Gl //://
- @)
M4 N

Abhora, consideremos la aplicacién

(,02:(M®AN)XP - M®A(N®AP)

k k
(Z ai(m; ®n;), P] = Z a’i@;(mi ® n;)
i=1 i=1

y mostraremos que ¢, es una aplicacion A-bilineal. Es suficiente probarlo para los
elementos de su dominio de la forma (x, y), donde x es un generador de M @4 N y
y € P. En efecto, sean my, my € M,ny,n, € N, p1, pp € Py a € A.

@((my @ny) + (my ®my), p1) = ¢, ((my @ny) + (my ® ny))
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= @, (m®n)+¢g, (memn)
= @2(my ®ny, p1) + @2(my ® 1z, p1),
@(my ®ny,pi+pa) = @, (m®n)
= @hp, (M1, nn)
= m ®(n Q(p1+ p2)
= m®[m @p;+n pr)
= m®((n ®pi)+m ®(n Qp)
= ¢, (my,ny) + ¢, (my,ny)
= @, (m®n) + ¢, (m @n)
= ¢a(my @ ny, p1) + p2(my @ ny, pa),
@a(a(my @ny), p1) = ‘70;(“(”11 ®ny))
= ag), (m @n)
= apr(m; @ ny, py),
o(my ®ni,ap) = ¢, (m@n)
= @y, (mi,ny)
= m ®(m Qap;)
= m ®a(n ® pr)
= a(m ®(n ® py))
= ay), (my,n)
= ay, (m @n)

= apy(m; @ny, py).
Asi, existe un morfismo

0 M, N)® P — M®,(N®,P)

/ kj [ kj
Z,Bj [Z @;,(m;, ®ni,)®PijJ - Zﬁj [Z a;m;, ® (n;, ®p,~j)]
Jj=1 ij=1 j=1 =1
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de A-modulos tnico salvo isomorfismo que hace conmutar al siguiente diagrama:

M®, N x P - M®, (N®, P).
B’l //f_///
- ("%
(M &, N)®, P

De manera andloga, se construye un morfismo

UM (N®,P) » (M®,N)®P

kj kj

! /
Z:Bj [ @;;mi; ® (n,-/. ® pi_i)] = ZIBJ ai_/(mi./ ® nij) ® pi_i] :
=1 1 j=1 1
de A-médulos, y se puede observar que ¥ 0 @; = Idg,ner Y @2 © ¥ = Idye, e, p),
por lo tanto, ¢, : (M ®4 N)® P — M X (N ®4 P) es un isomorfismo de A-mdédulos.

Lj= ij=

. Veamos que ¢3 estd bien definida. En efecto, sean [, I’ € N, a;, oz;., € A, nj,
n}, € N, kj,k;., € N para cualesquiera j € 1,...,L, j € 1,...,l'y m,, m;, €M
J

para cualesquiera i; € {1,...,k;} yiy €{l,...,k;} de forma que

AT

=
Il

j:l ij=

<
Il
!
™M
N
®
o

k; 1
() [Z a;(m;, ®nj>]
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= o).

Es claro que @3 preserva la estructura de A-mddulos y es sobre. Sélo falta mostrar
que ker gz = {O(@_EI Ml,)@,AN}. En efecto, sea x € (@iel Ml-) ®4 N. Existen [ € N,
aj€A,njeN,k; € Nparatodo j € 1,...,lym,-j € M paratodoi; € {1,...,k;}

tales que

5[]

Supongamos que x € ker ¢3, ésto es, p3(x) = O, (mean)- Es decir,

!
0®ie1(Mi®AN) = Z aj(mij ® I’I,J)

ij=1 \j=1

= Za/j(m,/ ®n;j)

j:l lJ_

= a; Z(mlj ®n;)

j:l 1]_

Y, [Z m]®]

l/—

4. Dado que M es un A-modulo, la aplicaciéon

904ZAXM - M

(@,m) +— am,
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es A-bilineal y asi, existe un morfismo ¢, : A ®4 M — M de A-mé6dulos tnico
salvo isomorfismo tal que el siguiente diagrama conmuta:

P4

(25) AXM

-
- P4

AR M

M .
-

Consideremos el morfismo

oM — A, M

m > 1,0m

de A-mddulos y veamos que Yo @, = Idag,m Y a0y = 1dy. En efecto, seam € M.

¥ o @a(0(14, m))

= (Yopy)ob(ly,m)
= Yo(pso0)(ls,m)
= Yol m)

= Ylpa(14,m))

= Y(m)

= 1, ®m.

Yo @i(ly ®@m)

Como los generadores del A-mddulo A ®4 M son de la forma 1, ® m conm € M,

se sigue que ¥ o ¢4 = Idg, . Por otra parte, dado m € M, tenemos que

@a(Y(m))

= @u(la®m)
= a(0(14,m))
= @1006(14,m)

P4 0 Y(m)

= ‘104(1.49 m)

m

y asi, ¢4 oy = Idy,. Por lo tanto, ¢4 es un isomorfismo de A-médulos. m]
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Dado un anillo A, si tenemos morfismos de A-médulos ¢ : M — M’ 'y : N - N’,
entonces la aplicacién
h:MXN — M )N
(m,n) +—  h(m,n) = pim) @ Y(n)
es A-bilineal. En efecto, sean @ € A, my, my € My ny,n, € N.
(my + my) @ Y(ny)
= (p(my) + p(my)) ® Y(n)

= @(m) @ Y(ny) + p(my) ® Y(n)

= h(my,n) + h(my, ny),

h(m + my, ny)

h(my,ny +ny) = @(m) @ Y(ny + ny)
= @(m) ® (Y(m1) + Y(ny))
= @(m) @ Y(m) + e(m) @ Y(ny)
= h(my,ny) + h(my, ny),
h(amy,ny) = ¢lam;) @ y(n)
= (ap(m)) ® y(n)
= a(p(m) ® Y(n))
= ah(my,ny),
h(my,any) = @(my) ® Y(any)
= @(m) ® (ay(ny))
= a(p(m) ® Y(n))
= ah(my,n).
Consideremos la aplicacion A-bilineal natural 6 de M X N en M ®, N. Por la Propiedad
Universal del Producto Tensorial, existe un morfismo 4 : M ®y; N —» M’ ®4 N’ de A-

modulos tnico salvo isomorfismo tal que & = h o 6. A dicho morfismo de A-médulos lo

denotamos por ¢ ® .
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Proposicion 1.26. Sean A un anillo y

;
(26) M M m 0

una sucesion exacta de A-modulos. Se sigue que la sucesion

feld g®ld
Y Me,N Y

27) M ®, N M'"® N ——0

de A-modulos es exacta para cualquier A-médulo N.

DeEMOSTRACION. Sea N un A-médulo. Dado un A-modulo P, consideremos el A-mddulo
Homa (N, P), como la sucesion (26) de A-mddulos es exacta, se tiene que la sucesion

0 —— Homua(M"”,Homu (N, P)) L Homu (M, Homy (N, P)) *f> Homu(M’, Homu (N, P))
(28)

de A-moédulos es exacta, donde

f : Homs(M,Homa(N, P)) — Homu(M’,Homy(N, P))
¢ +— f(@): M — Hom(N, P)
m’ = ¢(f(m")),
g : Homa(M"”,Homu (N, P)) — Homa(M,Homu (N, P))
¢”" +— g(¢"): M — Homu(N, P)
m = ¢"(g(m)).

Maés aun, por la Proposicion 1.24, existen isomorfismos de A-mddulos como siguen:

" : Hompa(M"” ®4 N,P) — Homa(M"”,Homu (N, P))
' ") : M” - Homu(N, P)
m” - YW Ym"): N —> P

n— h"(m" ® n),
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Y : Homa(M ®4 N, P) — Homa (M, Homu (N, P))

h = Y(h): M — Homa(N, P)

m > y(h)(m): N - P
ne h(m ® n),
' : Homy(M' ®4 N,P) — Homa(M’',Homu(N, P))

W +— ') : M — Homy(N, P)

m' = y(hYm'): N - P

n— h’(m’ ® n).
Consideremos los morfismos de A-mddulos siguientes:

f®Idy : Homy(M ®4 N,P) — Homus(M’ ®4 N, P)
a - fldy(a): M"® N —> P

k k
Z a(m; @n;) — « [f ® Idy [Z a(m; ® ni)J) ,

i=1 i=1
g®Idy : Homay(M” ®4 N,P) — Homa(M ®, N, P)

B — gldy@B): M® N — P
k

k
ai(m;®@n;) — B (g ® Idy (Z a;(m; ® ni))) .

i=1 i=1

Mostraremos que ¢’ o f ® Idy = f o y ¥ 0 g ® Idy = g o 4" De nuevo, basta mostrarlo
para los generadores del dominio en cada caso. En efecto, sean @ € Homa(M ®4 N, P),
B € Homa(M” ®4 N,P),me M,m" e M"yn € N.

(v (Feldy@)im))n) = (feldy(@))m ©n)
o(f @ Idy(m’ ®n))
a(fom') @ n)
(w@)(Fam'))m)

(Fw@)em))m),



2. PRODUCTO TENSORIAL 43

(w(g @Tdy(B)M)n) = (g@Tdy(B))(m e n)
Bls ®1dy(m®n))
B(g(m) ®n)

(v B (g(m)mn)

(8w B)m) ).

Falta mostrar que la siguiente sucesion de A-mddulos es exacta:

1d, ‘RId
0 —— Homa(M” &, N, P) “2%% Homs(M ®, N, P) X Hom(M’ ®, N, P) .
(29)

Dado que ¢ o g ® Idy = g o ¢/, tenemos que

g®Idy =y 'ogoy”.

Como la sucesion (28) es exacta, el morfismo g de A-médulos es inyectivo, asi, ¢ ~' ogoy”
es un morfismo de A-mddulos inyectivo y por lo tanto, g ® Idy es un morfismo de A-
médulos inyectivo. Ms atin, como ¢’ o f ® Idy = f o, se tiene que f ® Idy = ¢'~' o foy
y asi,

ker (f ® IdN)

I
)
o]

—_
AN
|

@)

~

O

<
~—

= Im (g ® IdN).

Asi, la sucesion (29) de A-mddulos es exacta. Ello significa que la siguiente sucesion de

A-modulos es exacta:

feldy g®ldy

M ®N M®N

M"®@ N —0. O
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En general, dado un anillo A, si una sucesion
M’ L> M 4g> M
de A-mddulos es exacta, entonces no necesariamente se tiene que la sucesion

feldy g®ldy

M ®y N

M ®y N M" ®4 N

de A-mddulos sea una sucesion exacta. Este caso se trata con detalle en el apéndice B.

3. Algunas Propiedades de la Localizacion y del Producto Tensorial

A continuacion, se dan propiedades del producto tensorial que formardn parte impor-
tante de las pruebas en los capitulos posteriores.

Proposicion 1.27. Sean M un médulo sobre un anillo A e I un ideal de A. Los A-mdédulos

— ®4 M y — son isomorfos.
I A y M rf
DemosTrRACION. Considérese la sucesion exacta de A-modulos
B A
0 I ¢ A - 0,

A
donde « es la inclusiéon de 7 en A y 8 es la proyeccion de A en T Por la Proposicién 1.26,

la sucesion

a®ld Beld A
Y Ay M Y Ceu M

(30) I, M i

0
de A-moédulos es exacta. Por el inciso 4 de la Proposicion 1.25, existe un isomorfismo de
A-mo6dulos dado por

?5 TA ®4 M - M

k k
Z ai(ly,®@m;) - Z a;m;,
=1

i=1

cuyo inverso es el morfismo de A-mddulos siguiente:

VM — A M

m = 1A®m.
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Sea 8 = (B®1d,)oy. Como ¢ es un isomorfismo y S®Id,, es sobre, se tiene que 3 es sobre.

son isomorfos.

ker 8
Ahora se mostrard que ker 3 = IM. En efecto, sea m € M. Supongamos que m € kerf,

ésto es, (B ® Idy) o Yy(m) = O%@,AM. Es decir, (8 ® Idy)W(m)) = O%@,AM, o bien,
Y(m) € ker(B® Idy) = Im(a ® Idy). Ello significa que existenn € N, a; e [ym; € M

Por el Primer Teorema de Isomorfismo, los A-mddulos 7 My

paratodoi € {1,...,n} tales que
Yy(im) = 1,®@m
= af®IdM(Zai®mi)
i=1
= Z a ® Idy(a; ® m;)
i=1
= ) ala) @ ldy(m)
i=1
= Z a; @ m;.
i=1
Es decir, existenn € N, q; € [ ym; € M paratodoi € {1,...,n} tales que

m = p(y(m)) = Z(ZH] a; ® mi) = &’(an ai(l, ® mi)] = i am;,

i=1 i=1 i=1

_ A M
o bien, m € IM. Asi, ker8 = IM y por lo tanto, 7 ®4 My M son A-moédulos isomorfos.
O

Dados S un subconjunto multiplicativo de un anillo A y M un A-mdédulo, observemos
el comportamiento de los elementos del A-médulo (S A)®4 M. Seaa € (ST A)®,4 M, asi,

n
. . a
existenn e N,ag; € A, 5, € S ym; € M paratodoi € {1,...,n} tales que @ = Z—’@m,-.A
S
i=1

o 14 :
continuacion, expresaremos a & como un elemento de la forma — ® m para ciertos s € S
S
n n
y m € M. En efecto, consideremos s = l_[ Siyt= 1—[ s;. Asi,

i=1 J=1
J#
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a;
a = — ®m;
o1 Si
ait;
= — Qm,
s

i=1

Zn: (a,-t,-lf) & m;

i=1

n

1
Z ) ® (a;tim;)
s

i=1

n

1
= _A® Zaitimi
N

i=1

Con esto en mente, se realiza la prueba de la siguiente proposicion:

Proposicion 1.28. Dados S un subconjunto multiplicativo de un anillo A y M un A-

modulo, existe un isomorfismo de A-modulos de la siguiente forma:

g:STAH,M — S™M
k a k a ko ams
i—em| » ¢ l=eml|= —
izla/(Si m) © ;Q(Si m) ;af 5

DEmMosTRACION. Tomemos la asignacion

e:(STAHxM — S'™M

() = ofti)=

y veamos que estd bien definida. En efecto, sean a;, a € A, sy, s € S, my,my € My

aj ap ., ai ap .
supongamos que (—,m;| = | —,my|. Asi, — = — y m; = m,. Existe u € § tal que
S $2 S1 $2
., aim axni;
usra; = usidy. Con ello, us,aym; = usja,m; = usia,m,. Asi, = y como
S $2

§1 S1 §2 §2

a aym amy a
= = — == (p
A continuacién, mostraremos que ¢ es una aplicacion A-bilineal. Sean a, ay, a, € A, s, 51,

consecuencia, ¢ (—, m —,my|.
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s, €S ym,my, my € M. Se tiene que

a  a
pl—+—,m
S 52

a
(p(al—,m)
N

Soaq + S1a»
p\———m
§182

(s2a1 + s1a2)m
5152
Sraim + sia,m
$182

Sraym S1a,m
—+

§182
aym

§1 52

QD —,m +90 —,nj,
S1 A\

a(my + my)

§182
a,m

s
am; + amy

s
am, any,

S S
a a
SO _’m1)+()0(_’m2)’
S S

47
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am
a,—

a
a|p (—, m) .
s

Por la Propiedad Universal del Producto Tensorial, existe un tinico morfismo

o: S, M - S'™M
k a; L a;
Sasom v 7 Yuton)
o1 Si o1 S

de S™! A-médulos tal que ¢ = gob, donde 6 es la aplicacién A—bkilineal natural de (S' A)xM
en (S'A) ®4 M. Se puede probar que J(Zl ai% ® ml-) = Zl aiaiTr:%, donde k € N, «;,
a; € A, s; €S ym; € M. Mas ain, como Zﬁ(% ® m) = ?para cualesquierame My s €S,
se tiene que ¢ es un morfismo de A-médulos sobre. Ahora, veamos que ¢ es un morfismo

de A-médulos inyectivo. Dado a € (S A) ®, M, tenemos que a = 2 eom para ciertos
s

— — —[1
s € S ym € M. Supongamos que a € ker g, ésto es, Os-1yy = @(@) = (p(—A ®m) = ﬂ. Es
s s

decir, existe u € S tal que um = 0y, o bien, existe u € S tal que

1 u 1 1 1
a=2@m=—@m= (u—A)®m = —A®(um) = —A®0M = 0(s-1 Ayg, -
us us us

Por lo tanto, ker ¢ = {O(s-1 )5, 1}. En conclusion, ¢ es un isomorfismo entre los A-médulos

(STA) @y My S'M. O

Proposicion 1.29. Sean S un subconjunto multiplicativo de un anillo A, B un anillo,
¢ : A — B un homomorfismo de anillos y S" = ¢(S). Si Og ¢ S’, entonces S’ es un

subconjunto multiplicativo de By los S A-mddulos S By S'~' B son isomorfos.

DEMOSTRACION. Mostramos primero que S’ es un subconjunto multiplicativo de B. En
efecto, tenemos que Op ¢ S’. Dado que 14 € §, sabemos que 15 = ¢(14) € S’. Sean 5" y
1 € 8’,asi, existen syt € S tales que ¢(s) = 5" y ¢(t) = t'. Dado que st € §, se tiene que
s't = @($)p(t) = @(st) € S.
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Ahora, veamos que los S' A-médulos S By S’~! B son isomorfos. Consideremos la apli-

cacién
y:S'B —» S'B
b b
—_ [EN _
s @(s)
Afirmamos que ¥ estd bien definida. En efecto, sean by, b, € By sy, s, € S. Supongamos
by by _ .
que — = —. Existe u € § tal que
S1 52
l/lS2b1 = MS1b2
p(us)by = @(usi)b,
e)p(s2)br = (u)p(s1)bs.

Asi, existe u’ € S’ tal que v’ ¢(s2)by = u'¢(s1)b, y con ello,

b, by
o(s1) @(s2)’

2) = )

Mostraremos que ¢ preserva la estructura de S' A-médulos. Tomemos a € A, s, 51, 52 € S

Ybl,bzeB.
lﬁ(ﬁ+12) _ lﬁ(SZbl+S1b2)

§1 52 $152

Soby + 51Dy
w(s152)
@(s2)b1 + @(51)b2
@(s)e(s2)

_ b b
T ow(s1)  e(sy)

o)
S1 A\

a bl abl
2] - of2)
s 5 AV
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ab1
@(ss1)
abl
@(s)g(s1)
a/b1
se(s1)
07 l’)]

s @(s)
04 (b])

= —yl—].
S S1

Es claro que ¢ es un morfismo de A-mddulos sobre. Ahora, mostraremos que ¥ es un

morfismo de A-médulos inyectivo. Sean b € By s € S, supongamos que — € kery. Esto
s

b b

es, w(—) = ﬂ = Og~-13. Equivalentemente, existe u’ € S’ tal que u’b = Op, 0 bien,
s (s

existe u € S tal que ¢(u)b = 0p. Esto significa que existe u € S tal que ub = 0p. Es

b

decir, — = Og-1 3. Con ello, ker ¢y = {Os-1 3}, y se tiene que i es un morfismo de A-mdédulos
s

inyectivo.

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo entre los A-mdédulos S'B yS ~1B. O

Proposicion 1.30. Sean A y B anillos, M un A-médulo, P un B-mddulo, sea N un A-
modulo (por la izquierda) y B-modulo (por la derecha) simultdaneamente de forma que
a(nb) = (an)b para cualesquiera a € A, b € Byn € N (cuando N satisface tales condi-
ciones, N es un (A, B)-bimddulo). Se sigue que M ®4 N es un B-modulo y N ®p P es un
A-modulo. Mds atin, M®&,N)Qg Py M@, (N®gP) son A-modulos ( B-modulos) isomorfos.

DEMoOSTRACION. Veamos que N ®z P es un A-mddulo. Como antes, basta mostrarlo para

los generadores de N ®p P. En efecto, consideremos la siguiente aplicacion:

¢:AX(N®P) — N&P

k k k k
[a, n; p p,-) = (Cl, n; g Pi] =da [Z n; @p pi] = Z(ani) ®5 Di-
i=1

i=1 i=1 i=1

Dados a, a, a, € A,n,ny,n, € Ny p, p1, p» € P, tenemos que
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p(a,(n1 ®p p1 +ny ®p p2)) = (any) ®g p1 + (any) ®g pa
= ¢(a,n ®p p1) + ¢(a,n, ®s p2),
pla; + a,nQ®p p) = ((a;+a)n)Qzp
= (ain+an)®gpp
= (ain)®g p + (axn) ®;p p
= ¢(a,n®g p) + ¢laz, n s p),
p(arar,n®p p) = (aran)®g p
= (ai(an)) ®s p
= ai(an Qg p)
= aip(az,n ®g p),

o(1a,n®p) = (1an)®gp

n®g p.

Asi, N ®p P es un A-médulo. De manera similar, se prueba que M ®4 N es un B-mddulo si

se considera la aplicacién
¢Z(M®AN)XB - M N
k k k k
(Z m; Q4 n;, b) = ¢ (Z m; Q4 n;, b) = [Z m; @ I’l,‘) b= Z m; @y (I’llb)
i=1 i=1 i=1 i=1

Mostraremos que (M @4 N) ®g Py M ®4 (N ®p P) son A-mdédulos isomorfos. En efecto,

tomemos la siguiente aplicacion:

(32) V.M (N®egP) — (M®yN)gP
! kj kj
Zﬁj(
=1

donde /e N, k; € N, B, ;. €A,m;; € M,n;; € Ny p;, € P para cualesquiera j € {1,...,[}

)
@;m;; ®4 (n;; p Pi,)] = Z,Bj @; (m;; @ ny;) ®p Pi,-] )
1 =1 1

Lj= U

eij €{l,...,k;}. Veamos que ¢ es un morfismo de A-mddulos. Para ello, nos limitaremos
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a los generadores del dominio. Sean m, my, my € M, n,n;,n, € N,y p, p1, p» € P.

l/’((ml ®4 (1 ®p p1)) + (M2 ®4 (12 ®p Pz))) = (m1 ® m) ®p p1) + (M2 ®4 n2) ®; p2)
= Y(m ®4 (n1 ®p p1)) + Y(mz ®4 (n2 @5 p2)),
Y(a(m @, (n@p p))) = y((am)®, (n®s p))
= ((am)®sn)®p p
= (a(m®an)) g p
= a((m®an)®g p)
= ay(m®, (n®s p)).
Ahora, consideremos la aplicacién siguiente:

(33) lﬂ/I(M®AN)®BP i M®A(N®BP).

l kj I
Zﬁ/ Za/ij(mij ®A nij) ®B pij] = Zﬁj
J=1 1 Jj=1

Lj=

kj
Z @;m;; ®4 (ni; g pi;) |
1

1j=

dondel e N, k; €N, B;, a;; € A,m;; € M, n;; € Ny p;; € P para cualesquiera j € {1,...,1}
eij € {l1,...,k;}. De manera similar al caso para ¥, se prueba que ¢’ es un morfismo de
A-moédulos. Mas aun, es claro que ¥’ oy = Idye,vezp) Y ¥ 0¥’ = Id(me,n)e,p- Por lo tanto,
Y es un isomorfismo de A-mdédulos.

Para probar que (M ®4 N) ® Py M ®4 (N ®g P) son B-mddulos isomorfos, es necesario
observar que ¢ y ¥’ son morfismos de B-mddulos. La prueba de este hecho es similar a la

prueba para ver que ¥ y ' son morfismos de A-mddulos. O

4. Anillos y Médulos Noetherianos

Ahora se presentan los médulos Noetherianos y algunas de sus caracteristicas.

Lema 1.31. Sea (Z, <) un conjunto ordenado. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Toda sucesion creciente de elementos de X es estable.

2. Todo subconjunto no vacio de X tiene un elemento maximal.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un subconjunto ' de Z tal que I' # @ y I' no
tiene un elemento maximal. Sea y, € I', como I' no tiene un elemento maximal, existe

v, € I' tal que yg < y1 Yy vo # ¥1. Nuevamente, dado que I' no tiene un elemento maximal,
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existe y, € ['tal que yp < y1 < v2 ¥ v2 € {¥0,v1}. Siguiendo de esta manera, construimos

una familia (y;),;, tal que la sucesion

Yo<V1I<YV2 < ... S ...

no es estable. Por lo tanto, si toda sucesion de elementos en X es estable, entonces todo
conjunto no vacio de X tiene un elemento méximal.

Reciprocamente, supongamos que todo subconjunto no vacio de X tiene un elemento maxi-
mal. Sea xp < x; < ... < x; £...unasucesion creciente de elementos de X. Existe k € Z,
tal que x; es un elemento maximal de la familia (x;);cz, . Tomemos r € Z, tal que k < r,

asi, x, = xz. Por lo tanto, la sucesion xop < x; < ... < x; <...esestable. O

Definicion 9. Dado un médulo M sobre un anillo A, M es un A-mddulo Noetheriano si el
conjunto X = {N| N es un A-submddulo de M} satisface las condiciones del Lema anterior,

donde la relacién de orden < estd dada por C.

Proposicion 1.32. Dado un modulo M sobre un anillo A, M es un A-mddulo Noetheriano

si, y solo si, todo A-submodulo de M es finitamente generado sobre A.

DEMOSTRACION. Supongamos que M es un A-mddulo Noetheriano, sea N un A-

submoédulo de M y tomemos
I' = {N’| N’ es un A-submédulo finitamente generado de N}.

Sabemos que {0} es un A-submddulo finitamente generado de N, asi, I' # (. Por con-
siguiente, I tiene un elemento maximal N.Sean € N y consideremos el A-submddulo
N+Ande N.Como N €T, se sigue que N + An € I. Més atn, dado que N es un elemento
maximal y N C N + An, se tiene que N = N + An, lo que implica que n € N. Con ello,
N C N.Porlo tanto, N = N y como consecuencia, N es un A-submdédulo de M finitamente
generado.

Reciprocamente, supongamos que todo A-submddulo de M es finitamente generado y to-

memos una familia (M;),;, de submédulos de M de forma que se tiene una sucesion
(34) MyCcMiCM,C...CM,C...

de A-mo6dulos. Consideremos al A-submodulo de M dado por N = |z, M;. Sabemos que
N es un A-mddulo finitamente generado, asi, existen r € Ny my, my, ..., m, € N tales que
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N = Am; + Am, + ... + Am,. Por otra parte, existe i; € Z, tal que m; € M;, para todo
jef{l,...,r}.Seas = max {iy,iy,...,i}, conello, M;, C M, para cualquier je {1,...,r}y
asi, my, my..., m. € M. Se sigue que N = Am; +Amy +...+Am, C M; C | ez, M; = N.
Como consecuencia, N = M, y con ello, la sucesién de A-moédulos 34 es estable. Por lo

tanto, M es un A-modulo Noetheriano. O

Como resultado del Lema 1.31 y de la Proposicién 1.32, tenemos la siguiente carac-

terizacion de los modulos Noetherianos:

Proposicion 1.33. Dado un médulo M sobre un anillo A, M es un A-médulo Noetheriano
si satisface una de las condiciones siguientes:
1. Toda sucesion creciente de A-submodulos de M es estable.
2. Toda familia (M,);c; de A-submodulos de M con I un conjunto no vacio, tiene un
elemento maximal.

3. Todo A-submodulo de M es finitamente generado. m|

Teorema 1.34. Sean A un anillo y

@ B
0 M’ M M” 0

una sucesion exacta de A-modulos. M es un A-modulo Noetheriano si, y solo si, M y M"'

son A-modulos Noetherianos.

DEMOSTRACION. Sea M un A-mddulo Noetheriano. Veamos que M’ y M” son A-

modulos Noetherianos. En efecto, sea

(35) MycM;c...cM,c...

una sucesion creciente de A-submoddulos de M’. Se sigue que
a(My) CaM))C...CaM))C...

es una sucesion creciente de A-submddulos de M, que es estable. Asi, existe r € Z, tal que
a(M]) = a(M,) para todo n € Z, con r < n. Como «a es inyectiva, se tiene que M, = M,
para todo n € Z, con r < n. Por lo tanto, la sucesién (35) es estable y con ello, M’ es un

A-moédulo Noetheriano. Sea

My cM{c...cM/cC...
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una sucesion creciente de A-submoddulos de M”. Se sigue que
By cp My c...cpi M) C ...

es una sucesion creciente de A-submddulos de M, que es estable. Existe r € Z, tal que
B (M) = BY(M”) para todo n € Z, con r < n. Queremos probar que M/ C M

m € B~Y(M”) tal que m” = B(m). Como ' (M) = p~'(M"), entonces m” € g~'(M"), asi,
m” = B(m) € M. Con ello, M;’ € M’y por lo tanto, M,) = M.

Reciprocamente, supongamos que M’ y M"” son A-mddulos Noetherianos y consideremos

paratodon € Z, conr < n. Sean € Z, tal que r < n'y tomemos m” € M, . Existe

una sucesion creciente de A-submoédulos de M dada como sigue:
MyC M, C...CM;C....
Asi,
a'My) Ca'M)C...Ca'M)C..., y
B(My) CBM;)) C...CBM;) C...

son sucesiones crecientes de A-submoédulos de M’ y M” respectivamente. Existen r; y
ry € Z, tales que o '(M;) = a”'(M,,) y B(M,)) = B(M,,) para cualesquiera k y n € N con
r < kyry, <n. Sear = méx{r;, r,}. Tenemos que a”'(M,) = a ' (M,) y B(M,) = B(M,)
para todo n € Z, con r < n. Falta mostrar que M,, C M, para cualquier n € Z, con r < n.
En efecto, sean € Z, tal que r < n'y tomemos z € M,. Asi, B(z) € B(M,) = B(M,) y
por consiguiente, existe z, € M, tal que B(z) = B(z,). Con ello, B(z — z,) = Oy y asi,
z—2z, € ker 8 = Im a. Por consiguiente, existe x € M’ tal que a(x) = z—z,. Comoz € M, y
7 € M, C M,, tenemos que a(x) = z — z, € M,,. Esto implica que x € o™ '(M,) = o {(M,).
Consecuentemente, z — z. = a(x) € M,. Como z, € M,, entonces z € M,. Por lo tanto,
M, c M,. O

Corolario 1.35. Sean M un modulo sobre un anillo A y N un A-submodulo de M. M es

un A-modulo Noetheriano si, y solo si, N y N son A-modulos Noetherianos.

DemMosTrACION. El resultado se tiene del Teorema 1.34, considerando la sucesion

@ B
0 N M

0

z| =
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M
de A-mddulos, donde « es la inclusiéon de N en M y 8 es la proyeccién de M en N O

Corolario 1.36. Sean A un anillo, n € N y M; un A-médulo para todo i € {1,...,n}. M;
es un A-modulo Noetheriano para todo i € {1,...,n} si, y sélo si, el A-modulo @?zl M; es

un A-modulo Noetheriano.

DEMOSTRACION. Se probard por induccién sobre n. Si n = 2, consideremos la sucesion

exacta de A-mdduos siguiente:

0 M, C M eM, M, 0,

donde « es la inclusién natural de M, en M; & M, y B es la proyeccién de M| & M, en M;.
Por el Teorema 1.34 se tiene el resultado.

Supongamos lo siguiente: Dado un A-médulo N; para todo i € {1,...,n — 1}, N; es un
A-moédulo Noetheriano para todo i € {1,...,n — 1} si, y sélo si, EB?: N; es un A-mddulo
Noetheriano.

Sea M; un A-mddulo para todo i € {1,...,n}. Tomemos la siguiente sucesion exacta de
A-moédulos:

n n-1
(36) 0 M,—— Py, —L - Pwm, 0,
i=1 i=1
donde « es la inclusién natural de M, en @_ M; y S es la proyeccién de D) M; en
EB:.:II M;. Por la hipétesis de induccion, tenemos lo siguiente: M; es un A-médulo Noethe-
riano paratodoi € {1,...,n—1} si, y sélo si, @?:_11 M; y M, son A-m6dulos Noetherianos.
Asi, por la sucesion (36) y el Teorema 1.34, M; es un A-mddulo Noetheriano para todo
iefl,...,n}si,ysolosi, EB?ZI M; es un A-modulo Noetheriano. O

Definicion 10. Un anillo A es Noetheriano si es Noetheriano como A-médulo.

Corolario 1.37. Sea A un anillo. A es un anillo Noetheriano si satisface una de las si-

guientes condiciones.

1. Toda sucesion creciente de ideales de A es estable.
2. Toda familia no vacia de ideales de A tiene un elemento maximal.

3. Todo ideal de A es finitamente generado.
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DEemosTrRACION. Dado que los A-submddulos de A son los ideales de A, por la Proposi-

cion 1.33, se tiene el resultado. O

Proposicion 1.38. Sea M un modulo sobre un anillo Noetheriano A. M es un A-mddulo

finitamente generado si, y solo si, M es un A-modulo Noetheriano.

DEmosTRACION. Supongamos que M es un A-mddulo Noetheriano. Por la Proposicion
1.33, M es un A-moddulo finitamente generado.
Reciprocamente, supongamos que M es un A-modulo finitamente generado. Existen n € N

ymy, ..., m, € M tales que
M=Am + ...+ Am,.
Seane; = (1,0,...,0), e, =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,0,...,1) € A" y consideremos el

morfismo de A-mddulos siguiente:

p: A" > M

n n
Z ae; = Z a;m;.
i=1 i=1

Es claro que ¢ sobre. Por el Primer Teorema de Isomorfismo, M = Img y

n

son A-

modulos isomorfos. Como A es un anillo Noetheriano, por el Corolario 1.36, tenemos que
n

es un A-modulo Noetheriano

A" es un A-mddulo Noetheriano. Por el Corolario 1.35,
ery
y por lo tanto, M es un A-mddulo Noetheriano. O

A
Corolario 1.39. Dado un ideal I de un anillo Noetheriano A, se sigue que el anillo 7

Noetheriano.

DemMosTrACION. Como A es un anillo Noetheriano, toda sucesion creciente de ideales de

A es estable. Por el Teorema de Correspondencia de Ideales, ello implica que toda sucesion

) ) A ) )
creciente de ideales de 7 es estable. Por lo tanto, 7 es un anillo Noetheriano. ]

Proposicion 1.40. Sean A un anillo Noetherianoy ¢ : A — B un homomorfismo de anillos

sobre. Se sigue que B es un anillo Noetheriano.

DemosTtrACION. Como ¢ es sobre, tenemos que B = Im¢. Por el Primer Teorema de

Isomorfismo, resulta que By Ker son A-mddulos isomorfos. Dado que A es un anillo
¥
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Noetheriano, por el Corolario 1.35, K es un A-mdédulo Noetheriano. Como ker ¢ es el

ery

aniquilador de B, la estructura de B como A-médulo y como -mddulo es la misma.

ker ¢
Por lo tanto, B es un anillo Noetheriano. m]

Proposicion 1.41. Si A es un subanillo de un anillo B tal que A es un anillo Noetheriano

y B es finitamente generado sobre A, entonces B es un anillo Noetheriano.

DEemosTRACION. Por la Proposicion 1.38, se tiene que B es un A-mddulo Noetheriano.
Sea I un ideal de B. Por la Proposicion 1.33, I es un A-mdédulo finitamente generado. Como
A es subanillo de B, resulta que / es un B-moédulo finitamente generado. Por el Corolario

1.37, B es un anillo Noetheriano. O

Proposicion 1.42. Sean S un subconjunto multiplicativo de un anillo A y M un A-mddulo.

Si M es un A-mddulo Noetheriano, entonces S'M es un S™ A-mddulo Noetheriano.

DEMOSTRACION. Por la Proposicion 1.9, los S A-submédulos de S'M son de la forma
SN, donde N es un A-submédulo de M. Mds atn, dados N, y N, A-submoddulos de M,
N; C Na, si, y sélo si, SN, € S N,. Tomemos una sucesién de S' A-médulos de la

forma:
(37) S™MpycS'™M,c...cS'M;c...,

con M; un A-submdédulo de M para todo i € Z,. Como igl es un morfismo de A-modulos,

tenemos una sucesion de A-moédulos
i (STMo) i H(ST™MY) €Ll (ST e
lo que implica que
MyCM, C...CM,C...

es una sucesiéon de A-submoédulos de M Como M es un A-mddulo Noetheriano, dicha
sucesion es estable. Con ello, existe n € Z, tal que M,, = M, para todo k € Z, con n < k,
asi, ST M, = S' M, para todo k € Z, con n < k. Como consecuencia, la sucesién (37) es

estable. Por lo tanto, S'M es un S°! A-médulo Noetheriano. O

Proposicion 1.43. Sea I un ideal de un anillo Noetheriano A. Existe | € N tal que

(\/T)lg I
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DEemosTrRACION. Dado que A es un anillo Noetheriano, tenemos que VI es un ideal
finitamente generado. Existen k € Ny a; € VI paratodo i € {1,...,k} de manera que
VI = Aa; + Aas + . .. + Aay.. Més aiin, existe n; € N tal que ;' € I paratodoi € {1,...,k}.

!
Seal=n;+...+n, asi, ( \/7) es generado por los elementos de la forma:

(38) ﬁ o

i=1

l
conr; € Z, paratodoi € {1,...,k}y Zle r; = [. Sea x un elemento de (\/7) expresado

de la forma (38). Si r; < n; para todo i € {1,...,k}, entonces Zle r; < 1, que es una
contradiccion. Como consecuencia, existe j € {1,...,k} tal que n; < r;, y con ello, a/;.j el
Asi,

k k k
_ | | rio_ g n rio_ il o)) n ri
X =a; @ =a; o =a) |a; a'| €l
i=1 i=1 i=1

i#] i#j i#j

!
En conclusién, todo generador de (\ﬁ ) es un elemento de /. Por lo tanto, existe / € N tal
!
que (\/7) clL |

5. Anillos y Médulos Artinianos

Ahora se introducen los médulos Artinianos. Algunas propiedades que ellos satisfacen
son andlogas a las propiedades de médulos Noetherianos, tomando sucesion decreciente
en lugar de sucesion creciente, elemento minimal en lugar de elemento maximal y cam-
biando de sentido las contenciones. Por tal razén, dichas propiedades sélo se enuncian y

sus pruebas se omiten.

Lema 1.44. Sea (X, <) un conjunto ordenado. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Toda sucesion decreciente de elementos de X es estable.

2. Todo subconjunto no vacio de X tiene un elemento minimal. |

Definicion 11. Dado un médulo M sobre un anillo A, M es un A-mddulo Artiniano si el
conjunto X = {N| N es un A-submddulo de M} satisface las condiciones del Lema anterior,

donde la relacién < estd dada por C.
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Teorema 1.45. Sean A un anillo y

a B
0 M’ M M"” 0

una sucesion exacta de A-modulos. M es un A-modulo Artiniano si, y solo si, M’ y M"" son

A-modulos Artinianos. O

Corolario 1.46. Sean M un modulo sobre un anillo A y N un A-submodulo de M. M es

M
un A-modulo Artiniano si, y solo si, N y N son A-modulos Artinianos. |
Corolario 1.47. Sean A un anillo, n € Ny M; un A-modulo para todoi € {1,...,n}. M; es
un A-modulo Artiniano para todo i € {1,...,n} si, y solo si, el A-moédulo EB; M; es un
A-modulo Artiniano. O

Definicion 12. Un anillo A es Artiniano si es Artiniano como A-mdédulo .

Proposicion 1.48. Sea A un anillo Artiniano. Si M es un A-modulo finitamente generado,

entonces M es un A-mddulo Artiniano.

DemosTrRACION. Como M es un A-mddulo finitamente generado, existen n € N y my,

...,m, € M tales que
M=Am + ...+ Am,.

Sean e; = (1,0,...,0),e, = (0,1,0,...,0),...,e, =(0,0,...,1) € A" y consideremos la

asignacion siguiente:

p:A" > M

n
Z ae = E a;m,;.
i i=1

Es claro que ¢ es un morfismo de A-mddulos sobre, asi, M = Im ¢. Por el Primer Teorema

n

de Isomorfismo, tenemos que M y son A-mdédulos isomorfos. Como A es un anillo

Artiniano, por el Corolario 1.47, se tiene que A" es un A-mddulo Artiniano. Por el Coro-
n

lario 1.46, tenemos que es un A-moédulo Artiniano. Por lo tanto, M es un A-mo6dulo

er ¢

Artiniano. O
A

Corolario 1.49. Dado un ideal I de un anillo Artiniano A, se sigue que el anillo 7 es

Artiniano. O
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Proposicion 1.50. Sean S un subconjunto multiplicativo de un anillo A y M un A-mdédulo.

Si M es un A-mddulo Artiniano, entonces S es un S™' A-médulo Artiniano. O

6. Maoédulos de Longitud Finita

En esta seccién se introducen los médulos de longitud finita y se da una caracteri-
zacion de ellos en relacién con los médulos que son Noetherianos y Artinianos a la vez.

Posteriormente, se muestran algunas propiedades.

Definicion 13. Sea M un mddulo sobre un anillo A.

1. Una cadena de A-submoddulos de M es una sucesion de A-submoédulos de M de la

forma:
MoCMlc...CMjC....

La longitud de esta cadena es la cardinalidad de la familia de médulos que la
componen.

2. Una serie de composicion del A-médulo M es una cadena de A-submoédulos de M
(39) {OM}:MOCM1C...CMn:M

M; ) : :
que es maximal (7“ es un A-modulo simple para todo i € {0,...,n — 1}).
3. M es un A-médulo de longitud finita si M tiene una serie de composicion.
4. Si M es un A-mddulo de longitud finita, entonces la longitud de M en A es la

longitud de una serie de composicion del A-médulo M.

Sea M un médulo sobre un anillo A. Si M es un A-mdédulo de longitud finita, entonces
escribimos £o(M) € Z,. Mas especificamente, cuando la longitud de M en Aesn € Z,,
ello lo denotamos por £5(M) = n. Si M no es un A-moédulo de longitud finita, entonces

denotamos este hecho por £A(M) = oo.

Proposicion 1.51. Sean M un modulo sobre un anillo A y N un A-submodulo de M. Si
M es de longitud finita, entonces CA(N) < {a(M). Mds atin, cuando N C M, se tiene que
CA(N) < Ca(M).
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DEMOSTRACION. Supongamos que £4(M) = r € N. Asi, M tiene una serie de composi-

cion de la forma:

Oyl=MycM,c...cM, =M.

Sea N;= NN M;paratodoi € {l,...,r}. Se tiene una sucesion
(40) Oy} =NyCN,C...CN, =N
de A-mdédulos. Tomemos i € {1,...,r}y el morfismo de A-mddulos dado por
;i N, - M;
n = n.

Como ¢;(N;) € M;, se tiene el siguiente morfismo de A-mddulos:
Ni+1 Mi+1
%
N; M;
n+N, » n+M,.

L

Veamos que ¢; es inyectivo. En efecto, sea n € N;;;. Supongamos que n + N; € ker;.
Esto es, ti(n + N;) = M;. Es decir, n + M; = M;, que equivale a tener que n € M;. Como
n € N;y; € N, ello significaque n € NN M; = N;,obien, n + N; = On, .

Ni

Mi+1

o N; . ) M.
Por consiguiente, ]<]—+1 es isomorfo a un A-submédulo de . Dado que M_H] es un A-

i i i

. N+1 . M+1
modulo simple, tenemos que ](I_ es un A-moédulo isomorfo a {OM,+. } 0a —. Como
M; i

i
consecuencia, de la sucesion de A-mddulos 40, se puede obtener una serie de composicion

del A-médulo N como sigue:
41 {OM}:N()CNJ'IC...CNJ'S:N,

cons<r,yjrel{l,...,r}paratodo k € {1,..., s}. Porlo tanto, {o(N) < €o(M).

r

Supongamos ahora que N € M. Asi, N, C M,, y con ello, es un A-moédulo isomorfo

r—1
-

M, ) ..
a un A-submédulo propio de (YA Se sigue que = {ONN, }, lo que implica que
r=1

r—1 r—1
N, = N,_;. Por lo tanto, s < ry asi, {o(N) < a(M). m|
Proposicion 1.52. Sea M un mddulo sobre un anillo A. Los siguientes enunciados son

equivalentes:
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1. M es un A-modulo de longitud finita.

2. M es un A-modulo Noetheriano y Artiniano.

DEMOSTRACION. Sea M un A-médulo de longitud finita.

Si M no es un A-mddulo Noetheriano, entonces existe una sucesion
O} =MyCM,C...CM;C...
de A-submddulos de M que no es estable. Por la Proposicion 1.51,
Ca(My) < CA(M) < Ca(Mr) < ... <lA(M)) < ...,
asi, n < €a(M,) < {a(M) para todo n € Z,. Con ello,
oo = lim £5(M,) < lim £A(M) = La(M).

Como consecuencia, la longitud de M no es finita y se contradice nuestra hipdtesis sobre
M. Por lo tanto, M es un A-mddulo Noetheriano.

Supongamos que M no es un A-médulo Artiniano. Existe una sucesion decreciente
M2>My2M;2...2M;2...

de A-submddulos de M que no es estable. Asi, M, # {0,,} para todo n € Z,. Como conse-
cuencia, M no tiene una serie de composicion, lo que contradice el hecho de que M es un
A-modulo de longitud finita. Por lo tanto, M es un A-mdédulo Artiniano.

Reciprocamente, supongamos que M es un A-moédulo Noetheriano y Artiniano. Si
M = {0y}, entonces £A(M) = 0y asi, M es un A-mddulo de longitud finita.

Si M # {04}, entonces tomemos I' = {N| N es un A-submédulo de M y N # M}. Dado que
{0y} €T, se tiene que I' # (. Como M es un A-médulo Noetheriano, existe un elemento

M, maximal de I y asf, I7A es un A-moédulo simple.

Si M; = {0y}, entonces €A(1M) = 1y M es un A-md6dulo de longitud finita.

Si M, # {0,}, entonces tomemos I'; = {N| N es un A-submédulo de M; y N # M,}. De la
misma forma que antes, existe un elemento M, maximal de I';. Asi, ﬁ; es un A-modulo
simpley M, c M, C M.

Procediendo de la misma manera, dado que M es un A-médulo Artiniano, llegamos al
punto en que existe n € N tal que M,,; = M, y AT—L es un A-moédulo simple para todo

i+1
iefl,...,n—1}. Mostraremos que M, = {0y}. En ef::cto, supongamos que M,, # {0y}, se
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sigue que I';, = {N| N es un A-submddulo de M, y N # M,} # 0. Con ello, existe un ele-
mento M,,,; maximal de I',,, asi, M,,,; # M,, 1o que contradice el hecho de que M, = M,,.

Por consiguiente,
Oyl=M,cM,_,CcM,,C...CcMyCM

es una serie de composiciéon del A-médulo M y por lo tanto, M es un A-mddulo de longitud
finita. O

a

Proposicion 1.53. Sean A un anilloy () L M N 0 una sucesion

exacta de A-médulos. M es un A-modulo de longitud finita si, y sélo si, L y N son A-
modulos de longitud finita. Mds aiin, si M es un A-mdédulo de longitud finita, entonces
CA(M) = LA(L) + CA(N).

DEMOSTRACION. Supongamos que M es un A-mdédulo de longitud finita. Por la Proposi-
cién 1.52, esto significa que M es un A-mdédulo Artiniano y Noetheriano. Es decir, L y
N son A-mo6dulos Artinianos y Noetherianos (por las Proposiciones 1.34 y 1.45). Por la
Proposicién 1.52, ello es equivalente a que L y N sean de longitud finita.

Ahora, supongamos que {a(L) = ry {a(N) =tconryt € Z,. Con ello, existen series de

composicion
{OL}: LycL c...cL = L, y
{ON}:N()CN]C...CN[ = N

de los A-mo6dulos Ly N respectivamente. Como @ es un morfismo de A-médulos inyectivo,

tenemos que

a({0.) = a(Lo) Ca(Ly) C ... C (L)

a(L)
= kerp
= B0}
= ' (No)
CAIND C..cBTIN) =BT,
y se tiene una cadena

42) (Oyl=alp)call)c...callL)cB'N)c...cB'(N)=M
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de A-submoédulos de M. Sea i € {0,...,r — 1}. Nuevamente, como « es un morfismo de

(L) p . Liyy
es un A-mdédulo isomorfo a —, que es un
a(L;) L,

es un A-médulo simple. Dado j € {0,...,¢ — 1}, tenemos

. : BN BTN
ue ———— es un A-moddulo simple ( con ello, =
51 pev o) BN

simple. Por lo tanto, la cadena 42 es una serie de composicion del A-mddulo M, y asi,
CAaM) =r+1t="~E€,(L) + CA(N). m]

A-modulos inyectivo, se tiene que

a(Liyy)
a(L;)

A-moédulo simple. Asi,

ﬂ_l(NjH)

) es un A-modulo

Corolario 1.54. Sea M un modulo sobre un anillo A tal que M es un A-modulo de longitud
finita 'y sea N un A-submddulo de M. Se sigue que

M
EM) = G + € ().
N
DEmosTRACION. Tenemos la sucesion exacta de A-moédulos siguiente:

@ B M
0 N M — 0,
N

M
donde «a es la inclusién de N en M y S es la proyeccion de M en N Por la Proposicién
M
1.53, tenemos que £o(M) = €x(N) + €5 (ﬁ) ¥

Corolario 1.55. Sean L'y N médulos sobre un anillo A. El A-médulo L& N es de longitud
finita si, y solo si, Ly N son A-modulos de longitud finita. Mds atin,

CA(L@® N) = Ca(L) + CA(N).

DemosTtrAciON. Consideremos la sucesion exacta de A-mdédulos dada por

® Y
O——L—>L®N——N—0
I——=(1,0)

(I,n) ——— n.

Por la Proposicion 1.53, se tiene el resultado. m]
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Corolario 1.56. Sean A un anillo, k € Z,, (Ml-)f:0 una familia de A-modulos y

0 Mo %0 M1 $1 Pk-2 Mk_l Pk—1 Mk 0

una sucesion exacta de A-modulos. Se tiene que
CA(My) = EaA(Mi_y) + Ea(Mi) — ..+ (= 1)} €a(My) = 0.

DEmosTRACION. Tenemos que ¢;_1(M;_1) = kery; paratodoi € {1,...,k — 1}. Por el
Primer Teorema de Isomorfismo y por el Corolario 1.54, €5 (M}) = €a(Mj—1)—E€a(ker ¢i_1),
con ello,

0 = Ca(My) — CAa(Mi—y) + Ca(ker @p_y)
0 = CaMy) — EA(My_1) + Ea(pr—2(M;_2))

M, _
0 = €A<Mk>—fA<Mk_1>+fA(k =2 )
€T Pr—2

0 = CaA(My) — EA(My_y) + (Ca(Mi—p) — L(ker ¢;_2))
0 = CaMy) — CA(Mi—1) + EA(M_2) — C(ker ¢p_2)

]
|

Ca(My) — EA(My—y) + €a(My2) — ...+ (=11 ea(M)) + (=1 ea(My). O
7. Anillos y Médulos Graduados

En esta seccion se introducen los anillos y médulos graduados, que se utilizarén en la

seccion 5 del capitulo 3.

Definicion 14. Un anillo (A, +, X) es graduado si existe una familia ((4,, +)),., de sub-

nez

grupos de (A, +) tal que:
1. Existe un isomorfismo ¢ : A — @nEZ A, de grupos, y
2. AJA; C A, para cualesquierary s € Z.

Notacién 15. En términos de la definicién 14, decimos que €5 _ A, es una graduacién

A=A,

nez

de A o simplemente, que

es un anillo graduado.
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Supongamos que ¢ : A - P _ A, es un isomorfismo de grupos como en la Defini-

nez
cién 14 y sea k € Z. Un elemento x de A es homogéneo de grado k si ¢(x) € Ay, ello lo

denotamos simplemente por x € A;. Escribiremos y = ¢(y) para todo y € A.

Sea A = @nEZ A, un anillo graduado. Dado que A es una suma directa de grupos
abelianos, resulta que todo a € A tiene una expresion tnica de laformaa = a,+a,+. . .+ay,
donde k e Nya; € Aj con j; € Zparatodoi € {1,...,k}. Obsérvese que el unico elemento
de A que tiene mds de un grado es 04. Mds aun, 04 tiene todos los grados, pues 04 € A,
para todo n € Z.

En el contexto de este trabajo, consideraremos un caso particular de graduaciones de

anillos, tomaremos anillos graduados de la forma A = @ A, con A; = {04} para todo

nez
k € Z\ Z,. Siendo asi, la Notacién 15 se cambiard por

A:@An.

nez,

Proposicion 1.57. Dado un anillo graduado A = EB,, ez, An, € tiene que A es un subani-
llo de A.

DEMosTRACION. Sabemos que A es un subgrupo de A y que ApAy C Ay. Falta mostrar
que 14 € Ay. En efecto, existen k € Z, y A; € A; paratodo i € {0, ..., k} tales que

la=Ag+ A4 +...+ A

Asi,
Ao = Ao+ A +...+ )4y € Ay,
(43) Ay = (/l() + A +...+ /1]()/11 € Ay,
Ay = (/10+/l]+...+/lk)/lk€Ak,
y con ello,
Ao = Aodo+ A1 dg+ ... + LAy € Ao,
(44) A = A+ 44 +...+ 4 € A,
A = A+ LA+ ...+ LA, € Ay
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Sea j € {0,...,k}. Tenemos que A;4; € A;,jy 4;d; € Ajparatodoi € {1,...,k}. Se sigue
que A;4; = 04 para cualesquiera i € {1,...,k}y j € {0,...,k}. Tomando las igualdades en
(43) y (44), se tiene que

g = g+ +...+4
= (Apdo+ Y1 dg + ...+ L dg) + (Aod; + L4 + ...+ ) + ...
+(Ag Ay + LA + ...+ L dp)
= (Adpdg + AgAy + ... + Apdy)
= Ag(dg+ A4 +...+ )

= Aoly

= Ay € Ap.
Con ello, 14 € Ay y por lo tanto, Ay es un subanillo de A. O
Notacion 16. Seanr € N, x|, x,, ..., x, variables de un anillo A y d € Z,. Los polinomios
homogéneos de grado d del anillo A[xy, ..., x,] se denotardn por

A[X], ey xr]d = Z /l(il ..... i,-)('xlllxlzz T x;r) /l(il ----- ir) € A °

(i1 i JEZ!y
iy +..+ip=d

Ejemplo 1.58. Sea A un anillo.

= A es un anillo graduado con la graduacién A = Ay. Esta graduacién es llamada la
graduacion trivial de A.
= Sean r € Z, y Xy, X, ..., X, variables de A. El anillo A[xy,..., x,] es graduado
con la graduacion
Alxi,..ox] = @D Alx, ... xla.
ez,
A dicha graduacién le llamamos la graduacion estdandar del anillo de polinomios
de r variables con coeficientes en A.

A continuacién, definimos a los médulos graduados.

Definicion 17. Sea (M, +, -) un médulo sobre un anillo graduado A = EBn oz An. M €s un

A-moédulo graduado si existe una familia de subgrupos ((M,,, +)), ., de (M, +) tal que:

nez
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1. Existe un isomorfismo ¢ : M — P
2. A\ M, C M, para cualesquierary s € Z.

M, de grupos, y

nez,

Notacién 18. En términos de la definicién 17, decimos que €5 _, M, es una graduacién

de M o simplemente, que

M:@M,,

nez

es un A-moédulo graduado.
Supongamos que ¥ : M — @n <z M, es un isomorfismo de grupos como en la Defini-
cién 17 y sea k € Z. Un elemento m de M es homogéneo de grado k si y(m) € M, ello lo

denotamos simplemente por m € M,. Escribimos m’ = y(m’) para todo m’ € M.
p p p

Sea M = @, _, M, un médulo graduado sobre un anillo graduado A = B _ A,.
Dado que M es una suma directa de grupos abelianos, tenemos que todo m € M tiene una
expresion unica de la formam = m; + my + ... + my, donde k € Ny m; € Mj, con j; € Z
paratodoi € {1,...,k}. Obsérvese que el tnico elemento de M que tiene mds de un grado
es 0y. Mas aun, 0, tiene todos los grados, pues 0, € M, para todo n € Z.

En adelante, consideraremos un caso particular de médulos graduados. Estos son m6-
dulos graduados sobre un anillo graduado A = € ez, An de la forma M = P

M, = {0y} paratodo k € Z \ Z, y asi, la notacion 18 se cambiara por

M:@M,,.

nez,

1z My con

Proposicion 1.59. Sea M = EB%% M, un médulo graduado sobre un anillo graduado

A= @ne% A,. M, es un Ay-modulo para todo n € Z,.

DEemMosTRACION. Por la Proposicion 1.57, Ay es un anillo. Ahora, por la definicién 17,
AoM, C M,,. Por lo tanto, M, es un Ayp-modulo. O

Ejemplo 1.60. Dado un campo k, observemos lo siguiente:
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1. Sea x una variable de k. El anillo

A = k[x]

= (Pl

Il
bl
=

.

es un modulo graduado sobre el anillo graduado A = EB Ja K[x]a-

2. Sean s € Ny {x, x5, ..., x;} un conjunto de variables de k. El anillo

A = k[XI’XZ""’xS]

_ @k[xl,xz,---,xs]d

deZ,

es un modulo graduado sobre el anillo graduado A = EB dez, k[x1, x,

.. .,Xs]d.



Capitulo 2

Ideales Primos y Primarios

En este capitulo se dard la definicion del espectro de un anillo y se enunciardn algunas
propiedades, se introduce el espacio de Zariski de un anillo y posteriormente, se definirdan
los ideales primarios de un anillo. Estos conceptos son la base de los resultados sobre
dimension tratados en el capitulo 3.

1. Espectro de un Anillo

Se asumiré el conocimiento previo de algunas propiedades del Capitulo 1 de [Ati] para
el desarrollo de esta seccidon. A continuacion, se definen los ideales primos y el espectro
de un anillo.

Definicion 19. Sea A un anillo.
1. Unideal p de A es primo si:
a) p+Ay
b) para cualesquieraay b € A tales que ab € p, se tieneque a € po b € p.

2. El espectro de A es el conjunto de los ideales primos de A y se le denota por
Spec(A).

En adelante, dado un anillo A, al conjunto de los ideales maximales de A se le denotard
por Max(A).

Proposicion 2.1. Sea A un anillo.
A
1. Dado un ideal v de A, p € Spec(A) si, y sélo si, — es un dominio entero.
2. Dado un ideal m de A, m € Max(A) si, y solo si, - es un campo.
3. Max(A) C Spec(A).

4. Si B es un anillo, ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos y q¢ € Spec(B),
entonces ¢~'(q) € Spec(A).

71
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DEMOSTRACION.

1. Supongamos que p € Spec(A). Seanay b € A tales que (a + p)(b + p) = 0a. Asi,
ab e pyconello,a € pob e p. Elloimplica que (a+ p) =04 0 (b +p) = 04. Por

A ..
lo tanto, — es un dominio entero.
p

A -
Reciprocamente, supongamos que — es un dominio entero, asi, p # A. Sean a y

b € A tales que ab € p. Tenemos que (a + p)(b + p) = 04, conello, (a+p) =04 0

(b+p) = 0%. Esto implica que a € p 0 b € p. Por lo tanto, p € Spec(A).

A .,
2. Supongamos que o no es un campo. Esto es, existe un ideal / de A tal que

{OA} - - - - o bien, existe un ideal / de A tal que m Cc I C A. Es decir,
m ¢ Max(A).

3. Seam € Max(A). Por el inciso 2, tenemos que é es un campo. Con ello, % es un
dominio entero y asi, por el inciso 1, m € Spec(A).

4. Dado que q # B, se tiene que ¢~ '(q) # A. Sean a 'y b € A tales que ab € ¢~!(q).
Asi, p(a)p(b) = p(ab) € q. Como q € Spec(B), se tiene que ¢(a) € q o ¢(b) € q.
Por lo tanto a € ¢™'(q) 0 b € ¢~ '(q). ]

Corolario 2.2. Sea A un anillo. El ideal {04} de A es primo si, y solo si, A es un dominio

entero.

DEemosTrACION. Por el inciso 1 de la Proposicién 2.1, se tiene el resultado. m]
Proposicion 2.3. Sean n € N e Iy, ..., I, ideales de un anillo A. Sea p € Spec(A). Si
L1, Cp, entonces existe j € {1,...,n} tal que I; C p.

DemMosTrACION. Basta probarlo para el caso n = 2. Asi, supongamos que 1/, C pel,
no estd contenido en p. Existe x € I, \ p. Tomando z € I, es claro que zx € 1,15, asi xz € p.

Dado que p € Spec(A) y x ¢ p, tenemos que z € p. Por lo tanto, 7; C p. m|

Proposicion 2.4. Sea A un anillo.

1. Sean vy, ..., p, € Spec(A) e I un ideal de A. Si I C |J._, v;, entonces existe
ie{l,...,n}tal que I C p;.

2. Sean Iy, ..., I, ideales de Ay p € Spec(A). Si (., I; C p, entonces existe
ie {l,...,n}tal que I; C p.
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3. Sean I, ..., I, ideales de A 'y p € Spec(A). Si (., I; = p, entonces existe
i€ {l,...,n}tal que I; = p.

DEMOSTRACION.

1. Se mostrard por induccién sobre n € N.
Sin =1, el resultado es claro.
Supongamos que para cualesquiera J ideal de Ay qy, ..., q,-1 € Spec(A) se satis-
face lo siguiente: Si J C U?;ll q;, entonces existe i € {1,...,n— 1} tal que J C q;.
Sean I unidealde Ay py, ..., p, € Spec(A) tales que / no estd contenido en p; para
todo i € {1,...,n}. Falta mostrar que 7 no estd contenido en |Ji_, p;. En efecto,
dado j € {1,...,n}, en particular tenemos que / no estd contenido en p; para todo
i €{l,...,n}\ {j}. Por hipétesis de induccion, I no estd contenido en U'Z:.‘ p;, asi,
existe x; € [ tal que x; ¢ p; para todo i € {I,...,n}\ {j}. Mds aun, I;{ra todo
iefl,...,n},

n
(45) [ ]x2».
y
Observemos los siguientes casos:
» Six; ¢ p;paraalgin j € {l,...,n}, entonces x; ¢ p; paratodoi € {1,...,n}y
conello, x; ¢ J_, p;.
= Supongamos que x; € p; paratodo i € {1,...,n}. Consideremos
nn
=211
=g
que es un elemento de /. Siy € |J_, p;, entonces existe k € N tal que y € py.
Tomemos la expresion de y dada por
n nn
y=[ o+ ]
= =1l
Jj#k ik i

Como x; € py, se tiene que ), [ x; € pr y asi,

i#k J#I

n n n
y—Zl—[xj:ijepk,
j=1

=1 j=1
ik i Jj#k
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lo que contradice la ecuacién (45), probandose que y ¢ (J1_, p;.
En cualquiera de los dos casos, se tiene que / no estd contenido en | Ji_; p;.
Supongamos que /; no estd contenido en p para todo i € {1,...,n}. Veamos que
M, I; no estd contenido en p. En efecto, existe x; € I; tal que x; ¢ p para todo
iefl,...,n}. Tomando x = [, x;, tenemos que x € [[i_, I; S (o, L,y x ¢ p, de

manera que ()i, /; no esta contenido en p.

. Tenemos que p € (., L; y (=, I; € p. Asi, p C I; paratodo j € {1,...,n}y por

el inciso 2, existe i € {1,...,n} tal que I; C p. Por lo tanto, I; = p. O

En cuanto a anillos Artinianos, tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 2.5. Dado un anillo Artiniano A, se satisfacen los siguientes enunciados:

1.
2.
3.
4.
5.

El conjunto de ideales maximales de A es finito.

Los ideales primos de A son los ideales maximales de A.
El conjunto de ideales primos de A es finito.

El radical de Jacobson de A es el ideal Nil(A).

Nil(A) es un ideal nilpotente de A.

DEMOSTRACION.

1.

Consideremos a la siguiente familia de ideales de A:
X = {ml NmyN...Nm|reNym; € Max(A) para todo j € {1,...,r}}.

Dado que Max(A) # 0, tenemos que X # (). Como A es un anillo Artiniano, existe

un elemento minimal n de X. Sean / € Ny my, my, ..., m; € Max(A) tales que
n=nyNmN...Nm.

Para ver que Max(A) es un conjunto finito, mostraremos que m € {my, ..., ny}
para cualquier m € Max(A). En efecto, seam € Max(A), asi, mMn e Ly mNn C n.

Como 1 es un elemento minimal de X, se tiene que 11 = m N 1, asf,
mNmN...Nm=n=mNncm

Por el inciso 2 de la Proposicion 2.4, existe s € {1,...,[} tal que my; € m. Como
my; € Max(A) y m # A, tenemos que m = my. Asi, Max(A) C {my,...,m}. Por lo

tanto, Max(A) es un conjunto finito no vacio.
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2. Por el inciso 3 de la Proposicion 2.1, tenemos que Max(A) C Spec(A). Ahora
mostraremos que Spec(A) € Max(A). En efecto, sea p € Spec(A), basta probar

que — es un campo. Tomemos a € A tal que a + p # 0a y consideremos la
jp P

A
sucesion decreciente de ideales de » siguiente:
A A A .
S+ ;(a+p)22...2 ;(a+p)f;....

A

Como A es un anillo Artiniano, por el Corolario 1.49, se tiene que ° es un anillo
Artiniano. Asi, existe k € N tal que

A A

—(@+p==@+p"

p p
En particular, existe A € A tal que

(46) (@+p) = @+p)a+p =@+pa+pa+p

A .. .
Dado que — es un dominio entero y a + p # 04, por la ecuacién (46), tenemos la

siguiente igualdad:
(I4+p) =A@+ p)a+p).

Como consecuencia, A + p es el inverso multiplicativo de a + p. Por lo tanto, é €es
un campo.
3. Por el inciso 1, el conjunto Max(A) es finito, por el inciso 2, Spec(A) = Max(A).
Se sigue que el conjunto Spec(A) es finito.
4. Por el inciso 2, el radical de Jacobson de A es
m=( »
meMax(A) peSpec(A)

5. Sea I = Nil(A) y consideremos la siguiente sucesion decreciente de ideales de A:
I2F2...2I"2....

Como A es un anillo Artiniano, existe s € N tal que I° = I" para todo n € N con
s < n. Supongamos que / no es nilpotente, lo que implica que I° # {04}. Sea

I'={J|Jesunidealde Ay JI’ # {04}}.
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Tenemos que / € I''y con ello, I' # (. Como A es un anillo Artiniano, existe un
elemento minimal J’ de I'. Por consiguiente, existe z € J’ tal que zI® # {04}. Més
atin, (zI°)I° = zI* = zI* # {04}, con ello, zI* € T'. Sabemos que zI* C J' y que
J’ es un elemento minimal de I'. Como consecuencia, J' = zI°, asi, existe @ € I°
tal que z = za. Veamos que z = za* para todo k € N. Por induccién sobre k: Si
k = 1, entonces el resultado ya se tiene. Supongamos que z = za* con k € N. Asf,
2! = (za¥)a = za = z. Como @ € I € I = Nil(A), existe r € N tal que " = 0.
Sea u € N tal que r < u. Con ello,

a,u — a,r+(u—r) — a,rau—r — (OA)a,u—r — 0A~

Por consiguiente, z = za"* = 04, lo que contradice la eleccién de z. Por lo tanto, 7

es un ideal nilpotente de A. O

Proposicion 2.6. Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A. Se tiene que
Spec(STA) ={S 1|1 e Spec(A)yS NnI=0).

DEMoSTRACION. Veamos que Spec (S'IA) C {S'I| 1 € Spec(A)yS NI = 0}. Sea
J € Spec (S'lA). Por el Corolario 1.10, existe un ideal / de A tal que J = S'I e

I = (ig‘)_l (J) (véase la prueba de la Proposicién 1.9). Como i es un homomorfismo
de anillos, por el inciso 4 de la Proposicién 2.1, se tiene que I € Spec(A).

Falta mostrar que S N I = (. En efecto, supongamos que S N/ # @ y tomemos t € S N 1.
Asi, % e US'A Yy L € S'I.Conello, J = S'I = S'A, lo que contradice que

A 1A
J € Spec (S‘1 A). Por lo tanto, S N I = 0.

Ahora probaremos que {S' 7| I € Spec(A)y S NI = 0} C Spec (S'1 A). En efecto, sea /

1
un ideal de A tal que I € Spec(A) y S NI = (. Supongamos que 1—A € S1, asf, existen
A

1 a . ..
aelyseS tales que l—A = —. Con ello, existe u € S tal que us = ua, esto implica que
A S

. . . . 14
us € S N I, que es una cotradiccion con nuestra hipdtesis, por consiguiente, T ¢S], y
A
como consecuencia, S 7 # ST A.
a as [25145%) a
Seana;,a; € Ay s, s, € S, supongamos que — X — = —— = — paraalgunosa € I y
S 52 5182 S
s € S.Existeu € § tal que usa,a, = us;s,a. Como I es unideal de A y a € I, tenemos que

usaja, = (us;sy)a € I. Mas atn, dado que I € Spec(A), tenemos que us € / o aja, € I.
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Sabemos que us € S y S N1 =0, con ello, aja, € I. Como consecuencia, a; € [ o a, € 1,

lo que implica que N es1102 511 Porlotanto, S I € Spec (S'1 A). |
S )

Proposicion 2.7. Dado un ideal primo p de un anillo A, se tiene que A\ es un subconjunto

multiplicativo de A.

DEmoOSTRACION. Sea § = A\ p. Como p es un ideal propio de A, tenemos que 04 € p
yla ¢ pasi,00 ¢ SylsyeS.Dadosayb e S,setienequea ¢ pyb ¢ p. Como
p € Spec(A), tenemos que ab ¢ py conello, ab € S. O

Notacion 20. Sea p un ideal primo de un anillo A. Dados 7 un ideal de A, M un A-médulo

y tomando § = A\ p, se adoptardn las expresiones siguientes:

1. A, = S A,
2.1, =S,y
3. M, = S'M.

Corolario 2.8. Sea p un ideal primo de un anillo A.
Spec(A,) = {q,| g € Spec(A) y a € p}.
DEemosTRACION. Se tiene el resultado por la Proposicion 2.6. O

Proposicion 2.9. Sean S un subconjunto multiplicativo de un anillo A, g,y q, € Spec(A)
tales que ;NS =0y g, NS = 0. Se tiene que q; C , si, y sélo si, S q; € S qp. Mds
aiin, q; C q si, y s6lo si, ST q; € S qp.

DEMOSTRACION. Supongamos que q; € qp, seana € q;y s € S. Setienequea € qp y
a
s€S.Asi,— €S!'q,. Porlotanto, S q; € S q,.
S

a
Reciprocamente, supongamos que S q; € S qg,. Sea a € qi, asf, T e S'g € St
A

a b )

Tomemos b € q, yt € S tales que =7 Asi, existe u € S tal que uta = ub € q,. Como
A

a2 € Spec(A), tenemos que ut € q, 0 a € q,. Sabemos que ut € S y que g, NS = 0, con

ello, ut ¢ q,. Por lo tanto, a € q, y como consecuencia, q; C q.
Ahora, de los dos pdrrafos anteriores, se tiene que q, & q; si, y sélo si, S q, € S qi, por

lo tanto, q; C g, si, y s6lo si, S q; € S gs. ]
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Corolario 2.10. Sean p, qy o ideales primos de un anillo A. Se tiene que ¢ C § C p si, y
sdlo si, a, C qy,. Mds aiin, 9 C ¢ C p si, y s6lo si, g, C qp,.

DemosTrACION. Tomando S = A \ p en la Proposicion 2.9, se tiene el resultado. O
Corolario 2.11. Dado un ideal primo v de un anillo A, Max(A,) = {p,}.
DemosTrACION. Como Max(A,) € Spec(A,), por los Corolarios 2.8 y 2.10, se tiene el

resultado. O

2. Espacio de Zariski de un Anillo

En esta seccion, veremos que al conjunto de ideales primos de un anillo se le puede

asignar una topologia: la Topologia de Zariski.

Notacion 21. Dado un ideal / de un anillo A, se tomara la notacién siguiente:
V() = {p € Spec(A)| I C p}.

Lema 2.12. Dado un ideal I de un anillo A, se tiene que V(I) = V( \/i)

DEMOSTRACION. Sea p € V(\/T) Asi, I C VI ¢ p, con ello, I C p, lo que implica que
p € V(). Por lo tanto, V(\/T) C V(). Por otra parte, sea p’ € V(I), asi, I C p’, con ello,
VI C ¥’ = v Se sigue que V(I) C V(\ﬁ) i

Proposicion 2.13. Sea A un anillo.

1. V({04}) = Spec(A) y V(A) = 0.

2. Dados un conjunto A # 0 y una familia (1)) .5 de ideales de A, se tiene que

V(Z Iﬁ) = (V.

AeN AeA

3.V nJ)=VUJ)=VU)UNV(J) para cualesquiera I y J ideales de A.

DEMOSTRACION.

L. V({04}) = {p € Spec(A)| {04} < p} = Spec(A). V(A) = {p € Spec(A)| A < p} = 0.
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2. En efecto,
V[Z IA] = {p € Spec(A)' Zlﬂ C p}
AeA AeA
= {p e Spec(A)| I, C p paratodo A € A}
= [ )(» & Spec(a)| I, € v)
AEA
= (v
AeA
3. Sean I y J ideales de A. Por el Lema 2.12,
vinJg) = v(vinl)
= V(V1J)
= VUJ)

= {p e Spec(A)| 1J C p}

= {peSpec(A)ICpoJCryp}

= {p € Spec(A)| I C p} U {p € Spec(A)| J C p}
- V(HUV(). O

Definicion 22. Sea A un anillo.

1. La Topologia de Zariski de Spec(A) es la topologia obtenida al tomar como con-
juntos cerrados de Spec(A) a los conjuntos de la forma V(I) con I un ideal de A.

2. Sea 7 la Topologia de Zariski de Spec(A). El espacio de Zariski de A es el espacio
topolégico (Spec(A), 7).

Dado un anillo A, nos referiremos al espacio de Zariski de A simplemente por Spec(A).
Recordemos que una aplicacion ¢ : X — Y es un morfismo de espacios topoldgicos si es

continua.

3. Ideales Primos Asociados y Soporte de un Médulo

En esta seccion se definen los ideales primos asociados y el soporte de un médulo
sobre un anillo y se muestran algunas propiedades.
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Observacion 2.14. Sean M un moédulo sobre un anillo A, m € My a € A tales que
a € Anny(m). Dado b € A, se tiene que a(bm) = (abym = (ba)m = b(am) = b0y = 0y.
Asi, a € Anny(bm). Por lo tanto, Anny(m) € Anny(bm) para todo b € A.

A
Proposicion 2.15. Dado un ideal primo p de un anillo A, p = Anny (;) Mds atin,
p = Anng(a + p) para todo @ € A\ p.

DEMOSTRACION. Sean @ € A \ py 8 € A. Supongamos que 8 € Anny(a + p), ésto es,
Bla+p) = O%. Es decir, fa + p = p, o bien, Ba € p. Ello equivale a que S8 € p. O

Definicion 23. Sean A un anillo y p € Spec(A). Sea M un A-mddulo. p es un asociado de
M si existe m € M tal que p = Anny(m). Al conjunto de los asociados de M se le denota
por Assa(M).

Proposicion 2.16. Sean M un mddulo sobre un anillo A y p € Spec(A). Los siguientes
enunciados son equivalentes:
1. p € Assp(M).

2. Existe una sucesion exacta de A-modulos de la forma:

A o
@7 04>54>M.

A
3. ° es isomorfo a un A-submodulo de M.

DEMOSTRACION.

1=2 Tenemos que existe m € M tal que p = Ann,(m). Consideremos la aplicacion

A M
p:— —

p
a+p — am.

Veamos que ¢ es un morfismo de A-mddulos. Dados ay b € A,

¢((a+Db)+p)

= (a+bm

o((a+p)+ (b +p)

= am+bm

= @(a+p)+eb+p),
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g(bla+p) = ¢((ba+ )
= (ba)m
= b(am)

= Dby(a+ p).

Falta mostrar que la sucesion de A-mddulos dada en (47) es exacta. En efecto, sea
a € A. Supongamos que a + p € ker ¢. Esto es, p(a+p) = 0y, o bien, am = 0. Es
decir, a € Anny(m) = p, lo que significa que a+p = 0. Por lo tanto, ker ¢ = {04}.

A
2=3 Tenemos que cp(g) es un A-submdédulo de M. Dada la sucesion exacta de A-
modulos (47), tenemos que ker ¢ = {Oé } Por el Primer Teorema de Isomorfismo,

Al A
los A-mddulos ¢ (;) y » son isomorfos.

3=1 Sea N un A-submoddulo de M tal que — y N son A-moédulos isomorfos. Por la

Proposicién 2.15, tenemos que p € Assa(N). Como Assa(N) C Assa(M), entonces
p € Assa(M). |
pd . f
Proposicion 2.17. Sean A un anilloy 0 M’ M : M 0 wuna suce-
sion exacta de A-modulos. Se tiene que Assa(M) C Assa(M’) U Assa(M”).

DEMOSTRACION. Si Assa(M) = 0, entonces el resultado se tiene. Supongamos que
Assa(M) # 0y tomemos p € Assa(M). Por la Proposicién 2.16, existe un A-submédulo N
de M que es isomorfo al A-médulo —.

p
Supongamos que f(M’) N N = {0,}. Consideremos la restricciéon de g en N, que es un

morfismo de A-mddulos denotado por gly : N — M”. Por el Primer Teorema de Isomor-

son isomorfos.

fismo, Im g|y es un A-submédulo de M y los A-mdédulos Im gly y

ker gly
Mas aun, tenemos las siguientes igualdades e isomorfismos de A-mddulos:
N N N N A
Img v = = = = ~ N~ —,

kergly (kerg)N N f(M)NN  {Oy} p

A
Asi, M" tiene un A-submodulo isomorfo a o Por la Proposicién 2.16, esto implica que
p € Assa(M”).
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Supongamos que f(M’') N N # {0y}. Sabemos que f(M’) es un A-submddulo de M iso-
morfo a M’ y que f(M’) N N es un A-submédulo de N. Sea m € (f(M’) N N) \ {0y}
Como m € Ny N es un A-mdédulo isomorfo a é, por la Proposicién 2.15, tenemos que
Anny,(m) = p. Mas aun, existe m’ € M’ \ {0y }ptal que f(m’) = m. Ahora, veamos que
p = Anny(m’). Sea A € A 'y supongamos que A € Anny(m’), ésto es, Am’ = 0y. Como f es
un morfismo de A-moédulos inyectivo, esto equivale a que Am = 0y, es decir, 4 € Anny(m).
Con ello, Anny(m’) = Anny(m) = py asi, p € Assa(M’).

Se ha probado que dado p € Assa(M), tenemos que p € Assa(M’) o p € Assa(M"”), por lo
tanto, Assa(M) C Assa(M’) U Assa(M”). O

Proposicion 2.18. Sean A un anillo Noetheriano y M un A-mddulo con M # {0y}. Se
sigue que Asspa(M) # 0.

DEMOSTRACION. Sea I' = { Anny(x)| x € M \ {0y}}. Obsérvese que Ann,(x) # A para
todo x € M \ {Oy}. Dado que A es un anillo Noetheriano, existe m € M \ {0,} tal que
p = Anny(m) es un elemento maximal de I'. Mostraremos que p € Spec(A). En efecto,
seanay b € A tales que ab € py b ¢ p. Ello implica que a(bm) = (abym = 0y y
bm # 0y. Como consecuencia, a € Anny(bm) y bm # 0. Por la Observacién 2.14,
p = Anns(m) € Anny(bm). Como Anny(bm) € I' 'y p es un elemento maximal de T,

entonces Annu(bm) = p. Conello, a € py asi, p € Spec(A). Por lo tanto, Assa(M) #0. O

Corolario 2.19. Sean A un anillo Noetheriano y M un A-modulo. M = {0y} si, y solo si,
Assa(M) = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos que M = {0y}. Asi, Anns(m) = Anny(0,,) = A para todo
m € My con ello, Assa(M) = 0.
Reciprocamente, supongamos que M # {0y}. Por la Proposicién 2.18, se tiene que
Assa(M) + 0. O

Proposicion 2.20. Sean A un anillo Noetheriano y M un A-mddulo finitamente generado

no trivial. Existen n € N, un A-médulo M; y p; € Spec(A) para todo i € {1,...,n} tales que

M; .
y — son A-modulos isomorfos y
M7y

(48) Oyt=MycMycM,c...cM,=M

es una cadena de A-modulos.
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DEemosTRACION. Por el Corolario 2.19, tenemos que Assa(M) # (. Sean p; € Assa(M)

y My = {0y}. Por la Proposicién 2.16, existe un A-submédulo M; de M isomorfo al A-

M, A ) ) .
moédulo p_ Con ello, ﬁl y p_ son A-mddulos isomorfos. Si M| = M, se tiene el resultado.
1 0 1

M
Si M, # M, entonces — # {O o } Nuevamente, por la Proposicion 2.19, tenemos que
1 1

M M
Assy (ﬁ) # (0. Sea p, € Assy (ﬁ) Por la Proposicion 2.16, existe un A-submédulo M,
1 1

de M tal que M, € M,y ﬁz es un A-submoddulo de I"A isomorfo al A-mdédulo o Si
1 1 2
M, = M, se tiene el resultado.

De la misma forma que en el parrafo anterior, tenemos de manera inductiva lo siguiente:
Siie Ny M, # M, entonces existen p; € Spec(A) y un A-submédulo M; de M tales que
M;_; € M,y los A-mddulos — y — son isomorfos.

Como A es un anillo Noetheﬁelmop}i M es un A-médulo finitamente generado, por la
Proposicion 1.38, tenemos que M es un A-mdédulo Noetheriano. Asi, existe n € N tal

que la cadena
(49) Oyy=MycM,Cc...CM;C...

es estable en n.

Supongamos que M, # M. Procediendo como antes, existen p,,; € Spec(A) y un A-

n+1
y

n Pn+1
Esto contradice que la cadena (49) sea estable en n. Por lo tanto, M,, = M+y queda probado

son isomorfos.

submédulo M, de M tales que M,, C M, y los A-mddulos

el enunciado. O

Corolario 2.21. Dados un anillo Noetheriano A y un A-médulo M finitamente generado,

se tiene que Assp(M) es un conjunto finito. Mds atin, si M # {0y}, entonces Assp(M) # 0.

DEMOSTRACION. Si M = {0y}, entonces Assa(M) = 0. Supongamos que M # {0,}. Por
la Proposicion 2.20, tenemos que Assa(M) # 0 y podemos construir una cadena como la

dada en (48). Consideremos la siguiente sucesion exacta de A-moédulos:

O->M,_, > M-

-0

b
n—1

donde el morfismo de M,_; en M es la inclusién y el morfismo de M en

es la proyec-
n-1

cién. Por las Proposiciones 2.17 y 2.15, tenemos que
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M
Assa(M) C Assa(M,_1) U Assa ’ )

n—1

M,
(50) C Assa(M,_1) U Assp )
Mn—l

A

C Asspa(M,_1) U Assa —)

Pn
C Asspa(M,_;) U {p,}.

Observemos ahora la forma de Asss(M,,_;). Tenemos una sucesion

M,_
0O->M,, > M, — L 50
n-2
de A-moddulos exacta, donde el morfismo de M,_, en M,_; es la inclusion y el morfismo

M,_
de M,_; en !
M,

n-2

es la proyeccion. Nuevamente, por las Proposiciones 2.17 y 2.15,

Assa(M,_1)

N

Mn—l
A M, »)UA
ssa(M,,—2) SSA (Mn—Z)

N

A
Assa(M,_») U Assy (p )
n—1

AsSA(M,, ) U {p,-1}.

N

Por la expresion (50), se tiene que

N

Assa(M) € (Assa(M,2) U {p,1}) U {pa)
c ASSA(Mn—Z) U {pn—l} U {pn}
Siguiendo de esta forma, tenemos que

Assa(M) C Assa(M) U {p} U...U{p,}

A
Assy (—) U{p} U...U{p,}
P1

PyU{pU...U{p,}

C {p,p2,... P4}

N

N

Por lo tanto, Assa(M) es un conjunto finito no vacio. O
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Corolario 2.22. Sean A un anillo Noetheriano y M un A-modulo finitamente generado no

trivial. Los elementos minimales de Assy(M) forman un conjunto finito no vacio.

DEemosTRACION. Por el Corolario 2.21, tenemos que Assa(M) es un conjunto finito no
vacio. Como consecuencia, el conjunto de los elementos minimales de Assa(M) es finito

no vacio. O

Definicion 24. Sea M un médulo sobre un anillo A. El soporte de M en A es el conjunto
{p € Spec(A)| M, # {OMP}} y se denota por Suppa(M).

Proposicion 2.23. Dado un anillo A, se tiene que Suppa(A) = Spec(A).

DEMOSTRACION. Sabemos que Suppa(A) € Spec(A). Por otra parte, sea p € Spec(A).
Por la Proposicién 1.2, tenemos que A, es un anillo y asi, A, # {OAP}. Esto implica que
p € Suppa(A). Con ello, Spec(A) C Suppa(A). Por lo tanto, Suppa(A) = Spec(A). O

Proposicion 2.24. Dado un modulo M sobre un anillo A, se tiene que
Assa(M) C Suppa(M).

DEMOSTRACION. Sea p € Assa(M). Por la proposicion 2.16, existe una sucesion exacta

de A-mdédulos como sigue:

(2

00— — —M.

Por la Proposicién 1.12, tenemos una sucesion exacta de A,-maédulos

A .
0 (—) ® M,
p P

A
Por el Corolario 1.13, tenemos que los A,-mddulos (—) y — son isomorfos. Como con-

p Py
P
secuencia, existe una sucesion exacta de A,-modulos de la forma:
A, &
0 — — —> M,
Py

Como p, € Spec(A,), por la Proposicién 2.16, existe un A,-submédulo N de M, que
A
es isomorfo al A,-mddulo p—p * {OM}, con ello, {OM‘,} # N C M,. Esto implica que
p i
p € Suppa(M). Por lo tanto, Assa(M) C Suppa(M). O
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Proposicion 2.25. Sean S un subconjunto multiplicativo de un anillo Noetheriano A y M

un A-médulo. Se tiene que
Assa (SM) = {p € Assa(M)| PN S = 0).

DEMOSTRACION. Tomemos I' = {p € Assa(M)| p NS = 0}. Si M = {0y}, entonces
S'M = {Og1y}. Por el Corolario 2.19, se tiene que Assa(M) = 0y Assa (STM) = 0. Asf,

Assp (S'IM) =0=T.

Si M # {0y}, entonces Ass(M) # (). Consideremos los dos casos siguientes:

1. Supongamos que S'M = {Og1y}. Por el Corolario 2.19, Assy (S'IM) = (. Falta
mostrar que I' = 0. En efecto, si I' # 0, entonces existe m € M \ {0y} tal que
Anny(m) € Spec(A) y Anng(m) NS = (. Como lﬁ = Og-1y, existe s € § tal que
sm = 0y. Ello implica que Anna(m) NS # 0, quAe es una contradiccion. Por lo
tanto, I' = 0.

2. Supongamos que S'M # {Og.1y}. Como A es un anillo Noetheriano y S'M es un
A-modulo, por la Proposicion 2.18, tenemos que Assa (S‘lM) # 0.

Veamos que Assa (S'lM) CT. En efecto, sea p € Assp (S'IM), asi, existenm € M
y s € S tales que x = ? € S™\ {Og1p} ¥ P = Anny(x) € Spec(A). Supongamos

m tm .
que pNS # 0O,seat € pNS. Asi, Og1y = t— = —. Existe u € S tal que

047 = u(tm) = (ut)m. Como consecuencia, existe vs es tasl que v = 0y;. Con ello,
— = Og-1p, lo que contradice la eleccién de x. Por consiguiente, p NS = 0. Con
essto en mente, observemos lo siguiente:
Sea @ € A. Supongamos que « € p, ésto es, Os-1y = ax. Es decir,

m a m am

Os-lM:Q’—:—' .
Ky 14 s Ky

Esto significa que existe u € S tal que 0y = u(am) = (ua)m = (au)ym = a(um),
o bien, @ € Anny(um) para algin u € S (um # 0y). Como consecuencia,
p € Assa(M). Por lo tanto, Assa (S‘lM) C I (yconello, I' # 0).

Sabemos que I' # (. Mostraremos que I' C Assy (S'IM). Sea p € I, asi,

peAssa(M)ypnNS = 0. Existe m € M \ {0y} tal que p = Anny(m) € Spec(A).
m

Tenemos que tm # 0y para todo ¢ € S. Como consecuencia, T # Og-1M-
A
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Veamos que p = Anny (12) Sea A € Ay supongamos que A € p. Asi, Am = Oy
A

y por consiguiente, A - lﬂ = Og-1m. Con ello, 4 € Anny (1&) Esto implica que
A A

p C Anny (lﬂ)

A

A
Reciprocamente, supongamos que 4 € Anny lﬁ , asi, Oy = 1—m Existe u € S
A A
tal que 0y = u(dm) = (ud)m, esto implica que ud € Anny(m) = p. Dado que

p € Spec(A), se tiene que u € po A € p. Como pNS = O, tenemos que u ¢ p,

ello implica que A € p y por consiguiente, Anny (1—) C p. Como consecuencia,
A

P = Anny (1&) y asi, p € Assa (S-IM). Por lo tanto, I' C Assy (S-IM), m|
A

Corolario 2.26. Sean A un anillo Noetheriano, M un A-médulo y q € Spec(A). Se tiene
que Assa(M,) = {q’ € Assa(M)| o’ C q}.

DEemosTrRACION. Por la Notacién 20 y la Proposicion 2.25, se tiene el resultado. O

Proposicion 2.27. Sean A un anillo Noetheriano y M un A-mddulo no trivial. Los elemen-

tos minimales de Assa(M) son los elementos minimales de Suppa(M).

DemosTrACION. Por el Corolario 2.22, el conjunto de los elementos minimales de
Assa(M) no es vacio. Por la Proposicion 2.24, se tiene que Assy(M) C Suppa(M).
Primero se probard que los elementos minimales de Assa(M) son elementos minimales
de Suppa(M). Sea p un elemento minimal de Assa(M). Dado que p € Suppa(M), falta
mostrar que p es un elemento minimal de Suppa(M). En efecto, Sea q € Suppa(M) tal que
q € p. Asi, M, es un A-moédulo tal que M, # {0y, }. Como A es un anillo Noetheriano, por

el Corolario 2.19, tenemos que Assa (M,) # 0. Por el Corolario 2.26, resulta que
Assp (M) = {0 € Assa(M)| g’ C q} # 0.

Tomemos q’ € Assa (M,), asi, ¢’ € Assa(M)y q’ € q € p. Como p es un elemento minimal
de Assa(M), se tiene que q' = py conello, p € q C p. Esto implica que g = p. Por lo tanto,
p es un elemento minimal de Suppa(M).

Ahora mostraremos que los elementos minimales de Suppa (M) son elementos minimales
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de Assa(M). Sea p un elemento minimal de Suppa(M). Dado que M, # {OM,,}, por el
Corolario 2.19, tenemos que Assa(M,) # 0. M4s aun, por el Corolario 2.26,

Assp(M,) {q € Assa(M)|q C p}
Assa(M) N {q € Spec(A)| q C p}

Suppa(M) N {q € Spec(A)q < p}.

IN

Como p es un elemento minimal de Suppa (M), se tiene que
Suppa(M) N {q € Spec(A)|q € p} = {p}.
Con ello, Assa(M,) C {p}y asi,
{a € Assa(M)a € p} = {p}.

Por lo tanto, p es un elemento minimal de Asss(M). |

Corolario 2.28. Sean A un anillo Noetheriano y M un A-modulo finitamente generado no

trivial. Los elementos minimales de Suppa(M) forman un conjunto finito no vacio.

DemosTtrACION. Por la Proposicién 2.27, los elementos minimales de Suppa(M) son
los elementos minimales de Assa(M), por el Corolario 2.22, los elementos minimales
de Assp(M) es un conjunto finito no vacio. Por lo tanto, los elementos minimales de

Suppa (M) forman un conjunto finito no vacio. O

Corolario 2.29. Sea A un anillo Noetheriano. El conjunto de los ideales primos minimales
de A es finito.

DEemosTRACION. Dado que A es un anillo Noetheriano y A es un A-mddulo finitamente
generado, por el Corolario 2.28, los elementos minimales de Suppa(A) forman un conjunto
finito no vacio. Por la Observacion 2.23, tenemos que Spec(A) = Suppa(A). Por lo tanto,

el conjunto de los ideales primos minimales de A es finito. O

4. Ideales Primarios de un Anillo

En esta seccion presentamos los ideales primarios de un anillo. Dichos ideales nos

permitiran realizar algunos célculos del capitulo siguiente.
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Definicion 25. Sea A un anillo. Un ideal / de A es primario si / # A y para cualesquiera a

yb e Atalesqueab € I, se tiene que a € [ o b" € I para algin n € N.

by

A
Proposicion 2.30. Sea A un anillo. I es un ideal primario de A si, y sélo si, 7 # {0

~

. A :
todo divisor de cero de 7 es nilpotente.

DEMosTRACION. Supongamos que / es un ideal primario de A. Tenemos que I # Ay

A .. .
asf, 7 * {0% } Mostraremos que todo divisor de cero de 7 es nilpotente. Sea b € A tal que

A
b + I es un divisor de cero de 7 Existea € Atalquea + I # 0§ ya@+hHb+1) = 0%,
conello,ab+ I = 1. Asi, ab € I, como I es un ideal primario y a ¢ I, existe n € N tal que
b" € 1. Estoimplicaque (b+ )" =b" + 1 = Oé . Por lo tanto, b + I es nilpotente.

A
Reciprocamente, supongamos que / es un ideal de A tal que 7 * {0% } y todo divisor de

cero de é es nilpotente. Dado que 1% * {0% }, tenemos que / # A. Falta mostrar que para
cualesquieraay b € A con ab € I, se tiene que a € I o existe n € N tal que " € I. En
efecto, seanay b € A tales que ab € I. Asi, (a+ I)(b+ 1) = ab+ I = I. Supongamos que
a ¢ l.Sib e I, entonces se tiene el resultado. Si b ¢ I, entonces b + I es un divisor de cero
de 7 Por consiguiente, existe n € Ntalque (b +1)" =b" + 1 = 09 . Por lo tanto, existe
n € N tal que b" € I. |

Proposicién 2.31. Sea I un ideal primario de un anillo A. Se tiene que VI es el ideal

primo mds pequeiio que contiene a 1.

DemMosTrACION. Tenemos que

(51) VI = ﬂ p# A.

pESpec(A)
Icp

Basta probar que VI € Spec(A). En efecto, sean a y b € A tales que ab € VI. Existe n € N
tal que (ab)" € Iy asi, a"b" € I. Como [ es un ideal primario, se tiene alguno de los casos

siguientes:

l.a"elo
2. existe k € N tal que (b")* = b™ € I.

Ello implica que a € VI o b € VI. Dado que VI # A, tenemos que VI € Spec(A). O
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Definicion 26. Sean 7 un ideal primario de un anillo A y g € Spec(A). I es un ideal g-
primario si VI = q.

Proposicion 2.32. Sea I un ideal de un anillo A. Si VI € Max(A), entonces I es un ideal

primario de A.

DEMOSTRACION. Sea m € Max(A) tal que VI = m.ComoI € VI = m C A, se
tiene que I # A. M4s aun, el conjunto de los ideales primos que contienen a I es {mj}.

, A m ) ) A m A
Asi, Spec (7) = {7} lo que implica que Max(Y) = {7} Dado x € 7 tenemos que

A A A A
X € (U(Y) 0XE€ ? = Nil (7) Ahora, si x es un divisor de cero de 7 entonces x ¢ (L{(Y)’

con ello, x € Nil (7) Por la Proposicién 2.30, se tiene que / es un ideal primario de A. O

Definicion 27. Un anillo A es local si [Max(A)| = 1. En tal caso, si m es el dnico ideal

maximal de A, ello se denota por (A, m).

Proposicion 2.33. Sean (A, m) un anillo local Noetheriano e I un ideal de A. I es un ideal

m-primario si, y solo si, existe | € N tal que m' C I C m.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe / € N tal que m’ € I € m. Esto implica que
Vil ¢ VI ¢ V. Asi, m C VIicm y con ello, VI = m. Porla proposicion 2.32, tenemos
que I es un ideal m-primario.

Reciprocamente, por la Proposicion 1.43, existe [ € N tal que (\/f)l € I. Como [ es un

ideal m-primario, se tiene que m’ C I C m. O



Capitulo 3

Teoria de la Dimension

Dado un anillo, podemos asignarle un ordinal, al que llamaremos la dimension de Krull
y lo referiremos simplemente como dimension. Cuando dicho anillo es local Noetheriano,
la dimension estd determinada por su ideal maximal y adicionalmente, se le asignarén la
dimension de Chevalleyy el grado del polinomio de Hilbert. Se concluye este capitulo con

el Teorema Fundamental de la Teoria de la Dimension.

1. Dimension de un Anillo

Para dar la dimensién de Krull de un anillo, tomaremos en cuenta a sus ideales primos

y las cadenas que se forman con ellos.

Definicion 28. Sea A un anillo. Una cadena prima de A es una cadena de ideales primos

de A de la forma:
PoC P C...CP,
conr € Z,. La longitud de dicha cadena prima es r.
A continuacién, definimos la altura de un ideal primo.
Definicion 29. Sea p un ideal primo de un anillo A. La altura de p es
ht(p) = sup{r € Z,| po C p; C ... C p, = p es una cadena prima de A}.

Proposicion 3.1. Dados un anillo local (A, m) con ht(m) € Z, y p € Spec(A), se tiene que
ht(p) < ht(m). Mds atin, p = m si, y sélo si, ht(p) = ht(m).

DEMOSTRACION. Supongamos que ht(m) = k. Si k < ht(p), entonces existe una cadena

prima de A de la forma:

PoC P C... CPrC Prt1 = P-
91
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Dado que (A, m) es un anillo local, tenemos que p;; = p € m, y con ello, tenemos una

cadena prima de A como sigue:
PoCpPpC...CpPppCm.

Por consiguiente, k < ht(m), que es una contradiccion. Asi, ht(p) < ht(m).
Por otra parte, si p = m, entonces ht(p) = k. Reciprocamente, si ht(p) = k, entonces existe

una cadena prima
PoC P C...C P =0
Supongamos que p # m, con ello, tenemos una cadena prima
PpCP C...CpCm,

asi, k < ht(m), lo que contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto, p = m si, y sélo si,
ht(p) = ht(m). O

Definimos ahora la dimensién de Krull de un anillo y posteriormente revisaremos el

caso de los anillos locales.

Definicion 30. Sea A un anillo. La dimensién de Krull de A es sup{ht(p)| p € Spec(A)} y
se denota por dim(A).

Ejemplo 3.2. El anillo de los nimeros enteros tiene dimensién 1.
Proposicion 3.3.  Si (A, m) es un anillo local, entonces dim(A) = ht(m).

DEemostrACION. Dado p € Spec(A), por la Proposicion 3.1, tenemos que ht(p) < ht(m),
con ello, dim(A) = sup{ht(p)| p € Spec(A)} < ht(m) < dim(A). Asi, dim(A) = ht(m). O

Definicion 31. Sean / y J ideales de un anillo A. El cociente de I y J es
(I:J)={yeAlyJ CI}.
Proposicion 3.4. Dados I y J ideales de un anillo A, (I : J) es un ideal de A.

DEemosTRACION. Basta mostrar que (I : J) es cerrado bajo la adicién y bajo la multi-
plicacién por escalares. En efecto, sean @ y S € A. Supongamos que ey € (I : J)y
tomemos x € J. Tenemos que (@ + B)x = ax+pBx € [ yconello,a + B € (I : J). Supon-
gamos que @ € (I : J), tomemos A € Ay x € J. Asi, (Aa)x = A(ax) € AI C I. Con ello,
Ada e :J). ]
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Notacion 32. Sean / un ideal de un anillo A y a € A. Al ideal (I : (@),) lo denotamos de

manera mas simple por (I : @).

Para lograr una caracterizacion de anillos Artinianos, veamos un criterio de espacios

vectoriales que involucra la longitud finita y la dimension.

Proposicion 3.5. Sea M un espacio vectorial sobre un campo k. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. La dimension de M finita.

2. M es un k-modulo de longitud finita.

3. M es un k-modulo Noetheriano.

4. M es un k-mddulo Artiniano.

Mas atin, si M satisface tales condiciones, entonces {;(M) = dim(M).

DemosTRACION. Dado que k es un campo, tenemos que k es un anillo Noetheriano y

Artiniano.
1 = 2 Supongamos que dimy(M) = n € N. Sean my, ..., m, € M tales que
(52) M =km + ...+ km,,
y sean
My = {Owm},
M, = kmy,

Mz = kml@kmz,

M, = km ®kmy®...®km, =M.

M;
Dado i € {l1,...n}, tenemos los isomorfismos de k-médulos —— =~ km; =~ k.
i-1

i

Como k es un k-médulo simple, se tiene que es un k-modulo simple, asi,

i—-1
Oyl=MycM,c...CcM,

es una serie de composicién de M y por lo tanto, £,(M) = n = dim(M).
2 = 3 Por la Proposicién 1.52, M es Noetheriano.
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2 = 4 Por la Proposicion 1.52, M es Artiniano.
3 = 1 Supongamos que M no es de dimension finita. Existe una familia (x;);y de vec-
tores de M linealmente independiente. Sea L, el espacio vectorial generado por

X1, ..., X; paratodo k € N. Asi, la cadena
LiclL,cl;C...

de A-mddulos no es estable y por lo tanto, M no es un A-médulo Noetheriano.

4 = 1 Supongamos que M no es de dimension finita. Existe una familia (x;);cn de vec-
tores de M linealmente independiente. Sea N, el espacio vectorial generado por
Xk+1> Xgs2, - - - para todo k € N. Asi, la cadena

N, DN, DN3;D...
de A-mddulos no es estable y por lo tanto, M no es un A-mdédulo Artiniano. O

Teorema 3.6. Sea A un anillo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es un anillo Noetheriano y dim(A) = 0.
2. A es un A-médulo de longitud finita.

3. A es un anillo Artiniano.

DEMOSTRACION.

1=2 Supongamos que A no es un A-mdodulo de longitud finita. Si A no es Noetheriano,
se tiene el resultado. Supongamos ahora que A es un anillo Noetheriano y consi-

deremos el conjunto
. A ) . :
I'= {J ideal de A‘ 7 no es un A-mddulo de longitud finita } .

Dado que {04} € I, tenemos que I' # 0, asi, existe un elemento maximal p de I'.
Mostraremos que p € Spec(A) (obsérvese que p # A). En efecto, supongamos que
p € Spec(A). SeanayB e AtalesqueaB e p,a ¢ pyS¢p.Asi,pCc(p:a)y
p C p+ (@)s. Como p es un elemento maximal de I', tenemos que (p : @) ¢ I' 'y
p+{a), ¢ IT'. Con ello,

y son A-médulos de longitud finita.
o (P:a)” p+{aa )
Tomemos los siguientes homomorfismos de anillos:
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A A A A
- — - —
(p:a) p P p+H{aa

A+(:a) > da+p y  u+pepu+p+{an).

(V70

Es claro que i es sobre. Para ver que ¢ es inyectiva, tomemos A € A. Supongamos
que 4+ (p: a) € kery, ésto es, ¢ (4 + (p: @) = 04. Es decir, Ao + p = 04. Esto
significa que Aa € p, o bien, A € (p : @). Equivalentemente, 1 + (p: @) =0 _4a .

(p:a)

Veamos que Im¢ = kery. Sea u € A y supongamos que u + p € Img, ésto es,

existe 4 € A tal que u + p = Ada + p. Es decir, u — Ada € p para algtin A € A, o bien,
H € p+(a)s. Ello equivale a que u + p € kery.

Como consecuencia, la siguiente sucesion de A-mddulos es exacta:

A @ A W A
(»:a) p p+{a)a

A
Por la Proposicion 1.53, resulta que — es un A-mddulo de longitud finita, lo que
contradice el hecho de que p € I'. Por lo tanto, p € Spec(A).

A
Ahora, si dim(A) = 0, entonces p € Max(A). Asi, — es un campo, lo que implica
A
que ° es un ;—médulo Noetheriano. Por la Proposicién 3.5, €4 (;) € Z,. Como

A A
p = Anny (;) (Proposicion 2.15), la estructura de ; como A-médulo es la misma

A A A
estructura que tiene como —-médulo. Como consecuencia, £ (—) ={a (—) €Z,,
p p PAP

y de nuevo, se contradice que p € I'.

Por lo tanto, A no es un anillo Noetheriano o dim(A) # 0, probando el resultado.
Como A es un A-mdédulo de longitud finita, por la Proposicion 1.52, se tiene que
A es un anillo Artiniano.

Por la Proposicion 2.5, existen r € Ny my, ny, ..., m, € Max(A) distintos entre
si tales que Spec(A) = Max(A) = {my, my, ..., m,}. Asi, ht(p) = 0 para todo
p € Spec(A) y con ello, dim(A) = 0. Sea I = Nil(A).
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I = minmnN...m,
= Vymnymn...nym,
= i Vi i

mpmy, - - - m,.

Nuevamente, por la Proposicion 2.5, existe s € N tal que I* = {04}. Consideremos

la siguiente sucesion decreciente de ideales de A:

A D m2 mnp2...2 MMy---MmM,_
> I 2 Iml;D Im1m222 Imlmz---mr_l
24 g2 2 2
D IF'o2IrmioI'mm, 2.2 I'mmy---m,_
2 I'={04}.
A : .
Sabemos que — es un campo para todo i € {1,...,r}. Sean i € {2,...,r}y
m;
. A Ij_lmlmz...m._l
J €12,...,s} y tomemos el —-mddulo L;j = — . . Tomando la
) m; 1/~ nynty .- - Ny
sucesion
1 A
=i mlmg--~m,-_1—>A—> -0

Lhmymy -y

de A-médulos natural (que es exacta), tenemos que I/~'mym,---m;_; es un A-

modulo Artiniano. Asi, L j;, es un A-mddulo Artiniano. Como m; € Anny (L(,-, j)),

se tiene que L j, es un A-médulo que tiene la misma estructura como —-mddulo
i

: : A A .
(espacm vectorial sobre —) Con ello, L(; ;) es un —-modulo Artiniano. Por la
n; n;

. A . o
Proposicion 3.5, resulta que L; j, es un —-modulo Noetheriano y por consiguien-
m;

te, L j es un A-modulo Noetheriano.
Consideremos las siguientes sucesiones exactas de A-mddulos (con los morfismos

de inclusion y proyeccion correspondientes):
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(53) 0—— I’ - I*"lmlmz oMy —> L(r,s) —0,

(54) 0—— Is_lmlmz oMy — Is_lmlmz e Myp — L(r—l,s) —0,

0—— 51 —— IS‘Zmlmz cee M > L(r,s—l) —0,

0—— Is_zmlmz e My — Is_zmlmz My — L(r—l,s—l) —0,

(55) 0—— nmy — A — A —0.
my
Dado que I* = {04} es un A-mddulo Noetheriano, por el Corolario 1.46 y la suce-
sién de A-médulos 53, tenemos que /°~'m;m, - - - m,_; es un A-médulo Noetheria-
no. Asf, por el Corolario 1.46 y la sucesién de A-médulos 54, I*~'mym, - - - m,_, es
un A-moédulo Noetheriano. Siguiendo de la misma forma, llegamos a la sucesion
de A-moédulos 55 con m; y - A-mo6dulos Noetherianos. Ahora, por el Corolario
1.35, se concluye que A es un A-mdédulo Noetheriano. Por lo tanto, A es un anillo
Noetheriano y dim(A) = 0. O

2. Caso Especial: Dimension de la Localizacion

Ahora se aplican los conocimientos de la seccion anterior en el caso de la localizacién
de un anillo, con ello, dado un subconjunto multiplicativo S de un anillo A, se observa la
relacién que hay entre la dimensién de A y la dimensién de S A. Es de particular interés

el caso de la localizacién A, de A con p € Spec(A).
Proposicion 3.7. Dado un subconjunto multiplicativo S de un anillo A,
dim(S™' A) < dim(A).

DEMOSTRACION. Si dim(A) = oo, entonces dim(S'A) < dim(A). Supongamos que

dim(A) < oo y consideremos una cadena prima en S A dada por

JCqC...Cqy=q
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cons € Z,.Dadoi € {0,..., s}, existe p; € Spec(A) tal que q; = S™' p;, por la Proposicién

2.9, tenemos que p; C p;q para todo i € {0,...,s — 1}. Por consiguiente, se tiene una
cadena prima de A de la forma py € p; C ... C py y con ello, ht(q) < dim(A). Como
consecuencia,

dim(S'A) < dim(A). O
Corolario 3.8. Dado un ideal primo p de un anillo A, dim(A,) < dim(A).
DEMOSTRACION. Sea S = A \ p. Por la Proposicién 3.7, dim(A,) < dim(A). O
Proposicion 3.9. Dado un ideal primo p de un anillo A, dim(A,) = ht(p,) = ht(p).

DemosTrACION. Por el Corolario 2.11, tenemos que (A,, p,) es un anillo local, por la
Proposicién 3.3, dim(A,) = ht(p,). Mds atn, por los Corolarios 2.8 y 2.10, a toda cadena

prima de p, corresponde una cadena prima de p,, de la misma longitud. Por lo tanto,
dim(A,) = ht(p,) = ht(p). ©
3. Dimension de Chevalley de un Anillo Local Noetheriano

A continuacion, definimos la dimension de Chevalley de un anillo local Noetheriano y
presentamos algunas propiedades.

Consideremos un anillo local Noetheriano (A, n) y tomemos el siguiente conjunto:
{r € Z,| existe un subconjunto I'de mcon |[|=rym = V(F)A} .

Como m es un ideal m-primario finitamente generado de A, dicho conjunto no es vacio y

por lo tanto, tiene un elemento minimo.

Definicion 33. Sea (A, m) un anillo local Noetheriano. La dimension de Chevalley
de A es

min {r € Z.| existe un subconjunto I'de mcon |['|=rym = \/<F>A}

y se denota por 6(A), o simplemente por ¢, cuando no haya confusién con respecto al anillo

en cuestion.
Veamos ejemplos de la dimension de Chevalley:

Ejemplo 3.10.
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1. La dimensién de Chevalley de un anillo local Artiniano es cero. En efecto,
Nil(A) = m es nilpotente (ver Proposicion 2.5), asi, existe k € N tal que

V04 = Vink = m.

Z
2. Dado un entero primo p, la dimensién de Chevalley del campo pr €s Ccero.
p

Definicion 34. Sea (A, m) un anillo local Noetheriano de dimension d € Z.. Un sistema

de parametros de A es un subconjunto I' de m tal que |I'| = d y (I')4 es un ideal m-primario.

Proposicion 3.11. Sean (A, m) un anillo local Noetheriano y n € N tales que
m2o2m*2...2m' 2...

es una sucesion de ideales de A estable en n. Se tiene lo siguiente:
w " = {04},

= Spec(A) = {m}, y
m A es un anillo Artiniano.

DEMOSTRACION. Sabemos que mm” = m"*! = m", Dado que el radical de Jacobson de
A es el ideal m y m” es un ideal de A finitamente generado, por el Corolario del Lema de
Nakayama (Proposicién 2.6 en [Ati]), resulta que m" = {0,4}.
Por otra parte, como m € Max(A), se tiene que Vi = m para todo j € N. Tomando
p € Spec(A), se tiene que

n

mc p Cm,
V€ 4p € Vm
mc p  Cnm

Asi, p = m, con ello, Spec(A) = {m} y como consecuencia, dim(A) = 0. Finalmente, por

el Teorema 3.6, tenemos que A es un anillo Artiniano. O

4. Funciones Polinomiales

Ahora se introducen las funciones polinomiales y veremos la relacion que tienen con
ciertos médulos graduados finitamente generados. Ello nos permitird dar resultados im-

portantes en la siguiente seccion.
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Definicion 35. Una funcién f : Z, — R es polinomial si existen k € Z, y p(x) € Q[x]
tales que f(n) = p(n) paratodon € N con k < n.

Cuando se satisfacen las condiciones de la Definicion 35, decimos que k 'y p(x) deter-

minan a f como funcién polinomial.
Proposicion 3.12. El polinomio que determina a una funcion polinomial es tinico.

DeMosTRrACION. Sea f una funcién polinomial determinada por k; € Ny p(x) € Q[x]
y también determinada por k, € Ny g(x) € Q[x]. Tomemos k = max{ky, k,}, con ello, n
es una raiz del polinomio p(x) — g(x) para todo n € N tal que k < n. Como consecuencia,
lim,_,(p(x) — g(x)) = 0, con ello, p(x) — g(x) = 0 para todo x € Q. Esto implica que
p(x) = g(x) para todo x € Q. Por lo tanto, el polinomio que determina a la funcion
polinomial f es unico. O

Definicion 36. Sea f una funcién polinomial determinada por el polinomio p(x). El grado
de f es el grado de p(x) y es denotado por gr(f).

Ejemplo 3.13.
1. La funcién

f:Z, —» R
noe fn) =

nn+1)
2

es polinomial de grado 2. En efecto, para cualquier n € Z,, f(n) = p(n), donde

1.1
p(x) = 2x +2xEQ[x].

2. Todo elemento de Q[x] con dominio retringido a Z, es una funcion polinomial.

3. Dado y € R\ Q, la siguiente funcién no es polinomial:
g:Z, — R
n o= gn)=y.

Definicion 37. El operador A de funciones polinomiales es el siguiente: Dada una funcién
polinomial f, Af(n) = f(n+ 1) — f(n) paratodon € Z,.
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Observacion 3.14. Dados a, b e Rei € N\ {1}, se tiene que
a-b=(@-b)(a™" +ab+...+ab? +b7).

DEMOSTRACION. Por induccién sobre i: Sii = 2, entonces a®> — b*> = (a — b)(a + b).

Supongamos que r € N\ {1} y
a —-b" =(a->b) (a’_l +a*b+...+ab"r + br_l).
Tenemos que
d - = g —ab +ab — b

= aa" —ab" +ab" - bb"
= a@-b)+b(a->b)
= ala-b)(d " +a b+ ... +ab ™+ ")+ b (a-b)
= (a-Db)a (a’_l +ad*b+...+ab"r + b’_l) + (a—b)b"
= (a-b) ((Jtr+a’_1b+...+azb’_2 +ab’_1) + (a — b)b"
= (a-Db) (ar+ar_1b+...+azbr_2+al7r_1 +br).

Por lo tanto, @’ — b’ = (a — b)(a™' +a b + ...+ ab"> + b'~") para cualesquieraa, b € R e

i€ N\ {1}. O

Lema 3.15. Dada una funcion polinomial f determinada por k € Ny p(x) € Q[x], se

tiene lo siguiente:

1. Af es una funcion polinomial determinada por ky p(x + 1) — p(x).
2. Si 1 < gr(f), entonces gr (Af) = gr(f) — 1.

DEMOSTRACION. Sea g(x) = p(x + 1) — p(x).
1. Tomemos n € Ntal que k < n. Asi, Af(n) = f(n+1)—f(n) = p(n+1)—p(n) = g(n).
2. Supongamos que p(x) = X, ax'conr € N,q; € Qparatodoi € {0,...,r}y
a, # 0. Asi,

px+1)— p(x)

r r

= Zai(x + 1) - Za,-xi

i=0 i=0

q(x)
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r

= Z ai(x+ 1) — a;x'
i=0
r

= Zai((x+1)i—xi).

i=0

Por la Observacion 3.14, se tiene que

r

q(x)
i=0

= Y a (G DT+ G+ D2+ ek D2 20 7)

0

i

~ |

= ai((x+ D7+ G+ D72+ + (o + l)xi_2+xi_1)
i=0

i—

~

= a; Yy (x+ 1)y,

1
Jj=0

=

(=]

Tenemos que gr((x+ 1)i“‘jxj)) = i— 1 para todo j € {0,...,i —

gr (Z;{,(x + l)i‘l‘jxf) =i— 1. Dado que a, # 0, resulta que

r—1
r=1 = gr| > (x+ l)r_l_jxj)

J=0

r—1
= grla, Z(x+ l)r_l_jxj]
Jj=0

r 1

-1
= gr Za,- (x+1)i_1_jxj]

i=1  j=0

= gr(q)
= gr(Af).

Por lo tanto, gr(Af) =r—1=gr(f) - 1.

Zai (((x+ 1) - x) ((x+ D o+ D 2%+ o+ (e + DX 2+ xi—l))

1}, asi,

O

Proposicion 3.16. Dada una funcion polinomial f tal que 1 < gr(f), se tiene que gr(f) = s

si, y solo si, gr (Af) = s — 1.
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DEemosTRACION. Si gr(f) = s, entonces por el inciso 2 del Lema 3.15, se tiene que
gr(Af) =s—-1.
Reciprocamente, supongamos que gr(Af) = s — 1. Si gr(f) = r # s, por el Lema 3.15,
tenemos que gr(Af) = gr(f) — 1 =r—1 # s — 1, que es una contradiccién. Por lo tanto,
gr(f) = s. m

Proposicion 3.17. Para todo p(x) € Q[x] \ {0} existe h(x) € Q[x] tal que gr(h) = gr(p) + 1
y p(x) = h(x + 1) = h(x)

DemostrAcION. Por induccién sobre gr(p), se tiene lo siguiente:

Si gr(p) = 0, entonces existe ay € Q \ {0} tal que p(x) = ay. Sea h(x) = apx. Tenemos
que grth) =1 =gr(p) + 1y p(x) = ay = ap(x + 1) —apx = h(x + 1) — h(x). Sean € N.
Supongamos que para cualquier g(x) € Q[x] tal que gr(g) = n — 1, existe g(x) € Q[x] tal
que gr(g) = ny q(x) = g(x+ 1) — g(x).

Tomemos p(x) € Q[x] tal que gr(p) = n. Existen ay, ay, ..., a, € Q tales que a, # 0
y p(x) = a,x" + ...+ a;x + ayp. Veamos que existe h(x) € Q[x] tal que gr(h) = n+ 1
y p(x) = h(x + 1) — h(x). En efecto, dicho polinomio existe si, y sélo si, existen
by, by, ..., by, € Q tales que b,y # 0, h(x) = by X" +b,x" + ...+ bix + by y
p(x) = h(x + 1) — h(x), o bien, existen by, by, ..., b, € Qtalesque b,,; #0y

p(x) = bu(x+ D"+ b (x+ 1)+ ... +bi(x+ 1)+ by
—(b,mx”“ +b, X"+ ... +bix+ bo)

n+1

+1 u
= b, (” )xk+bn2(n)xk+...+b2(x2+2x+1)+b1(x+1)+b0
k <i\k

k=0
—by X = b X = ... = byx* — byx — by
n + 1 n—1
= b S (" )xk+bn2 n)xk+...+b2(2x+l)+b1,
k=0 k k=0 k

1
= (n+ )bn+1xn
n
A Vo [ " b
n—1)"" " \n-1)" x
n+1 n n-—1 n2
(G ()
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n+1

n 3
sl [ b,,+1+2b,l+ ) bn_1+...+2b3 x?
n+1 n n—1 2
+ | b + 1b,,+ | b1 +...+ 1b2 X
n+1 n n—1 1
+ by + | )b, + by1+...+| _|b1].
0 +1 0 0 1 0 1

Es decir, existe un sistema soluble de n + 1 ecuaciones con n + 1 variables de la forma:
n+1
an = ( )bn+] B
n

(56)

Q
3
L

Il
—_—
S S
I+
—_ =
N —

S
S
ua

+

—_——
S
(-
[
~————
S

a (n+ Dby +nb,+(n—1)b,_1 +...+2b,

ap = by +b,+b,_1+...+b.

Consideremos la matriz triangular extendida de la forma:

bl b2 bn bn+1 ap

0 2by, ... b, (n+ Dby | a
1

o o0 ... (" b ("ol a,
n—-1 n-—1
1

0 0 ... 0 ("+ )bn+1 a,

n

n+l1
n

Dado que ("“) #0,b,41 #0ya, # 0, la ecuacién (

0 )b,m = a, tiene solucidén y asi,

el sistema de ecuaciones (56) tiene solucidn tnica diferente de cero. Por lo tanto, existe
h(x) € Q[x] tal que gr(h(x)) =n+ 1y p(x) = h(x + 1) — h(x). O

Se tomard la siguiente convencién: El polinomio 0 € Q[x] tiene grado k para todo
ke Z\Z,. Asi, 0 es el inico polinomio de Q[x] que tiene grado k para todo k € Z.
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Lema 3.18. Sean A = @ke% Ay un anillo graduado y S un subconjunto finito de A, tales
que A = Ag[S]. Se tiene que A, es un Ay-mddulo finitamente generado para todo y € Z,.
Mads atin:
w Si S =0, entonces 1, genera al Ay-modulo A.
m SiS ={x1,x,...,x,} con s €N, entonces
(xilxéz PP xiS

§ ){(il,iz,...,is)eZirl it+ig+..+ig=y}

es una familia generadora del Ay-mddulo A,.

DEMOSTRACION. Supongamos que S = (). Tenemos que A = Ay[S] = Ap y sabemos que

14 genera al A-mddulo A. Asi, 1, genera al Ap-mddulo A.
y+s—1

o ) Por la Proposi-

Supongamos que S = {x;,...,x;Jcons € N.Seany € Z, y a, = (
cion A.3 del Apéndice A, el Ap-mddulo A, generado por la familia
(_xillxéz PP xiS

s ){(il,iz,...,ix)eZiI it+ig+..+ig=y}

. . P . o2 2 7 .
es isomorfo a un cociente del Ag-mddulo libre A;”. Como A" es un Ag-mddulo finitamente

generado, entonces A, es un Ap-modulo finitamente generado. O

Lema 3.19. Sean A = P rez, Ak un anillo graduado y S un subconjunto finito de A, tales
que A = AylS]. Si Ay es un anillo Artiniano y M = EBkE% M, es un A-modulo graduado

finitamente generado, entonces M, es un Ay-modulo de longitud finita para todo n € Z,.

DEemosTRACION. Por la proposicion 1.57, tenemos que Ag es un subanillo de A. Como
M es un A-médulo graduado, dado n € Z,, se sigue que AgM, € M,. Por consiguiente,

M,, es un Ay-moddulo.

Como M es un A-mdédulo finitamente generado, existen v’ € Ny m|, ..., m), € M tales que
(57) M=Am| +...+ Am),.
Dado i € {1,...,r'}, existe una tnica descomposicion de m’ en elementos homogéneos de

M como sigue:
m: =mioy + MGy ... Mgy,

donde n; € Z, y m(;x) € My para todo k € {0, ..., n;}. Por la ecuacion (57), tenemos que
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M = A (I’I’l(l’()) +mapyt+...+ m(l,m))

+A (l’l’l(z’o) +meonyt+...+ m(z’nz))

+A (m(r/,o) +tMmepyt+...+ m(,f,nr,))
- Am(l,o) + Am(l,l) +...+ Am(l,nl)

+Am(2,0) + Am(z’l) +...+ Am(z’nz)

+Am(,/,0) + Am(,f,l) +...+ AI’I’L(rfﬂr/).
Por otra parte, m;x) € M para cualesquierai € {1,...,r'} yk €{0,...,n;}, con ello,

M D Am(l’o) + AI/I/I(l’]) + ...+ Am(l,nl)

+AI’I1(2,0) + An’l(z,l) + ...+ Am(zm)

+Am(,/,0) + Am(,/’l) + ...+ Am(,/,,,r,).
Asi, existenr € N, k; € Z, y m; € M, paratodo i € {0, ..., r} tales que
(58) M =Amy+ ...+ Am,.

Si S =0, entonces A = Ay[0] = Ay. Asi, M es un Ay-mdbdulo finitamente generado. Como
Ay es un anillo Noetheriano y Artiniano, por las Proposiciones 1.38 y 1.48, M es un Ay-
modulo Noetheriano y Artiniano. Por la Proposicion 1.52, M es un Ay-mdédulo de longitud
finita. Dado n € Z,, M, es un Ap-submddulo de M. Por la Proposicion 1.51, se tiene que
M,, es un Ap-médulo de longitud finita.

Supongamos que S = {x, x5, ..., x;} € Ajcons € N. Seann € Z, y m € M,. Por la
expresion (58), existen Ay, 4y, ..., 4, € A tales que

(59) m = Agmo+Aim; + ...+ A,m,.

Dado i € {0,...,r}, tenemos que A;m; € M,. Como m; € M;,, resulta que A; € A,_;,. Por
el Lema 3.18, sabemos que A,_;, es un Ap-mddulo finitamente generado, con ello, A, _;,m;
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es un Ap-mddulo finitamente generado. Asi, P = A,_,mo + Ap—t,m1 + ... + A,_g,m, €s un
Ap-mébdulo finitamente generado. Como Ag es un anillo Noetheriano, por la Proposicién
1.38, se tiene que P es un Ap-mddulo Noetheriano. Dado que M, es un Ap-submdédulo
de P, por la Proposicion 1.32, tenemos que M, es un Ap-mddulo finitamente generado.
Como consecuencia de las Proposiciones 1.38 y 1.48, se tiene que M, es un Ayp-mddulo
Noetheriano y Artiniano. Finalmente, por la Proposiciéon 1.52, M, es un Aj-mddulo de

longitud finita. O

Notacién 38. Sean A = (P,_, A, un anillo graduado y M = (P, _, M; un A-médulo

graduado. Se tomaré la siguiente expresion:

M, =P M,

JEN

Lema 3.20. Sean A = @ke% Ay un anillo graduado y M = @ke% M) un A-médulo
graduado. Se tiene que M, es un A-submodulo de M.

DEMOSTRACION. Sabemos que M, es un subgrupo de M. Ahora veamos el compor-
tamiento del producto por escalares en M, . Basta mostrar que AM, C M,. Sea 4 € A.
Existenv € Z, y Ao € Ap, 41 €Ay, ..., A, €A, talesque A = Ay + ...+ 4,. Dadom € M,,
existenu € Nym; € My, my € M>, ..., m, € M, de forma que m = m; + ... + m,. Con
ello, Am = 3% o XL Ajm;. Seani € {1,...,uby j€{0,...,v}. Tenemos que A;m; € M,y
1 <i+j. Asi, Am € M,. Por lo tanto, M, es un A-submédulo de M. O

Lema 3.21. Sean A = @ke& Ay un anillo graduado, s e Ny S = {x1,...,x;} C A tales
que A = Ag[S ). Dados un A-médulo graduado M = P rez, Mk y el morfismo

©n - Mn - Mn+1

m b xgn

de Ag-modulos para todo n € N, se tiene lo siguiente:

n K = @kez+ ker ¢, es un A-submodulo de M, y
= C = (P, coker ¢y es un A-mddulo.
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Antes de continuar con la prueba de este lema, dado n € N y tomando el morfismo
de Ap-modulos correspondiente en dicho enunciado, consideraremos las siguientes nota-

ciones:
K, = ker g, y C,+1 = coker ¢,,.

DemMosTRrACION. Mostraremos que K es un A-submédulo de M. En efecto, como (K, +)
es la suma directa de subgrupos de (M, +), tenemos que (K, +) es un subgrupo de (M, +),
falta mostrar que AK C K.

Seande€ Ayme K. Existenu € Z, y my € Ko, my € Ky, ..., m, € K, tales que

m=my+m +...+m,
yexistenv € Z, y Ay € Ap, 41 € Ay, ..., 4, € A, tales que
(60) A=A+ ...+ 4,.
Tenemos que Am = Z;:o Do Ajm;. Dados i € {0,...,u}ly j € {0,...,v}, se tiene que
/ljml- S M,'_,.j. Asi,
xg(Amy) = (xA))m;

= (ﬂjx.v)mi

= /lj(xsmi)

= /leM

= OM’
como consecuencia, A;m; € K, ;. Asi, Am € K, por lo tanto, AK C K.
Ahora veamos que C es un A-mdédulo. En efecto, sabemos que C tiene estructura de grupo
porque es una suma directa de grupos. Sean A € Ay z € C. Asi, A tiene una descomposicion

en elementos homogéneos de A como en la expresion (60) y existen u € N, m; € M,

my € M, ...,m, € M, tales que
(61) z=0my +x,My) + ...+ (m, + x,M,_1).

Teniendo en cuenta tales descomposiciones de z y A en elementos homogéneos, conside-

remos la asignacion siguiente:
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V:AxXxC — C
(A,2) » Az= Z Z(/ljmi + XMy jo1).
j=0 =1
Veamos que ¢ estd bien definida. Sean A y z dadas como en las expresiones (60) y (61),
tomemos (4’,7") € AXC tal que (1',7") = (4, z). Esto implica que A" = Ay existen m| € M,
mj, € M, ..., m, € M, tales que

’

7 = (mi+x;My)+ ...+ (m, +x;M,_)
= (m +x My +...+(m, +x,M,_1).
Seaie{l,...,u},asi, m;+x,M;_; = m; +x;M;_,, esto implica que m; —m_ € x;M;_,. Dado

J € {0,...,v}, se tiene que A;(m; — m;) € x;M;,;_y. Con ello, A;m; — A;m; € x;M;,;_1y

como consecuencia, A;m; + x;M;, ;1 = A;m. + x;M;, ;_;. Por consiguiente,

y(,z) = 2 i(ﬂjmi + XMy 1)

=0 i=1

Zv: Zul (xljm; + sti+J-_1)

j=0 =1

= y(1.7).

Seau e Atal que u = yy + ... + u, es la descomposicion de u en elementos homogéneos

de A, donde w e Ny g € Ay, ..., i, € A,. Mostraremos que u(Az) = (ud)z.

Zwlllk Zv: z”: Aim; + x My
k=0

j=0 =1

u(Az)

4 u

- Z Z (/«lk(/ljmi) + xSM(i+j)+k—1)

k=0 j=0 i=1

= ((/’lk/lj)mi + XsM(i+j)+k—1)
k=0 j=0 i=1

= Z () Z(mi + X Mis(jri-1)
-0 i=1

>~
Il
(=)

~
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= (ud)z.

Sea 7 € Ctal que 7 = (m| + x;My) + ...+ (m, + x;M,,_;) es la descomposicion de z’
en elementos homogéneos de C, donde ' € Ny m| € M, ..., m/, € M. Sin pérdida de

generalidad, podemos suponer que u = u’. Veamos que A(z + ') = Az + AZ.

Az+7) Z (Ao(m; + m)) + x;M;_y) + Z (Mi(m; + m) + x;M;) + - - -
i=1 i=1

+ ) (lmi + m) + X, M)
i=1
= Z (/10m,- + XSM,'_l) + Z (/lom: + sti—l) +
P =1

Z (/llmi + XSM,') + Z (/llm: + XSM,') +
i=1 i=1

Z (ﬂvmi + sti+v—l) + Z (ﬂvm: + sti+v—1)
i=1 i=1
= Az+ A7Z.

De manera similar, se muestra que la adicion de A distribuye al producto por escalares. Es

claro que 14z = z, por lo tanto, C tiene la estructura de un A-mdédulo. m|

Teorema 3.22. Sean A = P rez, Ak un anillo graduado y S un subconjunto finito de A,
tales que A = Ay[S]. Si Ay es un anillo Artiniano y M = @ke% M, es un A-modulo

graduado finitamente generado, entonces la funcion
Yam 2y — R
n - (M)

es polinomial de grado menor o igual que |S| — 1.

DEMOSTRACION. Sea n € Z,. Por el Lema 3.19, se tiene que M, es un Ay-mddulo de
longitud finita y por lo tanto, ¥4 €s una aplicacion bien definida. Falta mostrar que
Y.my es una funcion polinomial de grado a lo mds |[S|— 1. Se probara por induccién sobre



4. FUNCIONES POLINOMIALES 111

IS| = s:
Sis =0, entonces S = 0. Asi, A = Apg[0] = Ay. Como M es un A-mddulo finitamente
generado, existen r € N, k; € Z, y m; € M, paratodo i € {0, ..., r} tales que
M = Amy+...+Am,
(62) = Aymg+...+Agm,

(ver expresion (58) en la prueba del Lema 3.19). Podemos suponer que ky < k; < ... < k,.
Dado j € Z, tal que k, < j, mostraremos que M; = {0y}. En efecto, seam € M;. Asi,

(63) m=0p,+0p, +...+0y,_, +m

es la descomposicién de m en elementos homogéneos de M. Por la ecuacién (62), existe
Ui € Ag paratodo i € {0,...,r} tal que

m = uomy+um;+...+um,
(64) = pomo +pmy + ...+ e+ Oy + Oy, + .0+ Oy,
con u;m; € My, paratodoi € {0,...,r}. Consideremos la proyeccion natural
Tl @ Mk - M/
keZ,

Por las expresiones (63) y (64), tenemos que m = 7;(m) = Op; = Oy, con ello, M; = {0y}
Como consecuencia, {4,(M,) = €4,({0)}) = 0 para todo n € Z, con k, < n.

Por lo tanto, la funcién 4 ) es polinomial y estd determinada por &, y por el polinomio
p(x) = 0 € Qlx]. Mis adn, gr (Y .u) = gr(p) = gr0) = —1 = |S| - 1.

Supongamos que para todo anillo graduado B = P rez, Br Y para cualquier subconjunto
finito S’ de B, talesque B = By[S’] y |S’| < s, si By es un anillo Artinianoy N = @ke% N;
es un B-mddulo graduado finitamente generado, entonces la siguiente funcion es polino-

mial de grado menor o igual que |S’| - 1:

lﬁ(B,N)inr — R
n - fgo(Nn).
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Sea S = {xi,...,x;} € A,. Consideremos el morfismo de Ap-moédulos siguiente:
©On - Mn - Mn+1
m > Xgm.

Tomemos los A-mddulos

K:@Kk, C:@Ck

y al morfismo de A-médulos dado por

M
o: M, — “l o
keZ., xs My

m=mi+m+...+m, >  (m + x,Mp)

+(my + x;My)

+(mr + str—l)’

donde r € Ny m; € M; para todo i € {1,...,r}. Es claro que ¢ es sobre. Veamos que
ker¢ = x;M. En efecto, seam = my; + ... +m, € M,, donde r € Ny m; € M; para todo
i €{l,...,r}. Supongamos que m € ker ¢. Esto es, o(my +my + ... +m,) = 0c. Es decir,

(ml + XsMo) + (I’I’IQ + XSMl) +...+ (mr + xxMr—l) = Oc,
o bien,
(my + x;Mo) = (my + x;My) = ... = (m, + x;M,_1) = Oc

(porque la descomposicion en elementos homogéneos de elementos de C es tnica). Esto

equivale a tener que m; € x;My, my € x;M,, ..., m, € x;M,_;. Ello significa que existen
my € Mo, m|) € My, ...,m,_, € M, tales que
’
ml = xsm()a
’
m, = Xgmj,

’
m, = Xgn,_,.
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Es decir, existen mj € My, m; € My, ...,m/_, € M,_, tales que

m = m+ m +...+ m,

= XNy + Xgmy 4 ..+ X0

= x;(my+mi+...+m_)).

Esto es, m € x,M. Por el Primer Teorema de Isomorfismo, tenemos que x;M es un A-
submoédulo de M, y los A-mddulos ;\4_]:4 y C son isomorfos. Mds atin, x; € Anny(C).

Por otra parte, dado que A es un anillo Artiniano, por el Teorema 3.6, se tiene que A es
un anillo Noetheriano. Como § es finito, por el Teorema de la Base de Hilbert, tenemos
que A = Ap[S] es un anillo Noetheriano y asi, por la Proposicion 1.38, M es un A-mddulo
Noetheriano. Por los Lemas 3.20 y 3.21, tenemos que M, y K son A-submédulos de M,
asi, por la Proposicion 1.33, resulta que M, y K son A-mddulos finitamente generados.

+

Mas atin, dado que C es un A-mddulo isomorfo a , tenemos que C es un A-moédulo

N

finitamente generado.

Ahora, tomemos en cuenta lo siguiente:

A .
= Como x,; € Anny(K), K es un A——médulo con la misma estructura de A-modulo.
S

A .
s Como x, € Anny(C), C es un A——médulo con la misma estructura de A-médulo.
N

A
= [os anillos e y Ao[xi,. .., Xs—1] son isomorfos.
Xs

Como consecuencia, K'y C son A[xy, ..., x,_;]-mddulos finitamente generados. Dado que
Alxy,...,xs1] es un anillo graduado con la graduacién estdndar, por hipétesis de induc-

cion, las siguientes son funciones polinomiales de grado a lo mds |S| — 2:
YA, 1K) - Ly — R
t o (K,
YA, x10) - Ly — R
1 Gy, (C).
Dado n € Z,, tenemos la sucesion exacta de Ap-modulos siguiente:

tn Pn Ttn

(65) O Kn Mn Mn+1 — Cn+1 I 0,
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donde ¢, es la inclusion de K, en M, y «,, es la proyeccién natural de M, en C,, ;. Por el
Corolario 1.56, tenemos que

Cao(Ky) — Cay(My,) + €ag(Mii1) — €4, (Crir) = 0,
Cay(Myi1) — €ay(M,,) = Cay(Cri1) — €4y (Ky).

Como €4,(Cy41) — €4,(K,) es una funcién polinomial de grado menor o igual que |S| - 2,

tenemos que
f:Z, —» R
k = f(k) = Cay(Mys1) — €ao(My)
es una funcién polinomial de grado a lo mas |S|—2. Supongamos que f(k) estd determinada
porl € Z, y p(x) € Q[x] como funcién polinomial. Por la Proposicion 3.17, existe A(x) en

Q[x] tal que gr(h) < |S| -1y p(x) = h(x + 1) — h(x).
Tomemos k € N tal que / < k, asf,

p(k) = Lay(Mir1) — Cag(My) = h(k + 1) — h(k)
y se tiene que
(66) Cay(Myy1) = h(k + 1) + €4 (My) — h(k).

Sea u = €4,(M;) — h(l). Veamos que €4,(M) = h(k) + u para todo k € Z, tal que [ < k. Por
induccién sobre k:
Sik =1+ 1, por la ecuacion (66), tenemos que €4,(M11) = h(l+ 1) +u. Sea k € Z, tal que
I <ky{s,(My) = h(k) + u. Por la ecuacion (66),

Cay(Mir1) = h(k+ 1) + €4 (M) — h(k)
hik + 1) + (h(k) + u) = h(k)
= hk+1)+u.

Como consecuencia, £4,(My) = h(k) + u para todo k € Z, tal que [ < k. Por lo tanto, la
aplicacion
w(A,M) . Z+ - R
n - (M)
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es una funcién polinomial determinada por / € Z, y por el polinomio A(x) + u. Mds atn,
gr(Wam) = gr(h(x) +u) = gr(h) < IS - 1.
De esta manera se ha probado el enunciado. O

Ejemplo 3.23. Recordemos los casos dados en el Ejemplo 1.60 visto en la Seccién 7 del

Capitulo 1. Sea k un campo, asi, k es un anillo Artiniano y tenemos lo siguiente:

1. Sea x una variable de k. Para todo d € Z,, tenemos que k[x]; = kx?, con ello,

kixlo = k,
(x} < klxl;,

kixl = P kixl
deZ,

= @kxd.
deZ.,.

Por la Proposicién 3.5, se tiene que £ (k[x]y) = & (kxd) = dimy (kx") = 1 para
todo d € Z,. Por lo tanto, la funcién

Y - 2+ — R
d & G(Kxlg) =1
es polinomial de grado |{x}|-1 = 0, determinada por O y por el polinomio p(x) = 1.

2. Seans € Z,yS ={xy,...,x,} un conjunto de variables de k linealmente indepen-

dientes sobre k. Tenemos que

kST = Sl
deZ,
~ @k([’ﬁ?'
deZ,
KISlo = k
S C k[S].

El isomorfismo de k-mddulos de la expresion anterior es dado por la Proposicion
A.3 del Apéndice A. Mads atn, por la Proposicién 3.5, se tiene que
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L (k(‘iﬁ‘i?‘ )

= dimy (k("5))

B d+s—1
B s—1

d+s—D(d+s—-2)---(d+ 1)d!

G (k[S 1)

(s— Dd!
_ d+s-Dd+s=2)---(d+1])
B (s = D) '

En congruencia con el Teorema 3.22, la funcién

Yasiasy P Ly — R
d (d+s—1)d+s-2)---(d+1)
(s—=D!
es polinomial de grado |S| — 1, determinada por O y por el polinomio
(s -Dx+s=2)--(x+1)
- (s—1)! '

3. Sean x y y dos variables de k linealmente independientes sobre k. Consideremos

(67) p(x)

el conjunto S’ = {x,y, x + y} y el anillo de polinomios k[S’] = k[x, y]. Por lo visto
en el inciso 2, la funcion Y s ks = Ykixylkixy) €8 polinomial determinada por

el polinomio p(x) = x + 1 (vease la ecuacién (67)). Asi,
gr (Yesasn) = gr(p) = 1 <|S] - 1.

S. Filtraciones y Polinomio de Hilbert de un Anillo Local Noetheriano

La finalidad de esta seccién es introducir el polinomio de Hilbert de un médulo finita-
mente generado sobre un anillo local Noetheriano, siendo de particular interés el caso de
los anillos locales Noetherianos vistos como mddulos y asi, establecer una cota finita para
la dimension de dichos anillos (acotada a su vez por la dimension de Chevalley).

Para alcanzar este objetivo, dado un ideal / de un anillo local (A, m), se presentara el
concepto de filtracion de un A-mddulo con respecto a I (I-filtracién). Prestaremos especial

atencion para el caso en que / sea un ideal m-primario.
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Definicion 39. Sea A un anillo. Una filtracion de A es una sucesién decreciente
(68) A=Jy2Ji2...
de ideales de A tal que J,,J,, C J,,.,, para cualesquierany m € Z,.

Dada una filtracién como en la definicién 39, podemos construir un anillo graduado A’

de la siguiente manera:

In
» La graduacion y la estructura aditiva de A’ estd dada por el grupo A" = .

neZ, n+1

n

= Tomemos A = paratodon € Z,,sean k, k' € Z, y a; = x; + Jiy1 € A,

n+1
Bi=yj+Jj € A+;., donde x; € J; y y; € J; para cualesquiera i € {0,...,k}y
je{0,...;k}.Dados @ = ap+...+ar yB = Bo+ ... +Br € A’, podemos
considerar que k = k’, con ello en mente, el producto de elementos de A’ estard

dado por
X:A'XA — A
ko k
@B) ~ af=> > (xy+ i)
j=0 =0
Para probar que esta asignacion estd bien definida, basta probarlo para los elementos ho-

mogéneos. En efecto, sean i, j € Z,, a; = x+ Jiy, @) = X' +Ji,y € Alconx, X' € J;,y
Bi=y+Jp,B;=y +Ju €Al cony,y € J;tales que a; = @) y B; = B). Asi,

J

x—x € Ji, y=y €Jj,
(x =Xy € Jixjs1, O =YX € Jirj, y
(x=x)y+ -y = xy-xy+xy-xy
= xy-xy € Jitvjr1-

Como consecuencia, xy + Jiyjo1 = X'y + Jigju1.
El resto de las condiciones para que la aplicacion X sea considerada un producto, se siguen
porque los representantes de los elementos de A’ las satisfacen en A. Por lo tanto, A" es un

anillo graduado.

Definicion 40. Sean 7 un ideal de un anillo A y M un A-médulo.
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1. Una filtracién de M es una sucesion de A-submoddulos de M de la forma
M=My2M, 2M,2...2M;2...

y se denota simplemente por (M),)ez, -

2. Una [-filtracién de M es una filtracion (M,,),ez, de M tal que IM; € M,,, para
cualquieri € Z,.

3. Una [-filtracion (M,),cz, de M es estable si existe / € Z, tal que para todo k € Z,
con [/ < k, se tiene que IM; = My,,.

En términos de esta definicion, obsérvese que (I"M),ez, es una [-filtracién de M.
Definicion 41. Sea I un ideal de un anillo A. La filtracion I-addica de A es la sucesion
A=I2>I'oFP>...

de ideales de A. El anillo graduado correspondiente a esta filtracion es

Gih) = P 7

nez,

Notacion 42. Sean / un ideal de un anillo A, M un A-médulo y (M,,),cz, una I-filtracion de
M,
M. Se denota por G,(M) al A-md6dulo Y para todo n € Z,. Denotamos a ®n€Z G, (M)
n+l *
por G;(M). .

Consideremos las condiciones de la Notacion 42. Sean k, k¥ € 7Z., tomemos
= xi+ Iy € G(A)ym; =y;j+Mj,; € G{(M),donde x; € I;y y; € M; para cualesquiera
ie€f{0,...,k}yje{0,...,k'}. Dados @ = ap+...+a; € Gi(A)ym = my+...+mp € G (M),

podemos considerar que k = k’, con ello en mente, consideremos la asignacién

1 GAXG,M) - G,(M)

ko k
(@m) = am= Y > (xy;+ M),
j=0 =0
Para probar que esta asignacion estéd bien definida, basta probarlo para los elementos ho-
mogéneos de G;(A) y G;(M). En efecto, sean i, j € Z,, a; = x + Ijyy, @) = X' + I € A]
conx,x € l,ym; =y+ M, m; =y +Mj,, € Gi(M)cony,y € M;de forma que
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a=a.ym;= m; Asi,
x—x €l,, y—Y € My,
(x = x)y € My js1, Xy -y) € M, y
(x=xX)y+x(y-y) = xy-xy+xy-xy
= xy—-xy € Miyji1.

Como consecuencia, xy + M, j = X'y + M j..
El resto de las condiciones para que la aplicacion - sea considerada un producto por es-

calares, se siguen porque los representantes de los elementos de A’ y G;(M) las satisfacen.
Es claro que A'G (M) C G, j(M). Por lo tanto, G;(M) es un G;(A)-médulo graduado.

Proposicion 3.24. Sean A un anillo Noetheriano e I un ideal no trivial de A.

1. G;(A) es un anillo Noetheriano. Mds atin,
A _ _
G](A) = 7 [X], .. -’xs] £l
donde s €N, x1, .., X, €A, I ={x1, ..., X Ay X; = x; + I°.
2. Si M es un A-modulo graduado finitamente generado y (M,),ez, es una I-filtracion
estable de M, entonces G;(M) es un G;(A)-moédulo graduado finitamente genera-

do. Mads atin, existe ny € Z, tal que
no

Gi(M) = P GuM).
k=0
Asi, Gi(M) es un G;(A)-modulo Noetheriano.
DEMOSTRACION.
1. Como A es un anillo Noetheriano, se tiene que / es finitamente generado sobre A
y ? es un anillo Noetheriano. Asi, existen s € Ny xq, ..., x; € A tales que

I={x1,...,X5)a.
A
SeaX; = x; + I’ paratodo i € {1,..., s} y veamos que 7 [x1,...,%] € G;(A). En

I A
efecto, tenemos que X; € 7 CG/Ay 7 C G(A), como consecuencia,

A __ —
7 [Xl,. .. ,Xx] - G[(A)
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A
Falta mostrar que G;(A) C 7 [x1,...,xy]. Es suficiente probar que los elementos

d

A
homogéneos de G;(A) son elementos de 7 [x1,...,X;].Seand € Z, y z € T Si
A A
d = 0, entonces z € 7 C 7 [x1,...,%;]. Supongamos que 0 < d. Existe a € I
tal que z = a + I?*!. Asi, existe A;,.;) € A para todo (iy,...,i;) € ZS tal que

i1+...+ig=dy

_ i1 is d
= § Aliy,.oipX) X5 €1
(i1 i )EZS,
i)+ tig=d

Como consecuencia,

z = a+ Id+l

Z /l(l] ,,,,, ls)xlll o x;s + Id+1

(i1 risJEZS,
i)+ tig=d

(/l(” ..... is)-xill . xis + Id+])

(i1 vomis)EZS.
i)+ tig=d

B Z ., i5)+1)(xi1'...xix+ld+1)

(i1 s )EZS.
i+ tig=d

= Z (A, i + 1) (xi' + Ii'”) e (x? + ]is+1)

(] sremris )EZS,
i+ tig=d

= Z (/l(n,...,ix)+1)(x1+12)i1"'(xs+12)is

(i i )EZS.
i1+ +ig=d

(i1 vmis)EZS.
i+ tig=d

A
Asi, G/(A) € 7 [T T,

A
Por lo tanto, G;(A) = 7 [x1,...,X5]. Como — es un anillo Noetheriano, por el
Teorema de la base de Hilbert, tenemos que G;(A) es un anillo Noetheriano.
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2. Como (M,),cz, es una I[-filtracién estable de M, existe ny € Z, tal que M,,, = I'M,,
para todo r € N. Asi,

G/(M)

@ Gi(M) & (D) (M)

reN

- @GAM)@@,,HM

reN

- @Gk(M)@ EB

reN nO

I

Sval:
2
E

Como A es un anillo Noetheriano y M es un A-mdédulo finitamente generado, por
la Proposicién 1.38, tenemos que M es un A-mddulo Noetheriano. Dado n € Z,,
M,, es un A-mddulo finitamente generado y asi, por la Proposicién 1.38, M,, es un

A-modulo Noetheriano. Ahora, por el Corolario 1.35, resulta que G,(M) es un A-
A
modulo Noetheriano. Mds atin, I C Anny, (G,(M)) y asi, G,(M) es un 7—m6dulo

n A .
Noetheriano. Por el Corolario 1.36, ,”, G«(M) es un 7-médulo Noetheriano.
n A :
Por consiguiente, ;") Gi(M) es un Y—m(’)dulo finitamente generado. Dado que

A " )
7 C G;(A), tenemos que @ k":O G(M) es un G;(A)-mddulo finitamente generado.
Por lo tanto, G;(M) es un G;(A)-mddulo Noetheriano. O

Proposicion 3.25. Sean (A, m) un anillo local Noetheriano, q un ideal m-primario, M un

A-mddulo finitamente generado 'y (M,),cz, una q-filtracion estable de M.

1. Para todon € Z., G,(M) es un A-modulo de longitud finita y la siguiente funcion

es polinomial de grado menor que el niimero de generadores de q:

g:Z, —» R
n =y (Gy(M)).

2. La funcion
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M
M,

n—1
n o fA( ): A (Gi(M))
i=0

es polinomial de grado menor o igual que el niimero de generadores de q.

DEMOSTRACION. Sean xi,..., X, € A tales que q = {xj,..., X,)4 Y tomemos X; = x; + q°

@« (A —
W = E [X],...,XS]
es un anillo Noetheriano y G,(M) = @ keZ, Gi(M) es un G,(A)-mddulo finitamente gene-

para todo i € {1,..., s}. Por la Proposicion 3.24, G,(A) = @ke%

rado.

A
1. Dado que A es un anillo Noetheriano, — es un anillo Noetheriano. Como q es un
A m A
ideal m-primario, tenemos que Spec (E) = {E}’ con ello, dim(a) = 0. Por el

Teorema 3.6, — es un anillo Artiniano. Asi, por el Teorema 3.22, la funcién
q

g:2, —» R
n — Ci(G,(M))
es polinomial de grado menor que s.

Veamos que €4 (G,(M)) = €A (G,(M)) para todo n € Z,. En efecto, sean € Z,.
Como q C Anny (G,(M)), el A-mddulo G,(M) tiene la misma estructura como

A
E—médulo. Asi, €4 (G,(M)) = €4 (G,(M)). Por lo tanto, la funcién
g:Z., — R
n -l (G,(M))

es polinomial de grado menor que s.

2. Porelinciso 1, G,(M) es un A-mddulo de longitud finita paratodon € Z, y

g:Z, —> R
n = LA (Gy(M))
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. . . M
es una funcién polinomial de grado menor que s. Dado n € N, veamos que — es

n

M
77 ) = Z?:_Ol {a (G;(M)) de manera inductiva

n

un A-moédulo de longitud finita y £ (
sobre n:

Supongamos que n = 1. Asi,

M n—1
la (M) = o (Gi(M)) = €5 (Go(M)) € Z,.
0

i=

M
Sean = k € N, supongamos que I7A es un A-mdédulo de longitud finita y
k

M k—1
f — | = f G,’ M .
A ( Mk) ; A (Gi(M))
Podemos considerar la siguiente sucesion exacta de A-mdédulos:

M M

0 — Gu(M) M
¢ My M

m+ M ——m+ M,

m+ My —— m+ M,.

M
Por la hipétesis de induccién y por la Proposicion 1.52, tenemos que 2w Y G (M)
k

M
son A-médulos Noetherianos y Artinianos. Por los Teoremas 1.34y 1.45, —— es
k+1

un A-moédulo Noetheriano y Artiniano. Como consecuencia, es un A-modulo

ket 1
de longitud finita (ver Proposicion 1.52). Mds atin, por la Propogicién 1.53,

M
¢
A (Mk+1)

M
A (G (M) + (ﬁk)

k-1

Cr (GUM)) + > £ (Gi(M))

i=0
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k
D Gimy),
i=0

Ca (Gi(M)

M M
£ — x|l —.
A(Mk+1) A(Mk)

f:Z, —- R

o),

g(k)

Sea

M,
Como g = Af es una funcién polinomial de grado menor que s, por la Proposicion

3.16, se concluye que f es una funcion polinomial de grado a lo mas s. O

Proposicion 3.26. Sean (A, m) un anillo local Noetheriano y q un ideal m-primario. La

funcion

el

n

es polinomial de grado menor o igual que el niimero de generadores del ideal q.

DEMOSTRACION. Sean X, ..., x; € A tales que q = (x,..., X;)4, tomemos X; = X; + q°
paratodoi € {1,...,s}. Porelinciso 1 de la Proposicién 3.24, G,(A) = — [x1, ..., X;] es un
q

G,(A)-médulo Noetheriano. Mds atin, sabemos que G4(A) es un G,(A)-mdédulo graduado

A
finitamente generado. Dado que g es un ideal m-primario de A, Spec (E) = {%}, asf,
A

A
dim(—) = (0. Como — es un anillo Noetheriano, por el Teorema 3.6, — es un anillo
q q q
Artiniano. Por el Teorema 3.22, la funcion
YGmew)  Lr — R

no L4 (Ga(A))

es polinomial de grado menor que s. Como q € Anny (G,(A)), se tiene que G,(A) es un

A
A-médulo con la misma estructura de E—médulo, con ello, €A (G,(A)) = €4 (G,(A)) y la
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siguiente funcién es polinomial de grado menor que s:
g:2Z, — R
n - a(Gu(A)
Sea n € Z,, consideremos la sucesion exacta de A-modulos siguiente:

qn i A T A
qn+1 ql’l+1 E

0 0

a+ql’l+1 S a+qn’

donde i es el morfismo de inclusién. Por la Proposicion 1.53,
A q" A
) = o)+ o)
A A q"
ZA (qn+1) - fA (E) = gA (qn+1) :

A
n = fA(—),

n

Sea

asi, Af(n) = f(n+1)— f(n) = €a (qA ) - [A(A) =€\ (qjil) = g(n). Por la Proposicién

n+1 o
q
3.16, resulta que f es una funcién polinomial de grado menor o igual que s. O
Definicion 43. Sean (A, m) un anillo local Noetheriano, q un ideal m-primario de A y M
un A-moédulo finitamente generado.

= El polinomio caracterisitico de M con respecto a g, denotado por )(f]"’ (x), es el
polinomio que determina a la funcién polinomial
f:Z, - R
M
a'M

= El polinomio caracteristico de A con respecto al ideal q es el polinomio caracteris-

tico )(f} (x) y se le denota simplemente por y,(x).
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Proposicion 3.27. Sean (A, m) un anillo local Noetheriano, g un ideal m-primario de A y

M un A-mddulo finitamente generado. El coeficiente principal de los polinomios ¥ y xM
es el mismo y gr (Xf,w) =gr (Xﬁ{)

DEemosTRACION. Por la Proposicion 2.33, existe r € Z, talque m” C q C m. Sean € Z,.

Asi, M C ¢" € m", con ello, MM C ¢"M C m"M. Como consecuencia,
A" M) < CA(@"M) < Ea(m" M),
—A(M"M) < = CA(Q"M) < — La(Mm™ M),

CA(M) = EA(M"M) < LA(M) = CA(q"M) < EA(M) = LA(m™ M),
M M M
ta (m"M) < fa (q"_M) < ta (m’”M)’
XM (n) < xM(n) < xM(rn).

Dado que xp y x2' son polinomios y 1im,_,. xy (1) = lim,_« x (rn), tenemos que

lim x ) (n) < lim ' (n) < lim x}! (rn) = lim x} (n).

M
n

Asi, 1im,_e YM(n) = lim,_,e xM(n), con ello, lim,_,« X (1) = 1. Por lo tanto, el coefi-
m q X}qyl(n)

ciente principal de x¥' y de x}! es el mismo y gr(x)') = gr(xy). |

Definicion 44. Sea (A, m) un anillo local Noetheriano.
= Dado un A-médulo M finitamente generado, el polinomio de Hilbert de M es el
polinomio y.
= El polinomio de Hilbert de (A, m) es el polinomio y,.

Notacion 45. Dados un anillo local Noetheriano (A, m) y M un A-médulo finitamente
generado, se tomard la expresion d(M) = gr (X% )

Proposicion 3.28. Sea (A, m) un anillo local Noetheriano. Se tiene que d(A) < 6.

DEMOSTRACION. Sea q un ideal m-primario de A generado por ¢ elementos. Por la

Proposicién 3.26 y la Proposicién 3.27, se tiene el resultado. O

Lema 3.29. Sean M y M"” mddulos finitamente generados sobre un anillo local Noe-
theriano (A, m). Dado un morfismo  : M — M" de A-modulos sobre, se tiene que
Bl : "M — q"M" es sobre para todon € Z, y d(M") < d(M).
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DEMOSTRACION. Sin = 0, entonces "M = M, ¢"M" = M" y Blyu = B. Asi, Blym €8
sobre. Supongamos que 0 < n. Mostraremos que S(q"M) = q"M". Basta mostrarlo para
los elementos generadores. En efecto, dado un generador x de "M, existen Ay, Ay, ...,

A, €qyme M talesque x = Ay - - - A,m, asi,
Bx) =B+ A4m)=A;---4,B(m) € "M".

Reciprocamente, sea y un generador de "M". Existen Ay, Ay, ..., 4, € qy m"” € M" tales
quey = 4;---4,m"”. Dado que 3 es sobre, existe m € M tal que S(m) = m”, de esta forma,

y=aA-Adgm” = Ay 4,Bm) = Ay -+ - A;m) € B(Q"M).

Por consiguiente, S(q"M) = q"M", con ello, By : "M — q"M" es sobre.
Consideremos la sucesion

ﬁ_l (an//) Z M B M/l
an an an//

0

m+qM+—m+q'M

m+ q"M —— B(m) + q"M".

de A-mddulos exacta. Por la Proposicion 1.53, tenemos que

M M ﬁ—l(anU)
tl——| = ¢ N (=S i
A(Q"M”) A(q”M) A( M

M M
¢ < ¢ .
A(Q”M”) - A(Q”M)

Como ello, gr ()(QM ) < er ()(QM ) Por la Proposicién 3.27, gr ()(ff ) <gr (Xﬁf ), por lo tanto,
d(M"”) < d(M). O

Lema 3.30. Sean (A, m) un anillo local Noetheriano y

@ B
0 M M M" 0
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una sucesion de A-modulos exacta con M un A-modulo finitamente generado. Si n € Z.,

entonces la sucesion

a|gn pp? ﬁ|an

0 > ql’l M/ qn M ql’l M/l O

de A-mddulos es exacta.

DEemosTRACION. Como M es un A-mddulo finitamente generado y A es un anillo Noe-

theriano, por la Proposicion 1.38, tenemos que M es un A-mddulo Noetheriano. Por el
Teorema 1.34, tenemos que M’ y M"” son A-mdédulos Noetherianos. Asi, por la Proposi-
cién 1.38, M’ y M"” son A-mddulos finitamente generados.
Por el Lema 3.29, tenemos que S| €s sobre. Dado que « es inyectivo, @y €s inyectivo.
Falta mostrar que ker 8|,y = Im |y Primero, veamos que Ima N ¢"M = Im |y Es
claro que Imal|yyy € Ima N q"M. Reciprocamente, si x € Ima N q"M, entonces existe
ye M talque a(y) =xy x = Z;(:()ﬁi/l(i,l) < Ainpmi conm; € M, B; € A, n; € Z, para todo
i €{0,...k} y Adix) € q para cualesquierai € {0,...k} y k" € {1,...,n;}. Sea

f:Ima - M
m +—  f(m)= a Y(m).
Tenemos que f y la aplicaciéon
a:M - Ima
m - a(m)

son morfismos de A-moédulos inversos entre si, con ello,

@ (x)

Jx)

k
f Z,Bi/l(i,l) o 'ﬁ(i,ni)mi]
i=0

k
Zﬁiﬂ(z‘,l) o Ay f (my) € "M

i=0

Asi, x € Im |y .

Por lo tanto, ker Bl = kerfN "M = Ima N q"M = Imalyp . O
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Lema 3.31. Sean (A, m) un anillo local Noetheriano y

@ B
0 M’ M M" 0

una sucesion de A-modulos exacta con M un A-modulo finitamente generado. Los poli-

nomios xM' y xM — xM" tienen el mismo coeficiente principal y
(69) gr () = gr (xh —xM").
DeMoSTRACION. Por el Lema 3.30, la sucesion

a/lq”M’ Blonm

O qn M/ ql’l M qn MI/ O

de A-mddulos es exacta. Por la Proposicién 1.53, se tiene que
fA(M,) = €A(M)—€A(M”), y
CA(@"M') = LA(@"M) =LA (a"M"),

4 44

M ,
an,)’X?(”) = fA(an) y Xy () = L4

todo n € Z, con k < n. Tomemos n € Z, tal que k < n. Por el Corolario 1.54,

MI
“ (q"M’)
= La(M') - €5 (a"M)
= Ca(M) = €a (M) = (La(a"M) = £s (" M"))

Sea k € Z. tal que y¥'(n) = (s

ara
an// p

XY (n)

= CAM) = Ea(@"M) ~ ((a (M) = La (a"M") )

M M//
_ ¢ N .
A(Q"M) A(Q"M")

= XY - x¥ (n).

En particular, si g = m, entonces xy™' (n) = y™(n) — " (n). Con ello, los polinomios y*" y

XM — xM” tienen el mismo coeficiente principal y gr ()(ﬁf) =gr ()(ﬂf - )(f}f) |

Proposicion 3.32. Sean (A, m) un anillo local Noetheriano y

@ B
0 M’ M M" 0

una sucesion de A-modulos exacta con M un A-modulo finitamente generado.
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1. dM) = maX{d(M’) dM")}, y
2. gr(Xm _/\/m ~ Xm ) < gr(Xm ) d(M/

DEMOSTRACION.

1. Porel Lema 3.29, d (M") < d(M). Por la ecuacién (69), se observa lo siguiente:
Sid(M”) < d(M), entonces gr( f]‘f) < gr( %) Asi, gr( f‘nl) = gr( ﬁf)
Sid(M”) = d (M), entonces gr( ff) = gr( r’f) Asi,

gr(on) = gr (v —xa") < gr (o) = er ().

En cualquier caso, se tiene que d(M) = max{d(M"),d(M")}.
2. Como }™ y x™ — yM” tienen el mismo coeficiente principal y el mismo grado,
tenemos que gr( M _ M —Xﬂf') < gr( M —Xﬂf") = gr( ff) =d(M). |

Proposicion 3.33. Si (A, m) es un anillo local Noetheriano, entonces dim(A) < d(A) € Z,.

DEMOSTRACION. Se probard por induccién sobre d(A).
Sid(A) = 0, entonces existen k y ny € Z, tales que para todo n € Z, con ny < n, tenemos
que {a (%) = k. Como consecuencia, m"*! = m”. Por el Lema de Nakayama, resulta
que m" = {0,}. Por la Proposicion 3.11, se tiene que A es un anillo Artiniano. Asi, por el
Teorema 3.6, resulta que dim(A) = 0, por lo tanto, dim(A) < d(A).
Supongamos que que para todo anillo local Noetheriano (B, 7n) tal que d(B) < d(A), se
tiene que dim(B) < d(B).
Si dim(A) = 0, entonces dim(A) < d(A).
Si dim(A) > 0, entonces tomemos r € N tal que r < dim(A). Existe una cadena prima

Po C P; C ... C p.de A. Sea x € p; \ py, consideremos al dominio entero A= — y
Po

X = x + Dy € A. Tomemos los morfismos de A-médulos

- - A
u:A—A, n:A—- —
AX
a+ Py ax+ @+ P (@ + pg) + AX



5. FILTRACIONES Y POLINOMIO DE HILBERT DE UN ANILLO LOCAL NOETHERIANO

131

y la sucesién ( A s A ! _i 0 de A-mddulos exacta. Por el inciso 2
Ax
del Lema 3.32, se tiene que
_ i _ _
gr (X;\t _X;!‘lx _/K?1 < gr (/\/1‘1\1)7
i A
gr (—Xéf < gr (Xﬁ?) ,
A A
gr (X(?;‘ < gr (x“) ,
A A
Ax Po
Por otra parte, tomemos la sucesién Po : A—"s = 0 de A-moéddulos

exacta, donde i es la inclusion de ppen A y &

Po

A
es la proyeccion de A en o Por el inciso 1
0

del Lema 3.32, tenemos la parte derecha de la siguiente expresion:

A

Ax

o)l

Conello, d (_—_
Ax

A A

AXx AXx

) . . A

Asi, la longitud de toda cadena prima de ?

X

paratodoi € {1,...,r}. Tenemos que

ﬂC&C...C

AX AX

0

) < d(A).

) < d(A) — 1. Por la hipétesis de induccion, se tiene que

)Sd(A)—l.

Pi
Po

es menor o igual que d(A) — 1. Sea p,

P
AX

A
es una cadena prima de longitud r — 1 del anillo —, ello implica que

IA

r—1

IA

r

Ax

d) - 1,
d(A).
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Por lo tanto, dim(A) < d(A). O
Corolario 3.34. Sea (A, m) un anillo local Noetheriano. Se tiene que dim(A) < 6.

DEemosTRACION. Por las Proposiciones 3.28 y 3.33, dim(A) < d(A) < 4. O

6. Sistema de Parametros de un Anillo Local Noetheriano

Dado un anillo local Noetheriano, sabemos que su dimension es a lo més, la dimensién
de Chevalley. En esta seccidon veremos que la dimension de Chevalley es menor o igual
que la dimensién de Krull. Para ello, utilizaremos los resultados obtenidos en la seccion 4
del Capitulo 1 y en la seccion 3 del Capitulo 2.

Lema 3.35. Sea (A, m) un anillo local Noetheriano. Los siguientes enunciados son equi-

valentes.

1. A es un anillo Artiniano.
2. Spec(A) = {m}.
3. {04} es un ideal m-primario.

4. () es un sistema de parametros de A.

DEMOSTRACION.

1=2 Por el Teorema 3.6, tenemos que A es un anillo Artiniano si, y sélo si, A es un
anillo Noetheriano y dim(A) = 0. Sea p € Spec(A). Como el anillo (A, m) es local,
entonces p C m, por la Proposicion 3.3, tenemos que ht(in) = 0. Asi, p = m, por
lo tanto, Spec(A) = {m}.

2=3 Dado que Spec(A) = {m}, se tiene que V{04} = Nil(A) = (Nyespecia) P = M. Asi,
{04} es un ideal m-primario.

3=4 Como {0,} es un ideal m-primario, tenemos que m = V{04} = Mpespeca) P- Asi,
Spec(A) = {m} y dim(A) = 0. Con ello, 0 es un sistema de parametros de A.

4=1 Tenemos que A es un anillo Noetheriano. Como 0 es un sistema de pardmetros de

A, se tiene que dim(A) = 0. Por el Teorema 3.6, A es un anillo Artiniano. O

Teorema 3.36. Todo anillo local Noetheriano tiene un sistema de pardmetros. De modo

que la dimension de Chevalley es menor o igual que la dimension de Krull.
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DEMOSTRACION. Sea (A,m) un anillo local Noetheriano. Tomando en cuenta que
dim(A) < o (por el Corolario 3.34), tenemos que existe d € Z, tal que d = dim(A).
Sid = 0, entonces por el Teorema 3.6, A es un anillo Artiniano. Por el Lema 3.35, tenemos
que @ es un sistema de parametros de A. Asi, 6 < dim(A).
Si 0 < d, entonces veamos el siguiente proceso:

1. Por el Corolario 2.29, el conjunto de los ideales primos minimales de A es finito.
Digamos que dicho conjunto es {pll, Plys - v o5 plxl} cons; € N.Seaje{l,...,s}
Dado que 0 = ht(plj) < d = ht(m), se tiene que p;, C M.

Veamos que Uf;l p;, € m. En efecto, supongamos que m C Uf:'l py,. Por el inciso
2 de la Proposicion 2.4, existe [ € {1,...,s;} tal que m C p;,. Como m es el ideal
maximal de A, se tiene que m = p;,, lo que contradice el hecho de que p;, C m
paratodo j e {1,...,s}.

Sea x; € m\ J;., py,. Se quiere probar que todo q € Spec(A) tal que Ax; C q tiene
altura mayor o igual que 1. En efecto, tomemos q € Spec(A) tal que Ax; C q. Su-
pongamos que ht(q) = 0, con ello, q es un elemento minimal. Existe [ € {1, ..., s}
tal que q = p;,, asi, x; € p;,. Como consecuencia, x; € Uf;] p1,, lo que contradice
la eleccién de x;. Por consiguiente, 1 < ht(q).

Si dim(A) = 1, entonces ht(q) = ht(m) y detenemos el proceso, de lo contrario,

1 < ht(m) = dim(A) y continuamos de la siguiente forma:

A A
2. Consideremos el anillo —. Sabemos que [ —, BUE es un anillo local. Dado
Axl Axl A.X]

que A es un anillo Noetheriano, se tiene que e es un anillo Noetheriano. Por
X1

A
el Corolario 2.29, el conjunto de los ideales primos minimales de — es finito.
X1

P2, P2 P2,
AX1 ’ AX1 T AX1

. ) .. A . )
ideales primos minimales de P Dadoi € {1,..., 52}, tenemos que p,, es un ideal
X

Sean s, € Ny py, P, - .oy P, € Spec(A) tales que son los

1
primo minimal que contiene a Ax;. Por el Teorema de Ideales Principales de Krull
(Teorema 10.2 en [Eis]), ht(p,,) < 1 < ht(m). Asi, p;, C m.

De la misma forma que antes, se observa que Ufil Py, Cm. Seax; € m\ Ufil P2,
Como Ax; C py, paratodoi € {1,..., 52}, se tiene que x, # Xx.

Veamos que para todo ideal primo q tal que Ax; +Ax, C q, tenemos que 2 < ht(q).
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En efecto, sea q € Spec(A) tal que Ax; + Ax, C q, asi, Ax; € Ax; + Ax; C q.
Existe j € {1,..., s,} tal que P, € q,y por el inciso 1 de este proceso, resulta que
1 < ht(q).

Supongamos que ht(q) = 1. Como Ax; C p;,, tenemos que 1 < ht(p,,) < ht(q) = 1,
asi, ht(py;) = ht(q) = 1. Esto implica que p,, = q. Dado que x, € q, entonces
X2 € P2, € U2, P2,» 1o que contradice la eleccién de x,.

Por lo tanto, 2 < ht(q) para cualquier q € Spec(A) tal que Ax; + Ax, C q.

Si dim(A) = 2, entonces ht(q) = ht(im) y detenemos el proceso. De lo contrario,

continuamos de la misma forma, obteniendo x, ..., x; € m tales que
d < ht(q) < dim(A) =d

para cualquier q € Spec(A) que satisface Ax; + ...+ Axy C q.
Detenemos el proceso y tomemos q € Spec(A) tal que Ax; +...+ Ax,; C q, asi, ht(q) = d.
Por la Proposicién 3.3, tenemos que ht(q) = ht(in), con ello, g = m (por la Proposicion
3.1). Como consecuencia,

\/AX1+...+A)Cd: m p=m.

peSpec(A)
Ax+..+Axy Cp

Por la Proposicién 2.32, tenemos que Ax; + ...+ Ax, es un ideal m-primario. Esto implica
que {xy, ..., Xx;} es un sistema de pardmetros de A.

Por lo tanto, todo anillo local Noetheriano tiene un sistema de pardmetros, de modo que
0 < dim(A). O

Teorema 3.37 (Teorema Fundamental de la Teoria de la Dimensién). Sea (A, m) un anillo
local Noetheriano. Se tiene que dim(A) = d(A) = 0.

DEemosTRACION. Por el Corolario 3.34 y por la Proposicion 3.36, 6 < dim(A) < d(A) < ¢
y por lo tanto, dim(A) = d(A) = 6. O



Capitulo 4

Dimension de las Fibras

En este capitulo se presentan los resultados de interés en este trabajo. Primero conside-
raremos una especie en particular de homomorfismos de anillos, llamados homomorfismos
locales. A partir de ello, dado un homomorfismo de anillos Noetherianos, se dard una cota

superior para la altura de los ideales primos del codominio.

1. Concepto del Homomorfismo Local

Ahora se aplican los conocimientos adquiridos en el Capitulo 3 para el caso de homo-

morfismos locales de anillos.

Definicion 46. Sean (A, m) y (B,n) anillos locales. Un homomorfismo ¢ : A — B de
anillos es local si ¢~' (1) = m.

Notacion 47. Dado un homomorfismo ¢ : (A, m) — (B, n7) local de anillos, se establece lo

siguiente:

= Sea [ un ideal de A. El ideal de B generado por ¢(I) se denotard por /B = By(1).
= Sea x € A. El ideal de B generado por ¢(x) se denotard por Bx = By(x).

2. Dimensién de las Fibras de Morfismos entre Espacios de Zariski

En esta seccién se presentan los teoremas que nos motivan. Dado un homomorfismo
entre anillos Noetherianos, se muestra que la dimension de su codominio es acotada. Des-
pués se prueba que si tal homomorfismo satisface la condicidn del descenso o del ascenso,

entonces dicha dimension alcanza la cota en cuestion.

Teorema 4.1. Sea ¢ : (A,m) — (B,n) un homomorfismo local de anillos con A y B
B
Noetherianos. Se sigue que dim(B) < dim(A) + dim (E)

135



136 4. DIMENSION DE LAS FIBRAS

DemosTrACION. Dado que A y B son anillos locales Noetherianos, por el Teroema 3.37,

su dimensién es finita. Como ¢~ !(1) = m, se tiene que ¢(m) C 1, de forma que
mB = Bp(m) Cn C B.
B . . B
Tenemos que 3 es un anillo local Noetheriano. Por el Teorema 3.37, resulta que 3

B
es un anillo de dimension finita. Supongamos que dim(A) = ry dim(—B) = . Por el

Teorema 3.36, existe un sistema de pardmetros {x;, ..., x,} de A y existen y;, ..., ¥y € 5
tales que {y; + mB, ...,y + mB} es un sistema de pardmetros de 5 Por la Proposicién
m
2.33, existen k y [ € N tales que
/ l
mf C Axy + ...+ Ax, lQ(L)
mB mB
m*B C (Ax; + ...+ Ax,)B Ci(y +mB) + +£( + mB)
C(Ax; + ... 3 S st s
C Bx; +...+ Bx, € B(y;+mB)+...+ B(y; + mB)
C (Byi+mB)+...+ (By,+mB)
C (By;+...+ By, +mB.

(By, + ...+ By, + mB)f

—_
=
~
=
N

C By +...+By,+m'B
C By;+...+By;+(Bx; +...+ Bx,).

Por la Proposicion 2.33, tenemos que By, + ... + By, + Bo(x;) + ... + By(x,) es un ideal

n-primario. Como consecuencia del Teorema fundamental de la dimension (3.37), se tiene

B
que dim(B) = 6(B) < r + 5. Por o tanto, dim(B) < dim(A) + dim (ﬁ) 0

Proposicion 4.2. Sean A y B anillos Noetherianos, ¢ : A — B un homomorfismo de
anillos, p € Spec(A) y q € Spec(B) tales que p = ¢~ '(q). Se tiene que (A,, p,) y (B,, aq) son
anillos locales Noetherianos y la aplicacion

(70) p:Ay, — B
a L o(9)e@
s ()_so(S)

S
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es un homomorfismo local de anillos.

DEmosTRACION. Como A y B son anillos Noetherianos, por la Proposicion 1.41, se
tiene que A, y B, son anillos Noetherianos. Por la Proposicién 2.6, tenemos que (A, by)
y (B,, q,) son anillos locales. Mostraremos que la aplicacién ¢ es un homomorfismo de
anillos. En efecto, tomemos S = A\pyseana,a’ € Ays, s €8S.

_fa d _fas’ +a's
1 i P\
s S S

p(as’" +a's)
@(ss’)
pas’) + @(a's)
($)p(s”)
p(a)p(s") + p(a’)p(s)
@($)p(s’)
pl@)  ¢ld)
@(s)  @(s)

_{a\ _|[d
- 5(8-5(2).

K S

_(a d _f{ad
Pl=X—) = Pl
s S ss

p(aa’)
@(ss’)
p(a)p(a’)
@($)p(s’)
pl@)  eld)
@(s)  @(s)

lepeld)

Por dltimo, veamos que p, = ¢ ~'(q,). En efecto, dado que ¢ !(q) = p, se tiene que
¢ '(B\ 9)=A\p=S,asi,

QE_I (94)

a
—-€A
{5 e

a
—-€A

aeA,seS,a(f)eqq}
S

aeA,seS,@eqq}

@(s)
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= {EEADaeA,seS,go(a)eqygo(s)eB\q}
s
a _ _

= {feajace@. see @ o)

= {geApaep,seS}
s

O

I
k=]
=

Teorema 4.3. Sean A y B anillos Noetherianos, ¢ : A — B un homomorfismo de anillos,

B
p € Spec(A) y q € Spec(B) tales que p = ¢~'(q). Se tiene que ht(q) < ht(p) + dim(p ; )
|

DEemosTrACION. Por la Proposicion 4.2, se tiene que (A,, py) ¥y (By, a,) son anillos lo-

cales y la aplicacién (70) es un homomorfismo local de anillos. Por el Teorema 4.1,

B B
dim(B,) < dim(A,) + dim( 1 ) Por la Proposicién 3.9, ht(q) < ht(p) + dim(p ; ) O
pHa

PpDy
= o satisface la condicion del descenso si dados p, p’ € Spec(A) y ¢ € Spec(B) con

Definicion 48. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos.

pC v ye (q) = p, entonces existe q € Spec(B) tal que q C ¢’ y ¢~ (q) = p.
= o satisface la condicion del ascenso si dados p, p’ € Spec(A) y q € Spec(B) con

pC vy !(q) = p, entonces existe ¢’ € Spec(B) tal que g C q’ y ¢~ '(q) = p’.
Proposicion 4.4. Sean (A, m) y (B,n) anillos locales, ¢ : A — B un homomorfismo

local de anillos que satisface la condicion del descenso o del ascenso. Se tiene que
B

dim(B) = dim(A) + dim(—).
mB

B
DemostrAciON. Dado que (B, i7) es un anillo local Noetheriano, se tiene que (— i)

mB’ mB
es un anillo local Noetheriano. Por la Proposicién 3.33, existen r y s € Z, tales que

B
r=dim(A) y s = dim (E) Asi, existen pg, Py, ..., p, € Spec(A) tales que

PoCpPpiC...CpHp,=m

es una cadena prima de A y existen qo, qi, . . ., g5 € Spec(B) tales que
& C i C . C qS - L
mB mB mB mB

. B
es una cadena prima de =t con ello,
m

pmCmBCqgpCqgC...Cqs = 7.
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Como ¢(m) C qo y g0 € Spec(B) (qo es un ideal minimal de B con tales propiedades), se
tiene que m C ¢~ '(q0) y ¢ ' (q0) € Spec(A). Como m € Max(A), tenemos que m = ¢~ (qo).
Veamos los siguientes casos:

= Si ¢ satisface la condicion del descenso, entonces sea q, = qo. Existen qp, ...,
q._, € Spec(B) tales que py = ¢ '(q}), ..., Do1 = @A)y, C 4, C...Cq,

(esta dltima es una cadena prima de B).
= Supongamos que ¢ satisface la condicion del ascenso. Existe g, € Spec(B) tal que
po = ¢ '(q)). Mds atn, existen ¢/, ..., q. € Spec(B) tales que p; = ¢~ '(q)), ...,
P, = go‘l(q;) Yy 95 € q; C ... C q; (esta tltima es una cadena prima de B). Dado

que p, = m = ¢~ !(qo), podemos suponer que g’ = dp.

En cualquiera de los dos casos, existe una cadena prima de B de longitud r+ s como sigue:
gpCa;C...Cq._,CQq.Cq C...CQay=1.
) ) ) B )
Por el Teorema 4.1, dim(B) < dim(A) + d1m(—B) = r+ s < dim(B). Por lo tanto,
m
B
dim(B) = dim(A) + dim (—) 0
mB

Proposicion 4.5. Sean A y B anillos Noetherianos, ¢ : A — B un homomorfismo de

anillos que satisface la condicion del descenso o del ascenso, p € Spec(A) y q € Spec(B)

B
tales que p = ¢~'(q). Se tiene que ht(q) = ht(p) + dim(p ; )
P=q

DEemosTRACION. Por la Proposicion 4.2, el homomorfismo de anillos dado en (70) es

local. Es claro que dicho homomorfismo satisface la condicion del descenso o del ascenso.

B
Por la Proposicion 4.4, se tiene que dim(B,) = dim(A,) + dim(p . ) Finalmente, por la
p=aq
B
Proposicién 3.9, tenemos que ht(q) = ht(p) + dim( ; ) O
p=aq

3. Aplicaciones

Se concluye el capitulo con esta seccidn, en la que se observan ejemplos de la condi-
cion del descenso y de la condicion del ascenso. A saber, los homomorfismos planos y las

extensiones enteras de anillos respectivamente.
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Proposicion 4.6. Sean (A, m) y (B,n) anillos locales Noetherianos 'y ¢ : A — B un homo-

B
morfismo local de anillos plano. Se tiene que dim(B) = dim(A) + dim (E)

DEmosTRACION. Por la Proposiciéon B.12 del Apéndice B, ¢ satisface la condicion del

descenso. Por la Proposicién 4.4, se prueba el enunciado. O

Proposicion 4.7. Sean A y B anillos Noetherianos, ¢ : A — B un homomorfismo

de anillos plano, p € Spec(A) y q € Spec(B) tales que p = ¢ '(q). Se tiene que
B

ht(q) = ht(p) + dim( 1 )
PyB,

DEemosTRACION. Por la Proposicion B.12 del Apéndice B, tenemos que ¢ satisface la

condicién del descenso, asi, el homomorfismo ¢ dado en (70) satisface la condicién del
descenso. Por la Proposicion 4.5, se tiene el resultado. O

Proposicion 4.8. Sean (A, m) y (B,n) anillos locales Noetherianos tales que B es una

B
extension entera de A. Se tiene que dim(B) = dim(A) + dim (E)

DemosTrACION. Utilizaremos los resultados del Apéndice C. Por la Proposicion C.9, el
homomorfismo que hace de B una extension entera de A es local. Por el Corolario C.12,
dicho homomorfismo satisface la condicién del ascenso. Finalmente, por la Proposicion

4.4, se tiene el resultado. O

Proposicion 4.9. Sean A y B anillos Noetherianos tales que B es una extension entera de

B,
A, p € Spec(A) y q € Spec(B) tales que p = qN A. Se tiene que ht(q) = ht(p) + dim(p é )

PHq
DEemosTrRACION. Por el Corolario C.12 del Apéndice C, tenemos que el homomorfis-
mo que hace de B una extension entera de A satisface la condicion del ascenso. Por la

Proposicion 4.5, se tiene el resultado. O



Apéndice A

Anillos de Polinomios y sus Componentes Homogéneas

Dados un anillo A y un conjunto finito de variables {xi, ..., x,} de tal anillo, considere-

mos el anillo de polinomios A[xy, ..., x,]. Este apéndice tiene como finalidad mostrar que

el A-médulo conformado por los elementos homogéneos de grado d es libre generado por

(d+r—1
r—1

) elementos. Las proposiciones siguientes nos permitirdn llegar a dicha conclusion.

Proposicion A.1. Sean m y n € N tales que n < m. Se tiene que:

L) =(m)

2. (71) =)+,

3. (mnjn) = (mnj:;l—l

(-

-
)+

)
m—-n+1)"

)+ )+ )+ () + )

DemostrAciON. En efecto, tenemos lo siguiente:

m\ m! B m! (m
' () Cnlm-n)!  (m-n)'n! (m-")'

m! m!
2 —m)! (= Dlm—n+ D)

m! m-n+1) n m!
nm-n)!(m-n+1) Z(n—l)!(m—n+l)!

m!(m—-n+1) nm!
nlm-n)lm-n+1) nn-D!m-n+1)!
m!(m+1-n) m!n
nm—-n+1)! nlm-n+1)!
m!(m+1)—m!n m!n
n'im+1-n)! n'im+1-n)!

(m+1)!

nlim+1-n)!
(m+1).

141
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R m+1 _ m m . m\ _ [ m+tl ) _ m
3' Por el 1NC1SO 2’ (m—n+1) - (m—n+1) + (m—n) y asl, (m—n) - (m—n+1) (m—rH—l)'
4. Aplicando m + 1 veces lo visto en el inciso 2, se sigue que

() = ()
= (W)+(3)
() + () + ()
- (’";‘) + (m’fl) + (;’S) o+ (;) + (f) + (é) O

A continuacidn, utilizaremos el concepto de composicion de un entero no negativo,

definiremos una especie en particular; las llamadas composiciones débiles de longitud fija.

Definicion 49. Sean d € Z, y r € N. Una composicion débil de d de longitud r es un
elemento (iy,iy,...,i,) € Z, talque i} + i + ... + i, = d. Dos composiciones débiles de d

de longitud r son iguales si son iguales como elementos de Z, .

Dado que el unico tipo de composiciones que utilizaremos son las débiles, simple-

mente les llamaremos composiciones.

Proposicion A.2. Dados d € Z, y r € N, el niimero de composiciones de d de longitud r

es (d+r—1).

r—1

DEmosTRACION. Sea (iy,...,i,) € Z! una composiciéon de d. Es claro que ij, ...,
i, € {0,...,d}. Sea s, el nimero de posibilidades para tener la expresion i1+ ir+ ...+ i, = d

(la cantidad de composiciones de d de longitud r). Procederemos por induccién sobre r y
antes de enunciar la hipétesis de induccidn, se observarén los casos para r € {1, 2,3} (dado
que el caso r = 3 ilustra la forma de proceder para el paso inductivo).

Sabemos que s; = 1. Si r = 2, entonces las posibilidades de tener la expresion iy + i, = d
son

d+0 = d,
d-D+1 = d,
d-2)+2 = d,

0+d = d.
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Conello, s, = s, =d+ 1= (d“) = (d“‘l).

1 r—1
Supongamos que r = 3. Tomemos i3 fijoy sea d’ = d — i3, asi, i; + i, = d’. Por lo visto

en el caso anterior, el nimero de posibilidades para tener dicha expresion estd dado por
d+1= (d'“) = (d_i3+1). Con ello,

1 1

d
S, =53 = Z (‘“’f”) = (djl) + (‘1’) + (df) o+ (f) + (})
i3=0
Por la Proposicién A.1 (usando el inciso 1, seguido del 4 y por dltimo el 1),

() + () + () +-+ () + )
(‘7)
(9)

(d+r—l)
r-1)°
d+r' -1

Supongamos que el nimero de composiciones de d’ de longitud 7’ es ( o

S

) para cua-
lesquierad’ € Z, yr e Nconr' <r.

Tomemos i, fijoy sead’ = d—i,, asi, i;+i,+...+i,_; =d’. Sir’" = r—1, entonces el nimero
d’+r’—l) _ (d—i,-+r—2

el I ) como consecuencia,

de posibilidades para tener dicha expresion es (

d
d—i,+r-2
S = Z( -2 )

i,=0
d+r-2 d-1+r-2 d-2+r-2 1+r-2 r=2
r—2)+( r=2 )+( r=2 )+"'+(r—2)+(r—2)

(71)

Il Il
—~

d+r-2 d+r-3 d+r—4 r—1 r=2

1)+ () () + -+ () + (5)

Sustituyendon =d—jym =d+r—2—jcon j € {0,...,d}enelinciso 3 de la Proposicién
A.1, se tiene lo siguiente:
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. _ . r—1 ry_ (r-1
J= d 1: (r—Z) (r—l) (r—l)
. . r=2 _
j=d: (3) = L
Por la ecuacién (71), se tiene que

Wxﬁ%ﬂﬂyﬂﬁﬂ—ﬁfn4ﬁfwﬂxw+m+&w—¢m+¢9

S, =
= () (- () ”)( () (- )+ (2)
- (djjl)+( () + ) ( +(dj:3))+...+(—1+1)
= (1)

Por lo tanto, s, = (d” 1) para cualesquierad € Z,, r € N. m|

Proposicion A.3. Seand € Z,, r e Ny xy, ..., x, un conjunto de variables de un anillo A.

. d+r—1
Se tiene que Alxy, ..., x,]qs es un A-modulo isomorfo a AT,

DEmosTRACION. Tenemos que A[xy, ..., x,]; s un A-mddulo libre generado por los ele-
mentos de la forma x’l‘ x’22 .- x¥ tales que (iy, ...,i,) € Z ei+iy+...+i, = d. La cantidad
de dichos elementos es el numero de composiciones de d de longitud r. Por la Proposi-
cién A.2, tal cantidad es (d” 1) Por lo tanto, A[xy, ..., x,]; es un A-mddulo isomorfo a

A(d?fll), O



Apéndice B

Moédulos Planos y Homomorfismos Planos

En este apéndice trataremos uno de los casos en los que se pueden aplicar los resultados
de las proposiciones 4.4 y 4.5. Es el caso de los homomorfismos locales que son planos.
Dichos homomorfismos satisfacen la condicion del descenso.

1. Modulos Planos

En esta seccidn se introduce el concepto de mddulo plano y se da una caracterizacion.

Definicion 50. Sea N un médulo sobre un anillo A.

= N es plano sobre A si para toda sucesion

f g
(72) M/ 5 M - M//
exacta de A-modulos, la sucesidon

f®Id N g®IdN

(73) M QN M®N

M’"®N

de A-mddulos es exacta.
= N es fielmente plano sobre A si sucede lo siguiente: Toda sucesion de la forma

(72) es exacta si, y s6lo si, la sucesion (73) es exacta.

Z
Ejemplo B.1. El Z-mddulo 7 no es plano. En efecto, consideremos la sucesion exacta

de Z-modulos siguiente:

o —— 2q.
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Z Z
Por el inciso 4 de la Proposicién 1.25, Z ®; 27 es un Z-moddulo isomorfo a 7 * {O Z }

Mas atn, se observa que

zZ
ker(¢®Idys,2) = Z&2 A

Imf®ldy,z = {04,z

Por lo tanto, la sucesion

de Z-modulos no es exacta.

Proposicion B.2. Sea N un médulo sobre un anillo A. Los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. N es plano sobre A.
2. 8i

f
(74) 0 M M= M7 0

es una sucesion de A-modulos exacta, entonces la sucesion

feldy g®ldy
M®N

(75) 0— MQ®N M'®@N —=0

de A-modulos es exacta.

3.5 f : M" — M es un morfismo de A-modulos inyectivo, entonces el morfismo
f®Idy: M"®4 N - M ®4 N de A-modulos es inyectivo.

4. Si f : M' — M es un morfismo de A-modulos inyectivo tal que M 'y M’ son A-
modulos finitamente generados, entonces el morfismo f®Idy : M'QsN — M@, N

de A-modulos es inyectivo.

DEMOSTRACION.

12 Supongamos que N es plano sobre A. Si la sucesion (74) es exacta, entonces las

siguientes sucesiones de A-médulos son exactas:
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f
0 M M,
f
M/ M 8 M//’
M—"= M 0.

Asi, las siguientes sucesiones de A-mddulos son exactas:

feldy
0 M )N — M, N,

feld ¢®ld
M & N-—> M N ——~ M"®,N,

g®IdN
M@ N—— M" @4 N

0.

Por lo tanto, la sucesién (75) es exacta.

Reciprocamente, si N no es un A-médulo plano, entonces existe una sucesion

f 8
M/HMHMII

de A-mddulos exacta tal que la siguiente sucesion de A-mddulos no es exacta:

feldy g®Idy
M ®N M®N M"” ®N.
Obsérvese que la sucesion
M f g
M) —
0 ker 7 M g§M) 0

(m" +ker ) —— f(m)

m——-s g(m’).
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de A-mddulos es exacta. Mdas aun, g ® Idy(y) = g ® Idy(y) paratodoy € M ®4 N,
con ello, ker (g ® Idy) = ker(g ® Idy).

Ahora, veamos que Im (7 ® IdN) = Im (f ® Idy). En efecto, seay € Im (? ®a IdN).
Existen k € N, m|, ...,m; € M" yny, ..., n € N tales que

k
y = ]_‘ ® Idy [Z(m; + kerf)® n,-]
i=1

7®IdN((m +kerf)®n)

NGl

1

i

]_”(m + kerf) ® Idy(n;)

INgE

1

'M»

Il
—_

£ () @ Tdy(m)

feldy (m. ®n;)

gl

Il
—_

i

k
= f®IdN[Zm:®n,)€Im(f®IdN)

i=1

Seay € Im(f ®Idy). Existenk € N, m}, ...,m; € M" y ny, ..., n; € N tales que

k
y = f®IdN(Zm:®l’l,J
i=1

f ® IdN (ml' ® l’l,‘)
i=1

M~

1

‘M*

1l
—_

(I’I’l; + ker f) ® IdN(l/Ll)

L

? IdN((mg + ker f) ®n,~)
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k
_ }®km(§:@¢+ka¢)®m]emq?®kmy
i=1

Por otra parte, consideremos la siguiente sucesion de A-mddulos:

M’ Feld zeld
AN M@y, N -2 (M@ N — 0.
ker f

0——

Dado que Im (? ® IdN) =Im(f ®Idy) # ker (g ® Idy) = ker (g ® Idy), resulta que
la sucesion (76) no es exacta.
Supongamos que es valido el enunciado 2. Sea f : M’ — M un morfismo de

A-médulos inyectivo. Consideremos la siguiente sucesion de A-mdédulos exacta:

0 w2 0
f(M) ’
. M ] .
donde 7 es la proyeccion de M en . Asi, la sucesion
J(M’)

0 M @ N Feldy M e N mldy M
A A fM)

de A-moédulos es exacta y con ello, el morfismo f®Idy de A-mddulos es inyectivo.

Q4N —0

Reciprocamente, supongamos que el enunciado 3 es valido. Sea

f
0 M M—= M 0.

una sucesion de A-mdédulos exacta. Asi, f es un morfismo de A-mddulos inyectivo

y la siguiente sucesion de A-mddulos es exacta:

S g
M’ M M 0.

Como consecuencia, el morfismo f ® Idy es inyectivo y por la Proposicién 1.26,

la siguiente sucesion de A-modulos es exacta:

feldy gQldy
M’®ANH’M®AN*>M”®AN*>O.

Por lo tanto, la sucesion

feld, ®Id
04>M/®AN4N>M®ANL£M”®AN4>O
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de A-mddulos es exacta.
34 Supongamos que el enunciado 3 es valido. En particular, se satisface para el caso
en que M’y M” son finitamente generados.
Reciprocamente, supongamos que el enunciado 4 es vélido. Sea f : M" — M un
morfismo de A-mddulos inyectivo. Tomemos x € M’ ®, N. Existenk € N, m], ..,
m € M’ yny, ..., n €N tales que
k
X = Z m; @ n;.
=1

1

Se tiene que x € ker(f ® Idy) si, y sélo si,

Ome,n = f@Idy(x)
k
= f®IdN[Zm: ®I’ll‘)
i=1

k
> reldym @n)

1

k
= ) fempen.
i=1
Sea My = Am| + ... + Am;. Tenemos que x = p m; ®n; € My ® N. Por la
Proposicién 1.23, existen My y Ny A-submodulos finitamente generados de M y N
respectivamente (con f(My) C M) tales que i, f(m]) ® n; = Opye,n,. Conside-

remos el morfismo
fb . M(,) e Mo
m = f(m)
de A-mddulos. Se tiene que

Jo®Idy(x) Jo®Idy(x)

k
f() ® IdN [Z m: ® I’li)
i=1

k
=1

fo ® IdN(m: ® I’li)

1



2. HOMOMORFISMOS PLANOS 151

k
D hempen;
i=1

k
D fpen;
i=1
OM()®AN'

Como f es un morfismo de A-mdédulos inyectivo, tenemos que f; es inyectivo.
Dado que M|, y M, son A-mddulos finitamente generados, fo ®Idy es un morfismo
de A-mddulos inyectivo. Como consecuencia, x = OM(/)@A ~y asi, x = Opg,n. Porlo

tanto, f ® Idy es un morfismo de A-mdédulos inyectivo. O

2. Homomorfismos Planos

Se introducen ahora los homomorfismos de anillos planos. Revisaremos aspectos so-
bre la estructura de tales homomorfismos que nos permitirdn afirmar que satisfacen la

condicion del descenso.

Definicién 51.

= Un homomorfismo ¢ : A — B de anillos es plano si B es plano sobre A con la
estructura de A-algebra dada por .

= Un homomorfismo ¢ : A — B de anillos es fielmente plano si B es fielmente plano
sobre A con la estructura de A-algebra dada por ¢.

Proposicion B.3. Sea S un subconjunto multiplicativo de un anillo A. El A-dlgebra S A

es un A-modulo plano.

DEMOSTRACION. Sea 0 — M — N una sucesion exacta de A-mddulos. Por la Proposi-
cién 1.28, S''M es un S!' A-médulo isomorfo a STA®, My SN es un S A-médulo
isomorfo a STA ®, N. Por la Proposicién 1.12, la sucesién 0 — S'M — SN de
S A-médulos es exacta. Asi, 0 - S'TA®4 M — S'A ®, N es una sucesién de S A-
modulos exacta. Por la Proposicién 1.30, dicha sucesiéon es de A-médulos. Por lo tanto,
por la Proposicién B.2, S A es un A-dlgebra plana. O

Proposicion B.4. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos plano, p € Spec(A) y
q € Spec(B) tales que p = ¢~ '(q). El anillo B, es un A-médulo plano.
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DEmoSTRACION. Tomemos S = A\ p, T = B\ q. Sea0 - M’ — M una sucesion exacta
de A,-moédulos, que a su vez es una sucesion exacta de A-mdédulos. Por la Proposicién B.3,

se tiene que S™! A es un A-médulo plano, asi, la sucesién

Idg.1 , ®f

0 — (s—1 A) R4 M’ (s—1 A) QM

de A-mddulos es exacta. Como B es un A-mddulo plano, tenemos que las sucesiones

1dp ®(Idg.1 , ®f)

00— B, ((STA)es M) Ba,((S'A)es M), y

(dp®1dg1 ,)®f

0——= (B®iS'A)@u M’ (BoaS'A)®s M

de A-mddulos son exactas. Por la Proposicion 1.28, la sucesion

Ids-l B ®f

0 —= (S B)@s M’ (S'B)®s M

de A-médulos es exacta. Dado que 0z ¢ T, por la Proposicién 1.29, los S™! A-médulos
St By T7!'B son isomorfos (A-médulos isomorfos). Como consecuencia, las siguientes

sucesiones de A-mddulos son exactas:

Id,1,®f

0 — (T7'B) &y M’ (T7'B) @4 M,
1dg, ®f
0 Bq Qs M’ Bq 4 M.
Por la Proposicion B.2, resulta que B, es un A-mddulo plano. m|

Proposicion B.5. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos plano. Si N es un B-modulo

plano, entonces N es un A-médulo plano.
, f g ., ,
DEMOSTRACION. Sea M’ —— M —— M” unasucesion exacta de A-modulos. Como
B es un A-médulo plano,

feld ®Id
B M &, B g®ldp

(77 M @, B M" ®, B
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es una sucesion exacta de A-mdédulos. Dado que B es un (A, B)-bimdédulo, por la Proposi-
cién 1.30, la sucesion (77) es una sucesion exacta de B-mddulos. Como N es un B-médulo

plano, la sucesion

(feldp)®ldy (geldp)®Idy

(M’ ®4 B)®g N (M®4 B)y®g N (M"” ®4 B)®g N
de B-mddulos es exacta. Nuevamente, por la Proposicion 1.30,
fedp®1dy) 8(Idp ® Idy)

M &, (B&s N) —— > M®, (B® N) —— > M" @, (B®; N)

es una sucesion exacta de A-moddulos. Por el inciso 4 de la Proposicién 1.25,

feldy g®ldy

M @y N M ®4 N

M" @4 N
es una sucesion exacta de A-médulos. Por lo tanto, N es un A-mdédulo plano. O

Proposicion B.6. Sean ¢ : A — B un homomorfismo de anillos y M un A-mddulo plano.

Se tiene que M ®, B es un B-mddulo plano.

, f g . £
DEMOSTRACION. Sea N/ —— N —— N’ una sucesion exacta de B-modulos. Por los

incisos 1 y 4 de la Proposicion 1.25,

f®Id B g®Id B

N ®z B N®pB

N" ®p B

es una sucesion de B-modulos exacta. Dado que esta también es una sucesion de A-

modulos y M es un A-mddulo plano, la sucesion

(feldp)®Idy (g®ldp)®Idy

(N'®B)®@s M (N®gB)@s M

(N"®p By®s M

de A-mddulos es exacta. Por la Proposicién 1.30,

f®(Id3 ® IdM) g®(IdB ®Idy)

N ®p(B®s M) N®p(BRs M)

N" ®p (B®s M)

es una sucesion exacta de A-moédulos y de B-mddulos simultdneamente. Por el inciso 1 de

la Proposicion 1.25, la siguiente es una sucesion exacta de B-mddulos:

fe(ldy ®Idp) g®(Idy ®1dp)

N ®p (M ®4 B) N ®p (M ®4 B)

N'"®p(M®4B).

Por lo tanto, M ®,4 B es un A-mdédulo plano. O
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Proposicion B.7. Sean ¢ : A — B un homomorfismo de anillos plano y p € Spec(A). Se

tiene que B, es un A,-médulo plano. Mds aiin, si P € Spec(B) tal que p = ¢~'(P), entonces

Bp es un A,-mddulo plano.

DEemosTrACION. Por la Proposicion B.6, B, = B ®, A, es un A,-mdédulo plano. Por la

Proposicién 1.29, los A,-mdédulos B, y Bp son isomorfos. Por lo tanto, Bp es un A,-médulo

plano.

O

Teorema B.8. Sea M un médulo sobre un anillo A. Los siguientes enunciados son equi-

valentes:
1. M es un A-modulo fielmente plano.
2. M es un A-modulo planoy N ®4 M # {Oyg,m} para cualquier A-médulo N # {Oy}.
3. M es un A-modulo plano y mM # M para cualquier m € Max(A).
DEMOSTRACION.
1=2 Sea N un A-mddulo tal que N ®4 M = {Oyg,»}. Consideremos la sucesion
f
(78) 0—>N—>0
feldy g®ldy
de A-mo6dulos. Tenemos que 0 N, M 0 es una suce-
sién de A-mddulos exacta. Dado que M es un A-mdédulo fielmente plano, resulta
que la sucesion (78) es exacta. Por lo tanto, N = ker g = Im f = {Oy}, teniendo asf,
el enunciado 2. 4
2=3 Tenemos que M es un A-mdédulo plano. Dado que - # {OA }, se tiene que
A A M
- Qu M #+ {O?‘@’AM}}‘;M la Proposicion 1.27, los A-médulos - @4 My Y
son isomorfos. Asi, —y # {OﬂM}. Por lo tanto, mM # M.
3=2 Sea N # {Oy} un A-mddulo. Tomemos x € N \ {Oy} y el morfismo

p:A — Ax

a - ax
A
de A-mddulos. Sea I = ker ¢. Dado que ¢ es sobre, los A-mddulos 7 y AXx son iso-

A ) )
morfos. Asi, 7 es isomorfo a un A-submoddulo de N. Con ello, existe una sucesion



(79)

2=1

(80)
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exacta de A-mddulos de la siguiente forma:
A
e\
- 7 -

Por otra parte, sea m € Max(A) tal que I € m. Asi, IM € mM C M. Existe un
morfismo

M M

— #{0um}

— >
IM mM ™
m+IM — m+mM

M
de A-moddulos sobre, como consecuencia, M * {0%} Por la Proposicion 1.27,

A
7 ®4 M + {0%®AM}. Dado que M es un A-médulo plano y la sucesion (79) es

exacta, la sucesion

A
O—>7®AM—>N®AM

. i A
de A-méddulos es exacta. Asi, N ®,4 M tiene un A-submodulo isomorfo a 7 Qs M,
por lo tanto, N ®4 M # {Oyg,m}-
Sea

f g
N/ - > N HN//

una sucesion de A-médulos. Supongamos que la siguiente sucesion de A-mddulos
€s exacta:

f®ldy geldy

Nes M

N @, M N" @4 M.
Veamos que
ker(g ® Idy;) = kerg ® M.
En efecto, tomemos la sucesion
i g
kerg —= N ——= N”

de A-mddulos exacta, donde i : kerg — N es la inclusiéon. Dado que M es un

A-médulo plano, la siguiente sucesion de A-mddulos es exacta:

i®ldy, g®ldy

Nea M

kerg @, M N" @4 M.



156

81)

B. MODULOS PLANOS Y HOMOMORFISMOS PLANOS

Asi, ker(g®1dy) = Im(i®1dy) = i@ Idy(kerg ®4 M) =kerg ®,4 M.
Observemos que

Im(f®Idy) =Im f® M.

En efecto, tomemos la sucesion

N’fN"N
Im f

N
de A-modulos exacta, donde 7 : N — —— es la proyeccion. Dado que M es un
im

A-moédulo plano, la siguiente sucesion de A-mddulos es exacta:

fold n®ld N
®ldy N ®A M ®ldy ®4 M.
Im f

N @ M

Como consecuencia, Im(f ® Idy,) = ker(m ® Id,,). Por la ecuacién (80), tomando

124

" Imf y § = m, se tiene que ker(r ® Idy) = ker 7 ®4 M. Con ello,

Im(f®Idy) =ker(r®1dy) =kernr®, M =1Im f ®4 M.

Ast, Im((g ®Idy) o (f®1Idy)) = Im(go f)®Idy =Im(go f)® M = Onrg,m. Por
nuestra hipétesis, resulta que Im(g o f) = {Oy~}, con ello, Im f C kerg.

Por ultimo, mostraremos que kerg C Im f. En efecto, sea n € N y supongamos
que n € ker g. Tomemos m € M, asf,

g®Idy(n®m) =gn)®m =0y @m = Oyrg,um.

Por consiguiente, n®m € ker(g®Idy,), con ello, n®@m € Im(f®1dy,) = Im f®,4 M.
Esto implica que n € Im f.
Por lo tanto, ker g = Im f'y asi, M es un A-mddulo fielmente plano. O

Corolario B.9. Sean (A, m), (B, n) anillos locales y ¢ : A — B un homomorfismo local de

anillos.

1. Dado un B-mdédulo finitamente generado no nulo M, se tiene que M es un A-

modulo plano si, y sélo si, M es un A-mddulo fielmente plano.

2. B es un A-modulo plano si, y sélo si, B es un A-mddulo fielmente plano.

DEMOSTRACION.
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1. Supongamos que M es un A-médulo fielmente plano. En particular, M es un A-
modulo plano.
Reciprocamente, supongamos que M es un A-moddulo plano. Por el lema de
Nakayama, nM < M. Dado que ¢ '() = m, se tiene que, p(m) C 7. Asf,
mM C nM c M. Por el Teorema B.8 (2=1), M es un A-mddulo fielmente plano.

2. Tomando M = B en el inciso 1, se tiene el resultado. O

Notacion 52. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos. Denotaremos por JN A al ideal
¢ 1(J) de A para todo ideal J de B.

Proposicion B.10. Sea ¢ : A — B un homomorfismo de anillos fielmente plano. La

siguiente aplicacion es sobre:
Y : Spec(B) — Spec(A)
P — ¢ (P).

DEemosTrACION. Sea p € Spec(A). Por la Proposiciéon B.7, B, es un A,-mdédulo plano.
Por el Corolario B.9, B, es un A,-modulo fielmente plano. Por el Teorema B.8, pB, # B,.
Existe m € max(B,) tal que pB, € m, con ello, pA, = pB, N A, € mNA,. Dado que
Max(A,) = {pA,}, se tiene que pA, = MmN A,. Sea P = mN B, asi

e '(P)=PNA=(MNB)NA=mNA=(MNA)NA=pA,NA=p.
Por lo tanto, ¢ es sobre. |

Corolario B.11. Sean (A, m), (B,n) anillos locales y ¢ : A — B un homomorfismo local

de anillos plano. La siguiente aplicacion es sobre:
Y : Spec(B) — Spec(A)
P — ¢ (P).

DemosTRACION. Por el Corolario B.9, B es un A-mdédulo fielmente plano. Por la

Proposicion B.10, la aplicacién i es sobre. O

La estructura de los homomorfismos planos revisada hasta ahora nos permite observar
que dichos homomorfismos satisfacen la condicién del descenso. Para ello, enunciamos lo

siguiente:
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Proposicion B.12. Sean A y B anillos. Si ¢ : A — B es un homomorfismo de anillos plano,

entonces ¢ satisface la condicion del descenso.

DEMOSTRACION. Sean p” y p € Spec(A) tales que p” C p. Sea q € Spec(B) tal que
p = ¢~ !(q). Por la Proposicién B.7, B, es un A,-médulo plano. Por el Corolario B.9, B, es

un A,-mdédulo fielmente plano por medio del homomorfismo

p:A, — B,
a o(a)
—_— H .
s @(s)

Por la Proposicion B.10, la siguiente aplicacion es sobre:
Y’ : Spec(B,) — Spec(A,)
P = 7P
Asi, existe ¢ € Spec(B,) tal que ! (E') = pA, CpA,.SeanS =A\pyS’ = B\q

Tomemos q' = i5, 7! (6’), dado que el diagrama

A
ig‘l
A, ——

12

12
E—

B
¢
S/

o

conmuta, se tiene que p’ = ¢~ !(q’). Supongamos que ¢’ no estd contenido en g, asi, ¢~ (q’)
no estd contenido en ¢~'(q), ésto es, p’ no estd contenido en p, lo que contradice nuestra
hipétesis. Como consecuencia, q° C q. Por lo tanto, ¢ satisface la condicion del descenso.

O



Apéndice C

Extensiones Enteras de Anillos

En este apéndice se trata otro ejemplo en el que se satisfacen las condiciones para
aplicar las proposiciones 4.4 y 4.5. Este es el caso de las extensiones enteras de anillos
locales Noetherianos. Comenzaremos dando las definiciones bésicas de dicho concepto.

1. Elementos Enteros sobre un Anillo

El fundamento de este apéndice estd dado por los elementos enteros de un anillo. A
continuaciodn, se describen dichos elementos y se da su caracterizacion.
Sea A un subanillo de un anillo B. Se quieren determinar ciertos subanillos de B que

contienen a A. Sea 8 € B, consideremos el conjunto

r= {iaiﬁieB

i=0

rez,, a,-eAparatodoie{1,...,r}}.

Tenemos que I' € B. Mads atin, I' es un subanillo de B tal que A C I'. En efecto, basta

probar que I" es un subanillo de B. Consideremos el homomorfismo de anillos siguiente:

f:Alx] - B
X = fp

1eA — A

Obsérvese que si P(x) € A[x], entonces f (P(x)) = P(8). Por la propiedad universal de los
polinomios en una variable con coeficientes en A, se tiene que f es un homomorfismo de
anillos y por lo tanto, Im f es un subanillo de B.

Veamos que Im f = I'. En efecto, por construccién de I', Im f C TI'. Reciprocamente,
tomemos y € I'. Existen r € Z, y a; € A paratodo i € {0,...,r} tales que y = Y\_, a;8'.
Sea Q(x) = Yl_,a;ix' € A[x], asi, ¥y = Q(B) = f(Q(x)) € Imf. Como consecuencia,
I' € Im f. Por lo tanto, I' = Im f.

159
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Notacion 53. Dados un subanillo A de un anillo By 8 € B, adoptaremos la expresion
A[B] = {P@) P(x) € Alx]}.

Definicion 54. Sean A un subanillo de un anillo By 8 € B. 3 es entero sobre A si existen
se€Nyay,...,as €A tales que

B+ap +.. . +a,_B+a, =0z
Es decir, existe un polinomio ménico en A[x] tal que S es una raiz de dicho polinomio.

Ejemplo C.1.

1. Paratodo a € A, a es entero sobre A, dado que P(a) = 04 con P(x) = x—a € A[x].
2. i € Ces entero sobre R, Q y Z, dado que P(i) = 0 con P(x) = x* + 1.

Definicion 55. Sea A un anillo. Un A-médulo M es fiel si Anng(M) = {0,4}.

El siguiente enunciado nos presenta una caracterizacion de elementos enteros sobre un

subanillo de un anillo dado.

Teorema C.2. Sean A un subanillo de un anillo By 8 € B. Los siguientes enunciados son

equivalentes:

1. B es entero sobre A.
2. A|B] es un A-mddulo finitamente generado.
3. Existe un subanillo C de B tal que
i1A[B]lcC,y
i1 C es un A-mddulo finitamente generado.
4. Existe un A-submodulo M de B tal que
1M C M.
i1 M es un A-médulo finitamente generado.
iii M es un A [B]-mddulo fiel.
5. Existe un A [B]-mddulo fiel N tal que N es un A-mddulo finitamente generado.

DEMOSTRACION.

1=2 Dado que S es entero sobre A, existen u € Ny ay, ..., @, € A tales que
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0 = B +af '+ +... +au,
ﬁu — _ a’lﬁu_l _ a,lﬁu—2 - —a,
€ AR +AB T+ .. + Al

Mostraremos que A [] = (1,,/3%, ...,8“ 'Y4. En efecto, tenemos que

<13’ﬁ’ﬁ2’ ce ’ﬁu_l>A - <(ﬁn)neZ+>A =A [18] .

Reciprocamente, veamos que A [B3] C (1,8, B2, ..., . Basta probar que
B e (1gB,5, ..., para todo j € Z,. En efecto, por induccién sobre j,

se tiene lo siguiente:

B =1z € 1p,B,8% ..., 4. Sea j € Nysupongamos que 8/ € (15,8,5%,....8 Vs

paratodo [ € {0, ..., j — 1}. Falta mostrar que 8/ € {15,8,5,...,8“ 4.
Si j < u, entonces por la ecuacién (82), B/ € (15,6, ..., Y. Siu < j,

entonces
B = —apf - —ay,
ﬁuﬁj—u — _Q'lﬁu_lﬁj_u - = auﬁj—u,
. i1 .
B = —aqpf - —ap"

Comoﬁj_l’ t "ﬁj_u € <13’ﬁ’ﬂ29 s 7ﬁu_1>Aa tenemos queﬁj € <1Baﬁaﬁ29 N 9ﬁu_1>A’
conello, A[] € (15,5,5%, ... ))a.

Por lo tanto, A [8] es un A-mdédulo finitamente generado por 1, 3, ,82, e ,8“‘1.

2=3 Sea C = A|[B]. Tenemos que A [B] es un subanillo de B, A[] € C y C es un

A-médulo finitamente generado.

3=4 Sea C = M. Dado que A [8] C M, se tiene que BM C My 1, = 13 € M, con ello,

M es un subanillo de B. Més atin, M es un A-mdédulo finitamente generado, s6lo
falta mostrar que M es un A [$]-mddulo fiel.

Tomemos A € A [B] tal que A € Anny (g (M). Asi, 115 = 0p, como consecuencia,
A =0 = OA[/;]. De forma que Ann, 5 (M) = {OA[B]} y por lo tanto, M es un
A [B]-mddulo fiel.

4=5 Sea N = M. Por la condicién iii, N es un A [8]-médulo fiel y por la condicién ii,

N es un A-mddulo finitamente generado.
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5=1 Existen/ € Nyny, ...,n € N talesque N = An; + ... + An;. Como N es un
A [B]-médulo, Bn; € N paratodo i € {1,...,1}. Existe ;5 € Aconi, je{l,...,]}

tal que
Bnl = /1(1’1)1’11 + /1(1’2)1’12 +...+ /l(l,l)l’l[,
ﬁl’lz = /1(2’1)1’11 + /1(2’2)1’12 +...+ /1(2,1)1’11,
ﬁl’ll = /1(1’1)711 + /1(1,2)1’[2 +...+ /l(l,l)l/ll,
Asi
ON = (/1(1’1) —ﬁ)l’ll + /1(1’2)1’12 + /1(1’3)1’13 +...+ /1(1,1)1’11,
Oy = Adopnr  +(Aeo) — B + Adpazyns + ... + dapny,
ON = /1(171)111 + /1(12)?12 + /1(13)?13 +...+ (/l(l,l) —ﬁ)nl.

Consideremos la matriz E en M (A [S]) dada por

(/1(1,1) —ﬁ) /1(1,2) cee /1(1,1)
Aan (Ao =B - A
E = . . , .
A A2 N )]
Tenemos que

n ON
E ny _ ON
n; ON

Consideremos a la matriz adjunta E’ de la matriz E. Como E’E = det(E) Id;, donde
Id, es la matriz identidad en M5, (A [B]), se tiene que
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np n ON ON

n n 0 0
detB)id,| - |=rE| P |=E| Y |=| "

n; nj Oy On

Con ello,
det(E)m = ON
det(E)n, = Oy

det(E)n; = Oy.

Como consecuencia, det(E) € Ann A[B] (N). Dado que N es un A [B]-médulo fiel,
det(E) = OA[ﬁ] = 0p. Asi, existen yy, y2, ..., y; € A tales que

det(E) =B + v + ... +y_18+ .

De esta forma, 3 es una raiz del polinomio P(x) = x/+y,x'"'+.. . +y,_ 1 x+y, € A[x]
y por lo tanto, S es un elemento entero sobre A. O

2. Extension Entera de un Anillo

Esta seccion trata el concepto central de este apéndice. Se determinan ciertas carac-

teristicas de interés para aplicar conceptos de dimension.

Notacion 56. Sea A un subanillo de un anillo B. El conjunto de los elementos de B que

son enteros sobre A se denota por Ep)4.

Lema C.3. Sean E un subanillo de un anillo F y M un F-mddulo. Si M es un F-modulo
finitamente generado y F es un E-modulo finitamente generado, entonces M es un E-

modulo finitamente generado.

DemosTRACION. Existenk, € N, my, ..., my e My fi, ..., f; € F tales que

M = Fm+...+ Fm

F = Efi+...+Ef.



164 C. EXTENSIONES ENTERAS DE ANILLOS

Seanme MyA,, ..., & € Ftalesquem = Aym; +...+ 4. Dado i € {1,...,k}, existen
e -- - €eq € Etalesque A4; = ey fi + ...+ equnfi- Asi,
ko1 ko1
m = Z Z (eq.nf;)m: = Z ei.p (fimi)
i=1 j=1 i=1 j=1
Dado que f;m; € M para cualesquierai € {1,...,k}y j € {1,...,[}, se tiene que M es un
E-médulo finitamente generado. O

Proposicion C.4. Sea A un subanillo de un anillo B. Se tiene que Eg5 es un subanillo de

B que contiene a A.

DEMOSTRACION. Se mostrard lo siguiente:

1. Ep4 es un subgrupo de B bajo la estructura aditiva.
2. afp € Epjs para cualesquieraa 'y B € Epja.
3. 1z € EB/A-

Sean @ y 8 € Ep/4. Obsérvese que

Ala-p] < Ale,p] = Ala]lB] y
Alap] < Ala,p] = Ala][B].

Por la condicién 3 del Teorema C.2, para probar los incisos 1 y 2, basta mostrar que
Ala][B] es un A-médulo finitamente generado. En efecto, dado que « es entero sobre A, se
tiene que A[a] es un A-mddulo finitamente generado. Como S es un elemento entero sobre
A, tenemos que S es un elemento entero sobre A[«], con ello, A[a][5] es un A[a]-mddulo
finitamente generado. Por el Lema C.3, A[a][8] es un A-mddulo finitamente generado.

Finalmente, por el inciso 1 del Ejemplo C.1, se tiene que 15 = 14 € Eg/4 y asi, se prueba

el inciso 3. Por lo tanto, Eg/4 es un subanillo de B que contiene a A. O

Definicion 57. Sea A un subanillo de un anillo B.

= B es una extension entera de A si B = Ep4.

= A es enteramente cerrado en B si A = Ep4.

A continuacion, se da la definicion de extensiones enteras de anillos para el caso mas
general en que no se tiene una contencién de anillos en el sentido estricto, sino una in-

clusién por medio de un homomorfismo.
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Definicion 58. Sean A y B anillos. B es una extension entera de A si existe un homomor-

fismo ¢ : A — B de anillos inyectivo tal que B es una extension entera de ¢(A).

Notacion 59. Sea B una extension entera de un anillo A. Dados @ € A 'y 8 € B, tomare-

mos la expresién @ = ¢(a)B. En particular, denotamos simplemente por « al elemento
e(a)(1p).
Proposicion C.5. Sea B una extension entera de un anillo A.

1. SiJesunidealde Be I = JNA (ver la Notacion 52), entonces ? es una extension

A
entera del anillo 7

2. Si S es un subconjunto multiplicativo de A, entonces S™ B es una extension entera
del anillo S™" A.

DEMoOSTRACION. Supongamos que ¢ : A — B es el homomorfismo de anillos que hace

de B una extension entera de A. Dado 8 € B, existenn € Ny ay, ..., a, € A tales que
(83) B +af ™ +aB T+ .. +a, =0z
1. Dado que ¢(I) C J, tenemos el siguiente homomorfismo de anillos:
_ A B
= > =
YT 7

a+l - ¢+ J
Veamos que ¢ es inyectivo. En efecto, sea @ € A. Supongamos que a + I € ker o,
éstoes, p(a + 1) = Og. Es decir, p(a) + J = Og, o bien, ¢(a) € J. Ello equivale a

que @ € I = JN A. Por lo tanto, kerp = {I} = {O%\}.
Ahora, sea 8 € B. Por la expresion (83),

B +af ™ +ap T+

+
8
+
<~
Il
~

(,8”+J)+(a1ﬁ”‘1+J)+(a2 ”‘2+J)+...+(an+J) = 0s,

(,8" + J) + (gp(al) + J)(,B"‘l + J) + (go(az) + J)(,B"‘2 + J) o+ (gp(an) + J) = 0s,
(,8” + J) + @(al + I)(ﬁ”‘1 + J) + 9_0(a2 + I)(,B”‘2 + J) .o+ gZ(an + I) = 0Oz,

(,8" + J) + (a1 + I)(,B"‘1 + J) + (a2 + I)(,B"‘2 + J) +...+ (a,, + I) = 0s,

(,8+J)n +(a1 +I)(,8+J)n_1 +(a2 +I)(,8+J)n_2 +...+(a,, +I) = 09-
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A B )
Asi, 8 + J es un elemento entero sobre T Por lo tanto, 7 €s una extension entera

A
de 7
2.Sean f € Byt € §’, veamos que existen n € N, aq; € Ay t; € § para todo
i €{l,...,n}tales que
n a n—1 a n-2 a
(84) (’g)+—1x(’§) +—2x(§) +... 4| =] =051 p.
1 h t 1) t Iy
Tomando la expresion (83),
B +ap ' +af+.. . +a, _ Op
" m’
n a n—1 a n—2 a
’8—+ b + e +...+— = 0g1p
tl’l ti’l tn tl’l
B a B a B ay
t_"+7xt"—1+t_2 t"—2+"'+t_" = Og1p,
n a n—1 a n-2 a
(§)+—1x(§) +—2><(’§) +...+— = Ogiz,
t t t oo\t "

que es una ecuaciéon como en la expresion (84). Asi, n es un elemento entero sobre

S A. Por lo tanto, S™' B es una extensién entera de S! A. O

3. Extensiones Enteras, Ideales Primos y Teorema del Ascenso

Aqui se muestra la forma en que las extensiones enteras satisfacen la Condicion del

Ascenso, de manera que se pueden observar algunas propiedades de dimension para ellas.

Proposicion C.6. Sean A y B dominios enteros tales que B es una extension entera de A.

B es un campo si, y solo si, A es un campo.

DEMosTRACION. Supongamos que B es un campo. Dado @ € A \ {04}, tenemos que
a € B\ {0p}. Asi, @ € B tiene inverso multiplicativo § € B. Como B es una extension
entera de A, existenn e Nyay, ..., a, € A tales que

Og=B"+a B +aB"* +... +a,.
Multiplicando por 8™ = o"~! € B,

Op=B+a+ama+...+a,a"",
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consecuentemente,
B = —a;—aa—...—a,a"' €B,
-1 - =1\ ¢ A
o B = ¢ |- —ma-...—ax €A,
= —a—ma—...—a,a"" €A.

Dado que ¢ es inyectivo, consideremos ¢! (8) € A, con ello, ¢ (a/go‘l (ﬁ)) =af = 1p. Asi,
@' (B) = 14, de esta forma, ¢~'(8) = @~ € A. Por lo tanto, A es un campo.
Reciprocamente, supongamos que A es un campo. Sea § € B\ {0z} y tomemos n € N

minimo tal que existen a;, ...,a, €Ay
B +af ™ +af T + . +a, =0p.
Asi,
BB +af T+ aB T+ .+ au) +a, =0p,
Supongamos que a, = 04. Como B es un dominio entero y 8 # 0p, tenemos que
B ' +af T +aB T + . +a, =0p,
lo que contradice nuestra hipétesis sobre n. Con ello, a, # Op y asf,
BB +af A T+ .+ ay) = —a, € UA) C U(B).
Como consecuencia, 8 € U(B) y por lo tanto, B es un campo. O

Corolario C.7. Sean B una extension entera de un anillo A, q € Spec(B) y p = gN A. Se
tiene que q € Max(B) si, y solo si, p € Max(A).

A
DEMOSTRACION. Sean q € Spec(B) y p = qN A. Asi, — y — son dominios enteros, y
Y

. . B . A I
por el inciso 1 de la Proposicién C.5, — es una extension entera de —. Por la Proposicion
q Y

B ,

C.6, — es un campo si, y solo si, — es un campo. Esto es, ¢ € max(B) si, y solo si,
q p

p € Max(A). m|

Proposicion C.8. Sea B una extension entera de un anillo A por medio de un homomor-
fismo ¢, sean p € Spec(A), S = A\ pyS’ = ¢(S). Los ST A-médulos B, =S'ByS’ ~'B

son isomorfos.
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DemosTrRACION. Dado que ¢ es inyectiva, tenemos que O ¢ S’. Por la Proposicion

1.29, se tiene el resultado. O

Proposicion C.9. Sean B una extension entera de un anillo A 'y p € Spec(A). Existe
q € Spec(B) tal que p = qN A.

DemosTRACION. Tomemos S = A \ p. Por el inciso 2 de la Proposicion C.5, B, es una

extension entera de A, por medio del homomorfismo

p:A, = B,
a  ea
t t

de anillos. Es claro que el siguiente diagrama es conmutativo:

(85)

HB

A

A
(I—ls
A, —= B,

12

Sean 7 € max(B,) y m = ¢ ~1(17) = nN A,. Por el Corolario C.7, m € max(A,) = {p,}. Asi,
m = p,, COMO consecuencia, o~ '(m) = p.
Por otra parte, sea q = 5~1(17), asi, q € Spec(B). Como el diagrama (85) es conmutativo,

anA=¢ @ =¢" (87 ) =" (') =a' M =p. O

Corolario C.10. Sea B una extension entera de un anillo A. La siguiente aplicacion es

sobre:
Y : Spec(B) — Spec(A)
qa — qnNaA.
DemosTtrAcION. El resultado se tiene de la Proposicidon C.9. m|

El siguiente teorema nos garantiza que las extensiones enteras es uno de los casos en

los que podemos aplicar las propiedades de dimension y altura que son de nuestro interés.
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Teorema C.11. [Teorema del Ascenso] Sean B una extension entera de un anillo A,

m,ne Z,conm<ny
(86) POSPIS ... C Py
Gb<qg < ... Cq,

sucesiones de ideales primos de A y B respectivamente tales que p; = q; N A para todo

i €{0,...,m}. Se tiene que existen 1, ..., G, € Spec(B) tales que
(87) G0Caq ... Cay
es una sucesion de ideales primos de By p; = q; N A para todo i € {0, ...,n}. Mds atin, si

la sucesion (86) es una cadena prima de A, entonces la sucesion (87) es una cadena prima
de B.

DEeMosTRACION. Por induccion sobre kK = n — m. Si k = 1, entonces las sucesiones (86)
son las siguientes:

PoSP S ... S Pmrs
GO<Cqgq< ... Can
= - Pl o B o . =
Sean A = —, p,yy = y B = —. Por el inciso 1 de la Proposicion C.5, B es
pm m qm

una extensién entera del anillo A. Por la Proposicién C.9, existe q,,; € Spec (E) tal
que i1 = et NA. Sea g0 € Spec(B) tal que T, = el Asf, Gm € Gm+1- Dado
©(Pm) C g, podemos considerar el siguiente diagrama conmutangivo:

12

Tt Tam

Sl

| <— >
o <~— ™

a+ Py — (@) + qp.
Tenemos que 41 NA =7, (9,41) N A = 71} (6m+1 N Z) =71, (Pue1) = Pms1, con ello,

Go € a1 €...C 0 S Gt
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es una sucesion de ideales primos de B tales que p; = g; N A paratodoi € {0,...,m + 1}.
Ahora, supongamos que para cualesquiera n’, m’ € Z, conn’ —m’ = k € N, se tiene lo
siguiente: Si

POEPMC ... TSPy ¥y

GEGqC ... Caw

son sucesiones de ideales primos de A y B respectivamente tales que p; = g; N A para todo

i €{l,...,m}, entonces existen q,/1, - .., 4,y € Spec(B) tales que

GCqgc...Cqy

es una sucesion de ideales primos de B tales que p; = q; N A para todo i € {0,...,n"}.
Sean
(83) PCEPC ... TP ¥

GB<Caqg < ... Cqu

sucesiones de ideales primos de A y B respectivamente conn—m =k+1yp;, =g NA

paratodoi € {1,...,m}. Asi, (n — 1) — m = k. Si consideramos las sucesiones
POEPE .. CEPp1 Y
Gb<aq <€ ... Cqau

de ideales primos de A y B respectivamente, entonces por la hip6tesis de induccion, existen

Om+ls - - - Gno1 € Spec(B) tales que
(89) Go S a1 &...C ap-1
es una sucesion de ideales primos de By p; = q; N A paratodo i € {0,...,n — 1}. Ahora,

consideremos las sucesiones (88) y (89) de ideales primos de A y B respectivamente,

procediendo como en el caso k = 1, existe q, € Spec(B) tal que

Gb<q <€ ... Cq,

es una sucesion de ideales primos de By p; = ;N A paratodo i € {0, ..., n}.

Por ultimo, supongamos que la sucesién (86) es una cadena prima de B. Tomemos
Jj€ {0,...,n—1}tal que q; = qji1, asi, p; = q;NA = qj51 NA = pPj41, lo que con-
tradice nuestra suposicion sobre la sucesion (86). Por lo tanto, si la sucesion (86) es una
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cadena de ideales primos de A, entonces la sucesion (87) es una cadena de ideales primos
de B. O

Corolario C.12. Si B es una extension entera de un anillo A por medio de un homomor-

fismo ¢, entonces ¢ satisface la condicion del ascenso.

DEemosTrACION. El resultado se tiene por el Teorema C.11, cuandom =1yn=2. O
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