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Resumen

Se realizo el estudio de las fuerzas de arrastre y sustentaciéon sobre cuatro
geometrias distintas: cilindro, elipse, alas de Joukowski simétricas y alas de
Joukowski no simétricas, las ecuaciones se resolvieron numéricamente usando
el método de Boltzmann en redes. El primer paso fue realizar la validacion
de este método comparandolo con los resultados conocidos que se han encon-
trado en la literatura. Actualmente se tiene muy bien estudiados los caso del
cilindro y las elipses en el rango de valores del numero de Reynolds que estu-
diamos, sin embargo los demés casos son mas escasos. Finalmente se analiz6
cualitativa y cuantitativamente cual de estas figuras genera un menor arrastre
con un programa que ha sido validado y es flexible para estudios posteriores.






Introduccion

La motivacién de este estudio se debe a la preocupaciéon de primera
necesidad de encontrar el objeto geométrico que genera menor arrastre dadas
similares dimensiones de un objeto, ya que como se explicara en este trabajo
el arrastre es una fuerza que se opone al movimiento que se traduce en inver-
si6n de energia, lo que representa siempre un costo indeseado. La reduccion
de arrastre es una de las tareas mas importantes en muchas industrias, como
podrian ser el disefio de aeronaves o de submarinos. El arrastre que genera el
flujo del viento sobre una aeronave impacta directamente en el consumo de
combustible (turbosina), y a su vez este representa un 22 % del costo total
de operacion en la industria aeronautica [1]. Pero en los tltimos anos este
costo se ha incrementado hasta en un 40 %. Estudios anteriores [1] han de-
mostrado que la reduccién en el arrastre ahorra hasta un 1.5% el consumo
de turbosina. Lo cual cobra relevancia al tomar en consideracién que el costo
del combustible para la industria representa un monto aproximado de $250
millones de dolares. Para el caso de los submarinos no se tienen los datos pre-
cisos debido a la hermeticidad de la industria en ese aspecto, pero se puede
conjeturar que al disminuir el arrastre en alguna proporcién se disminuye el
consumo de energético para manejar el submarino.

Debido a que el mayor nimero de Reynolds en nuestro andlisis es de un
orden entre Re=20 a Re=800, tiene mucho sentido para nosotros hablar mas
de submarinos o de dirigibles que de aeronaves, que son mayores a Re—10°
[2], mientras que los dirigibles por su diametro y velocidad si caen dentro del
rango que manejamos en el modelo [3].

FEn el primer capitulo de este trabajo se hace una descripciéon teédrica del
problema que se aborda, asi como el planteamiento de las ecuaciones, sus
condiciones de frontera y su version sin dimensiones, se d4 la definicion de
arrastre, sustentacién y se presentan algunos resultados previos en la mate-
ria. En el segundo capitulo se d4 una presentaciéon breve de la teorfa de la
ecuacién de Boltzmann en redes y su algoritmo. Se describe la mejora al al-
goritmo half way bounce-back . En el capitulo 3, se da la validacién del codigo
usando variaciones del algoritmo en las condiciones de frontera, también se
presentan los resultados de arrastre alrededor de elipses y los ajustes de los re-
sultados computacionales con las curvas empiricas. Por tltimo en el capitulo



4 INDICE DE TABLAS

4 se muestran los diagramas del punto de transicién entre el estado esta-
cionario y el no estacionario de la diferentes geometrias analizadas: circulos,
elipses, alas de Joukowsky simétricas y no simétricas. También se muestran
las curvas de arrastre vs. Reynolds de las alas variando sus pardmetros y por
altimo un comparativo del arrastre entre las diferentes geometrias con un
mismo pardmetro en comun llamado razén de aspecto.



Capitulo 1

Ecuaciones de un fluido viscoso

En este capitulo nos proponemos discutir el planteamiento fisico y matemé-
tico de las ecuaciones que describen el flujo alrededor de un cuerpo. En par-
ticular nos interesa estudiar el arrastre sobre diferentes geometrias; cilindros,
elipses y alas de Joukowski, para lo cual discutiremos los conceptos funda-
mentales usados para su estudio.

El problema consiste en estudiar el flujo alrededor de un cuerpo con difer-
entes geometrias como se muestra en la figura 1.1. El fluido es newtoniano
de densidad p, viscosidad cinematica v y velocidad U lejos del cuerpo. Sobre
este nos interesa principalmente medir la fuerza en x, es decir el arrastre,
que analizaremos a través de su pardmetro adimensional relacionado Cp,
también estudiaremos el valor pronosticado para la fuerza en y analizandolo
con su respectivo parametro adimensional C7.

f

Figura 1.1: Cuerpo fijo al sistema de coordenadas inmerso en un fluido new-
toniano que tiene una velocidad U uniforme lejos del objeto.

1.1. Leyes de conservaciéon

La descripciéon matematica del estado de un fluido mévil queda determi-
nada si podemos obtener las tres componentes de velocidad u = u(z, y, 2, t)

5



6 CAPITULO 1. Ecuaciones de un fluido viscoso

y dos magnitudes termodinamicas que pertenezcan al fluido, por ejemplo,
la presion p y la densidad p. Para el estudio del flujo alrededor de cuerpos
bidimensionales con flujo incompresible y homogeneo i.e. p = cte., se parte
de las ecuaciones de Navier-Stokes [4] que provienen de los principios de
conservaciéon de masa y momento dados por:

ap B
a—l—v-(pu) =0, (1.1)
p [(?; + (u- V)u] = —Vp+nViu, (1.2)

donde la constantes 1 se denomina coeficiente de viscosidad dinamica.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son matemadticamente un conjunto de
tres ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, elipticas [5]. Las
condiciones de frontera son de no deslizamiento sobre la superficie del cuerpo
es decir:

u=0. (1.3)

y lejos del cuerpo en la frontera:
u = (U,0). (1.4)

cuando r— > oo i.e. r lejos de la superficie del cuerpo. El fluido que conside-
ramos es newtoniano e isotérmico, es decir no hay intercambio térmico entre
las diferentes partes del fluido y los cuerpos que lo rodean, por lo que no hay
gradiente de temperatura externo y la ecuacién de energia es ' = cte escalar
pasivo, donde E se refiere a la energia total del sistema i.e. la suma de la
energia cinética mas la energia interna del sistema. Puesto que ya establec-
imos que la densidad es constante y que la temperatura es una cantidad
conservada, a travéz de la ecuacion de estado de los gases ideales el sistema
de ecuaciones, queda bien determinado.

1.2. Ecuaciones con parametros adimensionales

En esta secciéon adimensionalizaremos las variables dependientes e inde-
pendientes, definimos v = 1/p como la viscosidad cinematica y etiquetamos
a las variables con dimensiones con un asterisco y las adimensionales sin
asterisco con lo que:

u* =Uu,
x; = dx;,
t*zit

U )
._vUp
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donde U como ya habifamos definido es la velocidad caracteristica de un
fluido, en este caso la velocidad de corriente libre (Ver figura (1.1)) y d es
una longitud caracteristica del cuerpo. Asi, el inico pardmetro independiente
es el nimero de Reynolds, dado por,

d
Re = U—, (1.5)

v

Incluyendo las hipoétesis dadas arriba, sustituyendo las variables adimen-
sionales y la definicién de Re, las ecuaciones fundamentales de un fluido
viscoso incompresible, quedan de la siguiente forma:

Re [%‘; + (u- V)u] = —Vp+ V?u. (1.6)

V-u=0, (1.7)
Con las condiciones de frontera:
u=020, (1.8)

en la superficie del objeto y U,=1 lejos del objeto.

1.3. Arrastre

El vector de fuerza de superficie puede ser relacionado con el tensor de
estres 0;; como sigue: Para una superfice orientada arbitrariamente cuya
normal unitaria 7 tiene componentes, ni, ng, ng, la fuerza esta dada por
Pj = 0jn; lo que lleva a definir la fuerza hidrodinamica como [6]:

ﬁ:/o.ﬁds, (1.9)

Donde el tensor de estres toma la forma [6]:

ou;  Ou;
0ij = —pdij + <ax]~ + 83;) : (1.10)

Se define al arrastre, como la fuerza generada sobre un cuerpo que se desplaza
a través de un fluido, en la misma direcciéon a la velocidad de la corriente
incidente, es decir paralela al eje de las x o Fj. Por lo que queda definida
como:

F,=F-i, (1.11)

Dado que es una practica comun expresar la fuerza ejercida sobre los cuerpos
en movimiento se divide F entre la fuerza %pU2 v la longitud caracteristica
del cuerpo d el coeficiente de arrastre queda [6]:

Fy

Cp=-—2_, 1.12
P Iou2d (1.12)
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donde U es la velocidad de la corriente libre en la direccién x (Ver figura
1.1), p la densidad del flujo.

1.4. Sustentacion

Se define a la sustentacion Fy como la fuerza generada sobre un cuerpo
que se desplaza a través de un fluido en direccién perpendicular a la velocidad
de la corriente incidente, es decir paralela al eje y. Es decir:

Fy=F-j. (1.13)

La circulacion esta definida como:
I‘—?éu-dl, (1.14)

donde u representa el vector velocidad y dl el elemento de contorno del objeto
sobre el que pasa el fluido. La vorticidad de un elemento de fluido se define
como el rotacional del vector velocidad

w=Vxu (1.15)

La vorticidad contenida en un elemento de fluido es relacionada con la circu-
lacién alrededor del elemento, aplicando el teorema de Stokes a la definicién
de la circulacion con lo que se obtiene [5]:

F:/w-ndA. (1.16)
A

Este ecuacion muestra que para un contorno cerrado que encierra un area A,
si w = 0 entonces I' = 0 y viceversa [5|. Existe una fuerza de sustentacion
sobre un cuerpo cuando existe circulacion alrededor de el [5]. En flujos po-
tenciales esta fuerza de sustentacién esta dada por

F, = pUT, (1.17)

con p la densidad del fluido, U la velocidad de corriente libre y T" la cir-
culacién, la cual es conocida como la ley de Kutta-Joukowsky, la cual nos
indica que solo hay fuerza de sustentacién sobre un cuerpo si exite circu-
lacion alrededor de este [5] y no depende de la forma del objeto. Tomamos
este resultado solo como referencia inicial, dado que el flujo en este trabajo es
viscoso, ya que si tomamos en cuenta la viscocidad el comportamiento cam-
bia segin el nimero de Reynolds que se este considerando. Para ntimeros de
Re << 1 el proceso dominante en el flujo es la difucién de la vorticidad lejos
del cuerpo [6]. El fluido en inmediato contacto con el cuerpo es arrastrado a
la misma velocidad de este lo que lleva a a la generacién de vorticidad alrede-
dor del cuerpo y por lo dicho arriba a la generacién de fuerza de sustentacion.
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Exiten estudios detallados acerca del tema (Norberg 2000) pero no entran
en los propositos de este trabajo, por lo que aqui solo se mencionaran de
brevemente de manera cualitativa. Cuando las aproximaciones de Stokes y
Oseen son aplicables, se observa que el fluido tiene simetria de punta a cola
cerca de un cuerpo simétrico pero se observan asimetrias lejos de este. Para
valores grande de Re la asimetria es mas pronunciada. Experimentalmente
se observa que para R=0.25 la asimetria alrededor de un flujo es dificilmente
dicernible, es mas evidente entre R = 3.64 y Re = 9.10, donde hay una
region de una ligera circulacién inmediatemente despues del cilindro. Se ob-
serva tambien que mientras Re se incrementa esta region de recirculacion se
hace mas grande y el patron de movimiento se intensifica [6].

Sustentacion de un ala de Joukowski simétrica. Los siguientes resultados
fueron deducido para un flujo ideal y potencial y fueron tomados de [5]
para la obtencién de las ecuaciones analiticas que describen la geometria del
ala y su coeficiente de sustentacién Cp. Se describrird brevemente cémo se
obtienen estas ecuaciones, para ver una deduccién mas detallada consultese
[5].

Sea el plano complejo al que lamaremos plano z cuyas coordenas = v y
son mapeadas en el plano real al que llamaremos plano ¢ cuyas coordenadas
son & y n por medio de la transformaciéon

¢=f(») (1.18)

donde f es una funcién analitica. Esta transformacién es llamada conforme
si preserva dngulos. Una de las transformaciones conformes mas importantes
en el estudio de la mecanica de fluidos es la transformaciéon de Joukowski.
Por medio de esta transformacion y soluciones a flujos basicos, es posible
obtener soluciones para flujo alrededor de elipses y una familia de alas. La
transformaciéon de Joukowski estd dada por:
2
r=C+ L (1.19)
¢
donde la constante 2 es tomada usualmente como real. Una familia de alas
puede ser obtenida en el plano z considerando la transformacién de Joukows-
ki en conjunto con una serie de circulos en el plano { cuyos centros estan
desplazados ligeramente del origen. Estas alas son conocidas como familia de
alas de Joukowski. El ala de Joukowski simétrica esta dada por la ecuacion:

2
Y~ 10385 (1 . 23) 1 (25) , (1.20)
t l l
con una geometria como la de la figura 1.2 con los parametros, [ y t!, que

indican su largo y ancho respectivamente. El coeficiente de sustentacion esta

INo se debe confundir este parametro ¢ con la variable de tiempo t. Se preserva esta
notacién para ser congruente con la notacién de la bibliografia en este tema.
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[ i

\

Figura 1.2: Ala no simétrica.

dado por

Cr=2m (1 + O.77§> sin o, (1.21)

con adngulo de ataque « [5]. Se puede observar que si tal angulo « es cero Cf,
se anula también.

Figura 1.3: Ala no simétrica.

Sustentacion de una ala de Joukowski no simétrica. El ala de Joukowski
no simétrica, esta caracterizada por tres pardmetros, [ el largo del ala, medida
de la punta de la cola a la punta del frente, ¢ que se refiere al ancho maximo
del ala, y h que mide la curvatura del ala, como se ve en la figura 1.3. El ala
de Joukowski simétrica estd dada por la ecuacién:

12 12 12 x 22\ ?
— S (1 S ) —e2 e D orossse(1-28) 1 () e
Y \/4 ( * 16h2> ST ( z) < z ) (1.22)

El coeficiente de sustentacion para el ala de Joukowski no simétrica es [5]:

t 2h
CL =2r (1 + 0'77z> sin (a + l) , (1.23)

en este caso, aunque « sea cero, Cr, no se anula, tal fenémeno sera estudiado
posteriormente. En este analisis computacional se calculé el arrastre con la
definicion (1.12).
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1.5. Antecedentes

Existen dos resultados previos, el primero teérico y el segundo empirico
acerca de coeficiente de arrastre y sustentacion y se describen a continuacion:
Arrastre alrededor de un circulo. Un resultado tedrico previo dice que [6]:

_ 8-m
" Re-log(28/Re)’

Cp (1.24)

pero solo para Re << 1 lo cual no serd posible constatar durante la val-
idacién, pues se usaron Re moderados. Por este motivo para comparar se
usan otros articulos como: [7] y [8], con simulaciones numéricas que a su vez
estdn comparados con resultados experimentales en regimenes de Re mas

altos que uno.
Arrastre alrededor de una elipse. En este caso el arrastre esta dado por [9]:

Cp =2 % 0.0075 x (1+c/t) + 1.1(t/c), (1.25)

Los parametros que caracterizan a la elipse son t y ¢?, que representan el
ancho y el largo de la elipse respectivamente o también conocidos como eje
menor y eje mayor de la misma. Las ecuaciones que se dan a continuacién

Coafl Drag Ve Rea al constant AR

e
i

— AR=DO1
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Figura 1.4: Grafica Cd vs. Re

han sido desarrolladas empiricamente y la curva esta dada por la funcion [9]:
Cp = 2Cf1am(1 + ¢/t) + 1.1(¢/c), (1.26)

Donde Cfgpm = 0.0075 [9] y que como veremos en nuestros experimentos
computacionales aun para Re=200 sigue siendo valida. En el mismo trabajo
[9], se menciona que la razon ¢/t optima (i.e. donde Cp es minimo) esta
alrededor de 9. Se puede observar que 1.26 no muestra una dependencia
directa del Re pero en en [9] se menciona que el rango de validez de esta

2 Al igual que en la nota anterior, se hacer énfasis en no confundir ¢ y ¢ con las variables
de tiempo y velocidad de la luz. Estas no son cambiadas para mantener la sincronia con
trabajos en el campo de flujos alrededor de elipse y alas.
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ecuacion es para un intervalo de Re de 1 a 4000. En [10] se muestra la
dependencia de Cd respecto al Re de manera numérica en la grafica 1.4
tomada de [10]. En el caso de las alas con configuraciones mas generales no
se hall6 ninguna formula empirica con que hacer la comparacion.



Capitulo 2

Teoria de la ecuacion de
Boltzmann en redes

El objetivo de este capitulo es hacer una descripciéon general la teorfa
de la ecuacién de Boltzmann, asi como una breve descripcién del método
numérico que utilizamos, el cual es llamado método de Boltzmann en redes
[11, 12, 13].

2.1. Funcién de distribucién: hipdtesis previas

El sistema bajo consideracion es un gas diluido de N moléculas en-
cerradas en una caja de volumen V. La temperatura es suficientemente alta
v la densidad suficientemente baja para que la particula pueda ser consider-
ada como clasica, con una bien definida posicién y velocidad. Ademas, dos
moléculas pueden ser consideradas distinguibles una de la otra i.e. sigue la
estadistica de Maxwell-Boltzman. Las moléculas interactian con las otras a
través de colisiones elasticas cuya naturaleza es especificada a través de una
seccién transversal de dispersiéon dada y solamente el caso de un sistema de
un tipo de molécula serd considerado. Una importante simplificacién del pro-
blema es hecha ignorando la estructura atémica de las paredes contenedoras
del gas bajo consideracién. Esto es, la fisica de las paredes contenedoras es
reemplazada por superficies idealizadas que actian sobre las moléculas que
inciden de una manera sencilla, es decir se reflejan elasticamente. No es de
interés describir el movimiento de cada particula en detalle, si no de conocer
la funcién de distribuciéon

f(r,v,t)drd>v, (2.1)

que representa la probabilidad de encontrar a una particula, al tiempo t,
dentro de un elemento de volumen d°r alrededor de r y dentro de un el-
emento diferencial del espacio de velocidades d>v alrededor de v, donde

13
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r v v son vectores tridimensionales que representan posicién y velocidad.
Para hacer la definiciéon de f(r,v,t)d’rd®>v més precisa, consideremos el es-

v
A

davl 0

<>

dar

Figura 2.1: Espacio de 6 dimensiones de la molécula.

pacio 6-dimensional, llamado espacio I' (que se conoce genéricamente en
mecénica clasica como espacio fase), representado por las coordenadas r,v
de una molécula. El espacio I' esta esquematicamente mostrado en la figura
2.1(Tomado de [12]). Un punto en este espacio representa al estado de una
molécula. Para algin instante de tiempo ¢, el estado del sistema entero de
N moléculas es representado por N puntos en el espacio fase, tal como se
muestra alrededor del punto O en la figura2.1. Si el tamano de estos ele-
mentos de volumen son escogidos para que cada uno de ellos contenga un
nimero muy grande de puntos, y si la densidad de estos puntos no varia rap-
idamente de uno a otro elemento vecino, en este sentido la funcion f(r,v,t)
puede ser tomada como una funcién continua en sus argumentos, ya que
el namero de particulas en una celda del espacio fase contiene un numero
suficiente de ellos. Con los puntos en el espacio I' podemos construir un his-
tograma tomando en consideracion los diferentes estados que puede asumir
la particula y con esto construir la funcién de distribuciéon. El objetivo de
la teoria cinética es encontrar la funcién de distribucién f(r,v,t), para una
interacciéon molecular particular.

2.2. Ecuacion de Boltzmann

La ecuacion para f estara limitada en sus aplicaciones a sistemas para
los cuales:

1. La densidad es suficientemente baja para que solo las colisiones binarias
elasticas entre las moléculas constituyentes necesiten ser consideradas.
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2. Se asume que las velocidades de colisién interparticulares no estan
correlacionadas y son independientes de la posicién de las particulas,
hipétesis conocida como stosszahlansatz.

El ntimero N de moléculas constituyentes del sistema que se describe es
muy grande, del orden de 10%? moléculas y es conveniente tomar el limite
estrictamente como N — oo ademas la masa de cada molécula es aproxi-
madamente nula de tal manera que la masa del sistema mN, en el limite
permanece constante. También se toma el tamafio de accion de la esfera de
una particula aproximadamente cero de tal forma que si ¢ es un parametro el
cual caracteriza el rango de las fuerzas interparticulares, No es constante. La
trayectoria libre media del sistema es proporcional a 1/N %o, asi que en este
limite la trayectoria libre media permanece constante. En un sentido termod-
indmico la descripcion dada es de un gas perfecto; es decir, las propiedades
termodindmicas mantienen los valores de gas perfecto. Los limites que han
sido considerados se caracterizan por las siguientes condiciones:

N — (2.2)
m — 0
oc—0
No = constante

Nm = constante

Los limites de arriba son llamados limites de gas de Boltzmann. Bajo estas
hipotesis se obtiene la ecuacion de Boltzmann [11] dada por:

of of
—+v-—=—=J(f), 2.3
v 2= () (23)
Donde r representa la posicién de las particula y v la velocidad microscépi-
ca en el espacio fase. Algunas caracteristicas de la ecuacién que podemos
enunciar son las siguientes:

= Es una ecuacion integro-diferencial.

= El lado derecho de esta ecuacion es conocido como término de colision
y es un operador integral como entidad matemética.

= Kl lado izquierdo de la ecuacién incluye un operador diferencial en ¢ y
q, v Vv aparece como un pardmetro cuando no hay fuerzas externas y
que ademas representa la velocidad de las particulas.
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2.2.1. De la ecuacion de Boltzman a las ecuaciones de Navier-
Stokes.

En el intento de utilizar la ecuacién de Boltzmann para tratar un pro-
blema particular de fluidos, se encontraron muchas dificultades debido a
su complejidad. Las dificultades son reducidas a proporciones manejables
cuando el sistema considerado no esta muy alejado del equilibrio. Bhatnag-
er, Gross, y Krook [13] e independiente Welander (1954), introdujeron un
simplificacién del modelo de la ecuacién de Boltzmann en equilibrio, el cual
puede ser usado para tratar problemas generales de fluidos. El modelo arroja
resultados cualitativamente correctos para una amplia variedad de proble-
mas de fluidos. En el modelo el termino de colision J(f) es reemplazado en
la ecuacion de Boltzmann, quedando de la siguiente manera [14]:

VW v vr=—- 1), 2.4
donde f = f(r,v,t) es la funcion de distribuciéon de una particula, v es la
velocidad microscopica, A es el tiempo de relajacion debido a la colision y f
es la funcion de distribucion de Maxwell-Boltzmann (ec. 2.5)

La ecuacion (2.3) es muy complicada y fue casi 50 afios después de la
original deduccién de Boltzmann que una solucién aproximada fue obteni-
da. La solucién en el estado de equilibrio estd dada por la distribucién de

Maxwell-Boltzmann dada por [12]:

_ (v —up?
1= arrmpR P < ORT > (2:5)

donde R es la constante de gas ideal, D es la dimensién del espacio, y p,
u, y T son la densidad de masa , velocidad y temperatura macroscdpicas
respectivamente. Las variables macroscopicas pueden ser escritas en términos
de la funcién de distribucion de la siguiente manera [14]:

o= [ av. (2.6)
pu = /vfdv, (2.7)
pe = % /(V —u)?fdv, (2.8)

Donde p, u, y T son los momentos de la funcién de distribucién f y € es la

energia dada por:

D
e = TONAkBT, (2.9)

donde Dy es el numero de grado de libertad de la particula, N4 el ntmero
de Avogadro, kp la costante de Boltzmann.
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Posterior a esto y a través del procedimiento de Chapman-Enskog [15, 16],
las ecuaciones de Navier-Stokes (1.7) y (1.6) para un flujo incompresible son
derivadas del modelo de la ecuacién de Boltzmann.

2.2.2. Algoritmo del método de Boltzmann en redes

Se describird brevemente como se llega al algoritmo del método de Boltz-
mann en redes, para una descripcion mas detallada ver [14]. La ecuacion 2.4
puede se reescrita como una ecuaciéon diferencial ordinaria:

df

1 1
%"Fxf: Xfl (2.10)

La cual es integrada sobre el paso de tiempo &;, luego se hace la expancion
de Taylor de e~%/* y se desprecian los términos de orden O(62), con lo que
se llega a:

FOc+ €061+ 0) — 060 =~ [0 ~ il &0 (211)

donde 7 = A/ es la relajacion de tiempo adimensional el cual es un
pardmetro constante relacionado con la viscosidad de la siguiente manera:
v =1/3(tr —1/2) y £ es la velocidad microscopica. Aunque f1 es escrito
explicitamente como funciéon de t, la dependencia de tiempo de f; recae so-
lamente sobre las variables hidrodinamicas p, u y T, los que representa el
ansatz Chapman-Enskog [11], es decir, fi(x,&,t) = fi(x,&p,u,T). La fun-
cién de distribucién de equilibrio es obtenida haciendo una expancién en la
velocidad y dejando solo los términos de orden pequenos o equivalentemente
haciendo la aproximacién para bajos ntmeros de Mach, la cual queda como:
‘u -u)? u?
(27erT)D/2 ep(~€*2RT) x <1 + (i%T) + éfRT))Q N 2RT>
(2.12)
Para calcular los momentos hidrodinamicos de f€? se evalua la integral de

fer=

momentos:

I=/¢@ﬁW% (2.13)

donde 9 (&) es in polinomio de &. Realizando esta integral se obtiene que la
funcién de distribucién de equilibrio para el modelo de Laticce Boltzmann
de 9 partes estd dada por :

eq - u) 52’(%0' u)? 3“2D, (2.14)

e (
f(géq)_wap<l+|:3 62 + = 1 _§§

donde ¢ = 0, /d;, y 0, y O son las constantes de espacio y tiempo para la
red respectivamente. La ecuacién de evolucién del sistema es

falXF @bt 4 8) ~ fulxot) = —~[falx t) ~ fl00x0)]  (215)
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donde 7 es el de tiempo de relajacién de colisién adimensional y las 9 veloci-
dades discretas y los coeficientes de peso respectivamente siguientes:
ea = (0,0), wy =4/9,

Sia=0,
eq = (cos|a — 1|7/2, sin[(a — 1)w/2])c, wq = 1/9,
Sia=1,234,

eq = (cos[(a — B5)m/2 + /4], sin[(a — 5)7/2 + w/4]), wa = 1/36,
Sia=5,6,7,8.

En la figura 2.2 se muestran las 9 posibles velocidades del modelo.
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Figura 2.2: Modelo BGK sobre red cuadrada.

2.3. Condiciones de frontera: Cuerpos rugosos y cuer-
pos lisos.

En el primer intento por validar el programa se uso el algoritmo de rebote
a medio camino (half-way bounce back)[17]| para calcular la ubicacion de los
puntos de la frontera fisica, el cual consiste en que la frontera fisica entre un
nodo fluido y uno sélido esta siempre a la mitad de la distancia entre ellos,
estos puntos estdn en azul marino en la figura 2.3 en la cual se dibuja una
seccion de la curva sobre la que se quiere hacer el célculo, pintada de negro
junto con la reticula de nodos en los que se calcula la solucién de la ecuacién
de Boltzmann. Al unir los puntos azules (linea azul claro) se obtiene la curva
sobre la que en realidad se esta haciendo el célculo con este algoritmo y que
dista mucho de la curva sobre la cual en realidad se quiere calcular (linea
negra). A las figuras sobre las que hicimos el célculo con este algoritmo las
llamamos genéricamente ” cuerpos rugosos”.

El segundo algoritmo usado, llamado método de fronteras curvas [18], se
considera la distancia entre la posicién del sélido sobre la linea que pasa por
un nodo soélido y un nodo fluido (ver figura 2.4) igual que el anterior busca
el punto medio entre los nodos y posteriormente se verifica si la distancia
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Figura 2.4: Diagrama del algoritmo usado para el cuerpo liso.

a la curva es menor que una distancia de tolerancia ¢, si es as{, se calcula
sobre el punto hallado, pero si no se calcula la mitad entre el punto a medio
camino y el nodo inicial mas cercano a la curva, nuevamente se realiza la
comparacion con ¢, este proceso se repite hasta que se logre alcanzar un
punto con una distancia dentro del intervalo ¢. En la figura 2.4 Se muestra
con puntos azules los puntos del primer ciclo del algoritmo, un segundo ciclo
con puntos rojos y un ultimo con puntos verde agua sobre los cuales se
trazo la trayectoria que sera usada. En donde ¢ aparece como la distancia de
tolerancia, todos los demas puntos tiene una distancia menor a ¢ de la curva
real. En el diagrama se observa que la curva que une estos puntos (linea
verde agua) no es exactamente la curva real (linea negra), la diferencia esté
exagerada en el diagrama puesto la curva real es casi igual a la curva verde
con un error a lo mas de ¢. Genéricamente llamamos a los objetos sobre
los cuales se hizo el cdlculo de la solucién de la ecuacién de Boltzmann con
este algoritmo como ”cuerpos lisos”. Con este algoritmo de cuerpo liso, se
llevan a cabo dos experimentos con distintas condiciones de frontera, uno
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con condiciones peridédicas, dadas matematicamente como:
v(z,t) =v(z+T,t), (2.16)

en:
y=+L, (2.17)

donde T es el periodo, L el ancho del sistema y v las componentes de ve-
locidad, y el otro con condiciones libre de esfuerzos, dadas mateméticamente
por u, = u en la entrada cuando x =0 y:

Oug
=0 (2.18)

En x = &L, tomando también en cuenta que lo ideal seria un flujo infinito
por lo que se tendera a hacer cada vez mas grande el sistema.



Capitulo 3

Resultados preliminares

3.1. Validacién del programa

Antes de poder hacer un estudio detallado del problema es necesario vali-
dar el programa que desarrollamos. Por un lado, el problema planteado en el
capitulo 1 no tiene fronteras externas, puesto que se supone un flujo uniforme
lejos del objeto. Evidentemente, desde el punto de vista computacional, el
sistema debe ser finito. Por el otro lado, es muy importante asegurarse que
el algoritmo no contenga errores de programacién y, finalmente, cuéles son
los rangos de valores que los pardmetros relevantes del problema pueden
tomar para que los resultados obtenidos sean confiables. En este capitulo se
discuten los resultados obtenidos para las diferentes condiciones de frontera
propuestas en el capitulo 1 para simular la condicién de flujo uniforme y la
correspondiente a no deslizamiento en fronteras rigidas internas. Dentro de la
literatura para el método numérico propuesto en este trabajo, se encuentran
refencias a la validez de los diferentes algoritmos propuestos, sin embargo,
no hay suficientes resultados cuantitativos que permitan elejir entre ellas
tomando en cuenta el balance entre simplicidad en la implementacién de la
condicién y la precisién en los resultados, por lo que el anélisis que presen-
tamos a continuaciéon puede ser de mucho utilidad para trabajos furturos.

3.2. La condicién de flujo uniforme: cilindros

Para simular el caso de un fluido que se extiende hasta el infito se hicieron
tres propuestas para las condiciones de frontera: fijar una velocidad uniforme
a una distancia lejos del cuerpo, imponer condiciones periodicas y una condi-
cion libre de esfuerzos en la direccién normal a la superficie en la frontera.
En el primer caso, se encontraron soluciones no fisicas, ya que al exijir un
flujo uniforme a una distancia finita del cuerpo el flujo cerca del éste se
ve fuertemente afectado por las paredes, sobretodo a ntmeros de Reynolds
moderados, en donde se encontraron errores de hasta el 70 % atin en el caso

21



22 CAPITULO 3. Resultados preliminares

de flujo estacionario.

En el caso de las condiciones periodicas, se encontr6 que el error dismin-
uye hasta un 20 % cuando el flujo es estacionario. Sin embargo, después de
la transicién a flujo dependiente del tiempo y periodico, el error en el coe-
ficiente de arrastre promedio se incrementa hasta un 30 %. En vista de que
en este regimen la fuerza hidrodindmica oscila en el tiempo, encontramos
que ademaés de incrementarse el error en la fuerza promedio, los espectros de
potencias muestran frecuencias que no corresponden a los casos reportados
en la literatura. Al incrementar el tamano del sistema, se encuentra que el
error puede mejorar, aunque tiene la desventaja de que aumenta consider-
ablemente el tiempo de computo.

Frontera libre de esfuerzo, Re=20 y Re=40

Razon Re=20 | % error | Re=40 | % error
Cd Art. | 2.19 — 1.62

51.20 2.16 1.36 1.62 0.00
34.13 2.18 0.45 1.63 0.61
25.60 2.20 0.45 1.64 1.23
20.48 2.22 1.36 1.65 1.85

Tabla 3.1: Cuerpo liso, frontera libre de esfuerzo, Re = 20 y Re = 40.
La razon de aspecto en la primera columna se definié como el tamano del
dominio computacional en la direccién perpendicular al flujo entre el radio

del cilindro.

Frontera libre de esfuerzo Re=100 y Re=200

Razén | Re=100 | % error | Re=200 | % error
Cd Art. | 1.36 — 1.4 —
51.20 1.40 2.94 1.66 18.57
34.13 1.45 6.61 1.61 15.00
25.60 1.17 13.97 1.51 7.28
20.48 1.14 16.17 1.71 22.14

Tabla 3.2: Cuerpo liso, frontera libre de esfuerzo, Re = 100 y Re = 200.

Finalmente, al utilizar la condicién libre de esfuerzos, el error se puede
disminuir hasta menos del 2%, para sistemas relativamente pequetnios (ver
Tablas 3.1 y 3.2). Sin embargo, se debe notar que al aumentar el nimero
de Reynolds por encima del valor en la que el flujo se vuelve dependiente
del tiempo, el error aumenta considerablemente. En estos casos hay que
incrementar el nimero de nodos en el dominio computacional al incrementar
el valor del Reynolds.
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3.2.1. Condiciones sobre cuerpos sélidos inmersos.

Como se explico en el capitulo anterior, el primer intento fue con un cuer-
po rugoso, posteriormente se mejor6 el coédigo sustituyendo al cuerpo rugoso
con un perfil mas suave. En la figura 3.1 se muestra un acercamiento, a la
izquierda se ilustra la magnitud del campo de velocidades con las condiciones
de rebote a medio camino [17] y a la derecha la condicién para fronteras cur-
vas. Con esta comparacién podemos apreciar la mejoria en la simulacién,

Figura 3.1: Magnitud del campo de velocidades. Rebote a medio camino
(izquierda) y fronteras curvas (derecha).

por un lado es notoria la mejor resolucién y que el flujo es perfectamente
simétrico. Por otro lado, los errores en el calculo de la velocidad cerca del
objeto repercuten directamente en los valores en los que el fluido cambia de
régimen, se observa ruido numérico que se traduce en oscilaciones no fisicas
que producen resultados cuantitativamente incorrectos. La condiciéon de re-
bote a medio camino sé6lo es correcta a nimeros de Reynols pequetios, en
donde la vorticidad en el flujo estd contenida en una region muy pequena
alrededor del cilindro o en el caso de fronteras planas fijas.

3.3. Flujo alrededor de elipses

Para validar el resultado al modificar el objeto se compara con resultados
para elipses, de tal manera que ahora se tienen dos distancias caracteristicas,
el eje menor t y el eje mayor c. Los resultados se comparan con la expresiéon
(1.26), obtenida empiricamente de [9]. y se puede observar que el compor-
tamiento de los Re que se usan en este trabajo es muy semejante a esta
expresion.

Como se puede apreciar en la figura (3.2), para razones de aspecto pe-
quenas (z = ¢/t), los valores del arrastre varian apreciablemente de la expre-
sién (1.26), en cambio para razones de aspecto grandes, el arrastre cambia
relativamente poco al aumentar x.

A partir de los resultados que obtuvimos se realizé un ajuste para los
diferentes valores del nimero de Reynolds simulados, tomando en cuenta
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Comparativo entre Re 40, 50, 70, 100 y 150
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Figura 3.2: Grafica comparativa del arrastre como funcién de la razon de

aspecto para diferentes nimeros de Reynolds y la expresion empirica (1.26).

que la curva es de la forma
Cd=a(l+x)+b(1/z),

los resultados muestran que los coeficientes a y b dependen del numero
de Reynolds, sobretodo para razones de aspecto pequenas (ver Tabla 3.3).
Finalmente, calculamos un promedio de los coeficientes a y b para los ca-

Re Ajuste

40 0.004 x (1 + ) + 1.6616 x (1/x)

50 0.002767 x (1 + ) + 1.5343 x (1/z)

70 0.001854 x (1 +z) + 1.3413 x (1/z)
100 0.001124 x (1 + z) + 1.1808 x (1/z)
150 —0.0000217 x (1 + z) 4+ 1.06459 x (1/z)
Promedio | 0.00194 x (1 + )+ 1.357 x (1/x)

Tabla 3.3: Lista de ajustes de curvas de arrastre para diferentes valores del
numero de Reynolds.

sos simulados que parece representar mejor el arrastre para valores grandes
de x que la expresion (1.26) (ver figura 3.2). Como se mension6 en los an-
tecedentes tambien existe una dependencia entre el Cy y el R. que no se
muestra en la ecuacion de [9] pero que si se describe en el trabajo de [10]. A
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continuaciéon mostramos una grafica con un andlisis similar pero con razones
de aspecto mayores a 1 a diferencia del trabajo de [10] que es para razones
de aspecto entre 0 y 1. Es importante senalar que estas gréaficas coinciden
cualitativamente en su comportamiento ya que se puede pensar en la grafica
3.3 como una continuacién del analisis en el intervalo de la razén de aspecto
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3.4. Conclusion del capitulo

En este capitulo se discutieron y estudiaron dos formas (cuerpo rugoso
y cuerpo liso) de simular las condiciones a la frontera del problema que
planteamos. La importancia de este ejercicio radicé en hacer un analisis de
las diferencias entre las ecuaciones planteadas para ajustar condiciones de
frontera numeéricamente.

Los resultados mostraron que la condicién de rebote a medio camino sélo
es valida en regimenes de flujo a nimero de Reynolds bajos para fronteras
curvas, es decir, para el caso en el que la capa limite estd restringida a una
regién muy pequena cerca del objeto y el flujo esta descrito por las ecuaciones
linealizadas de Stokes [4].

En el caso de ntimeros de Reynolds moderados se obtienen resultados
cualitativamente incorrectos, sobre todo cuando el flujo tiene zonas de recir-
culacion y en el caso dependiente del tiempo como se discutira en el Capitulo
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4. Los dos algoritmos propuestos son equivalentes, siendo que la condicién de
rebote a medio camino es mas simple de implementar y hace menos célculos
por lo que resulta ser mas eficiente.

Al comparar con algunos resultados de otros autores para el flujo alrede-
dor de un cilindro, las diferencias resultaron ser menores al 5%. Hay que
notar que al aumentar el nimero de Reynolds por encima de cierto valor, es
necesario aumentar la resolucion de los calculos para disminuir el error (ver
Tabla 3.2). El intervalo de Re de la curva empirica es de (1,10000), y asi
como en en los puntos experimentales no todos los puntos para todos los ex-
perimentos caen exactamente sobre la curva pero si tiene un comportamien-
to cualitativo similar, de igual forma nuestro resultados computacionales
tienen pequenas variaciones entre los experimentos, pero al ser un analisis
adimencional todos deben converger hacia una misma curva. El intervalo
del ntumeros de Reynolds que se uso fue de (10,200) y el limite del codigo
estd cuando la velocidad caracteristica U no satisfaga la condicién de que
el nimero de Mach sea pequeno y fuera de esto solo hay que aumentar el
tamano del sistema para obtener mejores resultados.



Capitulo 4

El arrastre en diferentes
geometrias

4.1. Resumen.

Para poder calcular cualitativamente cuél de las figuras presenta un
menor arrastre, se hizo un anélisis comparativo con un par de ejemplos de
cada una de las cuatro figuras: cilindro, elipse, alas de Joukowsky simétricas
v no simétricas.

Los datos a considerar para este analisis, son los resultados del coeficiente
de arrastre en funcién del numero de Reynolds, al cambiar las razones de as-
pecto en las elipses y las alas de Joukowsky. Se observaron tres régimenes de
flujo: sin zonas de recirulacién, con zona de recirculacién adherida al objeto
y flujo dependiente del tiempo, en el que se observa desprendimiento de vor-
tices. El primer regimen, que corresponde a nimeros de Reynolds pequefios,
no se estudié con detalle pues por una lado es el régimen més estudiado y,
por el otro lado, debido a las velocidades asociadas al flujo los tiempos de
cémputo son muy largos.

En cada caso se compararon entre si los coeficientes de arrastre para
una geometria dada variando sus pardmetros geométricos y el caso del flujo
alrededor de un cilindro. Finalmente, de cada caso se comparé la curva de
menor arrastre para todas las geometrias analizadas, tomando en cuenta los
valores a los que sucede la transicién de flujo estacionario a dependiente del
tiempo en cada caso.

4.2. Cilindro

El modelo de Boltzmann en redes (L-B) para un cilindro simula el paso
a un régimen no estacionario cuando el numero de Reynolds rebasa 120. Las
figuras 4.1, 4.2 y 4.3 muestran el antes, durante y después de esta transicion.

27
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Magnitud de velocidad
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002

Figura 4.1: Cilindro Re=100, flujo estacionario

Maghnitud de velocidad
0.0771

Figura 4.2: Cilindro Re=120, inicia flujo no estacionario

Magnitud de velocidad

Figura 4.3: Cilindro Re=150, flujo no estacionario
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En este caso, encontramos que las transiciones entre los diferentes rég-
imenes de flujo, sin zona recirculacién y con zona de recirculaciéon, suceden
cuado Re > 2.5 que coincide con los resultados reportados en la literatura.
Al aumentar la velocidad del flujo, los vortices detras del objeto empiezan a
oscilar, se desprenden y forman una calle de vortices de Von Kéarman, como
se muestra en la figura 4.3 que se caracterizan por un gradiente de velocidad
mayor y un cambio en la curvatura de las lineas de corriente. El niimero
de Reynolds de transicién de flujo estacionario a flujo dependiente del tiem-
po definida como Re. para esta simulacion (figuras 4.1, 4.2 y 4.3) se da en
Re. = 120, Al hacer una ultima simulacién dejandola correr por mas tiempo
se encontro que Re. < 50 que coincide con lo reportado en [8].

~

4.3. Elipses

Para el caso de una elipse con t = 1, ¢ = 2 y razén ¢/t = 2, mostramos
las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 del antes, durante y después de esa transicion, junto
con sus lineas de corriente y su escala de velocidades.

Magnitud'de velocidad

Figura 4.4: Elipse Re=150, flujo estacionario

Como es de esperarse, el tamano de la estela disminuye con respecto
al caso del cilindro, asf como la distancia entre los centros de giro de los
vortices, lo cual, se traduce en una disminucién en el coeficiente de arrastre.
Al duplicar el valor de la razon de aspecto el valor del Reynolds de transicion
se incrementa, pues en otro experimento encontramos que en un determinado
tiempo, con ¢/t = 2 Re. < 100 y al duplicar ¢/t encontramos que Re. < 130,
v como el tamano de la estela detras del objeto disminuye, se encuentra una
reduccién adicional en el coeficiente de arrastre. Por lo que, cualitativamente,
al aumentar c¢/t, el arrastre disminuye y la region en la que se forman y

desprenden voértices sucede a un Reynolds mayor.
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Magnitud de velocidad

Figura 4.5: Elipse Re=180, inicia flujo no estacionario

Magnitud de velocidad
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Figura 4.6: Elipse Re=200, flujo no estacionario

4.4. Alas de Joukowski simétricas

Como se vi6 en el capitulo 3, el nimero de pardmetros con el que se
caracteriza a las geometrias va cambiando. En el caso del circulo se usa el
didmetro, en el caso de la elipse se usa el eje mayor y el eje menor, en el caso
de las alas simétricas se usa el mayor ancho y el largo de punta a cola del ala,
y como veremos en el caso de las ala asimétricas, se usan tres pardmetros, el
ancho mayor, el largo de punta a cola y su curvatura, como fueron definidas
en el capitulo 3.

En todos los casos pudo haberse usado un tamano arbitrario de los
parametros, pero para poder hacer un anélisis con un punto de comparacién
entre todas las figuras, se opta por usar un mismo tamano en el parametro
que enfrenta al flujo que en el caso del circulo es su radio, en el de la elipse
es el doble de su eje menor, y de las alas es su ancho mayor. Cabe recordar
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que cuando hablamos de tamanos todo el tiempo estamos hablado de razén
de aspecto, que fueron en su momento (Capitulo 5) normalizadas respecto
al didmetro del circulo.

Recordemos que los pardmetros de las alas simétricas son [ la longitud de
la cuerda y t el espesor del ala como se muestra en la figura 4.7 y su ecuaciéon
es obtenida de 1.20.

Figura 4.7: Ala de Joukowski simétrica. Parametros: t y 1.

El coeficiente de sustentacion,como se habia mencionado en el Capitulo
1, estd dado por la ecuacién 1.21. En el caso de los experimentos computa-
cionales que se realizaron « es igual a cero en todos los casos por lo que
Cr, = 0. Aunque se pasdé de un comportamiento estacionario a uno no esta-
cionario el promedio temporal de C, siguio siendo cero. Se presentan dos
de los casos mas representativos con los que experimentamos, tomando en
cuenta nuevamente el criterio de usar una razén de aspecto normalizada no
mayor a 1, para seguir dentro del régimen en el cual se obtuvo la validacién,
asegurando de esta manera la fiabilidad de los resultados. Los dos paramet-
ros variables en estos experimentos como ya se sabe son: t y [ los cuales en
el primer experimento tienen el valor de [ = 10 y ¢ = 1 con razén [/t = 10
y en el segundo [ = 6 y t = 1 con razén [/t = 6. En cada uno se fue
variando el Re mientras se mantenfan los mismo valores de parametro. Es
importante comentar que la aportacion de este trabajo es determinar algin
comportamiento regular en este fendémeno. He aqui, los resultados obtenidos:

4.4.1. Ala simétricade =10y t=1

Después de obtener los puntos del experimento computacional que se
observan en la tabla 4.1, obtuvimos la curva que mejor le ajusta al coeficiente
de arrastre dada por: 0.89252~%478 mostrada en rojo en la figura 4.8.
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1=10 t=1

Re | cd Re | cd

10 | 0.32 | 250 | 0.061
25 1 0.19 | 300 | 0.057
50 | 0.13 | 350 | 0.053
75 | 0.10 | 370 | 0.052
100 | 0.09 | 380 | 0.051
125 | 0.08 | 390 | 0.051
150 | 0.07 | 400 | 0.051
175 | 0.07 | 500 | 0.048
200 | 0.06 | 600 | 0.047

Tabla 4.1: Ala simétrica: 1=10, t=1.

Arraste en ala simetrica: largo 10 ancho 1

0.35 —————————
| 0.8925%x*#-0.478

’curva.dat’ .
0.3

0.25

02 F

Cd

0.15
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Re

Figura 4.8: Grafica Re vs. Cd paral =10y t=1

4.4.2. Ala simétricade /=6y t=1

En la figura 4.9 se grafican los puntos experimentales de la tabla 4.2 junto
con su ajuste. En todos los casos se obtuvieron los ajustes de un programa
computacional, que daba la opcién de ajustar los puntos a un polinomio de
un solo término, y queda abierta la posibilidad de encontrar un ajuste con
alguna otra funcién.
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1=6 t=1

Re | cd Re | cd

10 | 048 | 175 | 0.118
25 1 0.29 | 200 | 0.112
50 | 0.20 | 300 | 0.106
75 1 0.17 | 400 | 0.104
100 | 0.15 | 500 | 0.103
125 | 0.13 | 150 | 0.126

Tabla 4.2: Ala simétrica: 1=6, t=1.

Arraste en ala simetrica: largo=6 ancho=1

3 " 1.0566%x*#-0.406
| curva.dat’ u 1:2 3
0.4
03 F %
'G \
© \\
0.2
.\ ~
0.1 e s WD Vs S S S
0

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Re

Figura 4.9: Ajuste=1.056620-406

Se escogio para este andlisis un ala de t =1 y [ = 6, que tiene un Re de
transicion de 200. En las figuras 4.10, 4.11, 4.12 se muestra el antes, durante
v después de esa transicion.

Se presentan algunos de los casos mas representativos con los que exper-
imentamos en los que se varia el cociente [/t y, en cada caso, se cambia el
numero de Reynolds. El coeficiente de sustentacion resulta ser cero en los
casos estacionarios y una funcién que oscila, en el caso de flujos dependientes
del tiempo. Las diferencias entre las geometrias analizadas hasta el momento
muestran que las amplitudes de oscilacion en el coeficiente de sustentacion
disminuyen al aumentar la razén de aspecto y, por lo tanto, el valor del
Reynolds de transicién aumenta.
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Magnitud-de-velocidad
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Figura 4.10: Elipse Re=175, flujo estacionario

Magnitud de velocidad
0,0839.

Figura 4.11: Elipse Re=200, inicia flujo no estacionario
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Figura 4.12: Elipse Re=300, flujo no estacionario

4.5. Alas de Joukowski no simétricas

Los parametros de un ala no simétrica son: El largo del ala [, el maximo
grosor t y h que caracteriza la curvatura, como se observa en la figura 4.13
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que esta dada por la ecuacién 1.22. El objetivo principal en esta seccién es
entender el efecto de romper la simetria del cuerpo en la direccién de la
corriente libre y su efecto en el arrastre.

Figura 4.13: Ala no simétrica.

Debido a que en este caso los parametros que se pueden variar son 3, es
muy amplia la forma en que se pueden variar tales pardmetros, en particular
se escogieron los caso con los valores [ = 10, ¢t =1y h = 0.5 y 3 casos en
los que se mantiene el valor de l = 6 y t = 1 y se varia h con valores de
0.2, 0.4 y 0.6. Para todos los casos se calculara el ajuste asi como el valor de
transicion.

4.5.1. Ala no simétrica de 1=10, t=1 y h=0.5

Igual que en la seccién anterior se muestra la tabla de valores obtenidos
as{ como la gréfica con su ajuste para estos parametros:

1=10 t=1 h=0.5
Re | Cd

10 | 0.297

50 | 0.117

100 | 0.081

150 | 0.065

200 | 0.057

300 | 0.047

400 | 0.041

200 | 0.037

Tabla 4.3: Ala no simétrica: 1=10, t=1, h=0.5.
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Arraste en alano smetrica: 1=10 t=1 h=0.5

|  0959x**-0529 ——
0.3 ' ‘curvadat’ e
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Q \
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Figura 4.14: Ajuste=0.9592 9529
4.5.2. Ala de 1=6, t=1 y h=0.2
Para este caso la transicion resulto estar alrededor del Re=700 y el ajuste

dado por 1.294520-53

Arraste en dlano simetrica: 1=6 t=1 h=0.2

| 1.2945%x**-0.53
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Figura 4.15: Ajuste=1.2945x=93
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4.5.3. Ala de 1=6, t=1 y h=0.4

Para este caso la transicién resulto estar alrededor del Re=180 y el ajuste
dado por 1.2244270-511

1=6 t=1 h=0.4

Re | cd Re | cd

10 | 0.41 | 400 | 0.057
50 | 0.16 | 500 | 0.052
100 | 0.11 | 600 | 0.048
150 | 0.09 | 700 | 0.045
200 | 0.07 | 800 | 0.043
300 | 0.06

Tabla 4.4: Ala no simétrica: 1=6, t=1, h=0.4.

Arraste en alano simetrica: 1=6, t=1 h=0.4

\ " 1.2244*x** 0511
“ ‘curvadat’ e
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Figura 4.16: Ajuste=1.22442=0-511

4.5.4. Ala de 1=6, t=1 y h=0.6

Para este caso no encontramos ningtun Re de transicién, es decir ningin
caso resulto ser estacionario. El ajuste esta dado por 1.102x 0468,

Se eligeun aladet =1,1 =6y h = 0.2, para mostrar el antes, durante y
después de la transicion que sucede en Re=700, con su campo de velocidades.

En otro estudio con un tiempo mas largo al anterior encontramos que
para una razon [/t = 2 con h/t = 1y Re. < 250, en contraste con el cilindro
cuya cota superior encontramos que es 50 y para la elipse, de razén de as-
pecto ¢/t = 2, que esté alrededor de 100. Entonces, el resultado de agregar
la asimetria en el ala es una reduccién en el arrastre. Para poder notar la
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1=6 t=1 h=0.6

Re | cd Re | cd

10 | 0.42 | 400 | 0.064
50 | 0.16 | 500 | 0.060
100 | 0.11 | 600 | 0.056
150 | 0.09 | 700 | 0.054
200 | 0.08 | 800 | 0.054
300 | 0.07

Tabla 4.5: Ala no simétrica: 1=6, t=1, h=0.6.

Arraste en alano simetrica: 1=6 t=1 h=0.6

" 1.102*x**-0.468
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Figura 4.17: Ajuste=1.102~0-468
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Figura 4.18: Elipse Re=600, flujo estacionario
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Magnifud de velocidad
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Figura 4.19: Elipse Re=700, inicia flujo no estacionario

Magnitud de velocidad
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Figura 4.20: Elipse Re=900, flujo no estacionario

influencia en el parametro h/t, utilizamos valores relativamente grandes en
las primeras simulaciones, tomando en cuenta que como es bien sabido, los
resultados obtenidos en la teoria de alas asimétricas es valido cuando este
parametro es pequeno. En este caso, algunos de los valores que utilizamos
son tales que el coeficiente de sustentacion resulta ser negativo. Por dltimo
tambien observamos que al disminuir la curvatura del ala, el coeficiente de
sustentacion se vuelve positivo. La influencia del pardmetro h/t no es tan
evidente, como se puede ver en la figura 4.24, pues pareceria que al disminuir
su valor el arrastre aumentoé ligeramente. Ademaés, al disminuir la curvatura,
encontramos que el valor en el que el Reynolds de transicién a flujo depen-
diente del tiempo decrece al disminuir h/t.
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4.6. Comparativo de curvas de arrastre entre las
diferentes geometrias.

Para poder comparar el arrastre entre las diferentes geometrias de ma-
nera puntual y sencilla, dada la inmensa cantidad de datos y experimentos
arrojados a lo largo de este trabajo, se opté por tomar una muestra de ca-
da una de las figuras que cumplieran con pardmetros similares. Entonces se
toma para todas las muestras un mismo Re=200 y una misma razén de as-
pecto normalizada=1. En el caso de la elipse ¢/t = 2 y se toma ¢ con razon
de aspecto igual a uno, en el caso del ala simétricat =1yl =6y en el caso
del ala no sfmetrica t = 1,1l = 6 y h = 0.4. Como se ve en el caso de las
alas se toma ¢t = 1 para hacerlas equiparables a las otras dos figuras. En la
grafica 4.21 se ve reflejada esta comparacién. El circulo es la geometria que
genera mayor arrastre y el ala no simétrica la de menor arrastre. Esto esta
directamente relacionado con el valor de Re al cual cada geometria pasa de
un régimen estacionario a uno no estacionario, puesto que la generacién de
flujo no estacionario detras de cada figura se lleva una parte de la energia
en su formacion y por tanto el objeto necesita de una fuerza mayor para
mantenerse en la posicién inicial. Lo que resulta en un mayor arrastre pues
como vimos en el capitulo uno, este es proporcional a la fuerza en x.

Comparativo de todas las geometrias

1.8 T T T
Circulo:Razon c/t=1
16 Elipse Razon c/t=14 -
Alano simetrical=10,a=1,h=0.5
14 ¢ Alasimetrical=10,a=1 1
12 | 8
1 - m
je)
O
0.8 r ]
0.6 8
0.4 g 8
02 F . ]
I"!'-——L.ur, S -
0 | | H | -y 1
0 100 200 300 400 500 600
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Figura 4.21: Comparativo C'd vs. Re de todas las geometrias

El error en la estimacién de los datos reportados puede aumentar de-
pendiendo de si el flujo es estacionario o no. En el caso del cilindro, sélo
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los primeros tres puntos en la figura 4.22 son estacionarios, en el resto de
los caso el coeficiente de arrastre oscila en el tiempo y se reporta el valor
promedio. En el caso de las elipses, también se reportan valores no esta-
cionarios, sin embargo, la amplitud de oscilacion del coeficiente de arrastre,
y de sustentacion, es pequena de manera que se puede ver como una pequena
variacion alrededor del promedio. Esto se debe a que la amplitud de la os-
cilacion en los coeficientes de arrastre y sustentacion depende de la seccion
transversal del cuerpo relativa a la direccién de la corriente libre.

4.5 T T T T T T T T

3.8

0.5 3

0 I 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200
Re

Figura 4.22: Comparacién del arrastre, como funcion del Re, sobre elipses
con diferente razén de aspecto.

Cualitativamente, observamos una reduccién del arrastre y un aumento
del valor del Reynolds de transicién al aumentar la razon de aspecto, respecto
al flujo alrededor de un cilindro. Encontramos que los valores de transicion
son tales que Re. < 80, Re. < 100 y Re. < 300 para I/t = 2, [/t = 4
y I/t = 10. Al comparar con las mismas razones de aspecto, pero para
las elipses, vemos que el aumento en el niimero de Reynolds de transicién
resulté ser menor, es decir, parecerfa que a nimero de Reynolds moderados
no resulta més eficiente usar geometrias asimétricas respecto a la velocidad
de la corriente libre. Esto puede deberse a que el tamano de los vortices
detras del objeto, a Re dado, es mayor para las alas simétricas que para las
elipses.

El coeficiente de sustentacion resulta ser cero en los casos estacionar-
ios y una funcién que oscila, en el caso de flujos dependientes del tiempo.
Las diferencias entre las geometrias analizadas hasta el momento muestran
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que las amplitudes de oscilacién en el coeficiente de sustentacié disminuyen
al aumentar la razén de aspecto y, por lo tanto, el valor del Reynolds de
transicion aumenta.

Algunos datos numéricos para el arrastre, como funcién del nimero de
Reynolds, de simulaciones en alas simétricas que realizamos se muestran en
la figura 4.23 en donde se puede apreciar que el arrastre se reduce conforme se
aumenta la razén de aspecto. Sin embargo, esta geometria no parece mejorar
el desempernio encontrado en el caso de las elipses, pues es conveniente evitar
en la medida de lo posible la formaciéon de vortices para la optimizacion de
la energia.

4.5 T T T T T T T T

—+cilindro
3.5 S A=l b

— = =4

e P 11

15

0 1 1 1 1 i 1 I I 1

0 20 40 B0 a0 100 120 140 160 180 200

Figura 4.23: Comparacion del arrastre, como funcidon del Re, sobre alas de
Joukowsky simétricas, con diferente razén de aspecto.

El valor de Re de transicion a flujo dependiente del tiempo también
aumenta. Por ejemplo para una razén [/t = 2 con h/t = 1 encontrams que
Re. < 250, en contraste con el cilindro cuya cota superior encontramos que
es 50 y para la elipse, de razon de aspecto ¢/t = 2, que esta alrededor de 100.
Entonces, el resultado de agregar la asimetria en el ala es una reduccién en
el arrastre.

Al aumentar el tamano del ala, manteniendo fijo el valor de h/t, encon-
tramos que el arrastre sobre el objeto disminuye y parece mejorar el caso de
la elipse (ver figura 4.24) El valor del numero de Reynolds de transicion a
flujo dependiente del tiempo también aumenta.

Se muestra otros comparativo de alas en la figura 4.25 en la que se ob-
serva un comportamiento regular. Para el caso de las alas no simétricas este
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Figura 4.24: Comparacion del arrastre para diferentes valores de los paramet-
ros de un ala no simétrica.

comportamiento regular consiste en que al ir disminuyendo el parametro de
curvatura h el exponente de la curva va disminuyendo. Serfa factible poder
corroborar este comportamiento obteniendo maés muestras, lo que entraria
en las perspectivas a futuro de este trabajo. En la figura 4.26 se muestra el
mismo tipo de comparativo y de igual manera se podria realizar un estudio
mas amplio en la tendencia de las alas simétricas con més muestras para
poder corroborar este comportamiento.

Tambien se realiz6 un resumen de Cy vs. Re donde se comparan todos los
resultados anteriores que se muestran en la figura 4.21, en donde se observa
que el arrastre del circulo es mucho mayor, posteriormente se hace un acer-
camiento entre la elipse, el ala simétrica y el ala no simétrica en la figura 4.27
en donde se aprecia que el ala no simétrica es la que genera menor arrastre.
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Figura 4.25: Comparativo de ajustes de las alas no simétricas
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Figura 4.26: Comparativo de ajustes de las alas simétricas



4.7. Conclusiones del Capitulo 45

Acercamiento del comparativo entre geometrias
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Figura 4.27: Acercamiento del comparativo entre elipse, ala simétrica y ala
no simétrica.

4.7. Conclusiones del Capitulo

En este capftulo se obtuvo tanto el valor de Re al cual se pasa de un
régimen estacionario a uno no estacionario, asi como también las curvas de
arrastre para alas simétricas y no simétricas. Usando el radio del circulo y el
largo del ala como pardmetros de comparacién entre las distintas geometrias
se observd que el mayor C'd se obtiene en el caso de un cilindro mientras
que el menor Cd se observé en el caso de un ala no simétrica . También fué
notorio que el caso del cilindro transitaba a un régimen no estacionario a Re
més bajos que los de sus contrapartes elipsoidal en algunos experimentos se
observa que esta transisicion es menor para el caso de la elipse que en el caso
del ala simétricas, el ala no simétricas tiene un R, mayor a todos los casos
anteriores ademas de que aroja un Cy menor en todos los casos, con lo que
se puede concluir que es esta geometria la que genera un menor arrastre.






Capitulo 5

Conclusiones

El primer resultado importante que encontramos fue que se pueden mejor
de manera significativa los resultados arrojados por el método de Boltzmann
en redes, modificando las condiciones de frontera de rebote a medio camino
por otro algoritmo que busca un punto mas cercano al real sobre el cual
hacer los calculos, hasta hacer el error menor a una tolerancia impuesta, con
el cual pudimos alisar la frontera y realizar la validacién con un error menor
al 1%. En el estudio de los cuerpos geométricos inmersos en un fluido, el
primero en ser analizado fue la elipse, en el que pudimos comparar, la curva
empirica con los datos arrojado por el programa. En este caso, se obtuvieron
ajustes a curvas polinomiales para niimeros de Re especificos, asi como una
curva promedio de todos los casos estudiados. Tanto en el caso de las alas
simétricas, como en el de las no simétricas, obtuvimos curvas suaves que nos
hacen pensar que existe un comportamiento regular entre la variacién de los
pardmetros de las alas y los polinomios que se ajustaron a las curvas. Debido
a la naturaleza numérica de tales ajustes, cabe la posibilidad en un estudio
posterior de generar ajustes con otro tipo de funciones y realizar mas simu-
laciones con el fin de caracterizar tal comportamiento mas detalladamente.
Por ultimo se analiz6 a los diferentes objetos estudiados, de tal forma que
se puede concluir que el objeto que mayor arrastre genera con una misma
longitud caracteristica es el circulo y el ala no simétrica es la de menor ar-
rastre. En perspectiva podrian ain hacerse estudios mas detallados de estos
altimos tipos de alas para ver cual de ellas generarfa un menor arrastre, va-
riando sus parametros. Estos resultados son reelevantes pues con ello se dan
curvas para Re especificos, con los que se puede predecir mas finamente el
fenémeno estudiado.
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