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Introducción

Existen varios enfoques en el estudio de problemas de optimización. En el caso de querer

minimizar una función con valores reales definida en un espacio de dimensión finita sujeta

a restricciones con igualdades y desiguladades, el enfoque más frecuente consiste en la

derivación de las reglas de multiplicadores de Lagrange de primer y segundo orden bajo la

hipótesis de normalidad o regularidad.

Un enfoque alternativo consiste en utilizar cierto tipo de aumentabilidad, basado en el

lagrangiano generalizado, el cual permite establecer condiciones necesarias de primer y

segundo orden para un mı́nimo de problemas con restricciones. De acuerdo con Hestenes

[3], dicho enfoque no ha recibido la atención necesaria en el desarrollo de la teoŕıa de

optimización.

El principal objetivo de este trabajo es mostrar cómo se puede aplicar la teoŕıa de au-

mentabilidad a problemas de optimización que involucran restricciones con igualdades. El

tipo de problemas que estudiaremos no se reduce a problemas en espacios de dimensión

finita. Veremos cómo es posible generalizar la teoŕıa de aumentabilidad a ciertos proble-

mas en cálculo de variaciones que incluyen restricciones con igualdades en las trayectorias

admisibles.

Con la idea de situar claramente la contribución de este trabajo veremos primero, con

cierto detalle, algunos de los principales resultados de la teoŕıa clásica de optimización

en espacios de dimensión finita. Derivaremos condiciones necesarias y suficientes para

problemas sin restricciones y para problemas con restricciones expresadas en términos de
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igualdades. La idea central en el segundo caso consistirá en la derivación de las reglas de

multiplicadores de Lagrange de primer y segundo orden suponiendo que la solución del

problema es regular. Dado que no es fácil verificar las condiciones que definen regularidad,

introduciremos el concepto de normalidad, fácilmente verificable, el cual implica regular-

idad y nos asegura la existencia de multiplicadores adecuados en un punto mı́nimo. Por

otra parte, suficiencia se obtendrá restringiendo ligeramente las condiciones necesarias de

optimalidad.

Sin embargo, hay una gran cantidad de problemas para los cuales la solución no es regular

pero śı satisface las reglas de multiplicadores de Lagrange. La teoŕıa de aumentabilidad

juega en estos casos un papel crucial.

Ocasionalmente, uno encuentra la siguiente derivación de la regla de multiplicadores de

primer orden. Para minimizar una función f sujeta a la restricción g = 0, minimizar la

función F de la forma F (x) = f(x) + λg(x) sin restricciones. Este procedimiento implica

la regla de multiplicadores F ′(x) = f ′(x) + λg′(x) = 0 en el punto mı́nimo, junto con

la condición original g(x) = 0. Sin embargo, aunque este procedimiento puede ser una

herramienta conveniente para recordar la regla de multiplicadores de primer orden, no es

muy satisfactorio debido a que la clase de problemas en donde se puede aplicar es bastante

limitada.

Veamos un ejemplo. Consideremos el problema de minimizar la función f : R2 → R

dada por

f(x, y) = x2 − 3y − y2

en el conjunto de restricciones

S = {(x, y) | g(x, y) = y = 0}.

El origen es la solución de este problema. El lagrangiano correspondiente,

F (x, y) = f(x, y) + λg(x, y) = x2 + (λ− 3)y − y2,

no tiene un mı́nimo sin restricciones, sin importar qué λ se escoja. Sin embargo, F ′(0, 0) =

0 cuando λ es el multiplicador correcto de Lagrange, es decir, λ = 3. Este procedimiento

falla ya que no toma en cuenta los términos de segundo orden que podŕıan convexificar la

función F . En general, la convexidad está determinada por los términos de segundo orden.

Introduzcamos para este ejemplo la función aumentada

H = f + λg+

(
σ

2

)
g2
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dada en este caso por

H(x, y) = x2 + (λ− 3)y+

(
σ − 2

2

)
y2.

La elección λ = 3 garantiza la anulación del gradiente en el origen y, si σ > 2, la función

aumentada se convexifica.

Este ejemplo sugiere que, si un punto x0 es una solución local del problema de minimizar

una función f sujeta a la restricción g = 0, entonces existen constantes λ y σ tales que

x0 es una solución local del problema de minimizar H sin restricciones. En este caso

diremos que el problema con restricciones es aumentable. Es importante mencionar que

todo problema es aumentable en un punto x0 que satisface las condiciones clásicas de

suficiencia. Veremos cómo las reglas de multiplicadores de Lagrange son una consecuencia

de aumentabilidad y que aumentabilidad es una consecuencia de la regla de multiplicadores

restringida. Además, como quedará claro a lo largo del trabajo, la derivación de las

reglas de multiplicadores suponiendo aumentabilidad resultará mucho más sencilla que su

derivación suponiendo regularidad.

Por otro lado, veremos cómo un problema puede ser regular sin ser aumentable, y un

problema puede ser aumentable sin ser regular. En consecuencia aumentabilidad y regular-

idad son condiciones alternativas pero no equivalentes para la existencia de multiplicadores

de Lagrange.

En la parte final del trabajo analizaremos problemas de optimización de dimensión in-

finta. Nos concentraremos en el problema de Lagrange que involucra restricciones diferen-

ciales en forma de igualdades. Veremos inicialmente cómo obtener condiciones necesarias de

primer y segundo orden para el problema de puntos fijos sin restricciones. Posteriormente

plantearemos el problema de Lagrange con restricciones diferenciales y enunciaremos condi-

ciones necesarias para trayectorias normales, a través del principio máximo de Pontryagin,

en términos tanto del hamiltoniano como del lagrangiano. Finalmente introduciremos un

posible concepto de aumentabilidad, semejante al que utilizamos para problemas de di-

mensión finita, que permite estudiar soluciones a problemas que no son normales. Como

veremos, esta noción permite derivar de manera muy sencilla las condiciones necesarias

clásicas del problema de Lagrange.
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Caṕıtulo I

Conceptos Básicos

Con la idea de presentar un resumen de los principales conceptos y resultados sobre

problemas de optimización que se utilizarán a lo largo del trabajo, resulta conveniente

analizar las condiciones necesarias y suficientes que aseguran la existencia de un óptimo.

En este caṕıtulo repasaremos los conceptos de máximos y mı́nimos de una función con

valores reales definida en un subconjunto de Rn, aśı como los resultados clásicos de condi-

ciones necesarias y suficientes para extremos de funciones diferenciables en un intervalo

compacto de R. Posteriormente repasaremos algunos resultados básicos relacionados con

diferenciales de funciones de valor real definidas en un subconjunto de Rn.

El problema de optimización a estudiar en este caṕıtulo , que denotamos por P(S), es

“Dados un conjunto ∅ 6= S ⊂ Rn y una función f : Rn → R, minimizar a f en S”. Si S es

un conjunto abierto de Rn, diremos que es un problema sin restricciones.

1 PUNTOS EXTREMOS DE FUNCIONES

1.1 Definición. El mayor número m (con m = −∞ admitido) tal que f(x) ≥ m para

toda x ∈ S se llama la máxima cota inferior de f en S o el ı́nfimo de f en S y se denota

por “inf f(x) en S”. Si existe un punto x0 en S tal que f(x0) = inf f(x) en S, escribimos
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f(x0) = min f(x) en S y se dice que dicho punto minimiza a f en S y f(x0) es el mı́nimo

de f en S.

Análogamente, la mı́nima cota superior o el supremo de f en S es el mı́nimo valor M

(con M = +∞ admitido) tal que f(x) ≤M para toda x ∈ S y se denota por “sup f(x) en

S”. Si existe un punto x1 en S tal que f(x1) = sup f(x) en S, escribimos f(x1) = max f(x)

en S y se dice que dicho punto maximiza a f en S y f(x1) es el máximo de f en S.

Claramente se tiene en S que

sup[−f(x)] = − inf f(x), inf[−f(x)] = − sup f(x)

y, por lo tanto, un punto x1 ∈ S maximiza a f en S si y solo si x1 minimiza a −f en S,

y un punto x0 ∈ S minimiza a f en S si y solo si x0 maximiza a −f en S. Un punto que

maximiza o minimiza a f se llama un punto extremo de f .

Comencemos repasando bajo qué condiciones impuestas en el conjunto S y la función f

se puede asegurar la existencia de máximos y mı́nimos.

1.2 Teorema. Si ∅ 6= S ⊂ Rn es compacto y f :S → R continua, entonces f alcanza

su máximo y mı́nimo en S.

Demostración: Sea m := inf f(x) en S y sea {xq} una sucesión de puntos en S tales

que m = limq→∞ f(xq). Como S está acotado, por el teorema de Bolzano-Weierstrass

(toda sucesión acotada de puntos en Rn tiene una subsecesión convergente) {xq} tiene

una subsucesión {yq} convergente y, por ser S cerrado, el ĺımite x0 := limq→∞ yq está en

S. Por continuidad,

f(x0) = lim
q→∞

f(yq) = m = inf f(x) en S.

Por lo tanto x0 minimiza a f en S. Aplicando este resultado a −f , se prueba que existe

un punto x1 en S que minimiza a −f en S y, por lo tanto, x1 maximiza a f en S.

Como consecuencia inmediata de este resultado obtenemos el siguiente corolario para

funciones continuas en un intervalo compacto.

1.3 Corolario. Si f : [a, b]→ R es continua y f(a) = f(b) = 0 entonces existe un punto

extremo de f en (a, b).

Demostración: Sin pérdida de generalidad, f 6≡ 0. Si x ∈ [a, b] es tal que f(x) < 0

entonces m = inf f(x) < 0. Por el Teorema 1.2, existe un punto mı́nimo x0 en [a, b]. Como

f(x0) = m < 0 y f(a) = f(b) = 0, se sigue que a < x0 < b. Por otro lado, si f(x) > 0, el

máximo x0 de f está en (a, b).

El concepto de extremo es de naturaleza global dado que se toman en cuenta todos los

puntos de S. De acuerdo con la definición, x0 minimiza a f en S si x0 ∈ S y f(x0) ≤ f(x)
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para toda x ∈ S. En contraste, extremos locales toman en cuenta el comportamiento de

la función en vecindades alrededor de x0.

1.4 Definición. Diremos que x0 ∈ S minimiza localmente a f en S si existe una

vecindad N de x0 tal que x0 minimiza a f en S ∩ N , es decir, f(x0) ≤ f(x) para toda

x ∈ S ∩N . Si la desigualdad es estricta para toda x 6= x0 en S ∩N , diremos que f(x0) es

un mı́nimo local estricto de f en S.

2 EXTREMOS EN UN INTERVALO COMPACTO

En esta sección estudiaremos condiciones necesarias y suficientes en el caso en que la

función f está definida en un intervalo compacto S := [a, b] y veremos con detalle los

resultados para mı́nimos y máximos locales. Notemos que, para el caso de máximos locales,

estos se pueden hallar encontrando los mı́nimos correspondientes de la función −f .

Consideremos entonces el problema P(S) de minimizar a f en S, en el caso particular

en el que S = [a, b] y n = 1.

• La derivada f ′(x0) de f en x0, cuando existe, está dada por

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Si x0 = a o x0 = b, este ĺımite es un ĺımite por la izquierda o derecha respectivamente.

• Condiciones suficientes en a y b

2.1 Teorema. Si f ′(x0) > 0 y x0 = a, o f ′(x0) < 0 y x0 = b, entonces f(x0) es un

mı́nimo local estricto de f en [a, b]. Análogamente, si f ′(x0) < 0 y x0 = a, o f ′(x0) > 0 y

x0 = b, entonces f(x0) es un máximo local estricto de f en [a, b].

Demostración: Supongamos que f ′(a) > 0. Sea ε := f ′(a)/2 y sea δ > 0 tal que

a < x < a+ δ ⇒
∣∣∣∣f(x)− f(a)

x− a
− f ′(a)

∣∣∣∣ < ε.

Por lo tanto
f(x)− f(a)

x− a
> f ′(a)− ε =

f ′(a)

2
> 0 (a < x < a+ δ).

Por lo tanto f(x) > f(a) para toda x ∈ (a, a+ δ), o sea, f(a) es un mı́nimo local estricto

de f en [a, b]. Las afirmaciones restantes se prueban de manera semejante.
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• Condiciones necesarias en a y b

2.2 Teorema. Si f ′(a) existe y f(a) es un mı́nimo (máximo) local de f en [a, b] entonces

f ′(a) ≥ 0 (f ′(a) ≤ 0). Si f ′(b) existe y f(b) es un mı́nimo (máximo) local de f en [a, b]

entonces f ′(b) ≤ 0 (f ′(b) ≥ 0).

Demostración: Por el Teorema 2.1, f(a) es un máximo local estricto de f en [a, b] si

f ′(a) < 0. Por lo tanto, si f(a) es un mı́nimo local de f en [a, b], se tiene que f ′(a) ≥ 0.

Anlogamente, f ′(b) ≤ 0 si f(b) es un mı́nimo local de f en [a, b] Las afirmaciones entre

paréntesis se obtienen remplazando f por −f .

• Condiciones necesarias en (a, b)

2.3 Teorema. Supongamos que f tiene un extremo local en x0 ∈ (a, b) y f ′(x0) existe.

Entonces f ′(x0) = 0.

Demostración: Supongamos que f tiene un mı́nimo local en x0. Por el Teorema 2.2

aplicado en el intervalo [x0, b] se tiene que f ′(x0) ≥ 0. Aplicando el mismo teorema en el

intervalo [a, x0] vemos que f ′(x0) ≤ 0. Por lo tanto f ′(x0) = 0. Análogamente f ′(x0) = 0

si f tiene un máximo local en x = x0.

2.4 Definición. Si f es diferenciable en x = c y f ′(c) = 0, el punto c se llama un punto

cŕıtico de f y f(c) es un valor cŕıtico de f .

• Teorema del valor medio

2.5 Teorema. Si f es continua en [a, b] y tiene derivada en todo punto de (a, b) entonces

existe c ∈ (a, b) tal que f(b) = f(a) + (b− a)f ′(c).

Demostración: La función g: [a, b]→ R dada por

g(x) := [f(b)− f(a)](x− a)− [f(x)− f(a)](b− a)

es continua en [a, b] y g(a) = g(b) = 0. Por el Corolario 1.3, existe c ∈ (a, b) punto extremo

de g. Por el Teorema 2.3,

0 = g′(c) = f(b)− f(a)− (b− a)f ′(c).

• Si f es diferenciable en [a, b] y f ′′(x0) existe entonces

f(x)− f(x0) = f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)2 + r(x− x0)
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donde la función r es tal que

lim
h→0

r(h)

h2
= 0.

• Condiciones suficientes para un extremo local

2.6 Teorema. Supongamos que f es diferenciable en una vecindad de x0, f ′′(x0) existe

y f ′(x0) = 0. Entonces

a. f ′′(x0) > 0 ⇒ f(x0) es un mı́nimo local estricto de f .

b. f ′′(x0) < 0 ⇒ f(x0) es un máximo local estricto de f .

Demostración:

(a): Sea m tal que 0 < 2m < f ′′(x0) y sea δ > 0 tal que∣∣∣∣r(h)

h2

∣∣∣∣ ≤ f ′′(x0)

2
−m (0 < |h| < δ).

Por lo tanto, si |x− x0| < δ, entonces

f(x)− f(x0) =
1

2
f ′′(x0)(x− x0)2 + r(x− x0) ≥ m(x− x0)2.

(b): De manera análoga, existe δ > 0 tal que, si |x− x0| < δ, entonces

f(x) ≤ f(x0)−m(x− x0)2.

• Condiciones necesarias para un extremo local

2.7 Teorema. Si f es diferenciable en una vecindad de x0, f ′′(x0) existe y f tiene un

mı́nimo local en x0 entonces

a. x0 ∈ (a, b)⇒ f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) ≥ 0.

b. x0 = a⇒ f ′(x0) > 0 o bien f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) ≥ 0.

c. x0 = b⇒ f ′(x0) < 0 o bien f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) ≥ 0.

Demostración: La demostración es inmediata de los Teoremas 2.2 y 2.6.

3 FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

En esta sección haremos un repaso de resultados importantes en el estudio de funciones

reales definidas en un subconjunto de Rn y su respectiva diferenciación. La mayoŕıa de

los restulados se puede ver con detalle en [2, 5].
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3.1 Definición. Sean X y Y espacios vectoriales. Una función A que mapea X en Y

se dice que es una transformación lineal si

A(x1 + x2) = Ax1 +Ax2, A(cx) = cAx

para toda x, x1, x2 ∈ X y c escalar. Es frecuente utilizar la notación Ax en vez de A(x)

si A es lineal. Denotamos por L(X,Y ) al conjunto de todas las transformaciones lineales

de X en Y y, en lugar de L(X,R), escribimos L(X). Si A1, A2 ∈ L(X,Y ) y c1, c2 son

escalares, definimos c1A1 + c2A2 como

(c1A1 + c2A2)x = c1A1x+ c2A2x (x ∈ X).

Es claro que c1A1+c2A2 ∈ L(X,Y ). Si (X, ‖·‖1) y (Y, ‖·‖2) son espacios lineales normados,

decimos que A ∈ L(X,Y ) está acotada si existe una constante M tal que para toda x ∈ X
se tiene ‖Ax‖2 ≤ M‖x‖1. La mı́nima M con esta propiedad se llama la norma de A y la

denotamos por ‖A‖.

3.2 Definición. Sean E ⊂ Rn abierto, f una función que mapea E en R y x0 ∈ E.

Decimos que f es diferenciable en x0 si existe A ∈ L(Rn) tal que

lim
x→x0

f(x)− f(x0)−A(x− x0)

|x− x0|
= 0.

En este caso escribimos f ′(x0) = A y llamamos a f ′(x0) la diferencial de f en x0. Si f es

diferenciable en x para toda x ∈ E decimos que f es diferenciable en E. Nótese que, si f

es diferenciable en x0, entonces

f(x)− f(x0) = f ′(x0)(x− x0) + r(x− x0) donde lim
h→0

r(h)

|h|
= 0.

3.3 Definición. Sean f :E ⊂ Rn → R con E abierto y {e1, . . . , en} la base canónica

de Rn. Para x ∈ E, 1 ≤ i ≤ n, definimos

(Dif)(x) =
∂f(x)

∂xi
:= lim

t→0

f(x+ tei)− f(x)

t

siempre que el ĺımite exista, y llamamos a Dif una derivada parcial.

3.4 Teorema. Supongamos que f mapea E ⊂ Rn en R, E es abierto y f es diferenciable

en x ∈ E. Entonces las derivadas parciales (Dif)(x) existen y f ′(x)ei = (Dif)(x).

9



Demostración: Sea 1 ≤ i ≤ n. Como f es diferenciable en x,

f(x+ tei)− f(x) = f ′(x)(tei) + r(tei) donde lim
t→0

r(tei)

t
= 0.

Como f ′(x) es lineal,

f ′(x)ei = lim
t→0

f(x+ tei)− f(x)

t
= (Dif)(x).

3.5 Definición. Sean E ⊂ Rn abierto y f :E → R diferenciable. Decimos que f es con-

tinuamente diferenciable en E si f ′ es una función continua de E en L(Rn). Expĺıcitamente

requerimos que, para cada x ∈ E y ε > 0, exista δ > 0 tal que

y ∈ E y |x− y| < δ ⇒ ‖f ′(y)− f ′(x)‖ < ε.

En este caso escribimos f ∈ C1(E).

El siguiente resultado nos da una caracterización de las funciones continuamente di-

fierenciales en términos de las derivadas parciales. Para la demostración, véase [5].

3.6 Teorema. Supongamos que f mapea un abierto E ⊂ Rn en R. Entonces son

equivalentes:

a. f ∈ C1(E).

b. Las derivadas parciales Dif existen y son continuas en E para toda 1 ≤ i ≤ n.

• Si las derivadas parciales Dif existen para toda 1 ≤ i ≤ n, denotamos por (∇f)(x) al

vector

((D1f)(x), . . . , (Dnf)(x))

y lo llamamos el gradiente de f en x, i.e.,

(∇f)(x) =
n∑
i=1

(Dif)(x)ei.

Ahora, dada A ∈ L(Rn), el vector a = (Ae1, . . . , Aen) satisface Ah = 〈a, h〉 para toda

h ∈ Rn donde 〈·, ·〉 es el producto interno en Rn. Por otro lado, si a ∈ Rn, definimos

A: Rn → R como Ah := 〈a, h〉 y, claramente, A ∈ L(Rn). Por lo tanto existe una

correspondencia uno-a-uno entre Rn y L(Rn). Por el Teorema 3.4, si f es diferenciable en

x, entonces

f ′(x)h = 〈(∇f)(x), h〉 para toda h ∈ Rn.
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Debido a esta igualdad, es usual utilizar la notación f ′(x) para el gradiente de f en x.

Visto de otra manera, si en la Definición 3.2 escribimos f ′(x0; ·) := A(·) y llamamos a

f ′(x0; ·) la diferencial de f en x0 entonces, con la correspondencia uno-a-uno entre Rn y

L(Rn), le asociamos a A el vector f ′(x0) tal que 〈f ′(x0), h〉 = f ′(x0;h) para toda h ∈ Rn

y lo llamamos el gradiente de f en x0.

3.7 Definición. Una forma cuadrática Q en Rn es una función Q: Rn → R tal que,

para toda x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

Q(x) =
n∑

i,j=1

aijxixj

donde aij ∈ R y A = (aij) es una matriz simétrica. Nótese que

Q(x) = 〈Ax, x〉 = 〈x,Ax〉 = x∗Ax

donde x es un vector columna y x∗ su transpuesta. Decimos que Q es positiva, negativa,

etc., si lo es Q(x) para toda x 6= 0. Análogamente, a toda matriz simétrica A = (aij) le

asociamos la forma cuadrática Q(x) := 〈Ax, x〉 para toda x ∈ Rn. La matriz A es positiva,

negativa, etc., si lo es su forma cuadrática asociada.

Una aplicación inmediata del Teorema 1.2 es el siguiente resultado de existencia para

formas cuadráticas.

3.8 Teorema. Dada una forma cuadrática Q en Rn, existen vectores unitarios x0, x1 ∈
Rn tales que

Q(x0)|x|2 ≤ Q(x) ≤ Q(x1)|x|2 (x ∈ Rn).

Demostración: Sea E := {x ∈ Rn : |x| = 1} la (n − 1)-esfera. Como E es compacto,

existen puntos x0, x1 ∈ E tales que, para toda x ∈ E,

Q(x0) ≤ Q(x) ≤ Q(x1).

Por lo tanto, para toda x ∈ Rn con x 6= 0,

Q(x0) ≤ Q
(
x

|x|

)
=
Q(x)

|x|2
≤ Q(x1)

y el resultado se sigue.
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3.9 Definición. Sean E ⊂ Rn abierto, f una función que mapea E en R y x0 ∈ E.

Decimos f tiene una segunda diferencial en x0 si f tiene una diferencial f ′(x0; ·) en x0 y

existe una forma cuadrática Q en Rn tal que

lim
x→x0

f(x)− f(x0)− f ′(x0;x− x0)− 1
2Q(x− x0)

|x− x0|2
= 0.

En este caso escribimos f ′′(x0; ·) := Q(·) y llamamos a f ′′(x0; ·) la segunda diferencial de

f en x0. La matriz simétrica f ′′(x0) tal que 〈f ′′(x0)h, h〉 = f ′′(x0;h) para toda h ∈ Rn

se llama el Hessiano de f en x0. Nótese que, si f tiene una segunda diferencial en x0,

entonces

f(x)− f(x0) = f ′(x0;x− x0) +
1

2
f ′′(x0;x− x0) + r(x− x0)

donde r es tal que

lim
h→0

r(h)

|h|2
= 0.

3.10 Definición. Supongamos que f es una función real definida en un abierto E ⊂ Rn,

con derivadas parciales D1f, . . . ,Dnf . Si las funciones Dif son a su vez diferenciables, las

derivadas parciales de segundo orden de f están definidas como

Dijf := DiDjf (i, j = 1, . . . , n).

Si estas funciones Dijf son continuas en E, decimos que f es de clase C2 en E y escribimos

f ∈ C2(E). Análogamente, f ∈ Cm(E) si f es continua y posee todas las derivadas

parciales continuas de grado menor o igual que m en E. Diremos que f es de clase Cm en

un conjunto E ⊂ Rn arbitrario si f es de clase Cm en una vecindad de E.

El Teorema de Taylor nos resultará crucial a lo largo del trabajo. Para una demostración

referimos a [2].

• Taylor

3.11 Teorema. Sean S un subconjunto de Rn, f una función que mapea S en R y

supongamos que x+ th ∈ S para toda t ∈ [0, 1].

a. Si f ∈ C1(S) entonces existe t1 ∈ (0, 1) tal que

f(x+ h) = f(x) + f ′(x+ t1h;h)

= f(x) +

∫ 1

0

f ′(x+ th;h)dt.
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b. Si f ∈ C2(S) entonces existe t2 ∈ (0, 1) tal que

f(x+ h) = f(x) + f ′(x;h) +
1

2
f ′′(x+ t2h;h)

= f(x) + f ′(x;h) +

∫ 1

0

(1− t)f ′′(x+ th;h)dt.

4 S ABIERTO

En esta sección estudiaremos condiciones necesarias y suficientes de optimalidad para el

caso en el que S es un conjunto abierto.

Denotaremos a un mı́nimo local que es solución de P(S) como una solución local de

P(S).

A lo largo de la sección supondremos la hipótesis, que denotamos por (H), de acuerdo

con la cual f ∈ C1(S) (para condiciones de primer orden) y f ∈ C2(S) (de segundo orden).

• Condiciones necesarias para la existencia de una solución local en S

4.1 Teorema. Si x0 es solución local de P(S) entonces f ′(x0) = 0 y f ′′(x0) ≥ 0.

Demostración: Sea δ > 0 tal que f(x) ≥ f(x0) para toda x con |x−x0| < δ. Sean h 6= 0,

ε := δ/|h| y definamos z(t) := x0 + th y g(t) := f(z(t)) para toda t ∈ (−ε, ε). Como

|z(t)− x0| = |t||h| < ε|h| = δ para toda t ∈ (−ε, ε),

se tiene que f(z(t)) ≥ f(x0), o sea, g(t) ≥ g(0) para toda t ∈ (−ε, ε). Por lo tanto

g: (−ε, ε) → R tiene un mı́nimo en t = 0. Por el Teorema 2.7(a), 0 = g′(0) = f ′(x0;h) y

0 ≤ g′′(0) = f ′′(x0;h).

• Condiciones suficientes para la existencia de una solucin local en S

4.2 Teorema. Si x0 ∈ S, f ′(x0) = 0 y f ′′(x0;h) > 0 para toda h 6= 0, entonces existen

δ,m > 0 tales que

|x− x0| < δ ⇒ f(x) ≥ f(x0) +m|x− x0|2.

Demostración: Por la Definición 3.9, sabemos que

f(x) = f(x0) + f ′(x0;x− x0) +
1

2
f ′′(x0;x− x0) + r(x− x0)
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donde la función r es tal que

lim
h→0

r(h)

|h|2
= 0.

Como la forma cuadrática f ′′(x0;h) es positiva en h, por el Teorema 3.8 existe m > 0 tal

que, para toda h ∈ Rn, f ′′(x0;h) ≥ 4m|h|2. Sea δ > 0 tal que |h| < δ ⇒ |r(h)| ≤ m|h|2.

Por lo tanto, si |x− x0| < δ entonces

f(x)− f(x0) =
1

2
f ′′(x0;x− x0) + r(x− x0) ≥ m|x− x0|2.

Veamos una aplicación de estos resultados.

4.3 Ejemplo. Consideremos la función f : R2 → R dada por

f(x, y) = 5x2 + 4xy + y2 − 6x− 2y + 6.

Tenemos que

f ′(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)) = (10x+ 4y − 6, 4x+ 2y − 2)

Si (x0, y0) minimiza a f entonces f ′(x0, y0) = 0, lo cual se satisface en (x0, y0) = (1,−1).

Ahora

f ′′(x, y) =

(
fxx(x, y) fxy(x, y)
fyx(x, y) fyy(x, y)

)
=

(
10 4
4 2

)
y por lo tanto, para toda (h, k) 6= (0, 0),

f ′′(x0, y0;h, k) = (h, k)

(
10 4
4 2

)(
h
k

)
= 10h2 + 8hk + 2k2 > 0.

Esto último se puede ver de la siguiente forma. La desigualdad se satisface si h = 0 y

k 6= 0. Si h 6= 0, su mı́nimo relativo a k se encuentra al diferenciar con respecto a k. El

resultado es

8h+ 4k = 0 o bien k = −2h.

En este caso tenemos

10h2 + 8hk + 2k2 = 10h2 − 16h2 + 8h2 = 2h2 > 0.

Por el Teorema 4.2, (1,−1) minimiza localmente a f .

4.4 Proposición. Sea A una matriz simétrica no negativa. Entonces son equivalentes:

a. A es positiva.
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b. A es no singular, i.e., detA 6= 0.

Demostración: Sea Q la forma cuadrática asociada a A.

(a) ⇒ (b): Supongamos que A es singular. Por lo tanto existe x0 6= 0 tal que Ax0 = 0

lo cual implica que Q(x0) = 0 y A es no positiva.

(b) ⇒ (a): Supongamos que existe x0 6= 0 tal que Q(x0) = 0. Por lo tanto x0 es un

mı́nimo de Q. Por el Teorema 4.1, Q′(x0) = 2Ax0 = 0 y A es singular.

4.5 Definición. Un punto x = c es un punto cŕıtico de f si f ′(c) = 0. Un punto cŕıtico

c es no degenerado si f ′′(c) es no singular, esto es, |f ′′(c)| 6= 0.

4.6 Corolario. Si c es un punto cŕıtico no degenerado de f entonces f(c) es un mı́nimo

local estricto de f en S ⇔ f ′′(c) ≥ 0.

5 FUNCIONALES LINEALES

En esta sección usaremos el concepto de funcionales lineales para derivar un resultado

de suma importancia en la determinación de multiplicadores de Lagrange, que utilizare-

mos en el caṕıtulo siguiente para derivar condiciones de optimalidad para problemas con

igualdades.

5.1 Definición. Sean X un espacio vectorial y Li:X → R (i = 1, . . . ,m) funcionales

lineales. Decimos que el conjunto {Li}m1 es linealmente independiente si
∑m

1 aiLi(x) = 0

(x ∈ X) ⇒ ai = 0 (i = 1, . . . ,m).

5.2 Proposición. Sean X un espacio vectorial y {Li}m1 funcionales lineales en X.

Entonces son equivalentes:

a. {Li} es linealmente independiente.

b. Existen x1, . . . , xm ∈ X tales que |Li(xj)| 6= 0 (i, j = 1, . . . ,m).

Demostración: Sea F (x) := (L1(x), . . . , Lm(x)) (x ∈ X). Por lo tanto F mapea X en un

subespacio Y := F (X) de Rm. Como la relación
∑m

1 aiLi(x) = 0 (x ∈ X) se satisface ⇔∑m
1 aiy

i = 0 (y ∈ Y ), el conjunto {Li} es linealmente independiente ⇔ no existe ningún

vector en Rm ortogonal a Y ⇔ Y = Rm ⇔ existen m vectores linealmente independi-

entes y1, . . . , ym ∈ Y ⇔ existen x1, . . . , xm ∈ X tales que yj = (L1(xj), . . . , Lm(xj)) son

linealmente independientes ⇔ (b).

5.3 Observación. Si X = Rn, un funcional lineal es de la forma L(x) =
∑n

1 ajx
j =
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〈a, x〉. Si

Li(x) = 〈ai, x〉 (i = 1, . . . ,m)

entonces {Li}m1 es linealmente independiente ⇔ A = (aij) es de rango m.

5.4 Teorema. Sean X un espacio vectorial, L,Li (i = 1, . . . ,m) funcionales lineales en

X,

R = {x ∈ X | Li(x) = 0 (i = 1, . . . ,m)},

y supongamos que L(x) = 0 para toda x ∈ R. Entonces existen multiplicadores {λi}m1
tales que

L(x) =
m∑
1

λiLi(x) (x ∈ X).

Si {Li}m1 es linealmente independiente entonces los multiplicadores son únicos.

Demostración: Sin pérdida de generalidad, {Li}m1 es linealmente independiente. Por la

Proposición 5.2, existen x1, . . . , xm ∈ X tales que si

A :=

 L1(x1) · · · Lm(x1)
...

...
L1(xm) · · · Lm(xm)


entonces |A| 6= 0. Sea λ = (λ1, . . . , λm)∗ (que es único) tal que Aλ = (L(x1), . . . , L(xm))∗,

de manera que

L(xj) =
m∑
i=1

λiLi(xj) (j = 1, . . . ,m).

Sea x ∈ X y sea b = (b1, . . . , bm)∗ tal que b∗A = (L1(x), . . . , Lm(x)), de manera que

0 = Li(x)−
m∑
j=1

Li(xj)bj = Li

(
x−

m∑
1

xjbj

)
(i = 1, . . . ,m).

Como x−
∑m

1 xjbj ∈ R, se tiene L(x−
∑m

1 xjbj) = 0. Por lo tanto

0 = L(x)−
m∑
1

L(xj)bj = L(x)−
m∑

i,j=1

λiLi(xj)bj = L(x)−
m∑
1

λiLi(x).
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Caṕıtulo II

El Caso de Dimensión Finita

En este caṕıtulo estudiaremos problemas de optimización de dimensión finita con re-

stricciones en forma de igualdades. Buscamos minimizar una función f en el conjunto S

definido por ecuaciones de la forma

S = {x ∈ Rn | gα(x) = 0 (α ∈ A)} donde A = {1, . . . ,m} (m < n) y gα: Rn → R

El problema de minimizar f en S sujeto a la restricción g = 0 es equivalente al de

minimizar F = f + λg sin restricciones. Sin embargo un mejor procedimiento es utilizar

la regla de multiplicadores de Lagrange.

La existencia de adecuados multiplicadores es consecuencia del concepto de regulari-

dad. Sin embargo puede resultar extremadamente dif́ıcil, en ciertos casos, verificar dicha

propiedad por lo que también estudiaremos el concepto de normalidad en las restricciones.

El concepto de normalidad implica a su vez regularidad aśı como la unicidad de los multi-

plicadores y dicha implicación se puede probar a través del teorema de la función impĺıcita.

1 RESTRICCIONES CON IGUALDADES

Supongamos la hipótesis (H)(ver página 13, Caṕıtulo 1, Sección 4) y sean A = {1, . . . ,m}
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(m < n), gα: Rn → R (α ∈ A) funciones de clase C1 y

S = {x ∈ Rn | gα(x) = 0 (α ∈ A)}.

1.1 Definición. Para toda x0 ∈ S definimos

a. el espacio de vectores tangentes curviĺıneos a S en x0

CS(x0) := {h ∈ Rn | existen ε > 0 y x: (−ε, ε)→ S tales que x(0) = x0, ẋ(0) = h}

b. el espacio de restricciones tangenciales de S en x0

RS(x0) := {h ∈ Rn | g′α(x0;h) = 0 (α ∈ A)}

La notación g′α(x0;h), de igual manera que en el caṕıtulo I página 13, hace referancia al

producto interno de g′α(x0) con h. Es decir 〈g′α(x0), h〉 = g′α(x0;h)

1.2 Proposición. Para toda x0 ∈ S, CS(x0) ⊂ RS(x0).

Demostración: Sea h ∈ CS(x0) y sean ε > 0 y x: (−ε, ε) → S tales que x(0) = x0,

ẋ(0) = h. Como gα(x(t)) = 0 para toda t ∈ (−ε, ε), α ∈ A, diferenciando esta identidad

en t = 0 se tiene

0 = g′α(x(0); ẋ(0)) = g′α(x0;h).

Veamos un ejemplo en el que el converso no necesariamente es cierto.

1.3 Ejemplo. Consideremos la función

g(x, y) = (x2 + y2 − 1)2

para toda (x, y) ∈ R2 de manera que m = 1, n = 2 y

S = {(x, y) ∈ R2 | g(x, y) = 0}.

Como

g′(x, y;h, k) = 2(x2 + y2 − 1)(2xh+ 2yk),

tenemos que g′(0, 1;h, k) = 0 para toda (h, k) ∈ R2 lo cual implica que RS(0, 1) = R2. Por

otro lado, (h, k) ∈ R2 pertenece a CS(0, 1) si y solo si existen ε > 0 y (x, y): (−ε, ε)→ R2

tales que

i. (x2(t) + y2(t)− 1)2 = 0 (t ∈ (−ε, ε));
ii. (x(0), y(0)) = (0, 1);
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iii. (ẋ(0), ẏ(0)) = (h, k).

Por (i) se tiene que x2(t) = 1− y2(t) para toda t ∈ (−ε, ε) y por lo tanto

2x(t)ẋ(t) = −2y(t)ẏ(t) (t ∈ (−ε, ε)).

Por (ii), 0 = −2ẏ(0) y por lo tanto, por (iii), k = ẏ(0) = 0. Como h es arbitraria, se sigue

que

CS(0, 1) = {(h, k) ∈ R2 | k = 0}.

1.4 Definición. Decimos que x0 ∈ S es un punto regular de S si CS(x0) = RS(x0).

1.5 Definición. Dada λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Rm, definamos (función de Lagrange)

F (x) := f(x) +
m∑
1

λαgα(x).

1.6 Teorema. Regla de Multiplicadores de Lagrange

Supongamos que un punto (x0, y0) es un mı́nimo local para f(x, y) sujeto a la restricción

g(x, y) = 0. Supongamos, además que (gx, gy) 6= (0, 0) en (x0, y0), entonces existe un

multiplicador λ tal que, si establecemos

F (x, y) = f(x, y) + λg(x, y)

entonces

Fx(x0, y0) = 0 , Fy(x0, y0) = 0

además

F ′′(x0, y0;h, k) = Fxx(x0, y0)h2 + 2Fxy(x0, y0)hk + Fyy(x0, y0)k2 ≥ 0

para toda (h, k) 6= (0, 0) tal que

g′(x0, y0;h, k) = gx(x0, y0)h+ gy(x0, y0)k = 0

.

• Condiciones necesarias para que un punto regular sea solución de P(S)

1.7 Teorema. Si x0 es solución local de P(S) y un punto regular de S entonces existe

λ ∈ Rm tal que F ′(x0) = 0 y F ′′(x0;h) ≥ 0 para toda h ∈ RS(x0).
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Demostración: Sea h ∈ RS(x0) = CS(x0) y sean ε > 0 y x: (−ε, ε)→ S tales que x(0) =

x0 y ẋ(0) = h. Entonces ϕ(t) := f(x(t)) (−ε < t < ε) tiene un mı́nimo local en t = 0 y

por lo tanto

0 = ϕ′(0) = f ′(x0;h) y 0 ≤ ϕ′′(0) = f ′′(x0;h).

La primera conclusión se sigue del Teorema 5.4. Ahora, como ϕ(t) = F (x(t)), por el

Teorema de Taylor 3.11(b),

ϕ(t)− ϕ(0)

t2
=
F (x(t))− F (x0)

t2
=

1

2
F ′′
(
x̄(t);

x(t)− x0
t

)
donde x̄(t) = x0 + θ(t)[x(t)− x0] con 0 < θ(t) < 1. Por lo tanto

0 ≤ 1

2
ϕ′′(0) = lim

t→0

ϕ(t)− ϕ(0)

t2
=

1

2
F ′′(x0;h).

• Condiciones suficientes para que un punto regular sea solución de P(S)

1.8 Teorema. Supongamos que x0 ∈ S y que existe λ ∈ Rm tal que F ′(x0) = 0 y

F ′′(x0;h) > 0 para toda h ∈ RS(x0), h 6= 0. Entonces existen m > 0 y una vecindad N de

x0 tales que

f(x) ≥ f(x0) +m|x− x0|2 para toda x ∈ S ∩N.

Demostración: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda q ∈ N existe xq ∈ S tal

que

tq := |xq − x0| <
1

q
, f(xq) < f(x0) +

t2q
q
.

Claramente tq > 0. Si es necesario, reemplacemos {xq} por una subsucesión (denotada

otra vez por {xq}) tal que la sucesión de vectores unitarios

hq :=
xq − x0
tq

=
xq − x0
|xq − x0|

converge al vector unitario h. Entonces

0 = lim
q→∞

gα(xq)− gα(x0)

tq
= g′α(x0;h)

y por lo tanto h ∈ RS(x0), h 6= 0. Ahora, por Taylor 3.11(b),

1

q
>
F (xq)− F (x0)

t2q
=

1

2
F ′′
(
x̄q;

xq − x0
tq

)
=

1

2
F ′′(x̄q;hq)
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donde x̄q = x0 + θq(xq − x0) con 0 < θq < 1. Por lo tanto

0 ≥ lim
q→∞

F (xq)− F (x0)

t2q
=

1

2
F ′′(x0;h).

Enunciaremos ahora una versión del Teorema de la función impĺıcita. Para la de-

mostración referimos al lector a [2].

• Teorema de la función impĺıcita

1.9 Teorema. Sean S ⊂ Rm×Rn abierto y f :S → Rn con f(t, x) y fx(t, x) continuas

en S. Supongamos que existen un compacto T0 ⊂ Rm y una función continua x0:T0 → Rn

tales que

i. (t, x0(t)) ∈ S (t ∈ T0).

ii. f(t, x0(t)) = 0 y |fx(t, x0(t))| 6= 0 (t ∈ T0).

Entonces existen una vecindad T de T0, una función continua x:T → Rn y una constante

ε > 0 tales que

a. x(t) = x0(t) (t ∈ T0).

b. f(t, x(t)) = 0 (t ∈ T ).

c. f(t, y) = 0 y |y − x(t)| < ε (t ∈ T ) ⇒ y = x(t).

d. f ∈ Cm(S)⇒ x ∈ Cm(T ).

Antes de introducir el concepto de normalidad, probemos el siguiente resultado auxiliar

que nos permitirá imponer condiciones que implican regularidad.

1.10 Teorema. Supongamos que g: Rn → Rm (m < n) es de clase Ck (k ≥ 1) en una

vecindad de un punto x0 y g′(x0) es de rango m. Entonces para toda h ∈ Rn existen δ > 0

y x : [−δ, δ]→ Rn de clase Ck tales que

x(0) = x0, ẋ(0) = h y g(x(ε)) = g(x0) + εg′(x0;h) (|ε| ≤ δ).

Demostración: Sea h ∈ Rn y definamos, para toda (ε, b) ∈ R×Rm,

x̄(ε, b) := x0 + εh+ g′∗(x0)b y G(ε, b) := g(x̄(ε, b))− g(x0)− εg′(x0;h).

Como G(0, 0) = 0 y |Gb(0, 0)| = |g′(x0)g′∗(x0)| 6= 0, por el Teorema de la función impĺıcita

existen δ > 0 y b : [−δ, δ]→ Rm de clase Ck tales que b(0) = 0 y G(ε, b(ε)) = 0 (ε ∈ [−δ, δ]).
Diferenciando esta última identidad con respecto a ε en ε = 0 obtenemos

0 = Gε(0, 0) +Gb(0, 0)b′(0) = Gb(0, 0)b′(0)
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y, como |Gb(0, 0)| 6= 0, se sigue que b′(0) = 0. Sea x(ε) := x̄(ε, b(ε)) para toda |ε| ≤ δ.

Entonces x(0) = x0,

ẋ(0) = x̄ε(0, 0) + x̄b(0, 0)b′(0) = h

y se cumple

g(x(ε))− g(x0)− εg′(x0;h) = G(ε, b(ε)) = 0 (|ε| ≤ δ).

• Normalidad

1.11 Definición. Decimos que x0 ∈ S es un punto normal de S si las ecuaciones lineales

g′α(x0;h) = 0 (α ∈ A) en h son linealmente independientes, esto es, si los gradientes

g′1(x0), . . . , g′m(x0) son linealmente independientes, lo cual es equivalente a requerir que la

matriz (
∂gα(x0)

∂xi

)
(α = 1, . . . ,m; i = 1, . . . , n)

sea de rango m.

Veamos ahora por qué normalidad implica regularidad.

1.12 Teorema. Sea x0 un punto normal de S y sea h ∈ RS(x0). Entonces existen ε > 0

y x: (−ε, ε) → S tales que x(0) = x0, ẋ(0) = h, o sea, h ∈ CS(x0). Si gα son de clase Ck

en una vecindad de x0, entonces también x es de clase Ck.

Demostración: El resultado es inmediato del Teorema 1.10 con h satisfaciendo

g′α(x0;h) = 0 (α ∈ A).

• Condiciones necesarias para que un punto normal sea solución de P(S)

1.13 Teorema. Si x0 es solución local de P(S) y un punto normal de S entonces existe

λ ∈ Rm único tal que F ′(x0) = 0 y F ′′(x0;h) ≥ 0 para toda h ∈ RS(x0).

Demostración: La existencia de λ ∈ Rm se sigue de los Teoremas 1.7 y 1.12 y la unicidad

del Teorema I.5.4.

2 FUNCIONES DE PENALIZACION

Normalmente una solución del problema de minimizar una función sujeta a restricciones

puede ser obtenida como un conjunto de soluciones elegidas convenientemente del problema
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sin restricciones. El procedimiento mostrado en esta sección consiste en construir una

función G(x) no negativa tal que los puntos que satisfacen nuestras restricciones estén

dados por la solución de G(x) = 0. Después agregaremos el término de penalización

σG(x) a la función F (x) para ser minimizada bajo las restricciones dadas. Finalmente

obtendremos el punto mı́nimo x(σ) de la función aumentada H(x, σ) = F (x) + σG(x)

2.1 Teorema. Sean F y G funciones continuas en un conjunto compacto N ⊂ Rn con

G(x) ≥ 0 para toda x ∈ N . Definimos

H(x, σ) = F (x) + σG(x) (x ∈ N, σ ∈ R)

y sea x(σ) un punto mı́nimo de H(·, σ) sobre N. Supongamos que existe un único punto

x0 el cual minimza a F en el conjunto

S = {x ∈ N | G(x) = 0}.

Entonces x(σ)→ x0, σ →∞.

Demostración: Sea {σq} ⊂ R una sucesión que tiende a ∞ y sea xq = x(σq). Como

G(x0) = 0 y xq minimiza a H(·, σq), tenemos

F (xq) + σqG(xq) = H(xq, σq) ≤ H(x0, σq) = F (x0)

y entonces

lim sup
q→∞

{F (xq) + σqG(xq)} ≤ F (x0).

Ya que G es no negativa en N , se sigue que

lim sup
q→∞

F (xq) ≤ F (x0) y lim
q→∞

G(xq) = 0

Por lo tanto, si x̄ es el ĺımite de una subsucesión convergente de {xq},

F (x̄) ≤ F (x0) y G(x̄) = 0.

Por compacidad de N , x̄ está en N y por lo tanto en S. Por unicidad de x0, tenemos que

x̄ = x0. En consecuencia, cada subsucesión convergente de {xq} converge a x0. Como {xq}
es acotada, esto sólo es posible si

lim
q→∞

xq = lim
q→∞

x(σq) = x0.

De lo anterior se sigue que x(σ)→ x0, σ →∞.
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Veamos ahora un resultado crucial, en términos de formas cuadráticas, que nos permitirá

derivar suficiencia para el problema con restricciones.

2.2 Teorema. Sea C un cono cerrado en Rn y sean P y Q dos formas cuadráticas con

la propiedad de que si Q(x) = 0 entonces P (x) > 0 para toda x 6= 0 en C. Supongamos

que Q(x) ≥ 0 para toda x en C. Entonces existe σ0 > 0 tal que P (x) + σQ(x) > 0 para

toda x 6= 0 en C y toda σ ≥ σ0.

Demostración: Sea N = {x ∈ C : |x| ≤ 1}, el cual es compacto. Definimos

H(x, σ) = P (x) + σQ(x) (x ∈ C, σ ∈ R)

y sea x(σ) un punto mı́nimo de H(·, σ) sobre N. En particular, para todo σ ∈ R se cumple

H(x(σ), σ) ≤ H(0, σ) = 0.

Supongamos que b(σ) := |x(σ)| 6= 0. Entonces x(σ)/b(σ) es un vector unitario en N , y

H(x(σ), σ) ≤ H
(
x(σ)

b(σ)
, σ

)
=
H(x(σ), σ)

b(σ)
2 ≤ 0

por lo que 0 < b(σ) ≤ 1. Se sigue que siH(x(σ), σ) < 0 entonces b(σ) = 1. SiH(x(σ), σ) = 0

y b(σ) < 1, podemos sustituir x(σ) por x(σ)/b(σ). Por lo tanto, o x(σ) es un vector

unitario, o bien x(σ) = 0. Por 2.1, tenemos x(σ) → 0, σ → ∞. Como |x(σ)| = 1 a menos

que x(σ) = 0, esto es posible si y sólo si x(σ) = 0 para valores grandes de σ. Existe, pues,

una constante σ1 > 0 tal que x(σ) = 0 para toda σ ≥ σ1. Ahora, sea σ0 > σ1 y tomemos

σ ≥ σ0 y x 6= 0 en N . Si Q(x) = 0 entonces H(x, σ) = P (x) > 0, y si Q(x) > 0 entonces

H(x, σ) > H(x, σ1) ≥ H(x(σ1), σ1) = 0.

Por lo tanto, para cualquier x 6= 0 en C y σ ≥ σ0,

H(x, σ) = |x|2H
(
x

|x|
, σ

)
> 0

y se sigue el resultado.

3 AUMENTABILIDAD

El concepto de aumentabilidad ha estado presente en la teoŕıa variacional por un largo

tiempo. Hestenes [2], fue el primero en utilizarlo entre 1946 y 1947 en el estudio de

problemas de Bolza en cálculo de variaciones.
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En esta sección mostraremos un enfoque alternativo de la regla de multiplicadores de

Lagrange para el caso de restricciones con igualdades. Mostraremos que la regla de mul-

tiplicadores de Lagrange es una consecuencia de aumentabilidad y que aumentabilidad es

una consecuencia de la regla de multiplicadores restringida.

• 3.1 Supongamos la hipótesis (H)(ver caṕıtulo 1, página 13, sección 4) y sean A =

{1, . . . ,m} (m < n) y gα: Rn → R (α ∈ A) funciones de clase C2. Consideremos el

problema P(S) de minimizar a f en el conjunto

S = {x ∈ Rn | gα(x) = 0 (α ∈ A)}.

Dados (λ, σ) ∈ Rm ×R, definimos

H(x) = f(x) +
m∑
α=1

λαgα(x) +
σ

2

m∑
α=1

gα(x)2.

Decimos que P(S) es aumentable en x0 si x0 ∈ S es un mı́nimo local para H, para algún

(λ, σ) ∈ Rm×R. Notemos que H(x) = f(x) para toda x ∈ S y aśı, si P(S) es aumentable

en x0, entonces x0 es un mı́nimo local para f en S.

3.2 Teorema. Si P(S) es aumentable en x0 entonces la regla de multiplicadores de

Lagrange se cumple para x0. Además, x0 es un mı́nimo local de f en S.

Demostración: Sea x0 un mı́nimo local para H y notemos que H(x) = F (x) + σG(x)

con

G(x) =
1

2

m∑
α=1

gα(x)2, F = f + λ1g1 + . . .+ λmgm

y S = {x ∈ Rn | G(x) = 0}. Como x0 es un mı́nimo local sin restricciones de H, por

el Teorema 2.1 tenemos que H ′(x0) = 0 y H ′′(x0) ≥ 0. Como G(x0) = 0 y G(x) ≥ 0

(x ∈ Rn), x0 minimiza a G, También por el Teorema 2.1 tenemos que G′(x0) = 0. Por lo

tanto

0 = H ′(x0) = F ′(x0) + σG′(x0) = F ′(x0),

0 ≤ H ′′(x0) = F ′′(x0) + σG′′(x0)

por lo que F ′′(x0;h) ≥ 0 siempre que G′′(x0;h) = 0. Como G′′(x0;h) =
∑m

1 g′α(x0;h)2,

tenemos que F ′′(x0;h) ≥ 0 siempre que g′α(x0;h) = 0 (α ∈ A), y por lo tanto x0 satisface

la regla de los multiplicadores de Lagrange (ver Teoremas 1.6 y 1.12).

3.3 Teorema. Supongamos que x0 ∈ S y, existe λ ∈ Rm tal que F ′(x0) = 0 y

F ′′(x0) > 0 para toda h ∈ RS(x0) con h 6= 0. Entonces existen σ0, k > 0 y una vecindad
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N de x0 tales que, si σ ≥ σ0 y x ∈ N , entonces

H(x) ≥ H(x0) + k|x− x0|2.

En particular, P(S) es aumentable en x0 y, para toda x ∈ N ∩ S,

f(x) ≥ f(x0) + k|x− x0|2.

Demostración: Como x0 minimiza a G, G′′(x0) ≥ 0. Además las formas cuadráticas

P = F ′′(x0) y Q = G′′(x0) satisfacen las hipótesis del Teorema 2.2. Por lo tanto existe

σ0 > 0 tal que, para toda h 6= 0,

F ′′(x0;h) + σ0G
′′(x0;h) > 0.

En consecuencia, H ′(x) = 0 y, para h 6= 0, H ′′(x0;h) > 0. Por el Teorema 4.2 existen una

constante k > 0 y una vecindad N de x0 tales que, para toda x ∈ N ,

H(x) ≥ H(x0) + k|x− x0|2.

Como G(x) ≥ 0, esta desigualdad también es válida si sustituimos σ0 por cualquier número

mayor σ. La última desigualdad se sigue de la anterior cuando G(x) = 0.

De acuerdo con los resultados de los últimos dos teoremas, concluimos que la hipótesis

de aumentabilidad implica la regla de los multiplicadores de Lagrange y que la regla de los

multiplicadores de Lagrange restringida implica aumentabilidad, sin el supuesto del criterio

de regularidad. En consecuencia ambos enfoques son alternativos pero no equivalentes para

la existencia de adecuados multiplicadores de Lagrange.

4 EJEMPLOS

Consideremos el problema (P) de minimizar f : R2 → R en el conjunto

S = {(x, y) ∈ R2 | g(x, y) = 0}

4.1 Ejemplo. (P) es regular y aumentable en (0, 0). Sea

f(x, y) = x2 − y2 − 4y, g(x, y) = y.
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Como g′(0, 0) 6= (0, 0), (P) es regular. Es aumentable en (0, 0) ya que

H(x, y) = x2 +

(
σ − 2

2

)
y2 + (λ− 4)y

tiene un mı́nimo local estricto en (0, 0) si λ = 4 y σ > 2.

4.2 Ejemplo. (P) no es regular ni aumentable en (0, 0), pero (0, 0) minimiza a f en S.

Sea

f(x, y) = x2 − y2 − 4y, g(x, y) = y2.

Este problema no es regular en (0, 0) ya que T ((0, 0)) coincide con la ĺınea y = 0, mientras

RS((0, 0)) es R2. No es aumentable en (0, 0) ya que

H(x, y) = x2 − 4y + (λ− 1)y2 +
σ

2
y4

falla en tener un mı́nimo en (0, 0) para cualesquiera λ y σ.

4.3 Ejemplo. (P) no es regular en (0, 0), pero es aumentable en ese punto. Sea

f(x, y) = x2 − y4 − 4y2, g(x, y) = y2

De la misma forma que en 2, (P) no es regular en (0, 0). Sin embargo, es aumentable en

(0, 0) ya que

H(x, y) = x2 +

(
σ − 2

2

)
y4 + (λ− 4)y2

se minimiza en (0, 0) cuando λ = 4 y σ > 2.

4.4 Ejemplo. (P) es regular en (0, 0), pero no es aumentable en ese punto. Sea

f(x, y) = x2 + 2x+ y4, g(x, y) = xy − x.

Es claro que f tiene un mı́nimo local estricto en (0, 0) sobre S. Como g′(0, 0) 6= (0, 0), es un

punto normal y por lo tanto también regular para (P). Sin embargo, (P) no es aumentable

ya que consideremos la función

H(x, y) = x2
[
1 +

σ

2
(y − 1)2

]
+ (2− λ)x+ λxy + y4.

Si H ′(0, 0) = (0, 0), debemos tener λ = 2. Por lo tanto,

H(x, y) = x2
[
1 +

σ

2
(y − 1)2

]
+ 2xy + y4.

Podemos suponer que σ ≥ 0. Si y2 < 1/(1 + 2σ) y x = −y/(1 + 2σ), se tiene que

H(x, y) ≤ y2
(
y2 − 1

1 + 2σ

)
< 0 = H(0, 0)

y por lo tanto (P) no es aumentable en (0, 0).
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Caṕıtulo III

El Problema Básico de Cálculo de Variaciones

En este caṕıtulo estudiaremos problemas de optimización de dimensión infinta. De

manera similar al caso de dimensión finita, comenzaremos estudiando un problema de

optimización sin restricciones conocido como el problema básico de puntos fijos en cálculo

de variaciones y obtendremos condiciones necesarias de primer y segundo orden para dicho

problema.

En las secciones siguientes, nos concentraremos en el problema de Lagrange que involucra

restricciones diferenciales en forma de igualdades y enunciaremos condiciones necesarias

para trayectorias normales en términos de la formulación Lagrangiana y Hamiltoniana.

De manera semejante al caso de dimensión finita se mostrará un posible concepto de

aumentabilidad. Este permitirá derivar de manera muy sencilla las condiciones clásicas

del problema de Lagrange, con el fin de estudiar problemas que no son normales.

1 EL PROBLEMA, SOLUCIONES Y CONDICIONES NECESARIAS

Empezaremos definiendo el espacio de funciones en el cual está definida el funcional que

se desea minimizar.

1.1 Definición. Una función x: [a, b] → R se dice que es continua a trozos en [a, b] si
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existen

a = t1 < t2 < · · · < tN < tN+1 = b

tales que x es continua en cada intervalo [ti, ti+1] (i = 1, ..., N) y x tiene ĺımites (finitos)

por la derecha x(ti + 0) y por la izquierda x(ti − 0) para toda i = 1, ..., N . Usamos el

śımbolo x(ti) para denotar x(ti− 0) si se trata del intervalo [a, ti] y x(ti + 0) si se trata de

[ti, b]. En otro caso, x(ti) denota alguno de los dos valores x(ti − 0) o x(ti + 0).

Decimos que una función x: [a, b]→ Rn, dada por x = (x1, ..., xn), es continua a trozos

en [a, b] si lo es xi para toda i = 1, ..., n.

Decimos que una función x es C1 a trozos, si x es continua y su derivada ẋ es continua

a trozos. Los puntos en los cuales ẋ es discontinua se llaman puntos esquina de x.

• Planteamiento del problema

Tenemos dados un intervalo T := [t0, t1] en R, dos puntos ξ0, ξ1 en Rn, un conjunto A
abierto (relativo) en T×Rn×Rn y una función L (lagrangiano) que mapea T×Rn×Rn en

R. Sea X el espacio vectorial de las funciones C1 a trozos que mapean T en Rn, definamos

X(A) := {x ∈ X | (t, x(t), ẋ(t)) ∈ A (t ∈ T )},

Xe(A) := {x ∈ X(A) | x(t0) = ξ0, x(t1) = ξ1},

y consideremos el funcional I:X → R dada por

I(x) :=

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t))dt (x ∈ X).

El problema básico de puntos fijos en cálculo de variaciones, que denotamos por P(A),

consiste en minimizar I en Xe(A).

El problema depende del lagrangiano, las restricciones y el conjunto A, pero escribiremos

expĺıcitamente solo su dependencia de A. Los elementos of X son arcos o trayectorias, y

son admisibles si pertenecen a Xe(A). Si x ∈ X, usamos la notación (x̃(t)) para representar

(t, x(t), ẋ(t)) (t ∈ T ). Denotamos los valores de L por L(t, x, ẋ) y, para u igual a x, ẋ o

(x, ẋ), diremos que L ∈ Ci(A;u) si L es continua en A y Ci con respecto a u en A.

1.2 Definición. Una trayectoria x es una solución de P(A) si pertenece a

S(A) := {x ∈ Xe(A) | I(x) ≤ I(y) para toda y ∈ Xe(A)}.

Para mı́nimos locales, consideremos las siguientes normas en X:

‖x‖0 := sup{|x(t)| : t ∈ T} (norma fuerte),
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‖x‖1 := ‖x‖0 + ‖ẋ‖0 (norma débil).

Decimos que x ∈ Xe(A) es un mı́nimo fuerte de P(A) si es un mı́nimo local de I en Xe(A)

con respecto a la norma fuerte en X, o sea, si existe ε > 0 tal que I(x) ≤ I(y) para toda

y ∈ Xe(A) ∩N0(x; ε), donde

N0(x; ε) = {y ∈ X : ‖x− y‖0 < ε}.

Un mı́nimo débil de P(A) corresponde a reemplazar N0(x; ε) por

N1(x; ε) = {y ∈ X : ‖x− y‖1 < ε}

en la definición anterior. Nótese que, si definimos para toda x ∈ X y ε > 0,

T0(x; ε) := {(t, y) ∈ T ×Rn : |x(t)− y| < ε} (tubo alrededor de x)

entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a. x es un mı́nimo fuerte de P(A).

b. Existe ε > 0 tal que x ∈ S((T0(x; ε)×Rn) ∩ A).

c. x ∈ Xe(A) y existe ε > 0 tal que I(x) ≤ I(y) para toda y ∈ Xe(A) con (t, y(t)) ∈
T0(x; ε) (t ∈ T ).

Análogamente, si definimos para toda x ∈ X y ε > 0,

T1(x; ε) := {(t, y, v) ∈ T0(x; ε)×Rn : |ẋ(t)− v| < ε} (tubo restringido alrededor de x)

entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a. x es un mı́nimo débil de P(A).

b. Existe ε > 0 tal que x ∈ S(T1(x; ε) ∩ A).

c. x ∈ Xe(A) y existe ε > 0 tal que I(x) ≤ I(y) para toda y ∈ Xe(A) con (t, y(t), ẏ(t)) ∈
T1(x; ε) (t ∈ T ).

1.3 Definición. Para toda x ∈ X definimos la primera variación de I con respecto a x

como

I ′(x; y) :=

∫ t1

t0

{Lx(x̃(t))y(t) + Lẋ(x̃(t))ẏ(t)}dt (y ∈ X),

y la segunda variación de I con respecto a x como

I ′′(x; y) :=

∫ t1

t0

2Ω(t, y(t), ẏ(t))dt (y ∈ X)
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donde, para toda (t, y, ẏ) ∈ T ×R2n,

2Ω(t, y, ẏ) := 〈y, Lxx(x̃(t))y〉+ 2〈y, Lxẋ(x̃(t))ẏ〉+ 〈ẏ, Lẋẋ(x̃(t))ẏ〉.

1.4 Proposición. Sea x ∈ X(A). Entonces, para toda y ∈ X, I ′(x; y) y I ′′(x; y)

coinciden con la primera y segunda derivada de Gâteux (restringidas a X(A)) de I en x

en la dirección y (suponiendo que L y sus derivadas involucradas son continuas en A).

Demostración: Sea y ∈ X. Como A es abierto, existe δ > 0 tal que x+ εy ∈ X(A) para

toda |ε| < δ. Sea

F (t, ε) := L(t, x(t) + εy(t), ẋ(t) + εẏ(t)) (t ∈ T, |ε| < δ).

Sean t′1, . . . t
′
m aquellos puntos en donde ẋ o ẏ es discontinua, t′0 := t0, t

′
m+1 := t1. Por

continuidad en cada intervalo [t′i, t
′
i+1] (i = 0, . . . ,m) se tiene, sumando de 0 a m,

d

dε
I(x+ εy) |ε=0=

∫ t1

t0

Fε(t, 0)dt = I ′(x; y),

d2

dε2
I(x+ εy) |ε=0=

∫ t1

t0

Fεε(t, 0)dt = I ′′(x; y).

1.5 Definición. Sea Y := {y ∈ X | y(t0) = y(t1) = 0} (variaciones admisibles) y

consideremos los siguientes conjuntos:

E := {x ∈ X | I ′(x; y) = 0 para toda y ∈ Y },

H := {x ∈ X | I ′′(x; y) ≥ 0 para toda y ∈ Y },

L := {x ∈ X | Lẋẋ(x̃(t)) ≥ 0 para toda t ∈ T},

W(A) := {x ∈ X(A) | E(t, x(t), ẋ(t), u) ≥ 0 para toda (t, u) ∈ T ×Rn

con (t, x(t), u) ∈ A}

donde la “función exceso de Weierstrass” E:T ×R3n → R está dada por

E(t, x, ẋ, u) := L(t, x, u)− L(t, x, ẋ)− Lẋ(t, x, ẋ)(u− ẋ).

Los elementos de E ∩C1 son extremos, de L se dice que satisfacen la condición de Legendre,

y de W(A) la condición de Weierstrass.

1.6 Teorema. S(A) ⊂ E ∩ H ∩ L ∩ W(A) si las derivadas de L en cada caso son

continuas.
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Demostración:

a. “L ∈ C1(A;x, ẋ) ⇒ S(A) ⊂ E”. Sean x ∈ S(A), y ∈ Y . Como A es abierto, existe

δ > 0 tal que x + εy ∈ Xe(A) para toda |ε| < δ. Sea f : (−δ, δ) → R dada por f(ε) :=

I(x+ εy). Como x ∈ S(A), f tiene un mı́nimo en ε = 0. Por lo tanto, I ′(x; y) = f ′(0) = 0.

b. “L ∈ C2(A;x, ẋ) ⇒ S(A) ⊂ H”. Sean x ∈ S(A), y ∈ Y . Como en (a), I ′′(x; y) =

f ′′(0) ≥ 0.

c. “L ∈ C2(A;x)⇒W(A) ⊂ L”. Sean x ∈ W(A), t ∈ T , y definamos

G(u) := E(t, x(t), ẋ(t), u) (u ∈ Rn).

Como G(ẋ(t)) = 0, G tiene un mı́nimo local en ẋ(t). Por lo tanto, para toda c ∈ Rn,

0 ≤ 〈c,G′′(ẋ(t))c〉 = 〈c, Lẋẋ(x̃(t))c〉.

d. “L ∈ C1(A; ẋ) ⇒ S(A) ⊂ W(A)”. Sea x0 ∈ S(A). Sean s ∈ (t0, t1) tal que ẋ0 es

continua en s y v ∈ Rn tal que (s, x0(s), v) ∈ A. Sea µ ∈ (0, t1 − s) y, para toda δ ∈ [0, µ]

y ε ∈ [0, 1), definamos

x(t; ε, δ) :=

x0(t) t ∈ [t0, s] ∪ [s+ δ, t1]
x0(t) + (t− s)[v − ẋ0(s)] t ∈ [s, s+ εδ]
x0(t) + λ(ε)(s+ δ − t)[v − ẋ0(s)] t ∈ [s+ εδ, s+ δ]

donde λ(ε) = ε/(1 − ε). Como A es abierto, exis te η > 0 tal que, para toda δ ∈ [0, µ] y

ε ∈ [0, η], x(·; ε, δ) ∈ Xe(A). Por lo tanto

0 ≤ I(x(·; ε, δ))− I(x0) = F (ε, δ) +G(ε, δ)

donde

F (ε, δ) =

∫ s+εδ

s

{L(t, x(t; ε, δ), ẋ0(t) + v − ẋ0(s))− L(x̃0(t))}dt,

G(ε, δ) =

∫ s+δ

s+εδ

{L(t, x(t; ε, δ), ẋ0(t)− λ(ε)[v − ẋ0(s)])− L(x̃0(t))}dt.

Como L es continua en A se tiene, para toda 0 < ε ≤ η,

lim
δ→0

F (ε, δ)

εδ
= L(s, x0(s), v)− L(x̃0(s)),

lim
δ→0

G(ε, δ)

εδ
=

1

λ(ε)
{L(s, x0(s), ẋ0(s)− λ(ε)[v − ẋ0(s)])− L(x̃0(s))}.
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Por lo tanto

0 ≤ lim
ε→0

[
lim
δ→0

F (ε, δ)

εδ
+ lim
δ→0

G(ε, δ)

εδ

]
= E(s, x0(s), ẋ0(s), v).

Finalmente, por continuidad de L y Lẋ, esta relación se satisface en los puntos finales y

esquina de x0.

1.7 Observación. Nótese que este último resultado da condiciones necesarias para una

solución de P(A) donde A es cualquier abierto en T ×Rn ×Rn. Por lo tanto, condiciones

necesarias para un mı́nimo débil o fuerte se derivan reemplazando A por T1(x; ε) ∩ A o

(T0(x; ε)×Rn) ∩ A respectivamente.

En particular, si x es un mı́nimo débil de P(A) entonces x ∈ E ∩H∩L∩W(T1(x; ε)∩A)

para alguna ε > 0 y, si x es un mı́nimo fuerte de P(A), entonces x ∈ E ∩H∩L∩W(A) ya

que, para toda ε > 0, x ∈ W((T0(x; ε)×Rn) ∩ A)⇔ x ∈ W(A).

2 LA ECUACION DE EULER

En esta sección derivaremos la ecuación de Euler y algunas de sus consecuencias. En par-

ticular veremos con detalle la condición de esquina de Weierstrass-Erdmann y el Teorema

de Hilbert.

2.1 Teorema. Si L ∈ C1(A;x, ẋ) y x ∈ X(A) entonces son equivalentes las siguientes

afirmaciones:

a. x ∈ E .
b. Existe c ∈ Rn tal que

Lẋ(x̃(t)) =

∫ t

t0

Lx(x̃(s))ds+ c (t ∈ T ).

Demostración: Sea P (t) :=
∫ t
t0
Lx(x̃(s))ds (t ∈ T ).

(a) ⇒ (b): Definamos

c :=
1

t1 − t0

∫ t1

t0

{Lẋ(x̃(t))− P (t)}dt,

z(t) :=

∫ t

t0

{Lẋ(x̃(s))− P (s)− c}∗ds (t ∈ T ).
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Nótese que z ∈ Y y ż(t)∗ = Lẋ(x̃(t))− P (t)− c. Por lo tanto

0 =

∫ t1

t0

d

dt
〈z(t), (P (t) + c)∗〉dt

=

∫ t1

t0

{〈z(t), Lx(x̃(t))∗〉+ 〈ż(t), Lẋ(x̃(t))∗ − ż(t)〉}dt

= I ′(x; z)−
∫ t1

t0

|ż(t)|2dt.

Por (a), ż(t) = 0 (t ∈ T ) y por lo tanto se cumple (b).

(b) ⇒ (a): Por definición de P se tiene, para toda y ∈ Y ,

0 =

∫ t1

t0

d

dt
〈y(t), (P (t) + c)∗〉dt

=

∫ t1

t0

{〈y(t), Ṗ (t)∗〉+ 〈ẏ(t), (P (t) + c)∗〉}dt

= I ′(x; y).

2.2 Observación. La ecuación en el Teorema 2.1 es la forma integral de la ecuación de

Euler
d

dt
Lẋ(x̃(t)) = Lx(x̃(t)) (t ∈ T ).

Si ẋ tiene una discontinuidad, la derivada d/dt se interpreta como una derivada por la

izquierda o la derecha y la ecuación se satisface incluso si x no tiene una segunda derivada.

Aunque (con las hipótesis del Teorema 2.1) x ∈ E ⇒ x satisface la ecuación de Euler, el

converso no necesariamente es cierto. Por ejemplo, sean T = [0, 2π],

L(t, x, ẋ) = (ẋ2 − x2)/2,

x0(t) :=

{
sen t t ∈ [0, π]

0 t ∈ [π, 2π].

Entonces x0 satisface la ecuación de Euler, pero x0 6∈ E .

Si x satisface la ecuación de Euler entonces x ∈ E si la función t 7→ Lẋ(x̃(t)) (t ∈ T )

pertenece a X.

2.3 Observación. Para toda (t, x, u, p) ∈ T ×R3n sea

H(t, x, u, p) := 〈p, u〉 − L(t, x, u)

y definamos

M(x) := {p ∈ X | ṗ(t) = −H∗x(x̃(t), p(t)), Hu(x̃(t), p(t)) = 0 (t ∈ T )} (x ∈ X).
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Entonces (con las hipótesis del Teorema 2.1) x ∈ E ⇔ M(x) 6= ∅.

• Definiciones

• Llamamos extremos a los elementos de E ∩ C1.

• Una trayectoria x ∈ X es no singular si |Lẋẋ(x̃(t))| 6= 0 (t ∈ T ).

• El integrando L es positivo regular en A si A es convexo en ẋ y Lẋẋ(t, x, ẋ) > 0 para

toda (t, x, ẋ) ∈ A.

2.4 Proposición. Supongamos que L ∈ C1(A;x, ẋ) y x ∈ X(A) ∩ E . Entonces

a. La función t 7→ Lẋ(t, x(t), ẋ(t)) es continua. En particular, si t es un punto de

discontinuidad de ẋ, se satisface la condición de esquina de Weierstrass-Erdmann:

Lẋ(t, x(t), ẋ(t− 0)) = Lẋ(t, x(t), ẋ(t+ 0)).

b. Si x ∈ W(A) y F (t, u) := L(t, x(t), u) − Lẋ(x̃(t))u ((t, u) ∈ T × Rn) entonces la

función t 7→ F (t, ẋ(t)) es continua y

E(t, x(t), ẋ(t− 0), ẋ(t+ 0)) = E(t, x(t), ẋ(t+ 0), ẋ(t− 0)) = 0.

Demostración:

(a): Se sigue por ser continua la función P (t) :=
∫ t
t0
Lx(x̃(s))ds del Teorema 2.1.

(b): Nótese que

0 ≤ E(t, x(t), ẋ(t− 0), ẋ(t+ 0))

= L(t, x(t), ẋ(t+ 0))− L(t, x(t), ẋ(t− 0))− Lẋ(t, x(t), ẋ(t− 0))(ẋ(t+ 0)− ẋ(t− 0))

= F (t, ẋ(t+ 0))− F (t, ẋ(t− 0)).

Análogamente,

0 ≤ E(t, x(t), ẋ(t+ 0), ẋ(t− 0)) = F (t, ẋ(t− 0))− F (t, ẋ(t+ 0))

y por lo tanto F (t, ẋ(t+ 0)) = F (t, ẋ(t− 0)).

• Teorema de Hilbert

2.5 Teorema. Si x ∈ X(A) es un extremo no singular y L ∈ Cr(A) entonces x ∈ Cr(T )

(r ≥ 2).

Demostración: Sea c ∈ Rn tal que

Lẋ(x̃(t)) = P (t) + c (t ∈ T ), P (t) :=

∫ t

t0

Lx(x̃(s))ds
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y sea G(t, v) := Lẋ(t, x(t), v)− P (t)− c. Nótese que G(t, ẋ(t)) = 0 y

|Gv(t, ẋ(t))| = |Lẋẋ(x̃(t))| 6= 0.

Supongamos que L ∈ Cr(A) y x ∈ Cm(T ) para 1 ≤ m < r. Por hipótesis, m ≥ 1 y,

como también G ∈ Cm, por el teorema de la función impĺıcita ẋ ∈ Cm(T ). Por lo tanto

x ∈ Cm+1(T ).

2.6 Proposición. Sea L positivo regular en A y L ∈ C2(A; ẋ). Entonces

E(t, x, ẋ, u) > 0

para toda (t, x, ẋ) ∈ A y (t, x, u) ∈ A con u 6= ẋ. En particular, si x ∈ X(A) ∩ E entonces

x es un extremo no singular.

Demostración: Por Taylor, dados (t, x, ẋ) y (t, x, u) en A con u 6= ẋ, existe λ ∈ (0, 1) tal

que

E(t, x, ẋ, u) = 1
2 〈u− ẋ, Lẋẋ(t, x, ẋ+ λ(u− ẋ))(u− ẋ)〉 > 0.

La segunda afirmación se sigue de la Proposición 2.4(b).

2.7 Teorema. Sea x ∈ X(A) y definamos

F (t, u) := L(t, x(t), u)− p(t)u ((t, u) ∈ T ×Rn)

donde

p(t) = Lẋ(x̃(t0)) +

∫ t

t0

Lx(x̃(s))ds.

Entonces son equivalentes:

a. x ∈ E ∩W(A).

b. F (t, u) ≥ F (t, ẋ(t)) para toda (t, u) ∈ T ×Rn con (t, x(t), u) ∈ A.

Demostración: Nótese que, si p(t) = Lẋ(x̃(t)) (t ∈ T ), entonces

F (t, u)− F (t, ẋ(t)) = E(t, x(t), ẋ(t), u).

(a) ⇒ (b): x ∈ E ⇒ p(t) = Lẋ(x̃(t)) y (b) se sigue ya que x ∈ W(A).

(b) ⇒ (a): Por (b),

0 = Fu(t, ẋ(t)) = Lẋ(x̃(t))− p(t).

Por lo tanto x ∈ E ∩W(A).

36



3 LA CONDICION DE JACOBI

La teoŕıa de Jacobi en cálculo de variaciones caracteriza el signo de la segunda variación

en términos de puntos conjugados. Veremos en esta sección algunos de sus resultados

principales.

Para toda x ∈ X denotemos por Jx la segunda variación de I con respecto a x, i.e.,

Jx(y) := I ′′(x; y) =

∫ t1

t0

2Ω(t, y(t), ẏ(t))dt (y ∈ X)

donde, para toda (t, y, ẏ) ∈ T ×R2n,

2Ω(t, y, ẏ) := 〈y, Lxx(x̃(t))y〉+ 2〈y, Lxẋ(x̃(t))ẏ〉+ 〈ẏ, Lẋẋ(x̃(t))ẏ〉.

Sea Ex el conjunto de trayectorias (llamadas accesorias o extremos secundarios con respecto

a x) que satisfacen la ecuación de Euler con respecto al integrando Ω, i.e.,

Ex := {y ∈ X | J ′x(y; z) = 0 para toda z ∈ Y }

= {y ∈ X | existe c ∈ Rn tal que Ωẏ(ỹ(t)) =

∫ t

t0

Ωy(ỹ(s))ds+ c (t ∈ T )}.

Nótese que

Ω∗y(t, y, ẏ) = Lxx(x̃(t))y + Lxẋ(x̃(t))ẏ, Ω∗ẏ(t, y, ẏ) = Lẋx(x̃(t))y + Lẋẋ(x̃(t))ẏ

y por lo tanto y ∈ Ex ⇒ y satisface la ecuación diferencial

d

dt

[
Lẋx(x̃(t))y(t) + Lẋẋ(x̃(t))ẏ(t)

]
= Lxx(x̃(t))y(t) + Lxẋ(x̃(t))ẏ(t) (t ∈ T )

que denotamos por (J), llamada la ecuación de Jacobi.

3.1 Proposición. Supongamos que L ∈ C2(A; ẋ) y x ∈ X(A) ∩ L′ ∩ C1. Entonces

Ex ⊂ C1.

Demostración: El resultado se sigue de la Proposición 2.6 ya que

Ωẏẏ(t, y, ẏ) = Lẋẋ(x̃(t)) (t ∈ T ).

Veamos ahora cómo se pueden caracterizar los extremos secundarios en términos de un

sistema lineal de ecuaciones diferenciales. La demostración es inmediata de las definiciones.
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3.2 Teorema. Supongamos que L ∈ C2(A;x, ẋ) y x ∈ X(A)∩L′ ∩C1. Entonces, para

toda (y, q) en X ×X, son equivalentes:

a. y ∈ Ex y q(t) = Lẋx(x̃(t))y(t) + Lẋẋ(x̃(t))ẏ(t).

b. (y, q) satisface, para toda t ∈ T , el sistema lineal

ẏ(t) = A(t)y(t) +B(t)q(t)

q̇(t) = C(t)y(t)−A∗(t)q(t)

que denotamos por (J)′, donde

A(t) = −L−1ẋẋ (x̃(t))Lẋx(x̃(t))

B(t) = L−1ẋẋ (x̃(t))

C(t) = Lxx(x̃(t))− Lxẋ(x̃(t))L−1ẋẋ (x̃(t))Lẋx(x̃(t)).

3.3 Definición. Dado x ∈ X, un punto s ∈ (t0, t1] es conjugado a t0 en x si existe

y ∈ Ex tal que y(t0) = y(s) = 0 y y 6≡ 0 en (t0, s). Denotamos por C(x) el conjunto de

puntos conjugados a t0 en x.

3.4 Observación. Si L ∈ C2(A;x, ẋ) y x ∈ X(A) ∩L′ ∩C1, de la teoŕıa de ecuaciones

diferenciales lineales aplicada a (J)′ se sigue que un extremo secundario y está determinado

de manera única por los valores de y(a), ẏ(a) o, equivalentemente, por los valores y(a),

q(a) en un punto t = a en T . En particular, si y(a) = ẏ(a) = 0, entonces y ≡ 0.

3.5 Teorema. Si L ∈ C2(A;x, ẋ) y x ∈ X(A) ∩ L′ ∩ C1, entonces

x ∈ H ⇒ C(x) ∩ (t0, t1) = ∅.

Demostración: Supongamos que existe s ∈ C(x) ∩ (t0, t1). Sea y como en la Definición

3.3 y definamos z(t) := y(t) si t ∈ [t0, s], z(t) := 0 si t ∈ [s, t1]. Claramente z ∈ Y y

Jx(z) =

∫ s

t0

{Ωy(z̃(t))z(t) + Ωẏ(z̃(t))ż(t)}dt

=

∫ s

t0

d

dt
Ωẏ(z̃(t))z(t)dt

= 0.

Como x ∈ H, z minimiza Jx en Y . Como x es C1, las funciones Ω, Ωy, Ωẏ, son continuas

y, por lo tanto, z ∈ Ex. Como z(t) = ż(t) = 0 (t ∈ (s, t1)) se sigue por la Observación 3.4

que z ≡ 0, lo cual contradice que y no se anula.
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El siguiente resultado caracteriza los elementos de H en términos de la condición de

Legendre y puntos conjuntados. Para la demostración, véase [1].

3.6 Teorema. Si L ∈ C2(A) y x es un extremo no singular, entonces

x ∈ H ⇔ x ∈ L y C(x) ∩ (t0, t1) = ∅.

4 EL PROBLEMA DE LAGRANGE

Supongamos la información anterior pero ahora también consideremos una función ϕ que

mapea T ×Rn ×Rn en Rq. Sea

B := {(t, x, ẋ) ∈ A | ϕ(t, x, ẋ) = 0}

y consideremos el problema P(B) (el problema clásico de Lagrange con restricciones con

igualdades).

El problema es, pues, el de minimizar

I(x) =

∫ t1

t0

L(t, x(t), ẋ(t))dt

sujeto a

a. x:T → Rn es C1 a trozos;

b. x(t0) = ξ0, x(t1) = ξ1;

c. (t, x(t), ẋ(t)) ∈ A (t ∈ T );

d. ϕ(t, x(t), ẋ(t)) = 0 (t ∈ T ).

Asumimos que ϕ ∈ C2(A) y que la matriz ϕẋ(t, x, ẋ) de q × n, tiene rango q en B.

Normalidad

• Formulación Hamiltoniana

Para toda (t, x, ẋ, p, µ, λ) ∈ T ×Rn ×Rn ×Rn ×Rq ×R sea

H(t, x, ẋ, p, µ, λ) := 〈p, ẋ〉 − λL(t, x, ẋ)− 〈µ, ϕ(t, x, ẋ)〉

y denotemos por Uq el espacio de las funciones continuas a trozos que mapean T en Rq.
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El siguiente resultado es conocido como el Prinicpio Máximo de Pontryagin para el prob-

lema de Lagrange con restricciones con igualdades y referimos a [1] para su demostración.

4.1 Teorema. Si x0 es solución de P(B) entonces existen λ0 ≥ 0, p ∈ X, y µ ∈ Uq
continuas en cada intervalo de continuidad de ẋ0, no simultaneamente iguales a cero en T ,

tal que

a. ṗ(t) = −H∗x(x̃0(t), p(t), µ(t), λ0) y Hẋ(x̃0(t), p(t), µ(t), λ0) = 0 en cada intervalo de

continuidad de ẋ0.

b. H(t, x0(t), u, p(t), µ(t), λ0) ≤ H(x̃0(t), p(t), µ(t), λ0) para toda (t, u) ∈ T × Rn con

(t, x0(t), u) ∈ B.

4.2 Observación. Supongamos que x0 es solución de P(B). Sea (p, µ, λ0) como en el

Teorema 4.1. Entonces

〈h,Hẋẋ(x̃0(t), p(t), µ(t), λ0)h〉 ≤ 0 para toda h ∈ Rn tal que ϕẋ(x̃0(t))h = 0.

4.3 Diremos que una trayectoria x ∈ X(B) es normal en P(B) si, dado (p, µ) ∈ X × Uq
tal que, para toda t ∈ T ,

ṗ(t) = ϕ∗x(x̃(t))µ(t) [ = −H∗x(x̃(t), p(t), µ(t), 0) ]

0 = p(t)− ϕ∗ẋ(x̃(t))µ(t) [ = H∗ẋ(x̃(t), p(t), µ(t), 0) ]

entonces p ≡ 0. En este caso, claramente, también µ ≡ 0, ya que

µ∗(t) = p∗(t)ϕ∗ẋ(x̃(t))[ϕẋ(x̃(t))ϕ∗ẋ(x̃(t))]−1.

Por lo tanto x es normal en P(B) si no existe una solución no nula de

ṗ∗(t) = p∗(t)ϕ∗ẋ(x̃(t))[ϕẋ(x̃(t))ϕ∗ẋ(x̃(t))]−1ϕx(x̃(t)).

Notemos que, si x0 es una solución normal de P(B) entonces, en el Teorema 4.1, λ0 > 0.

En este caso, los multiplicadores λ0, p, µ pueden ser elegidos tal que λ0 = 1 y, cuando son

elegidos aśı, son únicos.

4.4 Definición. Dado (x, p, µ) ∈ X × X × Uq, definimos la segunda variación (con

respecto a H(t, 1)) como

K(x, p, µ; y) =

∫ t1

t0

2Ω̃(t, y(t), ẏ(t))dt (y ∈ X)
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donde, para toda (t, y, ẏ) ∈ T ×Rn ×Rn,

2Ω̃(t, y, ẏ) := −
[
〈y,Hxx(t, 1)y〉+ 2〈y,Hxẋ(t, 1)ẏ〉+ 〈ẏ, Hẋẋ(t, 1)ẏ〉

]
y H(t, 1) denota H(x̃(t), p(t), µ(t), 1).

4.5 Definición. Para toda x ∈ X definimos el conjunto Y (B, x) de B-variaciones

admisibles a lo largo de x como el conjunto de todas las y ∈ X que satisfacen

y(t0) = y(t1) = 0 y ϕx(x̃(t))y(t) + ϕẋ(x̃(t))ẏ(t) = 0 (t ∈ T ).

Veamos ahora condiciones de primer y segundo orden para soluciones normales del prob-

lema. La demostración se puede ver en [1].

4.6 Teorema. Supongamos x0 es solución de P(B) y es normal en P(B). Entonces

existen únicas p ∈ X y µ ∈ Uq continuas en cada intervalo de continuidad de ẋ0 tal que, si

H(t, 1) denota H(x̃0(t), p(t), µ(t), 1), entonces

a. ṗ(t) = −H∗x(t, 1) y Hẋ(t, 1) = 0 en cada intervalo de continuidad de ẋ0;

b. H(t, x0(t), ẋ, p(t), µ(t), 1) ≤ H(t, 1) para toda (t, ẋ) ∈ T ×Rn con (t, x0(t), ẋ) ∈ B;

c. 〈h,Hẋẋ(t, 1)h〉 ≤ 0 para toda h ∈ Rn tal que ϕẋ(x̃0(t))h = 0;

d. K(x0, p, µ; y) ≥ 0 para toda y ∈ Y (B, x0).

• Formulación Lagrangiana

Para toda (t, x, ẋ, µ, λ) ∈ T ×Rn ×Rn ×Rq ×R Sea

F (t, x, ẋ, µ, λ) := λL(t, x, ẋ) + 〈µ, ϕ(t, x, ẋ)〉

de manera que

H(t, x, ẋ, p, µ, λ) = 〈p, ẋ〉 − F (t, x, ẋ, µ, λ).

Notemos que, si x0 es solución de P(B) y λ0, p, µ son como en el Teorema 4.1, entonces

0 = H∗ẋ(x̃0(t), p(t), µ(t), λ0) = p(t)− F ∗ẋ (x̃0(t), µ(t), λ0)

y además la función t 7→ F ∗ẋ (x̃0(t), µ(t), λ0) (t ∈ T ) pertenece a X. Como Hx = −Fx,

obtenemos
d

dt
Fẋ(x̃0(t), µ(t), λ0) = Fx(x̃0(t), µ(t), λ0) (t ∈ T ).
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Observemos también que si EF es la función E de Weierstrass

EF (t, x, ẋ, u, µ, λ) := F (t, x, u, µ, λ)− F (t, x, ẋ, µ, λ)− Fẋ(t, x, ẋ, µ, λ)(u− ẋ)

entonces tenemos

EF (x̃0(t), u, µ(t), λ) = H(x̃0(t), p(t), µ(t), λ)−H(t, x0(t), u, p(t), µ(t), λ).

Esta observación implica, por el Teorema 4.1, el siguiente resultado.

4.7 Teorema. Si x0 es solución de P(B) entonces existen λ0 ≥ 0 y µ ∈ Uq continua en

cada intervalo de continuidad de ẋ0, no simultaneamente cero en T , tales que

a. Existe c ∈ Rn tal que

Fẋ(x̃0(t), µ(t), λ0) =

∫ t

t0

Fx(x̃0(s), µ(s), λ0)ds+ c (t ∈ T );

b. EF (x̃0(t), u, µ(t), λ0) ≥ 0 para toda (t, u) ∈ T ×Rn con (t, x0(t), u) ∈ B.

Notemos que Hxx = −Fxx, Hxẋ = −Fxẋ, y Hẋẋ = −Fẋẋ. Por la Observación 4.2, si x0

es solución de P(B) y (µ, λ0) como en el Teorema 4.7, entonces

〈h, Fẋẋ(x̃0(t), µ(t), λ0)h〉 ≥ 0 para toda h ∈ Rn tal que ϕẋ(x̃0(t))h = 0 (t ∈ T ).

Además, K(x, p, µ; y) coincide con J ′′(x, µ; y), la segunda variación de la funcional

J(x, µ) :=

∫ t1

t0

F (t, x(t), ẋ(t), µ(t), 1)dt ((x, µ) ∈ X × Uq),

dada por

J ′(x, µ; y) =

∫ t1

t0

2Ωµ(t, y(t), ẏ(t))dt (y ∈ X)

donde

2Ωµ(t, y, ẏ) := 〈y, Fxx(x̃(t), µ(t), 1)y〉+ 2〈y, Fxẋ(x̃(t), µ(t), 1)ẏ〉+ 〈ẏ, Fẋẋ(x̃(t), µ(t), 1)ẏ〉.

Para expresar el resultado correspondiente al Teorema 4.6 (para soluciones normales) de

manera similar al Teorema 1.6 definamos, para toda µ ∈ Uq,

E(µ) := {x ∈ X | existe c ∈ Rn tal que

Fẋ(x̃(t), µ(t), 1) =
∫ t
t0
Fx(x̃(s), µ(s), 1)ds+ c (t ∈ T )},
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H(µ) := {x ∈ X | J ′(x, µ; y) ≥ 0 para toda y ∈ Y (B, x)},

L(µ) := {x ∈ X | 〈h, Fẋẋ(x̃(t), µ(t), 1)h〉 ≥ 0 para toda h ∈ Rn tal que

ϕẋ(x̃(t))h = 0 (t ∈ T )},

W(B, µ) := {x ∈ X(B) | EF (x̃(t), u, µ(t), 1) ≥ 0

para toda (t, u) ∈ T ×Rn con (t, x(t), u) ∈ B}.

4.8 Teorema. Si x0 es una solución normal de P(B) entonces existe un único µ ∈ Uq
tal que x0 pertenece a E(µ), H(µ), L(µ) y W(B, µ).

Aumentabilidad

Para una función dada σ:T ×Rn×Rn → R y para todo (t, x, ẋ, µ) ∈ T ×Rn×Rn×Rq,

definimos

F̃ (t, x, ẋ, µ) := L(t, x, ẋ) + 〈µ, ϕ(t, x, ẋ)〉+ σ(t, x, ẋ)G(t, x, ẋ)

donde

G(t, x, ẋ) :=
1

2

q∑
1

ϕα(t, x, ẋ)2.

Notemos que

F̃ (t, x, ẋ, µ) = F (t, x, ẋ, µ, 1) +
σ(t, x, ẋ)

2
|ϕ(t, x, ẋ)|2.

Asociada a la integral I, consideremos la integral aumentada

J̃(x, µ) :=

∫ t1

t0

F̃ (t, x(t), ẋ(t), µ(t))dt ((x, µ) ∈ X × Uq)

y denotemos por Q(A, µ, σ) el problema de minimizar sin restricciones a J̃(·, µ) en Xe(A).

4.9 Definición. Para x0 ∈ Xe(B) diremos que P(B) es aumentable en x0 si existen σ

y µ tales que x0 es solución de Q(A, µ, σ). Notemos que, en este caso, x0 es solución de

P(B) ya que, para x ∈ Xe(B), tenemos

I(x0) = J̃(x0, µ) ≤ J̃(x, µ) = I(x).

Como en el caso de dimensión finita, veamos ahora cómo las condiciones de primer y

segundo orden obtenidas anteriormente en el Teorema 4.8 bajo la hipótesis de normalidad,

se pueden obtener de manera sencilla bajo la hipótesis de aumentabilidad.
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4.10 Teorema. Sea x0 ∈ Xe(B) y supongamos que P(B) es aumentable en x0. Entonces

existe µ ∈ Uq tal que x0 pertenece a E(µ), H(µ), L(µ) y W(B, µ). Además, x0 es solución

de P(B).

Demostración: Sean σ y µ tales que x0 es solución de Q(A, µ, σ). Aplicando el Teorema

1.6 que establece que x0 pertenece a E , H, L y W(A) con respecto a la integral J̃(·, µ), se

tiene que x0 pertenece a

Ẽ(µ, σ) := {x ∈ X | existe c ∈ Rn tal que

F̃ẋ(x̃(t), µ(t)) =
∫ t
t0
F̃x(x̃(s), µ(s))ds+ c (t ∈ T )},

H̃(µ, σ) := {x ∈ X | J̃ ′′(x, µ; y) ≥ 0 para toda y ∈ Y },

L̃(µ, σ) := {x ∈ X | F̃ẋẋ(x̃(t), µ(t)) ≥ 0 (t ∈ T )},

W̃(A, µ, σ) := {x ∈ X(A) | EF̃ (t, x(t), ẋ(t), u, µ(t)) ≥ 0

para toda (t, u) ∈ T ×Rn con (t, x(t), u) ∈ A}.

Por la primera afirmación, existe c ∈ Rn tal que

F̃ẋ(x̃0(t), µ(t)) =

∫ t

t0

F̃x(x̃0(s), µ(s))ds+ c (t ∈ T )

y por lo tanto

Fẋ(x̃0(t), µ(t), 1) =

∫ t

t0

Fx(x̃0(s), µ(s), 1)ds+ c (t ∈ T )

demostrando que x0 ∈ E(µ).

Por la segunda afirmación, tenemos

J̃ ′′(x0, µ; y) ≥ 0 para toda y ∈ X tal que y(t0) = y(t1) = 0

donde

J̃ ′′(x0, µ; y) =

∫ t1

t0

{〈y(t), F̃xx(t)y(t)〉+ 2〈y(t), F̃xẋ(t)ẏ(t)〉+ 〈ẏ(t), F̃ẋẋ(t)ẏ(t)〉}dt

y F̃ (t) denota F̃ (x̃0(t), µ(t)). Como uno prueba fácilmentte,

J̃ ′′(x0, µ; y) = J ′(x0, µ; y) +

∫ t1

t0

σ(x̃0(t))|ϕx(x̃0(t)y(t) + ϕẋ(x̃0(t))ẏ(t)|2dt

y por lo tanto J ′′(x0, µ; y) ≥ 0 para toda y ∈ Y (B, x0), demostrando que x0 ∈ H(µ).
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Por la tercer afirmación, tenemos F̃ẋẋ(x̃0(t), µ(t)) ≥ 0 (t ∈ T ). Observemos que

F̃ẋẋ(x̃0(t), µ(t)) = Fẋẋ(x̃0(t), µ(t), 1) + σ(x̃0(t))Gẋẋ(x̃0(t)).

Por otro lado, para toda x ∈ X,

Gẋ(x̃(t)) =

q∑
1

ϕα(x̃(t))ϕαẋ(x̃(t))

y por lo tanto, para toda h ∈ Rn,

〈h,Gẋẋ(x̃0(t))h〉 = h∗
( q∑

1

ϕ∗αẋ(x̃0(t))ϕαẋ(x̃0(t))

)
h

=

q∑
1

(
ϕαẋ(x̃0(t))h

)2
= |ϕẋ(x̃0(t))h|2.

Por consiguiente

〈h, Fẋẋ(x̃0(t), µ(t), 1)h〉+ σ(x̃0(t))|ϕẋ(x̃0(t))h|2 ≥ 0 (h ∈ Rn, t ∈ T )

lo que implica que x0 ∈ L(µ).

Finalmente, por la cuarta afirmación, tenemos

F̃ (t, x0(t), u, µ(t))− F̃ (x̃0(t), µ(t))− F̃ẋ(x̃0(t)), µ(t))(u− ẋ0(t)) ≥ 0

para toda (t, u) ∈ T ×Rn con (t, x0(t), u) ∈ A. Esto implica que

EF (x̃0(t), u, µ(t), 1) +
σ(t, x0(t), u)

2
|ϕ(t, x0(t), u)|2 ≥ 0

y por lo tanto x0 pertenece a W(B, µ).

5 EJEMPLO

Terminaremos el trabajo dando un ejemplo de un problema de Lagrange con restricciones

para el cual la solución no es normal, pero el problema es aumentable en esa solución.

5.1 Ejemplo. Sea T = [0, π] y conisderemos el problema de minimizar

I(x) =

∫ π

0

{ẋ2(t)− x2(t)}dt
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sobre todas las funciones x:T → R de clase C1 a trozos que satisfacen x(0) = x(π) = 0 y

sen ẋ(t) = 0 (t ∈ T ).

Para este caso tenemos L(t, x, ẋ) = ẋ2 − x2 y ϕ(t, x, ẋ) = sen ẋ.

Por un lado, sabemos que x0 ≡ 0 es solución del problema (ver [1]). Para ver si es

normal, consideremos el sistema

ṗ(t) = ϕx(x̃0(t))µ(t), 0 = p(t)− ϕẋ(x̃0(t))µ(t)

que en este caso corresponde a ṗ(t) = 0 y p(t) = µ(t) por lo que p no necesariamente es

cero. Por lo tanto x0 no es normal.

Por otro lado, la función

F (t, x, ẋ, µ) = L(t, x, ẋ) + µ(t)ϕ(t, x, ẋ) +
1

2
σ(t, x, ẋ)ϕ(t, x, ẋ)2

está dada en este caso por

F (t, x, ẋ, µ) = ẋ2 − x2 + µ(t) sen ẋ+
1

2
σ(t, x, ẋ) sen2ẋ.

Por lo tanto, si µ ≡ σ ≡ 0, entonces x0 es solución del problema (sin restricciones) de

minimizar

J̃(x, µ) =

∫ π

0

F (t, x(t), ẋ(t), µ(t))dt =

∫ π

0

{ẋ2(t)− x2(t)}dt

sobre las funciones x:T → R de clase C1 por fragmentos que satisfacen x(0) = x(π) = 0.

Esto implica que (P) es aumentable en x0.
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