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Prefacio

Debido a que los temas tratados en este trabajo de investigacion son muy especializados, hemos
incluido todas las definiciones necesarias para poder entender el contenido de este trabajo lo
mejor posible. Iniciamos con el concepto de digrafica seguido de las definiciones basicas, con
respecto a estructuras y subestructuras de una digrafica. Finalizamos con definiciones comple-
mentarias que sélo se utilizardn en el apartado de introduccion histdrica.

Nuestro objeto de estudio en este trabajo son los nucleos por trayectorias monocromaticas,
H-nucleos por caminos y H-nucleos. Iniciamos con una introduccion historica, la cual lleva de
la mano al lector a través de los origenes de la teoria de nucleos, la teoria de nicleos por trayec-
torias monocromaticas y la teoria de H-nicleos por caminos (H-ntdcleos). En dicha introduccién
histérica proporcionamos la demostracion de dos teoremas que fueron probados anteriormen-
te por Arpin y Linek en un articulo [[1]; las nuevas pruebas que hice de los teoremas y
se caracterizan por ser mds sencillas y claras, ya que Arpin y Linek utilizaron la teoria
de relaciones y dos cuasiordenes para probar dichos resultados, lo cual llega a ser un poco te-
dioso cuando se leen esos resultados en su articulo. Decidimos que dichas pruebas se tenian
que volver a hacer ya que era necesario familiarisarse mas con el estudio que hicieron Arpin y
Linek en su articulo, cabe mencionar que dicho estudio es el que posteriormente nos lleva a la
generalizacion del concepto de nicleo por trayectorias monocromaticas.

La teoria de nicleos es muy importante dentro de las matematicas debido a la aplicacién que
tiene en la teoria de juegos, en légica, en juegos tipo nim, por nombrar algunos campos. Desde
que aparecio la formulacién de las dos propiedades que caracterizan a un nucleo, varios investi-
gadores se han dado a la tarea de encontrar condiciones suficientes que garanticen la existencia
de al menos un nicleo en una digréifica, ya que no toda digrafica tiene nicleo. Posteriormente
el concepto de nucleo se generalizé para digrificas m-coloreadas y el nombre que recibi6 es

el de nucleo por trayectorias monocromdticas. Como no toda digrafica tiene nicleo, entonces
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no toda digrafica m-coloreada tiene nucleo por trayectorias monocromaticas, si m > 3, lo
cual condujo hacia una nueva linea de investigacion. Varios resultados sobre la existencia de
nucleos por trayectorias monocromaticas principalmente estan relacionados con operaciones
entre dos digraficas (o una digréifica y una sucesion de digréficas) o en el estudio de ciertas
familias de digraficas como son digréificas pretransitivas, digraficas cuasitransitivas, digraficas
m-partitas, por nombrar algunas. Con la finalidad de encontrar condiciones suficientes y muy
generales que garanticen la existencia de nucleos por trayectorias monocromaéticas en digrafi-
cas m-coloreadas, Hortensia Galeana Sanchez en 2009 defini6 lo que es la digrafica de clases
cromdticas de una digrafica m-coloreada, y con dicha digrafica Hortensia Galeana Sanchez dio
una extension de un resultado muy importante que hay dentro de la teoria de ndcleos por tra-
yectorias monocromadticas (el cual es conocido como el teorema de Sands, Sauer y Woodrow
[46]) para el caso finito, como sigue: Si D es una digrdfica finita m-coloreada y la digrdfica
de clases cromdticas de D es bipartita, entonces D tiene niicleo por trayectorias monocromdti-
cas. Los resultados originales de este trabajo comienzan en el capitulo 1, en el cual se estudian
condiciones para garantizar la existencia de nicleos por trayectorias monocromaéticas, el primer
resultado original es el teorema el cual nos dice que si D es una digrafica m-coloreada y
{V1,V2} una particién de sus vértices tal que la cerradura de la digrafica inducida por V; tiene
nucleo, la digrifica inducida por V; tiene nucleo por trayectorias monocromaticas y no existen
flechas de V5 hacia Vi, entonces D tiene nucleo por trayectorias monocromaticas. Posterior-
mente como consecuencia directa del teorema [I.1.1] tenemos que: (1) si la cerradura de toda
componente fuertemente conexa de una digrifica D m-coloreada es nicleo perfecta, entonces
D tiene niicleo por trayectorias monocromaticas (corolario [I.1.1)), (2) si la digréfica de clases
cromdticas de toda componente fuertemente conexa de una digrafica D m-coloreada es bipar-
tita, entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromiticas (corolario [I.1.2), (3) Si todo
camino dirigido cerrado de una digrafica m-coloreada es 2-coloreado, entonces D tiene nuicleo
por trayectorias monocromdticas (corolario[I.1.3)). Otro resultado original es el teorema[I.1.3] el
cual muestra condiciones sobre el niimero de colores que estin representados en las flechas que
inciden en cada vértice de la digrafica m-coloreada, bajo cierta restriccion sobre un conjunto fijo
de colores. Como consecuencia directa del teorema junto con el corolario tenemos
que si cada componente fuertemente conexa de la digrafica m-coloreada satisface la hipdtesis
del teorema [1.1.3] entonces D tiene niicleo por trayectorias monocromaticas (corolario [1.1.4).
Cabe mencionar que Hortensia Galeana Sédnchez incluy6 un caso particular del teorema (1.1.3

y del corolario como aplicaciones en su articulo donde introduce el concepto de digrafica
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de clases cromadticas [28]]. Concluimos el capitulo 1 con otro resultado original, teorema|1.2.1}
el cual es el mas importante del capitulo debido a que es una extension del resultado que dice
’si la digréfica de clases crométicas de D es bipartita, entonces D tiene nucleo por trayecto-
rias monocromaticas”. Mds atn, del teorema[I.2.1| veremos que se desprende como corolario el
teorema de Richardson, el cual es considerado uno de los teoremas cldsicos y mds importantes
que hay dentro de la teoria de nucleos. El teorema establece que si D es una digrafica m-
coloreada tal que su digrafica de clases crométicas no tiene ciclos dirigidos de longitud impar al
menos tres, entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromadticas. Luego, el teorema[1.2.2]
establece que si D es una digrafica semicompleta m-coloreada sin ciclos dirigidos de longitud
3, entonces D tiene nucleo por trayectorias monocromaticas.

Otra generalizacion del concepto de nucleo es el concepto de H -nucleo por caminos el cual
se define sobre una digrafica D cuyas flechas estan coloreadas con los vértices de otra digrafi-
ca H (H posiblemente con lazos y D simple). Dicho concepto se debe a Linek y Sands [38].
Posteriormente Arpin y Linek sentaron las bases de la teoria de [/ -nucleos por caminos al es-
tudiar tres familias de digraficas, la cuales llamaron %, %> y HAs. El trabajo realizado por
Arpin y Linek motivo a Hortensia Galeana Sanchez a definir lo que es un /{-nucleo por tra-
yectorias (o simplemente H-ntcleo), el cual es un concepto totalmente distinto al de H-nuicleo
por caminos. En el capitulo 2 estudiaremos la existencia de [ -nucleos por caminos en digrafi-
cas infinitas, luego estudiaremos la existencia de H-nucleos en digréficas finitas. En la seccidon
2.1 del capitulo 2 trabajamos con digréficas infinitas, el primer resultado original el es teorema
[2.1.6] el cual nos dice que si la digréfica de clases cromdticas de una digrafica D H-coloreada
estd contenida en H, entoces D tiene H-nucleo por caminos. Luego, el siguiente resultado ori-
ginal, y el mds importante de la seccién 2.1, es el teorema [2.1.7] el cual establece que si existe
una particién {V1,V5} de los vértices de la digrifica de clases crométicas de una digréafica D
H-coloreada, donde dicha particion tiene 3 propiedades, entonces D tiene [{-nucleo (veremos
que dicho H-nicleo por caminos es también un H-nicleo). Veremos que del teorema[2.1.7] se
desprende como corolario el teorema de Sands, Sauer y Woodrow y el teorema de Hortensia
Galeana Sanchez (si la digréfica de clases crométicas de una digrafica D m-coloreada es bi-
partita, entonces D tiene nucleo por trayectorias monocromadticas). La técnica utilizada para la
prueba del teorema es muy similar a la que utilizaron Sands, Sauer Woodrow. El lema
[3.0.3]ubicado dentro de la prueba del teorema [2.1.7]también es un resultado original, el cual no
se incluy6 en ningun articulo, ya que la prueba del teorema que se publico en la revista

Graphs and Combinatorics es totalmente distinta a la que se presenta en la seccion 2.1. Cabe



mencionar que la prueba del teorema que aqui se presenta es la prueba original, en el pro-
ceso de investigacion para encontrar mds condiciones que garantizan la existencia de H -ntucleos
por caminos nos dimos cuenta que una técnica utilizada para probar un resultado, de la seccién
2.2 del capitulo 2, podia también ser ttil para hacer la prueba del teorema[2.1.7/mds corta y con
ello demostrar que el teorema y el teorema de Sands, Sauer y woodrow son equivalentes.
En la seccién 2.2 del capitulo 2 trabajamos con digraficas finitas, el primer resultado original
se presenta con el teorema [2.2.1] el cual garantiza que si la estructura de la digraficas de clases
cromadticas de una digrafica H-coloreada se comporta como una digrifica en A3, respecto de
H, entonces D tiene H-nidcleo por caminos. Posteriormente, los corolarios 2.2.1] 2.2.2] [2.2.3]
los cuales también se presentan como resultados originales, son consecuencia directa del teo-
rema Finalizamos la seccién 2.2 con el teorema el cual es otro resultado original,

dicho resultado es una generalizacién del teorema(l.2.1} en el caso cuando la digréfica de clases

cromdticas no es bipartita.

Concluimos el trabajo con el estudio de la existencia de H-nticleos por caminos en una
operacion entre una digrdfica D con una sucesion de digraficas ajenas en vértices, «. Dicha
operacion es llamada la D-suma, la cual también es conocida como una suma de Zikov. El
primer resultado original del capitulo 3 es el teorema el cual muestra la existencia de
H-caminos en la D-suma a partir de la existencia de /-caminos en D o en cada elemento de la
sucesion «v 'y viceversa. Veremos que en el teorema (3.0.5|es necesario pedir que la digrafica A
sea transitiva. Posteriormente con la ayuda del teorema demostramos los siguientes resul-

tados originales: teorema [3.0.6] teorema teorema [3.0.8] teorema [3.0.9] teorema [3.0.10] y
corolario 3.0.4l

El trabajo de investigacion, producido durante estos cuatro afios de estudio, que se presenta
en esta tesis a partir del capitulo 1 se organizé en articulos, los cuales ya han sido enviados a
revistas cientificas de reconocimiento internacional. Dos articulos ya han sido publicados, otro
ya fue aceptado para su publicacion y otro se encuentra en revision. Los articulos obtenidos son

los siguientes:

1. Todos los resultados expuestos en el capitulo 1 de este trabajo forman parte de un articulo
titulado ”An extension of Richardson’s theorem in m-colored digraphs”, el cual ya
cuenta con aceptacion para su publicacion en la revista internacional Graphs and
Combinatorics.
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2. Todos los resultados expuestos en la seccion 2.1 del capitulo 2 de este trabajo forman
parte de un articulo titulado ’H-kernels in infinite digraphs”, el cual ya esta pu-
blicado en la revista internacional Graphs and Combinatorics (Hortensia Galeana-
Sanchez and Rocio Sanchez-Lopez, H-kernels in infinite digraphs, Graphs and Com-
binatorics, March, 13, 2012. DOI 10.1007/s00373-012-1150-6).

3. Todos los resultados expuestos en la seccion 2.2 del capitulo 2 de este trabajo forman
parte de un articulo titulado ’H-kernels by walks in H-colored digraphs and the
color-class digraph”, el cual fue sometido para su revision a la revista internacional
AKCE International Journal of Graphs and Combinatorics.

4. Todos los resultados expuestos en el capitulo 3 de este trabajo forman parte de un
articulo titulado ”H-kernels in the D-join, el cual ya esta publicado en la revista
internacional Ars Combinatoria (Hortensia Galeana-Sanchez and Rocio Sanchez
Lopez, H-kernels in the D-join, Ars Combinatoria 98 (2011) 353-377).

Vil



A mi Dios, a mis padres, a mis hermanos y sobrinos






Agradecimientos

Primeramente agradezco a mi Dios por la vida y la inteligencia que me ha dado, le
agradezco por haberme puesto en este camino y que me haya ayudado a terminar
otra etapa académica. A mis padres les doy gracias por el apoyo brindado durante
todos mis anos de estudio, pero en especial felicito a mi madre por el gran esfuer-
zo que hizo por darme una educacion universitaria a pesar de los comentarios de
desaliento que recibid en varias ocaciones, gracias mama por tus sacrificios. A mis
hermanos les doy las gracias por el apoyo incondicional que me han brindado en
todos los proyectos que he emprendido, se que soy un gran ejemplo para ellos y
espero que cada uno haga realidad sus suefios asi como yo lo hice, tengan en cuenta
que suenos + determinacion = objetivo alcanzado. A mis sobrinos les agradezco
el interés brindado hacia mi trabajo; aunque ellos s6lo saben restar, sumar, multipli-
car y dividir, eso no ha sido obstaculo para que ellos puedan identificar una gréfica
representada en algin lugar de estd gran ciudad. A David le doy las gracias por
haber estado a mi lado en todos mis estados emocionales producidos por mi traba-
jo académico y de investigacion durante la maestria y el doctorado, gracias David

porque se que eres un amigo incondicional.

Gracias Laura Pastrana por haber sembrado la semilla del amor hacia las graficas en
mi corazén hace ya algunos aiiitos (no digo cuantos porque son muchos :) ), agra-
dezco tu direccidn tanto académica como en lo personal, pero lo que mas agradezco
es que siempre te has preocupado por mi, claro ejemplo fue cuando me bajaste de
mi nube de soberbia, eres una excelente maestra y una gran amiga. Gracias Laura
porque ti me diste el empujoncito que me hacia falta para decidirme a realizar un
posgrado. A Hortensia Galeana, mi directora y segunda mamd académica, agradez-
co que me haya aceptado como una de sus alumnas, es una excelente investigadora

que se preocupa por el aprendizaje de cada uno de sus alumnos. En estos cuatro



afios aprendi mucho de Hortensia y estuve muy contenta trabajando con ella. Gra-
cias Hortensia por todo el apoyo que me brindaste durante mis estudios de posgrado

y por el apoyo que sigo recibiendo de tu parte.

A mis amigos de la academia: César, Lidia, Brenda y Kernel les agradezco los
momentos agradables que pase a su lado, por esos momentos, en el cubiculo 214
del departamento de matematicas, que pasamos fiofieando, por los momentos de
relax que nos dimos para mitigar el estrés de cada semestre. Les deseo éxito para
cada uno de ustedes en sus proyectos actuales y futuros. De manera especial le
agradezco a César el seguir siendo mi mds leal confidente a pesar de que ya no

convivimos como soliamos hacerlo.

También quiero agradecer a Ingrid por la amistad que me ha brindado, siempre
recordaré aquellas aventuras que vivimos juntas en nuestros dos viajes a Europa.
Gracias Lucia Herrera por tu amistad incondicional y por todos tus consejos. Gra-
cias a Hazael y a Viktor por su amistad, son personas muy inteligentes que en un
momento pueden hacer que utilice mi capacidad simbolica al médximo al conside-
rar situaciones muy complejas y en otro puedo estar muriendo de la risa con sus

ocurrencias mundanas.

Al Instituto de Matematicas de la UNAM y a CONACYT agradezco el apoyo brin-

dado, por medio de una beca, durante estos cuatro afios de estudio.

A Hugo Rincén y a Rocio Rojas les agradezco por haber formado parte de mi

comité tutor.

Agradezco a cada uno de mis sinodales el tiempo dedicado a la revision de mi tra-
bajo y por cada una de las observaciones que hicieron para mejorar la redaccion del

trabajo.



Indice general

Preliminares vl
0.1 Definiciones basicas . . . . . . . . . . . 7
0.2 Tipos de digréficas y subdigraficas . . . . . . ... .. ... ... 8|
0.3 Caminos dirigidosy Conexidad . . . . . . . . . .. .. ... .. ... ()
0.4 Lasuma de una digrafica con una sucesion de digraficas . . . . ... ... ..
0.5 Resultados basicos de la Teoria de Digraficas . . . .. ... ... ... .... 10l
0.6 Digréficas m-coloreadas . . . . . ... . . . ... ... ... [l
0.7 Definiciones complementarias . . . . . . . . . ... ..o [l
Introduccién Histérica
0.8 NUCIEOS . . . . . o o 13
0.9 Nucleos por trayectorias monocromaticas . . . . . . . . . . o . v ... .. 16}
0.10 Una extension del teorema de Sands, Sauer y Woodrow . . . . . . .. ... .. 21l
011 By, Boy Bs . o o o o o e e e e
0.12 H-ndcleos por caminosy H-ndcleos . . . . . . .. .. ... ... ....... 53

1 Nucleos por trayectorias monocromaticas y la digrafica de clases cromaticas 53]
1.1 Subestructuras de D y su digréfica de clases cromaticas . . . . . .. .. .. ..
1.2 Una extension del teorema de Richardson . . . . . ... .. ... ... .... (70l

2 H-Nicleos [79]
2.1 H-nucleos en digraficas infinitas . . . . . . . .. ... ... ... ....... 811
2.2 H-nucleos en digrificas finitas . . . . . . . ... ... L. 1035l

2.2.1 H-nucleos y la digrificade H-caminos . . . .. ... .........



INDICE GENERAL

3 H-nicleos en o(a,D)
Conclusion

Referencias



Preliminares

0.1 Definiciones basicas

Una digrafica D es una pareja (V(D), FI(D)) tal que V(D) es un conjunto no vacio de elemen-
tos, llamados vértices, y F'(D) es un conjunto de pares ordenados de vértices, llamados flechas.
Note que de la definicién de digréfica se sigue que podemos tener flechas de la forma (v,v), las
cuales llamaremos lazos. Diremos que D es reflexiva si todos sus vértices tienen un lazo. Dire-
mos que D es finita si V(D) U F'(D) es un conjunto finito. Diremos que D es infinita si V(D)
es un conjunto infinito. El orden de D es el niimero de vértices que tiene. Dos o mas flechas que
unen al mismo par de vértices en la misma direccion son llamadas multiflechas. Una digrafi-
ca con multiflechas es llamada multidigrafica. Una digrafica simple es una digrafica que no
tiene multiflechas ni lazos. En este trabajo estudiaremos digraficas infinitas, digraficas finitas,
digréficas reflexivas, multidigréficas y digraficas simples; en cada caso tenemos que especificar
con que tipo de digrafica (digraficas) vamos a trabajar. Diremos que dos vértices u 'y v de D
son adyacentes si existe una flecha entre ellos. Para una flecha (u,v) de D diremos que u es su
vértice inicial y v es su vértice final. Diremos que una flecha a incide en un vértice v si v es
vértice inicial o final de a. Para una flecha (u,v) de D diremos que el vértice u es adyacente
hacia el vértice v, y el vértice v es adyacente desde el vértice u. Diremos que (u,v) € F(D)
es simétrica si (v,u) € F(D). Diremos que (u,v) € F(D) es asimétrica si (v,u) ¢ F(D). El
grado exterior de un vértice v, también llamado exgrado y denotado por 67 (v), es el nimero
de flechas de D que tienen a v como vértice inicial. El grado interior de un vértice v, también
llamado ingrado y denotado por 6~ (v), es el nimero de flechas de D que tienen a v como vérti-
ce final. El grado de un vértice v, denotado por d(v), se define como 0(v) = §t(v) + 6~ (v). El

conjunto de los vecinos exteriores de un vértice v se define como



Preliminares

I'*(v)={y € V(D) | (v,y) € F(D)}. El conjunto de los vecinos interiores de un vértice v se
define como I'~(v) = {y € V(D) | (y,v) € F(D)}. El conjunto de los vecinos exteriores de un
subconjunto S de V(D) se define como I'(5) = {y € V(D) | (v,y) € F(D) para algin v € S}.
El conjunto de los vecinos interiores de un subconjunto S de V(D) se define como

I=(S)={y e V(D) | (y,v) € F(D) para algiin v € S} Para un subconjunto no vacio S de V(D) y
v € V(D), una flecha (u,v) € F'(D) es llamada una Sv-flecha siempre que « € S. Andlogamente,
una flecha (v,u) € F'(D) es llamada una vS-flecha. Para S y K dos subconjuntos no vacios de
V(D), una flecha (u,v) € F(D) es llamada una SK-flecha siempre que u € Sy v € K. Dos
digraficas Dy y D5 son isomorfas, denotado como D; = Ds, si existe una funcién biyectiva
f:V(D1)—V(D-) tal que u es adyacente hacia v en D; si y solo si flu) es adyacente hacia f(v)
en Ds. Dos digraficas Dy y D son iguales, denotado por D, = Dy, si V(D) = V(Ds)y F(D)
= ['(D-). El complemento de D, denotado por D¢, es la digrafica tal que V(D) = V(D) y (u,v)
€ F(D°) siy solo si (u,v) ¢ F(D). Para una digrafica D con al menos una flecha definimos a
su digrafica de lineas, denotada por L(D), como la digréfica tal que V(L(D)) = F(D) y aes

adyacente hacia b en L(D) si y s6lo si el vértice final de a es el vértice inicial de b en D.

0.2 Tipos de digraficas y subdigraficas

Una digrafica D’ es una subdigrafica de D si V(D') C V(D) y F(D') C F(D). Sean Dy
G digrificas, G C D quiere decir que GG es una subdigrafica de D. Una digrafica D’ es una
subdigrafica inducida de D si V(D) C V(D) y para {u,v} C V(D) se tiene que (u,v) € F(D")
si y s6lo si (u,v) € F(D). Una digrafica D’ es una subdigrafica generadora de D si V(D') =
V(D)y F(D") C F(D). Para S C V(D), la subdigrafica de D inducida por S, denotada por
D[S], tiene V(D[S]) = Sy F(D[S]) = {(u,w) € F(D) | {u, v} C S}. Diremos que

I C V(D) es un conjunto independiente si las tinicas flechas en D[/] son lazos. Diremos que
A C V(D) es un conjunto absorbente si para cada x € V(D)\ A existe y € A tal que

(x,y) € F(D). Diremos que D es bipartita si existe una particién {V;, 15} de V(D) tal que
D[V;] es un conjunto independiente para cada ¢ € {1,2}. Diremos que D es semicompleta
si para todo par de vértices {u,v} C V(D), (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D). Diremos que D es
transitiva si para cualesquiera u, v, w vértices de D tales que (u,v) € F(D)y (v,w) € F(D)
se tiene que (u,w) € F(D). Diremos que D es simétrica si todas sus flechas son simétricas.
Diremos que D es asimétrica si todas sus flechas son asimétricas. Un torneo es una digrafica

semicompleta asimétrica. La parte simétrica de D, denotada por Sim(D), es la subdigrafica
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generadora de D tal que sus flechas son las flechas simétricas de D. La parte asimétrica de D,
denotada por Asim(D), es la subdigréifica generadora de D tal que sus flechas son las flechas

asimétricas de D.

0.3 Caminos dirigidos y Conexidad

Un camino dirigido es una sucesion de vértices C' = (ug, uq, . .. , u,) tal que (u;,u;41) € F(D)
para cadai € {0, ..., n — 1}. Un uyu,~camino dirigido es un camino dirigido de un vértice
up hacia un vértice u,,. Una trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite vértices.
Un camino dirigido (ug, u1, ..., u,) es cerrado si uy = u,,. Para un camino dirigido C' = (uq,
Ui, ..., Uy,) diremos que n es la longitud de C', denotado por /(C'). Un ciclo dirigido v = (u4,
..., Up, uy) €s un camino dirigido cerrado que no repite vértices salvo el primero y el ultimo.

A los ciclos dirigidos los denotaremos por C,,, donde n es el nimero de vértices que tiene el

ciclo dirigido. Para un camino dirigido C' = (ug, u1, ug, . .., u,) y {u;, u;} € V(C), coni < j,
denotamos por (u;, C, u;) al u;u;-camino dirigido (w;, w1, - - ., u;—1, u;) contenido en C'. Una
trayectoria infinita exterior es una sucesion infinita (uy, us, . .. ) de distintos vértices de D tal

que (u;,u;11) € FI(D) paracadai € N. Para Sy K dos subconjuntos no vacios de V(D), una uv-
trayectoria dirigida es una S K -trayectoria dirigida siempre que v € S'y v € K. Decimos que
D es unilateralmente conexa si para cualquier par de vértices {u,v} C V(D) existe una uv-
trayectoria dirigida o existe una vu-trayectoria dirigida en D). Decimos que D es fuertemente
conexa si para cualquier par de vértices {u,v} C V(D) existe una uv-trayectoria dirigida y
también existe una vu-trayectoria dirigida en . Una componente fuertemente conexa de D
es una subdigrafica inducida méxima por contencién de D con la propiedad de ser fuertemente
conexa. Notemos que si € es la familia de las componentes fuertemente conexas de una digrafica

D, entonces V(D) = U V(C) y para cada C;, C; € C (i # j) se tiene que
cee
V(C;) N V(C;) = (. Una componente fuertemente conexa terminal D’ de D es una compo-

nente fuertemente conexa de D tal que I'"(V(D’)) C V(D’). Una componente fuertemente
conexa inicial D’ de D es una componente fuertemente conexa de D tal que

I'=(V(D")) C V(D'). La digrafica de condensacion de D, denotada por D*, es la digrafica
tal que V(D*) = € (donde C es la familia de las componentes fuertemente conexas de D) y
(C,C)) € F(D*) siy solo si existe una V(C;)V(C;)-flecha en D. No es dificil probar que D* no
contiene ciclos dirigidos de longitud al menos dos, debido a que toda componente fuertemente

conexa de D es maxima por contencion con la propiedad de ser fuertemente conexa. A lo
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largo de este trabajo en lugar de escribir camino dirigido, trayectoria dirigida, camino cerrado
dirigido, ciclo dirigido, nos limitaremos a escribir s6lo camino, trayectoria, camino cerrado,

ciclo, respectivamente.

0.4 La suma de una digrafica con una sucesion de digraficas

La siguiente operacion es conocida como una suma de Zykov, la cual serd considerada en los

capitulos 2 y 3.

.....

una sucesion de digrdficas ajenas en vértices dos a dos, con V(D;) = {iy, ..., ip,} y p; > 1 para

cadai € {l, ... ,p}. La suma de la digrdfica D y la sucesion « es la digrdfica o(«,D) tal que:

p
V(o(a,D)) =] ({i} x V(Di)) y
=1
F(o(a,D)) = {((s,0).(570)) | (s = ry (s1,12) € F(D)) o ((s,r) € F(D))}

0.5 Resultados basicos de la Teoria de Digraficas

Los siguientes resultados se cumplen tanto para digréficas finitas como para digréaficas infinitas.

Teorema 0.5.1. Sean D una digrdfica y {u, v} C V(D). Todo uv-camino contiene una uv-
trayectoria.

Teorema 0.5.2. Todo camino cerrado, de longitud al menos dos, contiene un ciclo.
Teorema 0.5.3. Todo camino cerrado de longitud impar contiene un ciclo de longitud impar.

Lema 0.5.1. Si D es una digrdfica sin trayectorias infinitas exteriores tal que 0*(v) > 1 para

todo v € V(D), entonces D contiene un ciclo.

Note que si D es una digréfica finita, entonces D no tiene trayectorias infinitas exteriores.

Asi, si D finita cumple con la hipétesis del lema[0.5.1] entonces D tiene un ciclo.
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0.6 Digraficas m-coloreadas

Sea D una digrafica. Una k-coloracion de las flechas de D es una funcion

c:F(D)—{1, ..., k}. Diremos que D es una digrifica m-coloreada si D tiene una m-
coloracion sobre sus flechas. Una trayectoria dirigida en D es llamada monocromatica si
todas sus flechas tienen asignado el mismo color. En este trabajo, para no escribir toda la frase
"trayectoria dirigida monocromatica” nos limitaremos a escribir s6lo ”trayectoria mono-
cromatica”. Para una flecha (u,v) de D, denotamos por ¢(u,v) al color de ésta. Para un vértice
v de D, denotamos por £(v) al conjunto de los colores que estidn representados en las flechas

que inciden en el vértice v.

0.7 Definiciones complementarias

En esta seccion presentaremos algunas definiciones que sélo utilizaremos en el capitulo de
introduccién histdrica.

Diremos que B C V(D) es un conjunto dominante si para cada = € V(D)\ B existe y €B tal
que (y,x) € F(D). En un torneo 7" decimos que v € V(7T') es un 2-rey si para cada

u € V(T)\{v} existe una trayectoria de longitud a lo mas dos desde u hasta v en 7. Diremos
que D es quasitransitiva si para cualesquiera u, v, w vértices de D tales que

{(u,v), (v;w)} C F(D) implica que (u,w) € F(D) o (w,u) € F(D). Una digréfica D es pre-
transitiva derecha si para cualesquiera u, v, w vértices de D tales que {(u,v), (v,w)} C F(D)
implica que (u,w) € F(D) o (w,v) € F(D). Una digrifica D es pretransitiva izquierda si para
cualesquiera u, v, w vértices de D tales que {(u,v), (v,w)} C F(D) implica que (u,w) € F(D)
o (v,u) € FI(D). Diremos que D es hamiltoniana si D contiene un ciclo « tal que V(v) = V(D).

Una grafica G es una pareja (V(G), A(G)) tal que V(G) es un conjunto finito no vacio
de elementos, llamados vértices, y A(G) es un conjunto de pares no ordenados de distintos
elementos de V((), llamados aristas. Decimos que G es completa si (u,v) € A(G) para cada
u,v € V(G). Una subgrafica completa de G es llamada un clan de G. Decimos que H es
subgrafica de G si V(H) C V(G) y A(H) C A(G). Decimos que H es subgrafica induci-
da de G si V(H) C V(G) y para {u, v} C V(H) se tiene que (u,v) € A(H) siy s6lo si
(u,v) € A(G). Una asignacién de colores a los vértices de (&, exactamente un color para cada

vértice, de tal manera que vértices adyacentes tienen asignado un color distinto es llamada una

11
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coloracion propia de GG. Una coloracion propia de V(G) que usa n-colores es llamada una
n-coloracion propia. Decimos que GG es n-coloreable si existe una m-coloracién propia de
V(G) para algin m < n. El minimo n para el cual G es una gréfica n-coloreable es llamado el
nimero cromatico de G, denotado por x(G). El nimero de clan de (&, denotado por w(G), es
el maximo numero de vértices sobre todas las subgréificas completas de G. Decimos que G es

perfecta si x(H) = w(H) para cada subgrafica inducida H de G.

12
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0.8 Nucleos

A lo largo de esta introduccion historica consideraremos digraficas finitas al menos que se es-

pecifique lo contrario.

Sea D una digréfica. Un conjunto N C V(D) es un niicleo de D si éste es independiente y
absorbente. El concepto de nicleo tiene su origen en la teoria de juegos, el cual fue introducido
en [49] por Von Neumann y Oskar Morgenstern. Originalmente a un nicleo se le llamé solucion.
Neumann y Morgenstern querian encontrar principios matematicos que definieran el comporta-
miento racional para los participantes de una economia social, o un juego, y derivar de ellos las
caracteristicas generales de dicha conducta. Los principios buscados debian ser muy generales,
es decir, validos en todas las situaciones. Tras un exhaustivo estudio, Neumann y Morgenstern
llegaron a definir los postulados que caracterizarian a la solucién para su problema (en caso de

que ésta existiera). Asi es como nace el concepto de solucion.

En juegos completamente cooperativos los jugadores actian con eficacia cuando ellos for-
man una coalicion tnica, llamada la gran coalicion. El objetivo del juego es encontrar distribu-
ciones aceptables del pago total de la gran coalicion. Distribuciones donde un jugador recibe
menos de lo que podria obtener por su cuenta, sin cooperar con ninguna otra persona, son
inaceptables; dicha condicién es conocida como la racionalidad individual. Las imputaciones

son distribuciones que son eficientes y son individualmente racionales.

El concepto de dominacién de imputaciones en juegos de n personas fue desarrollado por

Neumann y Morgenstern en [49]. En dicha formulacion, cada imputacion era representada por

13
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un elemento a, b, c, ... , de alglin conjunto universal P. Si a domina a b (es decir, existe un
numero suficiente de participantes que prefieren a en lugar de b, y ademds son capaces de
imponer su preferencia por a), entonces a > b. La relacién > se supone irreflexiva. El conjunto
de imputaciones condujo a la definicién de una solucién en terminos de la relacion definida
sobre el conjunto. La definicién formal de solucién es la siguiente:

Un subconjunto S de P es una solucion de la relacion > si se cumple lo siguiente:

1. Para cualquier par de elementos a y b en S se cumple que a % b.

2. Para cualquier a € P\ S existe b € S tal que b > a.

Esta formulacion puede ser visualizada por medio de una digrafica D cuyo conjunto de
vértices representa al conjunto P y existe una flecha del vértice a al vértice b si y sélo si a
> b. Asi, el problema de encontrar una solucién de una relacion es equivalente a encontrar un

conjunto independiente y dominante, digamos .S, en D.

Posteriormente Berge not6 que el concepto de solucién se podia aplicar en otros campos de
estudio de las matemadticas y con una ligera redefinicion de dicho concepto Berge defini6 lo que

es el nucleo de una digrafica.

Note que el concepto de nicleo y el concepto de solucion son duales direccionalmente, ya
que S es solucién de una digrafica D siy s6lo si S es un nucleo de la digrafica obtenida de D

al cambiar la direccion de todas las flechas de D.

La teoria de nicleos es muy importante dentro de las matematicas debido a la aplicacién
que tiene no solo en la teoria de Juegos si no también en logica, juegos tipo nim, listas de arista-
coloracién [3]], por nombrar algunos campos. Ademas, Berge y Duchet [4] relacionaron la teoria

de nicleos y la teoria de grificas perfectas con la siguiente conjetura:

Conjetura 0.8.1. G es una grdfica perfecta si y sélo si G es una grdfica niicleo solubleﬂ

!Sea G una grafica. Una biorientacion de G es reemplazar cada arista {u,v} de G por cualquiera de las flechas
en el conjunto {(u,v), (v,u)} o ambas. Una biorientacién es llamada clan-aciclica si todo clan no tiene ciclos
dirigidos. Una grafica es nucleo soluble si toda biorientacion clan-aciclica tiene niicleo.

14



0.8 Nucleos

El hecho de que las graficas perfectas son nucleo solubles fue probado por Boros y Gurvich
en [/] y el inverso es una consecuencia del teorema fuerte de las graficas perfectas (Strong
Perfect Graph Theorem)[9].

Por otro lado, la teoria de nicleos recientemente ha sido utilizada en [29] y [30] para probar

algunos casos particulares de otra conjetura famosa:

Conjetura 0.8.2. (Payan y Xuong [36]) En toda digrdfica existe un conjunto independiente

mdximo que intersecta a toda trayectoria de longitud mdxima.

Es muy natural pensar que la teoria de niicleos puede ayudar a encontrar una respuesta po-
sitiva a dicha conjetura, ya que en [3] Berge demostré que todo nicleo es un conjunto indepen-
diente maximo, ademds se puede probar ficilmente que un nicleo interseca a toda trayectoria

de longitud maxima.

Como no toda digrafica tiene nudcleo, varios autores han buscado condiciones suficientes
que garanticen la existencia de al menos un nicleo. Entre los pioneros dentro de esta linea
de investigacion podemos nombrar a Von Neumann, Morgenstern, Richardson, Berge, Koning,
Victor Neumann-Lara, Duchet, Meyniel, Hortensia Galeana, H. Jacob, entre otros.

En [10] Chvatal demostré que el problema de decidir cuando una digréfica tiene nucleo es
un problema NP-completo. Mas atn, en [[16] Fraenkel demostré que el problema sigue siendo
NP-completo ain para digraficas planas tal que 6" (v) <2, 6 (v) < 2y d(v) < 3 para cada
v e V(D).

Como el problema de encontrar ndcleos es un problema NP-completo, varios investigadores
han restringido su investigacion hacia ciertas familias de digraficas muy en particular como por
ejemplo, digraficas quasitransitivas [27], digraficas pretransitivas [23], por citar algunas.

Los primeros resultados que exhibieron condiciones para la existencia de al menos un nicleo
principalmente tienen sus hipétesis sobre los ciclos de la digrafica. Dichos resultados son los

siguientes:
Teorema 0.8.1. (Von Neumann [49]) Si D es una digrdfica sin ciclos, entonces D tiene niicleo.

Posteriormente Richardson generaliz6 el resultado de Von Neumann con el siguiente teore-

ma.

Teorema 0.8.2. (Richardson [42l]) Si D es una digrdfica sin ciclos de longitud impar, entonces

D tiene niicleo.
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Varias extensiones del teorema de Richardson han sido encontradas a través de los afios, una
de ellas se debe a Duchet.

Teorema 0.8.3. (Duchet [13]) Si D es una digrdfica tal que todo ciclo de longitud impar tiene

dos flechas simétricas, entonces D tiene niicleo.

Otro resultado muy importante dentro de la teoria de nucleos, debido a Duchet, es el si-

guiente:

Teorema 0.8.4. (Duchet [13]) Si D es una digrdfica tal que todo ciclo tiene una flecha simétrica,

entonces D tiene niicleo.

Note que como la hipétesis que se exhibe en cada uno de los tres teoremas anteriores también
se hereda para cada subdigréfica inducida de D, entonces cada subdigrifica también tienen

nucleo. Esta observacion nos lleva a la siguiente definicidn.

Definicion 0.8.1. Una digrdfica D es Nicleo Perfecta si D y todas sus subdigrdficas inducidas

tienen niicleo.

En este trabajo daremos una nueva generalizacion del teorema de Richardson, la cual versa

sobre una digrafica m-coloreada.

0.9 Nucleos por trayectorias monocromaticas

Hay varias generalizaciones del concepto de nucleo, una de ellas se define sobre una digrafica
cuyas flechas estin coloreadas.

En [40] Rédei probé que todo torneo finito tiene una trayectoria Hamiltoniana y en [37]]
Landau probé que todo torneo finito tiene un 2-rey. Asi, con dichos resultados, ya no es de sor-
prender que todo torneo 7' cuyas flechas estan coloreadas con un mismo color tiene un vértice
v con la siguiente propiedad: para cada vértice w € V(T)\{v} existe una trayectoria mono-
cromética de w hacia v (v es absorbente por trayectorias monocromdticas). En [46] Sands,

Sauer y Woodrow demostraron lo siguiente (para digrificas posiblemente infinitas):

Teorema 0.9.1. (Sands, Sauer y Woodrow) Toda digrdfica D cuyas flechas estdn coloreadas
con dos colores, sin trayectorias monocromdticas infinitas exteriores, tiene un subconjunto S
de vértices que tiene dos propiedades: (1) para cualquier par de vétices en S no existen trayec-
torias monocromdticas entre ellos, (2) para cualquier vértice x en V(D)\S existe un vértice w
en Sy una trayectoria monocromdtica de x hacia w (S es un conjunto absorbente por trayec-

torias monocromdticas).
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En particular, ellos probaron que

Corolario 0.9.1. Todo torneo finito T' cuyas flechas estdn coloreadas con dos colores tiene un

vértice v tal que para cada w € V(T )\{v} existe una trayectoria monocromdtica de w hacia v.

Ellos también notaron que si se usan mds de dos colores, entonces no necesariamente es cier-
to que todo torneo tiene un vértice absorbente por trayectorias monocromaticas. Como ejemplo
propusieron al ciclo dirigido de longitud tres cuyas flechas estdn coloreadas con tres colores
distintos. A partir de dicho ciclo se puede construir un torneo cuyas flechas estdn coloreadas
con m > 4 colores tal que no contiene un vértice absorbente por trayectorias monocromaéticas.
La construccidn es la siguiente:

Supongamos que el conjunto de vértices del ciclo de longitud 3 es {v, v2, v3} y el conjunto
de sus flechas es {(v1,v2), (v2,v3), (v3,v1)}. Supongamos sin perdida de generalidad que c(vy,v7)
=1, c(vg,v3) =2 'y ¢(v3,v1) = 3. Denotemos por C5 a dicho ciclo con la coloraciéon dada. Sea T,

el torneo, cuyas flechas estdn coloreadas con m colores, obtenido de C'5 al agregar un conjunto

{v4, ... , vy} de nuevos vértices y el conjunto {(v;,v;) | j < i, 4 < i < m} de nuevas flechas.
Ademds c(v;,v;) =i para cada i € {4, ..., m}. Claramente T,,, no contiene un vértice absorbente
por trayectorias monocromaticas.

En [46] Sands, Sauer y Woodrow formularon la siguiente pregunta, que aseguran se debe a

Erdos:

Problema 0.9.1. ;Para cada n existe un menor entero positivo f(n) tal que todo torneo cuyas
flechas estdn coloreadas con n colores contiene un conjunto S de f(n) vértices que es absor-

bente por trayectorias monocromdticas?

En particular, se preguntaron si
Problema 0.9.2. ; f(3) = 3?

De acuerdo al resultado obtenido por Sands, Sauer y Woodrow se tiene que f(2) = 1.
Ademas, f(1)=1.

Existen torneos cuyas flechas estdn coloreadas con tres colores, los cuales bajo ciertas con-
diciones contienen un vértice absorbente por trayectorias monocromaticas; méas aun, dichos tor-
neos cumplen con no contener a C's. En [46] Sands, Sauer y Woodrow expusieron la siguiente

pregunta:
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Problema 0.9.3. Sea T un torneo cuyas flechas estdn coloreadas con tres colores el cual no

contiene C3. ;T debe tener un vértice absorbente por trayectorias monocromdticas?

Cabe mencionar que el problema|0.9.3|aun sigue abierto.

En [39] Shen Minggang retomé la pregunta del problema[0.9.3]y probé lo siguiente:

Teorema 0.9.2. Si T' es un torneo finito m-coloreado tal que no contiene torneos de orden tres
cuyas flechas estdn coloreadas con tres colores, entonces 'I' contiene un vértice v absorbente

por trayectorias monocromdticas.

Shen Minggang probé el corolario [0.9.1| como consecuencia del teorema [0.9.2].

G5Z
/.\
/z %\
@< Y v o
NN
2 > o
w >
Figura 1

Shen Minggang le llam6 75 al torneo transitivo de tres vértices cuyas flechas estdn colo-
readas con tres colores. En [39] Minggang probé que en el teorema [0.9.2] no se puede omitir
la hipétesis de que 7' no contenga 75. Shen Minggang considero como ejemplo a la digrafica
5-coloreada G la cual cumple con lo siguiente (ver figura[I): no contiene Cj, tiene al menos un
T3 y no contiene un vértice absorbente por trayectorias monocromaéticas. A partir de la digrafica
(G5 se puede construir un contraejemplo para el problema cuando se consideran mas de 5
colores, lo cual condujo a tratar de encontrar un contraejemplo para el problema [0.9.3|utilizan-
do 3 y 4 colores. Por otro lado, Minggang también prob6 que en el teorema no se puede

omitir la hipétesis de que 7" no contenga C's, 1o cual muestra que su teorema es lo mejor posible.
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En [24] Hortensia Galeana Sanchez y Rocio Rojas Monroy probaron con un ejemplo que la
pregunta en el problema [0.9.3]tiene respuesta negativa cuando se utilizan 4 colores (ver figura

[2). Lo cual deja pendiente probar el problema[0.9.3o encontrar un contraejemplo para él.

D:

AN

Ny

o
\
N 4

Figura 2

Con el fin de encontrar una respuesta positiva al problema [0.9.3] Hortensia Galeana intro-

dujo el concepto de niicleo por trayectorias monocromdticas en [21]] como sigue:

Definicion 0.9.1. Sea D una digrdfica m-coloreada. N C V(D) es un niicleo por trayectorias
monocromdticas de D si:

1. Paratodo par de vértices distintos x, y € N no existen trayectorias monocromdticas entre

ellos (N es independiente por trayectorias monocromdticas).

2. Para cada u € V(D)\N existe v € N tal que hay una wv-trayectoria monocromdtica en

D (N es absorbente por trayectorias monocromdticas).

Claramente podemos ver que D tiene nucleo si y solo si la digréfica D, en la cual todas sus

flechas tienen asignado un color distinto, tiene nicleo por trayectorias monocromaticas.
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Por otro lado, ya que la definicion de nicleo por trayectorias monocromaéticas generaliza a
la de nucleo, es muy natural pensar en una digréfica auxiliar que preserve toda la informacion
con respecto a las trayectorias monocromaticas que hay entre todo par de vértices y que ademas
sirva para poder aplicar la teoria de nucleos con la que ya se cuenta. En [18] Hortensia Galeana

definio la cerradura de una digréfica m-coloreada como sigue:

Definicion 0.9.2. Sea D una digrdfica m-coloreada.

La cerradura de D, denotada por &(D), es la multidigrdfica m-coloreada tal que:

V(g(D)) =V(D)y

m

F(&D)) = U {(u,v) con color i/ 3 una wv-trayectoria monocromdtica de color i en D} U
i=1

F(D).
De la definicion de cerradura se sigue que:
Lema 0.9.1. En cualquier digrdfica D m-coloreada se cumple que €(D) = €(&(D)).

Teorema 0.9.3. Sea D una digrdfica m-coloreada. N es niicleo por trayectorias monocromdti-

cas de D siy sélo si N es niicleo de €(D).

En los afios que siguieron al teorema anterior, los investigadores no s6lo dedicaron su tiempo
al estudio del problema [0.9.3] si no que en general se preguntaron ;Cuando una digrafica m-
coloreada tiene niuicleo por trayectorias monocromaticas?

Como no es sencillo decir cuando una digréfica tiene nticleo por trayectorias monocromaéti-
cas, condiciones suficientes para la existencia de un nicleo por trayectorias monocromaticas han
sido obtenidas principalmente al afiadir condiciones monocromdticas o casi-monocromaticas a
subdigraficas como ciclos, trayectorias, subtorneos, nimero de colores distintos representados
en cada vértice, etc, como ejemplos se sugiere ver 18], [21], [39], [26].

Recientemente, en [28] H. Galeana Sanchez introdujo el concepto de digrafica de clases
cromaticas con la finalidad de poder encontrar nuevas condiciones que garanticen la existencia

de nucleos por trayectorias monocromadticas. Dicha digréfica se define como sigue:
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Definicion 0.9.3. Sea D una digrdfica arco-coloreada. La digrdfica de clases cromdticas de

D, denotada por 6.(D), es la digrdfica tal que:
V(€.(D)) = {i | existe una flecha con color i en D}

(i,7) € F(€.(D)) siy solo si existen dos flechas de D, digamos (u,v) y (v,w), tales que

c(uy) =1yc(vw)=j
En [28]] el resultado principal fue el siguiente:

Teorema 0.9.4. Sea D una digrdfica finita m-coloreada. Si 6.(D) es una digrdfica bipartita,

entonces D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas.
Como consecuencia se desprende el siguiente corolario.

Corolario 0.9.2. Si D es una digrdfica finita 2-coloreada fuertemente conexa, entonces D tiene

niicleo por trayectorias monocromadticas.

En este trabajo veremos condiciones sobre la digrafica de clases crométicas de cada compo-
nente fuertemente conexa de una digrafica m-coloreada, las cuales van a garantizar la existencia

de al menos un nucleo por trayectorias monocromaticas

0.10 Una extension del teorema de Sands, Sauer y Woodrow

El corolario [0.9.T] establece que todo torneo finito 2-coloreado 7 tiene nicleo por trayectorias
monocromadticas. Dicho resultado fue una consecuencia directa de un resultado mas general que
probaron Sands, Sauer y Woodrow para digraficas posiblemente infinitas. Desde la aparicion del
resultado de Sands, Sauer y Woodrow, varios autores han obtenido generalizaciones de dicho
resultado, en particular del corolario [0.9.1] En [38]] Linek y Sands consideraron una extensién
del corolario como sigue:

Linek y Sands colorearon las flechas de un torneo 7' con los elementos de un conjunto
parcialmente ordenado P y ellos dicen que una trayectoria (vy, . . . , v,) C 1" es mondtona si
c(Vi,0i41) < e(Vig1,0542) en P, paracadai € {1,...,n-2}.

Consideremos las siguientes definiciones, las cuales nos ayudardn a comprender con mas

claridad lo que sigue.
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Definicion 0.10.1. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Una anticadena A es un sub-
conjunto de P tal que cada par de miembros de A son incomparables, es decir, para cualquier

X, yen A se cumple que ni x < yniy < x.

Definicion 0.10.2. La digrdfica de un orden parcial (P, <) es una representacion grdfica de
dicho orden. La digrdfica consiste en representar por medio de un vértice a cada elemento del

conjunto P. Si a < b, entonces se traza una flecha desde el vértice a hacia el vértice b.

Por lo tanto, si R es una relacion en P, las flechas en la digrafica de R corresponden exac-
tamente a los pares en R y los vértices a los elementos del conjunto P. Como un orden parcial

es reflexivo, cada vértice tendrd un lazo. Mas aun, la digréfica es transitiva.

Definicion 0.10.3. Sean (P, <)y (P, <5) dos conjuntos parcialmente ordenados. La suma
lineal de Py y P, es el conjunto parcialmente ordenado (P, U P, <) tal que para todo x,z €
Py U P, setiene que x < zsiy solosi(x, z€e P1yx <iz)o(xr,z€Pyyr<s2)o(x € PLyz
e b))

Como trayectorias monocromaticas y monotonas coinciden si P es una anticadena, Linek y

Sands generalizaron la definicién del problema[0.9.1| como sigue:

Definicion 0.10.4. Sea P un conjunto parcialmente ordenado. t.(P) es el entero positivo mds
pequerio tal que para cualquier coloracion de las flechas de cualquier torneo ' con los elemen-
tos de P existe un conjunto S C V(T') de a lo mds t.(P) vértices con la propiedad de que hay

una trayectoria mondtona desde cualquier vértice en T'\'S hacia un vértice de S.

Dicha definicion implica que si P es una anticadena con exactamente dos elementos, enton-
ces t.(P) = 1 (debido al corolario [0.9.1].
En [38] el resultado principal de Linek y Sands consiste en la caracterizacion de los conjun-

tos finitos parcialmente ordenados P tales que ¢.(P) = 1. Su teorema principal es el siguiente:

Teorema 0.10.1. Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito. Los siguientes enunciados

son equivalentes:
1. t(P)=1
2. P no contiene un subconjunto isomorfo a alguna de las digrdficas de la figura[3]

3. P es una suma lineal de anticadenas de uno 'y dos elementos.
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Figura 3

En [38] Linek y Sands probaron que t.(H;) > 3 al considerar a la digréfica de la figura{d] lo

que los llevo a proponer el siguiente problema (el cual sigue abierto):
Problema 0.10.1. ;Existe t.(Hy) ?, ;t.(H1) = 3?

Posteriormente, en [38] Linek y Sands cerraron con la propuesta de otra extensién mads.
Ellos propusieron reemplazar el conjunto parcialmente ordenado P por una digrafica reflexiva
H (es decir, todo vértice de H tiene un lazo) y con los vértices de H colorear las flechas de
un torneo 7'. Con dicha coloracién ellos dicen que una trayectoria (uq, . . . , u,) € 7' es una
H-trayectoria si (c(u;,u;41), c(uig1,u12)) € F(H) paracadai € {1,...,n-2}. Y definen t.(H)
como el entero positivo mds pequefio tal que para cualquier coloracion de las flechas de cual-
quier torneo 7' con los vértices de H existe un conjunto S C V(7') de a lo mas t.(H) vértices
con la propiedad de que hay una H-trayectoriatrayectoria desde cualquier vértice en 7'\ S hacia
un vértice de S. Asi, si H es la digrafica de un conjunto parcialmente ordenado P, entonces
te(H) =t:(P).

En particular Linek y Sands dejan abierto el problema de encontrar a las digraficas H tales
que t.(H)=1.

En [38] Linek y Sands también definieron el niimero de coloracion de torneo para una
grafica G como sigue: Si G es una gréfica, D¢ denota a la digrafica reflexiva obtenida de G al
cambiar cada arista de GG por una flecha simétrica y al afiadir un lazo a cada vértice de GG. El

nimero de coloracion de torneo de (G, denotado por ¢.(G), se define como t.(Dg).
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De la definicién de nimero de coloraciéon de torneo para una grafica GG, Linek y Sands
observaron que t.(C3) = t.(C4) = 1 debido al teorema (con C,, €l ciclo simétrico de

longitud n). Como ¢.(D) > 3 cuando D contiene un conjunto independiente con tres vértices
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(porque t.(I) > 3 cuando [ es la digrafica que consiste de tres vértices aislados), entonces
t.(Cy,) > 3 para toda n > 6. Asi, ellos se preguntaron lo siguiente:

Problema 0.10.2. ;t.(Cs) =1 ?

Supongamos que C5 = (1, 2, 3, 4, 5, 1). Podemos decir que la respuesta a la pregunta del
problema [0.10.2| es negativa, ya que el siguiente torneo 7j, cuyas flechas estdn coloreadas con

los vértices de Cs, no tiene un vértice v tal que para cualquier vértice x € V(1p)\{v} existe una
xv-De,-trayectoria monétona en Tp. Asi t.(Cs) > 2.

T()I

Figura 5

En [1]] Arpin y Linek también prueban de una manera mds general que ¢.(C5) > 2.
Como Linek y Sands no describen a las digraficas reflexivas H tales que t.(H) = 1, enton-

ces en [41]] Reid, en particular, se encarga de estudiar ¢.(/) para digraficas reflexivas con tres
elementos.

Para investigar ¢.(H) para digrificas reflexivas con tres vértices, en [41] Reid propuso la
construccion de una digrafica reflexiva a partir de otra digrafica reflexiva como sigue:

Supongamos que H es una digrafica reflexiva la cual contiene una digrafica completa simétri-
ca reflexiva D. Sea H' = H\V(D). Sea H/D la digrafica obtenida de H' al agregar un nuevo

vértice, digamos z, y el siguiente conjunto de flechas:

{(xz,x) | z € V(H/D)} U{(z,x) | (y,x) € F(H) para alginy € V(D), x € V(H)} U
{(x,2) | (z,y) € F(H) para alginy € V(D), x € V(H")}.
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Con la digrafica H/D Reid probd lo siguiente:

Lema 0.10.1. Si H es una digrdfica reflexiva la cual contiene una digrdfica completa simétrica
reflexiva D y t.(H ) existe, entonces t.(H/D) existe y t.(H/D) < t.(H).

Corolario 0.10.1. Supongamos que H es una digrdfica reflexiva la cual contiene una digrdfi-
ca completa simétrica reflexiva D tal que no hay flechas entre V(D) y (V(H)\V(D)) en H.
Entonces t.(H ) existe si y solo sit.(H/D) existe, y en tal caso t.(H) = t.(H/D).

Corolario 0.10.2. Si H es una digrdfica completa simétrica reflexiva, entonces t.(H) = 1.

Lema 0.10.2. Sea D una digrdfica reflexiva. Si H es una subdigrdfica generadora reflexiva de
D tal que t.(H) existe, entonces t.(D) existe y t.(D) < t.(H).

Como t.(H;) = 1, con H; la digrafica reflexiva con conjunto de vértices {u, v} y conjunto
de flechas {(u,u), (v,v)} (por el teorema de Sands, Sauer y Woodrow). Entonces del lema|0.10.2
se deduce lo siguiente:

Corolario 0.10.3. Si H es una digrdfica reflexiva con dos vértices, entonces t.(H) = 1.

Posteriormente en [[1] Arpin y Linek obtienen como consecuencia directa de un resultado
mads general al corolario|0.10.3

Lema 0.10.3. Sea D una digrdfica reflexiva tal que t.(D) existe. Si H es una subdigrdfica
inducida reflexiva de D, entonces t.(H) existe yt.(H) < t.(D).

Con la ayuda de los resultados anteriores Reid probd el siguiente teorema.
Teorema 0.10.2. Suponga que H es una digrdfica reflexiva con tres vértices.
1. Si H contiene un ciclo de longitud 2, entonces t.(H) = 1,

2. Si H no contiene ciclos de longitud 2, pero H contiene un vértice de ingrado 2 o exgrado

2 (sin considerar los lazos), entonces t.(H) = 1.

Posteriormente, en [1] Arpin y Linek dan una amplia generalizacion del teorema|0.10.2

En la figura [f] se exhiben todas las digraficas reflexivas no isomorfas con tres vértices.
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Figura 6: Todas las digraficas reflexivas no isomorfas con tres vértices.

Como hay 16 digraficas reflexivas no isomorfas con tres vértices, de las cuales 12 satisfa-
cen las hipétesis del teoremal0.10.2) Reid dejé como problema encontrar ¢.(D);) para las cuatro

digréficas con tres vértices que se muestran en la figura[7]
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Figura 7

Note que determinar el valor de ¢.(D;) es el problema|0.10.1} dado por Linek y Sands, y el

problema de determinar el valor de ¢.(D,) estd relacionado con el problema|(0.9.2

Con un resultado de Arpin y Linek, dado en [1]], es facil verificar que ¢.(D;) > 2 para cada
i € {0, 1, 2, 3}. Dicho resultado se verd en la seccién [0.11]

Como la digréfica de la figura {] cuyas flechas estdn coloreadas con los vértices de Dj,

también muestra que t.(D3) > 3, Reid propuso el siguiente problema (el cual sigue abierto).

Problema 0.10.3. ;t.(D3) =37

Por otro lado Reid not6 que si t.(Dy) existe, entonces del lema |0.10.2] se sigue que
3 <tDs3) < t(Ds) < t(Dq) < to(Dyp). Asi otro problema propuesto fue el siguiente (el cual

sigue abierto).
Problema 0.104. ;t.(Dy) =3 7?

Claramente si la respuesta a la pregunta del problema [0.10.4] es positiva, entonces la res-

puesta a la pregunta del problema[0.10.3|también lo es.

Finalmente, Reid cerrd con un tltimo problema (el cual sigue abierto).

Problema 0.10.5. ;t.(H) existe para toda digrdfica reflexiva H sin ciclos de longitud mayor

que 2 y sin conjuntos independientes de 3 0 mds vértices ?
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0.11 931, 932 Yy :@3

En [1] Arpin y Linek consideraron la dltima extension que propusieron Sands y Linek en [38]]
(la cual consiste en colorear las flechas de un torneo 7' con los vértices de una digréfica refle-
xiva ) con la finalidad de extenderla para cualquier digréfica y asi generalizar algunos de los

resultados obtenidos por Reid en [41] y algunos de los resultados de linek y Sands en [38]].

La generalizacion de las definiciones que fueron consideradas en [38]] son las siguientes.

Definicion 0.11.1. Sean D y H digrdficas. Diremos que D es una digrdfica H-coloreada si las
flechas de D estdn coloreadas con los vértices de H, es decir, los colores de las flechas de D

pertenecen al conjunto V(H).

Definicion 0.11.2. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. Un camino o trayec-
toria C = (zy, 21,..., 2k) en D es un H-camino o H-trayectoria, respectivamente, si (¢(20,21),..-,

C(23,2i41 )5+ C(21—1,2k)) €S un camino en H.
Notemos que toda flecha en D es un H-camino.

Definicion 0.11.3. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. I C V(D) es H-
independiente por caminos si para cada par de vértices distintos en I no existen H-caminos

entre ellos en D.

Definicion 0.11.4. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. A C V(D) es H-
absorbente por caminos si para cada x € V(D)\A existe y € A tal que hay un H-camino de x

hacia y en D.

Definicion 0.11.5. Sea H una digrdfica. H tiene niimero de coloracion de torneo k si cualquier
H-coloracion de las flechas de cualquier torneo finito siempre tiene un conjunto H-absorbente

de cardinalidad a lo mds k. Dicho niimero es denotado port.(H) = k.

Definicion 0.11.6. Sean H, y H, dos digrdficas. La suma lineal de H, y H,, denotada por Hq
e Hy, es la digrdfica tal que V(H, ® Hy) = V(H1) U V(Hs) (union disjunta) y
F(Hy e Hy) = F(Hy)U F(Hy) U (V(Hy) X V(H3)).

Arpin y Linek observaron que la concatenacion de dos H-caminos no siempre es un H-

camino. Més atn, ellos observaron que la existencia de un H-camino entre dos vértices no
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garantiza la existencia de una H-trayectoria entre dichos vértices. Para ilustrar dicha observa-
cién, consideremos a la digrafica H = ({1, 2}, ) y a la digrifica H-coloreada D = ({v1, vy,
vs}, {(v1,02), (V2,u3)}), donde c(v1,v2) = 1y c(vq,u3) = 2. En D se tiene que (vy,v2) y (v2,03) son
H-caminos, mientras que (v, v9, v3) no es un H-camino en D (porque (1,2) ¢ F(H)). Y en la
figura[§]se tiene que (uq, us, uo, us, u) es un H-camino en D, pero no existe una H-trayectoria
de u; hacia uy en D. Por tal motivo, en [[1]] Arpin y Linek prefirieron trabajar con H-caminos

en lugar de H-trayectorias.

D: H:

o U

AY
Y
9

.@O Ug \. 2
" (.2/
e U2 3

Figura 8

Sean H una digréfica, posiblemente con lazos, y D una digrafica H-coloreada. Diremos que
K C V(D) es un H-nucleo por caminos si K es H-independiente por caminos y [{-absorbente
por caminos. Cabe mencionar que Hortensia Galeana Sédnchez en [[12] propuso dicho nombre,

y es necesario definirlo antes de tiempo por nuestra comodidad.

Note que el concepto de H-nucleo por caminos es una generalizacion del concepto de
nicleo por trayectorias monocromaticas; ya que si F'(H) = {(v,v) | v € V(H)}, entonces to-
do H-camino es un camino monocromatico, el cual contiene una trayectoria monocromatica.

Por consiguiente, el concepto de H -nucleo por caminos también generaliza al de nucleo.

En [1] el trabajo de Arpin y Linek consistié principalmente en el estudio de tres clases de

familias de digréficas, las cuales se definen como sigue:
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Definicion 0.11.7. %, es la clase de todas las digrdficas H tal que para cualquier coloracion
de las flechas de cualquier torneo finito con los vértices de H existe un vértice v de D con la

propiedad de ser H-absorbente.

Definicion 0.11.8. % es la clase de todas las digrdficas H tal que para cualquier coloracion
de las flechas de cualquier multidigrdfica D con los vértices de H existe un conjunto S de

vértices de D que cumple con ser independiente y H-absorbente.

Definicion 0.11.9. % es la clase de todas las digrdficas H tal que para cualquier coloracion
de las flechas de cualquier multidigrdfica D con los vértices de H existe un conjunto S de

vértices de D que cumple con ser H-independiente por caminos y H-absorbente por caminos.
De la definicién de %1, #B2 y A3 Arpin y Linek derivaron el siguiente lema.

Lema 0.11.1. Sea H una digrdfica posiblemente con lazos. La primera afirmacion implica la

segunda y la segunda afirmacion implica la tercera.

1. Cualquier multidigrdfica finita H-coloreada contiene un subconjunto de vértices que es

H-independiente por caminos y H-absorbente por caminos.

2. Cualquier multidigrdfica finita H-coloreada contiene un subconjunto de vértices que es

independiente y H-absorbente por caminos.

3. Cualquier torneo finito H-coloreado contiene un vértice que es H-absorbente por cami-

nos.

Luego, del lema|0.11.1|se deduce que A3 C H, C H;.

Posteriormente, ellos describieron algunas de las caracteristicas de cada %; con el lema
0.11.2] Pero, antes de pasar a dicho resultado es conveniente dar una definicién.

31



Introduccion Historica

Definicion 0.11.10. Sea H una digrdfica reflexiva. Supongamos que:
1. V(H)=CyUCyU...UC,, donde cada C; es no vacio y C; N C; = () siempre que i # j,
2. (x,y) € F(H) siempre que x #vyy {x, y} C C; para algiin i, y

3. C; x C; C F(H) siempre que (i # jy (C; x C;)NF(H)#0)o(i=jy(xx) e F(H)
para algiin x € C;.

La contraccion de H es la digrdfica H' definida como sigue: V(H') = {C4, ..., C,,}, y
(C;,C;) € F(H') siy slo si (C; x C;) N F(H) # 0.

_
{va2.vs}
v
’ {vo.v1}

{va}

Figura 9: Una digrafica reflexiva con su contraccidn.

Lema 0.11.2. Las siguientes propiedades se cumplen para los %;, coni € {1,2,3}.
1. Si H € %;, coni € {1,2,3}, entonces (x,x) € F(H) para cada x € V(H).
2. SiH € B, coni€{1,2,3}, y Hy es una subdigrdfica inducida de H, entonces H, € %;.
3. Sea H' una contraccion de H. Entonces H € B, si'y solo si H' € B, coni € {1,2,3}.
4. SiH € B, coni € {1,2},yV(H)=V(H,), F(H) C F(H,), entonces H, € A,.
También notaron que %, es cerrado bajo sumas lineales.

Lema 0.11.3. Si H, y H, estdn en AB,, entonces H, ® Hy € H.
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Después de que se presentaron algunas propiedades que tienen las digrédficas en %; para
cada i € {1,2,3}, Arpin y Linek dieron una amplia caracterizacion de las digraficas en %, con

el siguiente resultado.

Teorema 0.11.1. Los siguientes enunciados son equivalentes.
1. H € %,
2. H¢ no tiene ciclos impares,

3. H es generado por un cuasiorden cuyo cociente de orden parcial es una suma lineal de

anticadenas con 1y 2 elementos.

Como una relacién se puede representar por medio de una digrafica, Arpin y Linek de-
cidieron emplear la teoria de relaciones para demostrar algunos de sus resultados en [1]. En
particular, en el teorema para demostrar 2 implica 3, Arpin y Linek definieron una rela-
cién sobre V(H) como sigue: x R y siy sélo si x =y 0 x y y pertenecen a un mismo camino
cerrado. Arpin y Linek hicieron varias observaciones sobre cada clase de equivalencia y des-
pués probaron que todo subconjunto de clases de equivalencia tiene una clase de equivalencia

minima, lo cual les ayud6 a concluir 3.

Notemos que como consecuencia del teorema [0.11.1] se obtiene el corolario [0.10.3]y el teo-

remal0.10.2] los cuales fueron probados por Reid en [41]].

Vs:

Figura 10
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Finalizada la caracterizacion de las digréficas en A, Arpin y Linek se propusieron a estudiar
algunos teoremas concernientes a digraficas en %3. En particular ellos probaron que la digrafi-
ca V5 = ({verde, azul, rojo}, {(verde,verde), (azul,azul), (rojo,rojo), (rojo,verde), (verde,rojo),
(azul,rojo), (rojo,azul), (verde,azul)} estd en A; (ver figura , lo cual implica que dos de las
digraficas de la ﬁgura a saber, G1 = ({verde, azul}, {(verde,verde), (azul,azul), (verde,azul),
(azul,verde)} y G3 = ({verde, azul}, {(verde,verde), (azul,azul), (verde,azul)} también estdn en
A (por el teorema [0.11.2] inciso 2). Como G5 = ({verde, azul}, {(verde, verde), (azul,azul)})
estd en A3 (por teorema de Sands, Sauer y Woodrow), se sigue que todas las digraficas
con dos vértices pertenecen a %s. Asi, como consecuencia directa se obtiene el corolario

el cual fue probado por Reid.

Gl . G2 . G3 .
([ J \_—/S? Q Q CP—> (]
verde azul verde azul verde azul

Figura 11: Todas las digraficas reflexivas con dos vértices.

Note que toda digrafica D contiene un subconjunto de vértices K tal que:

1. para cualquier par de vértices en K no existen trayectorias entre ellos, y

2. para cualquier vértice = € V(D)\ K existe y € K tal que hay una trayectoria de x hacia

Y.

Asi, por nuestra parte podemos decir que nuevamente se verifica que GG; esta en Hs.

A continuacién demostraremos directamente que (G5 estd en %3, para esto primero conside-

remos el siguiente lema el cual serd de gran utilidad para nuestra demostracion.
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Lema 0.11.4. Sean D una digrdfica Gs-coloreada, €(D) la cerradura de D y {x,y} C V(D) dos
vértices distintos. Entonces existe un xy-Gs-camino en D si 'y solo si existe un xy-Gs-camino en

&(D).
Demostracion

[=18Sea C = (x = vy, vy, ..., v, =y) un xy-Gs-camino en D.

Si C' es monocromdtico, entonces (x,y) € F(&(D)). Asi existe un xy-Gsz-camino en €(D).
Supongamos que C no es monocromadtico. Entonces existe v; € V(C') tal que c(v;_1,v;) = verde
y ¢(v;,v;11) = azul. Puesto que (azul,verde) ¢ F(G3), se sigue que (z, C, v;) es monocromdtico
de color verde (porque c(v;_1,v;) = verde) y (v;, C, y) es monocromdtico de color azul (porque
c(v;,vi41) = azul). Lo que implica que {(x,v;), (v,y)} C F(&(D)), ¢(x,v;) = verde y

c(vy,y) = azul. Asi (z, v;, y) es un G3-camino en €(D).

[<=] Sea C = (x = vy, vy, ..., v, =y) un xy-Gs-camino en €(D). Sabemos que si existe
un xy-camino monocromdtico de color k en €(D), entonces exite un xy-camino monocromdti-
co de color k en D. Por lo tanto supongamos que C' no es monocromdtico. Como C no es
monocromdtico, existe v; € V(C) tal que c(v;_1,v;) = verde y c(v;,v;11) = azul (porque C es
G's-camino). Con un razonamiento andlogo al usado en la primera parte de la demostracion
de este lema obtenemos que (x, C, v;) es monocromdtico de color verde en &D) y (v;, C, y)
es monocromdtico de color azul en €(D). Por lo tanto existe un xv;-camino monocromdtico
de color verde en D, digamos C, y existe un v;y-camino monocromdtico de color azul en D,

digamos C5. Por lo tanto C7 U Cy es un xy-Gs-camino en D. B

Del lema [0.11.4{ se deduce lo siguiente: Si x y 2z son dos vértices distintos de D tales que

existe un zz-Gs-camino en D, entonces existe una de las siguientes trayectorias en €(D).

1.z verde

o

azul

2. x1——z,

verde azul
3. r—w

Sea GG una digréfica G'3-coloreada. P 9 (r%s) quiere decir que (7,s) € F(G)y

c(r,s) = verde (respectivamente (r,s) € FI(G) y c¢(r,s) = azul).
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Teorema 0.11.2. G5 € %s.
Demostracion

Sea D una digrdfica Gs-coloreada. Demostraremos que D tiene G3-niicleo por caminos.

Procederemos por induccion sobre |V(D)).

Como toda digrdfica Gs-coloreada con 1y 2 vértices tiene Gs-niicleo por caminos, supon-
gamos que si D' es una digrdfica Gs-coloreada con menos de p vértices, entonces D’ tiene

Gs-niicleo por caminos.

Sea D una digrdfica Gs-coloreada con p > 3 vértices. Probaremos que €(D) = G tiene

Gs-niicleo por caminos. Ast, por el lema|0.11.4} se tiene que D tiene Gs-niicleo por caminos.

Sean G’ la subdigrdfica generadora de G tal que F(G') = {(u,v) € F(G) | ¢c(u,v) = azul} y

B una componente fuertemente conexa inicial de G'.
Sea K = {y € V(G) | existe u € V(B) tal que y%u}.
Consideremos dos casos.
Caso 1. V(G)\(K U V(B)) = (.
En este caso afirmamos que {x} es un Gs-niicleo por caminos de G para cada x € V(B).

Sea x € V(B). Como {x} es un conjunto Gs-independiente por caminos en G, sélo resta

probar que {x} es un conjunto Gs-absorbente por caminos en G.

Seay € V(G)\{z}. Siy € V(B), entonces yﬂm porque {x, y} C V(B)y B es fuertemente
conexa (ver figura[I2)).
Supongamos que y € K. Entonces existe u € V(B) tal que y%u. Siu = x, entonces existe
un G3-camino de y hacia x en G. Supongamos que u # x. Entonces w2 o, porque
azul

{u, x} C V(B)y B es fuertemente conexa (ver figura . Lo que implica que y%u—m es

un Gs-camino de y hacia x en G. Por lo tanto {x} es un G3-niicleo por caminos de G.
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Figura 12
Caso 2. V(G)\(K U V(B)) # .

Como G" = G\(K U V(B)) es una digrdfica Gs-coloreada con menos de p vértices, de la
hipdtesis de induccion se sigue que G" tiene un Gs-niicleo por caminos, digamos S.

Afirmacion 1. S es un conjunto Gs-independiente por caminos en G.

Figura 13

Procediendo por contradiccion, supongamos que existen u'y w en S tales que hay un Gs-
camino de u hacia w en G. Como S es Gs-independiente en G", de la construccion de G" se
verde  azul

sigue que u——z——w para algin z € V(G)\V(G"). Puesto que u ¢ K, de la definicion de
K se tiene que z ¢ V(B). Asi z € K, lo que implica que existe y € V(B) tal que zﬂde)y (por
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verde werde

o d .
definicion de K ). Entonces u~—=2z""5y. Por lo tanto u~—=y, y por consecuencia u € K, lo
cual contradice que u & K (ver figura[l3).

Por lo tanto S es un conjunto Gs-independiente por caminos en G.

Consideremos dos subcasos sobre V(B).

Caso 2.1. Para cada x € V(B) existe s € S tal que existe un G3-camino de x hacia s en G.
En este caso se sigue que S es un Gs-niicleo por caminos de G.

Como S es un conjunto G'3-independiente por caminos en G, soélo resta probar que S es un

conjunto Gs-absorbente por caminos en G.

Sea h € V(G)\S. Si h € V(G")\S, entonces existe un Gz-camino de h hacia S en G (porque
S es Gs-niicleo por caminos de G") (ver figura|l4).

Si h € V(B), entonces existe un (G3-camino de h hacia S en G (por la suposicion de este
caso) (ver figura[I4).

Si h € K, entonces existe w € V(B) tal que KT, Por otro lado, como existe s € S tal
que hay un G3-camino de w hacia s en G, digamos P, y {(verde,verde), (verde,azul)} C F(G3),

se sigue que existe un Gz-camino de h hacia s en G, a saber (h,w) U P, con c¢(h,w) = verde

(ver figura[I4).

Figura 14
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Por lo tanto S es un Gs-niicleo por caminos de G.

Caso 2.2. Existe xo € V(B) tal que no hay Gs-caminos de xy hacia S en G.
En este caso afirmamos lo siguiente.

Afirmacion 2. No hay G3-caminos de S hacia xq en G.

Procediendo por contradiccion, supongamos que existe s € S tal que hay un G3-camino de
s hacia xo en G. Como s ¢ K y B es una componente fuertemente conexa inicial de G', se tiene
que (s,xg) ¢ F(G). Por lo tanto s%wﬂmo para algiin w € V(G).

Como xy € V(B) y B es una componente fuertemente conexa inicial de G', se sigue que
w € V(B), lo que implica que s € K, en contradiccion con el hecho que s ¢ K.

Por lo tanto no hay G3-caminos de S hacia xq en G.
Afirmacion 3. {z} U S es un G3-niicleo por caminos de G.
De la suposicion del Caso 2.2 y la afirmacion 2 se tiene que {xo} U S es un conjunto G-

independiente por caminos en G. Por lo tanto sélo resta probar que {xy} U S es un conjunto

G's-absorbente por caminos en G.

Figura 15

Sea h € V(G)\({zo} U S). Si h € V(G")\S, entonces existe un G3-camino de h hacia S en
G (recuerde que S es un Gs-niicleo por caminos de G") (ver figura|[l3).

Si h € V(B)\{zo}, entonces existe un camino monocromdtico de color azul de h hacia x
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en G (porque B es una componente fuertemente conexa de G'), el cual es un Gs-camino en G
(ver figural[I5)).

Si h € K, entonces existe w € V(B) tal que B, Siw = xo, entonces existe un Gs-
camino de h hacia ({xo} U S) en G. Supongamos que w # x,. Entonces wﬂmo (porque B
es fuertemente conexa en G'), lo que implica que existe un G3-camino de h hacia xy en G, a

erde azul

saber h-"5w-5x (ver figural|l5).

Por lo tanto {xo} U S es un conjunto Gs-absorbente por caminos en G. Asi {xo} U S es un

Gs-niicleo por caminos de G. B

En [1]] Arpin y Linek no dejaron pasar la oportunidad de dar una nueva prueba, para el caso
finito, del teorema de Sands, Sauer y Woodrow. Con ello probaron nuevamente que G € %s.
Para dicha demostracion ellos consideraron el siguiente teorema que trabaja sobre dos ordenes

parciales extraidos naturalmente de la prueba original del teorema de Sands, Sauer y Woodrow.

Teorema 0.11.3. Sean <,,j,, <q.u dos ordenes parciales sobre el conjunto finito X. Entonces
existe un conjunto S C X que es un conjunto independiente en cada orden parcial y tiene la
propiedad que para cada x € X \S se cumple al menos una de las siguientes £<,,,5 0 t<g.,5

para alguna s € S.

Teorema 0.11.4. (Sands, Sauer, Woodrow) Sea H la digrdfica con conjunto de vértices
V(H) = {rojo, azul} y conjunto de flechas F(H) = {(rojo,rojo), (azul,azul)}, entonces
H € %;.

Puesto que todas las digréficas reflexivas con dos vértices estdn en %3, Arpin y Linek se
preguntaron que sucede con las digraficas reflexivas con tres vértices o mas. Para dar respuesta
a esto, ellos exhibieron un resultado més general que nos da una idea de como debe ser la

estructura de una digréfica en #s. Dicho teorema es el siguiente:

Teorema 0.11.5. Sean H una digrdficay W = (x, x1, ..., xx) un camino en H tal que:
1. paratoda x;, con 0 < j <k — 1, hay un color ¢; € V(H) tal que (x;,c;) ¢ F(H),
2. (xg,x0) & F(H).

Entonces H ¢ As.
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La demostracién del teorema se caracteriza principalmente por la construccion de
una digrafica D H-coloreada sin H-nucleo por caminos, definida como sigue:
V(D) =A{vi; |1 € Zs, j € L1} U {oo},y
F(D) = {(vij,vi(j+1)) | 0 < j <k — 1} U {(Vik,vi4100) | 1 € Zs} U
{(vi,00) | i€ Z3, 1 < j < k}.

Como hay 16 digréficas reflexivas no isomorfas con tres vértices, con la ayuda del
teorema [0.11.5] fue posible excluir de %3 a 7 de dichas digraficas (ver figura [16). Luego del
lema|0.11.2} apartado 3, se sigue que las digraficas con tres vértices que se exhiben en la figura

estdn en %s.

% % % Ce

SN N /N

[ ] .O ] .O | .O d .O
Ce

VANVANNA

0 %0

Figura 16: digraficas con tres vértices que no pertenecen a #s, por el teorema|0.11.5
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ﬂ\ ﬂ AN N

.—>.O . .O O.—>.O .—>.O

Figura 17: Digréficas con tres vértices que estan en %3 como consecuencia del lema|0.11.2} apar-
tado 3.

Por otro lado, Arpin y Linek probaron que la digrafica con conjunto de vértices {r, b, g} y
conjunto de flechas {(r,r), (b,b), (9,9), (r,b), (r,9)} no estd en HAs, sin embargo dicha digrafica
si estd en A, (ver figura[l8).

Figura 18: Dos digraficas con tres vértices que no estdn en %3, con sus respectivas digraficas
coloreadas en sus flechas con los vértices de la digrafica correspondiente, las cuales no tienen H-

nucleo por caminos.
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Asf ellos probaron que %3 estd contenido propiamente en %s. También probaron que la
digréfica con conjunto de vértices {r, b, g} y conjunto de flechas {(r,r), (b,b), (¢,9)} no estd en
A5 (ver figura [[8). Por lo tanto, Arpin y Linek excluyeron de %5 a 9 digraficas reflexivas con

tres vértices, de las 16 no isomorfas que hay.

Figura 19

En [1]] Arpin y Linek utilizarén la teoria de relaciones para probar que la digrafica V5 (ver
figura[19) estd en A;. Ellos definieron tres cuasiordenes sobre los vértices de una digréfica
Vs-coloreada para probar que ésta tiene Vs-nticleo por caminos. Para hacer su prueba un poco
mds sencilla, Arpin y Linek definieron sobre una digrifica Vs-coloreada G dos operaciones

como sigue:

. j i ! d - .
1. Siz—2%y, entonces afiadimos las flechas z——y y "%y (si dichas flechas no existen).

c/ C”

. . . C C ~ . C
2. Siexiste un Vs-camino x 2 . > »y, entonces afiadimos la flecha t——y

(si dicha flecha no existe).

Recordemos que si GG es una digrafica Vi-coloreada, xﬂde)y quiere decir que (z,y) € F(G)

y c(x,y) = verde. Andlogamente se define x azuz)y y 21—y

Como G es finita se puede aplicar dichas operaciones hasta que ya no se pueda agregar
nuevas flechas. A la digrafica resultante le llamaron la cerradura de GG, respecto a las operaciones
1y 2, adicha digréfica Vs-coloreada la denotaron por G. De la definicién de cerradura se deduce

el siguiente lema.
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Lema 0.11.5. Sea G una digrdfica Vs-coloreada.
1. Existe un xy-Vs-camino en G si y sélo si existe un xy-Vs-camino en G.

2. Six #vyyhayun Vs-camino de & hacia y en G, entonces en G existe una de las siguientes

trayectorias:
verde
(a) x—=y,

azul

(b) x——,

verde  azul

(c) T——2——,

azul\ rojo verde

(d) Xz 721 Z9

Aqui vamos a presentar una demostracion original, sin considerar la teoria de relaciones,
que muestra nuevamente que V; estd en %3. Antes de ver la prueba, consideremos lo siguiente:
Sean H una digrafica 'y D una digrafica H-coloreada. En [1] Arpin y Linek definieron a la

digrafica de H-caminos de D, denotada por Zy (D), como sigue:

V(Zu (D)) = V(D)
F(Zy (D)) = {(u,v) | existe un H-camino de u hacia v en D}

Arpin y Linek observaron que si H € s, entonces Z (D) tiene nicleo para cualquier
digrafica D H-coloreada. Ademas de esto, podemos afirmar que si H es una digrafica arbitraria
y D una digrafica H-coloreada, entonces Z (D) tiene nicleo si y sélo si D tiene H-ntcleo por

caminos.

Teorema 0.11.6. V; € %4;s.
Demostracion

Sea D una digrdfica Vs-coloreada. Demostraremos que D tiene Vs-niicleo por caminos.

Procederemos por induccion sobre |V(D)).

Como toda digrdfica Vs-coloreada con 1y 2 vértices tiene Vs-niicleo por caminos, supon-

gamos que si D' es una digrdfica Vs-coloreada con menos de p vértices, entonces D’ tiene
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Vis-niicleo por caminos.

Sea D una digrdfica Vs-coloreada con p > 3 vértices. Probaremos que D tiene Vs-niicleo

por caminos. Ast, por el lema[0.11.5]se tiene que D tiene Vs-niicleo por caminos.

Sean G' la subdigrdfica generadora de D tal que F(G') = {(u,v) € F(G) | c(u,v) = azul} y

B una componente fuertemente conexa inicial G'.
Sea K = {y € V(D) | existe u € V(B) tal que y*<5u}.
Consideremos dos casos.
Caso 1. V(D)\(K U V(B)) = (.
En este caso afirmamos que {x} es un Gs-niicleo por caminos de G para cada x € V(B).

Sea x € V(B). Como {x} es un conjunto Vs-independiente por caminos en D, sélo resta

probar que {x} es un conjunto Vs-absorbente por caminos en D.

Figura 20

Sea y € V(D)\{x}. Si y € V(B), entonces yﬂm (porque {z, y} C V(B)y B es fuerte-
mente conexa) (ver figura|20).
Supongamos que y € K. Entonces existe u € V(B) tal que yﬂde)u. Si u = z, entonces existe

. . - !
un Vs-camino de vy hacia x en D. Supongamos que u # x. Entonces u——x (porque

45



Introduccion Historica

{u, x} CV(B)y B es fuertemente conexa). Lo que implica que y%uﬂm es un Vs-camino
de y hacia x en D (ver figura @l}

Por lo tanto {x} es un Vs-niicleo por caminos de D.
Caso 2. V(D)\(K U V(B)) # 0.

Como G" = D\(K U V(B)) es una digrdfica Vs-coloreada con menos de p vértices, de la

hipétesis de induccion se sigue que G" tiene un Vs-niicleo por caminos, digamos S.

Afirmacion 1. Si existe un Vs-camino de x hacia y en D, para algiin {x, y} C S, entonces

azul T0j0 verde -
> 21 529 vy en D.

Como S es Vs-independiente en G se sigue que no existen flechas entre v y y. Luego, no

verde  azul - . .
puede suceder que x——z——y en D, de otro modo, como S es Vs-independiente en G" se

sigue que z ¢ V(G"). Asi, z € (K U V(B)). Puesto que © ¢ K, de la definicion de K se tiene
que z ¢ V(B). Asi z € K, lo que implica que existe w € V(B) tal que 22 Sy en D (por
definicion de K). Por lo tanto 22w en D, lo que implica que x € K, en contradiccion con

el hecho que x & K (ver figura21)).

azul rojo verde -
Por lo tanto x 21 29 sy en D.

Figura 21

Sean #v,(D) la digrdfica de Vs-caminos de Dy G" la subdigrdfica de %y (D) inducida
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por S.
Afirmacion 2. G" es una digrdfica transitiva.

Sea {u, v, w} C V(G") tal que {(u,v), (v,w)} C F(G"). Entonces de la definicion de

Ry, (D) se tiene que existe un Vs-camino de u hacia v en Dy existe un Vs-camino de v hacia w
- ., . azul rojo verde = azul rojo verde
en D. Luego de la afirmacion 1 se sigue que u 21 ) sven Dyv >2 > 2

en D. Puesto que (verde,azul) € F(Vs) se concluye que existe un Vy-camino de u hacia w en
D. Ast (u,w) € F(%v.(D)), lo que implica que (u,w) € F(G").

Sea Sy un niicleo de G", el cual existe porque G"" es una digrdfica transitiva.
Afirmacién 3. S; es un conjunto Vs-independiente por caminos en D.

Se sigue del hecho de que S, es un conjunto independiente en %y, (D).
Afirmacion 4. Para cada s € V(G")\S, existe un sS,-Vs-camino en D.

Sea s € V(G")\ S:.

Figura 22

Si s € S\Si, entonces hay un Vs-camino de s hacia Sy en D (porque S, es niicleo de Gy

V(G") = S) (ver figura[22).
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Si s € V(G")\S, entonces existe w € S tal que hay un Vs-camino de s hacia w en D, diga-

mos P, (porque S es un Vs-niicleo por caminos de G"). Si w € Sy, entonces existe un Vs-camino

. - . . azul rojo verde
de s hacia Sy en D. Si w ¢ Sy, entonces existe z € S tal que w z1 529 sz es un Vs-

camino de w hacia z en D (debido a que S, es niicleo de G" y la afirmacion 1), llamemosle
a dicho Vs-camino P'. Como {(rojo,azul), (verde,azul), (azul,azul)} C F(Vs), se sigue que
hay un Vs-camino de s hacia z en D, a saber P U P’ (ver figura .

Por lo tanto existe un Vs-camino de s hacia Sy en D.

Ahora consideremos dos casos sobre V(B).

Caso 2.1. Para cada x € V(B) existe un Vs-camino en D de x hacia algiin s € S,.

En este caso afirmamos que Sy es un Vi-niicleo por caminos de D.

Como S, es un conjunto Vs-independiente por caminos en D (por afirmacion 3), solo resta
probar que S, es un conjunto Vs-absorbente por caminos en D.

Figura 23

Sea h € V(D)\S1. Si h € V(G")\S,, entonces existe un Vs-camino de h hacia Sy en D (por
la afirmacion 4) (ver figura23).

Si h € V(B), entonces existe un Vs-camino de h hacia S, en D por la suposicion de este

caso (ver figura23).
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Si h € K, entonces existe w € V(B) tal que h%w. Por otro lado, como existe s € S tal
que hay un Vs-camino de w hacia s en D y {(verde,verde), (verde,azul), (verde,rojo)} C F(Vs),
se sigue que existe un Vs-camino de h hacia s en D (ver figura . Asi, existe un Vs-camino de
h hacia Sy en D.

Por lo tanto S, es un Vs-niicleo por caminos de D.
Caso 2.2. Existe xy € V(B) tal que no hay Vi-caminos de o hacia Sy en D.
En este caso afirmamos lo siguiente.

Afirmacion 2.1. Sea s € S;. Si existe un Vs-camino de s hacia x en D, entonces

azul rojo verde
21 729 Zo.

Como s ¢ K, se sigue que no existe una flecha de s hacia xy con color verde en D. Co-

mo s ¢ V(B)y B es una componente fuertemente conexa inicial de G', se sigue que no existe

. = verde  azul .
una flecha con color azul de s hacia xy en D. Luego, s——z——>xq no es posible, de otro

modo, como B es una componente fuertemente conexa inicial de G' se tiene que z € V(B),
lo que implica que s € K, lo cual contradice que s € S; C V(G") = V(D)\(K U V(B)). Asi,

azul rojo verde
> 21 &%) > X0

Sea Sy = {s € S | existe un Vs-camino de s hacia xy en D}.

Afirmacién 2.2. (S;\Sy) U {z0} es un Vs-niicleo por caminos de D.

De la suposicion del caso 2.2 y la definicion de Sy se tiene que (S1\S2) U {zo} es un con-
junto Vs-independiente por caminos en D. Por lo tanto, sélo resta probar que (S1\S2) U {xo}
es un conjunto Vy-absorbente por caminos en D.

Sea h € V(D)\((S1\S2) U {z0o}).

Si h € S, se tiene que existe un Vis-camino de h hacia xo en D (por definicién de Ss).

Si h € V(G")\Sy, de la afirmacion 4 se tiene que existe s € Sy tal que hay un hs-Vs-camino
en D, digamos P (ver figura . Si s € (S1\S2), entonces existe un Vs-camino de h hacia
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(S1\S2) U {xzo} en D.
. . . . azul rojo verde
Si s € Sy, como existe un sxq-Vs-camino, digamos P’, de la forma s > 21 529 >To

(por definicion de Sy y la afirmacion 2.1) y {(verde,azul), (rojo,azul), (azul,azul)} C F(Vj),
entonces hay un Vy-camino de h hacia o en D, a saber P U P'.
Sih € (K UV(B)\{xo}), claramente existe un Vs-camino de h hacia xq en D

(ver figura[24)).

ourupI-*

Figura 24

Por lo tanto, (S1\S2) U {xo} es un Vs-niicleo por caminos de D. B

Por lo tanto, como hay 16 digraficas reflexivas no isomorfas con tres vértices, de las cuales
14 ya fueron estudiadas, Arpin y Linek dejar6n como problema abierto ver si las siguientes
digréficas estan en A5 (ver figura [25)). Cabe mencionar que atin no se ha encontrado una res-

puesta favorable o un contraejemplo para cada una de las digraficas que se presentan en la

figura[25]

7\ V\

[ ] .O .

Figura 25: Las tnicas digraficas con tres vértices que no se sabe si estan en 3.
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Arpin y Linek también probaron que la digrafica con conjunto de vértices {u, v, b, g} y
conjunto de flechas {(u,b), (v,9), (u,9), (g,u), (b,v), (v,b)} no estd en ABs (ver figura 26).

Figura 26: Digrifica con cuatro vértices que no pertenece a %3
Asi podemos concluir lo siguiente, respecto a las digraficas reflexivas con tres vértices: de
las 16 digraficas reflexivas no isomorfas con tres vértices que hay, en la figura 25| exhibimos
a todas las digraficas que no se sabe si entdn 5. Posteriormente en la figura 27| exhibimos a

todas las digréficas que se sabe que pertenecen a #s3. Finalmente en la figura 28| exhibimos a

todas las digraficas que se sabe que no pertenecen a Hs.

ANA NG

—>.O —>.O .—> .O

T

.—> .O

Figura 27: Todas las digraficas reflexivas no isomorfas con tres vértices que se sabe que si pertene-
cen a Hs.
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L .O

Figura 28: Todas las digraficas reflexivas no isomorfas con tres vértices que se sabe que no perte-

necen a As.

Luego de su breve estudio sobre algunas digraficas en %3, Arpin y Linek estudiaron algunas

de las propiedades que tienen las digraficas en %;. Dichos resultados son los siguientes.

Teorema 0.11.7. H € %, si y sélo si H™' € B, (con H™ la digrdfica obtenida de H al

cambiar la orientacion de cada flecha).

Teorema 0.11.8. Sea H una digrdfica. Si |V(H)| < 4, entonces H € %, siy sdlo si H € Ps.

Note que del teorema|0.11.1]y del teorema|0.11.8|se sigue que ¢.(D);) > 2 para cada digréfica
D; de la figura[7]

Notemos que el resultado del teorema [0.10.2] (obtenido por Reid en [41]) es una consecuen-
cia directa del teorema|0.11.8}
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TR

o
4

>
>

N =

Figura 29

Ellos también probaron que la digrafica A5 (ver figura con conjunto de vértices Zs y
conjunto de flechas (Zs x Zs5)\{(0,2), (1,3), (2,4), (3,0), (4,1)} esta en %,. Mds aun, A; es la

digréfica con 5 vértices que tiene el maximo nimero de flechas tal que A5 € %B;\ %o.

Posteriormente Arpin y Linek concluyeron su breve estudio de las digréficas en %, con el

siguiente teorema.

Teorema 0.11.9. Las siguientes propiedades se cumplen para 4.

1. Si H estd en #, y Hy es una subdigrdfica inducida de H, entonces H, € %,.

SiV(Hy)=V(H)y F(H) C F(H,), entonces Hy € ;.
2. Hc B, siysolosi H' € 2,.

3. Si H € B,y Hy € B, entonces Hy @ Hy € $B1y Hy @ Hy € A,.

Finalmente Arpin y linek dejaron abierto el problema de completar la caracterizacion de las
digraficas en A, y en As, el cual sigue pendiente hasta la fecha. Ellos concluyeron su trabajo

dejando una lista de varios problemas abiertos muy interesantes.

33



Introduccion Historica

0.12 H-ntdcleos por caminos y H-niucleos

En [12] H. Galeana Sanchez y P. Delgado Escalante, motivadas por el trabajo realizado por

Arpin y Linek en [1]], introdujeron el concepto de [ -nicleo, el cual se define como sigue:

Definicion 0.12.1. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. Decimos que
N C V(D) es un H-niicleo si:

1. Para cada u € V(D)\N existe v € N tal que hay una uv-H-trayectoria en D (N es
H-absorbente), y

2. para cada par de vértices distintos en N no existen H-trayectorias entre ellos en D (N

es H-independiente).

Recordemos que como la existencia de un /{-camino entre dos vértices no garantiza la
existencia de una H-trayectoria entre dichos vértices y la unién de un uv- H-camino con un
vw-H -camino no necesariamente es un uw-f{-camino, en [1] Arpin y Linek prefirieron trabajar
con H-caminos en lugar de H-trayectorias. Por lo tanto con este recordatorio podemos decir

que las definiciones de H-ntcleo por caminos y H-nucleo son totalmente independientes.
H: D:
u v
3 4 [

W .)1&;

zZ w

Figura 30: Una digrafica H-coloreada con H-nicleo por caminos y sin H-ntcleo.
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En la digrifica D de la figura [30| tenemos que {w} es un H-niicleo por caminos en D
porque (u, v, z, v, w) es un H-camino generador en D que termina en w. Por otro lado, es facil
verificar que todo conjunto /-independiente en D es de cardinalidad 1, pero un vértice no es
H-absorbente en D.

u.(_\g
o 7 ]\\x‘v
' o o v \M % ) - %ﬁ
W N

Figura 31: Una digrafica H-coloreada con H-ntcleo y sin H-ntcleo por caminos.
En la figura 31| tenemos que {u, x} es un H-nicleo de D. Es facil ver que todo conjunto

H-independiente por caminos en D es de cardinalidad 1, ya que (z, v, w, v, u) es un H-camino

entre z y v en D, pero un vértice no es H-absorbente por caminos en D.
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CAPITULO

Nucleos por trayectorias
monocromaticas y la digrafica de
clases cromaticas

En este capitulo veremos nuevos resultados que muestran la existencia de nucleos por tra-
yectorias monocromdticas en digraficas m-coloreadas, para esto nuestro estudio serd sobre la
estructura de la digréfica de clases cromdticas de una digréafica m-coloreada y sobre la digrafica

de clases crométicas de cada componente fuertemente conexa de una digrafica m-coloreada.

Primero demostraremos que si D es una digrafica m-coloreada y existe una particién { V7,
Vo } de V(D) tal que:

1. €(D[V1]) es una digrafica nucleo perfecta,

2. D[V5] tiene nucleo por trayectorias monocromaéticas,

3. TH(V))n'Vy = 0.

Entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromaticas.
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Luego probaremos que si D es una digrafica m-coloreada tal que la cerradura de cada una
de sus componentes fuertemente conexas es una digrifica nicleo perfecta, entonces D tiene

nucleo por trayectorias monocromaéticas.

Posteriormente como corolarios obtendremos lo siguiente: (1) Si D es una digrafica m-
coloreada tal que la digréfica de clases cromaéticas de cada una de sus componentes fuertemente
conexas es una digréfica bipartita, entonces D tiene ndcleo por trayectorias monocromaticas.
(2) Si D es una digréfica m-coloreada tal que todo camino cerrado en D es 2-coloreado, enton-

ces D tiene nticleo por trayectorias monocromaticas.

En [28] H. Galeana Sanchez prob¢ lo siguiente:

1. Sea D una digrafica m-coloreada tal que:

(a) |&(v)| < 2 paracadav € V(D).

(b) existe un color fijo ¢; tal que ¢; € £(v) para cada v € V(D).
Entonces D tiene nticleo por trayectorias monocromaticas.
2. Sea D una digrafica m-coloreada tal que:

(@) |&(v)| < 2 paracadav € V(D).

(b) existen dos colores fijos ¢; y ¢; tal que [{c;, ¢;} N &(v)| =1 para cada v € V(D).

Entonces D tiene nticleo por trayectorias monocromaticas.

En este capitulo daremos una generalizacion de los dos resultados anteriores.

Recordemos que H. Galeana Sanchez probd en [28]] que si (D) es una digrafica bipartita,
entonces D tiene nucleo por trayectorias monocromadticas. Daremos una extencion de este resul-
tado como sigue: Sean D una digrafica m-coloreada y 6-(D) su digrafica de clases cromaticas.
Si €-(D) no tiene ciclos de longitud impar al menos 3, entonces D tiene nicleo por trayecto-
rias monocromaticas. Posteriormente, como consecuencia de dicho resultado probaremos que
si D es una digréfica sin ciclos de longitud impar, entonces D tiene nucleo, el cual es el famoso

teorema de Richardson.
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1.1 Subestructuras de D y su digrafica de clases cromaticas

Teorema 1.1.1. Sea D una digrdfica m-coloreada. Si existe una particion {Vy, Va} de V(D) tal
que:

1. &(D[Vi]) es una digrdfica niicleo perfecta,

2. D[V,] tiene niicleo por trayectorias monocromdticas,

3. TH(Ve)nVy = 0.

Entonces D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas.
Demostracion.

Sean Dy = D[V1]y Dy = D[V3].

Vamos a demostrar que €(D) tiene niicleo.

Las siguientes observaciones nos ayudardn a demostrar el teoremal[l.1.1]

Observacion 1. Sea T' = (u = wy, w1, ..., Wy = v) una trayectoria monocromdtica en D. Si
{u, v} CV(D;) para algiin i € {1,2}, entonces T' C D;.

Procediendo por contradiccion, supongamos que T ¢ D;. Como T ¢ D; y {u, v} C V(D;),
se sigue que existe ws € V(T) tal que ws ¢ V(D;) para algiin s € {1, ..., k-1}.

Consideremos dos casos sobre i.

Caso A.i =1
En este caso sea h = mdx {l € {0, ..., k} | w; ¢ V(D1)}.

Notemos que h existe porque ws ¢ V(D1). Por otro lado, se sigue de la eleccion de h que

W1 € V(D1) y wy, € V(Dy) (recuerde que wy, ¢ V(D1) y V(D) = Vi U V;). Asi
[FB( Vo) N Vi1 # 0, lo cual contradice la condicion 3 del teorema m
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CasoB.i =2
En este caso sea h = min {l € {0, ..., k} | w; ¢ V(D2)}.

Notemos que h existe porque wy ¢ V(Ds). Por otro lado, se sigue de la eleccion de h
que wy_1 € V(Dy) = Vo y wy, € V(D) = Vi (recuerde que wy, ¢ V(Dy) y V(D) = Vi U Vs).
Asi [T5(Va) NVi] # 0, lo cual contradice la condicion 3 del teoremam

Por lo tanto, T C D,.

Observacion 2. No hay V,Vi-trayectorias en D.
ComoViNVo=0y FJIS(VQ) N Vi =0, se sigue que no hay V,V,-trayectorias en D.

Observacion 3. &(D;) = &(D)[V;] para cada i € {1, 2}.
Seai€ {1, 2}. Yaque V(E€(D;)) = V(&(D)[V;]), sélo resta probar que F(&(D;)) = F(C(D)[V;]).

Primero demostraremos que F(&(D;)) C F(&(D)[V;]). Sea (u,v) € F(&€(D;)). Se sigue de
la definicion de cerradura que existe una uv-trayectoria monocromdtica en D;, digamos T'. Ya
que T C D (porque D; C D), se sigue de la definicion de cerradura que (u,v) € F(&(D)). Por
otro lado, como {u, v} CV(&(D;)) = V(D;) = V; y (u,v) € F(€(D)), se tiene que
(u,v) € F(ED)[V;]).

Ahora veremos que F(&(D)[V;]) C F(&(D;)). Sea a = (u,v) € F(C(D)[V;]). Se sigue de
la definicion de cerradura que existe una uv-trayectoria monocromdtica en D, digamos T'. Por
otro lado, ya que {u, v} C V; = V(D;), se sigue de la observacion 1 que T' C D,. Asi,

(u,v) € F(E(D;)).

Por lo tanto, &(D;) = &(D)[V;].

Observacion 4. Sea i € {1, 2} fija. Si [ C V(€(D;)) es un conjunto independiente en €(D;),
entonces I es un conjunto independiente en &(D ).

Procediendo por contradiccion, supongamos que I no es un conjunto independiente en
&(D). Como I no es independiente en €(D), existen dos vértices distintos wy v en I tal que

(u,v) € F(€(D)). Por otro lado, debido a que {u, v} C I C V(&(D;)) =V;y (uv) € F(€(D)),
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se sigue que (u,v) € F(E(D)[V;]). Asi, (u,v) € F(E(D;)) (porque &(D;) = €(D)[V;], debido a

la observacion 3), lo cual contradice que I es un conjunto independiente en €(D;).

Observacion 5. F;( py(V2) NV = 0.

Procediendo por contradiccion, supongamos que Féf( D)( Vo) N Vy # 0.
Sea w € F&D)(Vg) N V. Entonces existe z € V5 tal que (z,w) € F(&(D)). Mds aiin, se sigue
de la definicion de cerradura que existe una zw-trayectoria monocromdtica en D, digamos P.
Por otro lado, ya que z € Vo y w € V), se sigue que hay una V,V;-trayectoria monocromdtica

en D, a saber P, lo cual contradice la observacion 2.

Como D, tiene niicleo por trayectorias monocromdticas, se sigue que €(Ds) contiene un

niicleo, digamos Ns.
Consideremos las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1. Ny es un conjunto independiente en €(D).
Como Ny es un conjunto independiente en €(Dy), se sigue de la observacion 4 que N, es

un conjunto independiente en €(D).
Sea H = €(D)\(N, U F&D)( Ns)).

Si H = (), se sigue de la construccion de H que Ny es un niicleo de €(D). Por lo tanto,

supongamos que H # ().

Afirmacion 2. H es una subdigrdfica inducida de €(D»).

Como Ns es niicleo de €(Dsy) = &(D)[ V5] (recuerde que €(Dy) = &(D)[ V5] por observacion
3), se tiene que V(&(Ds)) C (Ny U F&D)( Ny)), lo que implica que V(H) C V;. Asi, se sigue de
la construccion de H que H es una subdigrdfica inducida de &(D)[V}]. Por lo tanto, H es una
subdigrdfica inducida de €(D,) (recuerde que &(D)[V1] = &(D1) por observacion 3).

Como H es una subdigrdfica inducida de &(D.) y €(D,) es una digrdfica niicleo perfecta,

se tiene que H contiene un niicleo, digamos Nj.

Afirmacion 3. Ny es un conjunto independiente en €(D).
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Como N es un conjunto independiente en H y H es una subdigrdfica inducida de €(D;)
(por la afirmacion 2), se sigue que N, es independiente en €( D). Asi, se sigue de la observa-

cion 4 que Ny es un conjunto independiente en €(D).

Afirmacion 4. N = Ny U N es un conjunto independiente en €(D).
Como N; y Ny son conjuntos independientes en &(D) (debido a las afirmaciones 1y 3),

solo resta probar que no hay flechas entre el conjunto Ny y el conjunto Ny en €(D).

e Veremos que no hay N1 Ns-flechas en €(D).
Como Ny C V(H), se sigue de la construccion de H que no hay N1 Ny-flechas en E(D).

e Veremos que no hay NoNy-flechas en €(D).

Como Ny C V(E(D3)) = Vo y Ny C V(E(Dq)) = V4, se sigue de la observacion 5 que no
hay Ny Ny-flechas en &(D).

Por lo tanto, N es un conjunto independiente en €(D).

Afirmacion 5. N es un conjunto absorbente en &(D).
Sea u € V(€(D))\N. Demostraremos que existe una ulN-flecha en €(D).

Consideremos dos casos sobre u.

Caso 2.1. Existe una uNy-flecha en (D) .
En este caso se tiene que existe una ulN-flecha en €(D) (debido a que Ny C N).

Caso 2.2. No existe una uNs-flecha en €(D).

En este caso como u ¢ Le(py(N2), se tiene que u ¢ (Le(py(N2) U N) (porque u ¢ N). Ya
que V(€(Dy)) C (FE(D)(NQ) U N) (porque Ny es niicleo de €(Dy)), se sigue que u € V(H )\ N;
(recuerde que H = €(D)\(Ny U FE(D)( Ns))). Por otro lado, debido a que N, es niicleo de
H, se sigue que existe una ulN,-flecha en H, lo que implica que existe una ulN -flecha en &(D)
(porque N1 C N).

Por lo tanto, N es un conjunto absorbente en €(D).
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De las afirmaciones 4y 5 se tiene que N es un niicleo de €(D).

Ast, D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas. B

Corolario 1.1.1. Sean D una digrdfica m-coloreaday Dy, ..., D, las componentes fuertemen-
te conexas de D. Si €(D;) es una digrdfica niicleo perfecta para cadai € {1, ..., w}, entonces

D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas.
Demostracion.

Demostraremos que D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas por induccion sobre

w, el niimero de componentes fuertemente conexas de D.

Si w = 1, entonces de la hipdtesis del corolario [I.1.1] se tiene que €(D) es una digrdfica
niicleo perfecta, lo que implica que €(D) tiene niicleo. Asi, D tiene niicleo por trayectorias

monocromdticas.
Hipdtesis de induccion. Si D' es una digrdfica m’-coloreada con DY, ..., D! _, componen-
tes fuertemente conexas tal que €(D.) es una digrdfica niicleo perfecta para cada i € {1, ...,

w-1}, entonces D’ tiene niicleo por trayectorias monocromdticas.

Sea D una digrdfica m-coloreada con Dy, ..., D, (w > 2) componentes fuertemente cone-

xas tal que €(D;) es una digrdfica niicleo perfecta para cada i € {1, . .., w}.

Supongamos sin pérdida de generalidad que D, es una componente fuertemente conexa

inicial de D.
Consideremos a la digrdfica D' = D\V(D»).

Puesto que D, ..., D, son todas las componentes fuertemente conexas de D' (debido a
la construccion de D') y €(D;) es una digrdfica niicleo perfecta para cada i € {2, ..., w}, se

sigue de la hipdtesis de induccion que D' tiene niicleo por trayectorias monocromdticas.

63



1. Nﬁ(;LEOS POR TRAYECTORIAS MONOCROMATICAS Y LA
DIGRAFICA DE CLASES CROMATICAS

Denotemos por Vi a V(D1) y denotemos por Vo a V(D'). Notemos que {Vi, Va} es una
particion de V(D) tal que:

1. &(D[V1]) es una digrdfica niicleo perfecta (porque D[V1] = Dy y €( D) es una digrdfica

niicleo perfecta).
2. D[V4] tiene niicleo por trayectorias monocromdticas (porque D[V,o] = D').

3. T'H(Va) N Vi = 0 (porque Dy es una componente fuertemente conexa inicial de D).

Por lo tanto, se sigue del teoremal.1.1|que D tiene niicleo por trayectorias monocromdti-

cas. B
El siguiente lema serd util para probar el teorema|l.1.2

Lema 1.1.1. Sean D una digrdfica m-coloreada, €(D) la cerradura de D y 6¢(D) la digrdfica
de clases cromdticas de D. Entonces 6o(D) = €c(€(D)).

Demostracion.

Para probar que 6c(D) = 6c(€(D)) considere las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1. V(%(D)) = V(6c(€(D))).

Como D es una digrdfica m-coloreada, de la definicion de cerradura se tiene que €(D)
también es una multidigrdfica m-coloreada. Ast de la definicion de digrdfica de clases cromadti-
cas tenemos que V(6c(D)) = V(6c(€(D))).

Afirmacion 2. F(¢c(D)) = F(6c(&(D))).

Primero veremos que F(6c(D)) C F(6c(€(D))). Ya que D C &(D) (debido a la definicion
de cerradura), se sigue que 6o(D) C 6c(€(D)). Asi, F(6c(D)) C F(6c(€(D))).

Ahora veremos que F(6c(€(D))) C F(6c(D)). Sea (i,7) € F(¢c(€(D))) para algiin
{i,j} C {1, ..., m}. De la definicion de digrdfica de clases cromdticas se tiene que existen dos

flechas (u,v) y (v,w) en €(D) tal que c(u,v) =1y c(v,w) = j.
Consideremos dos subafirmaciones sobre I',(v) y FJIS( V).

Subafirmacion 2.1. Existe un vértice wy € I';,(v) tal que c(wy,v) =i en D.
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Ya que (u,v) € F(€(D))y c(u,v) =1 en D), se sigue de la definicion de €(D) que existe
una uv-trayectoria monocromdtica de color i en D. Asi existe un vértice wy € I'(v) tal que
c(wy,v) =i en D.

Subafirmacién 2.2. Existe un vértice wy € T'5(v) tal que c(v,wy) = j en D.

Ya que (v,w) € F(E(D))y c(v,w) = j en (D), se sigue de la definicion de €(D) que existe
una vw-trayectoria monocromdtica de color j en D. Asi existe un vértice wy € T'5(v) tal que

c(v,wg) = jen D.

Finalmente, de las subafirmaciones 2.1 y 2.2 y de la definicion de digrdfica de clases
cromdticas se tiene que (1,7) € F(6c(D)).

Por lo tanto F(6c(€(D))) C F(6c(D)).

Asi, 6c(D) = 6c(&(D)).
Teorema 1.1.2. Sean D una digrdfica m-coloreada, €(D) la cerradura de D y 6o(D) la
digrdfica de clases cromdticas de D. Si ¢c-(D) es una digrdfica bipartita, entonces €(D) es
una digrdfica niicleo perfecta.

Demostracion.

Demostraremos que toda subdigrdfica inducida de €(D) tiene niicleo.

Sea D' una subdigrdfica inducida de &(D).

Considere la siguiente afirmacion.

Afirmacion 1. &(D') = D'.

Como V(&(D')) = V(D') y F(D') C F(€(D’)) (debido a la definicion de cerradura), sélo
resta probar que F(&(D')) C F(D’).

Sea a = (u,v) € F(&(D')). Primero note que €(D') C &(&(D)), porque D' C &(D). Ya que
&(&(D))=¢(D)ye&(D') C &&(D)), se sigue que €(D') C &(D). Asi a € F(&(D)).
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Como a € F(€(D)), {u, v} C V(D')y D' es una subdigrdfica inducida de €(D), entonces
ac F(D).

Por lo tanto €(D') = D'.

Ahora consideremos dos casos sobre D',

Caso 1. D’ es una digrdfica 1-coloreada.

En este caso se tiene que D' contiene un niicleo por trayectorias monocromdticas, digamos
N. Como N es niicleo por trayectorias monocromdticas de D', se sigue que N es niicleo de
&(D'), lo que implica que N es niicleo de D' (recuerde que €(D') = D' por afirmacion 1).

Caso 2. D' es una digrdfica m’-coloreada, para algiin m’ > 2.

Como 6c(D) = 6c(€(D)) (lema y 6c(D) es una digrdfica bipartita, se sigue que
Cc(€(D)) es una digrdfica bipartita. Por otro lado, note que ¢o(D') C 6€c(€(D)), porque D’
C &(D). Asi, 6o(D') es una digrdfica bipartita, lo que implica que D' tiene niicleo por trayec-

torias monocromdticas (debido al teoremal0.9.4)).

Como toda subdigrdfica inducida de €(D) tiene niicleo, se sigue que &(D) es una digrdfica

niicleo perfecta. B

Corolario 1.1.2. Sean D una digrdfica m-coloreada y D, ..., D, las componentes fuerte-
mente conexas de D. Si €c(D;) es una digrdfica bipartita para cada i € {1, ..., w}, entonces
D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas.

Demostracion.

Demostraremos que €(D;) es una digrdfica niicleo perfecta para cada i € {1, ..., w}.

Seai€ {1, ..., w} Como 6c(D;) es una digrdfica bipartita, se sigue del teoremamque

&(D;) es una digrdfica niicleo perfecta.

Por lo tanto, €(D;) es una digrdfica niicleo perfecta para cada i € {1, ..., w}.
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Asi, se sigue del corolario[l.1.1|que D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas. B

Corolario 1.1.3. Sea D una digrdfica m-coloreada. Si todo camino cerrado en D es 2-coloreado,

entonces D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas.
Demostracion.

Sean D+, ..., D, las componentes fuertemente conexas de D. Demostraremos que €(D;)

es una digrdfica niicleo perfecta para cada i € {1, ..., w}.

Seaie€{l, ..., w} Si|V(D;)| =1 se cumple que €(D;) es una digrdfica niicleo perfecta.
Supongamos que |V(D;)| > 2.

Primero veremos que D; es una digrdfica 2-coloreada. Como D; es fuertemente conexa,
existe un camino cerrado W en D; tal que F(W) = F(D;). Asi, de la hipotesis del corolario
[[.1.3]se tiene que W es 2-coloreado, lo que implica que D; es una digrdfica 2-coloreada.

Ahora veremos que 6c(D;) es una digrdfica bipartita. Supongamos que las flechas de D;
estdn coloreadas con los colores c¢;, y ¢;,. Como V(6c(D;)) = {ci,, ¢i,} y toda digrdfica con
dos vértices es una digrdfica bipartita, se sigue que 6c(D;) es una digrdfica bipartita. Lo que

implica que €(D;) es una digrdfica niicleo perfecta (por teoremall.1.2)).

Por lo tanto, se sigue del corolario[l.1.1|que D tiene niicleo por trayectorias monocromdti-

cas.

Los siguientes resultados son una generalizacion de los resultados obtenidos por H. Galeana
Séanchez en [28]]. El teoremal|l.1.3| muestra una condicion sobre el nimero de colores que estan
representados en las flechas que inciden en cada vértice de la digrafica, dicho nimero de colores
esté restringido a un subconjunto de colores fijo. Estas condiciones garantizan que la digrafica
de clases cromdticas de una digréfica m-coloreada sea bipartita y asi asegurar la existencia de al
menos un nucleo por trayectorias monocromaticas. Asi, el corolario €s una consecuencia
directa del teorema [I.1.3]y el corolario[I.1.1]
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Teorema 1.1.3. Sea D una digrdfica m-coloreada (m > 2), cuyas flechas estdn coloreadas con

los colores del conjunto {1, ..., m}, y sea o ={cy, ..., ¢} un subconjunto de {1, ..., m}. Si

|€E(v)] <2y |&(v) Nl =1 para cada v € V(D), entonces 6¢(D) es una digrdfica bipartita.
Demostracion.

Demostraremos que existe una particion de V(6c(D)) en dos conjuntos independientes.

Considere dos casos sobre k.

Casol. k£ =m.
En este caso afirmamos que Vi = {1} y Vo = {2, ..., m} son conjuntos independientes en
Gco(D).

Como V es un conjunto independiente en 6c(D), solo resta probar que Vs es un conjunto
independiente en ¢¢(D). Procediendo por contradiccion, supongamos que Vo no es un conjunto
independiente en 6c(D). Entonces existen dos vértices distintos iy j en Vs tal que
(i,7) € F(6c(D)). Ya que (i,7) € F(6c(D)), de la definicion de (D) se tiene que existen dos
flechas (u,v) y (v,w) en D tal que c(u,v) =iy c¢(v,w) = j. Note que {(v) = {i, j}, porque i # j
v |€(v)| < 2. Lo cual contradice que |{(w) N «| = 1 para cada w € V(D) (porque en este caso
a={Il,...,m}).

Por lo tanto, V5 es un conjunto independiente en (D).
Caso 2. k < m.

En este caso afirmamos que Vi = a'y Vo = V(6c(D))\« son conjuntos independientes en
Gc(D).

1. Veremos que V| es un conjunto independiente en 6¢(D).

Procediendo por contradiccion, supongamos que V', no es un conjunto independiente en
c(D). Entonces existen dos vértices distintos iy j en V) tal que (i,j) € F(6c(D)). Ya
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que (i,j) € F(6c(D)), de la definicion de €c(D) se tiene que existen dos flechas (u,v) y
(v,w) en D tal que c(u,v) =iy c¢(v,w) = j. Note que &(v) = {i, j}, porque i # j y

|£(v)| < 2. Lo cual contradice que |£(w) N «| = 1 para cada w € V(D) (recuerde que
Vi=a«)

Por lo tanto Vi es un conjunto independiente en 6¢(D).

2. Veremos que V5 es un conjunto independiente en (D).

Procediendo por contradiccion, supongamos que V5 no es un conjunto independiente en
Gc(D). Entonces existen dos vértices distintos iy j en Vs tal que (i,7) € F(¢c(D)). Ya
que (i,j) € F(6c(D)), de la definicion de €c(D) se tiene que existen dos flechas (u,v) y
(v,w) en D tal que c(u,v) =iy c(v,w) = j. Note que {(v) = {i, j}, porque i # j y

|E(v)| < 2. Ast, se sigue que o N {i, j} = 0, porque {i, j} C Vo y Vi N Va = () (recuerde
que Vi = ay Vo = V(6c(D))\e). Lo cual contradice que |{(w) N «| = 1 para cada
w e V(D).

Por lo tanto V3 es un conjunto independiente en ¢¢(D).

Por lo tanto 6¢(D) es una digrdfica bipartita. B

Corolario 1.1.4. Sean D una digrdfica m-coloreaday Dy, . . ., D, sus componentes fuertemente

conexas. Si para cada i € {1, ..., w} se cumple que:

1. |€p,(v)| <2 para cadav € V(D;), y

2. existe un conjunto de colores o; C C};, con C; el conjunto de los colores que aparecen en
las flechas de D;, tal que |£p,(v) N «;| = 1 para cada v € V(D).

Entonces D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas.
Demostracion.

Demostraremos que €(D;) es una digrdfica niicleo perfecta para cadai € {1, ..., w}.
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Sea i € {1, ..., w}. Supongamos que F(D;) # (. Como la cerradura de toda digrdfica
1-coloreada es una digrdfica niicleo perfecta, podemos suponer que D; es una digrdfica
m'-coloreada, con m’ > 2. Puesto que la digrdfica D; cumple las hipdtesis del teoremall.1.3]
se sigue que 6o(D;) es una digrdfica bipartita. Asi, se sigue del teoremal(l.1.2|que €(D;) es una

digrdfica niicleo perfecta.

Por lo tanto, como €(D;) es una digrdfica niicleo perfecta para cada i € {1, ..., w}, se

sigue del corolario[l.1.1|que D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas. B

Nota 1.1.1. Los inversos de todos los resultados anteriores en general no necesariamente son

verdadero como se muestra en los ejemplos de las figuras[I.1| [[.2y[I.3]

Dy: Co(Dy):
U 59
x LN 6
5?\ \ o ! /‘7 ’
2
[ 5 3 Py
.K . / 1
Y l.( 6 - ® y g}.\)./
w 2
Figura 1.1

1. {v, w} es un niicleo por trayectorias monocromdticas de D;.
2. 6c(Dn) tiene ciclos de longitud impar.
3. Dy no tiene una particion de sus vértices como en las hipdteis del teoremal[l.1.1]

4. Di[{v, y, u}] es una componente fuertemente conexa de D1 tal que €(D[{v, y, u}]) no

es una digrdfica niicleo perfecta.

5. Dy[{v, y, u}] es una componente fuertemente conexa de D1 tal que €c(D1[{v, y, u}])

no es una digrdfica bipartita.
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6. D tiene un camino cerrado el cual no es 2-coloreado.

7. &(Ds) es una digrdfica niicleo perfecta y ¢-(Ds) no es una digrdfica bipartita

(ver figura|l.2).
Dy: <(Ds) Co(Do):

3 3 2 3/I 3 2
|\ RN g

q—
<=0 S
Figura 1.2: €(D-) es una digrafica nicleo perfecta y - (D2) no es una digrafica bipartita.

8. €c(Ds) es una digrdfica bipartita y |Ep,(u)| = 3 (ver figura[l.3).

Dj: Cc(Ds):
v U 2
o—1—0
e
1 3 2
i‘é 3 _)i . /&5
z x ®

Figura 1.3: 6(D3) es una digréfica bipartita y |{p,(u)| =3
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1.2 Una extension del teorema de Richardson

En esta seccién daremos una extensién del teorema [0.9.4] al considerar dos casos sobre la
digrafica de clases cromdticas, la cual no tiene ciclos de longitud impar al menos tres, de una
digrafica m-coloreada. Como consecuencia directa de dicha extension probaremos el teorema
de Richardson (teorema[0.9.4).

Teorema 1.2.1. Sean D una digrdfica m-coloreada y (D) su digrdfica de clases cromdticas.
Si (D) no tiene ciclos de longitud impar al menos 3, entonces D tiene niicleo por trayecto-
rias monocromdticas.

Demostracion.

Procederemos por induccion sobre m.

Param = 1ym = 2 el resultado se sigue directamente del teorema

Hipdtesis de induccion. Si D' es una digrdfica m’-coloreada, con m’ < m, tal que 6c(D’)
no tiene ciclos de longitud impar al menos 3, entonces D' tiene niicleo por trayectorias mono-
cromdticas.
Sea D una digrdfica m-coloreada tal que €¢(D) no tiene ciclos de longitud impar al menos 3.

Consideremos dos casos sobre €c(D).

Caso 1. 60(D) es fuertemente conexa.

En este caso, como 6c(D) no tiene ciclos de longitud impar al menos 3 y es fuertemente
conexa, entonces 6¢(D) es una digrdfica bipartita. Asi, se sigue del teorema que D tiene
niicleo por trayectorias monocromdticas.

Caso 2. (D) no es fuertemente conexa.

Sean G una componente fuertemente conexa terminal de 6c(D), {Vi = V(6c(D))\V(G),

72



1.2 Una extension del teorema de Richardson

Vo = V(G)} una particién de V(€c(D)) (note que Vi # ) porque 6c(D) no es fuertemente
conexa), y H la subdigrdfica generadora de D tal que F(H) = {(z,y) € F(D) | ¢(z,y) € Va}.

En este caso para demostrar que D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas conside-

re las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1. 6o (H) no tiene ciclos de longitud impar al menos 3.
Como H C D, se sigue que 6c(H) C 6c(D), lo que implica que 6c(H ) no tiene ciclos de

longitud impar al menos 3 (porque por hipotesis €c(D) no los contiene).

Puesto que H es una digrdfica |Vs|-coloreada, con |V,| < m, tal que €c(H ) no tiene ciclos
de longitud impar al menos 3, se sigue de la hipotesis de induccion que H posee un niicleo por

trayectorias monocromdticas, digamos Nj.

Si Ny es un conjunto independiente por trayectorias monocromdticas en D, entonces N,
es un niicleo por trayectorias monocromdticas de D (recuerde que V(H) = V(D)). Por lo tan-

to supongamos que Ny no es un conjunto independiente por trayectorias monocromdticas en D.
Considere la siguiente notacion que vamos a utilizar a lo largo de la prueba.
Sean {u, v} C V(D) y S C V(D). Escribiremos: u~;v si existe una uv-trayectoria mo-
nocromdtica con color i en D; U~ 0,0,V Si existe una uv-trayectoria monocromdtica en D;
U monod SI existe una uS-trayectoria monocromdtica en D; u—;v es la negacion de u~-;v;

U~ monod €S la negacion de u~~,0n0S.

Afirmacion 2. Si u~;v para algiin i € V(%c(D)) y para algiin {u, v} C Ny, con u # v,

entonces 1 € V7.

Como N; es independiente por trayectorias monocromdticas en H, de la construccion de

H se tiene que i € V.

Afirmacion 3. Si u~»;v para algin i € Vy y para algiin {u, v} C Ny, con u # v, entonces

w—;u para cada j € Va'y para cada w € V(H)\Nj.
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Procediendo por contradiccion, supongamos que existen {u, v} C Ny, conu # v, y

w € V(H)\N; tal que u~;v para algiin i € Vy y w~=;u para algiin j € V5 (ver figura .

Figura 1.4

Como w~ju para algiin j € Vs, se sigue que existe wy € V(D) tal que c(wy,u) = j. Por
otro lado, puesto que u~+;v para algiin v € V1, se tiene que existe v1 € V(D) tal que
c(u,v1) = 1. Por lo tanto de la definicion de digrdfica de clases cromdticas se tiene que
(7,1) € F(6c(D)). Asi, existe una VoVy-flecha en 6c(D), lo cual contradice que G es una com-

ponente fuertemente conexa terminal de 6c(D).

Afirmacion 4. V(H)\ N, # ().

Como Vs # (), se sigue de la construccion de H que V(H ) no es un conjunto independiente
por trayectorias monocromdticas en H (recuerde que H es la subdigrdfica generadora de D

tal que F(H) = {(x.y) € F(D) | c(z,y) € Va}). Asi, V(H)\N, # 0.

Consideremos al conjunto T' = {z € Ny | existe k € N1\{z} tal que z~;k para algiin
j €V}

Notemos que T # () debido a que N, no es un conjunto independiente por trayectorias

monocromdticas en D.

Sea NQ = Nl\T
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Afirmacion 5. N, # ().

Procediendo por contradiccion, supongamos que Ny = (). Como V(H )\ Ny # 0 (afirmacion
4) y Ny es niicleo por trayectorias monocromdticas de H, se sigue que existen h € V(H)\ Ny
y w € Nj tal que h~jw para algin j € Va. Por otro lado, puesto que Ny = 0, se sigue de la
definicion de T que para w € Ny existe k € N1\{w} tal que w~;k para algiin i € V4, lo cual

contradice la afirmacion 3.

Afirmacion 6. N, es independiente por trayectorias monocromdticas en D.

Como Ny C Ny y Ny es independiente por trayectorias monocromdticas en H, se sigue de
la construccion de H que u— ;v para cada j € Vy 'y para cada {u, v} C Ny, con u # v. Por
otro lado, de la definicion de T se tiene que x—;y para cada i € V1 y para cada {x, y} C N,
con x # y. Por lo tanto, Ny es independiente por trayectorias monocromdticas en D.

Afirmacion 7. Para cada w € V(H)\ N existe h € Nj tal que w~ p,on0h.

Sea w € V(H)\Ny. Como N es niicleo por trayectorias monocromdticas de H, se sigue
que existe h € Ny tal que w~;h para algiin j € V,. Luego de la afirmacion 3y la definicion de
T se tiene que h ¢ T. Asi, h € N.

Si t~~monoNo para cada t € T, entonces de las afirmaciones 6 y 7 se tiene que N5 es un
niicleo por trayectorias monocromdticas de D (recuerde que V(H) = V(D)). Por lo tanto su-
pongamos que existe t' € T tal que t'— ,,,,,,No.

SeaT' ={t € T | t-»monoN2. }.

Consideremos a la digrdfica €&(D)[T'] (la subdigrdfica de €(D) inducida por los vértices
deT’).

Ahora consideremos las siguientes afirmaciones sobre €(D)[T"].

Afirmacion 8. G (€(D)[T"]) no tiene ciclos de longitud impar al menos 3.
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Como &(D)[T'] C &(D), se sigue que 6c(E(D)[T']) C Cc(€(D)), lo que implica que
Cc(E(D)[T']) C 6c(D) (porque 6c(€(D)) = €c(D)). Asi, €c(E(D)[T']) no tiene ciclos de

longitud impar al menos 3, porque por hipotesis €c(D) no los contiene.
Afirmacion 9. c¢(p)(x,y) € Vi para cada (z,y) € F(E(D)[T']).

Procediendo por contradiccion, supongamos que existe (x,y) € F(&(D)[T']) C F(&(D))
tal que cg(py(x,y) € Va. Supongamos que ce(py(x,y) = k para algiin k € V,. Entonces de la
definicion de cerradura se tiene que existe una xy-trayectoria monocromdtica de color k en D,
digamos P. Luego de la definicion de H se tiene que P C H, lo cual contradice que N, es

independiente por trayectorias monocromdticas en H (porque {x, y} CT' C Ny).

Ahora, como Co(€(D)[T"]) no tiene ciclos de longitud impar al menos 3 (afirmacion 8),
y &(D)[T'] es una digrdfica m’-coloreada, con m’ < |Vi| < m (afirmacion 9), se sigue de la
hipdétesis de induccion que E(D)[T'] posee un niicleo por trayectorias monocromdticas, diga-

mos Ns.
Afirmacion 10. N; es independiente por trayectorias monocromdticas en D.

Procediendo por contradiccion, supongamos que existen u'y v en N3, con u # v, tal que
U mono¥. COMO U~ 10000, Se sigue de la definicion de cerradura que (u,v) € F(€(D)). Puesto
que {u, v} C N3 C T, se sigue que (u,v) € F(C(D)[T"]), lo cual contradice que N3 es inde-

pendiente por trayectorias monocromdticas en E(D)[T"].

Afirmacion 11. Para cada z € T'\ N3 existe h € N3 tal que z~ponoh.

Sea z € T"\N3. Como z € V(&(D)[T'])\N3 y N3 es niicleo por trayectorias monocromdti-
cas de €(D)[T'], se sigue que existe h € N3 tal que existe una zh-trayectoria monocromdtica
en &(D)[T'], digamos P. Puesto que €(D)[T"] C &€(D), tenemos que P C &(D), lo que impli-
ca que (z,h) € F(E€(&(D))) (por definicion de cerradura). Como E(E(D)) = €(D), se sigue que

(z,h) € F(&(D)). Ast, de la definicion de cerradura se tiene que z~,0n0h.

Afirmacion 12. N = Ny U N3 es un niicleo por trayectorias monocromdticas de D.
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(a) Veamos que N es un conjunto independiente por trayectorias monocromdticas en D.

Como N5 y N3 son conjuntos independiente por trayectorias monocromdticas en D (afirma-
ciones 6 y 10, respectivamente), entonces solo resta probar que no existen Ny Ns-trayectorias
monocromdticas en D y no existen N3 No-trayectorias monocromdticas en D.

De la definicion de N, se tiene no existen NoN3-trayectorias monocromdticas en D. Por otro
lado de la definicion de T' se tiene que no existen N3 Ny-trayectorias monocromdticas en D
(porque N3 CT").

Por lo tanto, N es independiente por trayectorias monocromdticas en D.
(b) Veamos que N es absorbente por trayectorias monocromdticas en D.

Se sigue de las afirmaciones 7'y 11y de la definicion de T \ T' (ver figura .

D:

-,

Figura 1.5

Por lo tanto D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas. B

El siguiente resultado serd muy util en la demostracion del corolario|1.2.1

Lema 1.2.1. Sea D una digrdfica sin ciclos de longitud impar. Entonces L(D) no tiene ciclos
de longitud impar. B
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Como consecuencia del teorema tenemos lo siguiente:

Corolario 1.2.1. (Richardson [42l]) Si D es una digrdfica sin ciclos de longitud impar, entonces

D tiene niicleo.
Demostracion.

Sean D' la digrdfica q-coloreada obtenida de D al asignar un color distinto a cada flecha
de D, L(D') su digrdfica de lineas y &(D') su cerradura.

Note que de la definicion de digrdfica de clases cromdticas, de la definicion de digrdfica de
lineas y de la coloracion de las flechas de D se tiene que ¢o(D') = L(D’).

Por otro lado, como L(D') no tiene ciclos de longitud impar (por el lema[l.2.1)), se sigue
que 6c(D’) no tiene ciclos de longitud impar. Asi, del teorema se tiene que D’ tiene un
niicleo por trayectorias monocromdticas. Lo que implica que €(D’) = D' tiene niicleo.

Por lo tanto, D tiene niicleo. R

Nota 1.2.1. El ejemplo de la figura[l.6) muestra que el teorema no implica a el teorema
1.2.1} es decir, 6c(D,) cumple con la hipdtesis del teorema y ¢c(Dy) no cumple con la
hipotesis del teorema |0.9.4

Dy: Cc(Dy):

Figura 1.6: € (D) no tiene ciclos de longitud impar y ¢ (D) no es bipartita.

Ahora el siguiente resultado sobre digraficas semicompletas garantiza que si a la digréfica

de clases cromdticas sélo le pedimos que no contenga ciclos de longitud 3, entonces la digrafica
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tiene nucleo por trayectorias monocromaticas.

Teorema 1.2.2. Sean D una digrdfica semicompleta m-coloreada y 6c(D) su digrdfica de
clases cromdticas. Si €c(D) no contiene ciclos de longitud tres, entonces D tiene niicleo por
trayectorias monocromdticas.

Demostracion.

Demostraremos que &(D) tiene niicleo.

Demostraremos que todo ciclo v de €(D) tiene al menos una flecha simétrica por induccion

sobre l(7y), la longitud de ~.

Sil(y) = 3, supongamos que y = (v1, Vo, v3, v1). Como (Ce(p)(V1,V2), Ce(D)(V2,V3), Ce(D)(V3,V1),
ce(py(V1,v2)) es un camino cerrado de longitud tres en 6c(&(D)), 6c(D) = 6c(ED)) y €c(D)
no tiene ciclos de longitud tres, podemos suponer sin perdida de generalidad que
Ce(D)(V1,02) = ce(p)y(V2,v3) = k. Asi (v1, va, v3) es una trayectoria monocromdtica de color k en
&(D), lo que implica que (v1,v3) € F(€(D)) (porque €(&(D)) = €(D)). Por lo tanto (v3,v1) es

una flecha simétrica de .

Supongamos que si ' es un ciclo de €(D) de longitud menor que n+1, conn > 3, entonces

~' tiene una flecha simétrica.
Sea v = (vg, V1, Vo, ..., Up, Vo) un ciclo de €(D) de longitud n + 1.

Demostraremos que vy tiene una flecha simétrica en &(D). Procediendo por contradiccion,

supongamos que vy no tiene flechas simétricas en €(D).
Consideremos las siguientes afirmaciones sobre .
Afirmacion 1. v no es monocromdtico en (D).

Como todo ciclo monocromdtico de &(D) es simétrico en €(€(D)) (por definicion de cerra-

dura) y v no tiene flechas simétricas en €(D), se sigue que y no es monocromdtico en €(D)
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(recuerde que €(&(D)) = &(D)).

Afirmacion 2. Para todo par de vértices no consecutivos u 'y v de vy se tiene que (u,v) es

una flecha simétrica en €(D).

Sean v; y v dos vértices no consecutivos en . Supongamos sin pérdida de generalidad que
1+ 1 < j. Como D es una digrdfica semicompleta, se tiene que existe al menos una flecha entre
v; yvj en D. Si(v;,v;) € F(D), entonces ' = (v;,vj) U (vj, v, v;) es un ciclo en (D) de longitud
menor que n + 1. Asi se sigue de la hipdtesis de induccion que ' tiene una flecha simétrica en
&(D). Como y no tiene flechas simétricas, se sigue que (v;,v;) es una flecha simétrica de ' en
&(D). El caso (vj,v;) € F(D) es andlogo al anterior.

Como v no es monocromdtico (afirmacion 1), podemos suponer sin pérdida de generalidad

que ce(py(Vn,Vo) = @'y ce(p)(Vo,v1) = b, con a # b.

Como, en particular, (v1,v,) € F(€(D)) (afirmacion 2), vamos a considerar las siguientes

afirmaciones sobre cg(p)(v1,0p).
Afirmacion 3. c¢(p)(vi,v,) # b.

Procediendo por contradiccion, supongamos que cg(py(v1,v,) = b. Entonces (vo, v1, V) es
una trayectoria monocromdtica de color b en €(D), lo que implica que (vo,v,,) € F(E(E(D)).
Ast, (vo,v,) € F(€(D)) (recuerde que €(D) = €(&(D))), lo que implica que ~y tiene una flecha

simétrica en €(D), lo cual no es posible.
Afirmacion 4. cg(p)(v1,v,) # a.

Procediendo por contradiccion, supongamos que cg(p)(v1,v,) = a. Entonces (vy, v,, o) es
una trayectoria monocromdtica de color a en €(D), lo que implica que (vy,vy) € F(E(E(D)).
Ast, (v1,v9) € F(€(D)) (recuerde que &(D) = E(&(D))), lo que implica que ~y tiene una flecha

simétrica en €(D), lo cual no es posible.

Por lo tanto de las afirmaciones 3 'y 4 se concluye que ce(py(v1,vn) = ¢, con ¢ & {a,b}.
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1.2 Una extension del teorema de Richardson

Como ce¢(p)(Vn,Vo) = a, cg(p)(Vo,v1) = by ce(py(v1,0n) = ¢, de la definicion de digrdfica de
clases cromdticas se tiene que W = (a, b, ¢, a) es un ciclo de longitud tres en ¢-(€(D)). Como
6c(D) = 6:(€(D)), se sigue que (D) tiene un ciclo de longitud tres, lo cual contradice la
hipoteis del teorema[l.2.2]

Por lo tanto ~y tiene al menos una flecha simétrica en €(D).

Asi &(D) tiene niicleo. B
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CAPITULO

H-Nucleos

Este capitulo se divide en dos secciones, uno para el estudio de //-nucleos por caminos en

digréficas infinitas y otro para el estudio de H-nucleos por caminos en digréficas finitas.

En la primera seccion demostraremos que si ¢.(D) C H, entonces D tiene H-nucleo. Para
esto primero probaremos que toda digrafica sin trayectorias infinitas exteriores tiene un nicleo

por trayectorias; es decir, un subconjunto N C V(D) de vértices de D tal que:

1. para cualquier par de vértices distintos u, v € N no hay trayectorias entre ellos, y

2. paracadau € V(D) \ N existe v € N tal que hay una uv-trayectoria en D.

El siguiente resultado que probaremos considera una particion de los vértices de la gréfica de

clases cromaticas de una digrafica H-coloreada en dos conjuntos con las siguientes condiciones:
Antes de dar el enunciado del resultado, consideremos la siguiente definiciéon. Sean D una
digrafica H-coloreada y {V},V5} una particién de V(%¢c(D)). Sea i € {1,2}. Diremos que un

H-camino C' en D es V; coloreado si c(w,z) € V; para cada (w,z) € F'(C).

Sean H una digrafica, D una digrafica H-coloreada (posiblemente infinita) y é(D) la
digrafica de clases cromaticas de D. Si existe una particion {V},V52} de V(%¢(D)) tal que:
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1. 6c(D)[Vi] C H[V;] paracadai € {1,2},

2. Si (u,v) € F(6c(D)) para algin u € V; y para algiin v € Vj, con ¢ # jy i,j € {1,2},
entonces (u,v) ¢ F(H),y

3. D no tiene H-trayectorias infinitas exteriores V; coloreadas para cada i € {1,2}.

Entonces D tiene H-nucleo.

Veremos que como consecuencia directa del resultado anterior se desprende el teorema de
Sands Sauer y Woodrow. Otra consecuencia directa del resultado anterior es que si la digrafica
de clases cromaéticas de una digrafica D m-coloreada es bipartita, entonces D tiene ntcleo por

trayectorias monocromaticas (teorema[0.9.4).
En la segunda seccion, para digraficas finitas, probaremos lo siguiente:

Sean H una digrafica, D una digrafica H-coloreada y 6(D) la digrafica de clases cromati-
cas de D. Si existen H' € %3, con V(H') = {1, ..., p}, y una particién {V;, ..., V,} de
V(%c(D)) tal que:

1. (a) Parai # j si existe una V;Vj-flecha en 6¢(D), entonces (i,5) € F(H') siy s6lo si
toda V;V;-flecha en ¢ (D) es una flecha de H.
(b) €c(D)[Vi] € H[V;].

2. Parai # j, si existe una V;Vj-flecha en F'(6-(D)) N F(H), entonces toda V;V;-flecha en
%c(D) es una flecha de H.

Entonces D tiene H-ntucleo por caminos.

El resultado anterior establece que si la estructura de la digrafica de clases cromaticas de
una digrafica H-coloreada es parecida a la de una digrafica en %3, con respecto a H, entonces
la digrafica H-coloreada tiene [ -nticleo por caminos.

Posteriormente veremos algunas consecuencias del resultado anterior.
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2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

A lo largo del presente trabajo la digrafica H es una digrafica que posiblemente contenga

lazos y la digrifica D es simple.

2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

En este capitulo, la digrafica D* es la digréfica de condensacién de D.

De la definicion de %.(D) se tiene que V(%.(D)) C V(H). Ya que V(%.(D)) C V(H), la
pregunta que nos podemos hacer es la siguiente: ;Qué estructura o subestructuras debe tener
%.(D) respecto a la digrafica H para poder garantizar la existencia de H-ntcleos por caminos

(H-ntucleos)?

Note que si H; = ({1}, {(1,1)}), entonces para toda digrafica D; H;-coloreada se tiene que
%.(Dy) C Hy. Mas atn, D, tiene un H;-nicleo (debido al teorema de Sands, Sauer y Woodrow).
En general, no es dificil ver que toda digréfica finita ) H-coloreada tal que
%.(D) C H tiene H-nucleo. Por otro lado, el hecho de que V(%.(D)) C V(H) no siempre garan-
tiza que F'(6.(D)) C F(H). Por ejemplo, considere a la digrafica H, = ({1, 2},{(1,1), (2,2)})
y a la digrafica Hy-coloreada Dy = ({u, v, w}, {(u,v), (v,w)}), donde c(u,w) =1y c(v,w) =
2. Aunque F(%.(D>)) SZ F'(H,), en general se tiene que toda digrifica D H,-coloreada tiene

Hy-nicleo.

Analizando la digrafica de clases crométicas %.(D) de cualquier digrafica D H-coloreada
que satisface las hipotesis del teorema donde F(H) = {(v,v) | v € V(H)}, se puede obser-
var lo siguiente: Si {V3, V4 } es la particién de V(%.(D)) que hace que %,(D) sea una digréfica
bipartita, entonces la digrafica inducida por V; en é.(D) estd contenida en la digrafica inducida
por V; en H paracadai € {1,2}.

Los siguientes cuatro teoremas, demostrados en [435]], seran utiles para la demostracion del
teorema

Teorema 2.1.1. Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Si D no contiene trayectorias

infinitas exteriores, entonces D* no contiene trayectorias infinitas exteriores.
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2. H-NUCLEOS

Teorema 2.1.2. Sea D una digrdfica aciclica (posiblemente infinita). Si D no contiene trayec-

torias infinitas exteriores, entonces D tiene al menos un vértice de exgrado cero.

Teorema 2.1.3. Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Si D no contiene trayectorias infi-

nitas exteriores, entonces D contiene al menos una componente fuertemente conexa terminal.

Teorema 2.1.4. Sea D una digrdfica aciclica (posiblemente infinita). Si D no contiene trayec-

torias infinitas exteriores, entonces D es una digrdfica niicleo perfecta.

El siguiente teorema sera util para probar que si D es una digréifica (posiblemente infinita)
sin H-trayectorias infinitas exteriores tal que é¢(D) C H, entonces D tiene H-nticleo. Cabe
mencionar que el teorema[2.1.5|fue demostrado por Berge en [3] para el caso finito. Mds ain, el
teorema @] es una consecuencia directa del teorema de Sands, Sauer y Woodrow cuando la
digréfica estd coloreada con uno de los dos colores disponibles. Aqui presentamos una prueba

constructiva.

Teorema 2.1.5. Sea D una digrdfica (posiblemente infinita). Si D no contiene trayectorias in-

finitas exteriores, entonces D tiene niicleo por trayectorias.

Demostracion. Vamos a utilizar la siguiente notacion.

Sean G una digrdfica, {u,v} C V(G)y S, S" C V(G). Escribiremos: u~»gv Si existe una
trayectoria de u hacia v en G; u~aS si existe una trayectoria de u hacia S en G; S~>gv si
existe una trayectoria de S hacia v en G; S~¢S' si existe una trayectoria de S hacia S’ en G.

Como D no tiene trayectorias infinitas exteriores, entonces del teorema se tiene que
D* no contiene trayectorias infinitas exteriores. Ya que D* es una digrdfica aciclica, se sigue
del teorema |2.1.4|que D* tiene un niicleo, digamos N;.

Consideremos al conjunto ¥ = {K € Ny | §}5.(K) = 0}.

Note que £ # () (teorema :

Afirmacion 1. Para cada C' € V(D*)\ L existe C' € £ tal que C~~p+C".

86



2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

Para demostrar la afirmacion 1 consideremos dos casos.

Caso A. N|\.Z = 0.
En este caso se tiene que N, = £. Como N es niicleo de D*, entonces la afirmacion 1 se

cumple.

Caso B. N;\.Z # ().
Ya que N, es niicleo de D*, entonces solo basta probar que para cada C' € N1\.Z existe

una C £ -trayectoria en D*.

Procediendo por contradiccion, supongamos que existe C1 € N1\.Z tal que en D* no hay

trayectorias de Cy hacia L.

Demostraremos que para cada n € N dados C,, € (V(D*)\Ny) U (N1\-Z) y una trayec-
toria T,, = (C4, ..., C,) C D* existe Cp, 11 € (V(D*)\N1) U (N1\Z) tal que C,, .1 & V(T,,) y
(Cn,Cri1) € F(D*). Mds avin, C,, 1 € (V(D*)\N1) si n es impary C,, 11 € N1\-Z sin es par.

Sea Ty = (Cy). Ya que Cy € N1\.Z, de la definicion de £ se tiene que 03,.(Cy) > 1.

Como (5}(01) > 1y N es independiente en D*, entonces existe Cy € V(D*)\N; tal que
(C1,Cy) € F(D”).

Sea Ty, = (C4,Cy).

Puesto que Coy € V(D*)\ Ny y Nj es Niicleo de D*, entonces existe C3 € Ny tal que
(Cy,C3) € F(D¥).

Note que:

(1) C3 # C4, de otro modo (C4, Csy, C3) es un ciclo en D*, lo cual contradice que D* es

aciclica.
(2) T3 = (C4, Cy, C3) es una trayectoria en D* (debido a que C5 # C1, C3 € N1y Cy & Ny).

(3) Cs & &L, delo contrario en D* se tiene que (C,, Co, C3) es una C1.L-trayectoria, lo cual

contradice que en D* no existe una C.L-trayectoria.

Ya que C3 & £, de la definicion de £ se tiene que §5.(C3) > 1.
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Como 575*(6'3) > 1, C3 € Ny y N es independiente en D*, entonces existe Cy € V(D*)\ Ny
tal que (C5,Cy) € F(D*).

Observe que:

(4) Cy # Cy, de otro modo (Cy, Cs, Cy) es un ciclo en D*, lo cual contradice que D* es

aciclica.
(5) Cy ¢ {C1, C3} (porque {C1, C3} C N1y Cy ¢ Ny).

(6) T, = (C4, Cy, Cs, Cy) es una trayectoria en D* (debido a (4) y (5)).

D*:

Supongamos que T,, = (C4, Cs, Cs, Cy, ..., Cy,) es una trayectoriaen D* y C,, € (V(D*)\Ny)
U(N\Z), donde {Cy | k espar, 1 <k <n} CV(D*)\Nyy{Cy | kesimpar, 1 <k <n} C Nj.

Veamos que existe Cy, 1 € (V(D*)\N1) U (N1\Z) tal que C\, 1 ¢ V(T,,) y
(Cn,Cri1) € F(D¥).

Consideremos las siguientes dos posibilidades para C,,.

L C, € V(D*)\N;.
Como Nj es Niicleo de D*, entonces existe C,, 1 € Ny tal que (C,,,C,11) € F(D*).

Note que:

(14) Cpyq & {Cx | k es impar, 1 < k < n}, de lo contrario (Cy, Cy, Cs, Cy, ..., Cp, Cri1)

contiene un ciclo en D* , lo cual contradice que D* es aciclica.
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2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

(15) Cpiq ¢ {Cy | k es par, 1 < k < n} (porque {Cy | k es par, 1 <k <n} CV(D*)\Nyy
Cn-l—l E]\/vl)-

(16) T, 11 = (Ch, Cs, Cs, Cy, ..., Cy, C,11) es una trayectoria en D* (debido a (14) y (15)).

(17) Cpiq & £, de otro modo (Cy, Cy, Cs, Cy, ..., Cy, Cyi1) es una C1.L-trayectoria en D*,

lo cual contradice que en D* no existe una Cy.Z -trayectoria.

IL C, € N}\.Z.

En este caso, se sigue de la definicion de £ que 67,.(C,,) > 1.

Como 6},.(Cy,) > 1, C,, € Ny y Ny es independiente en D*, entonces existe C,, 1 € V(D*)\ Ny
tal que (C,,Cp11) € F(D¥).
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Observe que:

(18) Cpi1 & {Cx | k es par, 1 < k < n}, de lo contrario (Cy, Cy, Cs, Cy, ..., Cp, Cri1)
contiene un ciclo en D*, lo cual contradice que D* es aciclica.

(19) Chy1 ¢ {Cy | k es impar, 1 < k < n} (porque {Cy | k es impar, I <k <n} C Ny
Cn+1 §é N1)

(20) T, 11 = (Ch, Oy, Cs, Cy, ..., Cy, C,11) es una trayectoria en D* (debido a (18) y (19)).

Finalmente, note que la sucesion (C,),cN es una trayectoria infinita exterior en D*. Sin

embargo, esto contradice el hecho de que D* no contiene trayectorias infinitas exteriores.
Asi, para cada C € N1\.Z existe una C ¥ -trayectoria en D*.

Observacion 1. Si C' y C’ son dos vértices distintos de D* tales que C~-p-C", entonces
para cada v € V(C) y para cada z € V(C') se tiene que u~pz .

Por otro lado, como {V(C") | C" € £} es una coleccion no vacia de conjuntos no vacios

ajenos dos a dos, del Axioma de Eleccion se tiene que existe N C U V(C') tal que
ces
IN N V(C')| = 1 para cada C" € L.

Afirmacion 2. N es un niicleo por trayectorias de D.
Como N es un conjunto independiente por trayectorias en D, ya que [N N V(C')| = 1y
65.(C") = 0 para cada C' € £, entonces sélo resta probar que N es un conjunto absorbente

por trayectorias en D.
Sea v € V(D)\N. Consideremos dos casos.
Caso 1. v € V(C) para alguna C € L.
Ya que [N N V(C)| = 1, podemos suponer que N N V(C) = {w} para algin w € V(C).

Como {v, w} C V(C), se sigue de la definicion de componente fuertemente conexa que v~>puw,

lo que implica que existe una v N -trayectoria en D.
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2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

Caso 2.v ¢ V(C) para cada C € Z.

Sea C' la componente fuertemente conexa de D que contiene al vértice v. Como v ¢ V(C)
para cada C € £, entonces C' ¢ L. Ahora, de la afirmacion 1 se tiene que existe C" € £ tal
que C'~p-C". Finalmente, de la observacion 1, en particular para v € V(C') y para
w € (N NV(C")) se tiene que v~ pw.

Ast, N es absorbente por trayectorias en D.

Por lo tanto, N es un niicleo por trayectorias en D. B
El teorema [2.1.5| nos permite deducir el siguiente teorema.

Teorema 2.1.6. Sean H una digrdfica, D una digrdfica H-coloreada (posiblemente infinita) sin
H-trayectorias infinitas exteriores y (D) la digrdfica de clases cromdticas de D. Si
¢c(D) C H, entonces D tiene H-niicleo.

Demostracion.

Consideremos los siguientes hechos:

1. Todo camino en D es un H-camino en D.

Se sigue directamente de la definicion de ¢¢(D), de la definicion de H-camino y el hecho
que 6c(D) C H.

2. D no tiene trayectorias infinitas exteriores.

Como D no tiene H-trayectorias infinitas exteriores, se sigue de 1 que D no contiene

trayectorias infinitas exteriores.

Como D no contiene trayectorias infinitas exteriores, del teorema[2.1.5]se tiene que D tiene

un niicleo por trayectorias, digamos N. Ast, de 1 concluimos que N es un H-niicleo de D. R

Abhora el siguiente teorema es una generalizacion del teorema de Sands, Sauer y Woodrow
(teorema|0.9.1).

Sean D una digrafica H-coloreada y {V},V5} una particion de V(%c(D)). Sea i € {1,2}.
Diremos que un H-camino C' en D es V; coloreado si c(w,z) € V; para cada (w,z) € F(C).
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2. H-NUCLEOS

Teorema 2.1.7. Sean H una digrdfica, D una digrdfica H-coloreada (posiblemente infinita) y
6c(D) la digrdfica de clases cromdticas de D. Si existe una particion {V1,V2} de V(6¢(D)) tal

que:

1. 6c(D)[V;] C H[V;] para cada i € {1,2},

2. Si(u,v) € F(6c(D)) para alguna w € V; y para alguna v € V;, coni # jy ij € {1,2},
entonces (u,v) ¢ F(H), y

3. D no tiene H-trayectorias infinitas exteriores V; coloreadas para cada i € {1,2}.
Entonces D tiene H-niicleo.

Demostracion.

Para demostrar el teorema [2.1.7|necesitamos introducir algo de notacion.

Sean {u,v} CV(D)y S C V(D). Escribiremos: u~-;v si existe una H-trayectoria V; colo-
reada de u hacia v en D; u~+;S si existe una H-trayectoria V; coloreada de u hacia S en D;
S~-;v si existe una H-trayectoria V; coloreada de S hacia v en D; u—;v es la negacion de

u~>;v, y asi sucesivamente.
Las siguientes observaciones serdn iitiles para probar el teorema

Observacion 1. Todo H-camino en D es un H-camino V, coloreado o un H-camino V5

coloreado.

Sea P un H-camino en D. Procediendo por contradiccion, supongamos que P no es un
H-camino V; coloreado en D para cada i € {1,2}. Como P no es Vi coloreado ni V5 colo-
reado, entonces existen dos flechas consecutivas en P, digamos {(u,v), (v,w)} C F(P), tal que
(c(u,v) € Vi yc(v,w) € V) o (c(u,v) € Vo y c(v,w) € V). Puesto que P es un H-camino en
D, se sigue que (c(u,v),c(v,w)) € F(H). Por otro lado, de la definicion de 6€c(D) se tiene que
(c(u,v),c(v,w)) € F(6c(D)), lo cual contradice la condicion (2) del teorema[2.1.7] Por lo tanto,

P es un H-camino V; coloreado o V5 coloreado en D.
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2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

Observacion 2. Sea i € {1,2}. Todo H-camino V; coloreado en D contiene una H-trayectoria

Vi coloreada.

Sea T = (wo, wy, ..., Wy) un H-camino V; coloreado en D. Como T es un wqw,,-camino
en D, entonces T' contiene una wow,,-trayectoria, digamos P = (ug = wy, U1, ..., U = W)
Ya que c(w,,w,1)€ Vi para cadar € {0, ..., m-1} y P C T, se sigue que c(u;,u;11)€ V; para
cadal € {0, ..., k-1}. Por otro lado, de la definicion de 6c(D) se tiene que T' = (c(uo,uy), . . .
, (ug_1,u)) es un camino en 6¢(D). Mds aiin, T" C 6c(D)[V;]. Puesto que
C6c(D)[V;] C H[V;] C H, entonces T" C H. Por lo tanto, P es una wow,,-trayectoria V; colo-

reada en D.

Observacion 3. Sea i € {1,2}. Si T} = (u = ug, uy, ..., u, = v) es un wv-H-camino V;
coloreado en D y T, = (v = wyg, wy,..., Wy, = 2) es un vz-H-camino V; coloreado en D, entonces

T, U T5 es un uz-H-camino V; coloreado en D.

Como P = (u = ug, w1, ..., Up =0V = Wp, Wy, ..., Wy, = 2) es un camino en D, de la
definicion de 6c(D) se tiene que W = (c(ug,u1), . .., (Un_1,Up), (Wo,W1), ..., (Wp_1,Wn))
es un camino en 6¢(D). Mds aiin, ya que V(W) CV;, entonces W C 6¢(D)[V;]. Puesto que
6c(D)[V;] C H[V;] C H, se sigue que W es un camino en H. Ast, T} U T; es un uz-H-camino

V. coloreado en D.

Andlogamente, si T y 15 son H-trayectorias V; coloreadas en D tal que
V(Ty) N V(Ty) = {v}, entonces Ty U Ty es una H-trayectoria V; coloreada en D.

Observacion 4. Si u~>;v y v~;z, entonces u~;z.

Se sigue directamente de las observaciones 2y 3.

Ahora, consideremos el siguiente lema, el cual nos ayudard a enunciar una observacion 5.

Lema 2.1.1. Seani € {1,2} y W C V(D). Si para cada u € W existe z € W tal que u~;z y

z—u, entonces para cada n € N dadas:

1. dos sucesiones de vértices (U )i, -- 1+ 2} Y (Z)kefr, - -, N}

2. una sucesion (Py)peq1,--.,n + 1} de H-trayectorias V; coloreadas en D
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2. H-NUCLEOS

3. una H-trayectoria V; coloreada en D

[ (u1, Py, 21) U (21, Py, us3) sin=1
0
C o n—1
! (u1, Py, 21) U (| (2, Pisa, 2j11)) U sin>2
j=1
\ (Zn: Pn—i—l: un+2)

tales que

(a) {ur, ..., Upp2} SWy{z, ..., 2,} SV(D)
(b) upy1—iug paracada k € {1, ..., n+l1}

(¢) Py es una upuyg,1-H-trayectoria V; coloreada para cada k €{1, ..., n+1}

k—2
(d) up ¢ V(UPj)para cada k € {3, ..., n+2}

j=1
(e) zy es el primer vértice de Py que aparece en Pyyq para cada k € {1, ..., n}

k—1
(f) zx ¢ V(UPj) U V((ug, Py, zk_1)) para cada k € {2, ..., n}

J=1

se tiene que existen u,,3 € W, 2,11 € V(D) y dos H-trayectorias V; coloreadas P, 5y
Chy1 en D tales que P, 5 es una u, ou, 3-H-trayectoria V; coloreada, ., 3t 2, 2ni1 €S

el primer vértice de P, 1 que aparece en P, s, 7,11 ¢ V(UP]-) U V((tuns1, Prs1, 20) Y

J=1
n

Crs1 = (uy, P, ) U (U(Zj, Pi1, 2j11)) U (2ng1, Poga, Unys)
=1

Procedamos a demostrar el lema

Seau; € W.
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2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

Consideremos las siguientes afirmaciones:

Afirmacion (). Existen dos vértices {us, us} C W y dos H-trayectorias V; coloreadas Py
v P, tal que Py es una u,us-H-trayectoria V; coloreada en D, P, es una usus-H-trayectoria V;

coloreada en D, us—;uq, ug—us y uz & V(Pp).

De la hipotesis del lema se tiene que para uy € W existe us € W tal que hay una
uyus-H-trayectoria V; coloreada en D, digamos Py, y uy—;u;. Luego, para us € W existe
us € W tal que hay una usus-H-trayectoria V; coloreada en D, digamos Ps, y us—;us. Por
otro lado usz ¢ V(Py), de otro modo como P, es una uyus-H-trayectoria V; coloreada en D,

entonces (us, Py, us) es una usuq-H-trayectoria V; coloreada en D, lo cual contradice uz—;us.

Figura 2.1

Afirmacion (II). Existe un vértice z, € V(Py) tal que z, es el primer vértice de P, que apa-
rece en Py y z1 # uy.

Ya que us € V(Py) N V(P,), podemos elegir un vértice zy € V(Py) tal que z, es el primer
vértice de Py que aparece en P, (ver figura2.1). Note que z; # uy, de otro modo
(ug, P, z1 = uy) es una usu,-H-trayectoria V; coloreada en D, lo cual contradice us—>;u;.
Afirmacion (III). Cy = (uq, P, z1) U (21, Ps, ug) es una H-trayectoria V; coloreada en D.
De la eleccion de z, se tiene que C' = (uy, Pi, 21) U (21, P», u3) es una H-trayectoria V;
coloreada en D.

Sea Tl = (Ul, Pl, Zl).

Paran = I consideremos a las sucesiones (uy, us, us), (P, P»), (z1) y a la H-trayectoria V;
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2. H-NUCLEOS

coloreada Cy = (uq, P1, z1) U (21, Ps, us).

Afirmacion (IV). Existen un vértice uy € W y una H-trayectoria V; coloreada Ps en D tal

que uy—;u3, P3 es una uguy-H-trayectoria V; coloreada y uy ¢ V(P U Py).

Se sigue de la hipotesis del lema que para us € W existe uy € W tal que hay una
uguy-H-trayectoria V; coloreada en D, digamos Ps, y uy—;u3. Note que uy ¢ V(P U P,), de
otro modo, ya que Py U Ps es un uyus-H-camino V; coloreado, se sigue que (uyg, Py U Ps, us)
contiene una usuz-H-trayectoria V; coloreada (debido a la observacion 2), lo cual contradice

que uys—;Us.

P, u
u .,“_{a ~~~~ T 1. 2
AU ! Zé\\ U >l
A |
S~ /
P;
Figura 2.2

Afirmacion (V). Existe un vértice zy € V(P,) tal que z3 es el primer vértice de P, que apa-
rece en Pyy zo & V(P1) U V(P) = (ug, Py, 21)).

Ya que uz € V(Py) N V(P;), podemos elegir un vértice zo € V(P) tal que z, es el primer
vértice de P, que aparece en Ps. Note que zy ¢ V(Py) U V(P) = (uy, P, 21)), de otro modo, si
29 € V(Py), entonces (us, P3, 25) U (22, Py, us) contiene una usus-H-trayectoria V; coloreada en
D (verﬁgura(b)) 0 si zo € V(Py), entonces (ug, Ps, 29) U (29, P5, 21) U (21, Py, ug) contiene
una usus-H-trayectoria V; coloreada en D (ver figura (a)), y en ambos casos obtenemos

una contradiccion con us—;us.

Afirmacion (VI). Cy = (uq, Pi, z1) U (21, P, 23) U (20, P3, uy) es una H-trayectoria V;
coloreada en D.
De la eleccion de zy se tiene que Cy = (u1, Py, z21) U (21, Pa, 22) U (29, Ps, uy4) es una

H-trayectoria V; coloreada en D.
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2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

Sea Ty = (uy, Pi, 21) U (21, Ps, 22). Note que Ty C Tb.

Supongamos que en D tenemos lo siguiente: dos sucesiones de vértices (up)ref1,...n+2} ¥

(Zk)keq1,....n}» una sucesion de H-trayectorias V; coloreadas ( Py )req,... nv1y y una H-trayectoria
n—1

V; coloreada C,, = (uq, Py, z1) U (U(Zj, Pii1, 2j41)) U (2n, Pogi, unyo) tales que satisfacen
j=1

los incisos (a), (b), (c), (d), (e) y (f).

n—1

Sea T,, = (uy, P1, z1) U (U(Zj, Pj1, zji1))

=1

Por demostrar que el lema se cumple para n.

Afirmacion (VII). Existen un vértice u,, 3 € W y una H-trayectoria V; coloreada P, 5 en
n+1

D tal que w3+ iUp o, Poio s una u,  ou, 3-H-trayectoria V; coloreada y u, 3 ¢ V( U P;).
j=1
De la hipdtesis del lema tenemos que para u,,o € W, existe u, 3 € W tal que en D
hay una u,ou,3-H-trayectoria V; coloreada, digamos P, o, ¥ U, 13— iUp1o.
n+1
Por otro lado, afirmamos que u, 3 ¢ V( UPJ ). Procediendo por contradiccion, suponga-
j=1
n+1 n+1
mos que u,.3 € V( U P;). Ya que U P; es un uyuy,9-H-camino V; coloreado en D, entonces

j=1 j=1
n+1

(Una3, U P}, Up2) es un u, 3ty o-H-camino V; coloreado en D. Se sigue de la observacion
Jj=1

n+1
2 que (U3, UP]-, Upto) coOntiene una U, 3u,o-H-trayectoria V; coloreada en D, lo cual

=1
n+1

contradice Uy, 3+l 2. Por lo tanto, u, 3 ¢ V( UPJ ).
Jj=1

Afirmacion (VIII). Existe un vértice z,1 € V(P,11) tal que 2z, es el primer vértice de
n

P,y que aparece en P, oy zp11 ¢ V(UPj) UW(P) . = (Unt1, Prs1, 2n))
j=1

Ya que u, o € V(P,11) N V(P,42), podemos elegir un vértice z,.1 € V(P, 1) tal que 2,1
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2. H-NUCLEOS

n
es el primer vértice de P, 1 que aparece en P, . Luego, afirmamos que z,.1 ¢ V( UPj ) U

J=1
n

V(P .| = (Unt1, Poy1, 2n)). Procediendo por contradiccion, supongamos que 2,1 € V( UPJ )
j=1

n n

U V((tns1, Posr, 2n)). Si zag1 € V(| Py), entonces (12, Posa, Zns1) U (Zns1, | P tns1)
j=1 j=1

contiene una Uy, oUn1-H-trayectoria V; coloreada en D, lo cual contradice w, o+, 1. Si

/
ZTL+1 € V((un+1) Pn—f—l; zn)): entonces (un+2: P7L+2) Zn—i—l) U (Zn—i-l; Pn+1’ Zn) U (Zn’ Pn) Un+1)
contiene una U ou,+1-H-trayectoria V; coloreada en D, lo cual contradice o ;Uy,1. Por
n

lo tanto z,1 & V(| JP;) UV(P),y = (i1, Pag, 20)).

=1

Afirmacion (IX). C,41 = (u1, P1, 21) U (U(Zj, Pji1, 2j41)) U (241, Py, Ungs) es una
j=1
H-trayectoria V; coloreada en D.

n
De la eleccion de z,., se tiene que Cy 11 = (uy, Py, 21) U (U(Zj, Pii1, zj41) U (241,
j=1
P, 1o, uni3) es una H-trayectoria V; coloreada en D.

Sea Ty = (u1, P1, 21) U (| J(2), Pjs1, 2j41)). Note que T, C T 41
j=1

Asi, queda demostrado el lema2.1.1]

Observacion 5. Sean i € {1,2} y W C V(D). Si para cada v € W existe z € W tal que

u~+;2 y z—;u, entonces D contiene una H -trayectoria infinita exterior V; coloreada.

Se sigue del lema|2.1.1|que U T,, contiene una H-trayectoria infinita exterior V; coloreada
neN

en D.
Ahora procedamos a demostrar el teorema|2.1.7]

Para S, T C V(D) diremos que S < T si para todo s € S existet € T tal que s =1 o (s~11
y t—+18). Notemos que si S C T, entonces S < T.
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2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

Sea & ={I C V(D) | I es un conjunto H-independiente en D}.

Utilizando la definicion de < demostraremos los siguientes hechos:

1. (&, <) es un conjunto parcialmente ordenado.
[reflexiva] Sea A € .. Como A C A, entonces A < A.

[antisimétrica] Sean A, B € ¥ tales que A< By B < A.

Por demostrar que A = B. Primero veremos que A C B. Sea a € A. Como A < B,
entonces para a € A existe b € B tal que a = b o (a~1by b-»1a). Por otro lado, debido
a que B < A, se tiene que para b € B existe a' € A tal que b = a' o (b~>1a’ y a'-»1b).

Consideremos los siguientes cuatro casos:
Casol.a=byb=4d

En este caso se tiene que a € B.

Caso2.a=0by (b~d ya'—-1b)

En este caso se tiene que a~~1a’ y a’-»1a, lo que implica que a # d'. Por lo tanto existen
dos vértices distintos en A, a saber a 'y d/, tales que hay una H-trayectoria entre ellos en

D, lo cual contradice que A es H-independiente en D.

Caso 3. (a~>1by b—»1a) yb=d

En este caso se tiene que a~1a’ y a’-»1a, lo que implica que a # o'. Argumentando como

en el caso 2 se llega a una contradiccion.

Caso 4. (a~>1by b—+1a) y (b~1a’ y a'»1b)

En este caso note que a # a, de otro modo, como b~~1a’, tenemos que b~1a, lo cual
contradice que b—-1a. Ya que a~>1b y b~1d’, de la observacion 4 se tiene que a~a/'.

Argumentando como en el caso 2 se llega a una contradiccion.

Como los casos 2, 3 y 4 producen una contradiccion, se concluye que a = b = a'. Asi,

ACB.
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2. H-NUCLEOS

De manera andloga se demuestra que B C A.

[transitiva] Sean A, B, C' € .¥ tales que A< By B < C.

Por demostrar que A < C. Sea a € A. Probaremos que para a € A existe ¢ € C tal que
a=co(a~icyc»qa). Como A < B, entonces para a € A existe b € B tal que a = b o
(a~+1by b—+1a). Por otro lado, debido a que B < C, se tiene que para b € B existe

ce Ctal que b= co (b~1cyc—»1b).

Consideremos los siguientes cuatro casos:

CasoA.a=byb=c

En este caso se tiene que a = c.

CasoB.a =0y (b~icyc»1b)

En este caso se tiene que a~1cy c—+1q.

Caso C. (a~1byb-=»1a)yb=c

En este caso se tiene que a~1cy c—+*1a.

Caso D. (a~1by b—+1a)y (b~1cy c—+1b)

En este caso note que a # ¢, de otro modo, como b~-1c, tenemos que b~+1a, lo cual con-
tradice que b-+1a. Ya que a~1by b~>1c, de la observacion 4 se tiene que a~+1c. Ademds
c—+1a, de otro modo, como c~»1a 'y a~>1b, de la observacion 4 se tiene que c~»1b, lo cual

contradice que c—+>10.

Por lo tanto para a € A existe ¢ € C tal que a = c o (a~1cy c—+1a).

Asi, (7, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

2. £ ={S e I|S#0DyS~qyimplica que y~ S para caday € V(D)} # ().

100



2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

Notemos que existe v € V(D) tal que si v~yy, entonces y~-9v para cada y € V(D). En
otro caso, se sigue de la observacion 5 que D contiene una H-trayectoria infinita exterior,
lo cual no es posible. Por lo tanto {v} € £, y asi £ # (.

. (&, <) tiene un elemento maximal.
Demostraremos que toda cadena en (£, <) tiene una cota superior en £ .

Sean € una cadena en (£,<)y
S>*={se U‘f | existe S € € tal que s € T para cada T € € que satisface T > S'}.
Veremos que S es una cota superior de €y S™ € Z.

e Por demostrar que S # ().
Procediendo por contradiccion, supongamos que S = ().

Afirmamos que para cada s € UCK existe w € U% tal que s~ w y w-1s. Sean

5 € U%ﬂ y S € € tales que s € S. Como s ¢ S, entonces para S € € existe

S1 €€ talque Sy > Sys ¢ Si. Yaque Sy > Sys ¢S, existe sy € Sy tal que
§»181 Y S17718.

Por lo tanto, se sigue de la observacion 5 que D contiene una H -trayectoria infinita

exterior, lo cual contradice una de las hipdtesis del teorema[2.1.7}

e Por demostrar que S < S* para cada S € €.
Procediendo por contradiccion, supongamos que existe Sy € € tal que Sy % S*°.
Ya que Sy & S°°, entonces existe sy € Sy tal que sy ¢ S y para cada z € S™ se

tiene que so—12 0 2~>15p.

Como sy ¢ S, entonces para Sy € € existe S1 € € tal que S1 > Sy y so & S1. Ya
que so & S1y S1 > So, para sy € Sy existe s; € S tal que sy~>181 y $1+1S0. Por
otro lado, debido a que para cada z € S se tiene que Sy—+12 0 z~+1Sq, Se sigue
que s1 ¢ S™.

Demostraremos que para cada n € N dadas dos sucesiones (Si)reo,....n} Y (Sk)kefo,...n}

tal que
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2. H-NUCLEOS

a) Sy €€y sy € Sk paracadak € {0, ..., n}
B) sk & Skr1paracadak €10, ..., n-1}
v) Sk > Sk_1paracadak € {1, ..., n}
) sp & S™ paracadak € {0, ..., n}
A) So~18g paracada k € {1, ..., n}
0) Sk_1~1Sk Y Sg—*18k_1 paracada k € {1, ..., n}
se tiene que existen S,i1 € €y Spi1 € Spi1 tal que S, > Sy, Sp & Spii,

oo
S0™15n4+1> Sn™?1Sn+1 Sn+1715n Y Sn+1 §Z S,

Para n = I consideremos a las sucesiones (Sy, S1) y (So, S1)-

Consideremos las siguientes afirmaciones:

Afirmacion (a). Existen Sy € €'y sy € Sy tal que Sy > S, $1 ¢ So, S1~+182, S2=+151
Y So~2152.

Como sy & S, existe Sy € € tal que Sy > S1y $1 ¢ Sa. Ya que Sy > S1y s1 ¢ So,
para s, € S} existe S, € Sy tal que s1~+1S9 Y So—++151.

Por otro lado, debido a que sy~>151 y S1~>159, Se sigue de la observacion 4 que
S0~=1589.

Afirmacion (b). so—=150y s9 & S™.

Primero veremos que ss—+1Sg. Procediendo por contradiccion, supongamos que
So~180. Ya que so~>1Sg y So~=151, Se sigue de la observacion 4 que sy~1S1, lo
cual contradice que So—+157.

Puesto que para cada z € S se tiene que sy—+12 0 2~+15, se sigue del hecho que
So—15¢ y de la afirmacion (a) que so ¢ S°°.

Supongamos que en D tenemos dos sucesiones (Sy)reqo,..ny ¥ (5k)kefo,..n} que sa-
tisfacen los incisos (o), (B), (7), (8), (A\) y (o).

Veremos que existen S, 1 € € Y Spi1 € Spy1 tal que Sypi1 > Sp, Sp & Spaa,

o0
Sn~1Sn41, Snt1715n Y Sny1 ¢ 9.

Afirmacion (c). Existen S, 11 € € y Spy1 € Spy1 tal que Sypi1 > Sy, Sp & Spits

Sn™~18n+1 Sn+1715n Y S0™?15n+1-
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2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

Por (0) se sigue que s,, ¢ S, lo que implica que existe S, 11 € € tal que

Snt1 > Sy Sn & Spy1. Ya que Sy > Sy y Sy & Snt1, para s, € S, existe

Spi1 € Spy1 tal que S$,~>15,41 Y Spt1715n-

Por otro lado, se sigue de (\) que So~~15,, y puesto que S,~>15,+1, de la observa-
cion 4 se tiene que So~+1Sp11.

Afirmacion (d). s, 115150 Y Sps1 & S

Primero veremos que s,.1—+159. Procediendo por contradiccion, supongamos que
Spi1~1S0. Ya que Sp11~>180 Y So~15n, de la observacion 4 se tiene que Sy 1~>15n,
lo cual contradice que s, 1-+15p.

Puesto que para cada z € S se tiene que sy—+12 0 2~>15, se sigue del hecho que

Sn+1-180 Y de la afirmacion (c) que S, & S.

Como {s, | n € N} satisface las hipétesis de la observacion 5, se sigue que D con-

tiene una H-trayectoria infinita exterior, lo cual contradice una de las hipotesis del

teorema 217

Asi, S < S°° para cada S € €.

Por demostrar que S™® € 7.

Por demostrar que S es H-independiente en D. Sean s, t € S*°. De la definicion
de S se tiene que existen S'y'T' en € tales que s € Ty para cada T\ € € tal que
Ty > Syt el;paracadalT, € € tal que Ty, > T. Debido a que € es una cadena,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que S > T'. Por lo tanto s, t € Sy para
toda Si € € tal que S1 > S, ya que < es trdnsitivay t € Ty para cada T, € € tal
que Ty > T'. Por otro lado, en particular, como S, es H-independiente en D para

todo Sy € € tal que Sy > S, entonces en D no existen H-trayectorias entre s y t.

Por lo tanto S*° es H-independiente en D.

Por demostrar que S € Z.
Como S*™ es H-independiente en D, entonces solo resta probar que si S°°~+yy pa-

ra algiin y € V(D), entonces y~» g S.

Supongamos que existe y € V(D) tal que S*°~-5y. Por demostrar que y~-pS™.
Sean s € S* y S € € tales que s € S'y s~9y. Como € C L, se tiene que S € £,
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2. H-NUCLEOS

lo que implica que y~yS. Seat € S tal que y~-yt.

Consideremos los dos siguientes casos:

Casol ¢t ¢ S*.

En este caso se tiene que y~-p.S™.

CasoIL t ¢ S°°.
Notemos que t # s (porque s € S*¥). Comot ¢ S®y S < S, entonces parat € S

existe t>° € S tal que t~>1t>* y t>-t.
Por otro lado, ya que y~~yt, se afirma que y~-1t, de otro modo como s~y y y~2t,
de la observacion 4 se tiene que s~ot, lo cual contradice que S es H-independiente
en D (porque {s, t} C S, t # s).
Finalmente, ya que y~~1t y t~~>1t°°, se sigue de la observacion 4 que y~-1t*°.
Asi, S* € Z.

Por lo tanto toda cadena en (£, <) tiene una cota superior en L.

Se sigue del lema de Zorn que (£,<) tiene un elemento maximal, digamos N.

Afirmacion 3. N es un H-niicleo de D.

Como N es H-independiente en D, entonces solo resta probar que N es H-absorbente
en D.

Procediendo por contradiccion, supongamos que N no es H-absorbente en D.

Sea X ={we V(D)\ N | w-»uN}.

Notemos que X # () (debido a que N no es H-absorbente en D). Por otro lado, ya que

D no tiene H-trayectorias infinitas exteriores, de la contrapositiva de la observacion 5
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2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

se tiene que existe vy € X tal que si xo~>2y, entonces y~»oTq para cada y € X.

Consideremos al conjunto T = {t € N | t-»120}.

Ahora, notemos que:

(A)

(B)

(C)

N—/—)ngQ.
Procediendo por contradiccion, supongamos que N~>oxo. Como N € Ly N~~sx,

de la definicion de £ se tiene que xo~ g N, lo cual no es posible por la definicion

de X y porque xy € X.

T U {x} es H-independiente en D.

Procediendo por contradiccion, supongamos que T'U {xq} no es H-independiente
en D. Como T U {xo} no es H-independiente en D, existen u, v € T U {z¢} tal
que u~>gv. Puesto que T' es H-independiente en D (porque T' C N), se tiene que
(uelTyv=xg)o(veT yu=umxy) SiuecTyv=urxy entonces '~ yxq, lo cual
contradice la definicion de T' o el inciso (A) (porque T' C N). Siv € T'y u = x,

entonces ro~~g1, lo cual contradice vo—+ N (porque T’ C N).
TU {1’0} 2 N.

Sea u € N. Por demostrar que para u € N existe v € T' U {x} tal que u = v o
(u~>1v y v-+qu). Si u € T, entonces ya acabamos. Si u ¢ T, de la definicion de T

se tiene que u~-1xy. Ademds, xo—+1u (porque xo—+-xgN yu € N).

Por otro lado, como N es un elemento maximal de (£,<), de los incisos (B) y (C) se
tiene que T'U {xo} ¢ L. Puesto que T'U {x(} es H-independiente en D (debido a (B))
yT' U{zo} ¢ L, setiene que existe z € V(D) tal que (T U {xo})~22y 2= (T U {x0}).

Consideremos las siguientes afirmaciones concernientes al vértice z.

(1)

T—/—>QZ.
Procediendo por contradiccion, supongamos que T'~4z.

Observe que:

(a) z~>gN 'y z~g(N\T).
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2. H-NUCLEOS

Como N € L, T~9zy T C N, de la definicion de L se tiene que z~>pyN.
Por otro lado, ya que z— T (porque z— (T U{x})) y z~>g N, se sigue que

(b) z-+o(N\T).
Procediendo por contradiccion, supongamos que z~o( N\T). Como T'~yz
(por la suposicion inicial de (1)) y z~»o(N\T), de la observacion 4 se tiene

que T~~oN\T, lo cual contradice que N es un conjunto H-independiente en

D (ver figura2.3](a)).

3
S
2
<
g
e

(b)
Figura 2.3
(¢) z~1(N\T).

Ya que z~y(N\T) (por el inciso (a)) y z—o( N\T') (por el inciso (b)), se tiene
que z~>1(N\T).

Seat € N\T tal que z~t.
(d) t~>120y 2~>120.
Puesto que t € N\T, de la definicion de T se tiene que t~1xo. Por otro lado,

ya que z~>1t y t~>1x¢ (ver figura (b)), de la observacion 4 se tiene que

Z~r1 0.
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2.1 H-nucleos en digraficas infinitas

Finalmente, note que el inciso (d) contradice que z— (T U {x0}).
Por lo tanto, T-5%.
(Il) To~sz.
Ya que (T U {xo})~>22, se sigue del inciso (I) que xo~92.
(lll) z ¢ N.
Como xo~>9z (por el inciso (II)) y xo—+pu N, entonces z ¢ N.
(IV) z-»gN.

Procediendo por contradiccion, supongamos que z~ g N.
Consideremos los siguientes dos casos:
Caso 1. z~>3N.

Ya que xy~~oz (por el inciso (Il)) y z~o N, de la observacion 4 se tiene que xo~>o N
(ver figura[2.4\(a)), lo cual contradice xo— N.

3
N
S
S
S
S
N

(b)

Figura 2.4

Caso 2. z~>; N.

En este caso probaremos las siguientes afirmaciones.
(i) z~>1(N\T).
Ya que z~> Ny z—+yT (porque z— (T U {x0})), se sigue que z~~>1(N\T).
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2. H-NUCLEOS

Sea u € N\T tal que z~+1u.

(ii) u~=12¢y 2~12.
Ya que u ¢ T, de la definicion de T se tiene que u~1xq. Por otro lado, como

21U Y U~ T, de la observacion 4 se tiene que z~1xq (ver figura2.4)(b)).

Note que el inciso (ii) contradice z— (T U {x}).

Por lo tanto z—+gxN.

Finalmente, hemos demostrado que z es un vértice de X tal que xo~22y 292, lo cual

contradice la eleccion de xy.
Se sigue que N es H-absorbente en D.

Por lo tanto, N es un H-niicleo en D. R

Ahora, los siguientes resultados son una consecuencia directa del teorema[2.1.7]

Corolario 2.1.1. (Sands, Sauer y Woodrow [46l])

Toda digrdfica 2-coloreada sin trayectorias infinitas exteriores monocromdticas tiene niicleo
por trayectorias monocromdticas.

Demostracion.

Sea D una digrdfica 2-coloreada sin trayectorias infinitas exteriores monocromdticas.

Supongamos que las flechas de D estdn coloreadas con los vértices de una digrdfica H que
tiene conjunto de vértices V(H) = {1, 2} y conjunto de flechas F(H) = {(1,1), (2,2)}.

Como V(6c(D)) ={1,2} = V(H)y F(H) = {(x,x) | x € V(H)}, entonces la particion

{Vi = {1}, Vo = {2}} de V(€(D)) cumple con las hipdtesis del teorema 2.1.7]

Ast, D tiene niicleo por trayectorias monocromdticas.
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2.2 H-nucleos en digraficas finitas

Corolario 2.1.2. (H. Galeana-Sdnchez [28])
Sea D una digrdfica m-coloreada. Si 6c(D) es una digrdfica bipartita, entonces D tiene

niicleo por trayectorias monocromdticas.
Demostracion.

Supongamos que las flechas de D estdn coloreadas con los vértices de una digrdfica H que
tiene conjunto de vértices V(H) = {uy, ua, ..., uy} y conjunto de flechas
F(H)=A{(kk)| ke {u, ua ..., un}t}

Sea {V1, Va} la particion de V(6c(D)) que hace que €o(D) sea una digrdfica bipartita.

Como V(6c(D)) C V(H), €c(D)[V;] es un conjunto independiente en (D) para cada
ie€{l,2}y F(H) = {(z,x) | x € V(H)}, entonces la particion {V3, Vo} de V(6c(D)) cumple
con las hipdtesis del teorema[2.1.7]

Por lo tanto D tiene un H-niicleo por trayectorias, el cual es un niicleo por trayectorias

monocromdticas en D. R

2.2 H-nucleos en digraficas finitas

En esta seccidn la digrafica D es una digrafica finita y simple.

El siguiente teorema nos dice que si la estructura de la digrafica de clases cromdticas de
una digrafica H-coloreada es parecida a la de una digrafica en %3, respecto a H, entonces la

digrafica H-coloreada tendra H-nucleo por caminos, con H no necesariamente en #s.

Teorema 2.2.1. Sean H una digrdfica, D una digrdfica H-coloreada y 6¢c(D) la digrdfica de
clases cromdticas de D. Si existen H' € %3, con V(H') = {1, ..., p}, y una particion {V1, . ..
, V,} de V(€c(D)) tal que:

1. (a) Para i # j si existe una V;Vj-flecha en €c(D), entonces (i,j) € F(H') si'y solo si
toda V;Vj-flecha en €c(D) es una flecha de H.

(b) Go(D)[Vi] C H[Vi] para cadai € {1, ..., p}.

2. Para i # j, si existe una V;Vj-flecha en F(6c(D)) N F(H), entonces toda V;V;-flecha en
6c(D) es una flecha de H.
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2. H-NUCLEOS

Entonces D tiene H-niicleo por caminos.
Demostracion.

Sean H una digrdfica, D una digrdfica H-coloreada y H' € %5 como en las hipdtesis del
teoremal2.2.11

Para demostrar que D tiene H -niicleo por caminos, consideremos a la digrdfica H'-coloreada,

D', obtenida de D como sigue:

V(D')=V(D)y F(D') = F(D)

cp/(u,v) =1 siy solo si cp(u,v) € V;
(cp(u,v) es el color de la flecha (u,v) en D'y cp(u,v) es el color de la flecha (u,v) en D).
Las siguientes afirmaciones serdn iitiles para demostrar el teorema 2.2.1]
Afirmacion 1. Existe un uv-H-camino en D si y sélo si existe un uv-H'-camino en D'.

[—]Sea P = (u = xg, x1, ..., x, =0v)un uv-H-camino en D. Supongamos que
cp(x,Tpr1) € Vi, para cada k € {0, ..., n— 1} (note que los conjuntos V;, no necesariamente
son distintos).

Como (u = xg, X1, ..., T, = v) es un camino en D' (por construccion de D’), solo resta
probar que ((cp/(Tg,Tpi1) = ik Cp/(Tpi1,Tpp2) = ixt1) € F(H') para cada k € {0, ..., n—2}.

Seake€{0,...,n—2}.

Si Vi, = Vi, entonces iy = ipq1. Asi ((Cp/(Tp, Tt1) = U Cp/ (T 1, Thg2) = Gpy1) € F(H'),
porque (iy,ix) € F(H').

Supongamos que V;, # V;, .. De la definicion de H-camino y la definicion de 6¢(D) se
tiene que (cp(Tk,Tra1), Cp(Tri1, Tiao)) € F(Cc(D)) N F(H). Asi, de la condicion (2) del
teoremase tiene que toda V;, V;, . -flecha en €c(D) es una flecha de H para cada
k€{0, ..., n—2}. Luego, se sigue de la condicion (1) del teorema[2.2.1|que (iy,iy+1) € F(H').

Por lo tanto (u = xg, x4, ..., T, = v) es un uv-H'-camino en D'.

[<]Sea C = (u=xy, x1, ..., Ty, = v) un uv-H'-camino en D'. Supongamos que
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2.2 H-nucleos en digraficas finitas

cp(Tr,Tpi1) = i para cada k € {0, ..., m — 1} (note que las i), no necesariamente son
distintas). Ya que cp/(xg,xp41) = i para cada k € {0, ..., m — 1}, de la construccion de D’
se tiene que cp(Tk,xr41) € Vi, paracada k € {0, ..., m —1}.

Puesto que (u = g, 1, ..., T, = V) es un camino en D (por construccion de D’), sélo
resta probar que (¢p(Tk,Tr11),Cp(Tpi1,Tx12)) € F(H) para cada k € {0, ..., m — 2}.

Sea k€ {0, ..., m—2}.

Si iy = iy 1, entonces (Cp(Tr,Tpy1),Cp(Try1,Thy2)) € F(H), porque
{(cp(Tr,rt1) cD(Thi1,Th12))} C Vi, (CD(Ths Tt ), CD(Ts1,Thr2)) € F(Cc(D)[ Vi 1) y
Co(D)[Vi 1 € H[V, .

Supongamos que i), # ij11. Como (i, ixi1) € F(H') (porque C es un H'-camino en D’),
de la condicion (1) del teorema se tiene que toda V;, V;, . -flecha en €c(D) es una flecha
de H. Por otro lado, ya que (cp(Ty,Ti11),Cp(Tit1,Tir2)) € F(Cc(D)), cp(xp, i) € Vi, y
cp(Tpy1,The2) € Viy,,, se sigue que (cp(Tp, Tri1),Cp(Thi1,Try2)) € F(H).

Por lo tanto (u = xo, x4, ..., T,y = V) es un uv-H-camino en D.

Como D' es una digrdfica H'-coloreada y H' € A3, entonces D' tiene un H'-niicleo por

caminos, digamos N. Ast, por la afirmacion 1, N es un H-niicleo por caminos en D. B

Ahora del teorema podemos deducir los siguientes resultados.

En [1]] Arpin y Linek probaron el siguiente lema.

Lema 2.2.1. Si G € s, entonces (k,k) € F(G) para cada k € V(G).

El lema [2.2.1] serd util en la demostracién del siguiente teorema, el cual fue probado por
Arpin y Linek en [1] (ver teorema [0.11.2] 3). Veremos que el teorema [2.2.1] es consecuencia
directa del teorema
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.....

de digrdficas ajenas en vértices dos a dos. Entonces o(a, H) € As.
Demostracion.
Sea D una digrdfica o(a, H)-coloreada.
Probaremos que D tiene o(a, H)-niicleo por caminos.

Afirmacion 1. DS = (o(o, H)[{i} x V(D;)]) es una digrdfica completa simétrica con lazos,
para cadai € {1, ..., p}.

Sea i € {l, ..., p}. Sean (i,u) y (i,v) dos vértices distintos de D¢. Como (i,i) € F(H),
de la definicion de o(a, H) se tiene que ((1,u),(1,v)) € F(o(o, H)) y ((i,v),(1,u)) € F(o(a, H)).
Ademads, ((1,u),(i,u)) € F(o(a, H)).

Sean V; = V(D) N V(6c(D)) para cadai € {1, ..., p}y S ={k| Vi # 0}

Considere la particion {Vy, | k € S} de V(6c(D)).

Las siguientes afirmaciones sobre la particion {V}, | k € S} serdn itiles para demostrar el

corolario

Afirmacion 2. Para i # j si existe una V;Vj-flecha en 6-(D), entonces (1,j) € F(H) si 'y
solo si toda V;V;-flecha en 6c(D) es una flecha de o(co, H).

Supongamos que existe una V;V;-flecha en €c(D).
[=1Como (i,j) € F(H), de la definicion de (o, H) se tiene que ((i,u),(j,v)) € F(o(a, H))
para cada (i,u) € V(DS) y para cada (j,v) € V(D;). Asi toda V;Vj-flecha en €c(D) es una fle-

cha de o(a, H).

[<=] Como existe una V;Vj-flecha en €c(D), digamos ((i,),(j,y)), y esta es una flecha de
o(a, H), entonces de la definicion de o(a, H) se tiene que (1,7) € F(H).
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2.2 H-nucleos en digraficas finitas

Afirmacion 3. 6-(D)[V;] C o(a, H)[V].

Como DS = (o(a, H)[{i} x V(D;)]) es una digrdfica completa simétrica con lazos (afirma-
cion 1) paracadai € {1, ..., p}yo(a, H)[V;] C DS, se sigue que o(c, H)[V;] es una digrdfica
completa simétrica con lazos. Asi, 6o(D)[V;] C o(a, H)[V;] para cada i € {1, ..., p}.

Afirmacion 4. Para i # j, si existe una V;Vj-flecha en F(¢c(D)) N F(o(a, H)), entonces
toda V;Vj-flecha en €c(D) es una flecha de o(o, H).

Supongamos que existe una V;V;-flecha en F'(¢c(D)) N F(o(a, H)).
Sea ((i,x),(3,y)) € F(¢c(D)) N F(o(a, H)).

Como ((i,2),(7,y)) € F(o(a,H)), de la definicion de o(a, H) se tiene que
((t,u)(j,v)) € F(o(a,H)) para cada (i,u) € V(D;) y para cada (j,v) € V(Dj). Asi toda V;V}-
flecha en (D) es una flecha de o(a, H).

Por lo tanto, se sigue del teorema que D tiene o(a, H )-niicleo por caminos.

Asi, o(o, H) € #5. 1

Corolario 2.2.2. Sean H una digrdfica reflexiva, D una digrdfica H-coloreada y €c(D) la
digrdfica de clases cromdticas de D. Supongamos que existe una particion {Vy, Vs, V3} de
V(6c(D)) tal que:

1. V; es un conjunto independiente en 6c(D) y V; es un conjunto independiente en H para
cada i € {1,2,3},

2. {(u,v), (v,u)} C F(H) para cada w € Vy y para cada v € Vs, y

3. no hay flechas entre (V;, U V5)y Vs en H.

Entonces D tiene un H-niicleo.
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Demostracion.

Sea H' € A la digrdfica con conjunto de vértices V(H') = {1,2,3} y conjunto de flechas
F(H')={(1,1), (2,2), (3,3), (1,2), (2,1)}.

Para demostrar el corolario 2.2.2] consideremos las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1. Para i # j, suponga que existe una V;Vj-flecha en €c(D).
(i,7) € F(H') siy solo si toda V;V;-flecha en €-(D) es una flecha de H.

[=1 De la condicion (2) del corolario tenemos que toda V;V;-flecha en €c(D) es
una flecha de H para cada i,j € {1,2}. Asi, se cumple que si (i,j) € F(H') entonces toda V; V-
flecha en 6-(D) es una flecha de H para cada i,j € {1,2}.

[<=] Como existe una V;V;-flecha en 6c(D) y no hay flechas entre (V, U V,)y Vs en H
(por la condicion 3 del corolario , se sigue que i,j € {1,2}.

Sii=1yj =2, secumple que si toda V\Vy-flecha en €c(D) es una flecha de H, entonces
(1,2) € F(H') (recuerde que (1,2) € F(H')). Por otro lado, sii =2y j = 1, se cumple que si
toda VoV -flecha en €c(D) es una felcha de H, entonces (2,1) € F(H') (recuerde que (2,1) €
F(H')).

Afirmacion 2. 6-(D)[V;] C H[V;].

Como V; es un conjunto independiente en ¢-(D)y H[V;] es una digrdfica reflexiva para
cada i € {1,2,3} (porque H es una digrdfica reflexiva), se sigue que 6c(D)[V;] C H[V].

Afirmacién 3. Para @ # j, si existe una V;V;-flecha en F(6c(D)) N F(H), entonces toda
ViVi-flecha en €c(D) es una flecha de H.

Como no hay flechas entre (V1 U V,) y V3 en H, se sigue que i,j € {1,2}.

Sii=1yj =2 seaeunaVVa-flecha en F(6c(D)) N F(H). Como (u,v) € F(H) para
cada v € Vi y para cada v € V; (condicion 2 del corolario[2.2.2)), tenemos que e € F(H).

Sii=2yj =1 seaeuna VoV -flecha en F(6c(D)) N F(H). Como (u,v) € F(H) para
cada w € Vy 'y para cada v € Vi (condicion 2 del corolario[2.2.2)), tenemos que e € F(H).
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Por lo tanto, del teorema tenemos que D tiene un H-niicleo por caminos, el cual es
un H-niicleo (porque toda digrdfica H'-coloreada tiene H'-niicleo). B

Corolario 2.2.3. Sean H una digrdfica reflexiva, D una digrdfica H-coloreada y ¢c(D) la

digrdfica de clases cromdticas de D. Supongamos que existe un conjunto independiente V' en
V(6c(D)) tal que:

1. 'V es un conjunto independiente en H,
2. H[V(6c(D))\V ] es una digrdfica completa, y

3. no hay flechas entre V(6c(D))\V y V en H.

Entonces D tiene un H-niicleo.
Demostracion.

Sea H' € A3 la digrdfica con conjunto de vértices V(H') = {1,2} y conjunto de flechas
F(H')={(1,1), (2,2)}.

Sea {Vy =V, Vo = V(6c(D))\V'} una particion de V(6c(D)).
Para demostrar el corolario consideremos las siguientes afirmaciones.

Afirmacion 1. Para i # j, supongamos que existe una V;V;-flecha en 6(D).
(i,7) € A(H') if and only if every V;Vj-arc in 6-(D) is an arc of H.

[=1S8ii=1yj =2 supongamos que existe una V1Vy-flecha en 6(D), digamos e, tal
que e ¢ F(H). Vamos a ver que (1,2) ¢ F(H'). Como F(H') ={(1,1), (2,2)}, tenemos que
(1.2) ¢ F(H').

Sii=2yj=1, supongamos que existe una VyVi-flecha en (D), digamos e, tal que
e ¢ F(H). Vamos a ver que (2,1) ¢ F(H'). Como F(H') = {(1,1), (2,2)}, tenemos que
(2.1) ¢ F(H')
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[«<=1Sii=1yj=2 supongamos que (1,2) ¢ F(H'). Vamos a ver que existe una
ViVa-flecha en 6o(D), digamos e, tal que e ¢ F(H ). De la hipdtesis de la afirmacion 1, se sigue
que existe una V', Vs-flecha en (D), digamos e. Por otro lado, de la condicion 3 del corolario
tenemos que e ¢ F(H).

Sii=2yj=1, supongamos que (2,1) ¢ F(H'). Vamos a ver que existe una V,V;-flecha en
6c(D), digamos e, tal que e ¢ F(H ). Del enunciado de la afirmacion 1, se sigue que existe una
VoVi-flecha en 6o(D), digamos e. Por otro lado, de la condicion 3 del corolario tenemos
quee ¢ F(H).

Afirmacion 2. 6-(D)[V;] C H[V;].

Como V =V es un conjunto independiente en 6-(D)y H[V ] es una digrdfica reflexiva,
entonces 6c(D)[V1] C H[V1]. Por otro lado, como H[V5] es una digrdfica reflexiva completa
en H, se cumple que 6-(D)[V>] C H[V5].

Afirmacion 3. Para © # j, si existe una V;Vj-flecha en F(6c(D)) N F(H), entonces toda
ViVj-flecha en €c(D) es una flecha de H.

Sii=1yj =2, supongamos que existe una Vi Vs-flecha en (D), digamos e, tal que
e & F(H). Vamos a ver que no hay V,Vy-flechas en F(6c(D)) N F(H).

De la condicion 3 del corolario [2.2.3| tenemos que no hay VyVy-flechas en H. Asi no hay
Vi Va-flechas en F(¢c(D)) N F(H).

Sii=2yj =1, supongamos que existe una VoV -flecha en (D), digamos e, tal que
e & F(H). Vamos a ver que no hay V,Vy-flechas en F(6c(D)) N F(H).

De la condicion 3 del corolario [2.2.3| tenemos que no hay V,Vi-flechas en H. Asi no hay
VoVi-flechas en F(¢c(D)) N F(H).

Por lo tanto, se sigue del teorema[2.2.1|que D tiene un H-niicleo por caminos, el cual es un

H -niicleo (porque toda digrdfica H'-coloreada tiene H'-niicleo). B
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2.2.1 H-nucleos y la digrafica de H-caminos

Sean [ una digrafica y D una digrifica f-coloreada. Recordemos que en [1] Arpin y Linek

definieron a la digrafica de H-caminos de D, denotada como % (D), como sigue:

V(Zu(D)) = V(D)
F(Zy (D)) = {(u,v) | existe un H-camino de u hacia v en D}

En [1] Arpin y Linek observaron que si H € %3, entonces Z (D) tiene nicleo para cual-
quier digrafica D H-coloreada. En adicién a esto, podemos afirmar que si [ es una digrafica
arbitraria y D una digrafica H-coloreada, entonces Z (D) tiene nucleo si y sélo si D tiene

H-nucleo por caminos.

Sean H una digrafica y D una digrafica [{-coloreada. En el siguiente teorema utilizaremos
a la digrafica de H-caminos de una subdigrafica generadora de D para probar la existencia de

H-nucleos por caminos en D.
Antes de enunciar el teorema es necesario recordar lo siguiente:

Sean D una digraficay {V7,V5} una particién de V(%¢(D)). Sea ¢ € {1,2}. Diremos que un
H-camino C en D es Vj-coloreado si c(w,z) € V; para cada (w,z) € F(C).

El siguiente resultado es una generalizacién del teorema cuando %¢(D) no es fuerte-

mente conexa.

Teorema 2.2.2. Sean H una digrdfica, D una digrdfica H-coloreada y 6c(D) su digrdfica de

clases cromdticas. Si existe una particion de V(6c(D)) en {V1,Va} tal que:
1. No existen V5V -flechas en (D),
2. si(u,v) € F(6c(D)) para algiin u € V y para algiin v € Vs, entonces (u,v) ¢ F(H).

3. sea G la subdigrdfica generadora de D tal que F(G) = {(z,y) € F(D) | ¢(z,y) € V1}.
Entonces Zy(G) es niicleo perfecta, y
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4. sea D' la subdigrdfica generadora de D tal que F(D') = {(x,y) € F(D) | c(x,y) € Va}.

Entonces D' tiene H-niicleo por caminos.

Entonces D tiene H-niicleo por caminos.
Demostracion.
Para demostrar el teorema necesitamos introducir algo de notacion.

Sean {u,v} CV(D)y S C V(D). Escribiremos: u~-;v si existe un H-camino V;-coloreado
de u hacia v en D; u~;S si existe un H-camino Vi-coloreado de u hacia S en D; S~;v si
existe un H-camino V;-coloreado de S hacia v en D; u—;v es la negacion de u~;v, y asi su-

cesivamente.

Para demostrar que D tiene H -niicleo por caminos consideremos las siguientes afirmacio-

nes.
Afirmacion 1. Todo H-camino en D es V;-coloreado o V,-coloreado.

Procediendo por contradiccion, supongamos que existe un H-camino en D, digamos
W = (vy, ...,v,), el cual no es Vi-coloreado ni Vy-coloreado. Como W no es Vi-coloreado ni
Vi-coloreado, existen dos flechas consecutivas en W, digamos (v;_1,v;) y (v;,v;11) para algiin
i€{2, ..., m—1}, tal que (c(v;_1,v;) € V1 y c(v;,v;41) € V2) 0 (c(v;—1,v;) € Vo y
c(v;,vi11) € Vi). Como (c(vi_1,v;), ¢(v;,vi41)) € F(6c(D)) (por la definicion de (D)) y no
existen VoVi-flechas en 6c(D) se tiene que c(v;_1,v;) € V1 ¥ ¢(vi,v;41) € Va. Por otro lado,
como W es un H-camino en D se tiene que (c(v;_1,v;), c(v;,v;41)) € F(H), lo cual contradice
la condicion (2) del teorema[2.2.2]

Por lo tanto todo H-camino en D es Vi-coloreado o V5-coloreado.
Sea Ny un H-niicleo por caminos de D'. Si Ny es un conjunto H-independiente por cami-

nos en D, entonces N1 es un H-niicleo por caminos de D (recuerde que V(D') = V(D)). Por lo

tanto supongamos que Ny no es un conjunto H-independiente por caminos en D.
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2.2 H-nucleos en digraficas finitas

Afirmacion 2. Si existe {u, v} C Ny, u # v, tal que u~;v para algiin i € V(6c(D)), en-
tonces 1 = 1.

Como N, es H-independiente por caminos en D', de la construccion de D'y la afirmacion

1 se tiene que i = 1.

Afirmacion 3. Si existe {u, v} C Ny, u # v, tal que u~-1v, entonces w—su para cada
w € V(D')\ V.

Procediendo por contradiccion, supongamos que existen {u, v} C Ny, u # v, y

w € V(D')\ N1 tal que u~~1v y w~~qu.

Como w~-ou, entonces existe wy € V(D) tal que c(wy,u) € V. Por otro lado, puesto que
u~-10, entonces existe v1 € V(D) tal que c(u,v1) € Vi. Por lo tanto de la definicion de digrdfica
de clases cromdticas se tiene que (c(wy,u),c(u,v1)) € F(Cc(D)). Asi, existe una Vo Vi-flecha en
%c(D), lo cual contradice la condicion (1) del teorema|2.2.2)

Afirmacion 4. V(D')\ N; # ().

Como Vs, # (), de la construccion de D' se tiene que V(D') no es un conjunto H-independiente
por caminos en D'. Asi, V(D')\ Ny # .

Ahora, consideremos T = {z € Ny | existe k € Ni\{z} tal que z~~1k}.

Notemos que T # () debido a que Ny no es un conjunto H-independiente por caminos en D.

Sea Ny = Ni\T.

Afirmacion 5. N, # ().

Procediendo por contradiccion, supongamos que Ny = (). Como V(D')\ Ny # () (afirmacion
4) y Ny es H-niicleo por caminos de D', entonces existen h € V(D')\Ny y w € N tal que

h~qw. Por otro lado, puesto que No = (), de la definicion de T se tiene que para w € N, existe

k € Ni\{w} tal que w~+1k, lo cual contradice la afirmacion 3.
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2. H-NUCLEOS

Afirmacion 6. N; es H-independiente por caminos en D.

Como Ny C Ny y Ny es H-independiente por caminos en D', entonces de la construccion
de D' se tiene que u—+9v para cada {u, v} C Ny, u # v. Por otro lado, de la definicion de T
se tiene que x—1y para cada {x, y} C Ny, x # y. Por lo tanto Ny es H-independiente por

caminos en D.
Afirmacién 7. Para cada w € V(D')\N; existe h € Ny tal que w~gh.

Sea w € V(D')\Ny. Como Ny es H-niicleo por caminos de D', entonces existe h € N tal
que w~~3h. Luego de la afirmacion 3 y la definicion de T se tiene que h ¢ T. Asi h € N.

Si t~~y Ny para cada t € T, entonces de las afirmaciones 6 y 7 se tiene que Ny es un
H -niicleo por caminos de D (recuerde que V(D') = V(D)). Por lo tanto supongamos que existe
t' € T tal que t'—+ 1 No.

SeaT' ={t €T |t-»pNs.}.

Como Xy (G) es una digrdfica niicleo perfecta, se tiene que Zy(G)[T'] (la subdigrdfica de

X1 (G) inducida por los vértices de T") contiene un niicleo, digamos N3.

Afirmacion 8. N3 es H-independiente por caminos en D.

Procediendo por contradiccion, supongamos que N3 no es H-independiente por caminos
en D. Como N3 no es H-independiente por caminos en D, existen uwy v en N3, u # v, tal que
u~>gv. Puesto que {u, v} C N3 CT' C Ny y Ny es H-niicleo por caminos de D', entonces
u~v, lo que implica que existe un H-camino de u hacia v en G (por la definicion de D’).
Asi de la definicion de digrdfica de H-caminos se tiene que (u,v) € F(Zy(G)). Por lo tanto
(u,v) € F(Zy(G)[T']), lo cual contradice que N3 es un conjunto H -independiente en £y (G)[T"].

Afirmacion 9. Para cada z € T'\ N existe h € N3 tal que z~ g h.

Sea z € T"\N3. Como z € V(Zy(G)[T'])\ N3 y N3 es niicleo de Zy(G)[T"], entonces existe
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2.2 H-nucleos en digraficas finitas

h € N3 tal que (z,h) € F(Zu(G)[T']). Puesto que Z1(G)[T'] C Z1(G), entonces

(z,h) € F(Zy(G)). Asi de la definicion de digrdfica de H-caminos se tiene que existe un H -

camino de z hacia h en G. Por lo tanto existe un H-camino de z hacia h en D (porque G C D).
Afirmacion 10. N = Ny, U N3 es un H-niicleo por caminos de D.

(a) Veamos que N es un conjunto H-independiente por caminos en D.

Como Ny y N3 son conjuntos H-independiente por caminos en D (afirmaciones 6 y 8, res-

pectivamente), entonces solo resta probar que no existen NoN3-H-caminos en D y no existen
N3 No-H-caminos en D.

Como N3 C Ny, de la definicion de N, se tiene que no existen NoN3-H-caminos V1 colo-

reados en D. Puesto que N, es H-independiente por caminos en D', se tiene que no existen

Ny N3-H-caminos Vs coloreados en D. Por otro lado de la definicion de T' no existen N3N,-
H-caminos en D (porque N3 CT").

Por lo tanto, N es H-independiente por caminos en D.
(b) Veamos que N es H-absorbente por caminos en D.
Se sigue de las afirmaciones 7'y 9y de la definicion de T \ T'.

Por lo tanto D tiene H-niicleo por caminos. B
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2. H-NUCLEOS

Nota 2.2.1. En el ejemplo de la figura 2.5 se muestra una digrdfica H-coloreada que cumple
con las hipétesis del teorema2.2.1|(considere la particion {V; = {c},Va = {a,b}} de V(6c(D)))
y no cumple con las hipdtesis del teorema porque como 6¢(D) es una digrdfica fuerte-

mente conexa se tiene que para toda particion de sus vértices en {V1,Va} siempre existe una

Vi Va-flecha y una Vo Vi-flecha en 6o (D).

H: I H: Q QN D:

cﬁ

Figura 2.5

Nota 2.2.2. En el ejemplo de la figura[2.6] se muestra una digrdfica H-coloreada que cumple
con las hipétesis del teorema[2.2.2|(considere la particion {Vy = {2},Va = {1,3}} de V(€¢c(D)))
y no cumple con las hipotesis del teorema porque no existe una particion {V1,Vs} de los
vértices de 6c(D)) tal que €c(D)[V;] C H[V;] para cada i € {1,2}.

N

LS

Figura 2.6
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CAPITULO

H-nucleos en o(a,D)

Ya que varios resultados que hay en la teoria de digraficas muestran que algunas propie-
dades se preservan bajo ciertas operaciones, varios autores han estado interesados en saber que
tipos de construcciones preservan sus propiedades. En este capitulo estudiaremos una operacion
entre una digrafica D y una sucesion de digraficas ajenas en vértices «, llamada la D-suma. En
particular exhibiremos condiciones necesarias y suficientes que garantizan la existencia de un
H-nucleo por caminos en la D-suma a partir de la existencia de [{-nicleos en D y en cada

digréfica de la sucesion a.
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

A lo largo de este capitulo la digrafica H posiblemente tiene lazos y la digrafica D es finita

y simple.

Definicion 3.0.1. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. Un camino cerrado
C=1(z0,21 -, 2 20) € D es un camino cerrado [ -cuasirestringido sobre 2, si (c(z;, z;11),
c(zit1, 2iv2)) € F(H) para cada i € {0, ..., k-1}, indices tomados mdédulo k+1.

Notacion 3.0.1. Sean H una digrdfica y D una digrdfica H-coloreada. Para v € V(D), Cp(v)
denota el conjunto de los caminos cerrados H-cuasirestringidos sobre v.

Definicion 3.0.2. Sean H una digrdficay D una digrdfica H-coloreada. D es H-nucleo perfecta

si toda subdigrdfica inducida de D tiene H-niicleo.

Recordemos la siguiente definicion.

Definicion 3.0.3. Sean D una digrdfica, cuyas flechas estdn coloreadas, con V(D) = {1, 2, . ..
,ptyp>2ya=(D )ic{1,...p) una sucesion de digrdficas, cuyas flechas estdn coloreadas,
ajenas en vértices dos a dos, con V(D;) = {i1, ..., i,,} yp; > 1 para cada i € {1, ... ,p}. La
suma de la digrdfica D y la sucesion « es la digrdfica, cuyas flechas estdn coloreadas, o(a,D)

tal que:

p
V(o(a,D)) = ] ({i} x V(Di)) y
F(o(a,D)) = {((s,81),(1,11)) con color k | (s Z::1ry (s;,1:) € F(D,) con color k) o ((s,r) € F(D)

con color k)}

En [51] I. Wioch exhibié condiciones necesarias y suficientes para garantizar la existencia
de nucleos por trayectorias monocromaticas en o(«,D). Los resultados que acontinuacion se
presentardn, bajo el contexto de la teoria de H-nticleos (/-nucleos por caminos), son una ge-

neralizacion de los resultados obtenidos por I. Wtoch en [51]].

Denotemos por D5 a la subdigrafica inducida de o(«,D) que es isomorfa a D;; es decir,
D§ = o(a,D)[{i} x V(D;)].

Los siguientes resultados serdn utiles para el desarrollo del trabajo.

124



Lema 3.0.2. Sea H una digrdfica transitiva. Si C es un uv-camino de longitud al menos uno en

H, con la posibilidad de que u = v, entonces (u,v) € F(H).

Demostracion.

Sea C=(vo=u,vy, ..., Vv, =V)un uv-camino en H.

Demostraremos que (vy,v,,) € F(H) por induccion sobre I(C), la longitud de C.

Para [(C) = I claramente se cumple el enunciado.

Hipdtesis de induccion. Si C' es un uv-camino de longitud menor que n en H, entonces
(u,v) € F'(H).

Sea C=(vog=u, vy, ..., v, = V) un uv-camino de longitud n > 3 en H. Como
(vo,v2) € F(H), porque H es transitiva y n > 3, entonces C' = (vo, Vo, V3, ..., V,,) €S un uv-

camino de longitud menor que n en H. De la hipdtesis de induccion se tiene que (vo,vy,,) € F(H).
[ |

Lema 3.0.3. Sean H una digrdfica transitiva y D una digrdfica H-coloreada. Para u, v € V(D),

con u # v, todo uv-H-camino en D contiene una uv-H-trayectoria en D.

Demostracion.

SeaC=(zo=u, 21, ..., 2, =V)un uv-H-camino en D.

Demostraremos que C contiene una uv-H-trayectoria por induccion sobre I(C), la longitud
de C.

Si [(C) = 1, entonces C es una uv-H-trayectoria.

Hipdtesis de induccion. Si C' es un uv-H-camino de longitud menor que n en D, entonces

C' contiene una uv-H-trayectoria.
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

SeaC=(zo=u 21, ..., Zn = V) un uv-H-camino en D de longitud n.
Si z; # z; para cada i # j, entonces C es una uv-H-trayectoria en D.

Supongamos que existen iy j, con i # j, tal que z; = z;. Supongamos sin pérdida de gene-
ralidad que i < j. Ya que C es un H-camino en D, se tiene que (c(zp—1,2n),¢(2h,21n+1)) € F(H)
para cada h € {1, ..., n-1}. Mds aiin, como (¢(z;-1,2i), ¢(2i,2i+1)s - -, €(2j-1,2;).¢(2,2j+1))
es un camino dirigido en H, se sigue del lema [3.0.2 que (c(z;-1,2:), ¢(zj,2j+1)) € F'(H). Por lo
tanto, C' = (zo=u, C, ;) U (z; = 2, C, 2, = v) es un uv-H-camino en D de longitud menor que
n. Asi, se sigue de la hipdtesis de induccion que C' contiene una uv-H-trayectoria, digamos T.
Finalmente note que TC C' C C. 1

El resultado anterior nos permite establecer el siguiente teorema.

Teorema 3.0.3. Sean H una digrdfica transitiva y D una digrdfica H-coloreada. N C V(D) es

un H-niicleo por caminos en D si y solo si N es un H-niicleo en D.
Demostracion.
[=>] Sea N C V(D) un H-niicleo por caminos en D.

Por demostrar que N es un H-niicleo en D.

1. Por demostrar que N es H-independiente en D.
Debido a que N es H-independiente por caminos en D y una H-trayectoria es un H-

camino, entonces, en particular, N es H-independiente por trayectorias en D.

2. Por demostrar que N es H-absorbente en D.
Sea u € V(D) \ N. Como N es H-absorbente por caminos en D, existe v € N tal que hay
un H-camino de u hacia v en D, digamos C. Del lema[3.0.3] se tiene que C contiene una

uv-H-trayectoria en D.

Por lo tanto, N es un H-niicleo en D.
[<=] Sea N C V(D) un H-niicleo en D.

Por demostrar que N es un H-niicleo por caminos en D.
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1. Por demostrar que N es H-independiente por caminos en D.
Procediendo por contradiccion, supongamos que existen x,y € V(D) tal que hay un xy-H-
camino en D, digamos C. Del lema [3.0.3] se sigue que C contiene una xy-H-trayectoria

en D, lo cual no puede suceder porque N es H-independiente en D.

2. Por demostrar que N es H-absorbente por caminos en D.
Sea u € V(D) \ N. Como N es H-absorbente en D, existe v € N tal que hay una uv-H-

trayectoria en D. Asi, existe un uv-H-camino en D.

Por lo tanto, N es un H-niicleo por caminos en D.l

El teorema fue considerado de gran importancia en [S1]], ya que a partir de él I. Wioch
probd de una manera muy natural la existencia de nicleos por trayectorias monocromaticas en
o(a,D).

Teorema 3.0.4. Sean D una digrdfica k-coloreada 'y oo = (Dg)qeq,...py una sucesion de digrdfi-
cas k-coloreadas ajenas en vértices dos a dos. Sean (i,n),(j,m) € V(o(a,D)) dos vértices distin-

tos. Hay una trayectoria monocromdtica de (i,n) hacia (j,m) en o(a,D) si 'y solo si

(a) para i+ j, existe una trayectoria monocromdtica en D de i hacia j.

(b) parai = j, existe una trayectoria monocromdtica en D; de n hacia m o Cp(i) # 0.

Ya que la concatenacion de dos H-caminos (/ -trayectorias) no siempre es un /-camino,
entonces garantizar la existencia de H-caminos en D a partir de la existencia de H-caminos en
o(a,D) podria parecer un problema bastante complicado. Por ejemplo, en la digrafica o(a,D)
de la figura[3.T]tenemos que ((1,u1), (2,v1), (2,02), (3,w2)) y (L,u1), (2,01), (2,02), (3,w2), (1,u2))
son H-trayectorias, mientras que en D no hay H-caminos de 1 hacia 3 y no hay caminos cerra-
dos H-cuasirestringidos sobre 1.

Pero, si H es una digrafica transitiva, entonces nuestro problema se resuelve y asi el teorema

[3.0.5] generaliza al teorema [3.0.4]
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

H: D: Dll DQI
U2 U2
) [ ]
ey
b a
K./ o< \. \.
C 3 (751 (O
o(a,D):

Lu2) b a (2,v2)

Figura 3.1
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Teorema 3.0.5. Sean H una digrdfica transitiva, D una digrdfica H-coloreada y

a = (Dy)eeq,...py una sucesion de digrdficas H-coloreadas ajenas en vértices dos a dos. Sean

(i,n),(jym) € V(o(a,D)) dos vértices distintos. Hay un H-camino de (i,n) hacia (j,m) en o(c,D)
siy solo si

(a) para i+ j, existe un H-camino de i hacia j en D.
(b) parai = j, existe un H-camino de n hacia m en D; o Cp(i) # .

Demostracion.

[<=] Sii # jy existe un H-camino de i hacia j en D, digamos (i = iy, i1, ..., ip = J),

entonces de la definicion de o(a,D) se tiene que ((iy,s),(in11,1)) € F(o(a,D)) para cada
(in,s) € V(D5 ) y para cada (in11,1) € V(D, ) (ver figura @), ademds

th+4+1
(inins1) = ((in,s),(ins1,1)) para cada h € {0, . . . ,k-1}. Por lo tanto, hay un H-camino de (i,n)
hacia (j,m) en o(a,D).

\/

\/

Figura 3.2

Sii=jyexiste un H-camino de n hacia m en D;, digamos (n = vy, vs, ..., Vi, = m), entonces
de la definicion de o(a,D) se tiene que ((i,n), (i,vs), ..., (i,m)) es un H-camino de (i,n) hacia

(i,m) en o(c, D), ya que c((i,v;),(i,vy11)) = ¢(Vp,vry1) paracadar € {1, ... k-1} (verﬁgura.
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

Figura 3.3

Supongamos que i = j, Cp(i) # () y no existen H-caminos de n hacia m en D;. Si (i = i,
i1,..., ip = 1) es un camino cerrado H-cuasirestringido sobre i contenido en D, entonces de la
definicion de o(«,D) se tiene que ((in,s),(in+1,0)) € F(o(a,D)) para cada (ip,s) € V(D;,) y para
cada (ipy1,1) € V(DS ) (ver figura , ademds c(ip,ins1) = c((in,$),(ins1,1)) para cada

Th+1

h €0, ... k-1}, lo que implica que hay un H-camino de (i,n) hacia (i,m) en o(a,D).

Figura 3.4

[=>] Sea C = ((i,n), (ri,s1), (r2,82), - .., (rk—1,8k—1), (jym)) un H-camino en o(c,D).
Consideremos los siguientes casos:

Casol.i#j
En este caso demostraremos que hay un H-camino en D de i hacia j por induccion sobre [(C),
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la longitud de C.

Sil(C) =1, como i # j, de la definicion de o(a,D) se tiene que (i,j) € F(D). Por lo tanto,

hay un H-camino en D de i hacia j.

Si [(C) = 2, tres posibilidades serdn analizadas:

(1)

(2)

(3)

Figura 3.5

ry = I
Como ((r1,s1),(j,m)) € F(a(a,D))y i # J, de la definicion de o(a, D) en particular se tiene
que ((i,n), (jm)) € F(o(a,D) (ver figura[3.5|(a)), lo que implica que (i,j) € F(D). Por lo

tanto, existe un H-camino de i hacia j en D.

ry=j

Como ((i,n),(r1,s1)) € F(o(a,D)) yi # j, de la definicion de o(a,D) en particular se tiene
que ((i,n), (jm)) € F(a(a,D) (ver figura[3.5 (b)), lo que implica que (i,j) € F(D). Por lo
tanto, existe un H-camino de i hacia j en D.

n & {iJ}

En este caso, de la definicion de o(a,D) se tiene que (i, ry, j) es un H-camino de i hacia j
en D, ya que c(i,ry) = c((i,n),(r1,51)), c(r1,j) = c((r1,51),(;m), i #jyri ¢ {i, j}.

Hipétesis de induccion. Si C' es un H-camino de (i,n) hacia (j,m) en o(c,D) de longitud

menor que k, entonces hay un H-camino de i hacia j en D.

Sea C = ((l’n)’ (rl’sl)’ (7’2,.5'2), CICIE) (rk‘fl’skfl)) (.])m)) un H-camino de (l,l’l) hacia (.]’m) en
o(a,D) de longitud k, con k > 3.
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

Si C no es una H-trayectoria, entonces del lema [3.0.3] se tiene que C contiene una H-
trayectoria de (i,n) hacia (j,m) de longitud menor que k. Asi, de la hipotesis de induccion se

tiene que hay un H-camino de i hacia j en D.
Supongamos que C es una H-trayectoria.

Si | V(C)NW(Dy, ) | = 1 para cada h € {1, ..., k-1}, entonces de la definicion de o(c,D) se
tiene que P = (i = ro, 11, o, ..., I'h_1, j = 1) es un H-camino de i hacia j en D; ya que
cfi,r1) = c((i,n),(r1,51)), c(r1,r2) = c((r1,51),(r2,82)), - .., A(rr—1,j) = ((Fr_1,856-1),(m)), i #j y
rn # rpe1 para cada h € {1, ... k-2}.

Supongamos que existe h € {1, ..., k-1} tal que | V(C) N V(Dy, ) | > 2'y consideremos
I=min{he{l, ..., kI}||VC)N VDL, )| > 2}.

Sean:

(Twy»Sw, ) el primer vértice en C que aparece en Dy,

(Tws»Sw,) €l segundo vértice en C que aparece en Dy,

(TwgrSws) €l dltimo vértice en C que aparece en Dy, con 3 > 2.

Figura 3.6
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Procedamos a analizar las siguientes posibilidades para Dy, .

(i) Si DS, = D

Como (j,m) & V( DS) (porque i # j); en particular (jm) # (TwgSwy), lo que implica
que existe (Tyy11, Swy+1) € V(C) tal que ((rugSwy ) (Tws+1,50s+1)) € F(C). Puesto que

( TwssSwp ) es el iiltimo vértice en C que aparece en D5, entonces

(Tws+1Swg+1) ¢ V(DS). Por lo tanto, de la definicion de o(a,D) se tiene que
((i,1),(Twy41,50s+1)) € F(o(e,D)) (ver figura[3.6) y

A(6,1),(Tws41,5ws+1)) = (Tug,Swy ) (Twg+1,5ws11))- Ast, C" = ((in), (Fugi1,8w,+1)) U

((rws+1,Sws+1) C, (jm)) es un H-camino en o(a,D) de (i,n) hacia (j,m) de longitud menor

que k. Se sigue de la hipotesis de induccion que existe un H-camino en D de i hacia j.

(ii) Si DS, # DS

Como (i,n) ¢ V(Dy,) (porque Dy, # DS); en particular (i,n) # (ru,,Sw,), lo que implica
que existe (ry,—1,5:,-1) € V(C) tal que ((Fy,—1,5w,-1),(Twy»Sw, ) € F(C), y puesto que
(Ywy,Sw, ) es el primer vértice en C que aparece en Dy, entonces (T, —1,5w,-1) ¢ V(Dy,).

Dc

1

Figura 3.7

Si (j,m) € V(D ), entonces de la definicion de o(c,D) se tiene que
((rwl—b Swl—l); (.]:m)) € F(O-(Oé:D)) (Verﬁgura@ y
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

C((rwl—l)swl—l)’(j’m)) = C((I’wl_1,Sw1_1),(rw1,sw1)).
Por lo tanto, C" = ((i,n), C, (u,—1,50,-1)) U ((Tw,—1,50,-1), (jym)) es un H-camino de
(i,n) hacia (j,m) en o(a,D) de longitud menor que k. Se sigue de la hipdtesis de induccion

que existe un H-camino de i hacia j en D.

Supongamos que (j,m) & V(D5,). Debido a que | V(C) N V(Dy,) | > 2, podemos elegir
(Tw,Sw,) € V(Dy,)) tal que (ry,.,Sw.,) Z# (TS, ). Como (j,m) & V(Dy,); en particular (j,m)
# (Tw.,Sw. ), lo que implica que existe (Tw,+1,5w,+1) € V(C) tal que

((PwoSws (T 415w, +1)) € FI(C) (verﬁgura@. Puesto que P = (T, —1,5w,-1), (TwySw; )
U ((rwysSw )y G (TwsSw,)) U ((Fw,Sw. ) (Fwy 41,50, +1)) es un H-camino en o(a,D) (por-
que P C C), se sigue de la definicion de H-camino que (c((Vw,—1,5w,—1)s(Fwys Swi))
C((TwysSwi I (Twy 418w +1))s -+ (TS )y (T, 1158w, +1))) €S un camino en H. Asi del le-
ma @ se tiene que (¢((Twy,—1, Swy—1)(TwisSw )y ((TwySw, ) (Fwy11,5w,+1)) € F(H).
Por lo tanto, C" = ((i,n), C, (Fuw,—1, Sw—1)) U ((Fwy—1, Swy—1), (rw,»Sw, ) U ((Tw,,8w,), G
(j.;m)) es un H-camino de (i,n) hacia (j,m) en o(a,D), ya que c((ry, —1,5w,—1),(Fw.Sw, ) =

((Twy—1,5w,—1) (Twy,Sw, ). Puesto que [(C’) < k-1, se sigue de la hipotesis de induccion

C -
D b

Si C = ((i,n), (ri,s1), (r2,82), ..., (Fk—1,5xk—1), (i,m)) estd contenido en DS, entonces por la

que hay un H-camino de i hacia j en D.

D D, D

Figura 3.8

Caso2.i=j

definicion de o(a, D) se tiene que hay un H-camino en D; de n hacia m.
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Supongamos que no hay H-caminos en D; de n hacia m.

Observacion 1. Como no hay H-caminos en D; de n hacia m, entonces
I(C)>2yexistee € {I, ..., k-1} tal que (r,s.) & V(D5).

Demostraremos que Cp(i) # () por induccién sobre I(C), la longitud de C.

Si l(C) = 2, entonces se sigue de la Observacion 1 que (ry,s1) ¢ V(D5) y de la definicion de

o(a,D) se tiene que (i, r1, i) es un camino cerrado H-cuasirestringido sobre i, ya que
c(i,ry) = c((i,n),(r1,51)) y c(r1,i) = c((r1,51),(i,m)). Por lo tanto, Cp(i) # (.

Hipétesis de induccion. Si C' es un H-camino en o(o,D) de (i,n) hacia (i,m) de longitud

menor que k, entonces Cp(i) # ().

Sea C = ((i,n), (r1,51), (r2,52), ..., (F—1,5k—1), (i,m)) un H-camino en o(c,D) de (i,n) hacia
(i,m) de longitud k, con k > 3.

Si C no es una H-trayectoria, entonces del lema se tiene que C contiene una H-

trayectoria de (i,n) hacia (i,m), de longitud menor que k. Se sigue de la hipotesis de induccion
que Cp(i) # 0.

Supongamos que C es una H-trayectoria.

Por la observacion 1 podemos elegirt € {1, ..., k-1} tal que (ry,s;) es el primer vértice en

C que no aparece en V(D).

Si (ry,8¢) # (1r1,51), entonces se sigue de la eleccion de t que (ri—1,5:—1) € V(D) y ((r1—1,5t-1),
(ry,s¢)) € F(C), ademds de la definicion de o(a,D) se tiene que c((i,n), (r4,8:)) = c((ri—1,5¢—1),
(ry,8¢)). Por lo tanto, ((i,n), (r,s:)) U ((ry,8¢), C, (i,m)) es un H-camino en o(a,D) de (i,n) hacia

(i,m) de longitud menor que k, asi se sigue de la hipdtesis de induccion que Cp(i) # ().

Si (ry,8:) = (r1,51), entonces procedamos de la misma manera como en el caso 1, ahora uti-

lizando la H-trayectoria T = ((ry,51), (r2,82), - - ., (re_1,5k_1), (i,m)).
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

Si \V(T)N V(D5 )| = 1 para cada h € {1, ..., k-1}, entonces por la definicién de o(a,D) se
tiene que (ry, 1o, ..., rk_1, i) es un H-camino en D de ry hacia i, ya que

c(r,re) = c((r1,51)(r2,82)), ., c(Ti—1,1) = c((rk—1,5k—1),(im)), T1 # 0y T}, # Thy1 para cada
he{l, ...,k —2}. Debido a que c(i,r;) = ¢((i,n),(r1,51)), se tiene que (i, r1, ra, ..., x_1, i) es

un camino cerrado H-cuasirestringido sobre i. Por lo tanto, Cp(i) # ().
Supongamos que existe h € {1, ..., k-1} tal que | V(T) " V(Dy, ) | > 2.
Seanl=min{h € {1, ..., k-1} tal que | V(T)N V(D5 )| > 2} y

(Twy,Sw, ) €l primer vértice en T que aparece en Dy,

(TwsySuw,) el segundo vértice en T que aparece en Dy,

(Twg»Sws) el ultimo vértice en T que aparece en Dy,

con 3 > 2.

Analizaremos las siguientes posibilidades para Dy, .
(i) Si D;, = Dy,

Como (r1,s1) ¢ V(DS), se sigue de la definicion de o(o,D) que 11 # i. Por otro lado,
debido a que | V(T) N V(Dy,) | > 2, podemos elegir (ry.,5.,.,) en V(D;,) tal que

(T Swy) 7 (FwysSuw, ). Como (i,m) ¢ V( Dy, ), en particular (r, ,5..,) # (i,m), lo que impli-
ca que existe (ry, 11,50,+1) € V(T) tal que ((ry,80, ) (Tw,+1,5w,+1)) € F(T). Puesto que
P =((in), C (rw,,Sw,) U ((Fw,Sw.,), (Fw,+1,50w,+1)) es un H-camino en o(a,D) (porque
P C C), de la definicion de H-camino se sigue que (c((i,n),(r1,51)), ¢((11,51),(72,52)), - ..
s (TS )y (Fuy41,5w,+1))) €s un camino dirigido en H. Asi, por el lema se tiene
que (c((i,n),(11,81)), ¢((Twys Sy )y (Twy 4 1,8w,+1))) € F(H). Por lo tanto,

C'" =((i,n), (Twy»Swy ) U ((Fw,8w, ), T, (,m)) es una H-trayectoria en o(o,D) de (i,n) hacia

(i,m), ya que c((i,n),(rw.,Sw. ) = c((i,n),(r1,51)). Puesto que I(C’) es menor que k, se sigue
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(ii)

de la hipétesis de induccion que Cp(i) # (.

Si D%, # D5,

Si (i,m) € V(D ), entonces por la definicion de o(«,D) se tiene que

((rwy—1:8w,-1), (bm)) € F(o(a,D)) y c((ru,—1,8w,-1)(6m)) = c((Fuy—1,8w,—1)s (P Swy )-
Por lo tanto, C' = ( (i,n), C, (T, -1,50,-1))
U ((Fuw,—1,80w,—1), (i,m)) es una H-trayectoria en o(c,D) de (i,n) hacia (i,m) de longitud

menor que k. Se sigue de la hipétesis de induccion que Cp(i) # ().

Supongamos que (i,m) ¢ V(D;,). Debido a que | V(T) N V(D5,) | > 2, podemos elegir
(Tw.,,Sw,) en V(D}) tal que (ry.,Sw.) # (Fuwy»Sw, ). Como (i,m) ¢ V(Dy,); en particular
(i,m) # (Tw.,Sw, ) lo que implica que existe (1., 41,5, +1) € V(T) tal que
((TwsSws (T 415w, +1)) € F(T). Puesto que P = ((Fy; 1,50 —1)(TwysSw; ) U ((FuwysSw, ),
T (ruwSw, ) U ((Fw,Sw ) (Fw, 11,50, 41)) es un H-camino en o(a,D) (porque P C T), de la
definicion de H-camino se tiene que (¢((Yy,—1,5w,—1),(Twi»Sw; )y C((FwysSwi )y (P +1,Sw,+1))
LR ,C((rwwswv)x(rw,y—&-l,

Sw,+1))) es un camino dirigido en H. Ast, por el lema @se tiene que (c((Tyy—1,8w,—1)»
(TwisSwi))s ((TwsSw. )y (P 41,5w,+1))) € F'(H). Por lo tanto, C"=((i,n), C, (Fu,—1,50,-1))
U ((rw,— 18w -1) (TwyySw, ) U ((Fw,,8w, ), T, (,m)) es un H-camino en o(a,D) de (i,n)
hacia (i,m), ya que c((Tw,—1,8w,—1)s(Tw,»Sw,)) = ((Fw;—1,5w,— 1) (Twy»Sw, ). Puesto que C’

es de longitud menor que k, se sigue de la hipétesis de induccion que Cp(i) # (.1l

El resultado anterior nos permite establecer los siguientes teoremas.
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

Teorema 3.0.6. Sean H una digrdfica transitiva, D una digrdfica H-coloreada y
a = (Dg)eeq,...py una sucesion de digrdficas H-coloreadas ajenas en vértices dos a dos.
S* C V(o(a,D)) es un conjunto H-independiente por caminos en o(c,D) si 'y solo si existe

un conjunto S C V(D) H-independiente por caminos en D tal que S* = U Si, donde S; C V(D5)
ics
yparacadai e S

es H-independiente por caminos en D si Cp(i) =0

consta de un unico elemento de V(DY) si Cp(i) # 0

Demostracion.

[=1Sea S* C V(o(a,D)) un conjunto H-independiente por caminos en o(a,D).
Consideremos al conjunto S = {i € V(D) | (S*N V(D)) #0 }.

Afirmacion 1. S es un conjunto H-independiente por caminos en D.

Procediendo por contradiccion, supongamos que S no es un conjunto H-independiente por
caminos en D. Entonces existen i, j € S, con i # J, tal que hay un H-camino de i hacia j en D.
Por el teorema@ (a) se tiene que para cada (i,n) € V(D;) y para cada (j,m) € V(D) hay un
H-camino de (i,n) hacia (j,m) en o(a,D). Por otro lado debido a que i,j € S, se tiene que
(S*N V(D)) # Dy (S*N V(D3)) # (). Lo que implica que, en particular, hay H-caminos de
(S*NV(D;)) hacia (S* N V(D5)) en o(a,D), lo cual no es posible porque S* es H-independiente

por caminos en o(a,D).
Ast, S es un conjunto H-independiente por caminos en D.
Si denotamos por S; = S* N V(D) para cada i tal que (S* N V(D)) # (), entonces se sigue

de la definicion de S que S* = U S;.

i€S

Afirmacion 2. S; satisface (1) para cada i € S.
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Sea i € S. Analizaremos dos casos sobre Cp(i).

Caso 1. Cp(i) = 0.

Demostraremos que S; es un conjunto H-independiente por caminos en D5.

Como S* es H-independiente por caminos en o(a, D), se tiene que S; debe ser H-independiente

por caminos en D§ (porque S; C S*y D C o(a,D)).

Caso 2. Cp(i) # 0.

Demostraremos que |S;| = 1.

Como i € S, entonces S; # (). Ahora, procediendo por contradiccién, supongamos que
IS;| > 2.

Ya que Cp(i) # 0, se sigue del teorema[3.0.5](b) que para cada par de vértices
(i,n),(i,m) € V(D$) hay un H-camino en o(c,D) entre ellos. Asi, en particular, hay H-caminos
entre todo par de elementos de S;, lo cual no puede suceder porque S* es H-independiente por
caminos en o(o,D) y S; C S*

Por lo tanto, |S; | = 1.

[<=] Sea S C V(D) un conjunto H-independiente por caminos en D'y S; C V(D{) como en
las hipdtesis del teorema para cada i € S.

Demostraremos que S* = U S; es un conjunto H-independiente por caminos en o(a,D).
i€s

Si |S*| = 1, entonces S* es un conjunto H-independiente por caminos en o(a,D). Por lo

tanto, supongamos que |S*| > 2.

Sean (i,n),(jm) € S* dos vértices distintos. Demostraremos que no hay H-caminos entre
(i,n)y (jm) en o(a,D).

Procediendo por contradiccion. Supongamos que existe un H-camino de (i,n) hacia (j,m) en
o(a,D).
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

Casoa.i#j.
En este caso, se sigue del teorema[3.0.5|(a) que hay un H-camino de i hacia j en D, lo cual no

puede suceder porque S es H-independiente por caminos en D'y {i,j} C S.

Casob.i=].
Como |S;| > 2 (porque {(i,n),(iim)} C S;), de la hipétesis sobre S; se tiene que Cp(i) = (. Por
otro lado, debido a que hay un H-camino de (i,n) hacia (j,m) en o(a,D), se sigue del
teorema[3.0.5|(b) que hay un H-camino de n hacia m en D;, lo que implica que hay un H-camino

de (i,n) hacia (i,m) en DS, lo cual no es posible porque S; es H-independiente por caminos en D.

Por lo tanto, S* es un conjunto H-independiente por caminos en o(c,D). B

Teorema 3.0.7. Sean H una digrdfica transitiva, D una digrdfica H-coloreada y
a = (Dg)geq,... py una sucesion de digrdficas H-coloreadas ajenas en vértices dos a dos.
S$* C V(o(a,D)) es un conjunto H-absorbente por caminos en o(a,D) si y solo si existe un

conjunto S C V(D) H-absorbente por caminos en D tal que S* = U Si, donde S; C V(D5) y
i€s
paracadai € S

es H-absorbente por caminos en DY, si Cp(i) = 0 y para cada
jEeStal quei #j
no hay H-caminos

de i hacia jen D

| es un subconjunto no vacio de V(D5), en otro caso
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Demostracion.

[=1Sea S* C V(o(a,D)) un conjunto H-absorbente por caminos en o(a,D).
Consideremos al conjunto S = {i € V(D) | (S*NV(D5) ) # 0 }.

Afirmacion 1. S es un conjunto H-absorbente por caminos en D.

Sea k € V(D)\S. Como k ¢ S, entonces (S* N V(D5)) = (). Puesto que S* es H-absorbente
por caminos en o(a,D), se tiene que para (k,n) € V(D5), para algiin n € V(Dy,), existe
(jym) € S* tal que hay un H-camino de (k,n) hacia (j,m) en o(«, D). Por lo tanto, de la definicion
de S se tiene que j € S. Asi, se sigue del teorema[3.0.5|(a) que hay un H-camino de k hacia j en
D (porque k # j).

Por lo tanto S es un conjunto H-absorbente por caminos en D.

Si denotamos por S; = §* N V(DS) para cada i tal que (S* N V(DS)) # (), entonces se sigue
de la definicion de S que S* = U Si.

icS

Afirmacion 2. S; satisface (1) para cada i € S.

Sea i € S. Analizaremos dos casos sobre Cp(i).

Caso 1. Cp(i) = 0 y para cada j € S\{i} no hay H-caminos en D de i hacia j.

Demostraremos que S; es un conjunto H-absorbente por caminos en Df.

Sea (i,n) € V(D$)\S;.

Ya que no hay H-caminos de i hacia j en D para cada j € S\{i}, se sigue del
teorema @ (a) que para (i,;n) € V(D;) y para cada (j,m) € V(D) no hay H-caminos de
(i,n) hacia (jm) en o(o,D) para cada j € S\{i}. Asi, como S* es un conjunto H-absorbente

por caminos en o(a,D), se tiene que para (i,n) en V(DS)\S; existe (i,m) € S; tal que hay un

H-camino de (i,n) hacia (i,m) en o(c,D). Por lo tanto, debido a que Cp(i) = 0, se sigue del
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

teorema (b) que hay un H-camino de n hacia m en D;, lo que implica que hay un H-camino

de (i,n) hacia (i,m) en D5.
Asi, S; es un conjunto H-absorbente por caminos en D5.
Caso 2. Cp(i) # 0 o existe j € S\{i} tal que hay un H-camino de i hacia j en D.
Debido a la definicion de S; se tiene que S; # ().

[<=] Sean S C V(D) un conjunto H-absorbente por caminos en D'y S; C V(DS) como en
las hipdtesis del teorema[3.0.7|para cada i € S.

Demostraremos que S* = U S; es un conjunto H-absorbente por caminos en o(a,D).
i€S

Sea (k,n) € V(o(a,D))\S*.
Consideremos dos casos sobre k.

Casoa.k ¢ S.
Como k ¢ Sy S es H-absorbente por caminos en D, se tiene que existe i € S tal que hay un
H-camino de k hacia i en D. Por lo tanto, se sigue del teorema (a) que para cada
(k1) € V(D5) y para cada (i,m) € V(D5) hay un H-camino de (k,l) hacia (i,m) en o(c, D). Asi hay
un H-camino de (k,n) hacia S; C S* en o(a,D) ( porque S; C V(D5)).

Casob.k c S.
Si Si es un conjunto H-absorbente por caminos en DS, entonces existe un H-camino de (k,n)
hacia Sy, C S* en o(a,D) (porque (k,n) & Sy.).

Si Sy, es un subconjunto no vacio de V(D,), entonces de la hipotesis sobre S, se tiene que
Cp(k) # 0 o existe j € S\{k} tal que hay un H-camino de k hacia j en D.

Si Cp(k) # 0, entonces se sigue del teorema[3.0.5|(b) hay un H-camino de (k,n) hacia
S CS*eno(a,D).

Si existe j € S\{k} tal que hay un H-camino de k hacia j en D, entonces se sigue del
teorema (a) que hay un H-camino de (k,n) hacia S; C S* en o(a,D).
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Por lo tanto, S* es un conjunto H-absorbente por caminos en o(c, D).l

Teorema 3.0.8. Sean H una digrdfica transitiva, D una digrdfica H-coloreada y

a = (Dg)geq,... py una sucesion de digrdficas H-coloreadas ajenas en vértices dos a dos.

N* C V(o(a,D)) es un H-niicleo por caminos en o(a,D) si y solo si existe N C V(D) H-niicleo
por caminos en D tal que N* = U N;, donde N; C V(D) y para cada i € N

iEN
es un H-niicleo por caminos en Df, si Cp(i) =10
consta de un uinico elemento de V(D5), si Cp(i) # 0

Demostracion.

[=>] Sea N* C V(o(a,D)) un H-niicleo por caminos en o(c, D).

Consideremos al conjunto N = {i € V(D) | (N*NV(D$))# 0 }.

Afirmacion 1. N es un H-niicleo por caminos en D.

Se sigue de los teoremas[3.0.6)y[3.0.7|que N es un conjunto H-independiente por caminos'y
H-absorbente por caminos en D, respectivamente. Por lo tanto, N es un H-niicleo por caminos

en D.

Si denotamos por N; = N* N V(D5) para cada i tal que ( N* N V(DS) ) # 0, entonces se
sigue de la definicion de N que N* = U N;.
iEN

Afirmacion 2. N; satisface (1) para cada i € N.

Sea i € N. Analizaremos dos casos sobre Cp(i).

Caso 1. Cp(i) = 0.
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

Demostraremos que N; es un H-niicleo por caminos en D5.

Se sigue del teorema [3.0.6| que N; es un conjunto H-independiente por caminos en Df. Por
otro lado, como no hay H-caminos de i hacia j en D para cada j € N\{i} (porque N es H-
independiente por caminos en D), entonces se sigue del teorema que N; es un conjunto

H-absorbente por caminos en D.
Por lo tanto N; es un H-niicleo por caminos en D5.
Caso 2. Cp(i) # 0.
Demostraremos que |N;| = 1.

Como N* es un conjunto H-independiente por caminos en o(c,D) y Cp(i) # 0, se sigue del
teorema que |N;| = 1.

[<=] Sean N C V(D) un H-niicleo por caminos en D'y N; C V(D5) como en las hipotesis
del teorema[3.0.8 para cada i € N.

Demostraremos que N* = N; es un H-niicleo por caminos en o Oé,D .
%
1EN

Consideremos lo siguiente:
I. Como N es un conjunto H-independiente por caminos en D, se tiene que para cada

I, j € N, con i # j, no hay H-caminos en D de i hacia j.

IL. Como Nj; es un H-niicleo por caminos en DS si Cp(i) = (), se tiene que N; es H-independiente

por caminos y H-absorbente por caminos en D5.

IIL Como |N; | = 1 si Cp(i) # 0.

Entonces, lo anterior lo podemos simplificar de la siguiente manera:
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es un conjunto H-independiente por caminos en Df siCp(i) =10
Ni — o

consta de un tinico elemento de V(D) si Cp(i) # 0

es un conjunto H-absorbente por caminos en Dy, si Cp(i) =0y para
cada j € N tal que
i # j no hay
H-caminos

de 1 hacia j en D

es un subconjunto no vacio de V(D5), en otro caso

(recordemos que bajo nuestras hipotesis

| N; consta de un iinico elemento de V(D5))

Por lo tanto, se sigue de los teoremas|[3.0.6y[3.0.7 que N* es un conjunto H-independiente

y H-absorbente por caminos en o(a,D), respectivamente. B

Observemos que del teorema se sigue que los teoremas [3.0.6/[3.0.7)[3.0.8] también

son validos para H-trayectorias, es decir, en cada uno de dichos resultados podemos cam-

biar (H-independiente por caminos por H-independiente), (H-absorbente por caminos por H-

absorbente) y (H-nicleo por caminos por H-ntcleo), respectivamente.
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

El lema siguiente ser4 util.

Lema 3.0.4. Toda subdigrdfica inducida en o(a,D) es

1. una digrdfica de la forma o(o/,D’), donde D' es una subdigrdfica inducida de D (con
\V(D')| > 2) y o es una sucesion de subdigrdficas inducidas de D;, para cada i € V(D'),

2. una subdigrdfica inducida de D$ para alguna i € {1, ... ,p}

o

3. la union de digrdficas comoen 1y 2
Los siguientes resultados muestran condiciones para que o(«a,D), D y cada elemento de «

sean digraficas H-nucleo perfectas.

Teorema 3.0.9. Sean H una digrdfica transitiva, D una digrdfica H-coloreada y
a = (Dg)eeqn,..py una sucesion de digrdficas H-coloreadas ajenas en vértices dos a dos. Si

o(a,D) es H-niicleo perfecta, entonces Dy D; son digrdficas H-niicleo perfectas para cada
ie{l,....p}

Demostracion.

(1) Por demostrar que D es H-niicleo perfecta.

Sea G una subdigrdfica inducida de D. Veremos que G contiene un H-niicleo.

Si | V(G) | = 1, entonces G contiene un H-niicleo. Supongamos que G tiene al menos dos

Vértices.
Sea o/ = (D,),cv(a) € a. Como o(c!/,G) es una subdigrdfica inducida de o(c,D), entonces
o(c’,G) contiene un H-niicleo (porque o(c,D) es H-niicleo perfecta). Por lo tanto, se sigue del

teorema que G contiene un H-niicleo.

(I ) Por demostrar que D; es H-niicleo perfecta para cadai € {1, ..., ,p}.

146



Seani € {1, ... ,p} y G una subdigrdfica inducida de D;. Veremos que G contiene un H-
niicleo.

Si | V(G) | = 1, entonces G contiene un H-niicleo. Supongamos que G tiene al menos dos

vértices.

Sean o/ = (G )y D' = ({i}, 0). Como o(c/,D’) es una subdigrdfica inducida de o(c,D),
entonces o(a/,D’) contiene un H-niicleo (porque o(a,D) es H-niicleo perfecta). Por lo tanto, se
sigue del teorema[3.0.8 que G contiene un H-niicleo (porque Cp:(i) = (). B

Teorema 3.0.10. Sean H una digrdfica transitiva, D una digrdfica H-coloreada y
a = (Dg)eeqn,... py una sucesion de digrdficas H-coloreadas ajenas en vértices dos a dos. Si D es

H-niicleo perfecta y para cada i € {1, ... ,p}

es H-niicleo perfecta, si Cp(i) =10

(1) D; — < tiene la propiedad de que todas sus subdigrdficas inducidas si Cp(i) # ()

tienen un H-niicleo y cada uno de estos

consta de un tinico elemento,

entonces o(a,D) es H-niicleo perfecta.
Demostracion.
Demostraremos que toda subdigrdfica inducida de o(a,D) tiene un H-niicleo.

Sea G una subdigrdfica inducida de o(c,D). Se sigue del lema que G tiene 3 posibili-

dades para su caracterizacion.

I. G es una digrdfica de la forma o(d/,D’), donde D' es una subdigrdfica inducida de D
(con |\V(D')| > 2)y o = (D)icvpy es una sucesion de subdigrdficas inducidas de D;
para cada i € V(D').
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

Como D es H-niicleo perfecta, entonces D' contiene un H-niicleo, digamos N. Por otro

lado, se sigue de (1) que para cada i € N existe N; C V(D.°) tal que

es un H-niicleo de D¢, si Cp(i) =0
(2)... N; — . : .
es un H-niicleo de D.*, el cual contiene si Cp(i) # 0

exactamente un vértice de V(D,°),

Ahora veremos que para cada i € N se tiene que

es un H-niicleo de D, si Cp/(i) =0

contiene exactamente un vértice de V(D.°), si Cpi(i) # 0

Si Cpi(i) = 0, entonces Cp(i) = 0 o Cp(i) # () y en ambos casos se sigue de (2) que N;
es un H-niicleo de D;°.

Por otro lado, observe que si Cp/(i) # ), entonces Cp(i) # 0. Asi se sigue de (2) que en
particular N; consta de un tinico elemento de V(D.°).

Por lo tanto (3) se satisface.

Por lo tanto, se sigue del teorema que o(a',D’') contiene un H-niicleo.

Il. G es una subdigrdfica inducida de D;¢ para alguna i € {1, ... ,p}.

En este caso, se sigue de (1) que G contiene un H-niicleo, ya que G es isomorfa a una
subdigrdfica inducida de D; (debido a la definicion de o(a,D)).

IIl. G es la union de digrdficas como en Iy II.

En este caso, G contiene un H-niicleo, a saber, la union de cada uno de los H-niicleos en
cada digrdfica de la forma I o 11 (debido a que V(D;) N V(D3) = () para cada i # j). B
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Corolario 3.0.4. Sean H una digrdfica transitiva, D una digrdfica H-coloreada y

a = (Dy)eeqn,...py una sucesion de digrdficas H-coloreadas ajenas en vértices dos a dos.

Si Cp(i) = 0 para cada i € V(D), entonces (o, D) es H-niicleo perfecta siy sélo si D'y D; son
H-niicleo perfectas para cada i € {1, ... ,p}.

Demostracion.

Se sigue directamente de los teoremas[3.0.9)y [ |
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Conclusion

Comenzamos nuestro estudio sobre la existencia de Nucleos por trayectorias monocrométi-
cas, la existencia de [ -nucleos por caminos y la existencia de H-nucleos, considerando unica-
mente a la digrafica de clases cromadticas. El concepto de digréfica de clases crométicas podria
parecer a simple vista un concepto insignificante, pero durante el desarrollo de este trabajo pu-
dimos ver que dicha construccién es una herramienta muy poderosa que nos ayudé a encontrar
un nucleo por trayectorias monocromaticas (/-nucleo por caminos o f{-nucleo). Gracias a la
digrafica de clases cromadticas, ademds de presentar resultados originales, pudimos derivar co-
mo consecuencia directa de nuestros resultados a un par de resultados muy importantes que hay
dentro de la teoria de nucleos por trayectorias monocromdticas y la teoria de nucleos; dichos
esultados son el teorema de Sands, Sauer y Woodrow y el teorema de Richardson, respectiva-
mente. Trabajar con componentes fuertemente conexas (inicial o terminal) en el teorema|0.11.2]
en el teoremal0.11.6]y en el capitulo 1 fue una gran oportunidad de conocer otra forma de como
utilizar a dichas subdigréficas; por ejemplo, una nueva técnica de demostracion que se desarrolo
para la prueba del teorema [1.2.1| muestra el gran poder que tiene la definicién de componente
fuertemente conexa terminal al haber trabajado con una componente fuertemente conexa ter-
minal de la digrafica de clases cromaticas, donde a partir de esa eleccion pudimos construir
el ndcleo por trayectorias monocromadticas. También se pudo ver que el concepto de digrafi-
ca de clases cromaticas generaliza al concepto de digréifica de lineas de una digrafica, cuando
las flechas de dicha digréafica estdn coloreadas con un color distinto. Dicha relacion entre el
concepto de digrafica de clases cromaticas y el concepto de digréfica de lineas hizo posible la
generalizacion del teorema de Richardson. En conclusion podemos decir que la digrafica de
clases cromaticas es una digrafica a la cual se le puede sacar mucho provecho en el estudio de la

existencia de nucleos por trayectorias monocromaticas, f{-nuicleos por caminos y H-nucleos.
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3. H-NUCLEOS EN o(a,D)

Con respecto a los problemas expuestos en el capitulo de introduccion historica podemos

decir que aun siguen siendo objeto de estudio para futuros temas de investigacion.
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