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Prefacio

El presente trabajo surge por la inquietud de abordar dos lineas de inves-
tigacion; la primera hace referencia al software libre, en especifico MAXIMA y
LisP, la segunda se enfoca al campo de la GEOMETRIA CUANTICA.

En el medio algebrista existen operadores que involucran enormes cantida-
des de cuentas; de aqui emana el objetivo principal de la tesis: tomar algunos
de esos operadores y programarlos.

La GEOMETRIA CUANTICA requiere efectuar cdlculos que se prestan a ma-
nipulacién simbdlica; es ahi donde la programaciéon que ofrece el lenguaje en
Lisp se acopla perfectamente. Lo cual es una motivaciéon natural para explorar
qué se puede hacer utilizando ambas herramientas. Asi, al tener dichas imple-
mentaciones éstas se pueden usar como métodos de prueba, en investigaciéon o
para corroborar con ejemplos concretos lo que se deduce de teoremas y resulta-
dos.

MAXIMA pertenece a una ideolgia de software libre, para su uso y comercia-
lizacion sin fines de lucro y de cédigo abierto, entre otras caracteristicas. LiSp
por su parte es un lenguaje que utiliza listas como sintaxis principal, con ca-
racteristicas que lo hacen especial respecto a otros lenguajes, como el hecho de
usar funciones como argumentos, los predicados y Macros.

Enteramente programado en Lisp, MAXIMA hereda su estructura como una
poderosa herramienta para el calculo simbdlico, con una ambientacién pensada
para uso matematico, resuelve una amplia gama de problemas donde se invo-
lucran grandes cantidades de cuentas. Con la tesis actual se pretende abarcar
un campo casi nulo dentro de sus implementaciones, la GEOMETRIA CUANTICA.

Con la ayuda del Dr. Durdevich [19] y lo que ha desarrollado por afos en
el drea, surge un conjunto de rutinas enfocadas a problemas especificos y su
implementacion en Teoria de Grupos Finitos equipados con un Calculo Diferen-
cial. Este cédlculo diferencial es necesariamente de naturaleza cudntica, ya que
los espacios discretos no permiten un calculo diferencial estandar no-trivial.
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El primer capitulo muestra el software de calculo simbdlico MAXIMA, su his-
toria, sintaxis y lo presentar como una herramienta 1til para realizar calculos
de tipo algebraico y numérico. Con ejemplos se ilustran algunas de las funciones
que tiene y como se utiliza.

En el segundo capitulo se describe el lenguaje de programacién Lisp, usado
en principio en el drea de Inteligencia Artificial llega a ser la base del software
simbolico: MATHEMATICA y MAXIMA. Debido a la programacion de tipo declara-
tivo bajo el que esta realizado, LISP armoniza con calculos logicos y totalmente
simbolicos, asi se consiguen hacer de forma eficiente y rapida algoritmos que
pueden reproducir las operaciones algebraicas que en otros lenguajes costaria
mas o simplemente no podrian ser realizados.

El tercer capitulo tiene de forma introductora un panorama general de la
GEOMETRIA CUANTICA y cémo ésta sirve de inspiracién para desarrollar al-
goritmos alrededor de un muy interesante operador de trenza o, que aparece
de manera natural en el contexto de calculo diferencial cudntico sobre grupos
finitos (en general, sobre grupos cudnticos). Se muestra como este operador per-
mite introducirse en el campo de la GEOMETRIA TRENZADA. Aqui se detallan
los ejemplos que se estudiaron y el enfoque que se abordd para desarrollarlos.

El cuarto y tltimo capitulo contiene de forma concisa las principales rutinas
que se hicieron. El cédigo esta desglosado con la sintaxis para ser usado, con
ejemplos y los resultados obtenidos.

En la seccién de apéndices se recapitulan con precision las transformaciones
de simetria que se usaron, cédigo secundario y definiciones que complementan
el trabajo. También, se presenta una demostraciéon del Teorema de Gelfand-
Naimark, que es la base de la ideologia en la Geometria Cuantica.



Capitulo 1

Calculo Simbodlico: Maxima

1.1. Introduccion

A lo largo del desarrollo de la computaciéon han surgido corrientes enfocadas
a la distribucién de software de manera libre, con codigo abierto.

MAXIMA se encuentra dentro de los paquetes de software matematico que
tiene ese distintivo, Scilab, Octave, GeoGebra, LaTeX, R, entre otros, surgen
como una opcién a lo que ofrece el mercado en cuanto a necesidades muy es-
pecificas y confiables para realizar calculos.

En la primer parte del trabajo se dard una descripcion general de las funcio-
nes, comandos y sintaxis que tienen MAXIMA y LisP, mostrando en cada caso
su utilidad y la forma en que ambos se relacionan.

MAXIMA es un sistema para la manipulacion de expresiones simbdlicas y
numéricas, entre las aplicaciones que tiene cuenta con diferenciacion, integra-
cién, expansion en series de Taylor, transformada de Laplace, ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, sistemas de ecuaciones lineales, vectores, matrices y tensores.

Dentro de las funciones que realiza cuenta con implementacion de graficas
en dos y tres dimensiones, asi como un alto grado de precisién usando fracciones
exactas y representacion con aritmética de punto flotante.

MAXIMA estd basado en un sistema de algebra computacional desarrollado
en la década de los 60 en el Instituto Tecnoldgico de Massachusetts (MIT) y es
portable para los sistemas operativos, Windows, Linux y MacOSX, entre otros.

1.1.1. Macsyma

MAXIMA evoluciona de un programa llamado MACSYMA, que tiene por sig-
nificado MAC’s SYmbolic MAnipulator y que fue el primer sistema simbdlico
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matematico escrito en Lisp por Joel Moses, dentro del “Proyect MAC” (Mul-
tiple Access Computers) creado por J C R Licklider dentro del MIT, el cual se
desarroll6 a lo largo de 1968 a 1982.

MACSYMA crece en medio de severos problemas de licencia y peleas de po-
der entre los creadores y administradores. En 1992 se crea “Macsyma Inc.” por
George Carrette y Russell Noftsker, continuando con su desarrollo hasta volver-
lo, en ese tiempo, un serio competidor para Mathematica y Maple.

“La rama Maxima de Macsyma fue mantenida por William Schelter desde
1982 hasta su muerte en 2001. En 1998 él obtuvo permiso para liberar el c6digo
fuente bajo la licencia piblica general (GPL') de GNU”, véase [20].

1.1.2. wxMaxima

WXMAXIMA [21] es una plataforma GUI (Graphical User Interface) para el
sistema de dlgebra computacional Maxima, basado en wxWidgets.

La cual incluye las siguientes caracteristicas:

— Despliega un formato simbélico matematico.
— Ment con distintos comandos y funciones en un panel superior.

— Comandos que requieren mas de un argumento pueden ser escritos con
dialogos sin necesidad de recordar la sintaxis completa.

— Crea documentos que pueden ser mezclados con calculos para ser salvados
y editados posteriormente.

— Cuenta con animaciones simples.
— Modo predictivo para completar funciones y variables, asi como plantillas.

— WXMAXIMA estd creado bajo licencia GPL2.

Con WXMAXIMA se tiene un manejo mas estético y amigable de las funciones
que tiene MAXIMA en cuanto a formato de ventana de salida.

La siguientes figuras muestran dos ambientes para MAXIMA sobre emacs
(1.1) y el entorno creado por wXMAXIMA (1.2) en Mac.

Como se puede observar hay una diferencia notable en cuanto el formato de
escritura, colores e imagen.

LGNU Public License.



Maxima

File Edit Options Buffers Tools Maxima Complete  In/Out  Signals Help

D@ X OB FOERGH ?

% Maxina 5.9.0. levs http://maxina. sourceforge net

Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING
Dedicated to the memory of William Schelter

This is a development wersion of Maxima. The function bug_report()
provides bug reporting information.

(C1) integrate{l/(l+x*3),x);

Z2x-1
2 BTAN (- - ]
LOG{x - x: + 1) SORT (3} LaG(x + 1)
(D1} - + +
3 SORT(3) 3

(C2) matrix([x~2+y~2, xy]. [x"3+x "y % x°y-v%] )
2 b v
¥ o+ x =

(02}

ki + X
(031 odeZ( diffly.x.2) - ¥ = 1, y.x):

(D3) y=%1<1%£x+%x2%£ -1
(04} expand{{x+y+z)~4);

4 3 3 2 2 Z Zo2 3 2
Md) z +dyz +dxz +6y =2 +12xyz +6x z +4y z+12xy =
2 3 4 3 2 2 3 4
+18x vye+dx 2+y +dxy +6x v +4x yv+x
sy i
f
——:%%  *maxima* {(Inferior Maxima: run)--L31--C5--All. 4

|< Parentheses match

Figura 1.1: Screenshot: Maxima en emacs.

- wxMaxima File Edit Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Window Help

8o0e wxMaxima 0.8.0 [ 10_minute_{wx)Maxima_tutorial wxm?* |
B o o B8 0 9 e
Févert an assumption, use “forgetT.

(Note: to get help on any function, just click on the function name
and press F1. Try it.)

) assume(n > @)%
egrate{ 1 / (x°2 + a), x);
forget(a > @)%

atan

Now that you've learned the basics, it's time for some general
mathematical examples! Remember: if you want to know more about
a specific function, click on it and press F1.

Solving equations using solve:

3) solve(o*xA2 + b*x + ¢ = @, X);
Jbf-aacen Aol -aac-b
L e

Za Za

Linear algebra. Use "matrix" to create matrices. Matrices can contain
non-number expressions. Use "invert" to calculate an inverse and "."
for matrix multiplication.

|r/ A: matrix([1,-1],

TR
Welcome to wxMaxima Ready for user input

Figura 1.2: Screenshot: wxMaxima en Mac.
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1.2. Entorno

Se comenzara con una descripcién global de MAXIMA, funciones, estructura
y caracteristicas propias, para dar a conocer el ambiente de trabajo.

Sin ser un manual, esta seccién tiene el objetivo de dar una visién muy gene-
ral de lo que es MAXIMA y algunos atributos que tiene como software de célculo
simbélico.

MAXIMA tiene una manera peculiar de manejarse comparado con otros pa-
quetes de software matemético, ello lo hereda de Lisp (el cual se verd con detalle
posteriormente) ya que estd escrito sobre él y con algunos comandos se conserva
el formato de listas.

Al iniciar con el programa se tiene la siguiente sintaxis en la ventana de
comandos: (%i1)

Lo cual indica que MAXIMA espera el “primer input”. Si se ejecuta una
instruccién, por ejemplo:

(%i1) 2 + 2;
Se tiene de salida:
(%o1) 4

Lo que se lee “primer output” 4.

Conforme se trabaja se van enumerando los inputs y outputs para tener un
control en memoria de lo ejecutado y si se desea llamarlos, posteriormente, po-
der hacerlo.

Cada instruccién que quiera ser ejecutada tiene que ir al final con “;” seguido
de un ENTER, de otra forma es sélo texto lo que resulta. Si no se quiere ver en
pantalla lo que se despliega como output, se coloca $ terminando la linea.

Input Output
(%) x:1;  (%o) 1
(%i) x:1%

Cuando se quiere eliminar una variable se utiliza el comando KILL para borrar
de memoria su valor, por ejemplo:

Input Output
(%1) kill(x); (%o) done

en caso de hacer que todas las asignaciones que se hayan declarado previamente
se borren de memoria, basta dar un KILL(ALL).

Los comentarios se escriben con la siguiente sintaxis: /* comentario */
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1.2.1. Funciones y Comandos Basicos

MAXIMA tiene, por ser un lenguaje para matematicas, las funciones estandar
de la materia.

« ”

— Suma “+”, resta “- 7, multiplicacién “

x” divisién “/”, potencia “7”.

— Raiz cuadrada “sqrt(x)”, seno “sin(x)”, coseno “cos(x)”, tangente
“tan(x)”, etc.

Al ser simbdlico el ambiente se tiene en mente una estructura apropiada, ya

que el sistema trabaja diferente a lo que uno podria estar acostumbrado. Si por
ejemplo se escribiera lo siguiente:

(i) 4 / 3;
el output resultante estaria dado por:
0 4
(AO) 3

Para poder ver el resultado en un niimero decimal se tiene el comando
BFLOAT que convierte su argumento a un flotante:

(%i) bfloat(4/3);
(%o) 1.33333333333b0

Lo mismo sucede con las funciones analiticas que estan implementadas ya.

Para constantes comtunmente usadas e, m,y,¢ MAXIMA reserva caracteres
especiales y poder manipularlas, antecediendo el signo %:

(%1) bfloat(%pi); (%0) 3.141592653589793b0
(%1i) bfloat(%e); (o) 2.718281828459045b0
(%i) bfloat(Ygamma); | (%o) 5.772156649015329b— 1
(%1i) bfloat(%phi); (%0) 1.618033988749895b0

MAXIMA por estar orientado a lenguaje simbdlico tiene funciones “extras”
para su uso: EXPAND, RATSIMP son algunas de ellas que cumplen con ese come-
tido.

La tabla de abajo muestra el uso de las mismas y su sintaxis.

Input output

(%) (22 —2—1)*(a+1); (%) (a+1)(2? —x—1)

(%i) expand((z?—z—1)x(a+ (%0) az’+a® —ar—x—a—1
1));

(%1i) ratsimp(az?® + 2% —ax — (%o) (a+1)z*+(—a—1)z—a—1
r—a—1);
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Como se puede observar, mientras que EXPAND sélamente desarrolla los
términos de alguna expresion, RATSIMP la simplifica.

La funcién que realiza el proceso inverso se llama FACTOR y factoriza las
expresiones que tiene por argumento:

Input Output
(%) factor(z®—1); (%) (x— 1)+ 1)(z? -z +1)(z?+z+1)

(M WLy We_»
=","

Lo siguiente es hacer notar la diferencia entre los caracteres *
ya que cada uno de ellos se utiliza en distintos contextos.

)

Descripcién Ejemplo
La igualdad funciona como | (%i) z = 1;
__ | simbolo exclusivamente, no tiene | (%o0) z = 1
" | propiedad de asignar o pasar | Aqui sélo se tiene la ex-
valores. presién simbdélica.
(%) = : 1
Los dos puntos tienen la funciéon | (%o) 1
de asignar valores. Aqui z tiene asignado el
valor de 1 en memoria.
| Los dos puntos con el igual sirve | (%1) f(x) :=x"3;
~ | para definir funciones. (%) f(x) =23

Una funcién interesante dentro del programa es BLOCK, la cual ejecuta una
serie de sentencias dentro de un bloque con sus propias variables (locales), ain
cuando éstas hayan sido declaradas previamente, dando como resultado la eva-
luacién de la dltima sentencia.

Input Output

(h1)  x:-1; (%0) —1
y:il; (%0) 1
block([x,y]l,x:2,y:5,xxy); (%o) 10
XKy ; (%0) —1

Como lo muestra la tabla con el ejemplo para BLOCK, inicialmente las va-
riables x, y son declaradas con 1 y —1, dentro del bloque se vuelven a definir y
se les asignan otros valores y se opera con ellos. El resultado del bloque es 10
la operacién definida dentro, mientras que en el iltimo renglén es —1 operacién
resultante de los valores que se tenian desde el inicio.

1.2.2. Listas

Al ser programado sobre Lisp, MAXIMA hereda en algunas instrucciones el
formato de listas. Se veran las funciones mas comunes con ejemplos.
Lo primero es ver cémo se declara una lista:

Input Output
(%i) X : [1,2,3,4]; | (%o) [1,2,3,4
(%i) Y : [5,6,7,8]; | (%o) [5,6,7,8
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Al manejar listas en las operaciones aritméticas bésicas (+,-,*,/) se hace entrada
a entrada:

(%) X 4+Y; | (%o) [6,8,10,12]
(1) X-Y; (ho) [—4,—4,—4,—
(%) X *Y; | (ho) [5,12,21,32]
(%) X/Y; | (hod %,%,%,%]

La siguiente tabla contiene algunos de los comando que se manejan con listas.

1

Funcién Descripcién Ejemplo
append Une listas. (%1i) append(X,Y);
(%o) [1,2,3,4,5,6,7,8]

Une un elemento en el pri-
cons mer sitio de una lista ya | (%i) cons(0,X);
creada.
(%) [0,1,2,3,4]

(%i) first(X);
(%) 1
Devuelve el ltimo ele-

last mento de la lista (%i) last(X);
(%o) 4

Devuelve el primer ele-

fi .
irst mento de la lista

Crea una lista a partir de
makelist | una expresion o sentencia | (%i) makelist(2*i,i,1,4);
dada.
(%o) [2,4,6,8]

(%1i) length(X);
(%o) 4

Devuelve la longitud de

1 th .
eng una lista.

Arroja true si el argumen-
listp to es una lista, false en ca- | (%i) listp(X);
so contrario.
(%o) true

Invierte el orden de los ele- o
. (%i) reverse(X);
mentos de una lista.

(%0) [4,3,2,1]

Crea una lista evaluando una expresién o sentencia sobre
una lista de listas.

(%i) createlist ([i,j],i,[1,2],j,[a,b,cl);

Cho) [ [1,a],[1,b],[1,c],[2,q],[2,0],[2,¢] ]

Una funcién peculiar es MAP, la cual aplica alguna sentencia o funcién sobre los

elementos de una lista. APPLY por su parte tiene como argumentos una funcién
y argumentos propios los cuales se van a evaluar en la funcién.

reverse

create_list

Input Output
(%i) map(sin,X); (%o) [sin(1), sin(2), sin(3), sin(4)]
(%1) apply(min,X); (%o) 1
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1.2.3. Algebra Lineal y Matrices

Lo siguiente serd dar una descripcién de las implementaciones que tiene
MAXIMA en el area de algebra lineal y matrices, a manera de introduccion, ya
que se utilizaran algunos de estos comandos y funciones para el médulo que se
creara como objetivo del presente trabajo.

Una matriz se define como lo indica la siguiente tabla:

Nombre Input Output
1 2 3
matrix | A: matrix([1,2,3],[4,5,61,[7,8,9]1); 4 5 6
7 8 9
a c
matrix | B: matrix([a,b,c],[d,e,f], [g,h,i]); d e f
g h 1

Las operaciones béasicas (+,-,%,/) entre matrices se hacen entrada a entrada.
El producto entre matrices se define por *”

Input Ouput

[a+1 b+2 c+3]
+ | (%1) A+B; | (%0) |d+4 e+5 f+6
l9+7 h+8 i+9]

— | (%) A-B; | (%) |[4—d 5-¢ 6-f

a 2b 3c
* | (1) AxB; | (%o) |4d 5e 6f
79 8h 9i
12 3
sy ams | oy |18 %
708 )
Lg h i

-] (%) AB;
3g+2dta 3ht2etb Bit2ftc
(%ho) |6g+5d+4a 6h+5e+4b 6i+5f+4c
9g+8d+Ta 9h+8e+Tb 9i+8f+Tc

Algunas operaciones basicas entre matrices se muestran a continuacién?.

’mattrace requiere cargar el paquete nchrpl.
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Funcién Descripcién Ejemplo
determinant | Calcula el determinante | (%i) determinant(A);
de una matriz
(%) 0
col Extrae la ¢-ésima columna | (%i) col(A,2);
de una matriz.
2
(ho) |5
8
row Extrae el j-ésimo renglén | (%i) row(A,3);
(%) [7 8 9]
mattrace Devuelve la suma de los | (%i) mattrace(A);
valores de la traza de una | (%o) 15
matriz.
minor Devuelve el menor de | (%i) minor(A,1,1);
algtin elemento (i,j) de la | ., 5 6
. (%ho)
matriz. 8 9
submatrix Devuelve una matriz sin el | (%1i)
i-ésimo renglén ni la j-ési- | submatrix(1,A,3);
ma columna (%0) 4 5
’ 7 8
matrixp Devuelve true si el argu- | (%1i) matrixp(A);
mento es una matriz, false | (%o) true
en caso contrario
transpose | Devuelve la transpuesta | (%i) transpose(A);
de una matriz. 1 4 7
(%) |2 5 8
3 6 9
diagmatrix | Crea una matriz con elementos x en su diagonal,
éstos pueden ser valores, listas, matrices.
(%i) diagmatrix(4,[1,2]);
[1,2] 0 0 0
. 0 [1,2] 0 0
(hod 1 g 0 [1,2] O
0 0 0 [1,2]
eigenvalues | Devuelve los valores propios del argumento (matriz).
(%i) eigenvalues(A);
(o) [[—3V33=15 3V33+15 ] 11 1, 1]]
invert Devuelve la inversa de una matriz.
(%1) invert(matrix([1,-1]1,[2,1]1));
1 1
(%o0) { 3y ?]
3 3
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1.2.4. Diferenciacion e Integracion

Este pequeno apartado que corresponde a diferenciacién e integracion tie-
ne como objetivo mostrar los atractivos que tiene MAXIMA como lenguaje de
calculo simbdlico y por lo que se distingue de todo el software matematico.

La instruccién para derivar DIFF requiere como argumentos una funcién y la
variable sobre la cual derivar.

(%i) diff(x"8-4*x"6+2*x"2,%); (%0) 8z — 242° + 4z

(%1) diff(cos(x*y)-sin(x),y); (%ho) —zsin(xy)

(%i) diff (xxy*z~3+tan(x*z),z); | (%o) zsec(xz)? + 3zyz?

Cuando se busca una derivada de algtin order superior basta con agregar un
tercer argumento indicando cudl es el grado deseado.

(%1i) diff (x"8-4*x"6+2*x"2,%x,2); (%0) 5628 — 1202* + 4

(%i) diff(cos(x*y)-sin(x),y,2); (%0) —z%cos(zy)

(%i) diff (x*ky*z~3+tan(x*z),z,2); | (%) 2x2sec(wz)*tan(zz)
+6zyz

Si se desea no evaluar las funciones que DIFF tiene como argumento y trabajar
simbélicamente basta poner una coma simple antes del comando.

(%i) 2diff (x"8-4%x"6+2%x72,%x); | (%0) -L (2% — 428 + 222)

d
dx
(%i) ’diff (cos(x*y)-sin(x),y); (%o d% (cos(zy) — sin(x))

(%i) ’diff (x*xy*z~3+tan(x*z),z); | (%o) % (tcm(xz) + J:yz3)

El manejo de las derivadas de la forma en que se presenté brinda algunas
ventajas, por ejemplo si se quisiera resolver la siguiente ecuacion:

y'(x) +3y'(x) + x +y(z) =0

El cédigo en MAXIMA estd dado por:

(%hi) ’diff(y,x,2) + (%o) j—;quB(%y)er(:p)jo
3x’diff (y,x)+x + y;

Para resolver el sistema se utiliza ODE2® que tiene como pardmetros, la
ecuacién, la variable dependiente e independiente:

(%1i) ode2(%,y,x);

EEDE —V5-3)=
(o) y = %okl e T + Gh2e T — 543

3De primer orden o segundo.
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TAYLOR es un comando que da como resultado la expansiéon en serie de
Taylor de alguna funcién alrededor de un punto y con un cierto grado.

8

(%1i) taylor(cos(x),x,0,8); | (%o) 1—1—22—1—%—%—1—418”%—#...

(%i) taylor(1/x,x,1,4); (%) 1—(z—1)+(z—1)2—(z—
134+ (x—1)1+ ..

Para obtener algunos operadores diferenciales como el gradiente o la diver-
gencia, se requiere cargar en memoria el paquete “vect”.

(%i) load("vect");

(%o) /Applications/ ... /maxima/5.19.2/share/vector/vect.mac

Asi, dada una funcién se pueden calcular dichas operaciones las cuales se
pueden visualizar con el comando EXPRESS que transforma los nombres de los
operadores diferenciales en expresiones que contienen derivadas parciales.

Luego, para evaluar los resultados se usa EV con el argumento DIFF para que
sean mostradas de manera explicita.

(%i) grad(x~3+y~3+z73); (%0) grad(z3 + 3 + 2®)

(%i) express(%); (%) [L(z3 +y3 + 2?), %(23 +y3 +
%), 45 (2% + 9 + 2]

(%1) ev(%,diff); (%) [322,3y?%, 327

(%i) div([x"3,y°3,z731); | (%o0) div([x®,y3,23])

(%1) express(%); (%o0) %23+%y3+%$3

(%1) ev(%,diff); (%0) 322 + 3y2 + 322

(%i) laplacian([x"3,y°3,z°31); | (%0) laplacian([z3,y3,2?])

(%i) express(%); (%o j—;[x37y3,z3] +
;d_yz[x37y37z3]+%[$3,y3,z3]

(%1) ev(%h,diff); (%0) [6, 6y, 62]

En cuanto a integracién MAXIMA cuenta con el comando INTEGRATE que
devuelve la integral de una funcién, estd orientado al calculo de funciones ele-
mentales y analiticas.

INTEGRATE tiene como argumentos la funcién a integrar y la variable con
respecto a la cual se desea operar.
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(%i) integrate(x~5+x"4-6,%); (%0) % N % e

(%i) integrate(cos(y)~3,y); (%0) sin(y) — Sinéy)3

(%1i) integrate(z* %e”(3%z72),z);

o (76322
(%o) L&

Si se quiere evaluar la integral resultante en un intervalo [a,b], se agregan
como argumentos los puntos extremos del intervalo.

(%i) integrate(x"5+x"4-6,x,0,1);

(%i) integrate(cos(y)~3,y,0, %pi/2);

(%1i) integrate(z*’%e~(3%z72),z,0,1);

Igual que en el caso de diferenciacion, si se opta por querer trabajar de
manera simbélica las integrales, se antecede una coma simple a la instruccion:

(%i) integrate(x"5+x"4-6,x,0,1); (%o) fol 25 + 2t — 6dx

%pi
(%i) integrate(cos(y)~3,y,0, %pi/2); | (%o) fOT cos(y)3dy

Cho) [ 2 %e* dz

(%1) integrate(z* e~ (3%z72),z,0,1);

CHANGEVAR realiza un cambio de variable para una funcién f(u,z) = 0 en
términos de la nueva variable u por x.

Si se tiene g : [a,b] — R de clase C! en [a,b] y f: R — R continua, entonces
el teorema de cambio de variable asegura:

/j(fog)~g’/:(b)f

(@)

tomando
fly) =ev¥, a>0; y € 10,4]
(2) = = ¢'(2) =2
z z)=2-
g a g o

el cambio de variable es:

4 9 [—2va
/ eVWdy = —/ zelldz
0

aJo

En MAXIMA los comandos son los siguientes:
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(%1i) assume (a>0);

(%1i) ’integrate (%ex*sqrt(a*y),y,0,4);

(%0) f04 eVavidy

(%1i) changevar(%,y-z"2/a,z,y);

2 [0 zel*ldz
(%0) _sz+

Como tema ligado a la integracion esta la de sumas, las cuales son dadas
por dos tipos, las finitas e infinitas.

(%1i) sum(i~2,i,1,100); (ho) 338350

(%) sum(1/x°2,%,1,inf); | (%) 27 L

Si se desea ver el valor de la suma, en caso de converger, se requiere de la
instruccién SIMPSUM: ,

(%1) sum(1/x°2,x,1,inf) ,simpsum; | (%o) %2

(%1) sum(x"2,x,1,inf),simpsum; (%o) sum: sum is divergent. -
an error. To debug this try de-
bugmode (true);

Como se observa, cuando diverge la suma aparece un “error” con su corres-
pondiente aviso.

MAXIMA posee cdlculo para integrales dobles del estilo de (1.1) con el paquete
DBLINT que previo uso se carga en memoria.

b ps(z)
/ / | Ty (1.1)

De igual forma, posee una biblioteca llamada QUADPACK la cual contie-
ne un conjunto de funciones y rutinas especializadas en el cdlculo numérico de
integrales definidas por una variable. Estd formada por rutinas de un trabajo
conjunto de Piessens, E. de Doncker, C. Ueberhuber y D. Kahaner.

Para mas detalles de lo anterior se puede consultar la pigina de MAXIMA
[20] donde se encuentran manuales con las especificaciones de cada uno.

1.2.5. Graficos

Entre las opciones que Maxima tiene se encuentran las implementaciones para
graficos, los hay en 2D y 3D. Se dard una descripcién de los principales coman-
dos y algunos ejemplos.
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contour_plot: Grafica las curvas de nivel de una expresién sobre un domi-
nio, Figura 1.3.

(%1i) contour_plot(x~"2 + y~2, [x, -1, 11, [y, -1, 11);
(%1i) contour_plot(sin(y)*cos(x)"~2,[x, -10, 10], [y, -10, 10]);

(a) x"2+y"2 (b) sin(y)*cos(x)"2

Figura 1.3: contour_plot

plot2d: Grafica una funcién para un cierto rango de las variables que tenga
por argumento, Figura 1.4.

(%i) plot2d(sin(x), [x,-15, 15]);
(%1) plot2d(-x~5+x"3-8*x-2,[x,-5,5]);

AAAAA

(a) sin(x) (b) -x"54x"3-8*x-2

Figura 1.4: plot2d

plot2d tiene dos opciones de graficado, la forma parametric (paramétrica) y

discrete (discreta). La figura 1.5 (a) muestra un ejemplo del formato paramétri-
coy en 1.5 (b) uno del formato discreto.

(%1i) plot2d([parametric,2*cos(t)-1/2%cos(2*t),
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2xsin(t)-1/2*(2*t), [t,- %pi*3, %pi*3], [nticks,800]1], [x,-4,4]1);
xx : [1,2,3,4]1%
yy @ [1,4,9,16]%
plot2d([discrete,xx,yyl, [style,points], [x,0.5,4.5],[y,-1,17]1);

Las Figuras 1.6 y 1.7 muestran algunos ejemplos para el comando plot3d.

(a) parametric (b) discrete

Figura 1.5: plot2d

Figura 1.6: plot3d

Para llamar los gréaficos desde Mac hay que agregar un argumento extra
[GNUPLOT-_TERM,AQUA] que hace el llamado a la terminal propia del sistema
operativo.

Para més detalles de las funciones y comandos que se presentaron, se pue-
den consultar las paginas de MAXIMA [20] y WXMAXIMA [21] para encontrar
manuales completos de ellas.

Ya que el presente trabajo no tiene como objetivo detallar minuciosamente
las funciones de MAXIMA si no presentar un panorama general de ellas, para
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Figura 1.7: plot3d

luego enfocarse en el médulo de geometria cuantica, se muestraron los comandos
comunes para introducir al lector al ambiente.

1.3. Algebra Computacional

El area del Algebra Computacional y Simbélica, (SAC por sus siglas en
inglés) tiene como objetivo automatizar de forma computacional procesos ma-
tematicos de todo tipo. Resultando en sistemas computacionales, comerciales
y experimentales sumamente poderosos como herramientas para cientificos, in-
genieros y profesores. E1 SAC usualmente combina matemaéticas con avanzadas
técnicas computacionales. Para referencias e historia puede consultarse, [2], [5],

[4] y [13].

La siguiente es una lista tomada de [20] haciendo referencia al software exis-
tente en el drea del Algebra Computacional de uso libre o de cédigo abierto.

s AXIOM. Un sistema de Algebra Computacional de propédsito general.
Util para hacer mateméticas por computadora para investigacion y desa-
rrollo de algoritmos matematicos. Define una tipificacion muy fuerte, una
jerarquia de datos mateméticamente correcta. Tiene un lenguaje de pro-
gramacién e incorpora un compilador.

Hay también una herramienta: ROSETTA STONE la cual ofrece traduccio-
nes de muchas de las operaciones bésicas para varios sistemas de algebra
computacional, incluyendo MAXIMA.

= GAP. Es un sistema para trabajo con algebra discreta, con particular
énfasis en Teorfa de Grupos Computacional.

= JASYMCA. Es una calculadora simbélica escrita para teléfonos mébiles
y PDAs. Resuelve y manipula ecuaciones, maneja problemas bdsicos de
célculo y provee un poco mas de las tipicas funciones de un sistema de
algebra computacional. La sintaxis esta relacionada con GNU-Maxima.
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= REDUCE. Es un sistema interactivo para calculos algebraicos generales
de interés para matematicos, cientificos e ingenieros.

= SINGULAR. Es un Sistema de Algebra Computacional para manipu-
lacién polinomial con especial énfasis en algebra conmutativa, geometria
algebraica y teoria de la singularidad.

= YACAS. Es un sistema de Algebra Computacional de facil uso y de
propésito general, un programa para manipulacién simbdlica de expresio-
nes matematicas. Usa su propio lenguaje de programaciéon disenado para
célculos tanto simbdlicos como numéricos con precisién arbitraria.
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Capitulo 2
Lisp

2.1. Introduccion

Lisp (LISt Processing) uno de los dos lenguajes de programacién mds an-
tiguos! que maneja una sintaxis a base de listas, es creado en 1959 por John
McCarthy cuando residia en el Instituto Tecnolégico de Massachusetts (MIT) y
en un principio es usado para programacién en Al (Artifitial Intelligence).

John McCarthy mostré como un conjunto pequeno de operaciones simples y
la nocioén de funcién se puede construir un lenguaje de programaciém completo.
Luego que Fortran fuera mostrado como una innovadora forma de poder realizar
calculos matematicos sin necesidad de realizarlo en lenguaje de ensamblador, si
no con notacién acorde a lo que entiende uno en la matematica usual, LISP en
sus inicios fue una forma de repetir lo logrado pero a base de listas.

Incluso en su primera versién se hizo llamar FLPL (FORTRAN List Proces-
sing Language) para luego crecer como LISP y se desarrollasen una cantidad de
versiones en torno a él.

Lisp tiene muchos dialectos los cuales han ido evolucionando conforme a las
necesidades de los programadores, dos de los més usados son COMMON LISP y
SCHEME. Algunos compiladores y versiones son: ABCL, ALLEGRO COMMON
Lisp, CLICC, CLISP, CLoJURE, CLOZURE CL2, CMUCL, CORMAN LISP,
DorLips, ECL, GCL, HEDGEHOG, ... para mas referencia puede consultarse
la pagina [22].

La manera en que se construy6 LISP es ahora uno de los tipos de programa-
cién que se trabajan, uno precisamente bajo el modelo de Lisp (declarativo) y
el otro del tipo en que se maneja C (imperativo).

LEl primero es FORTRAN.
2Sobre esta versién de LISP se trabajara para efectos de pruebas y ejemplos.
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2.2. Entorno

2.2.1. Sintaxis, Funciones y Comandos Basicos

LispP es un lenguaje que se maneja a base de listas casi en su totalidad. La
forma en que se declaran variables, niimeros, cadenas.
Las funciones también son declaradas con ese formato, de la siguiente forma:

(nombre funcidn, argumento 1, argumento 2, ...).

ejemplo:
> (+23) = 243 > (*x23) = 2x3
5 6
> (—-23) = 2-3 > (/23) = 2/3
-1 2/3

Las funciones analiticas que por default tiene ya programadas responden a
esta l6gica’.

> (cos 1) = cos(1) > (exp 1) = ¢!

0.54030234 2.7182817
> (log 1) = log(1) > (sqrt 1) = V1
0 1.0

Si se deseard escribir una combinacién de ellas, se tienen que seguir las
mismas reglas:

> (= (% (+ (cos 1) (exp 1)) (log 2)) 2) = (cos(1) +e') xlog(2) — 2
0.25867844

La forma en que se opera es, si la lista estd anidada como arriba, calcular
de adentro hacia afuera.

Una caracteristica que LISP tiene por ser un lenguaje simbélico es el manejo
de fracciones como tal, es decir, sin convertirlas a niimeros flotantes:

> (+(/12)(/13) = %+%
5/6

Cuando alguna de las operaciones bésicas tiene més de un argumento, realiza
la operacion dos a dos, donde el primer nimero que opera es el resultado de los
anteriores.

3El sfimbolo “>” es el cursor que se utiliza en la pantalla de comandos, a veces se tiene “$”
como cursor, depende de la versién.
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> (+1234) 10
> (-1234) -8
> (x1234) 24
> (/1234) 1/24

Para asignar valores a una variable se utiliza SETQ:

> (setqx 1) X tiene el valor asignado de 1.

2.2.2. Listas

Una lista estd hecha de dtomos* u otras listas. Para definir una lista se

utiliza una comilla simple * antes de ella, de otra forma genera un error, ya que
Lisp tiene reservado el primer sitio de cualquier arreglo para funciones y los
consecutivos para los argumentos de éstas. Por ejemplo si se escribiera:

> (1234)

Error: Car of (1 2 3 4) is not a function name or lambda-expression.
La forma correcta de definir la lista es,

> ‘(1234)
(1234)

Se asigna a la variable list la lista formada por ‘(1 2 3 4).

> (setq list (1 2 3 4))

Cada lista tiene dos formas de ser representada, interna y externamente.®

La forma externa es cémoda porque es compacta y facil de usar. La repre-
sentacién interna es la manera en que la lista se almacena en memoria, hay una
representacién grafica para entenderlas.

La representacion interna de lista no involucra paréntesis, en memoria son
organizadas como cadenas de CONS en celdas. Las celdas son ligadas por pun-
teros, cada celda tiene dos punteros uno que senala al elemento de la lista y el
otro hacia la siguiente celda en la cadena que se representa.

La Figura 2.1 nos muestra la representacion interna (a nivel de memoria) de
la lista (a b ¢). Como se observa la lista al final apunta a NIL convencién que
L1sP tiene.

La lista vacio es denotada por () e internamente es representada por NIL.

4Un 4tomo es la unidad bésica en la estructura de dato que LiSP tiene para si.
5Entendiendo externamente como se despliega en pantalla para el usuario.
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NIL

1
l

Figura 2.1: Diagrama representando la lista (a b c).

Ye—1o

Otras funciones bastante utilizadas son CAR (Contents of Address portion
of Register) y CDR (Contents of Decrement portion of Register) socorridas a
la hora de programar. Estas reciben como argumentos listas y a base de los
punteros que tienen asignados se ejecutan, mientras que CAR toma lo que
esté dentro de la primera celda y lo muestra como salida, CDR brinca a la
segunda celda y toma lo que hay de ahi en adelante.

Comando | Descripcién Ejemplo
CAR Extrae el primer elemento de una | > (car list)
lista.
1
CDR Extrae los dltimos n — 1 elemen- | > (cdr list)
tos de una lista de n.
(23 4)

La funcién CONS (CONStruct) toma su primer argumento (el cual puede
ser un atomo o lista) y lo inserta delante del primer elemento de su segundo
argumento.

Tiene la implementacién “inversa” de lo que realizan CAR y CDR ya que
mientras las segundas extraen elementos de una lista el primero crea listas nuevas
a partir de dos.

Comando

Descripcion

Ejemplo

CONS

Crea listas.

> (cons 1 ‘(2 3 4)
(1234)
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A continuacién se muestran algunas funciones para crear listas.

Comando Descripcién Ejemplo
LIST Crea lista a partir de sus argu- | > (list ‘a ‘b ‘c ‘d)
mentos.
(ABCD)
APPEND | Tiene como argumentos dos lis- | > (append ‘(a b) ‘(c d))
tas, devuelve una séla lista con
la unién de las primeras.
(ABCD)
REVERSE | Devuelve la lista que tiene como | > (reverse ‘(a b ¢ d))
argumento pero en orden inverso.
(DCBA)
FIRTS Devuelve el primer elemento de | > (first ‘(a b ¢ d))
una lista.
A
LAST Devuelve el ultimo elemento de | > (last ‘(a b ¢ d))
una lista.
D
REMOVE | Quita el elemento de una lista | > (remove ‘a ‘(aab cd)
que lo contenga.
(BCD)
MEMBER | Verifica si su argumento pertene- | > (member ‘a ‘(a b ¢ d))
ce a una lista, de encontrarse de-
vuelve T (como la lista completa)
y NIL en caso contrario.
(ABCD)
2.2.3. Predicados

Algo que distingue a LISP es el tener en su estructura el concepto de “pre-
dicado”, el cual es una prueba de veracidad sobre alguna propiedad.

El predicado es una funcién que devuelve T (true) o NIL (false) si la prueba
que realiza a su argumento se cumple como cierta o no. LISP tiene esta categoria
dentro de sus funciones.

El predicado ATOM devuelve T si su argumento es un numero, cadena,
caracter, simbolo, etc, o visto como todo aquello que no sea un CONS.

> (atom 1)
T T

> (atom (car ‘(a b ¢ d))

Algunos de los predicados usados son lo siguientes:
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Comando Descripcién Ejemplo
NUMBERP Verifica si el argumento es un | > (numberp 3)
nimero.
T
> (numberp ‘e)
NIL
INTEGERP Verifica si el argumento es un | > (integerp 3)
numero entero.
T
RATIONALP | Verifica si el argumento es un | > (rationalp 3)
nimero racional.
T
FLOATP Verifica si el argumento es un | > (floatp 3)
numero flotante.
NIL
> (floatp 3.0)
T
COMPLEXP | Verifica si el argumento es un | > (complexp 3)
ntimero complejo.
NIL
SYMBOLP Verifica si el argumento es un | > (symbolp ‘e)
simbolo.
T
> (symbolp 3)
NIL
LISTP Verifica si el argumento es una | > (listp ‘(a b))
lista.
T
ZEROP Verifica si el argumento es 0. > (zerop 3)
NIL
ODDP Verifica si el argumento es par. > (oddp 3)
NIL
EVENP Verifica si el argumento es impar. | > (evenp 3)
T
< Verifica si sus argumentos cum- | > (< 2 3)
plen con la relacién “menor que”.
T
> Verifica si sus argumentos cum- | > (> 2 3)
plen con la relacién “mayor que”.
NIL
= Verifica si sus argumentos cum- | > (= 2 3)

plen con la relacién “igual que”.

NIL
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Los predicados presentados son de los mas comunmente usados sin embar-
go existen mds, por mencionar algunos extras: NULL, CONSP, CHARACTERP,
STRINGP, BIT-VECTOR-P, VECTORP, SIMPLE-VECTOR-P, SIMPLE-STRING-P, SIM-
PLE-BIT-VECTOR-P, ARRAYP, PACKAGEP, FUNCTIONP, COMPILED-FUNCTION-P,
COMMONP, STREAMP, RANDOM-STATE-P, READTABLEP, HASH-TABLE-P, PATH-
NAMEP.

2.2.4. Conjuntos

Lisp tiene dentro de sus implementaciones un apartado de funciones pa-
ra manipular conjuntos, con las operaciones que se conocen para ellos, union,
interseccion, diferencia, se mostrard una breve descripcién de ellas.

INTERSECTION Devuelve la lista formada por la interseccién de las
listas que tiene como argumentos. Si no tienen ele-
mentos en comuin devuelve NIL.

Ejemplo: > (intersection‘(alb2c) ‘(1 a2b 3))

(2B1A)
UNION Devuelve la unién de las listas que tiene como argu-
mentos.
Ejemplo: > (union‘(alb2c¢)‘(la2cb3))
(1IA2CB3)

SET-DIFFERENCE Devuelve una lista con los elementos resultan-
tes luego de quitar los elementos de una lista
a otra.
Ejemplo: > (set-difference‘(alb2c¢)‘(1a2b 3))
(©)
> (set-difference (1a2b3)‘(alb2c))
(3)
REMOVE-DUPLICATES Retira los valores repetidos de una lista.
Ejemplo: > (remove-duplicates ‘(alad3abd4dc
5))
(ID3AB4CH5)
SUBSETP Predicado que devuelve T cuando uno de sus
dos argumentos es subconjunto del segundo y
en caso de no serlo NIL.
Ejemplo: > (subsetp ‘(1 a) ‘(1 a2b 3))
T
> (subsetp ‘(b 4) {(1a2b 3))
NIL
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2.2.5.

Funciones

Cuando se define una funcién, creada por el usuario, en LISP ésta tiene
la misma jerarquia que las ya implementadas. Lo que significa que cualquier
funcién nueva sera considerada como una extension del mismo LiSP. Se tienen
varias implementaciones para definir una funcién, se veran algunas de ellas.

QUOTE

Regresa sus argumentos los cuales no son evaluados.

Sintaxis

Ejemplo:

DEFUN

> (quote (* n n n))
(* NN N)

> (quote (3 3 3))
(333)

Es un tipo de funcién llamada MACRO FUNCTION la cual no evalia
sus argumentos. El primero de ellos es el nombre de la funcién a
crear, el segundo es, el o los argumentos a utilizar para la nueva
funcién y el resto es para detallar el cuerpo.

Sintaxis para declarar una funcion.

Ejemplo:

> (defun potencia3d (n) (* nnn))
POTENCIA3

Modo de llamado.

> (potencia3 4)
64

DEFUN tiene dentro de la sintaxis para declarar los argumentos de las
funciones a crear los llamados lambda-list keywords que es una lista extra
de argumentos que permiten hacer pruebas adicionales a lo que la funcién en si

va a realizar.

& OPTIONAL: Permite agregar argumentos opcionales a la funcién sin
que éstos necesariamente se utilicen.

& REST: Agrega una cantidad ilimitada de argumentos a la nueva funcion.

& KEY: Permite incluir una lista de argumentos extras sin que exista
problema alguno si no se evalian todos.

& AUX: Da flexibilidad a crear variables locales a las cuales se les puede
asignar un valor predeterminado en caso contrario toma el valor de NIL.

La expresién LAMBDA sirve para crear funciones que son evaluadas al
momento de ejecutarse.

LAMBDA La expresion lambda sirve para definir funciones, requiere

del o los argumentos y el cuerpo de dicha expresion.

Si se desea programar A(n) = n>.

Ejemplo: > (lambda (n) (* n n n))
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APPLY Toma una funcién (como argumento) y una lista como se-
gundo argumento, aplicando la funcién a la lista. Se tiene
que escribir con #‘ para ser ejecutada.

Sintaxis.
Ejemplo: > (apply #* ‘(4 4 4))
64
> (apply #'= (1 2))
NIL

Otra de las caracteristicas que tiene LiSP, como ya se habia mencionado, es
el hecho de tener funciones que llamen funciones como argumentos, FUNCALL

tiene esta propiedad.

FUNCALL Recibe como datos de entrada, una funcién y los argumen-
tos de la misma para evaluarlos sobre ellos.
Sintaxis: (funcall #‘funcidn argumento-1 ... argumento-n)
Ejemplo: > (funcall #* 44 4)
64
> (funcall #‘potencia3d 4)
64

MAPCAR  Funcién que evalia una funcién (que tiene por argumento)
en una lista.
Sintaxis: (mapcar #‘funcidn lista)
Ejemplo: > (mapcar #‘sqrt ‘(149 16))
(1234)
> (mapcar #‘ potencia3 ‘(1 2 3 4))
(1827 64)
Dentro del entorno que maneja LiSP las variables tienen distintas formas de

ser declaradas, las que actiian a nivel local y las globales. LET es una funcién
que permite manejo de variables locales dentro del cuerpo de la misma.

LET Permite definir variables locales y dentro de su entorno ejecutar
una serie de sentencias, devolviendo como valor el ultimo calcula-
do.

Sintaxis: (LET (variable-1 valor-1 ... variable-n valor-n) cuerpo)
Ejemplo: > (let ((n3 (* 44 4))
(s (+ 4 4)))
(list n3 s))
(64 8)
LET* Realiza las mismas funciones que LET salvo que aqui las variables
locales que se crean pueden interactuar entre ellas.
Sintaxis: (LET (variable-1 wvalor-1 ... variable-n valor-n) cuerpo)
Ejemplo: > (let* ((n3 (*444))
(s (+ 4 n3)))
(list n3 s))
(64 68)
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2.2.6. Condicionales y Recursion
Condicionales

Lisp por ser lenguaje de programacién tiene sus condicionales, unos estanda-
res y otros propios, se revisaran algunos de ellos, con una breve descripcion y
un ejemplo para fijar ideas.

IF El condicional ejecuta una instruccién si la sentencia légica que
tiene asignada es verdadera (T) y otra en caso de ser falsa (NIL).
Sintaxis: (IF (Sentencia ldgica) (Si T hacer) (Si NIL hacer))
Ejemplo: > (if (> 1 0) ‘positivo ‘negativo)
POSITIVO
> (if (> -1 0) ‘positivo ‘negativo)
NEGATIVO

COND  Consiste en una lista de pruebas con sus respectivas instrucciones.
Va verificando cada instruccién y de ser cierta se ejecuta el cuerpo
de ese nivel y da como salida el valor calculado, de ser negativa
sigue al siguiente nivel haciendo lo mismo hasta acabar, si ninguna
prueba se cumple como verdadera da NIL como salida.

Todas la pruebas ciertas y se evalia la primera.
> (cond ((= 0 0) ‘Cero-es-igual-a-cero)
((< 0 1) ‘Uno-es-positivo)
((> 0 -1) ‘Uno-es-negativo))
CERO-ES-IGUAL-A-CERO

Dos tltimas pruebas ciertas, se evalia la primera.
> (cond ((= -1 0) ‘Cero-es-igual-a-cero)
((< 0 1) ‘Uno-es-positivo)
((> 0 -1) ‘Uno-es-negativo))
UNO-ES-POSITIVO

Ninguna prueba cierta, se devuelve el valor NIL
> (cond ((= -1 0) ‘Cero-es-igual-a-cero)
((> 0 1) ‘Uno-es-positivo)
((< 0-1) ‘Uno-es-negativo))
NIL

Para asegurar que siempre sea devuelto un valor en COND, no necesaria-
mente NIL, se puede poner al final como tltima prueba el valor T (verdadero)
con un sentencia a ejecutar. De resultar todas las pruebas falsas T siempre
devolvera el valor que se le haya asignado predeterminadamente.
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Todas la pruebas falsas y la dltima verdadera (T).
> (cond ((= -1 0) ‘Cero-es-igual-a-cero)
((> 0 1) ‘Uno-es-positivo)
((< 0 -1) ‘Uno-es-negativo)
(T ‘Ningun-resultado))
NINGUN-RESULTADO

Las macros AND y OR sirven para construir instrucciones que requieren
ser evaluadas de forma excluyente o parcial.

AND Ejecuta una serie de sentencias siempre y cuando es-
tas sean verdaderas, cuando encuentra la primera fal-
sa se detiene y devuelve NIL. De cumplirse todas
devuelve el valor de la dltima.

Sintaxis: (AND (sentencia 1) (sentencia 2) ... (sentencia n))
Las dos sentencias verdaderas. | La primera sentencia falsa.

> (and (< 0.51) > (and (> 0.51)
(> 0.50)) (> 0.50))
T NIL
Segunda sentencia falsa. | Ambas sentencias falsas.
> (and (< 0.51) > (and (> 0.5 1))
(< 0.50)) (< 0.50))
NIL NIL

OR Ejecuta una serie de sentencias hasta hallar la pri-
mera verdadera, de otra forma sigue hasta terminar,
si este es el caso devuelve NIL.

Sintaxis: (AND (sentencia 1) (sentencia 2) ... (sentencia n))
Las dos sentencias verdaderas. | La primera sentencia falsa.

> (or (< 051) > (or (>051)
(> 0.50)) (> 0.50))
T T
Segunda sentencia falsa. | Ambas sentencias falsas.
> (or (< 0.51) > (or (> 0.51))
(< 0.50)) (< 0.50))
T NIL
Recursién

Con las herramientas que se tienen hasta el momento y con ejemplos en
concreto se mostrard el concepto de recursién que tiene LISP.

Supdéngase que se desea calcular:
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la cual se puede ver de forma recursiva como:
S(n)=n+Sn-1)

si se toma S(0) = 0 se define la siguiente funcién:

(defun suma (n)
(cond ((zerop n) 0)

(t (+ n (suma (- n 1))))))

La segunda linea verifica con el predicado ZEROP, si el argumento es cero, de
serlo asigna a la funcién SUMA el valor de cero. La tercera linea tiene la recursién
ya que se suma n + SUMA(n — 1).

Ejemplos: > (sumal) > (suma4)
1 10
> (suma 20) > (suma 100)
210 5050

Por ejemplo si se deseard programar el valor n-ésimo para la sucesién de
Fibonacci dada por F(n) = F(n—1)4+ F(n—2) con F(1) =1, F(0) =1y para
n > 2. Su funcién en LISP estaria dada:

(defun fib (n)
(cond ((zerop n) 1)
(=n1)1)
(t (+ (fib (- n 1)) (fib (- n 2))))))

Las lineas dos y tres calculan las condiciones iniciales mientras que la cuarta
da la recursividad.

Ejemplos: > (fib1l) > (fib0)

1 1
> (fib5) > (fib 20)
8 10946

Hay una manera equivalente de escribir (- n 1) que LiSP tiene dado por:
(1- n). De esta forma las funciones definidas antes pueden ser escritas también
como:

(defun suma (n)
(cond ((zerop n) 0)
(t (+ n (suma (1- n))))))
(defun fib (n)
(cond ((zerop n) 1)
(=n1)1)
(t (+ (£ib (1- n)) (£ib (- n 2))))))
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Dos funciones que tienen comportamiento recursivo son DOLIST y DOTI-
MES.

DOLIST Evalia un ciclo sobre los elementos de una lista que
se ejecutan en la instruccion definida.
Sintaxis:(DOLIST (variable lista) Sentencia a evaluar)
Ejemplo: > (dolist (x (1 23 4)) (print (potencia3 x)))
1
8
27
64
NIL

DOTIMES Evalda un ciclo sobre un indice creando una lista

como resultado de ejecutar una sentencia definida.
Sintaxis: (DOTIMES (variable sobre un contador) Sentencia a evaluar)
Ejemplo: > (dotimes (i 5) (print (potencia3i)))

0

1

8

27

64

NIL

L1SP cuenta con un poderoso bucle® para realizar iteraciones, éste es DO y
su variante DO*

DO  Es un macro que realiza ciclos hasta que la condicién
de paro se cumple. Puede ir actualizando variables al
mismo tiempo a distintos tamanos de paso de forma
independiente.

Sintaxis:
(DO ((variable-1 inicializacion-1 [Actualizacion-1])
(variable-2 inicializacion-2 [Actualizacion-2])

)

( prueba action-1 ... action-n)

cuerpo)
Ejemplo:  (defun fundo (n)
(do (A 1B)
(B1(+ AB))

(kn (1- k)))
((<=k0) B)))
Llamado: (mapcar #‘fundo (123456789 10))
(23581321 345589 144)

6Bucle = ciclo
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DO* Tiene las mismas funciones que el macro DO con
la diferencia que éste macro permite inicializar las
variables sin que se les haya necesariamente asignado
un valor especifico.

Ejemplo:  (defun fundo* (n)
(do (A 1B)
(BA(+AB))
(kn (1- k)))
((<=k0) B)))
Llamado: (mapcar #‘fundo* ‘(123456789 10))
((2 4816 3264 128 256 512 1024)

Ambas funciones tienen la siguiente estructura: se inicializan Ay Ben 1y
1 para FUNDO, 1 y A para FUNDO* (como A = 1, entonces B también toma el
valor de 1). La variable k va decrementdndose en cada iteracién en una unidad
y la condicién de paro es, si k < 0 devolver B.

Mientras que FUNDO da los elementos de la sucesién de Fibonacci, FUNDO*
las potencias n-ésimas de 2. Ambas funciones tienen esencialmente la misma
sintaxis incluso las dos en n = 1 toman el valor de 2.

Las dos tablas siguientes muestran la stil diferencia entre DO y DO*, como
se puede observar la primera actualiza el paso k-ésimo con las variables sélo del
paso (k-1)-ésimo en tanto la segunda actualiza el paso k-ésimo con todas la
variables que antes ya hayan cambiado su valor.

Primeras cuatro iteraciones para FUNDO.

Ai=1 Ay =1 A3 =2 Ay =3
Bi=1 By=A1+By B3=Ay+By DBy=A3+ B3
2=1+1 3=1+2 5=2+4+3
Primeras cuatro iteraciones para FUNDO*.
A;=1 Ay=1 A3 =2 Ay=4
Bi=1 By=Ay+DB, B3=A3+By DBy=A4+ B3
2=1+1 4=2+42 8=4+14

2.3. Macros

Las Macros son una forma de extender la sintaxis en LISP, un programa que
escribe programas. Brinda una ventaja al escribir de forma compacta algunas
funciones.

Una Macro no es por si séla una funcién, ya que escribe expresiones que al
ser evaluadas dan resultados concretos.

La forma en que se define una MACRO es similar a como se hace con las
funciones, la instruccion DEFMACRO permite comenzar. Se verd como:

Ejemplo

(defmacro opera2 (varl var2)
(list ’setqvarl (1ist '+ varl var2) var2 (list ’- varl var2)))




Lisp 33

La macro que se construye tiene como argumentos de entrada dos variables
varl y var2, utilizando SETQ se le pasan los valores var!l = (+ varl var2) y var2
= (- varl var2). El caracter ’ (quote) sirve para no evaluar expresiones cuando
se antecede a las funciones SETQ, + y -, éstas no se ejecutan.

Cuando la MACRO es cargada en memoria para posteriormente usarle, ésta
lee las lineas que tiene como parte de su cédigo y las evaltia en los argumentos
que tiene.

Cabe mencionar que OPERA2 hace su labor sobre variables ya tengan un
valor predeterminado, de otra forma marca error.

Paso 1: Ejecutar en LIsP
> opera?2
Paso 2: Asignar valores a dos variables.
> (setgal) > (setqbl)
1 1
Paso 3: Llamado en Lisp
> (opera2 a b)
1

Paso 4: Se muestra en una lista los valores que ahora tienen a y b.
> (list a b)
(2 1)
Se crea una lista para observar el comportamiento.
> (opera2 ab) > (list ab)

2 (3 2)
> (opera2 ab) > (list ab)
3 (5 3)
> (opera2 ab) > (list ab)
5 (8 5)

Como se puede observar, las variables A y B van cambiando su valor, ya que
son modificadas dentro de OPERAZ2.

Hay dos caracteres que sirven para simplificar la sintaxis a la hora de definir
MACROS, ¢ (backquote) , (coma) y @ (arroba).

La comilla invertida o backquote, cuando se usa sola tiene la misma funcién
que la comilla simple.

Crear listas.
>’(abcd) >‘(abcd)
(ABCD) (ABCD)

La comilla invertida al combinarse con la coma tiene el siguiente resultado:
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Se asigna a c una lista. Se crea otra lista.
> (setqc‘(1234)) > f‘(abcd)

(1234) (ABCD)
Se combina la comilla invertida con la coma.
> ‘(ab,cd)

(AB (1234)D)

Se puede observa que en lugar de pasar el simbolo “c” como tal pasa lo que
tiene asignado previamente.

Cuando se utiliza una mezcla con @ el resultado es el siguiente:

> ‘(ab,@Qcd)
(AB1234D)

El efecto que tiene @ es destructivo en el sentido de “olvidar” los paréntesis

“n

que trae “c” como lista propia.

Utilizar backquote dentro de la sintaxis al definir una macro ayuda a sim-
plificar el cédigo.

Definicién original.
defmacro opera?2 (varl var2
P
(list ’setq varl (list '+ varl var2) var2 (list - varl var2)))
Utilizando backquotey coma.
defmacro opera?2 (varl var2
p
‘(setq ,varl (+ ,varl ,var2) ,var2 (- ,varl ,var2)))

Se tiene lo mismo pero reducido en lineas que a la hora que son demasiado
grandes las MACROS, lo cual ayuda tanto a su lectura como a su escritura.
Para referencia detallada se puede consultar [14].

2.4. Maxima-Lisp

Debido a que LiSP es el lenguaje donde MAXIMA se elaboré hay manera de
trabajar éste desde el ambiente de WXMAXIMA con la siguiente sintaxis:

:lisp #$codigo$

Utilizando la sintaxis descrita arriba, en MAXIMA para la simple instruccién
de definir una lista X = [a,b,c], el output correspondiente se muestra en la
tabla de abajo,

Input | (%1):lisp #%$X = [a,b,cl$;
Output | (MEQUAL SIMP) $x ((MLIST SIMP) $A $B $C))

El output que me visualiza es la manera en que internamente LISP ve la lista
de MAXIMA, como era de esperarse una lista de listas con parametros especiales.
La lectura de éstos puede leerse abajo.
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= MEQUAL = Maxima EQUAL — “Igualdad en Maxima”.
= SIMP = SIMPle.
s MLIST = Maxima LIST — “Lista de Maxima”.

» $x — Simbolo “x” en Maxima.

La sintaxis nos puede mostrar la diferencia entre las distintas clases de asig-
nacioén, por ejemplo al tomar en MAXIMA los siguiente:

Input | (%1):1lisp #$X : [a,b,cl$;
Output | ((MLIST SIMP) $A $B $C))

A la hora de asignar valores de una funcién:

Input | (%i):1lisp #8$f(x):= x"28;
Output | ((MDEFINE SIMP) ((SF) $X) (MEXPT) SX 2))

Se tiene Maxima DEFINE del simbolo $F con argumento $X la regla de
correspondencia MaximaEXPT (exponente) 2.
Cuando se tiene una simple evaluacién, digase cos(2),

Input | (%1):lisp #$cos(2)$;
Output | ((%COS SIMP) 2)

Al tener ya Lisp las funciones bésicas s6lo se llaman y evaltan.
Una matriz es una lista de lista como se observa debajo.

Input | (%i):lisp #$matrix([1,-11,[-1,1D$;
Output | ((SMATRIX SIMP) ((MLIST SIMP) 1 -1) ((MLIST SIMP) -1 1))

Con la instruccién to_lisp() se va a una sesion de LISP dentro del mismo
MAXIMA:

Input | (%i) to_lispQ);
Output | Type (to-mazima) to restart, ($quit) to quit Mazima.
MAXIMA>

Asi se tiene una sesién de Lisp desde donde se puede hacer todo lo que
anteriormente se describio.
Se pueden ver las variables que estan activas en la sesion de MAXIMA:

MAXIMA>  #$X$
((MLIST SIMP) $A $B $C)
MAXIMA>
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Para regresar a MAXIMA se teclea: (to-maxima) y se vuelve al entorno
simbdlico.

Una virtud que tiene dicha relacién es que desde la sesién de LISP se pueden
crear, definir variables-funciones o asignar valores y las mismas seran reconocidas
desde MAXIMA, sélo se antecede el signo $.

Sesion de LisP sobre MAXIMA
MAXIMA> (defun $misuma (x y) (+ x y))
$MISUMA
MAXIMA> ($misuma 4 4)

8
MAXIMA> (to-maxima)

Sesion en MAXIMA
(% 1) misuma(4,4);
(% o) 8

La funcién misuma se ejecuta libremente desde MAXIMA y desde LiSP como
$misuma.

Al haber visto como interactian ambos lenguajes se cierra la parte que
corresponde a presentar el software donde se desarrollaran las aplicaciones para
dar paso al marco tedrico donde se exploran los problemas a programar.



Capitulo 3

Geometria Cuantica

3.1. Preliminares

La parte correspondiente a esta seccién es la introduccion y desarrollo del
marco tedrico de lo que se implementara. Un panorama general de lo que es la
Geometria Cuantica y conceptos basicos.

La Geometria Cudntica presenta un nuevo concepto de espacio que la geo-
metria estandar tiene por si sola.

En geometria cldsica (estdndar) el espacio se ve como un conjunto de puntos
equipados con una estructura extra. Por ejemplo en geometria euclidiana dicha
estructura estd dada por rectas y planos, la relacién entre ellas, asi como la
especificacion de los dngulos entre sus intersecciones. En geometria diferencial
es dada por sistemas locales de coordenadas, es decir, especificando los atlas.
El espacio topoldgico estd caracterizado por la coleccién de abiertos en él, en
la misma légica la estructura de un espacio medible son los conjuntos medibles
que lo conforman.

Se puede decir que en todas las modalidades de la geometria clasica la estruc-
tura correspondiente esta codificada en un algebra, cuyos elementos son ciertas
funciones sobre el espacio dado. En topologia por ejemplo son las funciones con-
tinuas sobre el espacio con valores en los complejos, en geometria diferencial
son las funciones suaves mientras que en un espacio de medida son las funciones
medibles.

El plano metodolégico de la Geometria Cuantica es traducir todos los concep-
tos geométricos al lenguaje de dlgebras de funciones y luego observar que en esta
forma traducida ya no es necesario mantener la suposicion sobre la naturaleza
de la estructura algebraica (como las funciones sobre el espacio correspondiente)
aqui es importante observar que en todos los ejemplos las dlgebras de funciones
son conmutativas, la parte central de generalizacién cuantica es trabajar con
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algebras apropiadas y no conmutativas.
La figura 3.1 muestra graficamente el universo clésico dentro del cuantico.

Geometria Cuantica

Conmutatividad

Geometria Clasica

Espacios con puntos
+
Estructura

Figura 3.1

Asi no hay necesidad de hablar de puntos o estructuras de espacios, se extien-
den las ideas fundamentales en geometria clasica y se pueden volver a recuperar
al agregar la condicién de conmutatividad.

Al tener una estructura geométrica cldsica en X siempre se le puede asociar
una dlgebra *. Véase para referencia [19].

Aqui vale la pena observar el teorema clasico de Gelfand-Naimark! que de-
muestra, a cada algebra A conmutativa C* de manera natural se puede repre-
sentar como A 2 Cy(X) para un espacio localmente compacto X. Donde Cy(X)
son funciones continuas que desaparecen en la infinidad de X, es decir, para
cada cota € > ( existe un compacto K en X tal que, médulo de la funcidn, ésta
no sobre pasa sus valores fuera de una vecindad de radio €, fuera de K. En caso
particular cuando X es compacto se tiene Co(X) = C(X), lo que es equivalente
a decir que A es unital.

1La demostracién puede consultarse en el drea de apéndices.
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Al desarrollar estas ideas con mayor profundidad, se puede demostrar que
toda teoria de algebras C* conmutativas es equivalente a teoria de espacios to-
polégicos localmente compactos.

Se puede decir que la Geometria Cuantica rompe el esquema clasico de pun-
tos con estructura, en realidad la idea de punto, parte, aqui-alld se pierde a
favor de una descripcién global e integral en términos de enteras dlgebras no
conmutativas.

Una forma de ir haciendo un diccionario de los conceptos geométricos (clasi-
cos) a los algebraicos se ve en la Tabla 3.1 donde se resumen las ideas y relaciones
que hay entre ambos [19].

Geometria Algebra

Espacio topolégico compacto X.

Algebra C*, unital y conmutativa A.

Puntos x € X.

Caracteres kK = K, de A.

Mapeos continuos entre espacios
compacto X y Y < B.

*+ Homomorfismo Unital de B a A.

Producto X x Y.

Producto C* Tensorial A ® B.

Simetrias de X.

Automorfismos de A.

Estructura de Grupo en X.

Mapeo Coproducto ¢ : A — A ® A.

Medidas de probabilidad en un
espacio compacto metrizable X.

Funcionales lineales positivos normali-
zados en A.

Teoria de la Medida.

Algebras Conmutativas von Neumann.

Variedad compacta suave X.

A = C>®(X) = { funciones complejas
suaves en X }.

Tabla 3.1: Diccionario elemental Geometria—Algebra.

3.2.

Grupos Cuanticos y Calculo Diferencial

Una vez mostrado un esquema general de la Geometria Cuantica y la forma

en que extiende algunos conceptos e ideas, se presentard de manera general lo
que es un grupo cuantico y el calculo diferencial que existe en ellos.
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Sea (G un espacio, la estructura de grupo es una aplicacién de G x G en
G, usualmente llamada producto, tal que cumple asociatividad, existencia de
elemento neutro e inversos.

Dada la estructura del grupo es natural considerar que G es ademéas un
espacio topolégico. En este caso suponer, por ejemplo, la continuidad en los
mapeos producto y inverso, con esto se tiene un grupo topolégico, similarmente
en caso de variedades suaves, suponiendo las suavidad de dichos mapeos, se llega
al concepto de grupo de Lie.

Lo siguiente es ver, cémo llevar la estructura de grupo a nivel cudntico, qué se
entenderd por grupo cudntico.

En resonancia con lo descrito previamente y para motivar la extension, dado
G grupo topoldgico compacto se le asocia A el dlgebra C* de las funciones con-
tinuas definidas sobre éste a los complejos y un * homomorfismo¢: A — A® A
el cual dualiza el concepto de producto a nivel de algebras. La idea geométrica
detras, es la de tomar ¢ imagen inversa asociado al producto.

Se explorard un poco més el concepto de producto tensorial ® entre algebras
para entender como estd constituido A ® A. Véase lo siguiente, sean A y B
algebras, se construye A ® B un espacio vectorial en la manera estandar como:

A@B={Yacb |acAa, be B}

donde se define un producto y una operacion * entre sus elementos, aprovechan-
do la estructura de las algebras,

(a®b)(a @b) = ad @ bb
(a®@b)*=a" b

En caso cuando A y B son ademds &lgebras C* se puede definir [15] una
norma C™ cumpliendo:

la @bl = llallllb]l, a€Abe B.

y la completacién de A ® B al tomar su cerradura

A@,B={Y awb |aca, beB}

Asi A®. B es completa con estructura de algebra C*. Lo cual lleva a un concepto
de producto tensorial C*.
Si A=Co(X)y B =Co(Y) entonces A® B = Cy(X xY) de manera natural.

El enfoque de la tesis es abordar Grupos Clasicos y Finitos caso muy
particular de grupos cudnticos, ya que todos los grupos cldsicos (localmente)
compactos se pueden ver como grupos cuanticos, con algebras C* conmutativas.

Lo que lleva a la pregunta jqué es lo cudntico en el presente trabajo?. Lo
cuantico resulta del cdlculo diferencial que se analiza en el contexto de grupos
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finitos y que fue desarrollado para todo grupo cudntico por Woronowicz, [16],
[17].

En particular los conjuntos finitos no pueden tener ningtin comportamiento
diferencial desde un punto de vista clasico, situacién que varia en el ambito
cuantico ya que se les descubre la “vida secreta” que hay dentro de ellos en un
mundo méas amplio.

Ahora se presentan las ideas principales que conforman el cdlculo diferencial
sobre espacios cuanticos.

Calculo Diferencial

Para estudiar el cdlculo diferencial en la forma més general se comienza con

un * algebra A, representando funciones “suaves” sobre el espacio cuantico X,
el cdlculo diferencial seria representado por un * algebra graduada diferencial
Q tal que

=) ®oF =4 Q' c ot

k>0

y se supone que elementos de A generan {2 como &lgebra diferencial. En otras
palabras €2 estd equipado con el diferencial d : Q — Q, donde d(QF) c QF+! y
tal que:

d(zy) = d(x)y + (—=)"2d(y) VYa,yeQ

es decir, se cumple la regla graduada de Leibniz y adem4s se supone que d? = 0.

El hecho que A genera 2 es equivalente a decir que los espacios Q* son hechos
de sumas de elementos de la forma agd(ay) ... d(ax) donde a; € A. Aqui tam-
bién se estd suponiendo que *d = dx y que la estructura * es graduadamente
antimultiplicativa, es decir,

(zy)* = (—)?*Wy*z*  Va,yeQ

la interpretacién intuitiva es que elementos de () representan “formas diferen-
ciales” sobre el espacio cudntico dado.

Resulta que dada el algebra A en general existiran multiples formas de ex-
tenderla a un célculo diferencial €2, cada una de esas multiples formas en prin-
cipio pueden tener un significado geométrico y representar alguna estructura
algebraico-geométrica interesante e importante.

Es también interesante mencionar que siempre se puede construir, lo que
se llama Cdlculo Diferencial Universal € = Q(A) definiéndolo como &lgebra
graduada diferencial generada por Ay diferenciales formales d(a), a € A con
la tinica regla dada por la propiedad de Leibniz d(ab) = d(a)b + ad(b) donde
a,b € A. El operador d y la estructura * luego se extienden a todo Q(A).

Por la construccion cada célculo diferencial sobre A se puede ver como pro-
yeccién de éste cdlculo universal, en caso cuando el espacio tiene la estructura
de grupo cuéntico representada por el coproducto ¢ : A — A® A, es natural
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considerar tales célculos diferenciales compatibles con la estrutura de grupo, es
decir, pedir que ¢ se extiende a homomorfismo ¢ : @ — Q ® Q de dlgebras gra-
duadas diferenciales correspondientes. Aqui ® es producto tensorial de dlgebras
graduadas diferenciales, donde producto y estructura * son dados via,

(z@y)(z@t) = (=) ez @yt

(z@y) =" @y
mientras el diferencial d: Q ® Q — Q ® Q esta definido por:

dz®y) =d@)®@y+ (—)"z@d(y)

Todo fue estudiado por Woronovicz en [16], [17] y también Durdevich en [6]
apéndice B.

En tal caso el calculo diferencial es intrinsecamente relacionado con su parte
Q! =T que representa uno formas sobre el grupo y como ha demostrado Wo-
ronovicz el espacio de uno formas I' se puede naturalmente descomponer como
I' = A®T;,, donde T';,, es el espacio de uno formas invariantes a la izquierda,
que en caso clasico corresponde al dual de dlgebra de Lie asociado al grupo G.

Asi que toda la estructura de calculo estd de una manera codificada en el
espacio I';,,, para efectos del presente trabajo se enfocé en grupos clasicos y
finitos, donde el espacio I';,, siempre serd asociado a un subconjunto S de un
grupo G que no contiene el elemento neutro, que esta hecho de enteras clases de
conjugacién y cerrado bajo inversos, en otras palabras, T';n, = L(.S) el espacio
vectorial generado por S.

Un célculo de primer orden es completamente determinado por un espacio
vectorial I';,, que corresponde a “uno formas” de I';,, invariantes a la izquierda
respecto a la acciéon natural de G sobre I'. Se puede demostrar que hay una
correspondencia entre los siguientes espacios:

FHA@F%RUHFZWXU®A

como A médulos izquierdos y derechos respectivamente.

Es importante observar, que la condicién de la extensibilidad de ¢ hacia ho-
momorfismo de dlgebras diferenciales ¢, al nivel de calculo diferencial de primer
orden, se manifiesta como una condicién de covariancia izquierda y derecha.

Si se considera la restriccién de primer orden, se obtiene

6T > AT +T®A

y las respectivas proyecciones en A Q@' y I' ® A nos dan las acciones izquierda
y derecha
ro: ' - AT or:I'=T®A

Como resultado de la coasociatividad del mapeo QAﬁ se obtiene
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(¢ ®@id)r¢ = (id @ ro)ro
(¢r @ id)¢r = (id @ ¢)¢r
(id® ¢r)r¢ = (r¢ ®id)ér

Los mapeos r¢ y ¢r también satisfacen:

r¢(fa) =ro(0)p(a)  ro(ad) = ¢(a)re(d)
¢r(0a) = ¢r(0)¢(a) ¢r(ab) = ¢(a)or(0)
réd(a) = (id ®@ d)p(a) ¢rd(a) = (d ®@id)é(a)

en otras palabras, bimédulo I' con el diferencial d: A — T" es un calculo diferen-
cial bicovariante [16]. Se puede demostrar que a partir de un célculo diferencial
bicovariante, se puede construir todo el cdlculo diferencial (con las formas de
mds alto orden) tal que las dos acciones r¢ y ¢r se combinan en el coproducto
diferencial QAﬁ en la manera explicada. Hay dos construcciones universales, una
maximal mediante envolventes universales diferenciales, [6] apéndice B, y otra
minimal mediante dlgebras trenzadas exteriores [16].

El cdlculo diferencial T' se descompone naturalmente (como A-mdédulo iz
quierdo) en la forma I' < A®T";, donde I';,, es el espacio de todos los elementos
invariantes a la izquierda, en otras palabras

el < ro@)=1®6
El espacio I';,, en teoria clasica corresponde al dual del algebra de Lie,
Liny < lie(G)*

como lo demostré Woronowicz [16], todo cdlculo naturalmente se puede construir
a partir de I';,,,. Uno de los fenémenos cuanticos muy interesante es la existencia
de un candnico operador de trenza

[ Finv & Finv - Finv & Finv
es decir, o cumple la ecuacién de trenza:
(c®id)(ld®o)(c®id) = (id® o)(c ®1d)(id ® o)

ademdas o es G-equivariante y en caso clasico se reduce a la transposicién
estandar.

Como se ha mencionado son grupos finitos con célculos cuanticos, en este
caso, como lo ha demostrado el Dr. Durdevich [7] en el caso de grupos finitos
clasicos los espacios I';,, son naturalmente etiquetados por ciertos subconjuntos
S de G, mas precisamente, S cerrado bajo conjugaciones e inversos. Dado S el
espacio I';,, se recupera como L(S), de acuerdo con lo anteriormente mencio-
nado.
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3.3. Conjunto S

Ahora se mostraran los conceptos que daran origen a las rutinas que moti-
varon el tépico principal en el presente trabajo.

Dentro de la teoria clasica de grupos el concepto de conjugacion es el si-
guiente.

DEFINICION. Sean x,y elementos de un grupo G, se dice que x es conjugado
de y si,

para algin g € G.

La coleccion de todos los elementos conjugados a un elemento dado es lla-
mada clase de conjugacion y define [3] una particién de G. La relacién de con-
jugacion es una relacion de equivalencia. De hecho las clases de conjugacién son
orbitas de la accién de G sobre G, via automorfismos internos, dados por:

(9,2) — gzg™!

Cerradura de S

Sea G un grupo finito y S C G, se define a S como conjunto cerrado si dado
x € S entonces:

l.e¢S.
2. [z] CS.
3.z les.

Donce [z] es la clase de conjugacién de x. En este contexto se dird que S es
es “cerrado” bajo inversos y clases de conjugacién, sin elemento neutro e.

DEFINICION. Si S C G, cumple con las propiedades anteriores se dird que S es
perfecto.

Los conjuntos perfectos S llevan, de acuerdo con lo mencionado anterior-
mente, a cdlculos diferenciales cudnticos sobre G.

3.4. Operador o

Ahora se introducird de manera explicita, el canénico operador de trenza
o Finv b2y Finv - Finv b2y Finv-

Sea S C G perfecto de G grupo finito y definase primero el mapeo o :
SxS§—8 xS por,

o(q,9) = (a9q~ ", q)



Geometria Cudntica 45

con q,g € 5.
Con lo ya descrito se define el espacio vectorial I';,,, = L(S) como todas las
combinaciones lineales de elementos de S, con escalares en C. En otras palabras:

L(S):{Zc-s‘ s€e s, cE(C}

Los elementos s € S forman una base natural en L(S). Por lo tanto, ele-
mentos s ® t forman una base natural en I';,, ® I';,, donde s,t € S. Aho-
ra se puede extender la definicién anterior de o al nivel de operador lineal
0 Tiny @ Tinw — Line ® Tiny postulando que

olqg®g)=q9q ' ®q

Como se puede observar, se utiliza la misma notacién para el operador o,
tanto el que se define en el producto cruz como en el producto tensorial, para
elementos de S se puede pensar en la correspondencia,

(¢:p) < q®p, ¢9€S.
por lo tanto, una correspondencia entre los espacios L(S x S) y L(S) ® L(S).

Propiedades basicas de o

Primero se demostrard que o : I'jny @ iy — Diny ® Tine es biyectivo,
especificando su inversa.

PROPOSICION. El operador o es biyectivo y su inversa es dada por:

o lpef)=f® f'pf

Demostracion. Sean f,p,q,g € S, se tiene:

olc™ p® f)) =o(f@ f'pf) o Holg®g)) =0 (a9q”" ®q)
=(ff'pfftef) =(¢®q 99" 'q)
=@pef) =(®g)
Lo que demuestra la proposicion. O

PROPOSICION. Se cumple o(q® g) = g ® q si y sélamente si:
q9 = 94
Demostracion. En sus dos implicaciones se tiene lo siguiente.

=) Suponiendo (¢ ® g) = g ® q por un lado y por otro (¢ ® g) = qgq~ ' ® ¢
implica:
9®q=q9q  ®q = g=q9q""
multiplicando por la derecha la tltima expresion por g,
q9 = 949

queda demostrado la conmutatividad.
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<) Suponiendo gg = gq véase:

o(qg®g) =q9q ' ®q
=gqq ' ®q
=g®gq

Asi quede demostrada la afirmacién. O
PROPOSICION. El operador o cumple con la ecuacién de trenza, es decir,
(c®id)(id®o)(c®id) = (Id® o)(c ® id)(id ® o)
Demostracion. Véase:

(c@id)(id®o)(c®id)(¢®g®p) = (0 ®id)(id ® 0)(0(q ® g) ® p)

= (0 ®id)(id® o) (g9q~' ©@ ¢ @ p)

= (c®@id)(q9q~ ", 0(q® p))

= (0 ®id)(q9q” ' ® qpg~' ©q)
=o(q9q ' ©@qpg~ ") @ ¢q

=q9q 'apq ' (a9q™ ) ® a9t @ ¢
=qgpq a9 ¢ ®qgq ®q
=qgpg ¢ ©qgqg ®q

por otro lado,

([deo)(ec@id)(id®ao)(g@g®p) = (id®o)(c ®id)(¢® o(g @ p))
(id® o) (o ®@id)(g® gpg~' @ g)
)(
)(

(id@a)(o(g@gpg™") @ g)
(id®o)(qgpg~ "¢~ © q@p)
qgpg ¢ ®o(q®g)
qgpg~'q ' ®@qgq @ ¢

En otras palabras, se cumple la ecuacién de trenza. O

Vale la pena mencionar que ambas propiedades se cumplen en caso general
de los grupos cuanticos compactos de Woronowicz y sus cédlculos bicovarian-
tes, aqui se han presentado demostraciones independientes para grupos finitos
clasicos.

Diagonalizacion de o

Antes de entrar en materia se verda de manera general como diagonalizar un
operador con caracteristicas més generales que el operador de trenza o.
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Sea T conjunto finito de cardinalidad n y considérese L(T') como el espacio
lineal generado por todas la combinaciones lineales de elementos en T,

LT)={Y et | teT cec}
los elementos de T resultan ser una base para L(T).

Considérese la funcién ¥ : T — T biyectiva. Existe tinica extensién lineal
(denotada con el mismo simbolo) ¥ : L(T) — L(T). Por la construccién, esta
transformacion lineal es biyectiva.

Ya que X es biyectiva la matriz My que representa X en la base dada por T'
resulta tener un dnico 1 por renglén y columna. Por ejemplo:

100 - 000 -~ 0
00 - 010 - 0
001 - 000 --- 0

Ms=1y 1 o 00 0 0
00 0 1 0 0 0
0 0 0 00 0 1

Observaciones:

1. La transformacién ¥ : T' — T puede tener puntos fijos, es decir, X(t) = ¢
para algunos t € T'.

2. La transformacién ¥ tiene ciclos de orden a lo méas n, es decir, para algin
subcojunto S = {s1,s9,...,8,} de T

E(s1) = s2,5(s2) = 83, , X(sp) = 51

donde 2 < k < n.

Los elementos de los ciclos forman una particién del conjunto T en sub-
conjuntos de cardinalidad k; tal que k1 + --- + k; = n.

Se denotard como Y, el ciclo interno donde k indica en qué paso regresa
la funcién X.

Se calcularan los valores propios de la aplicaciéon ¥ : L(T) — L(T) conside-
rando |T'| = n y sin puntos fijos.

Cason=1

Si T = {t1} se tiene el valor propio w = 1 el mapeo es trivial (identidad).
Aqui se pueden considerar (y agrupar) cuando se cuenta con puntos fijos.
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Caso n =2

Si T = {t1,t2} se elige?

la matriz asociada es:

Sise toman wy =1y we = —1:

> [t1+t2] _tat
Ve V2
tl—tQ t2—t1 tl_t2 tl_tQ

E = :>Z = W

Asi, wy y wo son valores propios de Xs.

Cason=3
Si T = {t1,t2,t3} un posible3 arreglo para Ys:
3(t1) =t3, Bs(t2) = t1, Ls(ts) =12
01 0
Ms, =10 0 1
1 0 0

Siw; =1, wy = (-1 — \/gz)/Q, ws = (=14 \/gz)/Q raices ctibicas de la
unidad:

N [(tl byt tg)/\/§] —(ts 4t +t2) V3 =wi(ti +ta+13)/V3  (3.1)

o [(t1+_+—>/d<t3+—+—)/f

— <t1 + 2 +w2t3> /\/3
w9 wo
1 __

se sabe que wy, " =Wy = w3 y wa = w2_2, asi se concluye:

23|:(t1+—+t3)/\/_]—w3(t1+—2+tg)/\/_ (3.2)

21.a otra combinacién resultaria en la identidad: X (t1) = t1, X2(t2) = t2, excluyendo
puntos fijos.

3Quitando los casos en que deja fijo algtin elemento se tiene otro arreglo distinto: L3(t1) =
to, X3(t2) =t3, X3(t3) = t1.
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repitiendo el proceso con wsg,

23{<t1+t—2+£—%)/\/§]wz<t1+t—2+i—%)/x/§ (3.3)

w3 w3

De las expresiones en 3.1, 3.2 y 3.3 se concluye que las raices cubicas de la
unidad son valores propios para 3.

En un caso més extenso para T = {t1,t2, - ,t,} y algin posible ordena-
miento en sus elementos, sin que hayan puntos fijos, entonces la n-ésima raiz w
de la unidad cumple con ser valor propio para el operador X con el siguiente
arreglo,

S [t 4 tafw+ -+ b fo™ ) [ VA =w (b + bafw + A b J0" ) )

En general para un conjunto arbitrario finito 7', éste puede contener subcon-
juntos invariantes bajo X, un caso particular son los puntos fijos. Si se nombran
a éstos como ciclos, es natural una descomposiciéon por ciclos del conjunto T'
bajo la accién X.

Sea A C T tal que se cumple:

Z(tl) = tQ, E(tg) = tg, oty Z(tk) = tl

para t; € A.

Al conjunto A se le llamard ciclo por la propiedad que tiene bajo el operador
3.

El conjunto T se descompone en sus ciclos A, disjuntos, tal que al tomar el
subespacio L(A) éste resulta ser T-invariante, ademds se tiene:

L(T) = @ L(A), A € Ciclos(T)
A

En cada uno de los espacios L(A) el operador ¥ se diagonaliza como se ha
explicado para cuando se tienen ciclos. Es decir, los valores propios de |z )
son las k-ésimas raices de la unidad, donde k = |A|.

Al tomar ¥ =0, T = S x S consecuentemente L(T) = L(S x 5), los valores
propios de o resultan ser las raices de la unidad.

Descomposicion en Orbitas de o
Dado A ciclo en S x S se tiene:
o(t1) =to,0(te) =ts, - ,0(tg) =t

con t; € A.
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Los valores propios para el operador o sobre A resultan ser, como se ha visto,
las k-ésimas raices de la unidad. Para ilustrar véase lo siguiente:

o(t1) =t2
o(o(t1)) = o(te) =t
a(0®(t1)) = o(ts)
a(0°(t1)) = o(ts)

(o7 (t)) = o(tr)
g (tl):tl

Ya que el procedimiento anterior no depende de qué elemento se tome, siem-

pre se tiene:
oF =id

para elementos de A.

Ahora, si S x S se ve como la unién disjunta de sus ciclos, es decir,
SXS:AlUAQU...UAj
y ademas
m; = |A]

entonces

o™ =id, con m = mem{my, ma,---,m;}

Para ilustrar lo anterior témese la siguiente matriz para alguna o

M, = (3.4)

S o o
Q o= O O
o O = O
_ o O O

Aqui se tienen dos puntos fijos, los que corresponden a las esquinas de la
matriz, y un ciclo de longitud 2.

Los valores para m; son: mq = 1,me =2y mg = 1. Con m =mem{1,2,1},
en otras palabras, para este ejemplo en concreto el operador o es la identidad
en m = 2.

o? =id

Polinomio Minimo de o

Dado que el polinomio minimo de un operador tiene las mismas raices que
el polinomio caracteristico, una érbita o ciclo A de tamafo k dentro de S x S
tendra el siguiente polinomio:

Po(r) = (x —wi)(z —w2) -~ (2 — wi)
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con w; raiz de la unidad.
En general si § x S se ve como la unién de sus ciclos, el polinomio carac-

teristico asociado al operador o estard dado como el producto de los polinomios
formados por cada ciclo,

Po () = p1(z)p2(z) - - pj(2)

Se observa que si hay ciclos de la misma longitud, éstos se veran reflejados
en las multiplicidades de sus raices correspondientes. En particular la unidad
tendra siempre multiplicidad 7, la misma que el total de ciclos existentes en Sx.S.

Para la matriz M, en 3.4 el polinomio caracteristico es:

Po(z) = (z —1)°(z +1)

mientras el polinomio minimo es:

Po(@) = (= 1)(z+1)

Ciclos-Orbitas
Teniendo M, se le asocia el vector Vj; dado por:
Vm(i) =i, st M,(i,j) =1 (3.5)

El vector V) resulta ser de permutacion, por lo que las érbitas que tiene
M, se ven reflejados en éste.

Véase lo siguiente, al tener un vector de permutaciones V.= (12 ... n) éste
puede ser descompuestos en permutaciones “locales” o ciclos.

Por ejemplo:

Viy=(148265937)

la permutacion tiene 5 ciclos, listados por:
1) (148265937),1—1.

1m (148265937),2—4— 2.

m) (148265937),3—8—3.

v) (148265937),5—6—5.

V) (148265937),9—7—09.
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Y la matriz asociada es:

100 0 O0O0OOO0OO0OTO
0001 0O0O0O0O0°0© 0
0000O0O0OO0DTO0T1T@®O
01 00 0O0O0OO0OO0OTP
0000 O0OO0O1TO0O0T©O0
0 000O0O1TO0TO0O0O© 0
0 000O0OO0OO0OTO0TO01
001 00O0O0OO0OTO0O© O
0 000O0OO0OO0OT1TO0FPO0

Como se puede observar se genera una particién de la permutacion a través
de sus ciclos, ello se ve reflejado en el siguiente resultado:

TEOREMA 1. Descomposicion en ciclos disjuntos
Toda permutacion de P, se puede descomponer en un producto de ciclos
disjuntos. Esta descomposicidn es unica, salvo el orden de los factores [23].

Con el teorema anterior y la relacion que se describié previamente entre M,
v Vi, teniendo los ciclos en Vj; inmediatamente se tienen los ciclos en la matriz
M, por lo tanto las érbitas que se forman en S x S.

3.5. Ejemplos

Luego de haber planteado el marco tedrico sobre el cual este trabajo se baso,
se dispone a presentar los grupos en los cuales se ejemplificaron los conceptos
antes mencionados.

Dentro de la teoria de grupos se decidié trabajar sobre dos clases en especifi-
co. La primera consta de isometrias resultantes del tetraedro regular, cuadrado
y tridngulo. La segunda, los generados por las permutaciones de n elementos.

En el presente capitulo se toman algunos conjuntos para ir mostrando los
conceptos descritos previamente, para detalle de las permutaciones o isometrias
en el apartado de apéndices se desglosan.

3.5.1. Tetraedro

Considérese el tetraedro regular (Platénico), Figura 3.2, y las isometrias que
se derivan de él por reflexiones y rotaciones, a partir de sus vértices y aristas.

Dichas transformaciones forman un grupo, el cual se describira para efectos
de ejemplificar los conceptos antes mencionados.

El primer grupo de transformaciones son las que consisten de, dado un vérti-
ce fijo rotar a la derecha el tetraedro. Figura 3.3. El segundo grupo es el que
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Figura 3.2: Tetraedro

tiene el giro a la izquierda, fijando igualmente un vértice. Figura 3.4.

‘A

Figura 3.3: Isometria: ra

El dltimo grupo de transformaciones son las rotaciones que vienen dado por
aristas opuestas. Figura 3.5. En el apéndice A se tiene a detalle el resto de las
transformaciones.

Al formar estas transformaciones un grupo, donde la operacién es la compo-
sicién de transformaciones se verd como se decidié manejarlas.
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Figura 3.4: Isometria: rai

Figura 3.5: Isometria: sl
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Témese la primera transformacién, listada, que gira a la derecha*, denotada
como ra, la cual tiene la siguiente regla de correspondencia entre los vértices

del tetraedro:
la b ¢ d
" le e d b

lo que indica el arreglo es, a lo deja fijo, b lo coloca en la posicién de ¢, ¢ a la
posicién de d y d a la posicion de b.

Asi, el total de transformaciones del Tetraedro, estan dadas por,

la b ¢ d b a b ¢ d a b ¢ d d a b ¢ d
ra: a ¢ d br'd b a Crc b d c ar c a b d
. la b ¢ d bi - a b ¢ d a b ¢ d d a b ¢ d
T d b oel™ e bd oal™d a e b]"™ b ¢ oa d

1_abcd2_abcd3_abcd
ile d oa b d e b ol b oa d e

Ahora se verd que éstas transformaciones son todas las posibles. Para ello
considérese lo siguiente, hagase una correspondencia entre los vértices del te-
traedro y los nimeros 1,2,3 y 4 como sigue:

a—1,b—2 ¢c—3, d—14

asi, reescritas en términos de los niimeros quedan como:

fr23 4 123 4 123 4] 1234
Aty 3 04 2™ a2 01 31" 2 04 3 11™ 31 2 4

23 4 123 4] 123 4] 123 4
Ty 4 02 3™ 03 2 04 1™ 4 1 03 2™ 2 31 4

L2 3, 234 L2
55503 0401 2|%7 4 3 2 1% |2 1 4
2 3

(1 4
234
Se determinara la paridad de los elementos antes descritos para ver que

constituyen el subgrupo alternante A, del grupo de permutaciones S; de cuatro
elementos, [9], [10], [11], [12]. Para ello se tiene las siguientes definiciones

LW

DEFINICION. Inversién
Sea ¢ € S,,. Una inversion en ¢ es un par de indices (i,7) tal que 1 < i <
J<nyoi) > o))

4Haciendo la nota que girar a la “derecha” puede ser relativo, pero se menciona asi para
efectos de ilustrar y como punto de referencia para el ejemplo.
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DEFINICION. Inversiones de una permutacién

Dada ¢ € S, se denota como inu(¢) el nidmero de inversiones en ¢, y
estd dada como:

() = Y5> 4 60) < 900}

DEFINICION. Se dice que una permutacién es de orden par, si tiene un nimero
par de inversiones.

DEFINICION. Se dice que una permutacion es de orden impar, si tiene un nimero
impar de inversiones.

En el area de apéndices estd de manera explicita como cada una de las
transformaciones listadas antes son pares.

Con la siguiente proposicién [18] se garantiza que son 12 transformaciones,
listadas ya, las tinicas.

PROPOSICION. Hay tantas permutaciones pares como impares. Por lo tanto el
orden del grupo alternante A, esn!/2.

Multiplicacion

El conjunto antes descrito, compuesto por las rotaciones y reflexiones en el
tetraedro, bajo la composicién forma un grupo. Ahora se procede a describir la
forma en que se trabajo esta operacion entre los elementos.

Por ejemplo, ra x s2 = rb, viendo los diagramas se tiene:

>k27b§abcd*abcdiabcd
raxse=r a c d b d ¢ b al |d b a c

Véase para el elemento a, ra lo deja intacto pero s2 lo coloca en la posicién
de d; es lo mismo que hace la transformacién rb hace con a. Con el elemento b,
ra lo coloca en la posicién de ¢ y al aplicar s2 ésta manda desde la posicién de
c a la posicién de b, es decir, lo deja intacto, como rb. De forma similar con las
dos restantes.

Si agregamos la transformacién nuetra (identidad), la tabla de multiplicacién
estda dada como:
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ra b rc rd | rai rbi ret rdi | sl s2 83

ra | rai rci  rdi  rbi e sl s2 83 | rd rb rc
rb | rdi rbi rai rci | sl e s3  s2 re ra rd
rc | rbt rdi rci rai | s2  s3 e sl rb rd ra
rd | rei rai rbi rdi | s3  s2 sl e ra rc rb
rat e s2 s3 sl ra rd rb rc | rbi rei  rdi
rbi | s2 e sl s3 rc rb rd ra |rat rdi rci
rei | 3 sl e s2 | rd ra rc rb |rdi rai rh
rei | sl s3  s2 e rb rc¢c ra rd | rci rbi  rai
sl rb ra rd rc | rdi rci rbi rai e s3  s2
52 rc rd ra rb | rbi rat rdi rci | s3 e sl
s3 | rd rc rb ra | rei rdi rai rbt | s2 sl e

Para el grupo de las isometrias del tetraedro se tiene que las correspondientes
clases de conjugacion son:

{(e), (s1 s2 83), (ra rb rc rd), (rai rbi rci rdi)}

Conjuntos Perfectos

Para el caso particular de las isometrias, los conjuntos que son perfectos se
pueden listar como las uniones de los siguientes subconjuntos:

— {s1, 52,53}
- {ra,rb,re,rd, rai, rbi,rci,rdi}

Notese que cada uno tiene la clase de equivalencia correspondiente a cada
elemento asi como los inversos.

Vale la pena hacer notar que el conjunto {sl,s2,s3} con la unidad e, es
decir {e, s1, s2, s3} representa por s{ mismo un subgrupo invariante, el cual es
conocido como grupo de Klein, un subgrupo Abeliano de Ay4.

Su tabla de multipliacién puede verse en la del grupo de isometrias listada
arriba.

Operador o

Témese S = {s1, s2, s3} conjunto perfecto. La relacién dada por o para cada
elemento en S es:

o(s1®sl)=s1®sl, o(s2®@s]l)=s51®s2, o(s3®sl)=s1l® s3

o(s1®s2)=52®sl, o0(s2®52)=52®s2, 0(s3® s2)=52® s3

0(s1®s3)=53®sl, 0(s2®s3)=53Rs2, 0(s3® s3)=3® s3
Para construir la matriz M, asociada al conjunto S y obedeciendo la regla

de correspondencia, antes mencionada, se puede visualizar como lo muestra la
Tabla 3.2
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R R e ™ B

® ® ® ® ® ® ® ® ©

ERCE I
slgsl[1 0 0 0 0 0 0 0 O
sl®s2{0 0 0 1 0 0 0 0 0
sl®s3|{0 0 0 0 0 0 1 0 0
20810 1 0 0 0 0 0 0 0
2020 0 0 0 1 0 0 0 0
20830 0 0 0 0 0 0 1 0
s3s1|{0 0 1 0 0 0 0 0 0
s3s2[0 0 0 0 0 1 0 0 0
s3®s3/0 0 0 0 0 0 0 0 1

Tabla 3.2: Arreglo previo a M, .

El arreglo estd construido de forma que las columnas se leen primero, es
decir, el 1 en la primera entrada indica

o(s1®sl) =s1®sl
el segundo 1 en el cuarto renglén es debido a:
o(s1®s2) =s2® sl

Por la proposicién antes mencionada, al ser éste un grupo Abeliano® resulta
que la operacién bajo el operador ¢ es la transposicién usual:

o(s®@t)=t®s

con s,t € {s1, s2, s3}.
De forma sucesiva se construye la matriz asociada a o y S dada como:

1 00000O0TO0DO
000100000
0000O0O0T1O00
010000000

My,=]0 00010000 (3.6)
000000 010
001000000
000001000
0000O0O0TO0TO01

Orbitas
Para la matriz en (3.6) el vector de permutacién asociado es:

Viy=(147258369)

5 Afiadiendo e.
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Los ciclos para el vector con los correspondientes elementos de S son:

I
11

II1

A%

VI

)
)
)
v)
)
)

147258369
147258369
147258369

147258369

( )
( )
( )
(1472583609)
( )
(147258369)

= A, ={S1®S1}).
= Ay ={S2® 51,51 ® 52}
= A3 ={S3® 51,51 ® S3}.
= Ay ={S2® 52}

= As = {93®52,52® S3)}.

Hay 6 ciclos, 3 de longitud 1 (puntos fijos) dados por Ay, A4, Ag y 3 de
longitud 2 dados por As, Asz, As.

I) o(S1®S1

1) o(S2® S1

II1) o

V) 0(S3® 852

) o(
) o
) o(
v) o(52® 52
) o(
) o

Vi) 0(S3® S3

) =
) =
S3® S1) =
) =
) =
) =

S1® S1.
S1® 82y o(S1® 52) = 52 S1.
S1® 83y o(S1®53) = 3@ S1.
52® S2.
S2® 53y (52 S3) = §3® S2.
S3® S3.

De manera que las m; son: m; = my = meg = 1y my = m3 = ms = 2. Con
lo que mem{1,2} = 2, es decir, 0?2 = id.
El polinomio caracteristico es:

po(z) = (x +1)°(z —1)°

y el polinomio minimo:

Po(®) = (z+ 1)(z - 1)

Si se toma S = {ra,rb, re,rd, rai, rbi,rci,rdi} entonces S x S va a constar
de 64 elementos al igual que el tamano de la matriz M, serd de 64 x 64. No se
listaran ninguno de los dos conceptos por cuestién de espacio, basta comentar
que utilizando los programas realizados, posteriormente descritos, se mostraran
solo los ciclos que tiene S.

A = {ra®ra}

Ay = {re®ra,rb @ rc,ra @ rb}

Az = {rd®ra,rc®rd,ra ® rc}

Ay = {rb@ra,rd @ rb,ra ® rd}

As = {rai®ra,ra @ rai}
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Ag = {rdi @ ra,rb @ rdi,rci @ rb,ra @ rci}
A7 = {rbi®ra,re @ rbi,rdi ® rc,ra @ rdi}
As = {rb®rb}
Ao = {rdi @ rb,rc @ rdi,rai @ re,rb Q rai}
Ao = {rbi®@rb,rb @ rbi}
Ay = {rai@rb,rd ® rai,rci @ rd,rb @ rei}
Ao = {re®rc}
Az = {rbi @ re,rd @ rbi,rai @ rd,re @ rai}
Ay = {rei @ re,re ® rei}
A5 = {rd®@rd}
A = {rdi®rd,rd @ rdi}
A7 = {rai @ rai}
Mg = {rdi ® rai, rbi @ rdi,rai @ rbi}
A9 = {rbi ® rai, rci @ rbi,rai @ rci}
Aog = {rci @ rai, rdi @ rei,rai @ rdi}
Aoy = {rbi @ rbi}
Aoo = {rdi @ rbi, rci @ rdi, rbi @ rci}
Aoz = {rci @ rei}
Aoy = {rdi ® rdi}
Aos = {rei@ra,rd @ rei, rbi @ rd,ra @ rbi}
Aog = {re®@rb,rd ® re,rb @ rd}

Como puede observarse en los ciclos, éstos no cumplen precisamente con la
condicién de transposicion estdndar para sus elementos.
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Las longitudes de los ciclos son:
1= m1=mg=miz2 =mi5 = M17 = M21 = M23 = Ma4.
2 = ms = mig = M4 = Mis.
3= ma =m3 =mg = Mg = Mg = Mag = Maz = Mag.
4= mg=my=mg =m1; = M3 =Mas.

Donde 12 = mem{1,2, 3,4} por lo que o2 =id.

El polinomio caracteristico es:

Po (@) = [p1(2)*[p2(2)]*[p3 ()] [pa()]°

donde pg(x) es el polinomio que tiene las k-ésimas raices de la unidad.

pi(z) =z —1

Por lo tanto el polinomio minimo es:

po(x) = (z—1)(x 4+ 1)(z —i)(z +1) (gg — @) (m—i— @)

3.5.2. Permutaciones

El segundo grupo se utilizaréd en los ejemplos es el de las permutaciones de
n elementos.

Si X es un conjunto de cardinalidad n, una permutacién se puede ver como
una biyeccion de X en X.

La coleccion de todas las permutaciones de X forma un grupo Sx bajo la
composicién de funciones, si a : X — X y f: X — X son permutaciones
entonces a8 : X — X definida por af(z) = a(B(x)) es una permutacion.

Se llama S, el grupo de permutaciones y es llamado Grupo Simétrico de
grado n, con orden n!.

Al tomar X = {1,2,--- ,n} se tiene:

a(l23 ...4...j...n—=1n)— (123 ...45...4i...n—1n)

una permutacion es un arreglo de la misma dimensién en la que se intercambian
dos elementos cualesquiera de posicién.
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Ejemplos

Los primeros 4 grupos de permutaciones son los siguientes:

Sy ={(12), 21}
Sy ={(213), (231), (321), (123), (132), (312)}.

S, ={(3124), (3142), (3412), (4312), (1324), (1342),
(1432), (4132), (1234), (1243), (1423), (4123), (321 4),
(3241), (3421), (4321), (2314), (2341), (2431), (4231),
(2134), (2143), (2413), (4213)}

Los elementos del grupo tienen la siguiente estructura al leerlos, si (3 1 2 4)
se traduce como: el niimero 1 lo traslada a la posicién 3, el nimero 2 lo traslada
a la posicién 1, el nimero 3 a la posicién 2 y el nimero 4 a la posicién 4.

De forma desglosada:

1 2 3 4
(312®E 1 2 4

El elemento neutro en cada S, estd dado por (123 ... n).

Multiplicacién

Si z,y € S, entonces ry € S,, es decir, la multiplicacién-composicién de
permutaciones es una permutacion. Al operar zy se aplica primero y y poste-
riormente x. Véase el siguiente diagrama:

(3124)%(4213)=(4132)

o de forma equivalente
1 2 3 4] 1 23 4 [1 2 3 4
31 2 474 21 37|41 3 2

Para Sy y luego de realizar los cdlculos se tienen las clases de conjugacion
del mismo.

{[(1234)],[(3412), (4321), (2143)],

[(4123), (4312), (2341), (2413), (3142), (3421)),

[(1432), (1243), (1324), (3214), (4231), (213 4)),

[(1423), (1342), (2431), (4132), (2314), (4213), (3241), (3124)]}
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Conjuntos Perfectos

Si se toman las Permutaciones de grado 3 los siguientes son algunos subcon-
juntos perfectos:

-{(231),(312)}.

- {(213),(132),(321)}.

Como se puede observar se encuentran todos los elementos del grupo, salvo
la identidad que el propio concepto de ser conjunto perfecto excluye, asi que
las uniones de los subconjuntos también son perfectos. Nota: el grupo S3 es
isomorfo a las isometrias del tridngulo equilatero.

Para las Permutaciones de grado 4 se tienen los siguientes conjuntos perfec-
tos:

~{(2143),(3412), (4321}
~{(3421),(3142),(4123),(4312),(2413),(2341)}.
~{(2134),(4231),(1432),(1324),(1243),(3214)}.

{(1342) (2314),(4132),(2431),(3124),(3241),(4213)
(1423)}

Vale la pena mencionar que el grupo Sy es isomorfo al grupo de movimientos
isométricos del cubo regular (o bien, su poliedro dual, el octaedro).

Operador o

SiS={(132)(213)(321)} setiene que o : L(S)® L(S) — L(S)® L(S)
actia :

o((132)©(132)=(132)®(132); o(132)®((213)=0321)® (132
o((132)©(321)=0213)®(132); o((213)®(132)=0B321)® (213
o((213)®(213)=0213)®(213); o((213)®(321)=(132)®((213
o((321)®(132)=0213)®(321); o((321)®((213)=(132)®((321
o((321)®(B321)=0321)®(321).

Visto en forma de Tabla (3.3) y matricialmente la expresién 3.7.
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e M N N N )
[xp] — [} [xp] i [} [xp] i [N}
Z 8 2 DZ a4 2 2 a2
T 8§ 888 88 8 8
o N [\l ™ ™ ™ — — —
ael o 2l — — — [a\} N a
o D o a9 2 22
132)®(132;1 0o 0 0O O O 0O 0 O
(132)®(213 0 0o 0 0O O 1 0 0 O
(132)®321)]0 0 0 0O O O O 1 0
(213)®(1320 0 1 0 O 0O 0 0 O
(213)®(213 0 o 0 0O 1 0O 0 0 O
(213)®321)]0 0o 0 O O O 1 0 O
B21)®(1320 1 0 0 O O 0O 0 O
B21)®(213 |0 0 0 1 O O O 0 O
B321H)®B21)]0 0 0 0 O O 0O 0 1
Tabla 3.3: Arreglo previo a Ms.

10 00 0 0 O0O0O0

000 0O01O0O0O0

000 0O0O0O0T1O0

001 00 O0O0O0O

M,=(0 0 0 0 1 0 0 0 O (3.7)

0000 O0O0T1O0O0

01000 O0O0O0O

0001 0O0O0O0O0

0000 O0O0OO0OTO0T1

Orbitas
Dada la matriz (3.7) el vector Vi; asociado es:
Vie=(174852639)
de donde se tiene los siguientes ciclos con los elementos correspondientes a S
1) 174852639 = A;={(132)®(132)}

1 (174852639) =
A={(321)®(132),(132)®(213),(213)®(321)}

m) (174852639) =
As={(213)®(132),321)®((213),(132)®((321)}

Iv) (174852639 = A={821)®(321)}



Geometria Cudntica 65

Los valores de las m; son los siguientes:
1=mi=my
3= mo = M3

De manera explicita la relacién del operador o para S es:

) o((132)®(132))=(132)®(132).

m =0(321)®(132)=(132)®(213).
n0((132)®((213)=(213)®(321).
= 0((213)®(321)=B21)®(132).

m) =0(213)®(132)=0321)® (21 3).
n0(321)®((213))=(132)®(321).
»0((132)®(321))=(213)®(132).

v) o((321)®(321)=(321)®(321).

Con m = mem {1,3} =3 = 02 = id. Donde el polinomio caracteristico es:
pola) = (@ - Do —wPo -5, w= Y

y el polinomio minimo es

po(r) = (z = 1)(z —w)(z - )

Una vez que se present6 la teoria involucrada y los ejemplos correspondientes,
se procede a detallar qué tépicos se programaron, mostrando el cdédigo con una
descripcién de las rutinas.
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Capitulo 4

Modulo

En esta seccién se describiran las rutinas que se realizaron en LiSP y MAXI-
MA como parte de la implementacién de la tesis.

El trabajo se enfoco en dos tépicos principales: calculo de las clases de conju-
gacién para un grupo, para poder determinar conjuntos perfectos S que definen
los célculos diferenciales. Asi como el célculo del operador o sobre S y determi-
nar las érbitas que tiene.

Las rutinas que conforman la primera parte requieren tres argumentos esen-
ciales para ser ejecutadas:

1. El conjunto G.
2. Funcién Producto.

3. Funcién Inverso.

Definiciéon del Grupo

La problematica que esencialmente tiene el Grupo es, la forma en que se
plantea el mismo como argumento de entrada. Los programas fueron probados
con dos clases, las permutaciones de n elementos y las isometrias' que se derivan
del triangulo, cuadrado y tetraedro.

En el segundo caso se opto por capturar una lista de listas que consta de la
definicién de multiplicacién de dos elementos del grupo, donde el primer miem-
bro de la lista son todos los elementos del conjunto, empezando con el elemento
neutro y definiéndolos previamente como variables simbdlicas, el resto es para
la multipiplicaciéon de dos elementos.

1E] apéndice A muestra con detalle dichas transformaciones y sus tablas de multiplicacién.
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Para el caso del tridangulo se tiene:

Definicién simbodlica de cada elemento.
(setf rho ‘rho)

(setf rhoi ‘rhoi)

(setf sa ‘sa)

(setf sb ‘sb)

(setf sc ‘sc)

(setf e ‘e)

Definicién de la tabla de multiplicaciéon para el Grupo.

(setf 1list ‘((e rho rhoi sa sb sc)
(rho rho rhoi) (rho rhoi e) (rho sa sc) (rho sb sa)
(rho sc sb) (rhoi rho e) (rhoi rhoi rho) (rhoi sa sb)
(rhoi sb sc) (rhoi sc sa) (sa rho sb) (sa rhoi sc)
(sa sa e) (sa sb rhoi) (sa sc rho) (sb rho sc)
(sb rhoi sa) (sb sa rho) (sb sb e) (sb sc rhoi)
(sc rho sa) (sc rhoi sb) (sc sa rhoi) (sc sb rho)
(sc sc e)))

Obsérvese que el primer elemento de la lista estd compuesto por los inte-
grantes del grupo, los demas son la multiplicacién definida para los mismo. Por
ejemplo si se tiene (sc rhoi sb) se entenderd sc*rhoi = sb.

Para el caso de las permutaciones se creo una funciéon que las genera:
(permutation n)

Ejecutada desde Lisp devuelve una lista de listas con las permutaciones
correspondientes al tamano dado, n.

> (permutation 4)

(3124)(3142)(3412)(4312)(1324)
(1342)(1432)(4132)(1234)(1243)
(1423)(4123)(3214)(3241)(3421)
(4321)(2314)(2341)(2431)(4231)
(2134)(2143)(2413)(4213))

Asi, para estos ejemplos dichas listas son el argumento de entrada principal
para las funciones que calculan las clases de conjugacion.

Producto

El conjunto de rutinas esta pensando para que el usuario pueda introducir
su propio grupo, con sus respectivas reglas de producto y asignacién de inversos.
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Al trabajar con las isometrias mencionadas y por la forma en que se de-
cidié capturar la lista con el grupo, la funcién Producto para las isometrias
es:

(product-i x y list)
realiza la bisqueda de la pareja x y en la lista y devuelve x*y, tercer argumento

de la triada.

> (product-i sa s2 list)
RHO

Al trabajar con el grupo de Permutaciones la funcién
(product-p x y)
efectia para x y y la multiplicacién-composicion usual descrita previamente.

> (product-p ‘(324 1) ‘(241 3))
(2134

Inverso

Con el grupo derivado de las isometrias se tiene
(inverse-i x list)

dado x se busca al mismo en la primera posicién de las listas y luego se verifica
que en la tercera posisicién se halle e, lo que quiere decir que el miembro en la
segunda posicién (y) es el inverso quien cumple con x*y = e.

> (inverse-i sa list)
SA

Al trabajar con las permutaciones la funcién
(inverse-p x)

da el inverso de x calculdndolo de forma directa gracias a las relaciones que se
tienen entre los elementos del grupo.

> (inverse-p ‘(3 2 4 1))
(4 213)

Todas las funciones se detallaran en el area de apéndices.
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4.1. Clases de Conjugacién

Las funciones que se crearon para calcular las clases de conjugacién de un
grupo G, tienen como argumentos de entrada, la lista con los elementos del
grupo, un funcién Producto y una funcién Inverso.

Ya que, dependiendo del tipo de grupo que se agregue como entrada se
requerird una especifica regla de producto para sus elementos y el calculo de los
inversos, se pensé dejar abierta la posibilidad y libertad al usuario de introducir
sus propias funciones, debido a la clase de conceptos que se manejaron y sumado
al hecho que LISP permite tener argumentos de entrada como funciones, los
programas resultantes permitieron dejar todo el cédigo lo més general posible.

En resonancia a como estd pensado LISP permite conservar la estructura
matematica que hay detras de los problemas que se plantearon.

Como se describié previamente la relacién x ~ y dada por la conjugacién de
elementos en un grupo G, estd dada por:

grg~! =1, para algtin g € G.

Por lo que la primera funcién que se construye es conjugado, la cual dado
x € G y algun g € G devuelve y conjugado de x por g. Ver Tabla 4.1.

La siguiente funcion se llama conjuga, la cual dado x € G encuentra la clase
de conjugacion del mismo, la Tabla 4.2 muestra su estructura.

Por dltimo conjugacy-class que se encarga de almacenar las clases de
conjugacién del argumento (lista de elementos del grupo), devolviendo una lista
de listas con las mismas. Dentro del cuerpo se llama una funcién dentro del
contexto labels llamada remove-sub? que se encarga de remover subconjuntos
de un conjunto. Véase Tabla 4.3.

Ejemplos
En la Tabla 4.4 muestra como se puede ejecutar desde LISP la funcién

conjugacy-class con la sintaxis:

#(lambda (x y) (product-i x y list))

#¢(lambda (x) (inverse-i x list))

que define a las funciones product-i e inverse-i como argumentos con sus
propias variables x y y. Cabe mencionar que al tener estas rutinas el argumento
list que contiene la tabla de multiplicacién, ésta se carga de manera global y
se hace un (car list) para ver solamente los elementos del grupo.

2Detallada en el apartado de apéndices.
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Con las permutaciones las funciones argumento son:

#¢(lambda (x y) (product-p x y))

#¢(lambda (x) (inverse-p x))
las cuales s6lo requieren de los elementos a multiplicar o en su caso, el miembro

del cual se requiere su inverso.

Enla Tabla 4.5 y 4.6 se pueden ver los resultados que arroja conjugacy-class
para los diferentes ejemplos.

4.2. Conjunto Perfecto

Este bloque ejemplifica cémo se construyo un conjunto perfecto dado cual-
quier subconjunto, sin identidad, del grupo G.

La funcién close-set es la que dado un subconjunto de un Grupo lo cierra
bajo inversos y clases de conjugaciéon, la Tabla 4.9 muestra su descripcién. La
Tabla 4.10 tiene el cédigo para ejecutar en LiSP con los dos grupos descritos
previamente y sus respectivas funciones de Producto e Inverso. Algunos ejemplos
se pueden ver en la Tabla 4.11.

Predicado para un Conjunto Perfecto

Para efectos de calculos posteriores se creo la funcién perfect-set-p predi-
cado que indica si el conjunto (argumento) es perfecto. La Tabla 4.12 muestra
su estructura.

Las Tablas 4.13 y 4.14 tienen ejemplos de los grupos trabajados.

4.3. Operador o

La parte correspondiente al calculo del producto tensorial consta de tres
rutinas:

— ptensorial: Se encarga de calcular para ¢,g € S, ¢ ® g.

Las Tablas 4.15, 4.16, 4.17 nos muestran la sintaxis y ejemplos.

— sub-tensorial: Dado g€ Gy S C G, generalos ¢ ®g,V g€ S.

Para cada g € S la rutina halla el conjunto g® S = {¢®g | g € S, ¢ € G}. La

Tabla 4.18 muestra el cédigo y los datos en las Tablas 4.19 y 4.20 son ejemplos
y como se llama desde Lisp.
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— prod-tensorial: Calculag® g,V q,g € S con S C G.

Por ultimo la funcién que utiliza las dos anteriores, tiene como argumentos
de entrada S C G y realiza el producto tensorial entre los elementos de S, se
entendera que de aqui en adelante que S es perfecto.

La Tabla 4.21 tiene el cédigo de dicha rutina, en la Tabla 4.23 se muestra
como se llama en LISP y algunos ejemplos.

Matriz M,

La construcciéon de la matriz asociada a o y S se formuld, para efectos de
programacién, de una forma especial. Ya que M, estd compuesta de ceros y
unos, por su regla de correspondencia (3.5), no es necesario construirla o alma-
cenarla en su totalidad, en su lugar se trabaja con el vector V;; asociado, ver
(3.5).

La funcién que calcula dicho vector es sub-vec:

sub-vec (plist &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity)
(clist nil) (alist nil) (cont nil))

la cual es independiente en el sentido que sélo requiere como argumento (plist
X plist), donde plist es un conjunto perfecto e internamente calcula el pro-
ducto tensorial elemento a elemento, que no almacena, para ir construyendo el
vector de permutaciones.

La Tabla 4.24 muestra el cédigo de la rutina, para implementarla se cons-
truyeron dos rutinas auxiliares: prod-cruz y cerolist.?

La Tabla 4.26 tiene algunos ejemplos de los vectores de permutacién para
conjuntos Perfectos.

La rutina esta pensada para ser ejecutada desde Maxima y desde ahi recons-
truir la matriz Mg.

Orbitas
Para encontrar las 6rbitas del vector de permutaciones derivado de la matriz
M, se construyo la rutina

find-cycles

La Tabla 4.27 muestra el cédigo y la sintesis de sus funciones, en la Tabla
4.29 algunos ejemplos.

Una vez que se tienen los ciclos de un vector de permutaciéon se pueden
extraer los elementos de S x S que les corresponden mostrando la particion del
conjunto. La rutina que realiza dicho calculo es:

3Detallas en el drea de apéndices.
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cycles-class

La Tabla 4.31 tiene el cédigo y en la Tabla 4.33 los ejemplos.

Cabe mencionar que para efectos de programacion, una vez elegido un con-
junto S con cualquier orden, se sigue trabajando sobre la forma en que es in-
troducido como argumento de entrada y varias rutinas dependen de ello.

Las siguientes son las tablas que contienen los cédigos, descripciones, ejem-
plos y modos de uso de las principales rutinas.
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Funcién: conjugado

(defun conjugado (g x &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity))
(let ((y (funcall produc (funcall produc g x) (funcall inverse g)))) y))

Descripcién:

La funcién calcula, dado un x € G (argumento principal) y algiin g € G el conjugado de x por g.
Argumentos:

X Elemento del grupo al cual se busca su conjugado.

g Elemento del grupo por el cual se conjugara x.

produc  Argumento &opcional, Funcién Producto especifica para el grupo.
inverse Argumento &opcional, Funcién Inverso especifica para el grupo.

Tabla 4.1: Funcién: conjugado

Funcién: conjuga

(defun conjuga (x list &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity) (nlist nil))

(cond ((null list) nlist)
(T (let* ((elem (conjugado (car list) x produc inverse))
(nlist (find-insert elem nlist)))
(conjuga x (cdr list) produc inverse nlist)))))

Descripcién:

La funcién devuelve la clase de conjugacion del elemento x.

74



Argumentos:
X Elemento del grupo al cual se quiere encontrar su clase de conjugacion.
list Lista con los elementos del grupo.
produc Argumento &opcional, Funcién Producto especifica para el grupo.
inverse Argumento &opcional, Funcién Inverso especifica para el grupo.

Tabla 4.2: Funcién: conjuga

Funcién: conjugacy-class

(defun conjugacy-class (list &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity) (nlist nil) (alist nil))
(labels ((remove-sub (list sublist)
(cond ((null sublist) list)
(T (if (equalp (car list) (car sublist))
(let* ((sublist (cdr sublist))
(list (cdr list)))
(remove-sub list sublist))
(let* ((list (append (cdr list) (1list (car 1list)))))
(remove-sub list sublist)))))))
(cond ((null list) nlist)
(T (if (null alist)
(let* ((alist list)
(clist (conjuga (car alist) alist produc inverse))
(list (remove-sub list clist))
(nlist (push clist nlist)))
(conjugacy-class list produc inverse nlist alist))
(let* ((clist (conjuga (car list) alist produc inverse))
(list (remove-sub list clist))
(nlist (push clist nlist)))
(conjugacy-class list produc inverse nlist alist)))) )))

OMpPoOIN
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Descripcién:
La funcién esencialmente lo que realiza es, para los elementos del grupo extraer las clases de conjugacion.
Gracias a que éstas forman una particiéon la funcién optimiza el procedimiento, al obtener una clase la
retira del grupo y sigue la bisqueda con los elementos restantes.
Argumentos:
list Lista con los elementos del grupo.
produc Argumento &opcional, Funcién Producto especifica para el grupo.
inverse Argumento &opcional, Funcién Inverso especifica para el grupo.
nlist Argumento auxiliar que va almacenando las clases de conjugacién.
alist Argumento auxiliar que guarda al grupo completo.

Tabla 4.3: Funcién: conjugacy-class

Ejemplos:

Isometrias.

>(conjugacy-class (car list) #‘(lambda (x y) (product-i x y list)) #‘(lambda (x) (inverse-i x list)))

Permutaciones

>(conjugacy-class list #‘(lambda (x y) (product-p x y)) #‘(lambda (x) (inverse-p x)))

Tabla 4.4: Cédigo ejecutado desde Lisp.



Ejemplos de Clases de Conjugacién derivados de Isometrias.

Figura | Grupo | Clases de Conjugacién

Triangulo | (e rho rhoi sa sb sc) ((SC sSB SA) (RHOI) (RHO) (E))

Cuadrado | (e rho rhoi rho2 sa sb si1 s2) ((S2 S1) (SB SA) (RHO2) (RHOI RHO) (E))
Tetraedro | (e ra rb rc rd rai rbi rdi rci s1 s2 s3) | ((83 S2 S1) (RCI RBI RDI RAI) (RC RB RD RA) (E))

Tabla 4.5: Ejemplos para las Isometrias.

Ejemplos de Clases de Conjugacion derivadas de grupos de Permutaciones.

Elementos | Clases de Conjugacién

2
3
4

(2 1)) (1 2))

(((123)) ((231) (312)) ((321) (132) (213)))

(((1234)) ((1432) (1243)(1324) (3214) (4231) ((2134)) (34
12) (4321) (2143)) ((4123) (4312) (2341) (2413) (3142 (34
21)) (1423) (1342 (2431) (4132)((2314) (4213)@B241) @31
2 4)))

Tabla 4.6: Ejemplos para las Permutaciones.

OMpPoOIN
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Funcion: add-inverse

(defun add-inverse (slist list &optional (inverse #‘identity) (clist slist))
(labels ((seek-elem (elem list &optional (nlist nil))
(cond ((null elem) nlist)
((null 1list) (cons elem nlist))
(T (if (equalp elem (car list))
(let ((nlist (append list nlist)))
(seek-elem nil list nlist))
(let* ((nlist (cons (car list) nlist))
(list (cdr list)))
(seek-elem elem list nlist)))))))
(cond ((null slist) clist)
(T (let* ((elem (funcall inverse (car slist)))
(clist (seek-elem elem clist)))
(add-inverse (cdr slist) list inverse clist)) ))))

Descripcién:

Dado el subconjunto slist del conjunto 1list, agrega los inversos de cada elemento de slist al mismo.
Argumentos:

slist Lista con elementos de 1ist.

list Lista con los elementos del grupo.

inverse Argumento &optional, Funcién Inverso especifica para el grupo.

clist Argumento auxilar que almacena la cerradura de slist.

Tabla 4.7: Funcién que agrega inversos a un subconjunto de un grupo.



Funcién: add-class

(defun add-class (slist list &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity) (clist nil))
(cond ((null slist) clist)
(T (let* ((clist (union (conjuga (car slist) list produc inverse) clist)))
(add-class (cdr slist) list produc inverse clist)))))

Descripcién:

Dado el subconjunto slist de list, la funcion agrega las clases de conjugacién de cada elemento en
slist.

Argumentos:

slist Subconjunto de un Grupo.

list Lista que contiene los elementos de un grupo.

produc Argumento &opcional, Funcién Producto especifica para el grupo.

inverse Argumento &opcional, Funcién Inverso especifica para el grupo.

clist Argumento auxiliar donde se almacena el grupo cerrado bajo clases de conjugacién.

Tabla 4.8: Funcién que cierra un conjunto bajo clases de conjugacion.

Funcién: close-set

(defun close-set (slist list &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity))
(add-inverse (add-class slist list produc inverse) list inverse))

Descripcién:
Cierra el subconjunto slist bajo inversos y clases de conjugacién de un grupo.

OMpPoOIN
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Argumentos:
slist Subconjunto de un Grupo.
list Lista que contiene los elementos de un grupo.

produc Argumento &opcional, Funcién Producto especifica para el grupo.
inverse Argumento &opcional, Funcién Inverso especifica para el grupo.

Tabla 4.9: Funcién que cierra un subconjunto bajo inversos y clases de conjugacion.

Ejemplos:

Isometrias.

>(close-set slist (car list) #‘(lambda (x y) (product-i x y list)) #‘(lambda (x) (inverse-i x list)))

Permutaciones

>(close-set slist list #‘(lambda (x y) (product-p x y)) #‘(lambda (x) (inverse-p x)))
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Tabla 4.10: Cédigo ejecutado desde Lisp.



Grupo de Isometrias del Tetraedro.

Subconjunto  Cerradura

(s3) (82 83 s1)

(rb) (RAI RCI RB RC RD RA RBI RDI)

(ra rbi s2) (RCI RDI RAI RA RD RC S2 S3 RB S1 RBI)

Grupo de permutaciones de 3 elementos.

Subconjunto  Cerradura
(31 2) ((231) (8312))
(21 3)) ((321) (213) (132))

Grupo de permutaciones de 4 elementos.

Subconjunto Cerradura

(124 3)) (3214) (1432) (2134) (1324) (1243 (4231))

((2314)) ((1423) 4213) (3241) (3124) (2431) (4132 (2314)
(134 2)

((2341) (1432) ((2341)(4312)(3421)((4123)((3142) 4231 (2134
(1432) (1324 (1243) (3214 (2413))

Tabla 4.11: Ejemplos de subconjuntos que se cierran bajo Inversos y Clases de Conjugacion.

OMpPoOIN
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Funcién: perfect-set-p

(defun perfect-set-p (set group &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity))
(let ((pset (close-set set group produc inverse)))
(if (equal-list-p set pset) T nil)))

Descripcién:
Verifica si un conjunto es Perfecto, devolviendo T, en caso contrario NIL. Internamente genera la
cerradura de set y prueba si es igual a él mismo.
Argumentos:
set Subconjunto del grupo principal.
group Grupo.
produc  Argumento &opcional, Funcién Producto especifica para el grupo.
inverse Argumento &opcional, Funcién Inverso especifica para el grupo.

Tabla 4.12: Predicado para verificar si un conjunto es Perfecto.

Ejemplos:

Isometrias.

>(perfect-set-p set group #‘(lambda (x y) (product-i x y list)) #‘(lambda (x) (inverse-i x list)))

Permutaciones

>(perfect-set-p set group #‘(lambda (x y) (product-p x y)) #‘(lambda (x) (inverse-p x)))
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Tabla 4.13: Codigo ejecutado desde Lisp.



Grupo de Isometrias del Tetraedro.

Subconjunto Predicado
(s3) NIL

(ra rb rc rd) NIL

(s1 s2 s3) T

(ra rb rc rd rai rbi rci rdi) T

Grupo de permutaciones de 3 elementos.

Subconjunto Predicado
((2 3 1)) NIL
((231) (312)) T

((213 (132)(231)@B21)B312)) T

Grupo de permutaciones de 4 elementos.

Subconjunto

((1324) (3214) (4231)(2134) (1432))

(4312 (1324)

(3142) (2134) (4231) (3214) (1324 (1243) (1432)
(2341) (4312)(3421)(4123)((24123))

Tabla 4.14: Ejemplos del Predicado perfect-set-p.

Predicado
T

NIL

T

OMpPoOIN

€8



Modédulo

Funcién: ptensorial

(defun ptensorial (q g &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity))
(1ist (conjugado q g produc inverse) q))

Descripcién:
Dados q y g elementos de un grupo, calcula q ® g.
Argumentos:
q Elemento de un grupo dado.
g Elemento de un grupo dado.

produc  Argumento &opcional, Funcién Producto especifica para el grupo.
inverse Argumento &opcional, Funcién Inverso especifica para el grupo.

Tabla 4.15: Funcién que calcula el producto tensorial entre dos elementos de un subconjunto perfecto.

Ejemplos:

Isometrias.

>(ptensorial q g #‘(lambda (x y) (product-i x y list)) #‘(lambda (x) (inverse-i x list)))

Permutaciones

>(ptensorial q g #‘(lambda (x y) (product-p x y)) #‘(lambda (x) (inverse-p x)))
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Tabla 4.16: Codigo ejecutado desde Lisp.



Grupo de Isometrias del Cuadrado | | Grupo de Isometrias del Tetraedro.
q g q®yg q g g9
e sa | (SA E) s3 s2 | (82 83)
rho | rho | (RHO RHO) ra sl | (82 RA)
rho2 | sb | (SB RHO2) rci | rci | (RCI RCI)
s1 s2 | (S2 81) s3 | rdi | (RCI S3)

Grupo de Permutaciones de 3 elementos | | Grupo de Permutaciones de 4 elementos.

q g 7¥g9 q Y 7¥g9
(231)](@B12) | 312 (231)) (2314) (3142|4123 (231 4)
(123 @B12) | 312 (123)) 4321)](4321)]4321) (4321))
(132 | @32 | 0132 (132) (3412 (1234)|((1234) (3412))

Tabla 4.17: Ejemplos de producto tensorial.

Funcion: sub-tensorial

(defun sub-tensorial (q set &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity) (nlist nil))
(cond ((null set) nlist)
(T (if (null nlist)
(let ((nlist (push (ptensorial q (car set) produc inverse) nlist)))
(sub-tensorial q (cdr set) produc inverse nlist))
(let ((nlist (push (ptensorial q (car set) produc inverse) nlist)))
(sub-tensorial q (cdr set) produc inverse nlist))))))

Tabla 4.18: Cédigo para el célculo del conjunto ¢ ® S, con g € G.

OMpPoOIN
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Descripcién:
Dado un elemento q de un grupo y set subconjunto del mismo también, calcula

el producto tensorial q ® g, para todo g € set.
Argumentos:

q Elemento de un grupo.

set Subconjunto de un grupo.

produc  Argumento &opcional, Funcién Producto especifica para el grupo.

inverse Argumento &opcional, Funcién Inverso especifica para el grupo.

nlist Argumento auxiliar que va almacenando el producto tensorial de q con set.

Ejemplos:

Isometrias.

>(sub-tensorial q set #‘(lambda (x y) (product-i x y list)) #‘(lambda (x) (inverse-i x list)))

Permutaciones

>(sub-tensorial q set #‘(lambda (x y) (product-p x y)) #‘(lambda (x) (inverse-p x)))
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Tabla 4.19: Cédigo ejecutado desde Lisp.

Grupo de Isometrias del Tetraedro.

q S q® S

ra (s1 s2 s3) ((S1 RA) (S3 RA) (S2 RA))

rci | (ra sl rdi e) ((E RCI) (RBI RCI) (S3 RCI) (RD RCI))
sl | (ra rb rc rd) ((RB S1) (RA S1) (RD S1) (RC S1))



Grupo de Permutaciones de 3 elementos.
q S q® S
(312) (321) (123 (((123) (312)) ((132) (312)))
(213) | ((231) (123) @B21) | 132 (213)) ((123) (213)) ((8312) (213)))

Tabla 4.20: Ejemplos del producto tensorial g ® S, con ¢ € G, S C G.

Funcién: prod-tensorial

(defun prod-tensorial (set &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity) (nlist nil) (alist nil))
(cond ((null set) (reverse nlist))

(T (if (null nlist)

(let ((alist set)
(nlist (append (sub-tensorial (car set) set produc inverse) nlist)))

(prod-tensorial (cdr set) produc inverse nlist alist))

(let ((nlist (append (sub-tensorial (car set) alist produc inverse) nlist)))
(prod-tensorial (cdr set) produc inverse nlist alist))))))

Descripcién:

Funcioén que calcula, dado S C G, S x S. S tiene que ser un conjunto Perfecto.
Los elementos dados como ¢,p € S x S se hacen corresponder con ¢ ® p € L(S) ® L(S).

Argumentos:

set Subconjunto Perfecto de un grupo dado.

produc  Argumento &opcional, Funcién Producto especifica para el grupo.

inverse Argumento &opcional, Funcién Inverso especifica para el grupo.

nlist Argumento auxiliar encargado de ir almacenando el producto tensorial de set.
alist Argumento auxiliar que almacena los datos originales de set.

Tabla 4.21: Funcién que calcula en producto tensorial entre los elementos de S.

OMpPoOIN
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Ejemplos:

Isometrias.

>(prod-tensorial set #‘(lambda (x y) (product-i x y list)) #‘(lambda (x) (inverse-i x 1list)))

Permutaciones

>(prod-tensorial set #‘(lambda (x y) (product-p x y)) #‘(lambda (x) (inverse-p x)))

Tabla 4.22: Cédigo ejecutado desde Lisp.

Grupo de Isometrias del Tetraedro.

S
(e s1 s2 s3)

(ra rb rc rd rai
rbi rci rdi)

S x S bajo la relacién (g,p) < q ® p.

((EE) (S1 E) (S2 E) (S3 E) (E S1) (S1 S1) (S2 S1) (83 s1) (E S2) (S1 82) (S2 s2)
(83 82) (E S3) (S1 83) (82 83) (S3 83))

((RBI RBI) (RCI RBI) (RD RBI) (RB RBI) (RA RBI) (RC RBI) (RAI RBI) (RDI RBI) (RDI
RAI) (RAI RAI) (RB RAI) (RD RAI) (RC RAI) (RA RAI) (RCI RAI) (RBI RAI) (RDI RC)
(RBI RC) (RC RC) (RD RC) (RA RC) (RB RC) (RAI RC) (RCI RC) (RBI RB) (RDI RB) (RA
RB) (RB RB) (RC RB) (RD RB) (RCI RB) (RAI RB) (RAI RD) (RCI RD) (RB RD) (RA RD)
(RD RD) (RC RD) (RDI RD) (RBI RD) (RCI RA) (RAI RA) (RD RA) (RC RA) (RB RA) (RA
RA) (RBI RA) (RDI RA) (RCI RDI) (RBI RDI) (RA RDI) (RC RDI) (RD RDI) (RB RDI)
(RDI RDI) (RAI RDI) (RAI RCI) (RDI RCI) (RC RCI) (RA RCI) (RB RCI) (RD RCI) (RBI
RCI) (RCI RCI))

Grupo de Permutaciones de 3 elementos.

((213) (132
(32 1))

(((213) (213)) ((321) (213)) ((132)(213)) ((8321) (132)) (132
(132) ((213) (132) ((132) (321) ((213) 321) (321) 321N

Tabla 4.23: Ejemplos del producto tensorial para S C G Perfecto.
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(defun sub-vec (plist &optional (produc #‘identity) (inverse #‘identity) (clist nil) (alist nil) (cont nil)
(cond ((null plist) clist)
(T (if (null alist)

(let ((alist plist)

(cont 0))
(sub-vec plist produc inverse clist alist cont))

(let* ((elem (ptensorial (caar plist) (cadar plist) produc inverse))
(pos (pos-elem elem alist))
(cont (+ cont 1))
(clist (insert pos clist cont)))

(sub-vec (cdr plist) produc inverse clist alist cont))))))

)

Descripcién:

Rutina que dado el producto cruz del conjunto Perfecto S calcula el vector Vs asociado a la transformacion o y el conjunto S.

Argumentos:

plist Producto cruz de un conjunto perfecto.
produc  Argumento &opcional, Funcién Producto especifica para el grupo.
inverse Argumento &opcional, Funcién Inverso especifica para el grupo.

clist Argumento auxiliar encargado de ir almacenando el vector V.

Inicializado con un vector de ceros igual a la dimensién del conjunto Perfecto.
alist Argumento auxiliar igual a plist encargado de almacenar los datos originales de éste.
cont Contador interno que va avanzando sobre las entradas del vector Vjy.

Tabla 4.24: Cédigo: sub-vec.
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Ejemplos:
Isometrias.

>(sub-vec plist #‘(lambda (x y) (product-i x y list)) #‘(lambda (x) (inverse-i x list)) clist)

Permutaciones

>(sub-vec plist #‘(lambda (x y) (product-p x y)) #‘(lambda (x) (inverse-p x)) clist)

Tabla 4.25: Codigo ejecutado desde Lisp.

Grupo de Isometrias del Tetraedro.

S

(s1 s2 s3)

(ra rb rd rc rai
rbi rci rdi)

Vi

(147258369)

(117259334957 4126 102 18 58 42 34 50 11 27 19 3 43 59 51 35 20 4 12 28 52 36 44 60 5 29
13 21 37 61 4553 22 14 30 6 54 46 62 38 31 7 23 15 63 39 55 47 16 24 8 32 48 56 40 64)

Grupo de Permutaciones de 3 elementos.

(231) (312)
(132) (213)
(321)

P

(1324)
(1748526309)

(13125191372682201432273315213941016222834173552329 11181230246 36)

Tabla 4.26: Ejemplos del Vector V).



Funcién: find-cycles

(defun find-cycles (vec &optional (pvec nil) (auxvec nil) (pos 1))
(labels ((f-nonzero (list &optional (pos 1))

(cond ((null (equalp (car list) 0)) pos)

(T (let ((pos (1+ pos)))
(f-nonzero (cdr list) pos))))))
(cond ((zero-list-p vec) (push auxvec pvec))

(T (if (= (nth (1- pos) vec) 0)
(find-cycles vec (push auxvec pvec) nil (f-nonzero vec))
(find-cycles (insert O vec pos) pvec (push (nth (1- pos) vec) auxvec) (nth (1- pos) vec)))))))

Descripcién:

La funcidn halla, dado un vector Vi, los ciclos que hay dentro del mismo. Dentro tiene una funcién auxiliar f-nonzero
que devuelve la posicién del primer elemento distinto de cero en su argumento, 1ist.

Argumentos:
vec Vector V.
pvec Argumento auxiliar encargado de almacenar los ciclos que se van encontrando.
auxvec Argumento auxiliar encargado de colectar los elementos de un ciclo.
pos Contador interno para ubicar los elementos del vector V.

Tabla 4.27: Cédigo: find-cycles.

(find-cycles vec)

Tabla 4.28: Cédigo ejecutado desde Lisp.

OMpPoOIN
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Grupo de Isometrias del Tetraedro.

Vi

(1472583609)
(1172593349574126102 1858423450 11 2719 3 43
59 51 35204 12 28 52 36 44 60 5 29 13 21 37 61 45 53 22
14 30 6 54 46 62 38 31 7 23 15 63 39 55 47 16 24 8 32 48
56 40 64)

Ciclos

(1) 24) (37) (5) (6
((1) (211 17) (320 25) (4269) (533) (6 44 31 49) (7 50
16 57) (8 59 22 41) (10) (12 27 18) (13 35 24 58) (14 42)
(15 52 29 34) (19) (21 36 30 43) (23 51) (28) (32 60) (37)
(38 48 61) (39 54 45) (40 63 53) (46) (47 56 62) (55) (64))

8) (9))

Grupo de Permutaciones de 3 elementos.

(1324)

(1748526309)
(1312519137268220143227331521394101622
28 3417 35 5 23 29 11 18 12 30 24 6 36)

(D 23) @)

(1) (267) (384) (5) (9)

((1) (2918 31) (3 17 25) (4 19) (5 27 13) (6 35 26 7) (8)
(10 20) (11 30 33 14) (12 32) (15) (16 21) (22) (23 28) (24
34) (29) (36))

Tabla 4.29: Ejemplos de Ciclos en Vectores V).

Funcién:

cycles—-class

(defun cycles-class (subvec cset &optional (asubvec nil) (auxset nil) (class nil) (pos 0))

(cond ((null subvec) class)
(T (if (= pos 0)

(cycles-class subvec cset (car subvec) auxset class 1)

(if (null asubvec)

(cycles-class (cdr subvec) cset nil nil (push auxset class) 0)
(cycles-class subvec cset (cdr asubvec) (push (nth (1- (car asubvec)) cset)

auxset) class (1+ pos)))))))

Tabla 4.30: Cddigo: cycles-class



Descripcién:

Dado el arreglo subvec con los ciclos de un vector Vs y el conjunto cset el cual es S ® S para algin S perfecto,
extrae los subconjuntos asociados a los ciclos.

Argumentos:
subvec Lista que contiene los ciclos de un vector de permutacion.
cset Arreglo que contiene los elementos del conjunto S ® S.

asubvec Argumento auxiliar que almacena temporalmente los ciclos de subvec.
auxset  Argumento auxiliar que almacena temporalmente los subconjuntos de S ® S asociados a los ciclos.

class Argumento auxiliar que va almacenando los subconjuntos de S ® S dando al final las clases de dichos ciclos.

pos Contador interno para ir recorriendo los elementos en subset.

Tabla 4.31: Cédigo: cycles-class

(cycles-class subvec cset)

Tabla 4.32: Cédigo ejecutado desde Lisp.

Grupo de Isometrias del Tetraedro

S = {s1 s2 s3}
Ciclos (1) (2 4) (37) (5) (6 8) 9)
Subconjuntos | (S1S1) (S2 S1) (S1S2) (S3S1) (S1S3) (S2S2) (S32) (S2.93) (S3 S3)

OMpPoOIN
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S = {ra rbrcrd rai rbi rci rdi}
(1) (21117) (3 20 25)
(RA RA) (RC RA) (RB RC) (RA RB) (RD RA) (RC RD) (RA RQ)
(42609) (5 33) (6 44 31 49)
(RB RA) (RD RB) (RA RD) (RAI RA) (RA RAI) (RCI RA) (RD RCI) (RBI RD) (RA RBI)
(7 50 16 57) (8 59 22 41) (10)
(RDI RA) (RB RDI) (RCI RB) (RA RCI) | (RBI RA) (RC RBI) (RDI RC) (RA RDI) (RB RB)
(12 27 18) (13 35 24 58) (14 42)
(RC RB) (RD RC) (RB RD) (RDI RB) (RC RDI) (RAI RC) (RB RAI) (RBI RB) (RB RBI)
(19) (21 36 30 43)

(15 52 29 34)

(RBI RC) (RD RBI) (RAI RD) (RC RAI)

(RAI RB) (RD RAI) (RCI RD) (RB RCI) (RC RC)
(23 51) (28) (32 60)
(RCI RC) (RC RCI) (RD RD) (RDI RD) (RD RDI)
(37) (38 48 61) (39 54 45)
((RAI RAI) (RDI RAI) (RBI RDI) (RAI RBI) (RBI RAI) (RCI RBI) (RAI RCI)
(40 63 53) (46) (47 56 62)
(RCI RAI) (RDI RCI) (RAI RDI) (RBI RBI) (RDI RBI) (RCI RDI) (RBI RCT)
(55) (64)
(RCI RCI) (RDI RDI)
Grupo de permutaciones de 3 elementos.
S={(231)(312)}
Ciclos (1) (23) (4)
Subconjunto: | ((231)(231)) ((312)(231))((231)(312)) ((312)(312))

Tabla 4.33: Ejemplos de Ciclos.
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4.4. Maxima

Por dltimo se realizé una rutina sobre MAXIMA para dado un vector Vs
poder reconstruir la matriz M, y en su ambiente poder hacer calculos como
busqueda de valores y vectores propios.

Funcién: msigma

msigma(vec) :=block(n:length(vec),
for i:1 thru n do for j:1 thru n do
if vec[j] = i then M[i,j] : 1 else M[i,j] : O,
genmatrix(M,n,n));

Descripcién:
Dados los elementos del vector Vs (j) = i coloca un 1 en la entrada
M, (i,j) = 1, cero en otro caso.
Ejemplos:
Si Vay =11,4,7,2,5,8,3,6,9]

SO O OO, OOO
OO R OO OO OO
ol alaNoBoBal "
OO OO OO OO
O R OO OO O oo
[l elaNoBol =]
[N eNel S oNeNoeNo N
— O OO0 OO o oo

1
0
0
0
0
0
0
0
0
3

Si Vi = [1,7,4,8,5,2,6,3,9]

=
I
S OO OO OO O
OO OO OO oo
OO DO OO O
O OO OO
OO OO OO OO
[l el elolNeleBol -]
OO O R OO OO
[ leleloNeNell S =R -]
_— OO OO oo oo oo
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Apéndice A

Isometrias

DEFINICION. Si Fy y Es son dos espacios métricos una isometria o estd dada
por: ¢ : By — E9, ¥V (z,y) € E1 X Ea, tal que di(x,y) = da(p(x), ¢(y)), con dy
y do las respectivas métricas en Fq y Es.

A.1l.

Triangulo Equilatero

Las Isometrias del tridangulo descritas son las siguientes:

re:{a,b,c,} — {a,b,c}, con x =a,b,c.

a b c b |@ b ¢ la b ¢
e e bl P le boal b oa e
a b ¢ . la b ¢ a b ¢
rho : L a b} rhot : [b a} e: [a b C]
La tabla de multiplicacién estd dada como:
sa sb sc rho rhot
sa e rhot  rho sb sc
sb rho e rhot sc sa
sc rhot  rho e sa sb
rho sc sa sb rhot e
rhot sb sc sa e rho

Para el grupo de las isometrias del triangulo se tiene que las correspondientes

clases de conjugacion son:

{e, sa sb sc,rho rhoi}
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Figura A.1: Isometria sa.

Figura A.2: Isometria sb.
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Figura A.3: Isometria sc

ot

Figura A.4: Isometria rho
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Figura A.5: Isometria rhoi

A.2. Cuadrado

Las Isometrias del cuadrado descritas son las siguientes:

ra :{a,b,¢c,d} — {a,b,c,d}, con x = a,b,c,d.
_abcdb_abcdl_abch_abcd
Sy d e b e boa dl T b oa d el TTld e b oa
b
a

cdh,_abcth_abcd_abc
boel ™ b e d oal ™ e d a bl S la b e

La tabla de multiplicacion estd dada como:

sa sb sl s2 rho  rhoi | rho2
sa e rho2 | rho  rhoi sl 52 sb
sb rho2 e rhoi  rho s2 sl sa
sl rhoi  rho e rho2 sb sa sl
52 rho  rhoi | rho2 e sa sb 52
rho s2 sl sa sb rho2 e rhoi
rhoi sl s2 sb sa e rho2 | rho
rho2 sb sa s2 sl rhoi  rho e

Para el grupo de las isometrias del cuadrado se tiene que las correspondientes
clases de conjugacion son:

{e,sa sb, sl s2, rho rhoi, rho2}
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Figura A.6: Isometria sl

a b d c
S P .82 o L >
d c a b

Figura A.7: Isometria s2
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. sa

Figura A.8: Isometria sa

N

Figura A.9: Isometria sb
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a b d a
rho
<
d c c b
Figura A.10: Isometria rho
b b c
4\
rhot
c a d

Figura A.11: Isometria rhoi
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rho2

Figura A.12: rho2

A.3. Tetraedro

Las Isometrias que se derivan de rotaciones en el Tetraedro son la siguientes:

Primer Subconjunto.

Estas transformaciones constan, dado un vértice fijo, rotar! el tetraedro a
la derecha y ver como mueve los vértices. Si a éstos los indexamos con la letras
a,b,c,d y la isometria la denotamos por rz, donde x = a, b, ¢, d. Se tiene;

rx :{a,b,c,d} — {a,b,c,d}, con x = a,b,c,d.

.abcdb_abcd_abcdd_abcd
"a e d b7 d b oa el b d e al™ e a b od

1Entendiéndose rotar de forma subjetiva, ya que el movimiento es de acuerdo al observante.
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Figura A.13: Isometria: ra

Figura A.14: Isometria: b
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Figura A.15: Isometria: rc

Figura A.16: Isometria: rd
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Segundo Subconjunto.

Estas transformaciones constan, dado un vértice fijo, rotar el tetraedro a
la izquierda y ver como mueve los vértices. Si se denotan por rxi, donde z =
a, b, c,d con la idea que representan el giro inverso a las anteriores, estdn dada
por:

rai: {a,b,c,d} — {a,b,c,d}, con x =a,b,c,d.

._abcdb._abcd._abcdd._abcd
rai | ooy rbi : N Y R

c b d a b ¢ a d

Figura A.17: Isometria: rai
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Figura A.18: Isometria: rbi

Figura A.19: Isometria: rci
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Figura A.20: Isometria: rdi

Tercer Subconjunto.

Las transformaciones que conforman este bloque, son las resultantes de girar
el tetraedro por los puntos medios de aristas opuestas. Denotadas por 5%, donde
1 =1,2,3 son las siguientes:

Si:{a,b,e,d} — {a,b,c,d}, coni=1,23.

1.abcd2_abcd3.(1de
S ile d oa b|%ld e b a4 doe
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Figura A.21: Isometria: sl

Figura A.22: Isometria: s2
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Figura A.23: Isometria: s3

A.4. Paridad de las transformaciones del tetrae-
dro

Se procedera a comprobar que el grupo de isometrias del tetraedro regular
isomorfo al subgrupo alternante A4 tiene todos su elementos pares.

Nota: si se cumple con la condicién |{j > i : ¢(j) < ¢(i)}| se contabiliza
como 1, en caso contrario como 0.

Se denotara en letras negritas los valores que aportan con la aseveracion

¢(7) < o(i)-
ra tiene la siguiente regla de correspondencia:

ra(l) =1,7ra(2) = 3,ra(3) =4,ra(4) =2

inv(ra) ={2>1:3<1}+|{3>1:4<1}+[{4>1:2<1}+
H3>2:4<3}H+|{4>2:2<3}|+]{4>3:2< 4}

inv(ra) =2

rb tiene la siguiente regla de correspondencia:
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rb(1) =1,7b(2) = 2,rb(3) = 1,7b(4) =3
inv(rb) =[{2>1:2<4}|+|{3>1:1<4}+[{4>1:3 <4}|+
H8>2:1<2}+[{4>2:3<2}+[{4>3:4<1}
inv(rb) =4

rc tiene la siguiente regla de correspondencia:

re(l) = 2,7¢(2) =4,rc(3) =3,rc(4) =1

inv(re) ={2>1:4<2}+|{3>1:3<2}+[{4>1:1<2}+
{3>2:3<4}+|{4>2:1<4}|+]{4>3:1<3}

inv(rc) =4

rd tiene la siguiente regla de correspondencia:

rd(1) = 3,7d(2) = 1,7d(3) = 2,rd(4) = 4

inv(rd) =[{2>1:1<3}+[{3>1:2<3}+[|{4>1:4<3}+
H3>2:2<1}+|{4>2:4<1}+|{4>3:4<2}

inv(rd) =2

rai tiene la siguiente regla de correspondencia:

rai(l) = 1,rai(2) = 4,7ai(3) = 2,rai(4) =3

inv(rai) =[{2>1:4<1}|+[{3>1:2<1}+[{4>1:3<1}+
H3>2:2<4}+|{4>2:3<4}|+]{4>3:3<2}

inv(rai) =2

rbi tiene la siguiente regla de correspondencia:

rbi(1) = 3,7rbi(2) = 2,rbi(3) = 4,7rbi(4) =1

inv(rbi) =[{2>1:2<3}+[{3>1:4<3}|+|[{4>1:1<3}|+
H3>2:4<2}+|{4>2:1<2}+[]{4>3:1<4}



Isometrias 113

inv(rbi) =4

rci tiene la siguiente regla de correspondencia:

rci(l) =4,rci(2) = 1,rci(3) = 3,rci(4) =2

inv(rei) ={2>1:1<4}|+|{3>1:3<4}+[{4>1:2<4}|+
{3>2:3<1}H+|{4>2:2<1}+]{4>3:2<3}

inv(rci) =4

rdi tiene la siguiente regla de correspondencia:

rdi(1) = 2,rdi(2) = 3,7di(3) = 1,rdi(4) =4

inv(rdi) =[{2>1:3<2}+{3>1:1<2}+[{4>1:4<2}+
{3>2:1<3}+|{4>2:4<3}+|{4>3:4<1}

inv(rdi) =2

s1 tiene la siguiente regla de correspondencia:

s1(1) = 3,s1(2) = 4,s1(3) = 1,s1(4) = 1

inv(s1) =|{2>1:4<3}+[{83>1:1<3}+|{4>1:2<3}+
H3>2:1<4}+|{4>2:2<4}|+]{4>3:2< 1}

inv(sl) =4

s2 tiene la siguiente regla de correspondencia:

s2(1) = 4,52(2) = 3,52(3) = 2,52(4) = 1

inv(s2) ={2>1:3<4}+[{3>1:2<4}+[{4>1:1<4}+
{8>2:2<3}+[]{4>2:1<3}+[{4>3:1< 2}

inv(s2) =6

s3 tiene la siguiente regla de correspondencia:

$3(1) =2,83(2) =1,83(3) =4,s3(4) =3
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inv(s3) ={2>1:1<2}+[{3>1:4<2}+{4>1:3<2}+
{3>2:4<1}+{4>2:3<1}+|{4>3:3<4}|
inv(s3) =2
Por ultimo la identidad no cumple con la definicién |{7 > i : ¢(j) < ¢(4)}|

para ninguna ¢ ni j, asi que inv(e) = 0.

Asi queda demostrado que todas las transformaciones de isometrias son pa-
res.



Apéndice B
Teorema Gelfand-Naimark

Un Teorema importante dentro del contexto cuantico es el Teorema de
Gelfand-Naimark, se procederan a dar algunos resultados que llevaran a su de-
mostracién y que para detalles de los mismos se puede consultar [8].

Se dice que A es un algebra normada si se tiene definida una norma en A y
ésta satisface:

|ladl| <lall||b]| ¥ a,b € A

Una involucién en A es un mapeo * : A — A tal que si cumple

) (Aa+b)* = \a* + b*
1) (ab)* =b*a* con \,e Cy a,be A.
entonces A es llamada algebra x y si ademds se tiene la propiedad:
llaa*[| = lal/*

siendo A espacio de Banach con involucién, entonces A es llamada dlgebra C*
donde a la dltima expresién se le conoce como condiciéon C*.

El espectro de un elemento a de A es definido como el conjunto de todos los
nimeros complejos A tal que Ae — a no tiene inversa en A y es denotado por
o(a), esto es:

o(a) = {\: e — a es singular}

Algunas definiciones para cuando los elementos de A cumplen con cierta
caracteristica son las siguientes:

= Sea u € A, u es unitario sf uu* = u*u = e.
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= Sea a € A, a es hermitiano si ¢* = a.

= Sea a € A, a es normal si aa* = a*a.

TEOREMA 2. En un dlgebra C* se cumple:

1 o(a) = o(a*).

11 S7w es unitario entonces |A\| =1V X € o(u).
1 Si a es hermitiano entonces o(a) es real.

COROLARIO 1. Si A es un dlgebra C* y a es normal, entonces:
llal| = v(a)
donde el radio espectral estda dado por,
v(a) = max{|A| : A € o(a)}

DEFINICION. Un elemento de un dlgebra de Banach es llamado quasi nilpotente
si el unico elemento en su espectro es 0.

DEFINICION. Un homomorfismo entre dos dlgebras A y B es una funcion ¢ :
A — B que cumple:

1. p(Aa+b) = Ao(a) + ¢(b)
2. ¢(ab) = ¢(a)g(b)
Para toda a,be A y X € C.

DEFINICION. Un homomorfismo * es un homomorfismo que preserva la involu-
cion, es decir,

Se puede demostrar que cada homomorfismo * entre C* algebras, con ¢ :
A — B cumple ||¢(a)]] < |la|]| V @ € A en particular es autométicamente conti-
nuo.

Ahora se van a considerar algebras C* conmutativas.

Sea ® el conjunto de los homomorfismos, no cero, de A en C, para cada
¢ € Dy a € A se tiene el nimero complejo ¢(a), asi dada a € A se define la
funcién a : & — C por

a(¢) = ¢(a)

También se puede demostrar que tales ¢ son automaticamente * homomor-

fismos.

TEOREMA 3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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I La funcion identidad €, es decir, €(¢) =1V ¢.
na=0sysdlosiac{¢p~1(0):p€®}={M:Me M}.
11 o(a) = {a(¢) : ¢ € &}.

v v(a) = maz{|a(¢)| : ¢ € D}.
v 87 ¢1 # o entonces para alguna a € A, a(¢1) # a(p2).
Donde M es el conjunto de ideales mazximales propios de A.

DEFINICION. Transformacién de Gelfand
Se define para cada a € A la funcion a: ® — C dada por:

a(¢) = ¢(a)

TEOREMA 4. El mapeo a — a es un homomorfismo algebraico de A en el con-
junto de las funciones complejo valuadas de .

TEOREMA 5. Mapeo de Gelfand

Dada cualquier dlgebra de Banach conmutativa A unital, existe un homo-
morfismo de A en C(®), el dlgebra de todas las funciones complejo valuadas
sobre un espacio compacto Hausdorff ®. El Kernel del mapeo es el conjunto de
todos los elementos quasi nilpotentes de A.

TEOREMA 6. Gelfand-Naimark

Dada cualquier dlgebra unital C* conmutativa A, existe un isomorfismo *
isométrico de A en C(®), el dlgebra de todas las funciones complejo valuadas
sobre el espacio compacto Hausdorff ®.

Demostraciéon. Sea ® el espectro de A y sea a — a el Mapeo de Gelfand. Cada
elemento del dlgebra conmutativa C* es normal, del Corolario 1 la norma de
cada elemento de A es igual a su radio espectral, esto es ||a|| = ||a]]-

A es un espacio de Banach por lo tanto completo, ya que el Mapeo de Gel-
fand es isométrico, el conjunto {a@: a € A} es un subconjunto completo de C(P)
y cerrado.

Para mostrar que el Mapeo de Gelfand preserva la involucién en C(®), donde
ésta es definida por f*(¢) = f(¢), véase lo siguiente: para a € A se tiene
a=x+wy donde z = (a+a*), y = 5-(a—a*) son hermitianos. Del Teorema 2,
x y y tienen espectro real y por lo tanto T(¢) € o(x), asi las funciones T y § son

real valuadas. Por lo tanto

@ =Z+w=T—=z—w=a*
Lo cual muestra que la imagen de A es una subalgebra x y que el Mapeo de Gel-
fand preserva la operacién adjunta u operacién . Asi se tienen las condiciones
para aplicar el Teorema de Stone-Weiestrass, es decir, A separa puntos de ¢ y

contiene la funcién identidad (Teorema 3), por lo tanto A = C(®).
O
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Apéndice C

Rutinas

Aqui se detallaran las funciones auxiliares que se utilizaron dentro de los
programas principales.

Funcién: find-insert

(defun find-insert (x list &optional (nlist nil))
(cond ((null 1list) (coms x nlist))
((equalp x (car 1list)) (append nlist list))
(T (letx ((nlist (append nlist (list (car list))))
(1ist (cdr list)))
(find-insert x list nlist)))))

Descripcion:
Verifica si x se encuentra en la lista 1ist de pertenecer devuelve
la lista, en caso contrario lo inserta al inicio.

Argumentos:
X Elemento.
list  Lista.
nlist Argumento auxiliar que almacena la lista de salida.
Ejemplos:
Input Output

>(find-insert ‘a ‘(1 2 3 4 5)) (A1 2345)
>(find-insert 2 ‘(1 2 3 4 5)) (1 2345)
>(find-insert 5 ‘(1 2 3 4 5)) (1 2345)
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Funcién: remove-sub!

(defun remove-sub (list sublist)
(cond ((null sublist) list)
(T (if (equalp (car list) (car sublist))
(let* ((sublist (cdr sublist))
(list (cdr 1list)))
(remove-sub list sublist))
(let* ((list (append (cdr list) (1list (car list)))))
(remove-sub list sublist))))))
Descripcién:
Remueve el subconjunto sublist del conjunto list. Se parte del
hecho que sublist pertenece a list.

Argumentos:
list Lista.
sublist Subconjunto de la lista 1ist.
Ejemplos:
Input Output
>(remove-sub ‘((a) (b) (<)) “((b))) | ((C) (A))
>(remove-sub ‘(1 2 3 4) ‘(1 2)) (3 4)

Funcién: seek-elem

(defun seek-elem (elem list &optional (nlist nil))
(cond ((null elem) nlist)
((null 1list) (cons elem nlist))
(T (if (equalp elem (car list))
(let ((nlist (append list nlist)))
(seek-elem nil list nlist))
(let* ((nlist (cons (car list) nlist))
(list (cdr list)))
(seek-elem elem list nlist))))))
Descripcién:
Busca un elemento en una lista 1ist de estar devuelve 1list, de
no estar lo inserta.

Argumentos:

elem  Elemento a insertar.
list Lista.
nlist Arreglo auxiliar donde se almacena la lista de salida.

Ejemplos:
Input Output
>(seek-elem 4 ‘(1 23456)) | (12365 4)
>(seek-elem 4 ‘(1 2 3 5 6)) (465321)
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Funcién: my-remove-duplicates?

(defun my-remove-duplicates (list &optional (tlist nil))
(cond ((null list) tlist)
(T (letx ((pos (pos-elem (car list) (cdr list))))
(if (= pos 0)
(let ((tlist (push (car list) tlist)))
(my-remove-duplicates (cdr list) tlist))
(let* ((alist (remove-elem pos (cdr list)))
(1ist (push (car list) alist)))
(my-remove-duplicates list tlist)))))))

Descripcién:
Remueve duplicados en una lista, abarcando el caso en que éstos
sean listas.Si no hay duplicados devuelve la lista.

Argumentos:

list Lista.
tlist  Argumento auxiliar donde se almacena la lista de salida.
Ejemplos:

> (my-remove-duplicates ‘((a) (a) (a) (b) (c) (c) (d)))
(a) (B) (©) (D))

> (my-remove-duplicates ‘(1 2 3 4 4 55 6))
(1 23456)

> (my-remove-duplicates ‘(1 2 3 4 5 6))
(1 23456)
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Funcién: pos-elem

(defun pos-elem (elem list &optional (pos nil))
(cond ((null elem) pos)
((null list) 0)
(T (if (null pos)
(let ((pos 0))
(if (equalp elem (car list))
(let ((pos (1+ pos)))
(pos-elem nil list pos))
(let ((pos (1+ pos)))
(pos-elem elem (cdr list) pos))))
(if (equalp elem (car list))
(let ((pos (1+ pos)))
(pos-elem nil list pos))
(let ((pos (1+ pos)))
(pos-elem elem (cdr list) pos)))))))

Descripcién:
Devuelve la posicion de la primera vez que elem aparece en la lista
list, si no esta devuelve 0.
Argumentos:
elem Elemento a buscar en la lista.
list Lista donde se buscara.

pos Variable auxiliar donde se almacena la posicién.
Ejemplos:
Input Output
>(pos-elem ‘d ‘(abcde)) 4
>(pos-elem ‘d ‘(abcdeddif)) |4
>(pos-elem ‘z ‘(abcde)) 0

Funcién: remove-elem

(defun remove-elem (pos list &optional (nlist nil))
(cond ((eql pos 1) (append nlist (cdr list)))
(T (let* ((nlist (append nlist (list (car list))))
(1ist (cdr list))
(pos (1- pos)))
(remove-elem pos list nlist)))))

Descripcién:

Elimina un elemento de una lista dada su posicion.
Argumentos:

pos Posicién del elemento.

list Lista.
nlist Argumento auxiliar que devuelve la lista modificada.
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Ejemplos:
Input Output
>(remove-elem 4 ‘(a b c d e)) (A BCE)
>(remove-elem 2 ‘((1 2) (3 4) (56))) | ((12) (56))

Funcién: equal-list-p
(defun equal-list-p (listl list2 &optional (flag nil))
(cond ((and (null listl) (null list2)) T)
((or (null listl) (null list2)) nil)
((equalp 0 flag) nil)
(T (letx ((flag (pos-elem (car listl) 1ist2))
(1ist2 (if (equalp O flag)
list2
(remove-elem flag list2))))
(equal-list-p (cdr 1listl) 1list2 flag)))))

Descripcion:

Predicado de igualdad entre dos listas (T) y (nil).
Argumentos:

listl Primer lista a comparar.

list2 Segunda lista a comparar.

flag  Argumento auxiliar que funciona como bandera.

Ejemplos:
> (equal-list-p ‘(1 23 4) ‘(123 5))
NIL
> (equal-list-p ‘(1 23 4) ‘(123 4))
T
>  (equal-list-p ‘(1 (2) 3 4) ‘(1 (2) 3 4))
T
>  (equal-list-p ‘((a a) 1 (b) 34 ¢c) ‘((aa)l (b)34c))
T

> (equal-list-p ‘((aa) 1 (b) 34 c) “((a) 1 (b) 34 c))
NIL
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Funcién: prod-cruz

(defun prod-cruz (list &optional (nlist nil) (alist nil))
(labels ((x-cruz (x list &optional (alist nil))
(cond ((null list) alist)
(T (if (null alist)
(let ((alist (push (list x (car list)) alist)))
(x-cruz x (cdr list) alist))
(let ((alist (push (list x (car list)) alist)))
(x-cruz x (cdr list) alist)))))))
(cond ((null 1list) (reverse nlist))
(T (if (null alist)
(let ((alist list)
(nlist (x-cruz (car list) list)))
(prod-cruz (cdr list) nlist alist))
(let ((nlist (append (x-cruz (car list) alist) nlist)))
(prod-cruz (cdr list) nlist alist)))))))

Descripcién:
Realiza el producto cruz de los elementos en list.
Argumentos:
list Lista donde se almacena el conjunto.
nlist Lista de salida donde se almacenan por parejas los elementos del
list x list.
alist Argumento auxiliar de almacenamiento.

Ejemplos:

> (prod-cruz ‘(a b c))
((AA) (AB) (AC) (BA) (BB) (BC) (CA) (CB) (CC)H

>  (prod-cruz ‘(a $ 1))
(A A% AD A G G A A @1)

> (prod-cruz ‘((a b) (1 2) ($%)))
(((AB) (AB)) ((AB) (12)) ((AB) ($%)) ((12) (AB))
((12) (12) ((12) $%) (8% (AB) (B% (1 2)) (($h)
CYIDD)

Funcién: insert

(defun insert (x list pos)
(if (or (eql pos 1) (eql list nil))
(cons x (cdr 1list))
(cons (car list) (insert x (cdr 1list) (- pos 1)))))

Descripcién:
Inserta el elemento x en la posicién pos sustituyendo al miembro
existente de la lista list.

Argumentos:
X Elemento a insertar.
list Lista.
pos  Posicién en la lista donde se colocaré el nuevo miembro.




Rutinas

125

Ejemplos:
> (insert ‘a ‘(1 2 3 4 5) 3)
(1 2A45)

> (insert ‘(1 2) ‘(abcde) 4)
(ABC (12)E)

> (insert 5 ‘($ $ $ $ $ 3)
($$5% 9%

Funcion: cerolist

(defun cerolist (n)
(dox ((i 0 (1+ 1))
(list nil (coms 0 1list)))
((<(1- n) i) 1list)))

Descripcion:
Genera un vector de ceros de tamano n.
Argumentos:
n  Nuamero natural
Ejemplos:

> (cerolist 10)
(0000000000)

Funcién:

(defun zero-list-p (list &optional (flag nil))
(cond ((and (null list) (equalp flag 0)) T)
((null 1ist) nil)
(T (if (equalp (car 1list) 0)
(zero-list-p (cdr list) 0)
(zero-list-p nil nil)))))

Descripcion:
Predicado que verifica si una lista es de ceros.

Argumentos:

list Lista.

flag Argumento auxiliar, bandera.

Ejemplos:
> (zero-list-p ‘(0 0 0 g))
NIL
> (zero-list-p ‘(0 0 0 0))

T
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