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RESUMEN

Tras la invencién en abril de 1963 del método de forcing a manos del matematico
Paul Joseph Cohen, y mediante el cual probé la independencia del axioma de eleccién y
de la hipétesis del continuo de la axiomatica de Zermelo-Fraenkel, esta técnica conjuntista
ha permitido establecer que una amplia lista de enunciados en matematicas resultan ser
independientes, esto es, ni ellos ni su negacién pueden ser probados desde los axiomas
usuales de la teoria de conjuntos (invitamos al lector a acercarse a los trabajos originales de
Cohen, los cuales pueden encontrarse en [2], [3] v [4]). Uno de los primeros problemas que
historicamente reclamaron su lugar en cuestiones relacionadas con pruebas de independencia
es la célebre hipdtesis de Suslin (SH), comunmente formulada en una versién para cierto
tipo de conjuntos conocidos como arboles y cuyo enunciado omitimos por ser ajeno a este
trabajo. Fue en el camino de probar la consistencia de SH, y sorprendentemente poco
tiempo después de la aparicién de los trabajos de Cohen, que Robert Solovay y Stanley
Tennenbaum se vieron motivados a introducir el concepto de iteracién de forcing, que de
acuerdo con Raymond M. Smullyan y Melving Fitting en [9], es probablemente la més
significativa extensién y modificacién del método que nos ocupa. En el presente trabajo
nos limitaremos tnicamente a la iteracién de dos pasos y en este contexto, serdn mas bien
de interés las relaciones guardadas entre extensiones de modelos de la teoria de conjuntos
y cierto tipo de funciones entre nuestros principales objetos de estudio: 6rdenes parciales.

Para clarificar los fines que se persiguen, tracemos la ruta a seguir en los tres capitulos
que comprenden este texto. Es sabido que si se asume la consistencia de los axiomas usuales
de la teoria de conjuntos, ZFC, es posible considerar V' un modelo transitivo y numerable
de un fragmento amplio de los mismos (dicha posibilidad se desprende de una aplicacién
cuidadosa del teorema de Lowenheim-Skolem y del colapso de Mostowski al modelo dado
por la consistencia). Nuestro propésito inicial serd mostrar que via el método de forcing, es
posible extender V' de manera que su extensién siga siendo un modelo transitivo y numerable
de ZFC. El camino habitual para producir dicha extension es el siguiente: dado un orden
parcial P en V, consideraremos GG un subconjunto de IP, objeto de suma importancia pues

ademas de no pertencer al modelo base V', serd precisamente a partir de él que el modelo
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en cuestién se podra extender propiamente a V|G|, modelo de ZFC usualmente llamado
la extensién genérica. En pocas palabras, V[G] extenderd a V' como conjunto y contendrd
a G como elemento. En suma, la técnica de forcing permite, entre otras cosas, obtener
extensiones genéricas de modelos de la teoria de conjuntos. A lo largo de este trabajo, nos
ocuparemos de ciertas funciones entre érdenes parciales (o nociones de forcing), todas ellas
definibles en V. Asi, si Py Q son dos 6rdenes parciales en V y e : P — Q es una de las
funciones referidas, diremos que e es un encaje si preserva orden e incompatiblidad, e sera
un encaje completo si es un encaje que preserva anticadenas maximales y finalmente, e sera
un encaje denso si es un encaje cuya imagen es un subconjunto denso en Q. Estos encajes,
dependiendo de su naturaleza, nos daran informacién sobre las extensiones obtenidas. Por
ejemplo, siempre que una nocién de forcing P se encaje completamente en una nocién
Q, la extension dada por Q contendrd a la extension dada por P. En este sentido, se
presenta una nocién especial de encaje de tal modo que al hacer forcing con ella iguale
dichas extensiones. Siguiendo en la via de obtener modelos de ZFC, se muestra que si
e : P — Q es un encaje denso, entonces las extensiones producidas por ambos 6rdenes
resultan ser las mismas. Como aplicaciéon de lo desarrollado, se hard una introduccién a la
composicion de dos nociones de forcing mostrando, en primera instancia, que todo orden
parcial se encaja completamente en la composicién de si mismo con otra nocién de forcing
para mas tarde, probar que la composicién es equivalente a una iteracién de dos pasos. Por
dltimo, se introduce el concepto de orden parcial separativo mostrando que hay un encaje
denso entre todo orden parcial y cierta nocién separativa; se presenta una forma alternativa
de encajar densamente cualquier orden parcial en un orden parcial separativo distinto a la
nocién mencionada anteriormente.

Por dltimo, seria deseable que el lector posea cierta solvencia en los conceptos basicos de
la teorfa de conjuntos (de no ser asi se invita a consultar [5] y [6] para cubrir los prerrequisitos
necesarios). De este modo, nuestro trabajo podra ser leido de manera fluida, esperando no

erosionar lo que a su vez se espera de nosotros.
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CAPITULO 1: PRELIMINARES

En este capitulo introducimos los conceptos requeridos para el desarrollo posterior de
la tesis. Se presenta la definicién de la nocién central de este trabajo: orden parcial y
con éste a la mano se introducen conceptos de interés tales como: anticadena, anticadena
maximal, subconjunto denso y subconjunto denso por debajo de un elemento de un orden
parcial. Establecemos el lenguaje estandar de la teoria de forcing y enunciamos los teoremas
fundamentales de esta técnica. Finalmente, se muestran algunos ejemplos y propiedades de

ordenes parciales.
1.1 Ordenes parciales

Definicion 1.1. Sean P un conjunto, < una relacién binaria en P y 1p un elemento de
P. Decimos que (P, <,1p) es un orden parcial si y sélo si para cualesquiera p,q,r € P se

satisfacen:

1. 1p es el tnico elemento de P que satisface p < 1p, para cada p € P.
2. p<p.

3. Sip<qyq<r, entonces p < 7.

De acuerdo con la definicién anterior, P # () y 1p es un elemento méaximo de P. En
adelante, todos nuestros 6rdenes parciales tendran elemento maximo lp. La relacion men-
cionada no necesariamente es antisimétrica (i.e. p < ¢ y ¢ < p no necesariamente implican
p = q). Cuando sea el caso que la relacién cumpla la propiedad de antisimetria, diremos
que el orden parcial en cuestién es un orden parcial antisimétrico. Es usual encontrar en la
literatura que se considere preorden lo que aqui se ha definido como orden parcial. En este
sentido, para los fines de este trabajo preorden significa lo mismo que orden parcial.

Por simplicidad en la notacién, cada vez que hablemos del orden parcial P, nos estare-

mos refiriendo a la tripleta (P, <, 1p). En este contexto, el simbolo P siempre denotard un
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orden parcial (o nocién de forcing) y siempre que no haya lugar a confusién emplearemos

1 en lugar de 1p para denotar al elemento méaximo de P .
Definicion 1.2. Sean p,q € P.
1. Decimos que p y ¢ son compatibles (p | ¢), si existe r e P tal que r < py r < q.

2. py q seran incompatibles (p L ¢) si no son compatibles, es decir, si no existe r € P

talquer <pyr<gq.

Notemos que cualesquiera dos elementos comparables siempre son compatibles. En
otras palabras, si p,q € Py p < ¢, es consecuencia inmediata de la definicién anterior que
p | g. Asi, por ejemplo, siempre se tiene que p | 1p. Por otro lado, si dos elementos en P
son comparables (p < ¢q), diremos que p es una extensién de ¢ y por ende, si dos elementos

en P son compatibles diremos que admiten una extensién comun.

Definicion 1.3. Sean A, X C P.

1. A es una anticadena si cualesquiera dos elementos distintos de A son incompatibles.

2. A C X es una anticadena maximal en X si A es anticadena y ninguna otra anticadena

en X la contiene propiamente.

Observemos que si A C P es una anticadena y 1p € A, entonces A = {1p}. Lo anterior

se verifica puesto que 1p | p para todo p € P.
Definicién 1.4. A C P es la anticadena trivial si A = {1p}.

Cuando estemos interesados en probar que cierta anticadena es maximal, lo haremos

via la siguiente equivalencia.

Proposicion 1.5. Sea X C P. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para cualquier

anticadena A C X.

1. A es marimal en X.

2. Para todo x € X existe a € A tal que x y a son compatibles.
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Demostracion. Probemos esta proposicién por contrarreciproca en ambas direcciones. Sea

A C X una anticadena. Supongamos que hay x € X tal que x L a para todo a € A. De

lo anterior, se tiene que x ¢ A. Asi, AU {x} es una anticadena que contiene propiamente a
A, por lo tanto A no es maximal.

Supongamos que A no es maximal en X. Entonces existe B C X una anticadena tal

que A G B. Sea b€ B\ A. Como B es anticadena, se tiene entonces que a L b para cada

a € A. O

Corolario 1.6. Si A es la anticadena trivial, entonces A es maximal en P.

Demostracion. Sea A = {1p} y sea p € P. Luego, p | 1p. Por tanto, de acuerdo con la

Proposicién 1.5, A es maximal en P. O

Presentamos a continuacion los conceptos de subconjunto denso de un orden parcial
y subconjunto denso por debajo de un elemento de un orden parcial. Ambos conceptos

adquirirdn una relevancia notable en la siguiente seccién.
Definicion 1.7. Si D C Py py € P, entonces:

1. D es un subconjunto denso de P si para todo p € P, existe d € D tal que d < p.

2. D es denso por debajo de pg si para todo r < pg, existe d € D tal que d < r.

Una primera consecuencia de ser subconjunto denso de un orden parcial, es que basta
que una anticadena sea maximal en el denso para que lo sea en el total, hecho que probamos

enseguida.

Proposicion 1.8. Si D es un subconjunto denso en P, entonces toda anticadena mazimal

en D es maximal en P.

Demostracion. Sea p € Py sea A C D una anticadena maximal en D. Asi, para alguna
d € D, d < ppues D es denso en P. Por la Proposicién 1.5, d | a para alguna a € A. Sea
q < d,a. Entonces, ¢ < p,a. Hemos probado que todo elemento de P es compatible con

algin elemento de A, es decir, A es maximal en P. O

Hasta este momento hemos hablado de las propiedades de las anticadenas maximales,

pero no hemos probado que éstas existan. El siguiente resultado resarce este dano.
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Proposicion 1.9. 5: B C X C P y B es una anticadena, entonces existe una anticadena

mazximal en X que contiene a B.

Demostracion. Nos interesa ver que B se puede extender a una anticadena maximal en X.

Para esto consideremos el siguiente conjunto:
¥ ={AC X : A esuna anticadenay B C A}

Veamos que el orden parcial (3, C) cumple las hipétesis del Lema de Zorn. ¥ # () pues
BeX.

Sea € cualquier cadena no vacia en 3. Veamos que | JC es una cota superior en ¥ para

Para cualquier A € €, A C |JC. Sea z € |JC. Entonces x € A para alguna A € Cy
como C es una cadena de elementos en X, entonces A C X y por tanto x € X.

Ahora bien, J C es anticadena pues si z, y € | € son distintos, entonces existen Ay, A1 €
Ctalesquex € Agyy € A1. Como € es cadena, entonces Ag C A1 6 A1 C Ap. Supongamos
que Ay C Ay, por ende x y y son ambos elementos de Ay, la cual es una anticadena y por
lo tanto x L y. Si A; C Ay, el argumento es analogo.

Para verificar que |J € contiene a B notemos que como € # (), existe A € € de modo
que A C|JC. Asi, A€ X, de donde B C A y por tanto B C JC.

En resumen, hemos visto que cualquier cadena no vacia en Y admite una cota superior
en X, entonces por el Lema de Zorn existe A C P tal que A es un elemento maximal de X.

O

1.2 Extensiones genéricas

En lo que resta del trabajo, V' siempre denotard un modelo transitivo y numerable
de un fragmento amplio de los axiomas de ZFC, es decir, consideraremos a V' como un
modelo de los axiomas de la teoria de conjuntos requeridos para probar el teorema en
turno. Recordemos que de acuerdo con el Segundo Teorema de Incompletud de Goédel, no
es posible producir dentro de ZFC un modelo de todos y cada uno de los axiomas de ZFC.
Sin embargo, si es posible considerar un modelo transitivo y numerable, V', de cualquier

lista finita de axiomas de ZFC. A V lo llamaremos el modelo base.
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Una de las cuestiones importantes en el desarrollo de este trabajo es la necesidad de

que ciertos conjuntos sean elementos del modelo base. Para esto es necesario recurrir al

concepto de relativizacion. Dada la amplitud y complejidad del tema, referimos al lector

a consultar [6, IV §2] para mayores detalles. Presentamos a continuacién un ejemplo de

una situacién tipica que se presentard a lo largo del texto y que sirve de muestra para
argumentar cuando un conjunto forma parte del modelo base V:

Supongamos que {P,<} C V. Dado X € V con X C P, definimos la siguiente férmula.
p:VreX(pla).

Queremos argumentar que si Y = {p € P: ¢p(p)} = {p € P: Vo € X(p L z)}, entonces
Y € V; para hacer esto probaremos que ¢ es absoluta para V', es decir, que ¢ es equivalente
a ¢V, la relativizacién de la férmula ¢ con respecto a V. Comencemos observando que
dados p,q € P, p L ¢ significa: -Ir(r e P& r < p & r <gq). Masain, r < pyr < ¢
significan que (r,p) € <y (r,q) € <.

Como p,g € P € V y V es un modelo transitivo, se tiene que p,q € V. Entonces
(p < q)V siy sélo si p < g porque € es absoluta (ver [6, VI §3]) y < € V. De esta forma,
(p L q)V < p L q En conclusién, {p € P: " (p)} =Y. Por lo tanto, Y € V.

En general, nos ahorraremos los detalles en los casos en los que las nociones en cuestion
sean absolutas y los pardmetros sean elementos de V. Por ejemplo, para el caso anterior,
diremos que Y € V porque P, X € V, donde, de ahora en adelante, P € V significara que

{P,<}C V.
Definicion 1.10. Sea G C P no vacio. Diremos que G es un filtro en P si se satisfacen:
1. siempre que pe Gy q € P, p < g implica g € G; y

2. sip,q € G, entonces existe r € G tal que r < p,q.

Notemos que como G # () y para cada p € G, p < 1, se sigue del inciso (1) de la
definicién anterior que 1 siempre es un elemento de G.
Veamos ahora que dado cualquier subconjunto finito de un filtro, el primero admite

una extensién comun, en el filtro, de todos sus elementos.
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Proposicion 1.11. Si G es un filtro y F' es un subconjunto finito de G, entonces existe

p € G de tal modo que p < q, para cualquier q € F.

Demostracion.  Escribimos F = {qo,q1,...,qn—1}. Como G es filtro, existe pyp € G tal
que po < ¢o,q1- Pero entonces, existe p1 € G de modo que p; < pg,q1. Siguiendo este
razonamiento, existe pry1 € G tal que pry1 < Pr,qr+r1 con k = 0,1,2,....n — 2. Luego,

p=pn_1 € Gy p<q, para cualquier ¢ € F. ]

A lo largo de este trabajo estaremos interesados en los filtros que no evadan a ningtin
subconjunto denso de P y que pertenezca al modelo base. Este concepto se precisa a

continuacién.

Definicién 1.12. Sea P € V. Decimos que G C P es un filtro (V,P)-genérico si G es un

filtro y para cada conjunto D, denso en P, D € V implica que G N D # ().

El siguiente lema simplifica el proceso de verificar que un filtro es (V, P)-genérico y serd

empleado en un capitulo posterior.

Lema 1.13. Sean P € V y G CP. Entonces G es un filtro (V,P)-genérico si y sdlo si para

cualesquiera p,q € P:

1. sip,q € G, entonces existe v € P tal que r < p,q;
2. sipe G yp<q, entonces g € G; y

3. dado cualquier D CP, si D € V y D es denso en P, entonces G N D # ().

Demostracion.  Supongamos que G es un filtro (V,P)-genérico. Como G es filtro, las
propiedas (1) y (2) se satisfacen trivialmente. La propiedad (3) se sigue de la genericidad
de G.

Probemos la implicacién restante. Supongamos que G satisface las condiciones (1), (2)
y (3). De acuerdo con la Definicién 1.12, resta probar que cualesquiera dos elementos en G
son compatibles en G. Notemos que la propiedad (1) dnicamente garantiza que cualesquiera

dos elementos en G admiten una extensiéon comun en P. Sean p,q € G. Definimos:

D={reP:rlpVvrlgv(r<p&r<gq}
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Demostraremos que D es un subconjunto denso en P. Sea s € P. Si ocurre que para

alguna r < s, r es incompatible con p 6 ¢, entonces r < sy r € D. Si por el contrario, toda

extension de s es compatible con p y ¢, se tiene entonces que para alguna rg € P, ro < s,p

(pues s < s). Luego, existe r € P de modo que r < rg, g, ya que 79 < s. Por tanto r < p, q,
es decir, r es una extension de s en D.

Ahora bien, por hipdtesis, P € V' y por la transitividad de V', p,q € V. De este modo

se concluye que D € V. Asi, por la propiedad (3), se tiene que GN D # (. Sear € GN D.

Observemos que no ocurre que r L ¢ ni que » L ¢ pues de lo contrario existirian dos

elementos en G incompatibles, una contradiccién con la propiedad (1). Por lo tanto, r € G

yTr<p,q. O

La razén por la que pedimos que nuestros modelos de ZFC sean numerables se puede

ver en la prueba del siguiente resultado.

Lema 1.14. Si P € V, entonces para cualquier p € P, existe G, un filtro (V,P)-genérico,

de modo que p € G.

Demostracion. Sea (D, : n € w) una enumeracién de todos los subconjuntos densos en P
que son elementos de V. Dada la densidad de cada D,,, es posible seleccionar inductivamente
gn+1 € Dy, de tal modo que la sucesién (g; : i < w) sea decreciente. En otras palabras, existe

una sucesiéon (g; : ¢ < w) de tal modo que:
® go=P
® (nit1 < (n CON Gpi1 € Dy

Consideremos ahora G = {r € P : 3 n (¢, < r)}. Probemos que G es el conjunto
deseado. Sean r,s € G. Entonces existen n,m € w tales que ¢, < r y ¢n < s. Sin perder
generalidad, supongamos n < m. Asi, ¢, < 7,8y gn € G.

Sean s € Py r € G tales que r < s. Entonces ¢, < r para alguna n € w. Por tanto
gn < 8. Luego, s € G.

G es genérico porque gn4+1 € G N D, para toda n. O

Nos interesa ahora hablar de los 6rdenes parciales para los cuales todos sus elementos

admiten dos extensiones incompatibles entre si.
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Definicion 1.15. Decimos que P es no atémico si para todo p € P, existen r,q € P de

modoquer,g<pyr_Lgq.

La importancia de los 6rdenes parciales no atémicos radica en que producen extensiones

propias del modelo base, como veremos en el siguiente resultado.

Lema 1.16. SiP €V es no atdmico y G es un filtro (V,P)-genérico, entonces G ¢ V.

Demostracion. Supongamos, por el contrario, que G € V. Asi, D =P\ G € V pues la
diferencia entre conjuntos es una nocién absoluta. D es un subconjunto denso de PP pues si
p € P, entonces existen r,q € P extensiones de p incompatibles entre si. Observemos que
r,q no pueden ser ambos elementos de G, pues r L ¢y G es filtro. Luego, r <pyre D
g <pyqé€ D. Pero entonces, D es un subconjunto denso de P tal que D € Vy GND = 0,

lo cual contradice la genericidad de G. O

En adelante, todos nuestros érdenes parciales serdn no atémicos (en algunos casos
diremos orden parcial sin 4tomos en lugar de no atémico).
Un concepto central para hablar de un modelo que resultara ser una extension de V' es

el siguiente:

Definicién 1.17. & es un P-nombre si y sélo si & es una relacién y para cualquier (¢,p) € &

se tiene que ¥ es un P-nombre y p € P.

La definicién anterior se ha hecho de forma recursiva. Para tal efecto es importante
senialar que el Axioma de Buena Fundacién (también llamado Axioma de Regularidad)
garantiza que tal definicion tiene sentido. Notemos ademds que esta definiciéon se ha hecho

a partir de conceptos absolutos, por lo que la nocién de P-nombre es absoluta.

Definicién 1.18. Denotamos por V' a la coleccién de todos los P-nombres que pertenecen

aV.

La coleccion definida previamente adquiere relevancia una vez que se tiene un filtro
(V,P)-genérico G, ya que los habitantes del modelo que perseguimos y que extenderd a V'
resultaran ser las valuaciones de los elementos de V' respecto de G. Precisemos esto tltimo

dando las siguientes dos definiciones.
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Definicién 1.19. Si € VF y G es un filtro (V,P)-genérico, definimos recursivamente la

valuacién de & con respecto de G como:

te ={yc: Ip € G((¥,p) € 2)}.
Definicién 1.20. Si G es un filtro (V,P)-genérico, definimos V[G] = {ig : ¢ € VF}.

Una forma de interpretar V]G] es la siguiente: x pertence a V[G] si y sélo si x es
definible en V|G| a partir de G y una cantidad finita de elementos de V' y por tanto, le
corresponde un nombre.

Un hecho de suma importancia es que V[G] resulta ser la minima extensién que contiene

aV:
Lema 1.21. Si M es un modelo transitivo de ZFC con V. C M y G € M, entonces
VIG] € M.

Demostracion. Para cada @ € VF, & € M y G € M. De este modo, g = (ig)M € M,

donde (i)™ es la relativizacion del conjunto ¢ al modelo M (véase [6, VII]). O

El siguiente teorema junto con el Lema 1.21, establece que V[G] es un modelo transitivo
de ZFC que contiene a V. Se omite su prueba por exceder los fines de esta tesis. Se invita

al lector a consultar la prueba que se da a lo largo de [6, VII §2 ] y [6, VII Theorem 4.2].

Teorema 1.22. Si G es un filtro (V,P)-genérico, entonces V|G| es un modelo transitivo

numerable de ZFC tal que V C V[G].

La siguiente definicion y el Lema 1.24 nos permiten ver que cualquier elemento de V

puede ser representado en forma candnica por un nombre, el cual denotaremos por .
Definicion 1.23. Definimos recursivamente el P-nombre candnico de z € V' como:
T = {(g,]l]P’) ‘Y€ l’}

Observemos que, formalmente, & depende del elemento maximo 1p, asi como de z. En
este sentido, el conjunto P siempre sera claro de acuerdo al contexto. La definicién anterior
se ha hecho de manera recursiva a partir de conceptos absolutos. De este modo, si z € V,

entonces £ € V. Un hecho relevante es que la valuacién de & respecto a un filtro genérico
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G resulta ser x. Esto queda establecido en el siguiente lema (véase una prueba en [6, VII

Lemma 2.11)):

Lema 1.24. SiP €V y G es un filtro (V,P)-genérico, entonces para toda x € V', se tiene

que z € VP yig=1.

Es de interés saber si existe un nombre cuya valuacién respecto a G sea precisamente

el filtro genérico. Este se responde con la definicion y el lema siguientes.
Definicién 1.25. Dado P € V, definimos I = {(p, p) : p € P}.
Notemos que la definiciéon de I'" depende de P. Ahora bien, I' € V porque P € V.

Lema 1.26. SiP €V y G CP es un filtro no vacio, entonces I'q = G.

Demostracién. T ={pc:p€ G} ={p:pe G} =G. O

De acuerdo con el lema anterior, existe un nombre, I', cuya valuacién respecto a G
devuelve G. Esto permite concluir que G € V[G].
Por la observacién previa y segun el Teorema 1.22, se concluye que V[G] es la minima

extension transitiva que contiene a V' como conjunto y a G como elemento.

Lema 1.27. SecaP €V y sea E CP con E € V. Para cualquier filtro (V,P)-genérico G,

se tiene lo siguiente:

1. GNE # 0 6 existe ¢ € G tal que r L q para todor € E.

2. Sipe Gy FE esdenso por debajo de p, entonces GNE # ().

Demostracion. (1). Sean E¥ ={peP:Ir e E(p<r)}y Et={qeP:Vrc E(r L q)}
y consideremos D = EY U E+. Afirmamos que D es denso en P. Sea py € P. Si pg € E*,
entonces py es un elemento de D que se extiende a si mismo y terminamos. Si por el
contrario, py ¢ E, entonces existe rq € E tal que rq | po, es decir, p < ro y p < po para
alguna p € P. Pero entonces p € E¥ y por tanto es un elemento en D que extiende a py.
Ahora bien, D € V, pues P, E € V. Puesto que G es (V,P)-genérico, G N D # (). Sea

p € GND. Sipe EY, entonces p < r para algin r € E, lo cual implica que r € G, pues
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p € Gy G es filtro. Estoes GNE # (. Si p € E*, entonces p € G y es incompatible con
todo elemento de F, lo que termina la prueba.

(2). Por contradiccién. Supongamos que para alguna p € G con E denso bajo p, ocurre
que GN E = (). De acuerdo con el inciso (1), se sigue entonces que para alguna q € G, q es
incompatible con todo elemento de F. En virtud de que G es un filtro, existe t € G tal que
t < p,q. Puesto que E es denso por debajo de p, r < t para ciertar € F/, de donde r < q y

en particular r | g, lo cual no es posible. O

El siguiente lema nos muestra que los filtros genéricos son maximales en el sentido de

la contencidn.

Lema 1.28. Sea P € V. Si G y H son ambos filtros (V,P)-genéricos y G C H, entonces
G=H.

Demostracion.  Resta probar que H C G. Por contradiccién, supongamos que existe
p € H\ G. Asi, GN{p} = (. De acuerdo con el Lema 1.27-(1) aplicado a G y {p}, existe

q € G C H tal que g L p, lo cual no es posible pues H es un filtro. ]

1.3 Forcing

Establezcamos nuestra relacion de mayor interés en esta seccion, la relacién de forzar.
Relajemos por un momento la escritura para decir que el simbolo p |- ¢ debe leerse como:

p fuerza ¢.

Definicién 1.29. Sean P € V' y ¢(y1, ..., yn) una férmula cuyas variables libres son y1, ..., Yn.
Sean 1, ..., &, € VF y p € P. Decimos que p |- (&1, ..., &,) si y sélo si para cualquier filtro

(V,P)-genérico G tal que p € G, ¢V ((@1)q, ..., (En)q).

El siguiente lema serd de gran utilidad en pruebas posteriores, se puede consultar su
demostracién en [6, VII Lemma 3.2]. De manera coloquial podemos decir que por un lado,
el inciso (1) nos dice que si p € Py p| ¢, entonces toda extensién de p también fuerza
¢; por otro lado, el inciso (2) establece que si p fuerza dos férmulas, entonces p fuerza la

conjuncién de las mismas.
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Lema 1.30. Sean P € V y ¢(y1,...,yn) una formula cuyas variables libres son yi, ..., Yn.

Sean &1, ....,4n € VE y sean p,q € P. Se tiene lo siguiente.

1.8 p ”_ gb(x"lv 7xn) y4q < p, entonces q “7 ¢(‘i‘17 7xn)
2. (pld(21, ..., @) & (p|FY(E1, ..., E0)) sty sélo sipl(p(d1, ..., Tn) & V(E1, ..., Tp)).

El siguiente teorema es el de mayor relevancia dentro de la teoria basica de Forcing. De
acuerdo con la Definicién 1.29, si ¢ es una férmula, la nocién p |- ¢ requiere del conocimiento
de todos los filtros genéricos G, esto es, la nocién de forzar ha sido definida a partir de
objetos que estan fuera de V. Sin embargo, el primer hecho que se establece es que es
posible definir una nocién equivalente a |-, denotada por |*, y la cual puede ser definida
mediante una férmula que admite una relativizacién a V. El segundo hecho que establece
el resultado en cuestién es que si G es un filtro (V,P)-genérico, ¢ es cierta en V|G| siempre
que haya una condiciéon en G que fuerza . Dicho de manera coloquial, “algo” ocurre en
la extensién genérica si y sélo si es forzado a ocurrir por un elemento del filtro G. Por no
aportar elementos sustantivos al desarrollo de esta tesis, se omite la prueba del siguiente

enunciado. Una demostracién del mismo puede verse en [6, VII Theorem 3.6].

Teorema 1.31. Sean P €V y ¢(y1, ..., yn) una formula cuyas variables libres son yi, ..., Yn.

Sean &1, ...,0n € VE. Se tiene lo siguiente.

1. Para cadap € P, p | ¢(21, ..., 7n) & (0|5 0(21, s 70))Y .

2. Para cada G, filtro (V,IP)-genérico,

d((£1)G, -y (E0)q) VI siy s6lo si existe p € G tal que p |- ¢(i1, ..., E).

El resultado siguiente probard ser muy 1til en la seccién correspondiente a la com-
posicién de nociones de forcing. Una nota aclaratoria: como ya dijimos antes, un P-nombre
es una relacién binaria y, por ende, todo P-nombre X tiene dominio (el conjunto de todas
las primeras coordenadas de X ). Se omite la prueba del inciso (1); una prueba del mismo

puede verse en [6, VII Corollary 3.7].
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Lema 1.32. Sea P € V y sean X, i1,....,2n, € VE. Sea ¢(yo,...,yn) una férmula cuyas

variables libres son yo, ..., yn. Sip€P yplF Iz (x € X & ¢(x, &1, ...,4n)), entonces:

1. Ezistenr € P y & € dom X de tal modo que r < p yr|—o(d, &1, ..., &n).

2. Si G es un filtro (V,P)-genérico y p € G, entonces existen r € G y & € dom X de tal
modo quer < p y 1l o(x, o1, ..., Tp).
Demostracién. Definimos D = {s € P: 3 & € dom X (s |- ¢(&, &1, ..., #5))}. Probemos que
D es un conjunto denso por debajo de p. Sea p; < p. De acuerdo con (1), existen s < pj y
i € dom X de modo que s |- ¢(i, @1, ..., ). Luego, s <p1y s € D.

Ahora bien, por un lado D estd definido en términos de P y dom X, conjuntos que son
elementos de V. Por otro lado, D también esta definido en términos de |-, la cual, segtn el
Teorema 1.31-(1), es equivalente a |-*, nocién que puede ser relativizada a V. Esto permite
concluir que D € V. Asi, por el Lema 1.27-(2), se tiene que GN D # (. Sea s € GN D.
Entonces s € G y existe & € dom X tal que s | ¢(&, 21, ..., ). Sea r € G tal que r < p, s.

Se sigue del Lema 1.30-(1) que 7 |- ¢(&, &1, ..., Tp ). O

1.4 Ejemplos

Las nociones de forcing y las propiedades de éstas contenidas en la presente seccion

seran empleadas abundantemente en el resto de este trabajo.

Definicion 1.33. Para cualquier par de conjuntos I y J, definimos:
Fun(I,J)={p:|p| <w & pes funciébn & p C I x J }.
Ordenamos a Fn(I, J) por: p < g siy sélo si ¢ C p.
El siguiente lema nos da un criterio de compatibilidad para elementos de Fn(Z, J).

Lema 1.34. Sean p,q € Fn(I,J). Entonces p es compatible con q si y sélo si pUq es

funcion.

Demostracion. Supongamos que p y ¢ son compatibles. Asi, de acuerdo con el orden en

Fun(I,J), p Cry qCr para alguna r € Fn(l,J). Luego pUq C r y se tiene el resultado.
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Supongamos ahora que pU ¢ es funcién. Como p C pUq y q C pU g, se tiene entonces

que pU g es una extensién comun para p 'y q en Fn(I, J) y por tanto son compatibles. O

Definicion 1.35. Para cualquier ordinal a:
1. p € 2<% i y s6lo si existe un ordinal 8 < « de tal modo que p: 8 — {0,1}.
2. 2<% queda ordenado mediante p < ¢ si y sélo si g C p.
3. Sip e 2<% podemos definir, para cada i < 2, p~i := pU {(dom p,i)}.
En un sentido similar al anterior definimos lo siguiente.
Definicién 1.36. w<“ :={p:In<w(p:n — w)}.

En lo que resta del trabajo, 2<% y w<% denotaran, respectivamente, a las tripletas
(2<% <, 0) y (ws¥, <, 0) donde < es el orden definido previamente y () es el elemento maximo
de ambos conjuntos. Al orden parcial w<* lo llamaremos el forcing de Cohen.

Observemos que de acuerdo con la Definicién 1.35, si p € 2<% y domp + 1 < a,
entonces p_i € 2<% y dom(pi) = dom p+ 1. Esto tltimo permite observar que si p € 2<%,
entonces p—0 y p—1 son ambas extensiones de p, incompatibles entre si, es decir, 2<% es
no atémico. Se observa también que si en el Lema 1.34 se considera el orden parcial 2<%
en lugar de Fn(Z, J), el mismo argumento de la prueba establece que dos elementos en 2<¢
son compatibles si y sélo si su unién es funcion.

Si en esta ultima definicién a = w, entonces 2<“ queda definido a partir de nociones
absolutas (para mayores detalles véase [6, Theorem 5.1, p. 126 ]), lo que permite concluir

que 2<% € V, hecho que serd relevante para la siguiente proposicién.

Proposicién 1.37. Si G es un filtro (V,2<%)-genérico y g = |J G, entonces se satisface lo

siguiente:
1. g:w— 2.
2. G={gn:necw}.

3. ge VIGI\ V.
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Demostracion. Para simplificar la escritura hagamos P = 2<“. Probemos que g = |JG es

una funcién de w en 2. Como cualesquiera dos elementos en G son compatibles, se tiene
que g es funcién (ver Lema 1.34). Notemos que domg = |J domp, de donde dom g C w.

Sea n € w arbitrario y veamos que n € dom g. Deﬁr?ierrcfos D, ={p € P:n € domp}.

Demostremos que D,, es un subconjunto denso en P. Sea p € P. Si n € domp, entonces

p € Dy y, como p < p, se sigue el resultado. Si n ¢ domp, consideramos r : n + 1 — 2

definida como:

p(i), sii € domp,
r(i) =
0, en otro caso.

Asi, r es una funcién en D,, que extiende a p. Por tanto, D,, es denso en P. Dado que
P € V y domp es definible en V, se tiene que D, € V. De este modo, G N D,, # (). Sea
p € GND,. Entonces p € Gy n € domp. Luego, n € domg.

La contencién de izquierda a derecha del inciso (2) se satisface pues si p € G, como
domp € w, se tiene entonces que p = g [domp. Asi, resta probar que para cada n € w,
se cumple que g [n € G. De acuerdo con lo probado en el inciso (1), D,, es un conjunto
densoen Py D, € V. Asi, GN D, # 0. Sea p € GN D,,. Entonces, n < dom p, de donde
gldomp < g[n. Como gdomp=pypeG, sesigue que g [n € G.

Probemos que g € V[G] \ V suponiendo lo contrario. Asi, si g € V, se desprende de la

igualdad del inciso (2) que G € V, una contradiccién al Lema 1.16. O

La funcién g del teorema anterior recibe el nombre de real de Cohen y por el inciso (3)
de este mismo resultado, es habitual decir que se ha anadido un nuevo real de Cohen.

A diferencia de la proposicién anterior, el siguiente resultado muestra que es posible
considerar un orden parcial P € V', de modo que dado un filtro (V,P)-genérico G, se tiene
que en la extensién genérica V[G] no se han anadido nuevas funciones de w en 2. Para tal
efecto consideraremos P = (2<“1)V. Esto es, P es el orden parcial que V' piensa que son las

funciones de un ordinal menor que w} a 2.

Proposicién 1.38. Si P = (2<“1)V y G es un filtro (V,P)-genérico, entonces V[G] no

contiene funciones nuevas de w en 2, es decir V|G| N “2 C V.
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Demostracién. Sea f € V[G] N “2. De acuerdo con la Definicién 1.20, existe f € VF
tal que fo = f. Ahora bien, por el Teorema 1.31-(2), para alguna p € G ocurre que
pl-f: @ — 2. Consideremos la férmula o(r) : 7 € P & 3 h € “2(r |- f = h). Puesto que
P € V y dado que es posible relativizar a V' las nociones “2 y |-, se tiene que la férmula ¢
puede ser relativizada a V.

Definimos D = {r € P: ¢V (r)}. Notemos que D € V. Probemos que D es un conjunto
denso por debajo de p. En adelante siempre se trabajard en V, es decir, los siguientes
argumentos deben entenderse relativizados a V. Sea py < p. Por el Lema 1.30-(1), se
tiene que po |- f : @ — 2. En particular, po |- 3z(z € 2 & f(0) = ). Se sigue del Lema
1.32-(1) que existen p; € Py ¢ € dom2 de modo que p1 < po y p1 |- f(()) = 7. Ahora
bien, recordemos que 2 = {(2,0) : z € 2}, de tal suerte que § € dom?2 implica § = g
para alguna mg € 2, es decir, p; |- f((j) = 1hp. Dado que p1 < po < p, es consecuencia del
Lema 1.30-(1) que p1 |- f : @ — 2. En particular, p; |- 3z(z € 2 & f(1) = ). Aplicando
nuevamente el Lema 1.32-(1), existen py < p1 y m1 € 2 de manera que ps |- f(1) = my.
Este procedimiento permite establecer que existen dos sucesiones, {py : k < w} C Py
{my, : k < w}, de modo que para cada k < w: ppr1 < P, Mk € 2y pry |- F(E) = .
Sea r = U, e, Pn- Observemos que como py41 < p, se tiene que pry1 | pp. Esto es, r es la
unién de funciones compatibles y por tanto r es funcién (ver Lema 1.34). Notemos ademas

que domr = |J .. domp,, donde domp, < w;. En consecuencia, domr < w;. En suma,

new
r € P. Consideremos h : w — 2 definida mediante h(n) = m,. Como po Cry r|—f = h,
se sigue que r < poyr € D.

Por el Lema 1.27-(2), se tiene que G N D # (), es decir, existen r € Gy h € “2NV

tales que r |- f = h. Es consecuencia directa de la Definicién 1.29 que f = fg = h y como

h € V, se tiene el resultado. ]

En distintos momentos de nuestro trabajo, estaremos interesados en érdenes parciales,

P y Q, donde el primero guarda una relacién especial con el segundo.
Definicién 1.39. Diremos que P es un suborden de Q si P C Q y <p:= <g N(P x P).

Como se vera en los capitulos posteriores, un concepto que nos dara informacion rele-

vante es el de isomorfismo entre érdenes parciales.
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Definicion 1.40. Sean P y Q dos érdenes parciales. Decimos que f : P — Q es un

isormorfismo si f es una funcién biyectiva tal que f y f~! preservan el orden.

Notacion. Cada vez que exista una funcién entre P y Q como la de la definicién anterior,

escribiremos P = Q.



CAPITULO 2: ENCAJES

En este capitulo introducimos los conceptos centrales de la tesis. Se introducen fun-
ciones entre 6rdenes parciales tales como encaje, encaje completo y encaje denso. Se muestra
que todo encaje denso es completo pero no a la inversa. Bajo estos encajes entre 6rdenes
parciales, todos ellos en el modelo base V', se obtienen extensiones genéricas de V' que de-
pendiendo de la naturaleza del encaje, seran en algunos casos, extensiones propias, mientras
que en otros, las extensiones producidas seran las mismas. Finalmente, se prueba que el

forcing de Cohen se encaja densamente en todo orden parcial numerable y sin dtomos.
2.1 Encajes completos

Por lo que resta del capitulo, P y Q siempre denotaran dos érdenes parciales.

Definicion 2.1. Sea e : P — Q una funcién. Decimos que e es un encaje si para cualesquiera

p,r € P, se satisface lo siguiente:

1. p < r implica e(p) < e(r), es decir, e preserva el orden;

2. p L r implica e(p) L e(r), es decir, e preserva la incompatibilidad.

Es importante senalar que el término encaje no debe confundirse con una funcién
inyectiva, pues si por ejemplo, todos los elementos de P son compatibles (verbigracia, un
orden lineal), entonces la funcién e : P — Q definida mediante e(p) = 1g es un encaje no
inyectivo.

Notacién. Sie: P — Q es una funcién y X C P, denotamos a la imagen directa de X
por e’ X.

Estamos interesados en aquellos encajes que preservan anticadenas maximales.

Definicion 2.2. Sea e : P — Q un encaje. Decimos que e es un encaje completo si para

cualquier A, anticadena maximal en P, se tiene que e” A es una anticadena maximal en Q.
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Notacion. Cada vez que entre dos érdenes parciales P y Q exista una funcién e como
la de la Definicién 2.2 escribiremos P <. Q.

La siguiente es una equivalencia que nos sera util mas adelante.

Teorema 2.3. Sea e : P — Q un encaje. Son equivalentes:

1. e es un encaje completo.

2. Dado cualquier q € Q, existe p € P tal que si v < p, entonces e(r) | q. En este caso

diremos que p es una e-reduccion de q a P.

Demostracion. Es suficiente probar que preservar anticadenas maximales es equivalente a
que cualquier ¢ € Q tiene una e-reduccién a P.

Probemos que (1) implica (2) por contrapositiva. Asi, si no se cumple (2), entonces
existe ¢ € Q tal que para todo p € P hay alguna r < p de modo que e(r) L g. Sea
D ={r eP:e(r) L q} Por nuestra suposicién, D es denso en P. Consideremos A C D
una anticadena maximal en D. Por la Proposicién 1.8, A es maximal en P. Como e preserva
incompatibilidad, e” A es anticadena. Ahora bien, g ¢ €” A, pues en caso contrario ¢ L ¢,
lo que no es posible. Ademds, g L e(r) para todo r € A, es decir, ¢” AU {q} es anticadena.
Pero entonces €” A C e” AU {q}, por lo que €” A no es maximal.

Probemos que (2) implica (1) por contradiccién. Sea A C P una anticadena maximal en
P para la cual €” A no es una anticadena maximal en Q. Entonces existe ¢ € Q incompatible
con todo elemento de €” A. Sea p una e-reduccion de ¢ a P. Como A es anticadena maximal
en P, p | a para alguna a € A. Sea r < p,a. Entonces e(r) < e(a) y ademas e(r) | g. Asi,
s < e(r),q para alguna s € Q. Pero entonces s < e(a), q, es decir, e(a) | g, lo cual es una

contradiccién, pues e(a) € e” A. O

Sie: P — Q esun encaje completo y ¢ € Q, el Teorema 2.3 garantiza que existe una
e-reduccién p de ¢ a P. Sin embargo, p no es tnica. Por ejemplo, si p; < p, entonces dado
p2 < p1, se tiene que e(ps) | ¢, pues p2 < p. Luego, p; es también una e-reduccién de ¢ a P.

Por otro lado, volviendo al encaje e(p) = 1g, donde todos los elementos de P son

compatibles, se observa, recurriendo a la equivalencia del Teorema 2.3, que nuestro encaje
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(no inyectivo) es completo. En efecto, si ¢ € Q, entonces cualquier p € P es una e-reduccién
de g a P, pues e(r) = 1 > ¢ para toda r < p. En particular, e(r) | g.

El teorema anterior es una caracterizacién del concepto de encaje completo en la que
no se hace mencion alguna de modelos de ZFC. En este contexto y dados nuestros intereses,
el siguiente resultado resulta de suma importancia.

Previo a nuestro teorema observemos que si una funcién f : P — Q es un elemento de

V', entonces dom f € V', ya que dom f es una nocién absoluta.

Teorema 2.4. Seae : P — Q un encaje cone,P,Q € V. Entonces los siguientes enunciados

son equivalentes.

1. e es completo.

2. Para cualquier filtro (V,Q)-genérico H se tiene que e 1[H| es un filtro (V,P)-genérico
y Ve '[H]] C V[H].

Demostracién. Probemos que (1) implica (2). Sea H un filtro (V, Q)-genérico. Hagamos
G = e '[H] y demostremos que G satisface las propiedades del Lema 1.13. Sean p, q € P.

Sip,q € G, entonces e(p),e(q) € H. Como H es un filtro, se tiene que e(p) | e(q). Pero
como e preserva incompatibilidad, p | ¢, es decir, existe r € P tal que r < p, q.

Supongamos que p € Gy p < q. Asi, e(p) € H, e(q) € Q y ademds, por ser e un encaje,
e(p) < e(q). Pero entonces, como H es un filtro, e(q) € H, de donde g € G.

Probemos la genericidad de G por contradiccién. Supongamos que G N D = () para
algun conjunto D € V denso en P. Observemos que esta suposicién implica que HNe” D = ().
Esto se verifica pues si ¢ € HNe” D, entonces ¢ € H y q = e(p) para alguna p € D. De
donde e(p) € H y, por tanto, p € G, es decir, GN D # ().

De acuerdo con el parrafo anterior, H Ne”D = (). Como H es (V,Q)-genérico, por el
Lema 1.27-(1) aplicado a €’ D, existe ¢ € H tal que r L ¢ para todo r € €”D, es decir,
e(r’) L ¢q para todo ' € D. Por ser e completo, ¢ admite una reduccién a P, digamos p'.
Asi, e(t) | g para cualquier t < p/, de donde t ¢ D, lo cual no es posible pues D es denso en
P.

Demostremos por contrapositiva que (2) implica (1). Supongamos que existe ¢ € Q, la

cual no admite una e-reduccién. Por el Lema 1.14, existe H un filtro (V,Q)-genérico con
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q € H. Definimos D = {p € P: e(p) L g}, el cual es un subconjunto denso en P. En efecto,

dado cualquier r € P, existe p < r de modo que e(p) L ¢ (p no es una e-reduccién de q), de

donde, p € D. Ahora bien, D € V porque P,e,q € V (note que g € Vyaqueqe Qe Vy

V es transitivo). Sin embargo, D Ne![H] = (), pues si p € D, entonces e(p) L ¢, y como

q € H, tenemos que e(p) ¢ H, es decir, p € D\ e"'[H]. Por tanto, e '[H] no es un filtro
(V,P)-genérico.

Probemos ahora la contencién de las extensiones genéricas. Puesto que e € V C V[H]

y H € V[H], se tiene que e"!'[H] € V[H]. Por tanto, de acuerdo con el Lema 1.21,

Ve '[H]] C V[H]. O

Una forma de leer el teorema anterior es: si P <. Q, entonces la extensién genérica
dada por QQ siempre contiene a la dada por PP. Ilustremos esta situacion con el siguiente

diagrama. Debe leerse como sigue:
(i) Cada linea curva representa un modelo de ZFC.

(ii) Un modelo esta contenido en el modelo representado por la linea curva a su derecha.
Asi, por ejemplo, V C V[G] C V[H].

174 VI[G] V[H]

Diagrama asociado al Teorema 2.4.

Corolario 2.5. Sea e : P — Q un isomorfismo, donde e,P,Q € V, y G C P. Entonces G

es un filtro (V,P)-genérico si y solo si €’ G es un filtro (V,Q)-genérico.

Es importante resaltar que si P es un suborden de Q (véase la Definicién 1.39), no

necesariamente se tiene que la extensién genérica dada por QQ contiene a la extension dada
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por P. Un ejemplo de lo anterior es considerar los érdenes P := 2<% y Q := 2<%! (véase
la seccién de ejemplos en el Capitulo 1). En este caso, P es un suborden de Q y segin
las Proposiciones 1.37 y 1.38, la nocién de forcing P anade una nueva funcién de w en 2
mientras que la nocién Q no lo hace, por lo que no es posible que P se encaje completamente
en Q.

En el contexto del Teorema 2.4, es natural preguntarse si hay alguna nocién de forcing
en V]e ![H]] que afiada a esta extensién los objetos faltantes para poder obtener V[H].
Demos respuesta a esta cuestiéon en sentido positivo introduciendo antes el concepto del

cociente de un orden parcial médulo un conjunto.

Definicion 2.6. Sea ¢ : P — Q un encaje completo con e,Q € V. Para cualquier P C P,

definimos

Q/P={qeQ:VpePlelp) |q}

Recordemos que de acuerdo con la Definicién 1.25, T' = {(p,p) : p € P} mientras que
el Lema 1.26 garantiza que I'¢ = G, para cualquier filtro (V,P)-genérico G en P. De este
modo, como 1p € G para cada filtro (V,P)-genérico G, se sigue del Teorema 1.31-(2) que
1p |- T C P. Ahora bien, como Q € V, Q posee un nombre canénico Q (véase la Definicién

1.23) y por ende podemos denotar por Q/I" a un P-nombre para el cociente Q/G.

Proposicion 2.7. Sea e : P — Q un encaje completo con e,P,Q € V, y sea q € Q.

Entonces p € P es una e-reduccién de q a P si y solo sip|—G e Q/T.

Demostracion. Supongamos que p es una e-reduccién de ¢ a P. Sea G cualquier filtro
(V,P)-genérico tal que p € G y sea r € GG arbitrario. Entonces existe s € G tal que s < p, .
Como s < p, por hipétesis se tiene que e(s) | g, es decir, t < e(s), ¢ para alguna t € Q. Por
otra parte, e(s) < e(r), pues e es un encaje. Asi, e(s) < e(r),q y en consecuencia ¢ € Q/G.
Por lo tanto, p |- ¢ € Q/T.

Probemos la implicacién restante por contrapositiva. Si p no es una reduccién de ¢,
entonces existe r < p tal que e(r) L g. Sea G un filtro (V,P)-genérico de modo que r € G
(véase el Lema 1.14). Como G es un filtro, se tiene que p € G. En suma, pe Gy r € G es

tal que r < py e(r) L g, es decir, ¢ ¢ Q/G. Por lo tanto, p ¥ ¢ € Q/T. O
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Normalmente, la notacién para la extension genérica no hace referencia a la nocién de
forcing con la cual se obtuvo. Sin embargo, en los siguientes dos teoremas se da el caso
siguiente: un conjunto S C Q/G es, simultdneamente, un filtro (V, Q)-genérico y un filtro
(V]G],Q/G)-genérico. Por esta razén anadiremos un subindice al simbolo empleado para
denotar a la extensién genérica. En otras palabras, V[S]g = {#s : © € V?}, mientras que
VI [Slg/e = {is : & € (V[G)YY.

Notemos ahora que si e : P — Q es un encaje completo y G es un filtro (V, P)-genérico,
entonces el conjunto Q/G hereda el orden de Q. Por otro lado, para cada p € G se tiene que
e(p) < 1g y por ende e(p) | 1g. Luego, 1g € Q/G. De este modo, la terna (Q/G, <, 1g) es
un orden parcial, al cual siempre consideraremos como un suborden de Q.

Estamos en condiciones de mostrar que hay una nocién de forcing en Ve ![H]] que

iguala las extensiones del Teorema 2.4.

Teorema 2.8. Sea ¢ : P — Q un encaje completo con e,P,Q € V. Si G es un filtro

(V,P)-genérico y K es un filtro (V[G],Q/G)-genérico, entonces:
1. K es (V,Q)-genérico.

2. VIK]g = VIG][K]g/q-

Demostracion.  Verifiquemos la genericidad de K. Sea D € V un subconjunto denso
de Q. Probemos que D N (Q/G) es denso en Q/G. Sea gy € Q/G arbitrario. Como
Q/G C Q, se tiene que gy € Q € V. Se sigue de la transitividad de V' que ¢o € V. Entonces

(do)g € (Q/T)¢ v, por el Teorema 1.31-(2), existe py € G tal que pg |- Go € Q/T. Definimos:

E:{pEIP’:Elqe(@(qéqo&qu&pH—QEQ/F)}.

Afirmamos que F es denso bajo pg. Sea p; < pg. Segun la Proposicién 2.7, py es una
e-reduccion de gop a P. De donde, e(p1) | qo. Sea g1 € Q una extensién comun de e(p;)
v qo- Por la densidad de D, se tiene que ¢ < ¢; para alguna q € D. Tomemos ps € P,
una e-reduccién de q. Entonces e(p2) | ¢ y, por la Proposicién 2.7, ps |- ¢ € Q/T. Sea
g2 < e(p2),q. Como q < ¢1 < e(p1), se tiene que g2 < e(p2),e(p1). Luego, p1 | p2. Sea

p < p1,p2. Portanto, p<rypeF.
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E € V porque P,Q, D, qo € V. Como pg € G, se sigue del Lema 1.27-(2) que GNE # ().
Seap € GNE. Asi, pe Gy existe g € QN D tal que ¢ < qo v p |- G € Q/T'. De donde, de
acuerdo con la Definicién 1.29, o = ¢ € Q/G. En suma, hemos encontrado un elemento
g € DN (Q/G) de tal modo que g < qo, lo que prueba la densidad de D N (Q/G).

DN (Q/G) € VIG] porque D € V C V[G] y Q/G € VI[G]. Puesto que K es un filtro
(V[G], Q/G)-genérico, se tiene que KN DN (Q/G) # 0, de donde K N D # (), lo que prueba
la genericidad de K.

Probemos la igualdad del inciso (2). Observemos que si p € G, entonces e(p) € K.
En caso contrario, por el Lema 1.27-(1) aplicado a {e(p)}, existiria ¢ € K de modo que
q L e(p), lo cual contradice que K C Q/G. Esto prueba que G C e~![K]. Por otra parte,
el Teorema 2.4 nos dice que e ![K] es un filtro (V,P)-genérico, por lo que aplicando el
Lema 1.28, se tiene que G = e 1[K]. Asi, de acuerdo con el Teorema 2.4, V[G] C V[K]g.
Pero entonces, se desprende del Lema 1.21 que V[G][K]g/c € V[K]g. Por otra parte,
V CVI[G] CVIG][K]g/q vy K € V[G][K]g/q- Asi, por el Lema 1.21, V[K]g C V[G][K]g,q-

O

Tlustremos el resultado del teorema anterior con un diagrama. Esto es, hay una nocién
de forcing, Q/G, de tal modo que al considerar un filtro (V, Q/G)-genérico K, este mismo
conjunto resulta ser un filtro (V,Q)-genérico de tal modo que, al hacer forcing via Q, se
obtiene la misma extension genérica que al forcing via [P seguida de la extensién de forcing

via Q/G. Todo esto siempre que P <. Q en el modelo base.

1% VI[G] VIGI[K]g/a
e MK]=GCP
° K CQ/G
KCQ
V[Klg

Diagrama asociado al Teorema 2.8
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Mostremos ahora un resultado que puede ser pensado como el reciproco del teorema

anterior.

Teorema 2.9. Sie : P — Q es un encaje completo donde e,P,Q € V, H es un filtro

(V,Q)-genérico y G = e '[H], entonces:
1. HCQ/G.
2. H es un filtro (V[G],Q/G)-genérico.
3. V[H]g = V[G|[H]g/q-

Demostracion.  Probemos el inciso (1). Sean ¢ € H y p € G, elementos arbitrarios.
Entonces ¢ = e(pg) para alguna pg € G y asi, p | po. De donde, e(p) | e(py) por ser e
un encaje. Hemos probado que g es compatible con la imagen bajo e de todo elemento en
G, es decir, ¢ € Q/G. De acuerdo con el Teorema 2.4, se tiene ademds que G es un filtro
(V,P)-genérico.

(2). Verifiquemos la genericidad de H. Sea D € V[G] un subconjunto denso de Q/G.
Asi, D € V[G] implica la existencia de D € VP de tal modo que Dg = D y por el Teorema

1.31-(2), para cierta pg € G, se tiene que po |- D es denso en Q/T. Definimos:

E={qeQ:3pePIqeQ(pltaeD) &q<ep) &q<all

Afirmamos que E es un conjunto denso por debajo de e(pg). Sea ¢y < e(pp). Como e es
un encaje completo, g admite una e-reduccién a P, digamos p1. Asi, e(p1) | go vy, por el
Lema 2.7, p1 |- o € Q/T. Consideremos s < e(p1),qo. Dado que gy < e(pp), se tiene que
s < e(p1),e(po). En consecuencia, p; | pp. Sea pa < p1,po. En este caso, el Lema 1.30
garantiza que py |- (jo € Q/T & D es denso en Q/T). Esto es, pa|-3zx(z € Q & = € D
& = < §p). De acuerdo con el Lema 1.32-(1), existen p € Py 51 € domQ de modo tal
que p < p2ypl(s1 € D & $ < do). Ahora bien, como domQ = {r : r € Q}, se tiene
que 51 € domQ implica que §; = ¢ para cierta ¢; € Q. En suma, p|—G € D C Q/T'y
pl-d < Go. Por el Lema 1.14, podemos fijar K un filtro (V,P)-genérico tal que p € K.
Luego, p es una e-reduccién de ¢; a P (ver Proposicién 2.7) y (¢1)x = ¢1 < (do)x = qo, es
decir, ¢1 < qo. Se tiene entonces que e(p) | ¢1, donde ¢; < go. Entonces existe g € Q tal que

q < e(p),qi. Por tanto, g < qoy q € E.
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Tenemos que E € V, pues P,Q,e € V y D también es un elemento de V porque,

por definicién, V' es la coleccién de todos los P-nombres que son elementos de V. De esta

manera, de acuerdo con el Lema 1.27-(2), ENH # (). Sea q € ENH. Existen entonces p € P

y @1 € Q de tal modo que ¢ < e(p), ¢ < q1 y pl- 1 € D. Ahora bien, ¢ < e(p) y ¢ < 1

implican que e(p) y ¢1 son ambos elementos de H, ya que ¢ € H y como G = e~ ![H], se sigue

que p € G. Esto ultimo y dado que p |- g1 € D, permite establecer que (G1)¢ =q1 € D. En
suma, q1 € H N D, con lo que se verifica la genericidad de H.

Demostremos el inciso (3). Por hipétesis, G = e '[H] y H es un filtro (V, Q)-genérico,

asi, de acuerdo con el Teorema 2.4, V[G] C V[H]g. Pero entonces, por el Lema 1.21,

VIG][H]g/e € V[H]g. Ahora bien, como H € V[G][H|g)c vy V C VI[G][H]g/q, se sigue del

lema citado que V[H]q C VI[G][H]g/a lo que prueba la igualdad de las extensiones. O

1% ViG] VIG][Hlg/c
e lH=GCP
€ HCQ/G
HCQ
V[Hlg

Diagrama asociado al Teorema 2.9

2.2  Encajes densos
En la presente seccién estudiaremos aquellos encajes cuya imagen sea un subconjunto

denso de su contradominio.

Definicion 2.10. Decimos que e : P — QQ es un encaje denso si y sélo si e es un encaje tal

que €”P es un conjunto denso en Q.

Notaciéon. Cada vez que entre dos érdenes parciales P y Q exista una funcién e como

la de la Definicion 2.10 escribiremos P <4 Q.
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Proposicion 2.11. Todo encaje denso es completo.

Demostracion. Sea e : P — Q un encaje denso.

Utilizando la equivalencia del Teorema 2.3, basta con probar que todo elemento de Q
tiene una e-reduccién a P.

Sea ¢ € Q. Por ser ¢”P densa en Q, existe p € P tal que e(p) < ¢. Sea r < p. Entonces
e(r) < e(p), pues e es un encaje. De este modo e(r) < ¢, y en particular e(r)|q. Por tanto,

p es la e-reduccién deseada. ]

A estas alturas el lector podria preguntarse si el converso de la propsosiciéon anterior es
cierto. La respuesta es no, es decir, no todo encaje completo es denso, hecho que mostramos

a continuacién.

Proposicion 2.12. Sean Iy, I; conjuntos no vacios tales que Iy C Iy. Entonces la funcion
e : Fn(ly,2) — Fn(I1,2) dada por e(p) = p, para cada p € Fn(Iy,2), es un encaje completo

que no es denso.

Demostracion. Nuestra funcién e : Fn(Ip,2) — Fn(I1,2) preserva el orden y la incompati-
bilidad pues, por un lado, si p,q € Fn(Iy,2) son tales que p < ¢, entonces e(p) < e(q). Si,
por otro lado, p L ¢, de acuerdo con el Lema 1.34 se tiene que p U ¢ no es funcién. Luego,
e(p) U e(q) no es funcién, es decir, e(p) L e(q).

De acuerdo con la equivalencia del Teorema 2.3, resta probar que todo elemento en
Fn(l1,2) admite una e-reduccién a Fn(lp,2). Sea ¢ € Fn(I1,2). Afirmamos que q [ I
es una e-reduccién de g a Fn(ly,2). Esto se verifica gracias a que, r < ¢ [ Iy, podemos
descomponer a q como ¢ = ¢ [IpUq[(I1\ ly), por lo que rUq = rUq[(I1 \ Ip), pues
q | Iy C r. Puesto que domr Ndom(q [(I; \ Ip)) = 0, se tiene que r U g es funcién, es decir,
r | ¢, lo que prueba nuestra afirmacion.

Probemos ahora que nuestro encaje completo e : Fn(ly,2) — Fn(I1,2) no es denso.
Sea xz € I \ Iy. Definimos ¢y € Fn(I1,2) como ¢y = {(x,0)}. Observemos que ninguna
extension de o es un elemento de e”Fn(ly,2). De ocurrir lo contrario, es decir, si py < qo
para algin pg = e(pg) € ¢”Fn(lp,2), se tendria que gy C po, de donde, dom ¢y € dom py, lo
que implicaria que = € Iy, lo cual no es posible. Por tanto, ¢”Fn(Ip, 2) no es un subconjunto

denso en Fn([y,2). O
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El siguiente resultado afirma que hay un encaje denso entre 6rdenes parciales consi-
derados en la seccion de ejemplos del Capitulo 1. En la tltima seccién de este capitulo se
probara un resultado mas general al presentado a continuacién cuya prueba involucra el
Axioma de Eleccién. Una de las virtudes del teorema aqui expuesto es que no es necesario

usar este axioma para construir el encaje.

Teorema 2.13. Se tiene que w=* <4 2<%.

Demostracion. Sea t € w<“. Entonces t : n — w para alguna n € w. Definimos e(t) del

siguiente modo:

0, sin =0,
e(t) =

(00...0100...01...100...01), sin>0.

—_—— Y ——

t(0)—veces  t(1)—veces t(n—1)—veces

En otras palabras, cuando t # (), e(t) € 2<“ queda determinada por:
n—1

e dome(t) = :20 t(i) +n;y

l
e para toda k € dome(t), e(t)(k) = 1 sii existe £ < n tal que k = Y t(i) + /.
i=0

De este modo tenemos definida una funcién e : w<* — 2<%,

Sean t, s € w<¥ con dominios n y m respectivamente. Verifiquemos que e es una funcién
que preserva el orden, la incompatibilidad y cuya imagen es densa en 2<%,

Supongamos que t < s y probemos que e preserva el orden. Asi, m < n. Observemos
que esta hipdtesis implica que dom e(s) < dome(t). Si s = (), entonces e(s) = @) y, por ende,

la desigualdad es trivial. Supongamos que s # (), esto es, que 0 < m < n. Se tiene entonces:

i
L

dome(t) = > t(1)+n

@
39
Lo
3

Il
I
+
)
+

S

= T mes 3 i)+ - m)
= dome(s) + :i t(i) + (n —m)

n
Puesto que Y t(i) + (n —m) > 0, se sigue que dome(s) < dome(t).

i=m
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Ahora bien, si s = (), entonces e(s) = (), y por ende e(t) < e(s). Supongamos que
s # 0 y probemos que e(t) < e(s) viendo que dada cualquier k € dome(s), se tiene que

e(s)(k) =1siy solosie(t)(k)=1.
4
Tomemos k € dome(s) tal que e(s)(k) = 1. Asi, k = > s(i) + ¢ para alguna ¢ < m.
i=0
¢
Como t < s, se tiene que s(i) = (i) para cada ¢ < Ly asi, k= > t(i)+ £ con < m < n,
i=0

lo que implica que e(t)(k) = 1.

Supongamos ahora que k € dome(s) satisface e(t)(k) = 1. Asi, por la definicién de e,

¢
existe £ < n tal que k = ) t(i) + . Afirmamos que ¢ < m. Si por el contrario, ¢ > m, se

i=0
tiene lo siguiente:
m—1 4
ko= te)+ > t(e) + ¢
=0 i=m
m—1 4
= > s(i))+m+ > ti)+ (£ —m)
=0 i=m
m—1 4
Como dome(s) = Y s(i) +m, se tiene que k = dome(s) + Y, ¢(i) + ({ —m), donde
i=0 i=m
¢ —m > 0. Pero entonces dome(s) < k, lo cual contradice que k € dome(s) y, por tanto,
4 L
¢ < m. De este modo, como hemos supuesto que ¢t < s, se tiene que > t(i) = > s(i), de
i=0 i=0
4
donde k = ) s(i) + £ con £ < m, es decir, e(s)(k) = 1.
i=0

Veamos que e preserva la incompatibilidad. Supongamos que ¢t 1 s. Asi, existe i €
domt N doms tal que ¢(i) # s(i). Sea £ = min{i € domt¢ Ndoms : (i) # s(i)}. Sin perder
la generalidad, supongamos que #(¢) < s(¢).

De este modo, para k = ZE: t(i) 4+ ¢ se tiene que e(t)(k) = 1. Observemos que k €

i=0
dome(s). Si por el contrario, k > dome(s), se tiene lo siguiente:

4 m—1 (-1 m—1
D)+ L= 3 s(i)+m= 3 s(i)+ > s(i) +m
1=0 1=0 =0 =L
Como s(i) = t(i) para toda i < ¢,
5 -1 m—1
St)+0= > t() + > s(i) +my
l:O ’L:O ’LIZ
de donde,
m—1
t(l) = > s(i) + (m — £) y en particular t(¢) > s(¢), lo que contradice la suposicién
(=74

t(l) < s(0).
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,
Probemos que e(s)(k) # 1. Si por el contrario, e(s)(k) = 1, entonces k = > s(i) +r
i=0
para alguna r < m. Tenemos los siguientes casos:
4 4
I. Sir =/, entonces Y t(i) = Y s(i). Puesto que t(i) = s(i) para toda i < ¢, se sigue
i=0 i=0

que t(¢) = s(¥), lo que contradice la definicién de £.

II. Si r < £, entonces:

ko= Y t)+¢

=0 i=r+1
r 4
= Y. s(i)+r+ > t@)+(l—r)
=0 i=r+1
4
= k+ > tli)+({—r).
i=r+1
4
Puesto que > (i) >0y £ —r >0, se sigue que:
1=r+1
k <k,

lo cual es una contradiccion.

ITI. Si ¢ < r, entonces:

(7>
V)
<
N~—
+
=

E o=

-
I
o

s +0+ 3 s(i)+(r—0)

|
M1

sz i=0+1
= Yt + L+ > s(i)+(r—10)
1=0 . i=(+1
= k+ > s()+(r—0).
i=0+1

T
Puesto que Y. s(i) >0y r— ¢ >0, se tiene entonces que:
i=0+1

k <k,

lo cual no es posible.

En suma, e(t)(k) =1y e(s)(k) # 1, es decir, e(t) L e(s).

Veamos que €” (w<*) es densa en 2<¥. Sea p € 2<%. Asi, existe n < w tal que n = dom p.
Consideremos p~1[1] = {k < n : p(k) = 1}. Si p~![1] = 0, consideramos t := {(0,n + 1)}.
Asi, e(t) = p~1 (véase la Definicién 1.35-(3) ), de donde e(t) < p. Si p~1[1] # 0, ordenamos

este conjunto como p~'[1] = {ko, k1, ..., km }, donde:
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(i) ko < k1 < ... < kp,
(il) m < n.
Definimos ¢ : m + 2 — w como sigue:
e £(0) = ko,
o t(i+1)="kiy1 —ki—1parai<m,

o t(m+1)=n—Fky,—1.

m+1
dome(t) = > t(i)+m+2
i=0

= ko+ (k1 —ko— 1)+ coh (km — kmet — 1)+ (n— ki — 1) + m + 2

= n+2.

Notemos que por (ii) y segun lo anterior, dom p < dome(t).
Verifiquemos que e(t) < p probando que para toda k < n, p(k) = 1 si y sélo si

e(t)(k) = 1.
4
Observacién. Para todo ¢ < m, se tiene que Y t(i) = ky — £. Esto se verifica pues ky
i=0
se puede escribir como:

k‘g:k0+(k‘1*k0*1)+...+(k‘g*k‘g_1*1)+€.

Es decir, ky = zé: t(i) + ¢

Supongamos qil:eop(k) = 1 para cierta k < n. Entonces k € p~1[1]. Asf, k = k; para
alguna j < m. Por lo observado previamente, k; = i t(i) + j, donde 7 < m + 2. Por lo
tanto, e(t)(k;) = 1. =

Supongamos ahora que e(t)(k) = 1 para alguna k < n. Asi, existe £ < m + 2 tal
que k = i t(i) + £. De acuerdo con nuestra observacién, si £ < m, entonces k € p~![1].
Probemo;:l; desigualdad anterior suponiendo lo contrario, es decir, que £ = m+1. Entonces:
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m+1
k= S tii)+m+1
i=0

= Zt(i)+t(m+1)+m+1
=0
= t(0)+...+t(m)+t(m+1)+m+1
= ko—F(lﬁ—k’o—1)+...—|—(k’m—km_l—l)—i-(n—/{m—l)—i-m—l—l
= n7

lo cual contradice la suposiciéon de que k < n. O

Los encajes densos son importantes porque si una nocién de forcing se encaja densa-
mente en otra, entonces las extensiones genéricas dadas por estas nociones son las mismas

(en un sentido que se hard claro en el enunciado del Teorema 2.15).

Definicion 2.14. Sean P y Q dos 6rdenes parciales y e : P — Q una funcién. Para cada

X C P, definimos é(X) ={¢qeQ:3Ipe X(elp) <q)}.

Observemos que de acuerdo con la definicion anterior, para cada X C PP, siempre ocurre
que €’ X C é(X). En efecto, si ¢ € ¢”X, entonces ¢ = e(p) para alguna p € X. Luego,
q € é(X).

Teorema 2.15. Sea e : P — Q un encaje denso. Sie,P,Q € V, entonces:

1. Si G es un filtro (V,P)-genérico, entonces é(G) es un filtro (V,Q)-genérico y G =
e e(G)]. En este caso, V|G] = V[E(Q)].

2. Si HC Q es un filtro (V,Q)-genérico, entonces e *[H| es un filtro (V,P)-genérico y
H = é(e”1[H]). En este caso, V[e [H]] = V[H].

Demostracion.  (1). Probemos que €(G) es un filtro. Sean ¢1,¢q2 € é(G). Entonces
e(p1) < 1 y e(p2) < g2 para algunas py,ps € G. Como G es un filtro, existe p € G tal que
p < p1,p2. De donde e(p) < e(p1), e(p2). Por tanto, e(p) € é(G) y e(p) < q1, qo.

Sean r € é(G) y ¢ € Q tales que r < ¢. Asi, e(p) < r para alguna p € G. En
consecuencia, e(p) < q y, por tanto, g € é(G).

Verifiquemos la genericidad de é(G). Sea D € V un subconjunto denso en Q y sea

E={peP:3qe Dlep) <9}
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Probemos que E es un conjunto denso en P. Sea p € P. Como D es denso en Q y
e(p) € Q, se tiene que ¢ < e(p) para alguna ¢ € D. Por hipétesis, €”P es un conjunto denso
en Q, de donde e(r) < ¢ para alguna r € P. Entonces e(r) < e(p) y en particular e(r) | e(p),
de donde r | p. Sea s < 7r,p. Asi, e(s) < g con g € Dy ademés s < p. Por tanto, F es
denso en PP.

Puesto que P, D,e € V, se tiene que E € V. Luego, GNE # (), de donde existen p € G
y q € D tales que e(p) < ¢. En consecuencia, g € é(G). Por tanto, é(G) N D # 0.

Verifiquemos que G = e 1[¢(G)]. Como hemos visto, &(G) es un filtro (V, Q)-genérico,
por lo que, de acuerdo con el Teorema 2.4 y la Proposicién 2.11, e 1[¢(G)] es un filtro
(V,P)-genérico. Ahora bien, se tiene que e(G) C é(G), equivalentemente, G C e ![&(G)].
Por tanto, de acuerdo con el Lema 1.28, e~ ![¢(G)] = G.

Hagamos H = é(G) y veamos que V[G] = V[H]. Por lo probado en el parrafo anterior,
H es un filtro (V,Q)-genérico, de donde, por el Teorema 2.4, se sigue que V[G] C V[H].
Ahora bien, H € V|G|, pues G € V[G] y ¢,P,Q € V C V[G]. Asi, por el Lema 1.21, se
obtiene que V[H] C V[G] y por tanto se cumple nuestra igualdad.

(2). Dado que, de acuerdo con la Proposicién 2.11, e es un encaje completo, se tiene,
por el Teorema 2.4, que e~ ![H] es un filtro (V,P)-genérico.

Ahora bien, por lo probado en (1), é(e1[H]) es un filtro (V,Q)-genérico. Observemos
que é(e"[H]) C H: si q € é(e![H]), entonces e(p) < q para alguna p € e~ ![H]. De donde
se sigue que e(p) € H y en consecuencia ¢ € H, pues H es un filtro. En suma, é(e”[H]) es
un filtro (V, Q)-genérico contenido en H, el cual, por hipdtesis, es un filtro (V, Q)-genérico.
Asi, por el Lema 1.28, H = é(e~![H]).

Hagamos G = e~ [H] y veamos que V[G] = V[H]. Por el Teorema 2.4, V[G] C V[H].
Ahora bien, segiin nuestra suposicién y por lo probado en el péarrafo anterior, H = é(G).
Dado que G € V[G] y ¢,P,Q € V C V[G], se tiene que H € V[G]. Asi, por el Lema 1.21,
se sigue que V[H]| C V[G] y, por tanto, V[G] = V[H]. O

Los siguientes diagramas ilustran el Teorema 2.15 en sus partes (1) y (2), respectiva-
mente. En el primero se observa que si en V se tiene un encaje denso, e : P — Q, entonces

al tomar un filtro (V,P)-genérico G, el filtro generado por la imagen de G bajo e, a saber



34
¢(G), es un subconjunto de Q cuya imagen inversa bajo e devuelve G y con el cual, ademés,
se obtiene la misma extension genérica si se hace forcing via Q, que si se hace lo propio via
P. Esto se ilustra etiquetando con V[G] y V[é(G)] la misma linea curva que representa un
modelo de ZFC que extiende a V.

Analogamente, el segundo diagrama ilustra que si ahora e € V' es un encaje denso entre
Py Qy se considera un filtro (V, Q)-genérico H, entonces e~ ![H] resulta ser un filtro (V,P)-
genérico (véanse Proposicion 2.11 y Teorema 2.4) con el cual, si se considera é(e™1[H]), se
obtiene un filtro (V,;Q)-genérico que coincide con H. Se ilustra ademds la obtencién de
idénticas extensiones genéricas al hacer forcing via P y al hacerlo via Q considerando los

correspondientes filtros genéricos ya mencionados.

1 4tel
@) =GP
&G) CQ
V[E(G)]

Diagrama asociado al Teorema 2.15-(1)

14 Ve ! [H]]
e '[H|CP
é(e”l[H))=HCQ
V[H]

Diagrama asociado al Teorema 2.15-(2)
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De acuerdo con el Teorema 2.13, w<* <4 2<“. Asi, es un corolario inmediato del
Teorema 2.15 que w<* y 2<% producen las mismas extensiones de forcing. Sin embargo, es
preciso aclarar que el resultado opuesto no necesariamente es cierto, es decir, dos nociones
de forcing pueden producir las mismas extensiones genéricas sin estar encajada densamente
una en la otra. Para verificar lo dicho consideraremos los 6rdenes parciales mencionados y
veremos que no hay un encaje denso de 2<% a w<¥.

Previo a lo que se quiere, probemos que los encajes completos preservan anticadenas

maximales no triviales.

Lema 2.16. Sie: P — Q es un encaje completo y A C P es una anticadena mazximal no

trivial en P, entonces €’ A es una anticadena maximal no trivial en Q.

Demostracion. Sea A una anticadena maximal no trivial en P. Dado que e es un en-
caje completo, se tiene que €” A es una anticadena maximal (véase la Definicién 2.2). Por
hipétesis, A no es la anticadena trivial, asi, existen al menos dos elementos p,q € A incom-
patibles. Pero entonces e(p) L e(q) y por ende e(p) # e(q). Con lo cual €’ A no es trivial.

O

Proposicién 2.17. Se tiene que 2<% £, w<¥.

Demostracién. Probaremos primero que 2<% admite anticadenas maximales finitas no
triviales.

Sean p := {(0,0)} y ¢ := {(0,1)} y sea A = {p,q}. Veamos que A es una anticadena
maximal. Por definicién, p # ¢. Observamos ademaés que p U g no es una funcién, asi, por
el Lema 1.34 aplicado a nuestro caso, p 1 ¢. Por tanto, A es una anticadena.

Probemos ahora que A es maximal viendo que satisface la equivalencia de la Proposicion
1.5. Sea r € 2<% arbitraria. Asi, existe n < w tal que domr = n. Sin =0, r es la funcién
vacia y por tanto r es compatible con cualquier elemento de A. Supongamos que n > 0.
Entonces 0 € domr y en consecuencia r(0) € {0,1}. Si 7(0) = 0, entonces p C r, es decir,
r < p,y, como r < r, se tiene que r < p,r. Por tanto, r | p. Si ocurre que r(0) = 1, se tiene
entonces que g C r, es decir, r < ¢, de donde r < ¢, r. Por tanto, r | q.

Probemos nuestra proposiciéon suponiendo lo contrario. Asi, si 2<% <. w<%, entonces
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existe e : 2<% — w<¥ un encaje completo. Pero entonces, si B es una anticadena maximal
finita no trivial en 2<%, por el Lema 2.16, ¢” B es una anticadena maximal finita no trivial en
w<¥. Asi, resta probar que ninguna anticadena finita no trivial en w<* puede ser maximal.

Sea B una anticadena finita no trivial en w<%. Como B C w<¥\ {0}, se tiene que
0 € domb para toda b € B. Consideremos {r(0) : r € B} C w, el cual es finito por ser
B finita. Tomemos k € w \ {r(0) : » € B}. Asi, si s = {(0,k)} y t € B, entonces, por
definicién, s(0) = k # ¢(0). Pero entonces s L ¢, y como t fue arbitrario, se sigue que s ¢ B.
Asf, BU{s} es una anticadena en w<% que contiene propiamente a B. Por tanto, B no es

maximal. O

Segun los teoremas 2.13, 2.15 y por el resultado anterior, hemos exhibido dos nociones
de forcing que producen las mismas extensiones y que sin embargo, una no estd densamente
encajada en la otra. Esto se verifica, pues de ocurrir que 2<% <4 w<%, como todo encaje
denso es completo (ver Proposicién 2.11), se tendria que 2<¢ <. w<“, hecho que no es
posible de acuerdo con la proposicién previa.

Hay un cierto tipo de orden parcial que resulta interesante por preservar alguna nocién
de interés, tal es el caso de los 6rdenes k-cc, cuya virtud es preservar cofinalidades mayores

o iguales que un cardinal infinito x (se invita al lector a consultar [6], Lemma 6.9, p. 213).

Definicion 2.18. Sea  un cardinal infinito. Decimos que P tiene la k-cc si toda anticadena

en P tiene cardinalidad menor que k.

En este contexto, el resultado presentado enseguida nos muestra que siempre que haya
un encaje denso entre dos nociones P y @, el tamafio de las anticadenas en ambos érdenes

no excede a k.

Proposicion 2.19. P < ; Q implica que P es k-cc si y solo si Q es k-cc.

Demostracion. Seae : P — Q un encaje denso. Supongamos que P tiene la x-cc y probemos
que Q es k-cc. Sea A C Q una anticadena. Como e”P es un subconjunto denso de Q, se
tiene que para cada a € A, existe p, € P de tal modo que e(p,) < a. Sea B = {p, : a € A}.
Observemos que B es una anticadena en P. En efecto, si a # b, entonces p, L pp, pues

de ocurrir lo contrario, p, | pp, se tendria en consecuencia que e(p,) | e(py), de donde
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q < e(pq), e(py) para alguna g € Q. Pero entonces ¢ < a, b, pues e(p,) < ay e(py) < b. Esto

dltimo contradice el hecho de que A es una anticadena. En suma, B es una anticadena y
por tanto |B| < k.

Ahora bien, sea f : A — B la funcién definida mediante f(a) = p, para cada a € A.

Observemos que f es una biyeccién entre A y B. En efecto, f es inyectiva porque si a # b,

hemos visto en el parrafo anterior que p, L p, y en particular, p, # pp. Se tiene ademads

que f es suprayectiva porque cada elemento de B es por la definicion de f, la imagen de

cierto elemento de A. Asi, |A| = |B| y, como |B| < k, se tiene el resultado.

Probemos la implicacién restante. Sea A C [P una anticadena. Observemos que e [ A es
una funcién inyectiva: si e(p) = e(q) con p,q € A, entonces en particular e(p) | e(g). Luego,
p | ¢, lo que implica que p = ¢, pues A es una anticadena. Ahora bien, de acuerdo con la
Definicién 2.2, €” A es una anticadena en Q y, por tanto, [e”A| < k, pues Q es k-cc. En

suma, e[ A es una funcién inyectiva de A en €” A con |’ A| < k y, por lo tanto, |[A| < k.

O]

Definicién 2.20. Diremos que P es r-cerrado si toda sucesion decreciente (pg : £ < A) de

condiciones en P tiene una cota inferior en P, para cualquier A < k.

Los ordenes k-cerrados son interesantes porque no anaden nuevos subconjuntos de k,
en otras palabras, si P € V y G es un filtro (V,P)-genérico, entonces V[G] N "w C V. Una
demostraciéon de lo anterior es analoga a la prueba de la Proposicién 1.38.

El siguiente es un ejemplo de dos nociones de forcing, una encajada densamente en la
otra, y donde una de ellas es un orden k-cerrado pero no necesariamente la otra nocién es

un orden con esta propiedad.

Ejemplo 2.20.1. Existen P y Q tales que P es k-cerrado, P <4 Q, y, sin embargo, Q no

es k-cerrado.

Hagamos claro lo anterior considerando Py Q, dos subconjuntos de w<* (ambos pen-
sados como subdrdenes de w<*) del modo siguiente:

(1) P consta de todas las funciones cuyo dominio es < 1, es decir,

p € Psiysélosip=0 6 existe n € w de modo que p = {(0,n)}.
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Al heredar P el orden de w<¥, es posible visualizar los elementos de P como sigue:

{(0,0); {(0
(2) Sea f € “w la funcién constante cero: f(k) =0 para toda k € w. Asi, hacemos:
Q={0tu{(fIn) " k:new&ke{0,1}}.

Al igual que PP, el orden en Q es el orden heredado por w<“. De este modo, podemos

ilustar los elementos de Q como:

=f10
/
FI1
/N
12 (fIH~

/)
/N

n+1

/N

(f10)™

—

2)"1

Afirmamos que se satisfacen las siguientes propiedades:
(i) Sip,q € Py p < g, entonces g = (.
(ii) P es w-cerrado.
(iii) P <4 Q.

El inciso (i) se cumple, pues si contrariamente a lo que se afirma, ¢ # (), entonces
0 € domgq y por tanto existe m € w de modo que g = {(0,m)}. Como p < g y de acuerdo

con la definicién de P, se sigue que p = ¢, lo cual no es posible.
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Demostremos el inciso (ii) viendo que si (p; : i € w) es una sucesién decreciente de
condiciones en P, entonces existen m € w y p € P de modo tal que p, = p para toda
n > m. Si por el contrario, para cualquier m € w se tiene que existe n > m para la cual
Dn 7 Dm, entonces en particular para m = 0 debe ocurrir que p, # po para alguna n > 0.
Notemos que n > 0. Asi, p, < pg, pues p, # pp y son ambos elementos de una sucesién
decreciente (nétese que como p,, es una extension propia de pg, se tiene que 0 € dompy,).
Pero entonces, para cualquier k > n, se tiene que pr < p, (y por ende, 0 € dompg) y en
particular, pg(0) = p,,(0), es decir, p, = pg, lo cual no es posible. En suma, hemos probado
que toda sucesién decreciente en P tiene una cota inferior, es decir, P es w-cerrado.

Finalmente, probemos el inciso (iii). Sea e : P — Q definida mediante:
e(p) =0sip=0ye({(0,n)})=(fIn)"1, para cada n € w.

Comprobemos que e es un encaje denso verfificando en primera instancia que e preserva
el orden. Sean p,q € P tales que p < ¢. Si ocurre que p < ¢, entonces por la Afirmacién
(1), se sigue que g = (. De donde, e(q) = 0 y, por tanto, e(p) < e(q). De ocurrir, p = ¢,
entonces e(p) = e(q) y se sigue preservando el orden.

Demos paso a probar que nuestra funcién e preserva la incompatibilidad. Sean p,q € P
tales que p L gq. Observemos que ninguna de estas funciones es (), pues toda condicién en
P es compatible con la funcién (. Asi, existen n,m € w de modo tal que p = {(0,n)} y
g = {(0,m)}. Sin perder la generalidad, supongamos que n < m. De este modo, e(p)(n) = 1
y e(q)(n) =0, pues n < m. Por tanto, e(p) L e(q).

Finalmente, comprobemos que e¢”IP es un subconjunto denso de Q. Sea ¢ € Q. Si ¢ =0,
entonces la imagen bajo e de cualquier elemento de [P, es una extension de q. Ahora bien,
si ¢ # (), entonces existe n € w de modo que ¢ = (f [n)"k con k € {0,1}. Asi, si por un
lado, ¢ = (f [m)"0, entonces ¢ = f [(n+ 1) y, por lo tanto, f[(n+1)"1=e({(0,n+1)})
y e({(0,n 4 1)}) < g. Si por otro lado, ¢ = (f [ n)"1, entonces ¢ = e({(0,n)}) y se tiene el
resultado.

De acuerdo con el Teorema 2.15, sabemos que si P <4 Q, entonces la extension genérica
dada por PP es la misma que la dada por Q. De esta forma y por el ejemplo anterior, si P es

k-cerrado y P <4 Q, entonces Q no anade nuevos subconjuntos de k a pesar de que QQ no
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necesariamente es k-cerrado.

Nos interesa ahora hablar de érdenes parciales denominados x-distributivos. Estos
6rdenes son interesantes porque no anaden funciones nuevas de k en 2 (una prueba puede
encontrarse en [5, Theorem 15.6, p. 228]). Sabemos por la Proposicién 1.38 que 2<“! no
anade un nuevo real cuando k = w, asi que la pregunta natural es si este orden parcial es

w-distributivo.
Definicion 2.21. Sea P un orden parcial.

1. Un subconjunto U C P serd llamado abierto si para cualesquiera p € U y ¢ < p, se

tiene que ¢ € U.

2. Si k es un cardinal infinito, P es k-distributivo si para cada sucesién {D,, : o < K} de

densos abiertos en P, se tiene que [ D, es denso.

a<k

Observemos que la interseccién de k subconjuntos densos abiertos siempre es abierta.
En efecto, si {D, : o < K} es tal coleccién y D = (., Da, entonces D es abierto, pues si
p €Dy q< p,entonces p € D, para toda o < k. Como cada D, es abierto, se sigue que

q € Dy. Luego, g € D.

Lema 2.22. Si P es k-cerrado, entonces P es k-distributivo.

Demostracion. Sea {D, : a < k} una sucesién de subconjuntos densos abiertos en P.

Verifiquemos que D = () D,, es un conjunto denso en P. Por induccién sobre o < &,

a<k

probemos que existe (p, : a < k) de modo que:
(1) Po < b,
(ii) para cada « < k, se tiene que p, € Dy; y
(ili) si @ < B < K, entonces pg < pa.

Sea p € P. Asi, existe pg € Dy tal que py < p. Ahora bien, supongamos que para
alguna o < k, la sucesién (pg : £ < «) satisface (i), (ii) y (iii). Como PP es r-cerrado, existe
r € P de modo que para cada { < a, se tiene que r < p¢. Dada la densidad de D, existe

Pa € D tal que p, < 7. Por tanto, po, < p¢ ¥ pa € Do. Esto completa la induccién y, por
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ende, existe la sucesién mencionada. Entonces, dado que P es k-cerrado, existe ¢ € D de

modo que g < po, para cada a < k. Por tanto, ¢ <py q € D. O

De acuerdo con la prueba de la Proposicién 1.38, 2<“! es w-cerrado. Asi, se sigue del
lema anterior que 2<“! es w-distributivo.
El resultado presentado a continuacién adquiere importancia porque nos muestra que

la k-distributividad se preserva bajo encajes densos.
Proposicion 2.23. Sea e: P — Q un encaje denso. Entonces lo siguiente se satisface:
1. Si D es un abierto denso en Q, entonces e 1[D] es un abierto denso en P.

2. Si P es k-distributivo, entonces Q es k-distributivo.

Demostracién. Probemos el inciso (1). Sean p € e~ ![D] y ¢ € P tales que ¢ < p. Entonces
e(p) € Dy e(q) < e(p). Como D es abierto en Q, se tiene que e(q) € D. Luego, ¢ € e~ ![D].
En suma, e~ 1[D] es abierto. Verifiquemos que e~![D] es un conjunto denso en P. Sea p € P.
Asi, e(p) € Q y dada la densidad de D, existe ¢ € D de modo que g < e(p). Ahora bien,
puesto que €”P es un conjunto denso en Q, se tiene que para cierta pg € P, e(py) < q.
Luego, e(po) < e(p) y en particular, e(po) | e(p). Por ende, po | p. Sea p1 < po,p. De este
modo, e(p1) < e(pp) vy, como e(pg) < g, se sigue que e(p1) < ¢. En consecuencia, e(p;) € D
pues ¢ € D. En suma, p; € e~ ![D] y p1 < p.

Demostremos ahora el inciso (2). Sea {D, : @ < k} una sucesién de densos abiertos

en Q. Hagamos D = [ D, y verifiquemos la densidad de D. Sea q € Q. Asi, existe

a<k
po € P tal que e(py) < ¢q. Dado que cada D, es denso y abierto, se sigue del inciso (1)
que {e7![Dy] : @ < K} es una coleccién de densos abiertos en P. Ahora bien, como P es

k-distributivo, el conjunto E = () ~1[D,] es un denso abierto en P. Por tanto, existe

O<<I£e
p € E tal que p < pg. Entonces e(p) € D, e(p) < e(po) y, como e(py) < ¢, se tiene el

resultado. n

2.3 Anadir un real de Cohen

<

Nuestro objetivo principal de esta seccion es probar que w<% se encaja densamente en

toda nocién de forcing numerable y no atémica (segin la Definicién 1.15). De este modo,
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hacer forcing con cualquiera de ellas es equivalente a hacer forcing con Fn(w,2), es decir,
la nocién de forcing que anade un real de Cohen. La prueba de este resultado sera dividida

en una serie de lemas.
Definicién 2.24. Sea p € P. Definimos pt = {r e P: 7 < p}.

Lema 2.25. Sea P un orden parcial sin dtomos. Sean p,q € P compatibles. Entonces existe

A C P tal que:
1. A es una anticadena infinita;
2. para cualquier r € P, si r < p, entonces existe a € A compatible con r;
3. hay un elemento ag € A tal que ag < q; y

4. ACp*.

Demostracion. Existe t € P tal que t < p,q.

Afirmamos que existen (r; : i € w) CPy (s; 17 € w) C P tales que:
(a) (ri i € w) es decreciente,
(b) si+1 <7 paratodoi € w,y
(¢) r; L s; para cada i € w.

Como P es no atéomico y t € P, se tiene que hay 7, so € P tales que rg,s9 <ty rg L so.
Supongamos que para alguna n € w existen (r; : ¢ < n) y (s; : i < n) que satisfacen (a), (b)
y (c¢). Nuevamente, como P es no atémico, existen ry, 11, sp+1 € P tales que 741, Spt1 < 1
y Tn+1 L Snt1, lo cual finaliza la induccién.

Sea B = {s; : i € w}. Veamos que B es una anticadena (para una ilustracién de B
vedse el diagrama de abajo). Supongamos, buscando una contradiccién, que existen n y m
de tal modo que m < ny sy | $p. Asi, hay s < s, ;. Por construcciéon s,, < 7y, de donde
se tiene que s < T, S;, lo cual contradice el inciso (c¢) de la afirmacién anterior. Por lo
tanto, cualesquiera dos elementos en B con subindices distintos son incompatibles, es decir,
B es una anticadena. B es infinita pues al tomar dos indices distintos n y m hemos visto

que S, L s, y, por lo tanto, s, # Sm,.
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Por la Proposicién 1.9, B se puede extender a una anticadena maximal infinita en p*,
digamos A. Comprobemos que A satisface ademads las condiciones (2) y (3).
Para verificar (2) tomemos r € p* arbitrario. Como A es una anticadena maximal en
p*, se sigue del la Proposicién 1.5 que existe a € A de tal modo que a | 7.

Finalmente, A satisface (3) debido a que B C Ay s <t < ¢ para todo s € B. O

La construccién de la anticadena B en el Lema 2.25 puede ilustrarse en la siguiente
figura, la cual muestra que al tener la extensién comun ¢t de p y ¢, el que P carezca de

atomos permite seleccionar los elementos de B.

/N
7y
/N,
rn/ | \sn

Elementos s; de la anticadena B.

Notemos que el resultado anterior implica que todo orden parcial sin atomos es infinito.
Para los siguientes cuatro resultados consideraremos un orden parcial P numerable sin
atomos y lo identificaremos como P = {p,, : n € w} donde para cualesquiera n,m € w,

n #% m implica que p, # py y donde pg = 1p.

Lema 2.26. Eziste una sucesion (A, : n € w) de anticadenas en P tal que para cadan € w:
1. A, es una anticadena maximal infinita en P;
2. existe a € Ay, tal que a < pn;
3. para todo x € Ay, {y € Aps1:y <z} =w;y

4. para cada y € Api1 existe x € A, tal que y < x.
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Demostracion. Consideremos pg € P. Por el Lema 2.25, existe Ag C P que satisface las
condiciones del Lema 2.25 tomando p = pg = g.

Supongamos que para alguna n € w existe (A; : i < n) que satisface (1), (2), (3) y
(4). Como A,, es maximal en P, por la Proposicién 1.5, para alguna a,, € A, se tiene que
apn | pn+1. Hagamos p = a, ¥y ¢ = ppy1 en el Lema 2.25 y obtengamos una anticadena
Ap(ay) la cual satisface los incisos del Lema 2.25.

Para cada x € A, \ {a,} hagamos p = = = ¢ en el Lema 2.25 para obtener una
anticadena A, (r) que satisface las condiciones del Lema 2.25.

Definamos A,+1 = J{An(z) : © € A,,} y veamos que A, satisface (1), (2), (3) y (4).

Verifiquemos que A, satisface el inciso (1). Sean y,z € A,4+1 y supongamos que
y |z Asl,y e Ay(z) y 2 € Ay(2') para algunos z, 2’ € A, y ademds existe w € A4 tal
que w < y,z. Como y < xy z <2/, se tiene que w < x, 2/, esto es z | 2/, donde z, 2’ € A,
la cual es una anticadena, por lo tanto x = z/. De donde, y,z € A, (x), por lo que z = y.
Por tanto, A1 es una anticadena.

Para ver que A,+1 es una anticadena maximal tomemos r € P y veamos que A,
cumple la equivalencia de la Proposiciéon 1.5. Como A, es una anticadena maximal en PP,
por la Proposicién 1.5, para alguna x € A,, ocurre que = | r. Sea ' € P tal que ' < x,r.
Como A, (z) satisface la condicién (2) del Lema 2.25, donde p = z, se tiene que existe
a € A,(x) compatible con r’. Asi, para alguna condicién a’ < a,r’, tenemos que o’ < a,r y,
por tanto, a | r.

La anticadena A, satisface (2), pues por nuestra construccién A, (a,) € Ap41 y por
el Lema 2.25-(3), existe a € Ay (ay,) tal que a < py.

Sea x € A,, y verifiquemos (3). Nuestra definicién de A, (z) garantiza que A,(z) C
por el Lema 2.25-(4), mientras que por el Lema 2.25-(1), |A,(x)| = w. Por definicién de
Api1, Ap(z) € Apyr, por lo cual [{y € Aptq iy < 2} =w.

Ahora probemos (4). Sea y € Ay,41 arbitrario. Por definicién de 4,11, y € Ay, (z) para

algiin x € A,, y en consecuencia y < . O

En los siguientes resultados, la coleccién {4, : n € w} es la sucesién de anticadenas

descrita en el enunciado del Lema 2.26
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Consideremos Q = w<¥ y veamos qué relacién hay entre Q, = {p : domp=n+1} CQ

y A, C P para cada n € w.

Lema 2.27. Eziste (e; : i € w) tal que para todo i < w:
1. ¢;: Q; — A;, donde e; es una funcion biyectiva;

2. sip€ Qi1 yre€Q, coni<nyp<r, entonces en1(p) < ei(r); y

3. sip€Qui1 yr € Qy, coni < n, son tales que p L r, entonces en11(p) L e;(r).

Demostracion. Por induccidn finita construiremos las funciones deseadas entre cada Q,, y
An.

Se tiene que Qp = {p : domp = 1} y |Qo| = |Ag| = w. Asi, consideramos e cualquier
biyeccién entre Qp y Ap.

Supongamos que para alguna n € w la sucesién (e; : ¢ < n) satisface (1), (2) y (3).

Para cada p € Q,, definimos Qy,(p) = {q € Qnyt1: ¢ < p}.

Observemos lo siguiente:

(i) Como Qy(p) ={p~i:i € w}, se tiene que |Q,(p)| = w.

(ii) Si p,r € Qu, con p # r, entonces Q,(p) N Q,(r) = . Por contrapositiva, si ¢ €

Qn(p) NQy(r), entonces q < p,r, es decir, p|r, y por tanto p = r.

(iii) Para cada z € A, C P, definimos A, (z) := {r € A,y1 : 7 < z}. Por el Lema
2.26-(3), |An(z)] = w, mientras que por el inciso (4) del mismo lema, se tiene que

Apt1 = U{An(z) : x € A, }.

(iv) Se tiene que A,(x) y A,(y) son ajenas siempre que = # y. En efecto, si ocurre que
r € An(x) N An(y), entonces r € A1y r < x,y, es decir z,y € A, son compatibles,

esto es, x = y.

Para cada p € Q, fijamos una biyeccién e}, : Q,(p) — An(en(p)). Notemos que de

acuerdo con (iii), A,4+1 = J{An(en(p)) : p € Q,}.
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Sea en+1 = (J{eh : p € Q,}. Se tiene que e,41 es una funcién, pues por (ii) los
dominios de las funciones e}, son ajenos por pares. Ahora verifiquemos que e, 1 es una
funcién biyectiva entre Q,4+1 y An4+1 que ademés satisface (2) y (3).

Para verificar el inciso (1) notemos primero que dome,y; = (J{domeh : p € Q,}.
Como domel, = Q,(p) para cada p € Q,, se tiene que dome, 1 = J{Qn(p) : p € Q,}.
Probemos ahora que dom e, 11 = Qp+1.

Veamos que todo elemento de dom e, 11 es un elemento de Q,,11. Asi, si p’ € domey, 1,
entonces p’ € Q,(p) para alguna p € Q,,. Pero por la definicién de Q,(p), p’ € Quy1 vy, por
tanto, dom e, +1 C Q1.

Verfiquemos la contencion restante. Sip € Q,41, entoncesp [n+1€ Q, yp <p[n+1.
Por lo tanto, p € Q,(p[n+ 1), con lo que p € dom ey 1.

Veamos ahora que e, 1 es una funcién inyectiva. Sean pi,p2 € dome,1 con p; # pa.
Por la definicién de e, 1, existen p, r € Q, tales que p1 € Q,(p) y p2 € Q,(r). De este modo,
si p = r, entonces e, (p1) # eh(p2) por ser e, una biyeccién. Ahora bien, si p # r, entonces

en(p) # en(r) por hipétesis inductiva. De donde, por (iv), A, (e, (p))NAy(en(r)) = 0. Como
en(p1) € An(en(p)) y €p(p2) € Anlen(r)), se tiene que en(p1) # ef,(p2). En vista de que
ent1(p1) = eh(p1) v ent1(p2) = €’ (p1), se obtiene el resultado.

Observemos que:

Im(ep41) = U{Im(en) : p € Qu} = U{An(en(p)) : p € Qu} = Aps1.

Afirmamos que se cumple lo siguiente:

(v) ent1(p) < en(pn+1) para cualquier p € Q,4+1. En efecto, si p € Qp41, entonces
(pIn+1) € Q,. Dado que p < p[n+1 € Q,, se obtiene que p € Q,(p[n +1). Asi,
ent+1(p) € Anlen(pIn+1)), por lo que ent1(p) < en(pln+1).

Para probar el inciso (2) tomemos p € Q41 y 7 € Q; con @ < n y tales que p < r
Puesto que (p[n+1) € Q, y ademés (p[n+1) < r, se sigue, por la hipétesis inductiva, que
en(pn+1) <ei(r). De acuerdo con lo anterior y por (v), se obtiene que e,11(p) < e;(r).

Resta probar el inciso (3). Sean p € Qu11 y r € Q;, con i < n y de modo que p L 7.

Como (p[n+1) € Qp, se tiene que r L (p[n+1). En efecto, p L rsiysélosipUr

no es una funcién, esto es, existe k € domp Ndomr tal que p(k) # r(k). Ahora bien, por
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hipétesis, i < n, de donde i +1 < n+ 1 = dom(p[n+1). Como k € domr, se tiene que
k<i+1<n+1,esdecir, k € dom(p|n+1)Ndomr. Como ademas p(k) = (p[n+1)(k),
se tiene entonces que (p[n + 1)(k) # r(k). Por tanto, (p[n+ 1) L r y, por la hipdtesis
inductiva, e;(r) L en(p[n +1).

Afirmamos que e,4+1(p) L e;(r). En caso contrario, existiria s < e,4+1(p),ei(r). De
donde, por (v), s < e;i(r),en(pn + 1), lo cual es una contradiccién a lo probado en el

parrafo anterior. O

Finalmente nos encontramos en posesién de todos los elementos necesarios para probar

el teorema anunciado al inicio de la seccién.

Teorema 2.28. Si P es un orden parcial numerable y sin dtomos, entonces w<* <q4 P.

Demostracion.  Consideremos los elementos de la sucesién (e, : n € w), la cual queda

garantizada por el Lema 2.27.

Sea e:= (| en) U{(0,1p)}.

new
Observamos que dome = |J dome, U {0} = U Q, U {0} = w<¥. Ahora bien,
new new
Im(e) = |J Im(e,) U{lp} = |J A, U{Lp}.
new new

Afirmamos que e : w<* — P es un encaje denso.

En efecto, e es una funcién, pues para cualesquiera n,m € w, n # m implica que
Q, NQ,, = 0. Esto se verifica, pues si existe p € Q, N Q,,, entonces, por definicién de Q,
v Qpm, se tiene que domp =n+ 1y domp = m + 1, con lo cual cual n = m.

Sea p € Py veamos que Im(e) es densa en P. Recordemos que previo al Lema 2.26
fijamos una enumeracién para P. Asi, p = p; para alguna k € w . De acuerdo al Lema
2.26-(2), existe a € Ay tal que a < pg. Pero entonces a € Im(e) y a < py.

Sean p,q € w<¥ tales que p < q y probemos que e preserva el orden. Empecemos con
los casos triviales. Si ¢ = (), entonces e(p) < e(q), pues e(q) := Lp. Si se da el caso ¢ # ()
y p = q, entonces e(p) = e(q) y se cumple el resultado. Supongamos entonces que p < ¢
con q # (). Sean domp =m + 1y domg=14+ 1. Como p < g, se tiene que i +1 < m + 1,
de donde i < m. Haciendo n := m — 1, obtenemos ¢ < n y n+ 1 =m. Asi, por el Lema
2.27-(2), em(p) < €i(q). Pero por la definicién de e, e(p) = en(p) v e(q) = ei(q). Por tanto,

e(p) < e(q).
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Probemos que e preserva la incompatibilidad. Sean p,q € w<* tales que p L ¢q. Ob-
servemos que en ningin caso p y ¢ son la funcién (), pues para toda s € w<%, s < 0 y en
particular, s | (). Asi, existen m,i € w tales que p € Q,,, y ¢ € Q;. Si m = i, ocurre que
p,q € Qp, entonces por el Lema 2.27-(1), e (p) # em(q) ¥ em(p), em(q) € Ap. De donde
em(p) L em(q), es decir, e(p) L e(q).
Ahora bien, si m # i, supongamos sin perder la generalidad que m > i. Asi, haciendo
n:=m—12>1isetiene quen+1=m, conlo que p € Q1 y ¢ € Q; con i < n. Por el

Lema 2.27-(3), en(p) L ei(q), es decir, e(p) L e(q). O

Ahora bien, érdenes del tipo Fn(w,2) y Fn(w,w) son numerables y no atémicos. Esto
ultimo se verifica, pues si, por ejemplo, p € Fn(w, 2), entonces dado que |p| < wy domp C w,
es posible tomar n € w\ domp. De este modo, r =pU{(n,0)} y ¢ =pU{(n,1)} son ambas
extensiones de p en Fn(w,2), incompatibles entre si. El mismo argumento permite ver que
Fn(w,w) es una nocién no atémica. Asimismo, 2<% es un orden parcial numerable sin
atomos (véanse los comentarios posteriores a la Definicién 1.35). Por tanto, es un corolario
del teorema anterior que todos los 6rdenes de esta naturaleza producen la misma extension
gendérica que w<v.

Es interesante observar que en el Teorema 2.28 no es posible prescindir de la hipdtesis
de la numerabilidad para P.

Para verificar esta observacién consideremos x un cardinal infinito y los 6rdenes 2<% y
Fn(k,2). Pensamos a 2<% como suborden de Fn(k,2).

Observemos que en este caso, la inclusion i : 2<% — Fn(k, 2) es un encaje completo. La
funcién i preserva el orden y la incompatibilidad trivialmente. Recurriendo a la equivalencia
del Teorema 2.3, verifiquemos que todo elemento en Fn(x,2) admite una i-reduccién a 2<%.
Sea ¢ € Fn(k,2). De este modo tenemos que |w Ndomg| < w. En otras palabras, existe

n € w de tal suerte que (wNdomgq) C n. Afirmamos que la funcién r : n — 2 definida por:

g(m), sim € domg
r(m) =

0, en otro caso

es una i-reduccién de ¢ a 2<¥. Sea p < r, es decir, r C p. Probemos que i(p) = p

es compatible con ¢, es decir, que p U ¢ es una funcién. Para tal efecto tomemos m €
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dompNdomg. Asi, m € domp € wy m € domg, lo que implica que r(m) = g(m). Ahora
bien, como r C p, se sigue que p(m) = r(m) y, por tanto, p(m) = q(m), lo que prueba la
afirmacion.

Por lo anterior, 2<% <. Fn(k,2). De este modo, el Teorema 2.4 garantiza que la
extensién genérica dada por Fn(k,2) contiene a la extensién dada por 2<“. Asi, dado que
la Proposicién 1.37 establece que al hacer forcing via 2<% se agrega un nuevo real, se tiene
que la nocién de forcing Fn(k,2) hace lo propio.

Hagamos P := {p : p C k x 2 & p es funcién & |p| < w}, y Q := Fn(k,2), ambos
ordenados por la contencién inversa.

En lo que resta de nuestro ejemplo supondremos que k“ = k. Esta propiedad la tiene,
por ejemplo, el continuo ¢. En otras palabras: si k = ¢ = 2%, entonces k¥ = (2¥)¥ = 2¥ = .

La prueba de la Proposiciéon 1.38 se adapta facilmente para probar que P no amnade
nuevas funciones de w en 2.

Observemos ahora que |P| = k = |Q|. Notemos que {{(a,0)} : @ < Kk} es un subcon-
junto tanto de P como de Q. Asi, tanto P como Q tienen cardinalidad al menos k. Ahora
bien, P C [k x 2]S¥. En suma, |P| < |[r x 2]S¢| = |[k]S¥| = k¥ = k.

Por otro lado, como Q C [k x 2]<“, se tiene que |Q| < |[x % 2]<¥| < k.

Veamos en tltima instancia que tanto P como Q carecen de dtomos: si p € P, podemos
tomar a € K\ domp. Asi, r =pU{(e,0)} y ¢ =pU{(a, 1)} son ambas extensiones de p en
P, incompatibles entre si. El mismo argumento prueba que Q no tiene atomos.

En suma, P y Q son dos 6rdenes parciales no numerables y sin 4tomos, ninguno de ellos
encajado densamente en el otro, pues de ocurrir lo contrario, Py Q producirian las mismas
extensiones genéricas, hecho que no es posible puesto que P no afiade nuevas funciones de

w en 2 mientras que Q si lo hace.



CAPITULO 3: APLICACIONES

En este capitulo introducimos la composicién de dos nociones de forcing. Veremos que
todo orden parcial se encaja completamente en la composicién de si mismo con cualquier
otra nocién de forcing. Se estudian ejemplos de interés para la composicién de un orden
parcial consigo mismo y se analiza la interaccién de esta composicién con su cociente médulo
un filtro genérico (véase la Definicién 2.6). Finalmente, se define un orden parcial separativo
y se dan dos formas distintas de encajar densamente todo orden parcial en dos nociones

separativas, no necesariamente isomorfas entre si.
3.1 Composicién

En esta seccion, nos proponemos responder una pregunta que, tal como lo hace Saharon
Shelah en [8], puede gestarse como sigue: supongamos que empezamos con un modelo V'
y via una nocién de forcing P, lo extendemos a V|G|, donde G es un subconjunto genérico
de P, entonces tomamos una nocién de forcing Q en V[G] y extendemos V|G| a V[G][H],
donde H es un filtro genérico sobre Q. ;Es posible obtener la extensién V[G][H] a partir
de V mediante una sola extensién de forcing? Los conceptos y resultados presentados a

continuacién serviran para dar respuesta positiva a nuestra pregunta.

Definiciéon 3.1. Sea P € V un orden parcial.
Diremos que la terna de P-nombres (Q, <,]1Q) € V es un P-nombre para un orden

parcial si ]1@ € dom(@ y
Ip |- [(1g € Q) & (< es un orden parcial para Q cuyo elemento méximo es 1g)l.

Por simplicidad, tnicamente escribiremos Q para referirnos al P-nombre dado por la
tripleta (Q, <, ]l@) de la definicién anterior. En este contexto, entenderemos por Q € V que

{@, <, ]IQ} C V. Por otro lado, 1 denotara el elemento maximo Lp.
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Definicion 3.2. Sean P un orden parcial en V' y Q € V el P-nombre de un orden parcial.

Definimos P compuesto con Q como:
P+Q={(p,&):peP & iecdomQ& p| € Q}.
Por otro lado, dados (p, ), (¢,7) € P * Q definimos:
(p,2) < (¢,9) siip<pqypl-2 <y
Finalmente: 1p,o = (1, 1g).

No perdamos de vista que P+ Q € V, pues tanto P como Q son elementos de V vy, de
acuerdo con el Teorema 1.31-(1), la nocién |- es equivalente a una nocién que puede ser

relativizada a V.

Observacion. Para todo p € P, se tiene que (p, ]lQ) € P % Q. Esto ocurre, pues de acuerdo
con la Definicién 3.1, Iy € domQ y 1 I+ 1y € Q. Como p < 1, se sigue del Lema 1.30-(1)

que p |- Iy € Q, lo que verifica la observacion.

Veamos a continuacion que si al valuar un P-nombre respecto de un filtro genérico G, se
tiene que dicha valuacién es un elemento de la nocién Q, donde Q = Q¢ € V[G], entonces
hay una pareja en la composicion Px(Q cuya segunda coordenada se ve fozada por la primera

a ser igual al P-nombre del que partimos.

Lema 3.3. Sean P y Q como en la definicién anterior. Si G es un filtro (V,IP)-genérico,
Q = Q¢ y ¢ € VT satisface que o € Q, entonces existe (p,do) € P Q de tal modo que
PEG ypl-q=do.

Demostracion. Por el Teorema 1.31-(2), para alguna r € G, se tiene que r |- Jz(x € Q&
x = ). Por el Lema 1.32, existen p € Gy ¢y € dom Q de modo que p < 7y Pl do = ¢

Asi, de acuerdo con la Definicién 3.2, (p, gg) € P x Q. O

Siempre que el contexto sea claro, simplificaremos la escritura de los siguientes resul-

tados escribiendo < en lugar de <.

Proposicion 3.4. Si P es un orden parcial y Q €V es el P-nombre de un orden parcial,

entonces P x Q es un orden parcial.
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Demostracion. Por un lado, (p,%) < (p,2) porque p < py p|—4 < @. Por otro lado, si

(p.2) <(q,9) y (q,9) < (r,2), entonces p < ¢, p|F2 <P, q<ryqly<i Asi, p<ry
plFy < 2. De donde, p| & < 2. O

Definicién 3.5. Sea i : P — P x Q la funcién definida mediante i(p) = (p, Lgy).

Observemos que ¢ € V. Esto se sigue del hecho de que P * Qe V. Porlo que resta de
la seccidn, 4 sera siempre la funcion de la definicién anterior. En esta ruta, en el siguiente
lema se concluye que via la funcién ¢, todo orden parcial se encaja completamente en la

composiciéon de la que hemos estado hablando.

Lema 3.6. Sea P € V un orden parcial y Q € V el P-nombre para un orden parcial.

Entonces:
1. Para cualesquiera p,q € P, p < q si y sdlo si (p, IIQ) < (q,]lQ).
2. i(1p) = Lp g
3. Si(p,i),(q,9) € PxQ yp L q, entonces (p,&) L (q,7).
4. Para cualesquiera (p,i) e PxQ yqeP, p L q siy sdlo si (p,z) L (q, ]l@).
5. Para cualesquiera p,q € P, p L q si y sdlo sii(p) L i(q).

6. La funcioni:P — P x (@ es un encaje completo.

Demostracion. (1). Sean p,q € P. Si por un lado, p < ¢, puesto que p | Ly < Ly, se sigue
entonces que (p, IIQ) (¢, 1 ) Si por otro lado, (p, ]IQ) < (g, ]IQ), se sigue de la Definicién
3.2 que p < q.

(2). De acuerdo con las Definiciones 3.5 y 3.2, i(1) = (1, 1g) = Lp,q4-
(3). Lo hacemos por contrapositiva. Supongamos que (p, ) | (¢,y). Se tiene entonces
que (r,2) < (p, %), (¢, ) para alguna (r,2) € P Q. Luego, p | ¢.

(4). Como (g, 1) € P Q, la implicacién de izquierda a derecha se sigue del inciso (3).
Probemos la implicacion restante por contrapositiva. Asi, si r < p, g para cierta r € P, se

sigue del Lema 1.30-(1) que |- € Q y, por tanto, (r,&) € P Q. Ocurre también que

rlF&<@yr|-# <1y En consecuencia, (r,&) < (p,2), (¢, Lg).
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(5). Se sigue del inciso (4) considerando las parejas (p, 1), (¢, 1y) € P+ Q.
(6). De acuerdo con los incisos (1) y (5), la funcién ¢ preserva el orden y la incompati-
bilidad. Por tanto, i : P — P % Q es un encaje
Probemos que ¢ es un encaje completo utilizando la equivalencia del Teorema 2.3. Sea

(p, ) € PxQ arbitrario. Consideremos cualquier ¢ < p. En particular, ¢ | p. De donde, por

el inciso (4), se tiene que (p, ) | i(q), es decir, p es una i-reduccién de (p, &) a P. O

Nos proponemos ahora hacer un analisis de las conexiones que hay entre los filtros

genéricos de P y @ con respecto a los de P x Q.

Definicion 3.7. Sean PP un orden parcial y Q el P-nombre de un orden parcial. Si G es un

filtro (V,P)-genérico y H C Q¢, definimos
G+xH={(p,q) eP+Q:peG & jg € H}.

Una primera muestra que nos arroja el analisis emprendido es que los filtros genéricos

de Py Q quedan determinados por su composicién, como lo refleja el siguiente resultado.

Lema 3.8. Sean P € V', un orden parcial, y Q €V, el P-nombre de un orden parcial. Sea

G un filtro (V,P)-genérico y sea Q = Q¢. Si H es un filtro (V[G], Q)-genérico, entonces:

L G={p:3q((p.d) € CxH)}.

2. H={4c:3p ((p,d) € G+ H)}.

Demostracion.  (1). Sip € G, se tiene entonces que i(p) = (p,1y) € G« H, ya que
(]IQ)G € H. Observe el lector que este mismo argumento prueba que p € i [G * H],
es decir, G C i~![G * H]. La contencién restante se cumple pues dado p € P tal que
(p,4) € G x H para cierto ¢ € V¥, se sigue de la Definicién 3.7 que p € G.

(2). Por un lado, si ¢ € H C Q, entonces q = g para algin ¢ € V', Asi, por el Lema
3.3, existe (po, do) € Px Q de modo que po € Gy p I go = ¢. Pero entonces (¢o)a = q € H,
por lo que de acuerdo con la Definicién 3.7, (po,qo) € G * H, lo que prueba la primera
contencién. Por otro lado, si x € {¢o : I p ((p,q) € G x H)}, entonces existe (p,q) € G * H

tal que gg = x. Como ¢g € H, se tiene el resultado. ]
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En el siguiente teorema se presenta esta situacién: en V[G], la extensién genérica dada

por P, se tiene que Q¢ = Q es un orden parcial y, por ende, tiene sentido hacer forcing
con Q sobre V[G]. Denotemos por V[G|[H]| a esta tltima extensién de forcing, donde H
es un filtro genérico sobre Q. Lo que afirma nuestro teorema es que V[G][H] coincide con
la extensién dada por la composicién P * Q. De esta manera respondemos a la pregunta

formulada al inicio de la seccién, es decir, P*Q es la nocién de forcing en V' que se buscaba.

Teorema 3.9. Sean P,Q, G y H como en el lema anterior. Entonces:
1. G H es un filtro (V,P  Q)-genérico.

2. VG« H] = VIG][H].

Demostracion. Probemos que G x H es un filtro. Sean (po, do), (p1,d1) € G * H. Entonces
po,P1 € Gy (do)a,(G1)a € H. Asi, existen r € Gy x € H de modo que r < pg,p1 ¥y
x < (4o)a, (¢1)g- Por el Lema 3.8-(2), existe (p,q) € G x H de tal modo que x = ¢g. De
esto ultimo, segun la Definicién 3.7, se tiene que p € G. Ahora bien, de acuerdo con el
Teorema 1.31-(2), existe t € G tal que t |- ¢ < go, ¢1. Por la Proposicién 1.11, existe s € G
tal que s < r, p,t. Observemos que como (p,§) € P x Q, por la Definicién 3.2, ¢ € domQ y
plqge Q. Por lo que segiin el Lema 1.30-(1), s|-g € Q, lo cual garantiza que (s,q) € PxQ.
Ahora bien, como s < t, se sigue del Lema 1.30-(1) que s|—¢ < do,¢1- El que 4o € H,
garantiza que (s,q) € G* H y (s,q) < (po, Go), (p1,q1)-

Supongamos ahora que (pg, o) € Gx H 'y (p,q) € P x Q son tales que (o, Go) < (p,q).
Entonces, de acuerdo con la Definicién 3.2, pg < py po |F do < ¢. Como py € G, se sigue que
p € Gy (do)g < (¢)g. Por hipétesis, (¢o)g € H y, por tanto, o € H. Luego, (p,q) € GxH.

Probemos la genericidad de G « H. Sea D € V cualquier subconjunto denso de IP % Q.

Comprobemos primero que E = {jg : 3 p € G ((p,4) € D)} es un subconjunto denso
en Q. Sea ¢ € Q arbitrario. Asi, ¢ = $g para alguna s € dom Q. Se desprende del Lema

3.3 que existe (pg,Go) € P * Q de modo que py € Gy po I $ = go. Definimos
Ey={peP:Ja(plz<q & (p,z) € D)}.

Afirmamos que E; es un subconjunto denso por debajo de pg. Sea r < py. Segun el

Lema 1.30-(1), r |- o € Q. En consecuencia, (r,qdo) € P * Q. Dada la densidad de D en
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P+Q, se tiene que (p, z) < (7, go) para cierta (p,z) € D. Segiin la Definicién 3.2, p |- = < do.
Por tanto, p<rype€ Ej.

Ahora bien, E; € V porque P,D,go € V (4o € V, ya que o € domQ € V y V es
transitivo). Como pg € G, se desprende del Lema 1.27-(2) que GNE; # (. Seap € GN Ej.
Entonces p € G y para cierta x, p |2 < do y (p,z) € D. Notemos que como D C P Q, se
tiene que = = (¢1)¢ para cierta ¢; € dom Q. Por tanto, (¢1)e < (do)¢ = $¢ = q. En suma
(¢1)e < qvy (41)g € E, lo que prueba la densidad de FE.

Se tiene que E € V[G], pues G € V[G] y D € V C V[G]. Dada la genericidad de
H, se sigue que H N E # (). De donde, existe (p,¢) € D con o € Hy p € G. Luego,
(p,q) € DN (G * H), lo que prueba la genericidad de G x H.

Argumentemos por tltimo que se cumple la igualdad del inciso (2). Por un lado,
G € V[G] CV[G][H] y H € V|G|[H]. Por tanto, G * H € V[G][H]. Se sigue entonces del
Lema 1.21 que V[G x H| C V|[G]|[H]. Por otro lado, hemos probado que G * H es un filtro
(V,Px Q)—genérico y como el encaje i : P — Px Q es completo (véase el Lema 3.6), se sigue
del Teorema 2.4 que i ~1[G'* H] es un filtro (V, P)-genérico. Dado que G C i~![G x H] (véase
la prueba del Lema 3.8-(1)), el Lema 1.28 garantiza que G = i~ }[G x H]. De este modo,
el Teorema 2.4 establece que V[G] C V|G * H]. Luego, G € V|G x H], pues G € V[G].
Ademss, segin el Lema 3.8, H = {¢c : 3 p ((p,4) € GxH)} y, como G« H € V|G x H|,
se tiene que H € V[G x H|. Por tanto, siguiendo el Lema 1.21, V[G][H] C V|G * H]. Esto

prueba la igualdad de las extensiones. O

El resultado anterior puede ilustrarse en el siguiente diagrama, donde en primera ins-
tancia se tiene la extensién de forcing, V|G|, dada por P € V. En segunda instancia, se
tiene que Q = Q¢ es un orden parcial y H C Q es un filtro (V[G], Q)-genérico y por tanto
es posible obtener V[G][H]. Tal como ha sido probado, la composicién de G * H nos provee
de un filtro (V,P % Q)-genérico de tal modo que al hacer forcing via P * Q se obtiene la
extensién genérica, V|G * H|, la cual coincide con V[G]|[H]. No pierda de vista el lector que

la afirmacién previa se cumple ya que P <. P Q
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V VIG] VI[G][H]

Q i

G+HCPxQ HCQ

V|G x H|

Diagrama asociado al Teorema 3.9

Una forma del reciproco del teorema anterior se presenta a continuacion. Este resultado
permitira ver que todos los filtros genéricos para P x Q son de la forma G x H para ciertos

filtros Gy H.

Teorema 3.10. Sea P € V un orden parcial y sea Q € V un P-nombre para un orden
parcial. Si K es un filtro (V,P « Q)-genérico, H = {4 : I ((r,§) € K)} y G = i YK],

entonces:

1. G es un filtro (V,P)-genérico.
2. H es un filtro (V[G],Q)-genérico, donde Q = Qg.

3. K=Gx*H.

Demostracion. El Lema 3.6-(6) establece que i es un encaje completo. Asi, por el Teorema
2.4, se tiene que G' = i~1[K] es un filtro (V, P)-genérico.

Verifiquemos que H es un filtro. Sean pg, py € H. Entonces existen (g, 4o), (r1,¢1) € K
de modo que ¢p,¢; € dom Q, (Go)a = po vy (¢1)¢ = p1. La Proposicién 1.11 garantiza que
existe (r,q) € K tal que (r,¢) < (r0,4o), (11,41). Asi, r < ro,71 y ademds 7 |-¢ < go y
r|d < d1. Se tiene también que (r,q) < (r,1g). Por ende i(r) = (r,1y) € K, de donde

r € G. Por lo tanto, o € H y 4o < (¢o)a, (41)a-
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Seanp € H y ¢ € Q de modo que p < ¢. Asf, existen (r,4p) € K y ¢ € VF de manera que

o, ¢ € domQ, (4o)g = p y dg = ¢. Segin el Teorema 1.31-(2), para alguna py € G ocurre
que po | do, ¢ € Q y también que p I-do < ¢. Observemos que como py € G = i~ 1[K],
se tiene que i(po) = (po, 1y) € K. Sea (r1,q1) € K tal que (r1,¢1) < (r,4o), (po, 1g). De
acuerdo a la Definicién 3.2, se tiene que 71 |- ¢1 < Go y 71 < po. De esta iltima desigualdad y
segtn el Lema 1.30-(1), se tiene que r1 |- Go < ¢y i |- 4g € Q. En consecuencia, 7 IFaq1 < ¢
y (r1,¢) € PxQ. Pero entonces (r1,41) < (r1,4). De donde, (r1,¢) € K. Luego, g = q € H.
Probemos la genericidad de H. Sea D € V[G] un subconjunto denso de Q¢. Asi, existe

D € VP tal que D = D. Entonces, por el Teorema 1.31-(2), para alguna p € G, ocurre

que p | D es denso en Q. Definimos
E={(r,g) eP+Q:r|-¢e D}.

Afirmamos que E es un conjunto denso por debajo de (p, ]1@). Sea (po, o) € P Q de
modo que (pg, §o) < (p,]lQ). Asi, po < p, por lo que, de acuerdo con el Lema 1.30-(1), se
tiene que po |- D es denso en Q y como también pg |- go € Q, se sigue que po |- Iz(z € Q
& x e D& x<qp). Porel Lema 1.32-(1), existen r € G y ¢; € domQ tales que r < po
y -G € D & ¢1 < go). Se sigue entonces del Lema 1.30-(2) que r|-¢ € D C Qy
| ¢ < do. En suma, (r,¢;) € PxQ es tal que (r,41) € Ey (r,41) < (po, o), lo que prueba
nuestra afirmacién.

Puesto que P+Q € V C V[G] y D € V[G], se tiene que E € V[G]. Ahora bien,
(p, ]lQ) € K y E es denso por debajo de (p, ]l@), por lo que de acuerdo con el Lema 1.27-(2),
KNE #0. Sea (r,g) € KN E. Entonces (r,¢) € K y como (r,q) < (7",]1@), se tiene que
(r, ]IQ) € K, lo que implica que r € G. Se tiene también que g € H mientras que (r,q) € F
implica que 7 |- ¢ € D. Luego, o € DN H.

Probaremos ahora el inciso (3). Si (p,¢) € K, entonces p € G, pues G = i ![K]
(recordemos que (p,q) < (p, ]lQ) = i(p) y, por ende, i(p) € K, luego, p € G). Puesto que
K CPxQ, se cumple que ¢ € dom Q. Asi, por la definicién de H, se tiene que ¢ € H.
Por tanto, K C G * H. Pero entonces, como el Teorema 3.9 establece que G x H es un filtro

(V,P % Q)-genérico, se sigue del Lema 1.28 que K = G x H.

Finalmente, la igualdad del inciso (4) se cumple ya que de acuerdo con el inciso (3),
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K = G x H. Luego, el Teorema 3.9-(2) implica que V[K| = V[G][H]. O

Tlustremos el teorema en turno. Del mismo modo que en el caso anterior, P <, Px Q
y se tienen dos extensiones genéricas, la primera dada por P y la segunda obtenida via
Q = Qg. La afirmacién central es que todo filtro (V,P Q)—genérico es en realidad un
filtro de la forma G * H y, por ende, el hacer forcing via P x Q devuelve la misma extensién

producida en dos pasos, a saber, V[G][H].

1% ViG] VIG]|H]

VIK]

Diagrama asociado al Teorema 3.10

La semejanza entre los dos resultados anteriores y los teoremas 2.8 y 2.9, hace natural
el preguntarse qué relacién hay entre (P x Q)/G (donde el cociente se esté realizando con

respecto al encaje completo i) y la valuacién respecto a G de Q.

Lema 3.11. Sea P € V un orden parcial y sea Q € Vel P-nombre de un orden parcial. Si

G es un filtro (V,P)-genérico, entonces (P xQ)/G = {(p,§) e PxQ:p e G}.

Demostracion.  Probemos la primera contencién. Sea (p,q) € (P« Q)/G Sea s € G
arbitrario. Entonces, por definicién, i(s) = (s,1g) y (p,¢) son compatibles. Se tiene
entonces que s | p. De donde, por el Lema 1.27-(1) aplicado a E = {p} € V, se sigue que
GNE #0. Luego, p € G.

Probemos la contencién restante. Sea (p, ) € PxQ tal que p € G. Sea r € G arbitrario
y probemos que i(r) = (r, ]1@) y (p, ¢) son compatibles. Existe s € G tal que s < p,r. Como

pl-deQy s <p, porel Lema 1.30-(1), se tiene que s|—¢ € Q. Asi, (s,§) € PxQ. Ahora
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bien, de acuerdo con la Definicién 3.2 y por el Lema 1.30-(1), s |- ¢ < 1. Ocurre también

que s qu < g En suma, (S,Q.) < (T‘,]l@), (p, Q) O

El siguiente resultado garantiza que el cociente (IP x (@) /Gy Q¢ siempre producen la

misma extension genérica.

Teorema 3.12. Sean P, Q y G como en el lema anterior. Entonces (IP Q)/G <4 Q¢

Demostracién. Definimos e : (P % Q)/G — Qg mediante e(p, §) = {q, para cada (p,q) €
(PxQ)/G.

Sean (p1,q1), (p2,42) € (P+Q)/G y probemos que e es un encaje denso.

Supongamos que (p1,4¢1) < (p2,42). Entonces p1 < p2 y p1|-d1 < ¢2. Como por el
lema anterior p; € G, se tiene que (¢1)¢ < (42)a, es decir, e(p1,41) < e(p2, 42).

Probemos que e preserva la incompatiblidad. Supongamos que (41)g | (¢2)g. Existe
do € V¥ tal que (go)g € Q¢ vy (Go)c < (41)a, (42)g. Por un lado, el Lema 3.3 garantiza que
existe (r9,¢) € P+ Q de modo que rg € G y 7o | ¢ = go. Por otro lado, se desprende del
Teorema 1.31-(2) que para cierta r1 € G, r1 | o < ¢1,¢2. Tomemos r € G, una extensién
comun de 79 y r1. Por el Lema 1.30-(1), se tiene entonces que r | ¢ = do y 7 |F ¢o < d1, o,
es decir, 7|~ ¢ < ¢1,42. Como (p1,d1), (p2,d2) € (P * Q)/G, se sigue del Lema 3.11 que
p1,p2 € G. Segun el Lema 1.11, para cierta s € G se tiene que s < p1, p2, 7, por lo que, de
acuerdo con el Lema 1.30-(2), s | ¢ < ¢i1, 2. Puesto que s € G, g € domQy s =S Q, es
consecuencia del Lema 3.11 que (s,¢) € (P*Q)/G y ademss (s,§) < (p1,d1), (p2, G2).

Comprobemos que e es una funcién sobreyectiva y por consiguiente e” (IP Q) /G es
un subconjunto denso en Qg. Siqe Q(;, entonces existe ¢ € VF de forma que dg = q¢.
Aplicando el Lema 3.3, existe (r, go) € PxQ tal que r € G y r | go = ¢. Pero entonces, por

el Lema 3.2, (r, o) € (P* Q)/G. Por tanto, e(r,do) = (do)a = q. O

Es natural el preguntarse si (PxQ)/G y Qg son isomorfos en general. Para mostrar que
la respuesta a esta cuestion es negativa, necesitamos de una nocién auxiliar que simplificara

las cosas.

Definicion 3.13. Sea P un orden parcial. Decimos que p es un predecesor inmediato de ¢

en P siy sélosi p<qynoexiste r € Ptal que p <r <gq.



60

Mostremos ahora que ser predecesor inmediato se preserva bajo isomorfismos.

Lema 3.14. Sean P y Q dos drdenes parciales. Si f : P — Q es un isomorfismo y p es un

predecesor inmediato de q en P, entonces f(p) es un predecesor inmediato de f(q) en Q.

Demostracion. Supongamos que p es un predecesor inmediato de ¢ en P. Entonces p < q.
Dado que f es isomorfismo, se tiene que f(p) < f(q).
Por otro lado, si f(p) < r < f(q) para alguna r € Q, tendriamos que p < f~1(r) < g,

es decir, p no seria un predecesor inmediato de q. O

Dado un orden parcial P € V', cuando nos refiramos a P como el P-nombre candnico de

un orden parcial entenderemos que nos estamos refiriendo a la terna (P, <, 1p).

Lema 3.15. Sean P un orden parcial y P su P-nombre candnico. Entonces:

1. P«P={(p,q) :p,q €P}.
2. Para cudlesquiers (p, &), (@) € P+ B, (p,d1) < () si y sdlo si p <7 y @1 < .

Demostracion. (1). Sea (p,§) € P+ P. De acuerdo con la Definicién 3.2, se tiene que
peP,jcdomPyp|-q¢eP. Recordemos que P = {(7,1) : 7 € P}, donde 1 es el elemento
méximo de P. De este modo, ¢ € domP implica que ¢ = 7 para alguna r € P. En suma,
(p,4) = (p,T) para cierta r € P.

Sean p,q € P y veamos que (p,§) € P xP. Resta probar que § € domP y p|-g € P.
Como q € P, se tiene que (§,1) € P, de donde ¢ € domP. Ahora bien, puesto que 1 |-G € P
y p < 1, se desprende del Lema 1.30 que p |-G € P.

(2). De acuerdo con la Definicién 3.2, (p, 1) < (r,¢2) siy sélosip<ryp|-d < do.
Esta ultima condicién ocurre si y sélo si para cualquier filtro G (V,P)-genérico con p € G,

(¢1)e < (G2)a, equivalentemente, q; < go. O

Mostremos ahora que hay una nocién de forcing P de modo que al componerla con el
P-nombre candnico de si misma y tomar el cociente de esta composicién moédulo un filtro
genérico, el resultado es un orden parcial no isomorfo a P. Con esto respondemos en sentido

negativo a nuestra pregunta inicial.
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Proposicién 3.16. Sean P := 2<% y P su P-nombre candnico. Entonces (P x P)/G 2 P

para ningin filtro G que sea (V,P)-genérico.

Demostracion. Sea G un filtro (V,P)-genérico arbitrario. Para probar nuestra proposicién

se requieren tres observaciones previas:

(i)

(i)

(iii)

Sean pg := {(0,0)} v p1 := {(0,1)}. Puesto que p < () para cualquier p € P, en

particular py y p1 son predecesores de () en P.

Probemos que py y p1 son predecesores inmediatos de () en P. Asi, sipp <7 < 0
para alguna r € P y para alguna k € {0, 1}, entonces, de acuerdo a nuestro orden,
() C r C pg. De la primera contencién se tiene que 0 € dom r mientras que la segunda
implica que r(0) = pg(0). En consecuencia, r = pg. Observemos que pg y p1; son
tnicos. Esto es, sit € P\ {(} es un predecesor inmediato de (), entonces domt = 1,
pues si por el contrario, domt > 1, se tiene entonces que t < pg 6 t < p1, lo cual no

es posible. Asi, domt =1y, por tanto, t = pg 6 t = py.

Se tiene que pi € G para alguna k < 2.
Definamos D ={p € P:p <py 6 p < p1} y veamos que este conjunto es denso en P.

Sea p € P. Comencemos por notar que py € D vy, por ende, si p = (), entonces py < p.
Supongamos que p # (). Entonces 0 € domp. Puesto que p(0) € {0, 1}, se tiene que

p<py6p<pi,dedonde p € Dy, como p < p, se tiene la extensién deseada en D.

Notemos que D € V, pues tanto py como p; son funciones definibles en V. En
consecuencia, GND # (. Sea p € GND. Entonces p € Gy p < pi para alguna k < 2.
Luego, pi € G.

Las parejas (0, po), (0,p1) v (pr, D) son predecesores inmediatos y distintos de (0, () en
(PxP)/G. De acuerdo con el Lema 3.15-(1), todas las parejas anteriores son elementos
de PxP. Como @ € G, se sigue del Lema 3.11 que las parejas (0, po), (0,51) y (pg, ?)
son elementos de (P x P)/G.

Por el Lema 3.15-(2), toda pareja en (P P)/G precede a (0,0). Veamos que para
0 <2, (0,pe) es un predecesor inmediato de (0, @) en (PxP)/G.
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Si alguna pareja (p,§) € (P *P)/G es tal que (0,p0) < (p,q) < (0,0), se sigue en

particular, por el Lema 3.15-(2), que p; < ¢ < (), lo cual contradice (i).

Argumentemos ahora que (pg, (7)) es un predecesor inmediato de (0, (7)) Si por el con-
trario, alguna pareja (p,q) € (P +P)/G es tal que (pg,0) < (p,q) < (0,0). Entonces,

en particular, por el Lema 3.15-(2), py < p < ), una contradiccién con (i).

Probemos nuestra proposicién suponiendo lo contrario. Sea f : (P % P)/G — P un
isomorfismo.

En primer lugar observemos que f(0,0) = 0. Como f~'(0) € (P x P)/G, se tiene que
FH0) < (0,0), de donde f(f~1(0)) < £(0,0), es decir, § < f(0,0), o equivalentemente,
£(0,0) C 0. Luego, la afirmacién estd probada.

Ahora bien, de acuerdo con (iii) y por el Lema 3.14, £(0,50), f(0,51) v f(pr,®) son

predecesores inmediatos y distintos de () en P, una contradiccién a lo observado en (i). O

Por el Teorema 3.12 y de acuerdo con el resultado anterior, estamos en posibilidades
de dar un ejemplo de dos Ordenes parciales no isomorfos y de tal modo que cada uno de

ellos se encaja densamente en el otro.

Proposicién 3.17. Sea G un filtro (V,P)-genérico. SiP:=2<¥ y Q := (PxP)/G, entonces

P <4 Q.

Demostracion. De acuerdo con los incisos (1) y (2) del Lema 1.37, si ¢ = |J G, entonces
g:w—=2yG={g[n:necw}

Observemos que lo anterior implica que Q = {(g[n,q§) : n € w & ¢ € P }. En efecto,
por el Lema 3.15 sabemos que P x P = {(p,§) : p,q¢ € P}. De esta forma, el Lema 3.11
garantiza que Q = {(p,§) :p € G & g€ P} ={(g9In,q) :n €w & q € P}.

Definimos una funcién e : P — Q mediante e(p) = (g [ domp, p). Por la observacién
previa, e(p) € Q y de este modo, e estd bien definida. Probemos que e : P :— Q es un
encaje denso.

Sean p,r € P tales que p < r. De acuerdo con el Lema 3.15, es suficiente probar que

g [domp < g [dom7r. Por hipédtesis, domr < domp, de donde, g [domp < g [ domr.
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Probemos que ¢”’P es un subconjunto denso en Q. Sea ¢ € Q. Asi, ¢ = (g [ n,p) para
algunas n € w y p € P. Tenemos los siguientes casos:
I. Si n = domp, entonces g = (g [ n,p) es justo e(p) y se tiene el resultado.
II. Si n < domp, entonces g [domp < g [n y, por tanto, (g [domp,p) < (g [n,p), es
decir, e(p) < q.
III. Si n > dom p, consideramos s : n — 2 definida como sigue:
p(i), sii € domp,
s(i) =
0, en otro caso.
Asi, s < py doms = n. Por tanto, (g [doms,3) < (g [domp,p), es decir, e(s) < g.
O

3.2 Cociente separativo

La ultima seccién de este trabajo estd dedicada a los érdenes parciales que satisfacen

una propiedad interesante: la separatividad.

Definicion 3.18. Sea P un orden parcial. Decimos que P es separativo si y sélo si para

cualesquiera p, ¢ € P, si p £ ¢, entonces existe r € P tal que r <py r L q.

Fl siguiente lema nos da un criterio de comparabilidad entre elementos de un orden

parcial separativo.

Lema 3.19. Si P es un orden parcial separativo, entonces para cualesquiera p,q € P, p < g

st y solo si toda extension de p es compatible con q.

Demostracion. La primera implicacién se satisface pues si p < ¢ y r < p, entonces r < ¢,
lo que implica r | ¢. La implicacién restante se verifica por contrapositiva, pues si p £ g,

entonces, como P es separativo, existe r e Ptal que r <pyr L q. O

La conexién entre la separatividad y la relacién |- queda establecida en el siguiente

resultado.

Proposicion 3.20. Si P es un orden parcial, entonces los siguientes enunciados son equi-

valentes.
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1. P es separativo.

2. Para cualesquiera p,q € P: p|-g €T si y sélo sip < q.

Demostracion.

Supongamos que P es separativo con elemento méaximo 1. Consideremos p,q € P de
modo que p £ ¢. Entonces existe r < p tal que r L g. Ahora bien, como 1 [T es filtro
y 7|7 € T', de acuerdo con el Lema 1.30-(1), r |- T es filtro. Asi, r|-¢ ¢ I". Por tanto,
p ¥ ¢ € T. Por otro lado, si p < ¢, como ¢|¢ € T, se sigue del Lema 1.30-(1) que
pl-gdeT.

Probemos que (2) implica (1). Sean p,q € P. Sip % ¢, entonces p ¥ ¢ € I'. Se
sigue entonces que para alguna r < p, r | ¢ ¢ I'. De acuerdo con el Lema 1.14, podemos
considerar un filtro (V,P)-genérico G que contenga a r. En consecuencia, ¢ ¢ G. De donde,
por el Lema 1.27-(1) aplicado a {q}, se tiene que ry L ¢ para alguna ry € G. Tomemos
r1 € G, una extension comun de r y ro. Es posible afirmar que r1 L ¢, pues de lo contrario,
s < r1,q para alguna s € P. De donde s < 79,¢, lo cual no es posible. Luego, 1 < py

r1 L q, es decir, P es separativo. ]

La siguiente proposicién nos da una condicién suficiente para que un encaje completo

sea inyectivo.

Proposicién 3.21. Sie : P — Q es un encaje completo donde P y Q son dos drdenes

parciales separativos antisimétricos, entonces se satisface lo siguiente:
1. e es inyectivo.
2. e(1p) = 1g.
3. Para cualesquiera p,q € P: p < q si y sdlo si e(p) < e(q).

Demostracion. Sean p,q € P tales que e(p) = e(q). Probemos por contradiccién que p = g.
Asi, si p # ¢, entonces p ﬁ q 0 ¢ £ p, pues P es un orden parcial antisimétrico. Si, por
ejemplo, ocurre que p £ ¢, entonces existe r < p tal que r L ¢. De este modo, e(r) < e(p)
y e(r) L e(q). Pero entonces e(r) < e(q) y e(r) L e(q), pues e(p) = e(q), lo cual no puede

ser. De forma andloga se verifica que suponer ¢ £ p conduce a una contradiccién.
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Verifiquemos que e(lp) = 1g. Como ¢ < 1g para cualquier ¢ € Q, entonces la
desigualdad e(1p) < Lo siempre se da. Resta probar que 1g < e(1p). Si, por el contrario,
1o £ e(1p), entonces go L e(1p) para alguna gy € Q puesto que Q es separativo. De acuerdo
con la Proposicién 2.3, ¢p admite una e-reduccién de Q a P, digamos p. Asi, se tiene que
e(p) | gqo- Sea s < e(p),qo- Como p < 1p, se tiene que e(p) < e(lp). En consecuencia,
s < e(1p), qo, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, 1o < e(1p) y se tiene el resultado.
Sean p,q € P. Si por un lado, p < ¢, entonces e(p) < e(q) por ser e un encaje.
Probemos la implicacién restante por contradiccién. Asi, si e(p) < e(q) y p £ ¢, entonces
r L ¢ para cierta r < p, pues [P es un orden separativo. Luego, e(r) < e(p) y e(r) L e(q).
Como e(p) < e(q), se sigue entonces que e(r) < e(q), lo que implica e(r) | e(g), lo cual no

es posible. n

Naturalmente, hay érdenes parciales que no son separativos (véanse los comentarios in-
mediatos al Lema 3.32), sin embargo, todo orden se puede encajar densamente en un orden

separativo. La construccion de este orden precisa definir una relaciéon de equivalencia.

Definicion 3.22. Sea P un orden parcial y sean p,q € P. Entonces:
1. p~ ¢ siy sélo si para todo r € P, se tiene que 7 | p si y s6lo sir | q.
2. pl={seP:s~p}

Observacion. ~ es una relacién de equivalencia.

o ~ es reflexiva, pues si p € P, entonces p es compatible con todo elemento de P si y

sélo si p es compatible con todo elemento de P.

e Sip ~ g, entonces como p y ¢ son compatibles con los mismos elementos de P, se sigue

trivialmente que g ~ p.

e Sip~ryr~ g, entonces py r son compatibles con los mismos elementos de Py r y
q son compatibles con los mismos elementos de P. Asi, p y ¢ son compatibles con los

mismos elementos de P, es decir, p ~ q.

Definicion 3.23. Definimos el cociente separativo de un orden parcial P como:
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P/w={lp|:peP}

Definimos la relacién binaria < en P/. mediante [p] < [¢] si y sélo si para cualquier

r < p, se tiene que r | q.

Observacion. La relacién < estd bien definida. Esto se verifica, pues si [p] = [p'], [¢] = [¢]
y [p] < [q], entonces dado r < p/, en particular se tiene que r | p’. De donde r | p. Sea
p1 < r,p. Entonces p; | ¢ pues [p] < [q]. Sea pa < p1,q. Se sigue que py < r,q, es decir,

r | g. Luego, r | ¢’. Por tanto, [p'] < [¢].

El siguiente lema nos dice que el orden y la incompatibildad en todo orden parcial im-
plican lo propio en su cociente separativo. Por comodidad, escribiremos P/ .. para referirnos

a(P/., ).

Lema 3.24. Si P es un orden parcial y P/ es su cociente separativo, entonces para cua-

lesquiera p,q € P:
1. p < q implica que [p] < [q].

2. p L q implica que [p] L [q].

Demostracion. Supongamos p < ¢. Sir < p, entonces r < ¢ y, en particular, r | ¢g. Por
tanto, [p] < [q¢], lo que prueba el inciso (1).

Verifiquemos el inciso (2) por contrarreciproca. Sean [p] y [q] compatibles. Asi, [r] <
[p], [q] para alguna r € P. Pero entonces, de acuerdo con la Definicién 3.23, toda extensién
de r es compatible con p y ¢q. En particular, r y p admiten una extensién comun, digamos

s. Se sigue entonces que s y ¢ son compatibles. Sea t < s,q. Luego, t < p,q. O

Proposicién 3.25. Sea P un orden parcial. Entonces P/ es un orden parcial separativo

y antisimétrico.

Demostracion. Tenemos que [p] < [p], ya que r < p implica que r | p para todo r € P.
Sean p,q,r € P tales que [p| < [¢] vy [¢] < [r]. Sea s < p. Entonces s | ¢, de donde
po < 8, q para alguna pg € P. Se sigue entonces que py y r son compatibles. Sea p; < po, r.

Asi, p1 < s,r. Por tanto, [p] < [r].
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El orden P/ es separativo porque si [p], [¢] € P/~ son tales que [p] 4 [¢], se sigue de la
Definicién 3.23 que existe r < p tal que r L q. Luego, por el Lema 3.24, [r] < [p] y [r] L [q].
Probemos la antisimetria. Supongamos que p,q € P son tales que [p] < [q] ¥ [¢] < [p].

Sea r € P tal que r | p. Tomemos s < p,r. Como [p] < [g], se tiene que s | q. Esto es,
existe t < s,q. De donde, t < r,q. Anédlogamente se verifica que [¢] < [p] implica que toda

condicién compatible con ¢ es compatible con p. Por lo tanto, [p] = [q]. O

Sirvamonos del trabajo hecho para probar que todo orden parcial se encaja densamente

en su cociente separativo.

Teorema 3.26. Se tiene que P <4 P/

Demostracion. Definimos 7 : P — P/ mediante w(p) = [p].
Por un lado, el Lema 3.24 garantiza que la funcién 7 preserva el orden y la incompati-
bilidad. Por otro lado, es bien sabido que la funcién 7 : P — P/ es suprayectiva, asi que

7”P es un subconjunto denso en P/... Por tanto, 7 es un encaje denso. O

El cociente separativo posee cierto tipo de unicidad, tal como la proposicién a seguir

nos lo revela.

Proposicién 3.27. Si (Q,C) es un orden parcial antisimétrico y separativo para el cual

existe e : P — Q, un encaje suprayectivo (por ende denso), entonces P/ = Q.

Demostracion. Definimos f : P/ — Q mediante f([p]) = e(p). Observemos que f hace
conmutativo el diagrama de abajo, pues fom =e.

Verifiquemos que f estd bien definida, es decir, que si p ~ r, entonces e(p) = e(r).
Procediendo por contrapositiva, si e(p) # e(r), entonces e(p) £ e(r) o e(r) I e(p), pues Q
es un orden parcial antisimétrico. Supongamos que ocurre la primera afirmacién. Dado que
Q es separativo, g C e(p) y g L e(r) para alguna ¢ € Q. Se sigue de la suprayectividad de
e que existe pg € P tal que e(pg) = q. Asi, e(pg) C e(p) v e(po) L e(r), es decir, p £ r. De

ocurrir que e(r) £ e(p), un argumento analogo al anterior prueba que r o p.
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(P/~, Q)

Demostremos que f es un isomorfismo entre P/ y Q. Se tiene que f es una funcién
inyectiva, pues si e(p) = e(r), entonces que p ~ r. En efecto, si p o ¢, entonces s | py s L r
para cierta s € P. Por tanto, e(s) | e(p) vy e(s) L e(r), y, por ende, e(p) # e(r). En suma,
e(p) = e(r) implica que [p] = [r]. Ahora bien, como f o7 = e y e es suprayectiva, se tiene
que f también lo es.

Probemos por contrapositiva en ambas direcciones que f y f~! preservan el orden.
Sean [p], [r] € P/ tales que [p] < [r]. Supongamos que e(p) £ e(r). Como Q es separativo,
existe ¢ C e(p) tal que ¢ L e(r). Por ser e suprayectiva, ¢ = e(pg) para alguna py € P,
y, por ende, e(pg) C e(p) y e(po) L e(r). Como e(py) C e(p) implica que e(py) | e(p), se
tiene entonces que pg | p. Sea p; < po,p. Asi, por un lado, e(p1) C e(pg). Por otro lado,
observemos que p; y 7 son incompatibles, pues en caso contrario, p1 | 7, y asi e(p1) | e(r),
es decir, existe gy C e(p1), e(r); de donde, go C e(pg), e(r), lo cual no es posible. En suma,
p1 € Pes tal que py <py p1 L7, es decir, [p] £ [r].

Supongamos ahora que [p] € [r]. De acuerdo con la Definicién 3.23, existe py € P de

modo que pg < py po L 7. Luego, e(po) C e(p) v e(po) L e(r), es decir, f([p]) Z f([r]).
d

Como corolario de lo anterior y del Teorema 2.15, se tiene que toda extensiéon genérica
puede verse como la extensién genérica dada por un orden parcial separativo.
A continuacién veremos otra forma de encajar densamente cualquier orden parcial en

un orden parcial separativo.
Definicion 3.28. Para cualesquiera p, g € P:

1. p <* ¢ siy sélo si para todo r < p, se tiene que 7 | gq.
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2. P* = (P, <*, 1p)

Es interesante observar que el inciso (1) de la definicién anterior ha sido motivado
por el Lema 3.19, por lo que es de esperarse que P* sea un orden parcial separativo. Un
tratamiento de orden separativo en términos de la relacién <* puede encontrarse en [1].
Previo a probar la separatividad de P* verifiquemos que el orden y la incompatibilidad en

P implican lo propio en P*.
Lema 3.29. Para cualesquiera p,q € P:
1. p < q implica p <* q.
2. p L q implica p L* q, es decir, no existe r € P* de tal modo que r <* p yr <* q.

Demostracion. La primera afirmacién se satisface pues dado r < p, de la hipdtesis se
desprende que r < ¢g. Luego, r | q.

Probemos (2) por contrapositiva. Asi, supongamos que existe r € P de modo que
r <*pyr<*q. Sesigue entonces que r | p. Sea s < r,p. De este modo, s | ¢, pues r <* q.

Tomemos ¢t € P tal que t < s,q. En consecuencia, t < p, ¢, que es lo que se queria. ]

Proposiciéon 3.30. P* es un orden parcial separativo.

Demostracion. Nuestro orden es reflexivo, pues p <* p, ya que toda extensién de p es
compatible con p.

Supongamos ahora que p <* ¢ y ¢ <* . Queremos comprobar que p <* r. De este
modo, si s < p, entonces s | ¢, de donde py < s,q para alguna py € P. Se sigue entonces
que pg y r son compatibles. Sea p; < po,r. Asi, p1 < 8,7y, por tanto, p <* 7.

Ahora bien, de acuerdo con la Definicién 3.28, para cualesquiera p,q € P se tiene que
p £* ¢ implica que existe r < p de modo que r L ¢. Se sigue del Lema 3.29 que r <* p y

r 1* g. Esto prueba que P* es separativo. O

De acuerdo con la proposicién anterior y por la Proposicién 3.20, tenemos que para

cualesquiera p,q € P: p | ¢ € I es equivalente a que p <* q.
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Teorema 3.31. Se tiene que P <4 P*

Demostracion. Sea e : P — P* la funcién identidad. Se sigue del Lema 3.29 que e es un

encaje y como ¢’IP = P, el encaje es denso. O

A continuacién ilustraremos mediante un ejemplo las construcciones estudiadas en esta
seccién. Sea P = ([w]“, C). Veamos primero que dos elementos en este orden seran compa-

tibles si y solo si la cantidad de elementos que tienen en comun es infinita.

Lema 3.32. Para cualesquiera p,q € P, se tiene que p | q si y sélo si |pNq| = w.

Demostracion. Por un lado, si p | g, entonces existe r € P tal que r C py r C q. Asi,
r C pNgqy, por tanto, \p N ¢q| = w. Por otro lado, si ]p N q\ = w, se tiene entonces que

pNq € Py es una extensién comun para p y ¢, pues tanto p como ¢ contienen a pNgq. 0

Observemos ahora que el orden parcial considerado no es separativo. Sean p = w y
g =w)\ {0}. Asi, p € q y, sin embargo, todo subconjunto de p que esté en P resulta ser
compatible con ¢. En efecto, si » € Py r C p, se tiene entonces que r N g = r \ {0}, pues
q C py, por tanto, |r Nq| = w.

Ahora bien, segtin nuestro criterio de compatibilidad para P y siguiendo la Definicién
3.28, podemos establecer que para cualesquiera p,q € P: p C* ¢ si y sélo si para todo r € P,

r C p implica que |r Nq| = w.
Lema 3.33. Para cualesquiera p,q € P se tiene que p C* q si y sdlo si|p \ ¢ < w.

Demostracion. Probemos la primera implicacién por contrapositiva. Asi, supongamos que
p\ ¢ es infinito. De este modo, r:=p\qgeP,rCpyr L q, puesrnNg=10.

Probemos de forma directa la implicacion restante. Sea r € P tal que » C p. Por
hipétesis, [p \ ¢/ < w. Como r = (rNq) U (r\ q), se tiene que |r \ ¢| < w. Por tanto,

lrNgq| =w. O

Por lo anterior, P* = (jw]“, C*). Observemos que P* no es antisimétrico. En efecto, si

p=wyq=w)\{0},setiene que p C* qy ¢ p,yaque |p\¢=1<wyl¢g\p =0<w.

Sin embargo, p # q.
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Nos interesa ahora P/, esto es, el cociente separativo de P (véase la Definicién 3.23).
Puesto que de acuerdo con la Definicién 3.22, dos condiciones p, g € P estaran relacionadas
si y sélo si son compatibles con los mismos elementos, se sigue del Lema 3.32 que p ~ g siy
s6lo si para todo r € P, se tiene que [pNr| =|¢gNr| =w. Esto dltimo nos permite afirmar

lo siguiente.

Proposicién 3.34. Para cualesquiera p,q € P, se tiene que p ~ q si y sdlo si |p A q| < w,

donde p A q=(p\ q)U(q\p).

Demostracién. Probemos por contrapositiva la primera implicacién. Asi, si [p A ¢ = w,
entonces |p\ q| = w o |¢\ p| = w. Si por ejemplo, ocurre que |p\ ¢| = w, entonces p\ ¢ es un
elemento de P para el cual se tiene que [pN(p\ ¢)|=wy [¢N(p\ ¢q)| =0 < w. Por tanto,
p % q. Anédlogamente se prueba que p # g, si ocurre que |¢ \ p| = w.

Supongamos ahora que |p A ¢| < w. Sea r € P compatible con ¢, es decir, |r N ¢q| = w.
Puesto que rNg = (rNgnNp)U(rNg\p) y como por hipdtesis |q \ p| < w, se tiene entonces
que [rNgNp| =w. Dado que rNgNp C rNp, se sigue que |r Np| = w. Un argumento

analogo prueba que todo elemento compatible con p, lo es también con gq. O

En otros ambitos, al cociente P/, aqui presentado se le denota por ([w]¥, C)/ fin, para
el cual existe una vasta literatura. Sabemos por el Lema 3.23 que P/ es un orden parcial
antisimétrico. Por tanto, P/ y P* no pueden ser isomorfos. Esto nos permite observar que

no es posible prescindir de la antisimetria en la Proposicion 3.27.



CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos querido mostrar que el método de forcing es una técnica
de la mayor elegancia para producir modelos de la teoria de conjuntos. De manera general
hemos visto que siempre que dos nociones de forcing estén encajadas una en la otra, un
encaje completo nos provee de extensiones genéricas propias mientras que un encaje denso
nos devuelve las mismas extensiones. Esto ultimo nos permite preguntarnos lo siguiente:
isi dos extensiones de forcing coinciden, entonces hay un encaje denso entre las nociones
de las que provienen? Creemos pertinente la pregunta del mismo modo que el buscar una
respuesta pueda convertirse en un trabajo futuro. Resaltamos el hecho de que hacer forcing
en dos pasos es equivalente a producir una sola extensién via la nocién de la composicion,
situacién que podemos plantearnos si es cierta para iteraciones de longitud infinita. Es en
este contexto que nuestro trabajo puede tomar un rumbo més avanzado, empezando, por
ejemplo, con un estudio de la iteracidon con suporte numerable, proceso que ha aparecido,
entre otros lados, en la prueba de Ronald Jensen de la consistencia de la hipdtesis del
continuo con la hipdtesis de Suslin asi como en los trabajos de Richard Laver sobre la
conjetura de Borel.

Por ultimo, expresamos nuestra gratitud al lector por haber puesto sus ojos en nuestro

texto y esperamos que este haga eco para un pronto retorno a la teoria de conjuntos.
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