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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Condensacion de Bose-Einstein

El trabajo tedrico publicado en la década de los 20’s escrito por S. Bose
[1] y A. Einstein dio paso al estudio de sistemas a temperaturas cercanas al
cero absoluto. En dicho trabajo se demostrd que si el nimero de particulas
de un sistema formado por atomos con espin total entero sin interaccién
se conserva, el total de las particulas realizaran una transicion de fase a
temperaturas suficientemente bajas tal que la mayor parte de ellas ocuparé el
estado base, ésta transicién es llamada condensacién de Bose-Einstein (BEC
por sus siglas en inglés). La existencia del fenémeno de la condensacién de
Bose-Einstein es una consecuencia directa de la estadistica que rige a las
particulas bosénicas sin interaccién: A temperatura diferente de cero, una
fraccion macroscépica de estas ocupa el estado base de una particula. Esta
fue la prediccién realizada por Albert Einstein, adecuando para particulas
materiales, el trabajo que Satyendra Nath Bose hizo al contabilizar el nimero
de formas que tienen de distribuirse fotones como funcion de la energia.

De acuerdo a la Fisica Estadistica, las propiedades termodinamicas de un
gas ideal cuantico se determinan trabajando en el ensemble gran canoénico a

través de la funcién Gran Potencial
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QV,T,p) = —k:BTZIH (e(_epﬂ‘)/kBT —-1), (1.1)
P

donde queda explicita la dependencia con la temperatura 7' y el potencial
quimico p, en tanto que la dependencia en el volumen V' permite considerar la
geometria y dimensionalidad del sistema particular. En el caso de particulas
contenidas en una caja en 3 dimensiones por ejemplo, se encuentra que

N g32(p/ksT)

o = R (1.2)

siendo A = h/(2rmkgT)? y g3/ la funcién de Bose de 3/2 con argumento
p/kgT. Es importante enfatizar aqui que es precisamente el orden de esta
funcion el que toma en cuenta el caracter geométrico y dimensional del po-
tencial de confinamiento de los 4tomos. En efecto, n = 3/2 es caracteristico
de una caja en tres dimensiones. En general, la transicion a la condensa-
cién de Bose se hace evidente siguiendo el comportamiento de g, (u/kgT).
El potencial quimico, que es siempre negativo para bosones, toma su valor
maximo en u = 0 a T # 0. Particularmente, el caso de dtomos confinados
en una caja de volumen V' permite, a través de la ecuacién (1.2), llegar a
la conclusion que la existencia de la condensacion de Bose es consecuencia
de que la funcion de Bose toma un valor finito cuando el potencial quimico
alcanza su valor maximo. En la Figura (A.1) se ilustra la dependencia de g3/
como funciéon de p a una temperatura dada 7T'. Se desprende de dicha figura
la existencia de una temperatura critica T, a una densidad fija para la cual

p=20

1 N
N (T, = .
( >93/2(0) %4

Es importante recalcar que la ecuacién (1.2) es vélida estrictamente para

(1.3)

describir el nimero de particulas cuando p < 0. Dado que i no puede tomar

valores positivos, un decremento en la temperatura dara lugar a poblar ma-
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Oy, (1)

-

| | 9,,(0)=2.612
Oy (U KsT)  A(T)

N
\

- e/.l/ kT

Figura 1.1: Se ilustra el comportamiento de la funcién de Bose gs 5, como funcidn
del potencial quimico .

croscopicamente el estado base de una particula. Por lo tanto se afirma que
potencial quimico es la variable que determina la ocurrencia de la transicién

a la fase condensada.

1.2. Produccion de atomos ultrafrios

El principal problema de la comprobacion experimental de la existencia
de un Condensado de Bose-Einstein, es que dicho estado solo puede observar-
se a temperaturas del orden de milésimas de pK. Y es hasta el ano de 1995

con el experimento de Eric A. Cornell, Wolfgang Ketterle, Carl E. Wieman
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Figura 1.2: En ésta imagen se observa la distribucion de velocidades de una gas
de bosones. La primera imagen corresponde a un gas sin condensacion, la siguiente
es un instante justo después de que se logra bajar por debajo de la T.. La tercera
imagen muestra un condensado con un menor numero dtomos, pero sigue siendo
una fase de condensado. La altura de los picos representa el nimero de dtomos en
funcion de la velocidad, siendo el pico mds alto a los dtomos con energia cercana
al cero.

[2], que mediante el métodos de enfriamiento laser y confinamiento magnéti-
co, se logra el condensado. Pero para poder lograr ésta transicion de B-E, se
dieron grandes avances en las técnicas de desarrollo de trampas y enfriamien-
to de atomos. En cuestion de enfriamiento se aprovecharon las propiedades
del LASER, ya que su gran intensidad y capacidad de direccionarlo ofrecen
una densidad tanto de energia y momento a la que no se podria llegar con
otras fuentes de luz convencionales. El desarrollo de éstos (ya sean continuos
o de pulsos) fue una contribucién de gran importancia como herramienta

experimental.

La idea de enfriar atomos mediante el uso de la luz (originalmente pro-
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puesta por T. W. Héansch and A. L. Schawlow en 1975 pero llevada a cabo
por V. I. Balykin and V. S. Letokhov hasta 1987) es debida a que la presién
de la radiacion puede afectar de manera mecanica sobre los dtomos en este
caso. Pero cabe mencionar que éstas teorias y técnicas pueden tener dife-
rentes objetivos en especifico como veremos a continuacién. En el siguiente
apartado se revisan algunos conceptos y funcionamiento del enfriamiento y

confinamiento de los 4tomos.

La primera idea que llega a la mente de alguien cuando se habla de lase-
res es que son fuentes de luz muy concentradas las cuales pueden llegar a ser
utilizados para cortar o calentar objetos. Pero gracias a efectos puramente
cuanticos se puede lograr que los &tomos disminuyan su velocidad al crear una
interaccién con el campo electromagnético de la luz laser, logrando que de
manera efectiva se diminuya la temperatura de la muestra macroscopica. Esto
es, se pueden crear diferentes efectos dependiendo tanto de las caracteristicas
de los laseres (longitud de onda, intensidad, polarizacién, etc) como de los
atomos (elementos alcalinos en el caso de enfriamiento por bombeo éptico)
que de forma beneficiosa se pueden utilizar en los experimentos. Principal-
mente podemos considerar 2 grados de libertad para un atomo: los internos
(como son la estructura electrénica interna o el espin) y los externos (que

son principalmente la posicién y el momento del centro de masa).

Es muy importante tomar en cuenta el tipo de laser que se utiliza para los
experimentos porque dependiendo de la interaccién del campo eléctrico (en
concreto el tipo de polarizacién) con los atomos se pueden alterar alguno
de los 2 tipos de grados de libertad que se consideran para éstos. De cierta
manera podemos recurrir al efecto Zeeman o al efecto Stark como un primer

ejemplo de las consecuencias de ésta interaccion.
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Figura 1.3: Modelo de un dtomo de dos niveles que se mueve en una dimension.
En direccion contraria se mueven fotones los cuales al transferir momento al dto-
mo, por lo que éste comienza a bajar su velocidad y por tanto la temperatura del
gas de dtomos.

1.2.1. Enfriamiento por efecto Doppler

Actualmente existen muchas técnicas de enfriamiento de dtomos y es que
como habiamos mencionado en los primeros parrafos de ésta introduccién,
con el tiempo se han perfeccionado las técnicas para desarrollar sistemas con
temperaturas cada vez menores. El tipico método de enfriamiento por laser
se basa en el uso del efecto Doppler cuya principal idea fisica es la siguiente:
La idea enfriamiento ldser consiste en frenar a los 4tomos (alcalinos o hidro-
genoides, ya que en su configuracién electronica presentan sélo un electrén
en la ultima capa, son los que més regularmente se utilizan para éstos expe-
rimentos) de un gas con los fotones emitidos por una fuente ldser. La esencia
consiste en tratar a éste dtomo como un sistema de 2 niveles b (base) y e
(excitado) que se mueve en una sola direccién, y en direccién contraria se di-
rige hacia éste un haz de fotones que poseen la energia necesaria para poder
ser absorbidos por el atomo, asi que habra un retroceso en el movimiento
del atomos por efecto del momento del fotén absorbido. Tiempo después de
absorberlo, el dtomo emitird un fotén con la misma energia pero puede ser
emitido en cualquier direccién. Si éste proceso se repite varias veces en pro-

medio la emision de los fotones generara un cambio neto cero sobre el atomo,
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por el caracter aleatorio de la emisién. Es por esto que el atomo pierde energia

y por lo tanto un gas empieza a bajar su temperatura.

En la practica se debe tomar en cuenta el efecto Doppler. Desde el siste-
ma de referencia del dtomo el foton se dirige en direccién hacia éste, por lo
que la frecuencia del fotén aumenta y por tanto la energia de ésta también lo
hara. Es por ésta razén que en los experimentos se deben utilizar frecuencias

por debajo de las necesarias para que un fotén sea absorbido por el atomo.

En los experimentos realizados [3] se utilizan una serie de 6 ldseres (2
contrapropagandose en los 3 ejes cartesianos). Los dtomos que son enfriados
y contenidos en las intersecciones de los laseres, forman lo que comtunmente
como “melaza éptica o enfriamiento Sisifo”. Las temperaturas tipicas que se

alcanzan en éstos sistemas son del orden de T' ~ 100 p K.

1.2.2. Melaza o6ptica: El enfriamiento Sisifo

El limite de la temperatura Doppler puede ser llevado muy por debajo me-
diante el uso de un nuevo modelo llamado enfriamiento Sisifo o por gradiente

de polarizaciéon, que lleva a T~ 10 puK.

El principio fisico que se utiliza en este tipo de enfriamiento es una amplia-
cién del enfriamiento Doppler. Este mecanismo de enfriamiento esta basado
en el bombeo éptico sobre los subniveles Zeeman del estado base (llamado
asi por el efecto Zeeman). Los procesos implicados en éste enfriamiento son
el Desplazamiento Luminoso, el bombeo éptico y el gradiente de polarizacion

explicados brevemente en [4].
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Figura 1.4: Esquema del enfriamiento Sisifo para dtomos en 1-D. Se puede ob-
servar que conforme se avanza su posicion absorbe fotones menos energéticos para
llegar al estado excitado de los que emite para volver a su estado base.

Tomando el caso en 1-D, la manera en que funciona éste método es utilizando
2 laseres propagandose en direccién opuesta con polarizaciones perpendicula-
res, generando ondas estacionarias con un gradiente de polarizacién. La com-
binacion de los 3 efectos anteriormente mencionados provocan que la energia
de los atomos dentro de la melaza 6ptica dependa de la posicion. Entonces
si un atomo con cierta energia cinética se encuentra en un valle de las ondas
estacionarias éste pierde cierta energia cinética tratando de “escalar.® la cima
del potencial inducido. Al llegar a la cima del potencial, éste es bombeado
de nuevo a un valle donde si cuenta con suficiente energia cinética vuelve a
repetirse éste proceso. Eventualmente la pérdida de energia cinética del total
de dtomos causara un descenso de la temperatura en el gas. Mediante éste

enfriamiento se llegaron a obtener 7'~ 10K en el ano de 1988 [5].
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1.2.3. Enfriamiento por evaporacion

El enfriamiento por evaporaciéon fue demostrado con atomos de hidrogeno
atrapados magnéticamente (Hess 1987) ha sido una técnica de gran impor-
tancia para conseguir la condensacion de Bose-Einstein en trampas magnéti-
cas (Ketterle y van Druten, 1996).

Una manera de ejemplificar éste proceso es considerando el enfriamiento
en una taza de café. Si queremos que la temperatura del café disminuya,
debemos sustraer o evaporar las moléculas con mayor energia cinética, para
que mediante una termalizacion los atomos, a través de colisiones elasticas,

obtengan una temperatura menor a la que estaban.

Este método requiere una alta densidad de particulas para asegurar garan-
tizar una tasa rapida de termalizacion, y una gran nimero inicial de particu-
las ya que una importante fraccion de atomos atrapados es eliminada de la

trampa por evaporacion [4].

El problema en las trampas dipolares, es que los dtomos quedan confina-
dos muy estrechamente, como es el caso de las trampas cruzadas, se pueden
alcanzar picos de altas densidades, pero el volumen de atrapamiento, y el
nimero de particulas que son transferidas es reducido. Es por ésto que se
utilizan métodos de pre-enfriamiento con grandes ensembles en trampas di-

polares.

1.3. Trampas de atomos ultrafrios

En las secciones anteriores se discutieron las diferentes técnicas con las que
logran que los atomos empiecen a desacelerarse, lo que significa una dismi-
nucion en la energia cinética de los mismo, es por ello que la temperatura del

gas comienza a descender. Ahora se da una breve explicacién de los métodos
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y técnicas con las que se confina a dichos sistemas.
Existen 3 principales interacciones por las cuales pueden atraparse atomos

neutros:

1. Trampas de presion de radiacion: Usualmente tienen una profundidad

de algunos Kelvin. El ensamble atémico es del rango de unos 10 K.

2. Trampas Magnéticas : Se basan en la fuerza dependiente del estado del
momento dipolar magnético en campo inhomogéneo. Son excelentes

para enfriamiento por evaporacion y la condensacién de Bose-Einstein.

3. Trampas opticas dipolares : Se basa en la interaccién dipolar eléctrica
con la luz “desintonizada’”, la cual es mucho mas débil que las anterior-

mente mencionadas.

A continuacion se presenta una revisién de los fundamentos fisicos que per-

miten la realizacién de éstos confinamientos.

1.3.1. Trampas 6pticas dipolares

La fuerza dipolar éptica surge de la interaccion del momento dipolar atomico
inducido con el gradiente de intensidad del campo de luz (Askaryan, 1962;
Kazantsev, 1973; Cook,1979; Gordon and Ashkin, 1980) [4].

A continuacién se deducen las ecuaciones basicas para un potencial dipo-
lar y la tasa de dispersién considerando al a&tomo como un simple oscilador
sujeto a un campo clésico de radiaciéon. Cuando éste es sometido a un haz de
luz laser, el campo eléctrico E de éste induce un momento dipolar p’ que osci-
la con una frecuencia w. Asi que escribimos E(r,t)=¢E(r) exp(—iwt) + c.c. y
p(r,t)=ép(r) exp(—iwt) + c.c., donde & es un vector unitario de polarizacion,

la amplitud p del momento dipolar esta relacionado de la siguiente manera:

p=ak (1.4)
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donde « es la polarizabilidad compleja [4].

El potencial de interaccion del momento dipolar inducido p’ por el campo E

esta dado por:

Uiy — —%(p E) = ——1 Re(a) T (15)

donde los signos “( )”denotan un promedio en el tiempo sobre los términos
que oscilan ya que las oscilaciones del campo eléctrico de la luz tiene veloci-

dades demasiado grandes, la intensidad del campo I = 266|E 2.

La energia absorbida por el oscilador en el campo (y re-emitida como

radiacién dipolar) estd dada por:

Pus = (b E) = — Tm(a)I (1.6)

Por 1ltimo si consideramos a la luz como un flujo de fotones hAw, la absor-
cion puede ser interpretada en términos de dispersion de atomos en ciclos de

absorcién y emision espontaneos. La correspondiente tasa de dispersion es:

= —Im(a)I (1.7)

Para calcular «, es decir, la polarizabilidad, el &tomo es considerado den-
tro del modelo de Lorentz como si fuera un oscilador cldsico, donde el electrén
esta unido elasticamente al ntcleo con una oscilaciéon-propia wy correspon-

diente la frecuencia de transicién éptica. El resultado que se obtiene en ese

marco es:
e? [/w?
= T 0 (3,2 (1.8)
me ws — w? — i(w3/wi)ly,
2, 2 L. . . , . .
donde T',, = GW;;{L = es el indice de amortiguamiento cldsico debido a la
€

pérdida de energia radiativa. Y sustituyendo se obtiene:
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3 I'/uwi
wg — w? — (w3 /W)Ly,

(1.9)

a = 6mege

introduciendo el indice de amortiguamiento de resonancias I' = T, = (wo/w?T.
En este caso de estudio las expresiones generales para la tasa de dispersion

y el potencial dipolar son:

~I(r) (1.10)

L) = 27 (%)QIW (111)

Estas ecuaciones muestran diferentes caracteristicas muy importantes pa-

ra el atrapamiento dipolar [4]:

1. Signo de la desintonizacion Dependiendo del signo de A se pueden
obtener una desintonizacién roja (A <0) en la cual existe una atraccién
de dtomos dentro del campo de la luz o azul(A > 0) en la cual la

interaccién dipolar repele los atomos para fuera del campo.

2. Orden de magnitud con intensidad y desintonizacion Para trampas di-
polares Opticas regularmente se necesitan grandes desintonizaciones y
altas intensidades para mantener la tasa de dispersién lo mas baja po-
sible.

1.3.2. Trampas Magnéto-()pticas

Este tipo de trampas, conocidas como MOT (por sus siglas en inglés Magneto-
Optical Traps), utilizan una configuracién como la de la figura (1.5). Los
haces tienen polarizaciones circulares opuestas (o™ y o7), las espiras tienen
corrientes opuestas, las cuales producen un campo magnético cuadrupolar.
Como es bien sabido, la accion de un campo causa un desdoblamiento de los

niveles energéticos de los atomos. Si el 4&tomo tiene un momento magnético
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F' y un ntimero cuantico magnético mp, que es la proyeccién del momento
angular a lo largo de la direccién z, la energia debida a un campo magnético

esta dada por:

E(mp) = gupmrB (1.12)

donde g es el factor de Lande y pup es el magnetén de Bohr.

Como se muestra en la figura (1.5), en el punto medio de las espiras el
campo B = 0 y cerca de éste punto se puede considerar que varia linealmen-
te con la posicién. Ahora analicemos el caso en la direccién z (y se puede

extender a los ejes = y y porque debido a que div B = 0).

Si un atomo con un momento J = 0 con transiciéon a J = 1, esta someti-
do a un campo magnético, tiene un desdoblamiento de subniveles (llamado
desdoblamiento Zeeman) M; = +1 M; = 0. Los 2 haces con propagacio-
nes opuestas a lo largo del eje z tienen polarizaciones opuestas (c* y 07) y
ademas tienen un frecuencia por debajo de la de resonancia atémica. Cémo
podemos ver en las figs. 1.5 y 1.6 si un atomo se desplaza a la derecha el
estado de AM; se acercara a la frecuencia de resonancia atémica. El atomo
en ese estado solo puede absorber fotones con polarizacién o~, asi que el
fotén absorbido aplica una fuerza de dispersién sobre el atomo que lo hace
retroceder hacia el centro de la trampa. Lo mismo sucede con los dtomos que

se desplazan a la izquierda, s6lo que éstos absorben los dtomos o [6].
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Figura 1.5: Diagrama en el cual se muestra que dependiendo de la posicion de
algin dtomo, éste puede absorber los fotones con polarizacidn positiva o negativa
debido a las diferencias energéticas de los subniveles M.

G_

Figura 1.6: Fsquema de una MOT, donde se muestran los rayos laser propagdndo-
se en las 8 direcciones de los ejes cartesianos con diferentes polarizaciones y las 2
bobinas que producen un campo magnético.
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Matematicamente podemos obtener [6] que la fuerza de una MOT puede ser
descrita como:
o f

FMOT = - — TZ (113)

Esta es una ecuacion de movimiento de un oscilador con una constante de
restitucion O;C—/B Bajo condiciones tipicas de operacion el atomo es sometido a
un movimiento armaénico simple sobreamortiguado [6]. Asi que los d&tomos que
se encuentran en la zona de interseccién de los haces laser son desacelerados
y la fuerza dependiente de la posicién los empuja hacia el centro de la trampa

armonica.

1.4. Gases de Bose en Redes ()pticas de 1-D.

La condensacion de un gas ideal no ocurre a una temperatura finita en un
sistema homogéneo en 1D y 2D. Sin embargo si es posible que ocurra en un
sistema inhomogéneo en 2D. A pesar de que en el limite termodinamico para
el caso de 1-D se predice que no es posible conseguir un BEC se demostro que
con una trampa de atomos que sea lo suficientemente estrecha éste puede ser
logrado [7]. Por otro lado vale la pena resaltar que experimentalmente dichos

sistemas tienden a ser muy susceptibles a las excitaciones térmicas [9].

En la seccién anterior se mencionaron algunas técnicas de enfriamiento y
confinamiento de dtomos, pero es importante mencionar que es sélo a través
de una serie de procesos de enfriamiento por los cuales se puede alcanzar la
temperatura para conseguir un gas de Bose condensado. Uno de los logros
mas importantes en materia de atomos ultrafrios ha sido ésta tarea, logran-
do por primera vez el confinamiento 6ptico de un BEC por grupo en MIT,
Cambridge (Stamper-Kurn en 1998). Una vez que se ha conseguido el estado
de la condensacién de Bose se utilizan diferentes métodos de confinamiento

como son las llamadas trampas dipolares opticas para estudiar su subsecuen-
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te evolucion y propiedades.

Adicionalmente a la variedad de técnicas de atrapamiento y enfriamiento
de atomos, se puede encontrar que debido a las diferentes configuraciones en
que son colocados los laseres, es posible crear trampas en 1, 2 o 3 dimensiones
y mas aun, se pueden producir trampas con geometrias variadas, a manera
de investigar las diferentes propiedades que se quieran medir (estabilidad,

coherencia de fase [10] y transiciones [11] ).

Ademas de la importancia del hecho mismo de poder llegar a temperatu-
ras tan cercanas al cero absoluto, los experimentos con gases de Bose y Fermi
permiten reproducir fenémenos y predicciones que se presentan en el Estado
Sélido, entre otros, la transicion BEC-BCS, la localizacién de Anderson, el
efecto Josephson [8]. En particular, en este tltimo es posible observar las
transicion entre la fase superfluida a la fase de aislante Mott como lo sugi-
ri6 Peter Zoller en 1998.

Pero todos los experimentos antes mencionados son realizados con atomos
neutros por lo que se debe analizar lo que sucede en éste tipo de gases (en
concreto con los atomos que tienen momento dipolar eléctrico o magnético)
y si es que hay alguna alteraciéon en las propiedades de éstos al momento
de interactuar con los fotones de los laseres. La motivacion de éste trabajo

radica en el estudio de los gases dipolares en potenciales en 1-D.

1.5. Gases Dipolares

El interés de estudiar las interacciones en gases cuanticos, yace en el he-
cho de que interesantes propiedades se han predicho e incluso encontrado en
éstos sistemas [12], [14], sobre todo en las interacciones dipolares, ya sean de

caracter eléctrico o magnético. Pero en el caso muy especial de un BEC en
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1-D, sabemos que la interaccion entre particulas en un gas cuantico es un
factor determinante en comportamiento de dichos sistemas. Es importante
resaltar que debido a debido a la capacidad de control, tanto del potencial
externo, como de las interacciones entre los atomos es posible recrear el con-
texto adecuado para reproducir los escenarios propios de la Materia Conden-
sada arriba citados. Recientes experimentos en los cuales se utilizan atomos
de’2Cr(debido a que tienen un momento dipolar muy grande y = 6up), han
demostrado que mediante el uso de la resonancia de Feshbach se puede va-
riar el pardmetro a [14], llamado longitud de dispersién, aplicando un campo

magnético B mediante la siguiente relacién[13, 12]:

A
a = ap, (1— B—Bo) (1.14)

donde apg es la longitud de dispersion de fondo y A es el ancho de resonancia

del campo magnético. Este parametro describe los choques o colisiones entre
particulas en el limite de bajas energias y caracteriza su dispersion. Para
medir la relativa fuerza de la interaccion magnética dipolo-dipolo (MDDI
por sus siglas en inglés) con la interaccién de contacto se utiliza un cociente

adimensional:

2
Holt T (1.15)

127ha

€dd =

donde m es la masa atomica, a es la longitud de dispersién de la onda-s
(de la cual se hablard mas a detalle en el capitulo 2) y u es el momento
magnético. Dado que el *Cr tiene una longitud de dispersién de fondo en
el caso totalmente polarizado a =~ 100ag, siendo aq el radio de Bohr, se fija
el valor de €49 =~ 0,16. Pero para B aproximandose a a By + A la longitud
de dispersion tiende a cero, por lo que hay un mejoramiento de €44, es decir,
se mejora la posibilidad de obtener un gas dominado por las interacciones
MDDI.

Un BEC de Cromo, presenta ventajas experimentales importantes que com-
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prueban algunas hipdtesis tedricas que se suponen en el estudio de éste tipo
de gases. Y es que no so6lo se puede realizar un ajuste de la interaccién de con-
tacto de corto alcance mediante el uso de resonancias de Feshbach [15], sino
que también se pueden estudiar el caracter anisotropico y de largo alcance
de la interaccién dipolar. Esto es posible debido a la estructura electrénica
unica que presenta éste elemento en comparacién con los otros elementos en
condensados. Dadas sus propiedades electrénicas [12] , su MDDI tiene un

factor 36-veces més grande que para los dtomos alcalinos.

Otro aspecto importante que se debe tomar en cuenta es la estabilidad
de los gases dipolares cuanticos.Ya que debido a la a la anisotropia de la in-
teraccion dipolo-dipolo, la estabilidad de un BEC dipolar no solo depende de
la fuerza de interaccion de contacto, sino también de la geometria de atrapa-
miento. Utilizando una combinacién del tipo de trampa (forma geométrica)
y el tipo de orientaciéon en los que se disponen los dipolos de las particulas
es posible ajustar la longitud de dispersién a cero, obteniendo al final un gas

puramente con interacciones dipolares [15].

Debido que a la interaccion de contacto entre las particulas, a pesar de las
temperaturas cercanas al cero absoluto en las que se encuentran, dependien-
do del valor de a de la ecuacién (1) se crea una estabilidad en el sistema.
Aunque en el caso puramente dipolar, no solo Se ha encontrado que cuando
se llega a un punto critico para la longitud de dispersion en la cual la forma
del BEC cambia de geometria como una muestra de los efectos de la interac-
cion dipolar, los resultados experimentales sostienen que usando una trampa
del forma de “panqueque” es posible entrar al régimen de un gas de interac-
ciones puramente dipolares [15]. Esta propiedad es de vital importancia para
el estudio tedrico, ya que la configuracién de las particulas se podria limitar

el tipo de interaccion entre las particulas.
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Figura 1.7: Esta es una imagen ilustrativa de la dependencia geométrica de una
trampa dptica con respecto a la estabilidad de un BEC. La imagen 1A muestra una
trampa con forma de esferoide oblato con dipolos que principalmente se repelen,
mientras que en la trampa en forma de esferoide prolato (la cominmente deno-
minada “forma de cigarro”), donde las interacciones dipolares son principalmente
atractivas. La imagen 1C muestra como es que se realiza una trampa magneto-
optica para estabilizar un gas puramente dipolar.Imagen tomada de [15]

El motivo de éste trabajo es tomar como base los experimentos en los
cuales investigan ya sea la estabilidad de un BEC dipolar lo cual depende
no solo de la interaccién de contacto sino también de la geometria [12], la
gran influencia que tienen los efectos polares en un ferrofluido cuantico y
poder descubrir propiedades tnicas en los ferrofluidos cudnticos [15] y por
ultimo estudian la dinamica de colapso de un BEC cuando a es disminuida

por debajo de una a..



Capitulo 2

Hamiltoniano de una gas
dipolar de bosones en un

potencial de tres pozos

En Mecanica Cuantica, el estudio de un sistema microscépico se realiza
principalmente mediante el Hamiltoniano que describe a dicho sistema. En
éste se manifiestan ademas de la energia cinética todo tipo de interacciones
que pueden darse, como son los potenciales de interaccién, ya sean externos
o internos. Como sabemos el estudio de sistemas con un nimero mayor a
2 cuerpos no tiene solucién exacta o se utilizan métodos aproximados. Tal
es el caso del problema a resolver en éste trabajo. Tipicamente en los ex-
perimentos en los que se logra exitosamente llegar a un BEC, se atrapan
alrededor de (=~ 10* 4tomos) [12, 14, 15, 17] las cuales estdn sometidos a
interacciones tanto dipolares como de contacto. El estudio tedrico de estos
sistemas de muchas particulas se realiza o bien en el esquema de campo me-
dio [19, 20, 21, 22] o dentro del esquema cudntico [23, 24]. Si se desea abordar
el problema desde el contexto cuantico, la herramienta natural es el forma-
lismo de segunda cuantizacion. En este capitulo se aborda dicho formalismo

para después escribir los términos del Hamiltoniano en ésta descripcion. Es
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importante recalcar que si bien es cierto que los grados internos de libertad
de los atomos de 2C'r son determinantes para poder lograr la transicién de
fase a BEC en el analisis tedrico que a continuacién se expone, se conside-
ra a dichos atomos como particulas sin estructura interna, con un momento
magnético o eléctrico dado. En la primera seccién se discutira la parte del
Hamiltoniano en la que se integran la energia cinética y el potencial de con-
finamiento. Es por eso que en este capitulo se deduce un Hamiltoniano que
pueda describir tanto los estados estacionarios como la dinamica de los gases

cuanticos dipolares en 3 pozos de potencial en 1-D.

2.1. La Mecanica Cuantica de N cuerpos

Consideremos un gas de N particulas con masa m y espin s, cuyo Hamilto-

niano es:

N =2 N
D; L .
H:ZQm+ZU(|Ti_Tj|)+ZVext (73) (2.1)
i=1 y

i<j

donde U (|7; — 7}]) es el potencial de interaccién entre las particulas i y j y
V..t €s un potencial externo que actia solamente sobre la particula 7. Para

este Hamiltoniano, la ecuacion de Schrédinger esta dada por:

0
iha@(ﬂ?l,.iﬂg,...l’]v;t) :H\I/(xl,aig,...Q?N;t) (22)

donde U(t) es el estado del sistema de N-particulas. Usualmente lo que se
propone es expandir la funciéon de onda de varias particulas ¥ en un conjunto
completo de funciones de onda de una particula independientes del tiempo,
que cumplen ciertas condiciones a la frontera. La base de funciones de onda
que se escoja depende del tipo de problema, ya sea para describir un soélido

o un sistema de electrones interactuando en un atomo.
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\I/(Il,...,CL’N;t) Z O(El,...,EN,t)¢E1($1),...,77/)EN(ZL’N) (23)
E En

En éste caso, el sistema que se va a estudiar es un sistema de 3 pozos de
potencial en 1-D simétricos. Se asume que los pozos de potencial V,,; que
confinan a las particulas son lo suficientemente profundos para que se cum-

plan las siguientes condiciones:

1. Existen n-niveles energéticos por debajo de las barreras de potencial

entre los pozos.
2. Cada nivel energético esta igualmente espaciado.

Bajo esas suposiciones nuestra base seran las funciones de onda estacionarias
or(x) = (z|k), k =0,...,n—1 que son los n estados ligados mas bajos de
una particula en el potencial V,,;. Debido a éste potencial es una funcién
par, las funciones de onda tienen una paridad definida. La otra base que se
utilizard es la de las funciones localizadas 1;(z) = (x|i) donde i es el nimero
de pozo del potencial [25, 26]. La razén por la cual se utilizan las funciones de
onda localizadas de una particula es porque experimentalmente la informa-
cion a la que se tiene acceso es a la determinacion del niimero de particulas

en cada pozo.

Ya que el Hamiltoniano se puede dividir en los términos de energia cinética
y potencial, es de suma importancia enfatizar que el operador de energia
cinética unicamente actia una a una sobre las funciones de onda de “una-
particula”, mientras que para la energia de interaccion, involucra una mayor
dificultad, porque dependiendo del tipo de sistema que se quiere describir,
en el caso de los términos de interaccion incluyen coordenadas de 2 o mas
particulas.

La funcién de onda de varias-particulas puede tener la siguiente propiedad:
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U(zy, 2, ...xN;t) = £V(21, X9, ... TN 1) (2.4)

Lo que muestra la ecuacién (2.4) es que dependiendo del tipo de particulas
que se estén estudiando bosones o fermiones, la funcion de onda debe ser
simétrica o antisimétricas bajo el intercambio de coordenadas para cuales-

quiera 2 particulas.

2.1.1. Bosones

Como se ha mencionado anteriormente, el objetivo de éste trabajo es el estu-
dio de un BEC confinado en un potencial de 3 pozos en 1-D, razén por la cual
se introducen los vectores de estado: |ni,ng,...ns), donde |n;) significa que
existen n; particulas en el estado 1, |ny) existen ny en el estado 2 y asi suce-
sivamente [29, 30]. Entonces ésta base debe cumplir con las propiedades de

ortonormalidad y completes.

(n,nh, . N1, N2, o Moe) = Ot 01 Ont g - Ont nao s OTtOROTMalidad — (2.5)

Z N1, M2, ... Neo ) (N1, Mgy ... Neo| = 1; completez (2.6)

n1,12;...,Nc0

Y asociados a éstos estados de ocupacion, los operadores independientes del
tiempo llamados de creacién y aniquilacién (a' y a, respectivamente) los
cuales satisfacen las reglas de conmutacién siguientes:

[amaz,] = O/ [y Q] = [aT al =0 (2.7)

Ky VKR!

Con éstas bases podemos escribir un Hamiltoniano en términos de los opera-
dores de creacion y aniquilacion, que actiian sobre la base de los vectores de

estado. Cabe recalcar que todas las propiedades estadisticas y de operadores
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se encuentran contenidas en los operadores de creacién y aniquilacion. El
tratamiento detallado de cémo es que podemos llegar de la ecuacién (1) a
la ecuacién final puede encontrarse en una variedad de libros, entre otros los

que se encuentran en la referencias [28, 29] .

El Hamiltoniano (1) puede ser escrito en términos de operadores de crea-
cion y aniquilacién y de las funciones de onda en los estados de la base

completa:

1 N
H= Z (Gil Holé)a; + 5 D alaj(@id;|Ulénon)aran (2.8)
7j7k7l
Donde [:Io =T + V., que es la suma de la energia cinética T y el potencial
externo V,,; que confina a los atomos en la trampa éptica. El término U es
la suma en este caso, de los potenciales de interaccion de contacto Ueont v €l

de interaccién dipolar ugq.

En las siguientes secciones se estudiara por separado a los términos Hy
y U, de tal forma que finalmente podamos obtener un Hamiltoniano que

represente al sistema descrito en la introduccion.

2.2. (sas de Bosones ideal en un pozo de po-

tencial

Ahora consideremos el caso mas ideal en el cual tenemos un gas de atomos
de Bose con masa m confinados en un potencial de 3 pozos en 1-D y dichas
particulas no tienen interaccion alguna. Para estudiar el caso ideal se tomaran

las suposiciones de la primera seccién del capitulo:

1. Se tomaran solamente las 3 energias €y, €1,y €2 més bajas con sus res-

pectivas funciones de onda estacionarias ¢qg, 1y ¢
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Como no hay potencial de interaccién de ningtin tipo V = 0. Asi que podemos

reescribir la ecuacién (8) para el caso ideal de la siguiente manera:

2
H =" al{¢:|Ho|$;)a; (2.9)

1,j=0

Para obtener una expresién mas sencilla debemos recordar que:

GIT +Valty) = [ dn 6T+ Ved5(e) (210

—00

La integral anterior se puede resolver mediante métodos numéricos [25]. To-
mando éstos resultados podemos reescribir el Hamiltoniano (9) de la siguiente

manera:

2
Hy, = Z ekalak = eoagao + elaial + 62a£a2 (2.11)
k=0

donde ¢ es la energfa del estado estacionario ¢y (x).

Podemos mediante una transformacion lineal cambiar de la base de las
funciones de onda ¢g, p1¢2 con los respectivos operadores de creacion y ani-
quilacién ay(u operadores bosonicos) a la base de las funciones de 1-particula

localizadas 11, 19 y 13 también con sus respectivos operadores bosénicos b;.

La transformacién lineal que relaciona las bases {¢;, a;} vy {¢;, b;} esta dada

como sigue [27]:

{bg + V2 + bg] (2.12)

Po(r) = % Ui (x) + V20s(z) + %(@} ol = %

1

61(x) = 3 [ole) —v(a)]; o = 5 [ — b}] (2.13)
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Po(z) = % Yo(z) — V2¢ () + %(95)] ;al = % [bg — Vbl + bg] (2.14)

Tomando éstas transformaciones podemos reescribir el Hamiltoniano (11) de

la siguiente manera:

A
H, = —E(b{@ + biby + bibg + biby) (2.15)

donde A = €, — €;,_1. Este Hamiltoniano sin interaccién se puede interpretar
de la siguiente manera. Cada uno de los b; tienen asociados un pozo de
potencial, por lo que se puede leer para el primer término de la suma que
mientras se crea una particula en el pozo 1, se aniquila una particula en el
pozo 2 y asi sucesivamente en los siguientes términos de la suma. Es decir,
las particulas van tuneleando entre los pozos, pero solo pueden hacerlo entre
pozos adyacentes.

En principio debido a que no existen interacciones entre las particulas, éstas
podrian tunelear libremente entre los pozos, incluso en una primera idea, el
conjunto de particulas deberia tunelear como un sola particula. Pero el he-
cho de que en el Hamiltoniano H ademés de contar con el potencial externo
V..t, sea relevante la presencia de las interacciones, modificard las propieda-
des estacionarias y dinamicas del sistema bajo estudio. En lo que sigue se
considera el término que representa la interaccion U, tomando en cuenta que
cada particula sélo puede tomar los primeros 3 niveles energéticos dentro de

los pozos.

2.3. Interaccién de contacto de particulas.

A pesar de que en los en los experimentos para obtener un BEC de *2C'r [17]
son tales que los gases atémicos se encuentran a muy bajas temperaturas (en

el capitulo anterior se mencionan temperaturas del orden de nK’) y son muy
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diluidos, las interacciones entre particulas aun son importantes, pues dan
lugar a significativas repercusiones en el comportamiento de éstos sistemas
como la existencia de diferentes fases. Sin embargo, como resultado de las
bajas densidades a las que se encuentran solo las interacciones de contacto se
presentan de manera efectiva entre pares de particulas. Ademaés, dado que las
energias involucradas en procesos de recombinacién son muy diferentes a las
que energias que poseen los dtomos que colisionan, podemos tratarlas como
particulas sin estructura interna, es decir, que la energia con que interactian
no es suficiente como para deformar la configuracion electrénica ni el nicleo

de los atomos.

2.3.1. Teoria de dispersion general y bajas energias en-

tre particulas

Si se toma el problema mas general en el cual 2 particulas interactian via un
potencial u (1, — r2) que s6lo depende de las coordenadas relativas r = r; —rq
entre éstas 2 particulas. La correspondiente ecuacion de Schrodinger de 2
cuerpos se separa en una parte que describe el movimiento del centro de
masa (cuyo comportamiento es de una particula libre de masa 2M) y otra

parte describiendo el movimiento relativo (que se comporta como una sola

mimao

). Entonces podemos podemos reducir
mi+ms2

particula de masa reducida pu =
el problema a la dispersion de una particula en el campo u(r) de un centro de
masa fijo. Si tomamos una particula libre que se mueve en sentido positivo a
lo largo del eje z, representada como una onda plana ¥ = ¢**. Las particulas
dispersadas han de representarse, para distancia lejanas al campo, como una
onda esférica divergente de la forma f()e*"/r donde f() es la llamada
amplitud de dispersion. De forma que la solucién exacta de la ecuacion de
Schrodinger con una energia potencial u(r) debe tener a distancias grandes

la forma asintética:
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Figura 2.1: Representacion esquemdtica de la dispersion entre 2 particulas vista
desde el marco de refrerencia del centro de masa.

U = e™ + f(0)e™ /r (2.16)

Entonces se escribe la ecuacién de Schrodinger para la funcion de onda rela-

tiva:

{ —i:an + u(|7“|)} U(r) = EV(r) (2.17)

donde se suponen masas iguales. Si la separacién entre atomos o particu-
las es muy grande, el potencial de interaccién puede ser despreciado, asi que
la ecuacién (2.17) se convierte una ecuacién para una particula libre. Ya que

se asumen choques elasticos la energia se debe conservar.

Toda solucién de la ecuaciéon de Schrodinger en un campo central se puede
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escribir como la suma de productos de armonicos esféricos por funciones

radiales R(r) que satisfacen la ecuacion:

1d [ ,dR o, l+1) 2m B
rn (T o ) + {/{ 3 2 u(r)| Ry =0 (2.18)

La forma asintotica de la funcion R; es la onda estacionaria:

sen(kr — 3l + ;)

R, =~ constante x (2.19)

r
donde ¢; es una constante llamada corrimiento de fase que es funcién tanto
de [ como de k.

Entonces la solucion general a la ecuacion anterior debe ser la suma del pro-
ducto de funciones de la forma R;(r)F,(cosf) por tanto se escribe la solucién

asintotica de la forma:

U= Z(?l—Fl)AlPl(cosG)ﬁ {exp[—i(/ir - %lw + )] — expli(kr — %lﬂ' + 51)]}
= (2.20)

Y por ultimo utilizando el desarrollo de la onda plan en ondas esféricas

podemos llegar a que:

0) = — 20+ 1) S, — 1] B, 0 2.21
F6) = 55z 220+ 1) 151~ 1 Plost) (221)
donde S; = e*9. Lo sobresaliente de f(f) es que lleva toda la informacién
de la colision y como vimos anteriormente esta implicito que ésta informa-
cién depende del corrimiento de fase 9;. Es también conveniente utilizar las

amplitudes de dispersion parciales

£(0) =Y (21 + 1) fiP(cos) (2.22)

=0

y debido a (2.21) podemos obtener una expresién en la cudl explicitamente
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f depende de [:

1 )
fi= ﬂ[eml —1]=6/k (2.23)

La aproximacion importante para nuestro estudio es cuando x — 0 debido a
que los atomos se encuentran a muy bajas temperaturas. Es para éste caso
que [ = 0, ésta es la llamada dispersion de “onda-s”, por lo que despreciamos
todos los demas términos de [ y dependiente de 6 se pierde. Conociendo esto

se puede escribir la amplitud de dispersion total de la siguiente forma:

f(0) = fo=10d/r=—a (2.24)

donde a es la llamada longitud de dispersion. Es precisamente el efecto de éste
parametro el que contiene toda la informacion de las interacciones de contacto
de las particulas, y es éste mismo parametro el que mediante resonancias de
Feshbach, como se dijo en el capitulo anterior, se puede llegar a crear un gas

de Bose sin interacciones de contacto segin [15].

Por otro lado, la ecuacién de Schrodinger para la dispersién por un potencial
u en el espacio de las k, es decir en el espacio de Fourier conduce a la conocida

ecuacion de Lippman-Schwinger :

1 1
T(k',k; E.) = a(k — k) + v Z u(k — ﬁ")mT(m”, k; E) (2.25)

K/H

donde @ es la transformada de Fourier del potencial de la ecuacién (2.8). Al
llevar ésta ecuacion a los limites donde x = 0, ¥’ = 0, se obtiene una constante

2 . . .,
dnh’a  Fsta es una constante de acoplamiento para la interaccién de

Uy =
contacto de onda-s. Y es que se han reportado en trabajos [25, 26] mediante
simulaciones que los BEC confinados en redes 6pticas han mostrado que el
tunelaje cuantico macroscopico es afectado principalmente cuando se varia

la longitud de dispersion, es decir la fuerza de las interacciones de contacto



Hamiltoniano de una gas dipolar de bosones en un potencial de
34 tres pozos

entre los bosones varian de débiles a fuertes.
Ahora supongamos que tenemos un gas de atomos de Bose de masa m, con-
finados en un potencial de 3 pozos simétricos de 1-D y existe solamente una

interaccion de contacto. Se deben considerar las siguientes suposiciones:

1. Las energias que tienen los atomos son demasiado pequenas por lo que
si es que llega a realizarse alguna interaccién de contacto sélo puede

suceder entre 2 particulas.

2. La interaccion entre los pares de particulas puede ser modelada por el

potencial Ueon(x — ') = %5(1‘, x')

A lo largo de la seccién 1.3.1 se expuso la teoria de la dispersion a bajas
temperaturas y el origen del pardmetro a llamado longitud de dispersion pero
es una explicacion fisica la que nos podria dar un panorama de la importancia
de éste. En [28] se da una explicacién breve del significado fisico de éste
parametro. El hecho de que éste pardmetro pueda ser positivo o negativo se
ve reflejado directamente en los experimentos para la estabilidad de los gases
dipolares [15].

Entonces el término de interacciéon de contacto se escribe de la siguiente

manera:

2

Z (9ig; |ucont|¢k¢l>aja;‘akal (2.26)

i:jzkzl:()

entonces

(656 ttoomt| G100 — / da / 0267 (2)6% (@ eomr(D)n (') (2.27)
con

Arh?
ucont(x - lJ) == ﬂ.m &5(1' — fL'/) (228)
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Asi que la integral quedaria de la siguiente manera:

47Th2a > * * / /
gas =0 [ A6 @650 el = V@) (229
Por lo que como podemos observar I; ;x; es solo un nimero, una constante
pero que dependiendo que el signo de la longitud de dispersion puede ser
positivo o negativo.

Al igual que en el caso del gas de bosones ideal, haremos una transformacién
lineal para obtener una expresion del término de interaccién de contacto en

términos de las funciones de onda localizadas. Tomando la suma inicial:

2
Z I,-7j7k7laja}akal (230)
%,3,k,1=0

Pero antes de realizar la sustitucién en todos los términos de la suma, hay

que recalcar algunas propiedades importantes de las funciones de onda esta-

clonarias:

1. Dado que ¢g y ¢o son funciones pares y ¢; es funcién impar, entonces

los términos que tengan un nimero impar de términos con ¢; son cero.

2

S —-

_ : T_
2. Recordar que a;a;=a;a; y lo mismo para a;a;=a

Realizando la transformacion lineal para utilizar la base bz, by los cuales estan

asociados con funciones de onda localizada v;(x)

Usont = (6105011 + bibibaby + bibLbsbs) (2.31)
donde

Amh?a
m

I = /w?(x)dx coni=1,2,3 (2.32)
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El potencial efectivo que describe las interacciones entre particulas muestra
que éstas se pueden dar entre dos particulas del mismo pozo e incluso podria
llegar a afectar la dindmica del sistema aunque las particulas no se encuentren
en el mismo pozo debido a la lonitud de dispersion a. El parametro %
modula las fuerza de las interacciones e incluso influye directamente en la

estabilidad del gas de bosones en los experimentos.

2.4. (Gases Dipolares

La energia de interaccion entre 2 dipolos D esta dada por la siguiente ecuacién
[31]:

1 —3cos?d

Udd(T) = l)2 3

(2.33)

donde 6 es el angulo entre los r y D. Dependiendo del tipo de dipolo que
se maneje, ya sea eléctrico o magnético tenemos que D? puede tener los

siguientes valores:

dTeqg

prop?
A7

e { &2 dipolo eléctrico (2.34)

dipolo magnético

donde d y p son los momentos dipolares eléctrico y magnético respectiva-
mente, €y y o son las constantes de permitividad y permeabilidad respec-
tivamente. La interaccién puede ser atractiva o repulsiva dependiendo de la
orientacién de los dipolos (si @ = 7/2 tenemos el caso de repulsion total y si
6 = 0 tenemos el caso de atraccién total). Otra propiedad importante de la
interaccién dipolar es que es de tipo anisotrépica y de largo alcance, asi que
en nuestro Hamiltoniano tendremos un término parecido al de interaccion de
contacto, solo que tendrd un término extra, el cual analizaremos como es que

afecta los resultados ya obtenidos por [25].

Para obtener el término de interaccién dipolar para el Hamiltoniano pri-
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mero debemos obtener el coeficiente que modula la interaccién dipolar. Es

decir tenemos que

(636 |taal Su ) / iz / 0261 (2) 6 (2 Yuaadn (@) o) (2.35)

pero como ya hemos dicho antes, el gas se encuentra demasiado diluido, por
lo supondremos que la interaccién dipolar también sélo sera entre pares de
particulas. Suponiendo esto y tomando que la interaccion u4q estd dada por

la ecuacion (33) entonces tenemos que:

/ da:/ da' ¢7 (2) 65 (2" ) uaapr (x) i (")

r3

/ d / 461 (@) () D22 ey (2.36)

En esta ultima ecuacion el angulo 6 que se forma entre el vector de posi-
ciéon que une a los dipolos y el vector de momento dipolar. La condicion para
que experimentalmente se pueda acceder a gases puramente dipolares es que
los dipolos estén alineados con un dngulo de 6 = 7, caso en el que la interac-
cién es totalmente de repulsion. Ademas para garantizar que el gas es estable
es necesario el restringir a una geometria prolata en la que los dipolos estan
alineados. Es por eso que podemos eliminar la dependencia angular dentro

de la integral, asi que la manera mas sencilla de escribir la integral es:

/ dx/ da' ¢ ()¢ (2') D 217 3COS€¢ ()i (")

r3

-0 [ / EEEEE @) 2

Asi obtenemos que el coeficiente de interaccion esta dado por:
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@itsluailonr) = D* [~ do [~ arsiwpeito T _1x,)3¢k<x>¢l<x'>
(2.38)
Ahora al igual que en el término tu..,; utilizaremos la transformacion lineal
que lleva de la base {¢;, a;, ai} a la base {1, b;, bj} Definimos:

Tuna =D [ do [~ argi@ei) S samat) @)

Asi que la suma de interaccion dipolar queda de la siguiente forma:

2

Z (0i0;|uaalndn)alatara; = Z T, jkaalatara (2.40)

%,5,k,1=0 %,5,k,1=0

Al momento de calcular las transformaciones lineal realizamos las mismas

consideraciones que en el caso de contacto, salvo un pequeno cambio:

1. Las interacciones pueden darse tanto en el mismo pozo como en po-
zos distintos, incluso entre los pozos 1 y 3, aunque dichas interacciones
seran reguladas por un coeficiente adicional para atenuar dichas inter-

acciones (Ver Apéndice A).

Una vez realizada la transformacién lineal el término de interaccion dipolar

queda de la siguiente forma:

Uga = Z(D101b1by + blblboby + biblbsbs

1
+b1b1bYby + by byblbs + gblblbgbg) (2.41)

con
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[e.e] [e.e] 1
T-D? / da / B @50 @) (2.42)
o o T—z
debido a que la base 1; es la base de las funciones localizadas, podemos
escoger las funciones que describan una funcién de onda muy localizada (como
puede ser una Gausiana) de forma que podemos garantizar que dicha integral
sea un numero real. Asi que finalmente podemos reescribir el término de

interaccion dipolar de la siguiente forma:

Uga = Z(D101byby + bblboby + bLblbsbs

1
+bibybby 4 bytbyblbs + gbIblbng (2.43)

De esta forma, hemos deducido un Hamiltoniano que de manera tedrica, des-
de el esquema cuantico, con el cual se pretende describir el comportamiento
de un gas de Bose un potencial de 3 pozos sometido a los efectos de la in-
teraccion dipolar entre atomos en 1D. El Hamiltoniano completo escrito en

forma completa es:

A
H=-" (b;bl + bibs + blby + bgbg) + U (b{biblbl + bibibaby + b§b§b3b3>

|
+U; ((b{b{blbl + bibibaby + bgb§b3b3> + blb1bib + blbablbs + < (b{b1b§b3>
(2.44)

Donde Uy =1 y U; = Z que son 2 parametros como valores numéricos, jus-

tificado en la deduccién anterior.

En éste y el capitulo anterior se estudiaron los elementos tanto teéricos
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como experimentales que fundamentan el trabajo de estudio que se desa-
rrollara durante los siguientes 2 capitulos. Analizaremos tanto los estados
estacionarios 0 eigenvectores con sus respectivas energias 6 eigenvalores, co-
mo la evolucién temporal de algunos estados iniciales |¥(0)) que podrian ser
de particular interés. Dicho estudio se llevard a cabo variando los parametros
sobre los que se tienen control en los experimentos directa o indirectamente,

COImo son:

1. El nimero total de particulas N;.
2. El coeficiente de interaccién de contacto U,.
3. El coeficiente de interaccion dipolar U;.

4. El estado inicial [¥(0)).



Capitulo 3
Estados Estacionarios .

En el capitulo anterior se dedujo el Hamiltoniano H con el cudl, se descri-
bird un gas de Bose interactuante atrapado en un potencial de 3 pozos. Como
se menciono, el sistema tiene interacciones entre pares de particulas dentro
de un mismo pozo de dos tipos, de contacto y dipolares, y mientras que
entre pozos diferentes las interacciones entre pares son sélo dipolares Dicho

Hamiltoniano es el siguiente:

A
H=-" (b;zn + bibs + blby + bgb2> + U (b{b{blbl + biblbaby + bgbgbgbg)

|
+U; ((bmblbl 4 bibibaby + bgb§b3b3> + blb1b3b + blbablbs + < (b{b1b§b3>)

éste resultado se obtuvo tomando en cuenta el efecto de las colisiones a bajas
temperaturas, las interacciones dipolares (eléctricas o magnéticas) dentro del

contexto de segunda cuantizacion.

Para este capitulo, bajo las hipdtesis discutidas en el anterior capitulo,

estudiaremos los valores (n;—1 2,3) los cuales representan el nimero de expec-
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tacion de particulas en cada pozo en los estados estacionarios de la matriz
H. En otras palabras, se analizara el valor de expectacion de la poblacion de

particulas en cada pozo en los eigenestados del Hamiltoniano H.

Para comenzar el estudio de los estados estacionarios describiremos de
manera general la construccion de las matrices con las cuales se estudiara nues-
tro sistema. La base que usamos para describir el comportamiento de las
particulas en los pozos de potencial es la de Fock, definida por los estados
{|n1, |n2, |n3)}, donde cada entrada representa el nimero de particulas en
cada pozo. El operador de nimero en dicha base esta definido de la siguiente

forma:

f; = blb;

donde b;r v b; son los operadores de creacién y aniquilacion asociados a la base
1; que son la base de funciones localizadas para los pozos de potencial. Una
vez que ya escogimos la base adecuada para describir nuestro sistema proce-
demos a crear la matriz del Hamiltoniano. Cabe recordar que los operadores

de creacién operan sobre dicha base de la siguiente forma:

blng) = Vg +1ln; +1) i =1,2,3

y el de aniquilacién:

Entonces los elementos o entradas de la matriz del Hamiltoniano estaran
definidas cuando aplicamos los operadores anteriores sobre la base de Fock.
Entonces con ésta base lo que estamos describiendo al estado |¥) = |ny, ng, ng)
es que fisicamente el pozo ¢ contiene n; particulas, siempre guardando la re-
laciéon de que la suma total debe ser N;. Entonces si sabemos que existen

N, particulas indistinguibles de naturaleza bosonica, el nimero de estados
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. . Nt+1)(Ni+2 .
diferentes sera 2 = %, en otras palabras {2 es el nimero de formas

en las que se pueden encontrar repartidas las /V; particulas entre los 3 pozos.
Esta cantidad define el tamano del espacio de la base de vectores que son

necesarios para describir nuestro sistema.

La manera en que colocaremos los coeficientes en las entradas seran:

1. Términos no diagonales Son los términos debido a la energia cinética

de las particulas.

A
——<n1, Ng, nglbgbl + b;bg + bJ{bQ + bgbg‘nl, No, n3> =

V2

<n1> na, n3|b;b1‘n/l7 n/27 n;}> + <n17 na, n3‘b£b3|n/17 nl27 n:%>+

A
V2

(1, ma, g blbals, ) + (1, m, mgblbaln’, m, i) | =

A
__{(M+WM%%W%HW%%H-mﬁm%@ﬂgw%%%@

V2

(nl + 1>n2(5n1+1,n/15n271,nl25n3,n/3) + (n3 + 1)n2<5n1,nl15n271,n/25n3+1,n;’)

2. Términos diagonales Estos términos corresponden a las interacciones
tanto de contacto como dipolares. Para simplificar el calculo sabemos
que si obtenemos los términos de contacto dipolar obtenemos ademas
los de contacto ya que el dipolar tiene un término adicional al de con-

tacto.
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(n1,m2,n3|by by Tb1by + byTbyTbyby + bs'hs bybs+

]_ i ! !
blTbleTbQ + bgTbgb;gTbg + gblTblbggTb;g‘nl, 712, TL3>

= <n1, na, n3|b1Tb1Tb1b1|n,17n/2a né) + <n1,n2, n3|b2Tb2TbeQ|n1,n;,n;)+
<n1,n2, n3|b3Tb3tb3b3|nlpn/27n;> + (nl,ng,ng\bﬂblbﬂbﬂn;, n/27n23>+

! ! I ]_ ! ! !
<n1, na, n3’b2Tbe3Tb3|n17 Ny, n3> + §<n17 na, n3‘b1blb3Tb3’n1a Ny, n3>

Operando b y b sobre los kets |n}, ny, ny) obtenemos:

=(ny — 1)(711)(5”1,”/1 , 5n2,n/2, 5n3,n;) + (ng — 1)(712)((5”17”/1 , 5n2’n/2, 5n3’n;)+

(Tlg - 1) (n3) <5n1,nl17 5n2,n/2’ 6n3,n/3) + (nl) (Tlg) (5n1,nl1’ 6n2,n/27 5n3,n/3)

Tns
+(7’L2) (n3) (5n1,n/1 ) 5n2,nl2’ 5n3,n;) + 8 (5711,71/1 ) 5n2,nl2’ 6”3771;,)

Donde
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. !/

5 1 sin;=mn,
1 =

n. . ’

e 0 sin; #n,

(2

Entonces una vez que tenemos las condiciones para colocar cada coeficiente

en la matriz, procedemos a crearla de la siguiente forma:

Ci Cig ... Cigoa Cigoz Cig—2 Cig-1 Cig
022

Co1 ... Coa-2 Caa-1 Caq

Donde 011 = <0,07Nt|070, Nt>, 012 = <O, 17Nt - 1|0,0, Nt>
... Ciq = (Nt,0,N0|0,0, Nt) ... Caq = (Nt,0,0[Nt,0,0)

Una vez que se ha construido el Hamiltoniano H asignando adecuadamente
sus posiciones a través de las 9, ,,/, procedemos a obtener los estados estacio-
narios (vectores propios de H) y sus respectivas energias (valores propios de
H) y éstos valores dependen directamente de N;, Uy y U;. En forma explicita

tenemos

H(Uo, U1)|¢n(Uo, Ur)) = €a(Uo, Ur)|pn(Uo, U)) (3.1)

Ahora el analisis se realizara por medio de el nimero de poblacién o particu-
las en cada pozo, representado por los valores de expectacién (n;) donde n;
es una matriz que describe el ntimero de particulas en dicho pozo. Estas ma-
trices se construyen en la misma base que la que se uso para representar al
Hamiltoniano, pero ya que los vectores base son ortonormales y que ademas
si queremos representar en nimero de particulas en cada pozo con los estados

|nlan27n3>-



46 Estados Estacionarios .

Es importante recalcar que las matrices que representaran cada uno de los
pozos es diagonal (por la propiedad de ortonormalidad) y que por lo tanto
las Unicas entradas se encontraran en la diagonal. Asi que los mismos estados
base nos indican las entradas en cada matriz.

Es por ésto que la construccién de cualquiera de los 3 pozos (N;) esta dada

en general por:

Cii 0 0 O

0 Cy 0 O

1 0 0 0 O
Ni=|— 3.2
<Nt) 0 0 0 O (3:2)

0 0 .0

0 0 0 Caa

donde los valores de Cy; = (0,0, N;|0,0, NV;), Co2 = (0,1, Ny — 1|0, 1, N, — 1)
Css = (L,0,N; — 1|1,0, Ny — 1) ... Cqoq = (N, 0,0/N¢,0,0) dependen del
nimero de particulas y el pozo que estamos describiendo, las entradas de las

matrices cambian. Por ejemplo con 5 particulas Ny sera:

00000O0DO0GO0O0DO
00000O0DO0O0O0O
00000O0DO0O0O0O
00000O0DO0O0O0O
leoooog(l)oooo (3.3)
0000030000
000000000
00000O0O0Z200
00000O0O0O0Z20
00000O0DO0GO0O01

Una vez construidas las matrices de los operadores de poblacién de cada
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pozo pasaremos a redefinir los coeficientes de las interacciones de contacto y

dipolar Uy y U; respectivamente, de la siguiente manera:

Us U,
A=20 N=2L
A’ A

Ahora realizaremos un anélisis de los valores de expectacién del ntimero de
particulas en cada pozo, utilizando los vectores propios de la matriz H y las
matrices NV; creadas para describir las poblaciones en cada uno de los pozos.
Una ventaja de éste Hamiltoniano es que para estudiarlo solo es necesario
estudiar el pozo 1 y 2, ya que debido a su simetria los pozos 1 y 3 tienen el
mismo comportamiento asi que con conocer cualquiera de los 2 por simetria

conoceremos los datos del otro.

Debido a que en la literatura se ha abordado el estudio del gas de Bose
con interacciones de contacto dentro del mismo pozo, pondremos especial
atencion en el estudio del gas considerando las interacciones dipolares, po-
dremos tomar valores &~ 0 para A ya que es el parametro de interaccién de
contacto para poder estudiar la fase dipolar del BEC. Esta aproximacién se

puede realizar debido a los resultados obtenidos en [15].

Dado que la dimension de la matriz H depende del nimero de particu-
las o dtomos (siendo dicha dimensién €2 x 2), se utilizard un programa de
computadora que permita realizar operaciones con matrices de dimensiones
muy grandes (en este caso Mathematica 8). Vale la pena resaltar que célculos
con numeros de particulas similares a los logran atrapar y condensar en los
laboratorios (que son del orden de ~ 10% 4tomos) son impracticables. El
nimero maximo de particulas que se estudiard nson N; = 50 y se tratara de

extrapolar los resultados obtenidos para nimeros mayores.



48 Estados Estacionarios .

3.1. Estudio de los estados estacionarios.

Por construccion, las energias y estados propios de H dependen de los parame-
tros A y Ay razén por la cual los diagramas de fase tienen como tnicos
parametros a éstos. Como se ha mencionado antes, el numero de estados es-
tacionarios es €2, entonces, conforme el niimero de particulas crece, el nimero
de diagramas que se tendrian que presentar creceria de la misma forma. Es
por esto que acotaremos los resultados para los estados con minima y maxima
energia. De ésta forma podremos interpolar los datos para energias interme-

dias.

Considerando que podemos encontrar 4 diferentes configuraciones inicia-
les en que nuestro sistema puede tener estados iniciales, es decir, los diferentes
signos que pueden tener nuestros coeficientes de interaccién, seran incluidos
en el diagrama de fases llegando incluso a los regimenes de interaccién ultra-
fuerte (valores de A, Ay ~ 4).

También se tomara en cuenta el cambio de las fases posibles debido al
incremento o disminucién en el niumero de particulas (30 y 50 particulas),
de tal forma que podamos concluir en algiin momento si éste estudio de los
estados estacionarios se puede extrapolar al caso de 100 o méas particulas, el

cual se encuentra restringido por el cémputo.

3.2. [Estados estacionarios con minima energia

Para el caso en que tenemos el estado estacionario con minima energia pode-
mos observar que existen 4 principales regiones, las cuales pueden observarse
en las graficas 3.1 y 3.2. El cédigo de color senala las diferentes fases que
puede tener el sistema; de negro a blanco significa ir de oscilaciones coheren-
tes o de Josephson a un régimen de auto- atrapamiento en el que los atomos

permanecen confinados en el sitio en el que iniciaron. Es pertinente aclarar
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que el estado de oscilaciones coherentes es también conocido como estado
“superfluido”. En la primera es posible distinguir de manera muy clara que

el estado estacionario |0, N, 0):

1. —4<AA1<0
2. 4 <A <-2A <0

3.0< A <-A<4

47\
2,
< 0f
_2F
_47\ L L L L . . 1 . . . L L L
—4 ~2 0 2 4
A

Figura 3.1: Valores de (ng) como funcion de A y Ay para el estado estacionario
con minima energia para 50 particulas.

y también podemos encontrar el estado de Fock |%, %, %) con la aclaracién

de que mas bien serfa [4] (los corchetes indican parte entera), o sea que se
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presenta un estado estacionario en el que el total de las particulas se reparte
en la misma proporciéon entre los 3 pozos. El sistema puede presentar ésta

fase la region de valores A y Aq:
1. 0<AA <4

2. 0< A, A < —A

-4 -2 0 2 4
A

Figura 3.2: Valores de (ny +ns) como funcion de A y Ay para el estado estacio-
nario con minima energia para 50 particulas.

La tercera fase es cuando la cantidad de particulas N, se reparte entre los

Nt
2

de encontrar una sola particula en el pozo 2. Esta se puede observar para

pozos 1y 3 dado por el estado de Fock |5, 0, %), con una probabilidad nula

valores para en el intervalo(fig 3.2):
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10<A1yA<A1

Por 1ltimo existe una fase interesante en la regién de valores A y Ay ya que
el niimero de expectacion de particulas para (ny + ns) (ny +ns) ~ es de 0.5
(fig 3.2), es decir que la mitad de las particulas se mantienen en el pozo 2 y
que el resto se reparten entre los pozos 1 y 3. Los valores aproximados estan

en el intervalo

1. 2A; < A<-Ajcon0 <A
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3.3. Estados estacionarios con maxima energia

En el caso de estados estacionarios con mayor energia, los que sucede es que
el sistema presenta exactamente la misma estructura de fases pero con la

energia de dicho estado es de signo contrario.

Esto se debe a que el Hamiltoniano H es simétrico y por tanto los valores
propios se duplican, si tomamos el valor absoluto de todos. Para los casos de
méxima energfa (figs. 3.3, 3.4) y minima energia (3.1, 3.2) podemos observar
los diagramas de fase simplemente fueron rotados, producto del cambio de
signo, sin perder la cantidad y el tipo de fases a las que el sistema puede

acceder dado un estado inicial.

Figura 3.3: Valores de (n3) como funcién de A y Ay para el estado estacionario
con mdxima energia para 50 particulas.
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Figura 3.4: Valores de (ny + ns3) como funcion de A y Ay para el estado estacio-
narto con mdxima energia para 50 particulas.

Es relativamente facil deducir de las graficas que el signo de las interacciones
toma un papel relevante en las fases que puede tomar el sistema en una
evolucion temporal, que es el siguiente paso en el estudio de nuestro sistema.
Ya que en la evolucién temporal tenemos 4 variables (nimero de particulas
Ny,estado inicial |U(0)) coeficientes de interaccion {A, A1} y el tiempo de
evolucién 1) trataremos de limitar el intervalo de posibles valores para cada

uno.
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3.4. Reduccion del intervalo de valores de A

y Ay

En la seccién anterior se observaron las 4 diferentes fases que puede presen-
tar el sistema para un numero fijo de particulas. Ahora que si se reduce el
intervalo de A y A; el sistema puede seguir presentando dichas fases, como

se muestra a continuacion.

Las dos graficas (fig. 3.5) siguientes demuestran que el intervalo de valores
para A y A; puede ser reducido de manera significativa, limitando el intervalo
de dichas variables. Este resultado es relevante en el siguiente capitulo para
el cudl al agregar 2 nuevas variables que son el tiempo 7 y el estado inicial
|W(0)) ya que la cantidad de pardmetros y los intervalos de valores de los
mismos puede hacer que el estudio de evolucién temporal sea demasiado

largo tal vez infructuoso en algunos casos.

Como mencionamos al inicio, la intencién de éste capitulo es mostrar las
diferentes fases que puede presentar el sistema variando los parametros de
interaccién de contacto y dipolar, acotando los resultados por los estados con

maxima y minima energia.

En este capitulo se muestra que los posibles estados estacionarios a los
que puede acceder el sistema son 4, tomando en cuenta que dichos resulta-
dos se pueden interpolar a las energias a las que puede acceder el sistema y
basados en éstos resultados podremos predecir que en la evoluciéon temporal
podremos encontrar fases de autoatrapamiento y oscilaciones de los valores
de expectacién alrededor de los estados estacionarios, dependiendo del estado

inicial, ya que serd la energia con que el sistema inicie.
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Figura 3.5: Diagrama de fases de (N2) con el estado estacionario de minima
energia (panel superior) y (N1 + N3) con el estado estacionario de mdzima energia
(panel superior)en el intervalo de valores [-0.5,0.5] para A y A;.
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Vale la pena resaltar que el andlisis aqui presentado es una mejora a los
calculos conocidos en la literatura en el sentido que se estudia la dependencia
con el nimero de particulas. Ademas se considerd una geometria de confina-
miento diferente, tal que la interaccion entre dipolos y la forma de la trampa

garantizan la estabilidad del gas cuédntico.



Capitulo 4
Evolucién temporal.

En el capitulo anterior se realizé un estudio de los estados estacionarios del
Hamiltomiano H deducido en el capitulo 2 para valores de A y Ay en el in-
tervalo de valores [—4,4], dicho andlisis se hizo considerando solamente los
estados estacionarios que tienen la menor y la mayor energia del sistema. En
este capitulo se estudiara la dinamica del sistema para condiciones iniciales
dadas. Particularmente se analizard la influencia del tamano del sistema en

su evolucion temporal y trataremos de extrapolar los resultados.

Debido a que el nimero de estados del sistema se escala cuadraticamente

= w donde N; es el nimero total

de particulas) que se encuentran contenidos en el sistema, sélo escogeremos

con el nimero de particulas (2

3 estados iniciales que pudieran tener mayor relevancia para éste sistema.
Una consideracién esencial es que el nimero de particulas total es constan-
te, o sea que N; = N; + Ny + N3, ésta condicion quiere decir que una vez
condensado y atrapado en un potencial, el niimero particulas polares (*2C'r
como se ha mencionado anteriormente) permanece constante durante toda la
evolucion temporal dentro de la trampa. Esto puede ser justificado debido a
que de forma préctica las particulas ocupan los niveles menos energéticos de

la trampa, esto es los de la primera banda, y se puede suponer que ninguna
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particula escapa.

Para realizar la evolucién temporal de algin estado |¥(0)) debemos re-

cordar lo siguiente:
Sea un estado inicial:

[W(0)) = [}, ng, m3) (4.1)

donde N? denotan el niimero de particulas que hay inicialmente en el pozo
i-ésimo al tiempo 0. Cualquier estado arbitrario puede ser expresado como

una superposicién de los vectores propios de la matriz H {|v,,)} como sigue:

W(0)) = Culthn) (4.2)

Si multiplicamos por la izquierda por algin estado |,,) obtendremos el si-

guiente resultado:

Q
W U(0)) = D Coltbmlifn) (4.3)
n=0
pero como la base es ortonormal:
Q
(] (0)) =D Cobpm = Cim (4.4)
n=0

De modo que podemos escribir la evolucién temporal de un estado arbi-

trario |¥(0)) como:

(1)) = eap(—)|w(0) (4.5

Esta ultima ecuacién se puede escribir de la siguiente forma, suponiendo

que se ha diagonalizado H:
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Q Q
(1) = eap (‘“”) SO ) = SO eap () 02)
n=0 n=0

(4.6)
donde €, es el n valor propio asociado al ¢, ya que el operador de evolucion
esta actuando sobre dichos estados estacionarios. Y dado que el capitulo an-
terior ya habiamos obtenidos los vectores y valores propios de H, podemos
conocer la evolucién temporal de cualquier estado inicial |[¥(0)). En concre-
to, seran los valores esperados del niumero de particulas lo que estudiaremos
como funcion del tiempo, analizaremos la evolucion temporal de los niimeros
de ocupacién para algunos estados iniciales que no son estacionarios. Cabe
mencionar que debido al incremento del orden de ~ N? del ntimero de posi-

bles estados del sistema s6lo podremos estudiar algunos.

El estudio del valor de expectacion para algin pozo N; con i = 1,2,3

para algin 7 > 0 puede ser escrito:

(ni(7)) = (W()|ni(T)[ V(7)) (4.7)

donde definimos a como 7 = At para trabajar en términos unidades adimen-

sionales.

Para el andlisis de la evolucion temporal tendremos 3 parametros princi-
palmente: N; que es el numero total de particulas, A = %1 que es el coeficiente
que modula las interacciones de contacto y A’ = % que modula las interac-

ciones dipolares.

Al igual que en el capitulo anterior, se utilizard el mismo programa de
manejo de matrices para realizar la evolucién temporal, asi como las graficas

de los valores esperados de particulas en cada uno de los pozos. Cabe mencio-
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nar que tanto la matriz H como los vectores propios estan escritos en la base
de Fock ({|n%,n%, n%)} con i = 1,2,3). Dichos vectores de estado etiquetan
el nimero de particulas que hay en cada pozo. Por ejemplo, si tomamos el
estado |V, 0,0) quiere decir fisicamente que todas las particulas se encuen-

tran en el pozo 1.

Tomaremos como el estados iniciales |¥(0)) = |V, 0, 0), [¥(0)) = |0, N¢, 0)
y |¥(0)) = %, %, %), es decir que supongamos que todas las particulas
estan inicialmente en el pozo de la izquierda, en pozo de en medio del arreglo
6 que en promedio todos los pozos tengan el mismo nimero de particulas.
Asi que una vez fijado el estado inicial, procedemos a utilizar el programa
para ver el comportamiento de los valores esperados de poblacién de particu-
las para cada uno de los pozos conforme evoluciona en el tiempo. Debido a
la conservacién del numero de particulas total N; particulas estudiaremos los

pozos (N1) y (N2) y por completez sabremos lo que sucede en (N3)

Como hemos mencionado antes tenemos 3 parametros que podemos va-
riar. Pero un aspecto importante que debemos tomar en cuenta es el tiempo
en que la computadora tarda en obtener los valores y vectores propios ademas
de la evolucién temporal del estado |¥(0)). Es por eso que primero revisare-

mos el efecto que tiene el nimero de particulas sobre el sistema.

El analisis que a continuacién se presenta se realizé para todos los estados
iniciales arriba mencionados . Sin embargo para mostrar los rasgos que carac-
terizan la evoluciéon temporal como funcién de los pardametros, se presentaran
solamente graficas ilustrativas cada vez que cualitativamente los resultados
sean equivalentes. Como ya hemos mencionado, los calculos numéricos nos

permiten tnicamente llegar a un maximo de 100 particulas.
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4.1. Efecto del nimero de particulas.

Una vez que hemos fijado los 3 estados iniciales |¥(0)) a estudiar, analizare-
mos el efecto que tiene el nimero de particulas sobre la trampa de 3 pozos
que hemos elegido en éste trabajo. En trabajos previos [25, 26| se estudiaron
3 diferentes configuraciones de trampas, variando el coeficiente de interac-
cién de contacto A y el nimero de particulas Ny, cuya descripcién tedrica

esta dada por el siguiente Hamiltoniano:

1

V2

Por lo que si en nuestro Hamiltoniano tomamos a A;=0 debemos obtener

i = <b§b1 4 blby + biby + bng) A (b{b{blbl + blblbob + bgbgbgbg)

los mismos resultados. Con base en base los estudios anteriores, se toma un
intervalo de valores para A y Ay, en los cuales los estados iniciales propuestos

presentan propiedades notables.

4.1.1. Gas totalmente dipolar (A=0.0)

Ya que los experimentos indican que podemos estudiar un gas puramente
dipolar [15] procederemos a estudiar la evolucién temporal para el hamil-
toniano deducido en el capitulo 2, pero con la omision de los términos de

interaccién de contacto y utilizando valores de A; entre 0.1 y 0.001.

Como ejemplo representativo para mostrar la existencia de la fase de
Auto — atrapamiento se considera al estado inicial U(0) = |0, N, 0). Se
observa que el estado auto-atrapado o localizacién de las particulas en la
condicion inicial, ocurre para un valor de A; constante a medida que ntiimero
de particulas se incrementa (fig. 4.1), es decir, las particulas dejan de oscilar
entre los pozos conforme el nimero de estas aumenta hasta llegar a un N,

que depende del valor de Ay en el cual se quedan practicamente todas en el
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mismo pozo en el que iniciaron.
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Figura 4.1: Evolucion temporal de (N1) (panel superior) y (Na2) (panel inferior)
del estado inicial |0, Ny, 0) con Ay = 0.1 para Ny = 30 (rojo), 50 (azul), 80 (Verde)
y 100 (negro).

Para 100 particulas encontramos que 0.1 es un valor critico para que el siste-
ma muestre la fase de Auto — atrapamiento. Mientras que para un ntmero

menor de particulas el sistema no presenta dicha fase. Este resultado cumple
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para cualquiera de los estados iniciales propuestos, mostrando que para el
fenéomeno de Auto — atrapamiento no existe una dependencia con el estado

inicial.

Si ahora tomamos el estado inicial |¥(0)) = |Nt,0,0) y estudiamos nue-
vamente la evolucién temporal de los mismos pozos para un valor de Ay =
0.01, considerando los mismos nimeros de particulas que el caso anterior,
podemos observar que existe un cambio de fase del Auto — atrapamiento al
de Super fluidez, donde el nimero de particulas llega a oscilar alrededor de
un estado estacionario (N;—123) = &+ (fig. 4.2). El tiempo de relajamiento es
el tiempo que tarde el sistema en alcanzar el estado de equilibrio. Para cual-
quier interaccién diferente de cero la poblacién de particulas en cada pozo
oscila hasta alcanzar un valor constante, en el que permanece por un periodo
de tiempo, después del cual reaparecen las oscilaciones. A este fenémeno se
le conoce como recurrencias inducidas por el tamano finito del sistema bajo

estudio.

Ahora que ya encontramos la fase de Auto — atrapamiento para 100
particulas, estudiaremos el efecto que provocan los términos de interaccion
no local en la evolucion temporal para algin valor en el que el sistema se

encuentra en la fase de Super fluidez.
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Figura 4.2: Evolucion temporal de (N1) (panel superior) y (Na) (panel inferior)
del estado inicial | N, 0,0) con Ay = 0.01 para Ny = 30, 50, 80 y 100 particulas.
La fase de Super fluidez aparece para valores menores de 0.1 del coeficiente de
interaccion dipolar. Para este caso el numero de particulas en promedio es igual
en los 8 pozos.

En otras palabras se quiere explorar el término de interaccién que tiene contri-
buciones de largo alcance o no locales. Dichos términos solo estan presentes

en la descripcién de la interaccién dipolar. En particular nos referimos al
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término biblbgbg + b;bgbgbg + % (biblbgbg) que describe las interacciones entre

particulas que no se encuentran en el mismo pozo.

1.0~

0.8

0.61

(Ny1)
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1.0/~

0.8

(N2)
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Figura 4.3: Evolucion temporal de (N1) y (N2) (paneles superior e inferior res-
pectivamente), para Ay =0.01 para 30, 50, 80 y 100 particulas con el estado inicial

|%, %, %} Ambas grdficas tienen el estado inicial | N, 0,0).

Esta contribucion da lugar a observar la dependencia del tiempo de re-
lajamiento como funcién del nimero de particulas. Conforme el nimero de

particulas aumenta, el tiempo de relajamiento es menor y que al igual que
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en [26] después de un cierto tiempo el sistema recurre y éstas se presentan
en un tiempo menor conforme es menor el nimero de particulas (figs. 4.2 y
4.3). Aun mas, la amplitud de las oscilaciones en las recurrencias del sistema

diminuyen conforme el nimero de particulas crece, tal comportamiento se

&&&>
37373

(fig. 4.3), siendo congruente con los resultados anteriores de localizacion.

puede apreciar claramente para los estados iniciales | N, 0,0) y

4.1.2. Variacion del coeficiente de interacciéon dipolar
Ay

Todavia en el régimen dipolar, tomaremos valores menores a 0.1 para saber
como es que influye una interaccién menor de las particulas en el sistema, a
fin de tratar de parametrizar en la medida de lo posible cada variable para
que a futuro se tome como referencia en trabajos tedricos o incluso en expe-

rimentos.

Ahora bien para N;=100, cuando A; toma valores de 0.01 y 0.001 (fig.
4.4), el tiempo de relajamiento se escala en un orden de magnitud. En lo que
respecta a las oscilaciones, durante los periodos de recurrencia se observa un
coherencia mayor para A; =0.001 en relacién a A; =0.01, incluso se puede

distinguir una frecuencia de oscilacion al igual que una envolvente.

En resumen, la evolucién temporal del sistema bajo estudio, posee una
alta sensibilidad tanto a cambios en el valor se A, como en el nimero de

particulas.
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Figura 4.4: Grdficas de la evolucion temporal de los pozos (N1) y (N2) (naran-
ja y gris respectivamente) con el estado inicial es [N, 0,0) y Ny=100.Conforme
disminuye el valor de Ay las oscilaciones de la particulas entre los pozos aumenta
tanto en frecuencia como en amplitud. Ademds el tiempo de relajamiento aumenta
de manera considerable.

Esto quiere decir que para un valor de A fijo, en el régimen de Super fluidez
se observa que entre menor nimero de particulas la cantidad de éstas que

oscilan entre los pozos es mayor. Es decir que tienen una mayor libertad de



68 Evolucion temporal.

movimiento entre los pozos, siendo confirmando con un razonamiento comun,
dado que al existir un niimero menor de particulas, el nimero de interacciones

es menor y por tanto tienen mayor libertad de tunelear.

4.2. Gas con interacciones de contacto y di-

polares

Ahora cambiando la hipdtesis, se incluyen las interacciones de contacto pero
con un valor pequeno. Si fijamos un valor de A; 10 6 100 veces mayor que A
para verlo como una perturbacién del sistema debida a colisiones entre pares
de particulas, podemos observar que se tienen los mismos resultados como si

no existiera interaccién de contacto.

En la seccion anterior encontramos que para 100 particulas el valor 0.1 es en
el cual aparece la fase de Auto — atrapamiento, y si agregamos la interaccion
de contacto obtenemos los mismos resultados no importando el estado inicial
(fig. 4.5).

Si ahora tomamos el mismo valor para dos coeficientes de interaccién A; =0.01,

el sistema sigue sin presentar una fase de Auto — atrapamiento (fig. 4.6).
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Figura 4.5:

Evolucion temporal del nimero de poblacion (Ny)(gris) y

(N2) (naranja) con los estados iniciales | Ny, 0, 0) (panel superior) y |0, N, 0) (panel
inferior) para 100 particulas con valores de Ay=0.1 y A=0.001.

Por 1ltimo para el caso en que los coeficientes de interaccién son del mismo

orden de magnitud pero muy pequenos, del orden de 0.001 (fig. 4.7), se sigue

comprobando que a medida que los coeficientes de interaccion disminuyen, el

sistema tarda un tiempo mayor para llegar a oscilar alrededor de un estado

estacionario, es decir, el tiempo de relajamiento aumenta.



(Ni)

70 Evoluciéon temporal.
ity

1.0 T T :
0.8
0.6
o4 ' T o
ww st ‘\J\‘".;:’I.‘\I\. &:‘l\ ,;U Eu_v. 1) rl-\ wirtd A a!,ﬁi;;;\w..e.r.r-p‘;al ﬁb#lmﬁw&%{;\fhﬂ
0.2f
0.0~ :
0 200

400 600 800 1000

1.0

0.8}

0.6}

(Ni)

0.0": : : : : :
0 200 400 600 800 1000

T

Figura 4.6: Para los estados iniciales |%, %(panelinferior), %) y |N¢,0,0) (pa-

nel superior) el sistema presenta la fase de Super fluidez con valores A=0.01 y
A=0.001.
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Figura 4.7: FEl tz’empo de relajamiento en cualquiera de los estados iniciales

|N¢,0,0) ¢ | 3f, 3f, Tt> sigue alargdndose conforme el valor de la interaccion dipo-

lar disminuye, sin importar el estado inicial.

Finalmente hay que agregar un detalle en nuestro sistema, que es el hecho de
que para 100 particulas con valores menores A; = 0.1 (fig. 4.7), los estados

estacionarios que se alcanzan en cada pozo dependen fuertemente del estado
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inicial. Esta caracteristica se exhibe en la fig. 4.8.
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Figura 4.8: Si el total de particulas comienza en el pozo 1 (parte panel de la
figura), en promedio el nimero de particulas que se encontrardn en dicho pozo
serd mayor que en el pozo 2, mismo caso sucede cuando tomamos el estado inicial
|0, Ny, 0) (panel inferior).
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4.3. Comparacion entre las interacciones di-

polar y de contacto.

Una vez dados los pardmetros para los cuales existe el Auto — atrapamiento
de las particulas en un pozo determinado de nuestro sistema para N;=100,

estudiaremos el caso de 30 para comparar los resultados con [25, 26] .

Para comparar la evolucion temporal para los casos en los que solo se
tiene interaccion de contacto o solamente interaccién dipolar se tomaron los

siguientes casos:

1. A=0.1y A; =0 (fig. 4.9 panel superior)

2. A=0y A; =0.1 (fig. 4.9 panel inferior)

la fase de Auto — atrapamiento que se presentaba en las interacciones pura-
mente de contacto, desaparece cuando se considera tinicamente la contribu-
cion dipolar, mostrando el caracter no local de dicha interaccion.Vale la pena

resaltar que los términos de pozos contiguos son determinantes en éste caso.

Al disminuir el valor de los coeficientes, el sistema presenta una fase de
Super fluidez (fig. 4.10) en ambos casos, una vez més mostrando ese tiempo
mas largo de relajamiento caracteristico de la interaccion dipolar con ampli-

tudes de oscilacion mayores a las de contacto.
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Figura 4.9: En el caso de interaccion unicamente de contacto se observa Auto —
atrapamiento para un valor de A =0.1 con Ny=30. Mientras que para el caso
totalmente dipolar (A; =0.1) se observa una fase de Super fluidez.
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Figura 4.10: Evolucion temporal de los pozos 1(gris) y 2(naranja) con el mis-
mo estado inicial considerando interaccion de contacto A =0.01 y Ay =0(panel
superior) y dipolar A=0 y A1 (panel inferior).
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Para finalizar el estudio de éste sistema, se hizo un anélisis de la dependencia
del producto entre el nimero de particulas /V; y el coeficiente que caracteriza
la interaccién, con el objetivo de determinar un valor critico de dicho pro-
ducto para el cual se observa la fase de Auto — atrapamiento en el sistema.
De manera ilustrativa se muestran dos ejemplos para valores de N;=30, 50

con valores de A;=0.3 y 0.2 respectivamente (fig. 4.11).
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Figura 4.11: Figuras de la evolucién temporal de los pozos 1 (Ny)(gris) y (Na)en
las que se muestra la fase de Auto— atrapamiento para los casos de Ny =30 (panel
superior) y Ny =50 (panel infeior).
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Por lo que si producto del niimero de particulas N; y el coeficiente de
interaccion dipolar Ay es &~ < 10, el sistema presentara Super fluidez y para
cantidades mayores de esa relacion presentara Auto — atrapamiento.

Es importante recalcar que se considera que el sistema se encuentra en la
fase de Auto— atrapamiento cuando el porcentaje de particulas que tunelean
a través de los pozos es menor al 5%, es decir, que cuando los valores de

expectacion de poblacion en cada pozo sea superior en todo momento a 0,95.



Capitulo 5
Conclusiones.

En este trabajo de tesis las actividades realizadas fueron las siguientes:

1. En el capitulo 1 se hizo una revisiéon de las principales técnicas de
enfriamiento con las cuales puede llegar a crearse un BEC en un expe-
rimento real. En particular, se hizo énfasis en las consideraciones que
deben tenerse para lograr un condensado de dtomos de 52Cr ya que
tienen un momento dipolar magnético muy grande en comparacién con
otros atomos (6 y). Ademas las diferentes configuraciones de trampas

magneto-6pticas en las cuales se pueden construir sistemas de pozos en
1-D.

2. En el capitulo 2 se revisé el formalismo de la Segunda Cuantizacion,
herramienta con la cual se lleva a cabo el estudio de sistemas de mu-
chos cuerpos. Dentro del mismo capitulo también se explord la teoria
de interacciones entre particulas a bajas energias ya que las tempera-
turas que se llegan a alcanzar en éstos pueden ser del orden de nK. El
objetivo principal en este capitulo fue el establecimiento de un Hamil-
toniano para representar el sistema en consideracion, encontrando que
estd compuesto de 3 términos: el de tunelaje entre pozos adyacentes,

el debido a las interacciones de contacto locales, y la contribucién que
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considera las interacciones dipolares.

3. En el capitulo 3 se estudiaron los estados estacionarios del Hamiltoniano
arriba descrito. Debido a que el tamano de la matriz H depende del
nimero de particulas, y por tanto el nimero de estados estacionarios
también, se acotaron los resultados con los estados estacionarios con
maxima y minima energia, suponiendo que podemos interpolar y que
las fases a las que el sistema puede acceder también estan acotadas por

éstos.

4. Finalmente en el capitulo 4 se estudié la evolucion temporal del sistema,
en particular se analiz6 el comportamiento temporal de la poblacion de
particulas en los pozos ni, ny y n3 como funcién de los parametros.
Para éste propésito se consideraron diferentes estados iniciales |W(0)) y
se variaron los coeficientes que modulan la interaccion de contacto y di-

polar. Ademas se establecié la dependencia con el nimero de particulas

N;.

Para un sistema de Bosones dipolares confinados en 3 pozos en 1-D las in-
teracciones pueden ser determinantes. Debido a que se tratan de sistemas
reales, la dependencia del tipo de interaccion entre las particulas o atomos
influye de manera importante tanto para confinarlos en una trampa en un
experimento de laboratorio como para estudiarlos teéricamente. Mediante la
lectura de trabajos experimentales se llegé a la conclusién de que las interac-
ciones repulsivas son las que facilitan la estabilidad de los condensados en las
trampas. Es por esto que se determiné que en nuestro Hamiltoniano dichas
interacciones fueran del mismo signo y de signo contrario al término de la

energia de tunelaje o cinética.

Atun asi, en el capitulo 3 se crearon diagramas de fase en los que los coe-
ficientes de interacciéon A y A; toman valores entre 4 y -4 para 50 particulas

(debido a las restricciones compotacionales) con los estados . Se obtuvo que
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aun reduciendo el intervalo a [-0.5, 0.5 | el sistema sigue accediendo a todas
las posibles fase. Con este resultado en mente se incrementé y disminuyé el
numero de particulas en éste mismo intervalo para lo poder observar posibles
fases que no se presentara en el caso de 50 particulas, llegando a la conclusion
de que el sistema puede sélo tener éstas 4 fases en los estados estacionarios
lo que por resultado nos dice que los dos parametros que determinan el ti-
po de oscilacion y el estado estacionario al que llegaran. Quiza el resultado
mas interesante es que tanto en todos los diagramas de fase para los estados
estacionarios con maxima y minima energia se muestra que existe un estado
inicial y un par de valores para A y A; en las que el efecto Josephson se

observa claramente entre los pozos 1 y 3.

Finalmente en el capitulo 4, lo que se hizo fue un analisis enfatizandonos
en el gas puramente dipolar, para un valor fijo del coeficiente de interaccién
dipolar, al incrementarse el niimero de particulas hace que éstas empiezan a
dejar de oscilar entre los pozos que se encuentran inicialmente, llegando a un
par de valores criticos A; y N, en el las particulas se confinan en su totalidad.
En cuanto al estudio de la fase de Super fluidez, fijando ahora N; el efecto
que se observa es que a menor coeficiente de interaccion dipolar el sistema
toma un tiempo mayor en llegar al estado estacionario al que llega a oscilar.
Comparando con los resultados en los que se toman en cuenta tnicamente
interacciones de contacto [25, 26] para el caso de 30 particulas debido a los
términos de interaccion entre pozos en el caso dipolar, el coeficiente de inter-

accion debe ser mayor que en el caso de la interaccion puramente de contacto.

Se encontro que existe un valor critico en el producto entre el nimero de
particulas y el coeficiente que regula las interacciones dipolares entre particu-
las para el cual existe una transicién de la fase de superfluidez a la fase de

auto-atrapamiento.
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Conclusiones.




Apéndice A

Justificacién del valor i en el

o

Hamiltoniano

El término de nuestro Hamiltoniao con el cual queremos describir las
interacciones no locales, que son las dipolares, tienen términos cruzados adi-
cionales, es decir, operadores de creacion y aniquilacién de diferentes pozos
multiplicados.

Pero el iltimo término el cual describe las interacciones de mayor alcance

tiene la forma:

1
ab{blbgbg

donde el pardmetro o depende de la geometria de V. (x). Dicho pardmetro

estd definido de como el cociente:

E(o.,1
B E<(0:21)> (A42)
donde E(o,,l) es la energia de interaccién entre dos nubes Gaussianas con
amplitud o, a lo largo del eje x separadas por una distancia [. Ahora, ya que
en los experimentos reales tenemos nubes de 3 dimensiones, supongamos que

oy, 0, son tan pequenos que son despreciables ya que como hemos dicho en
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el tomamos el caso de 1D, entonces la energia F sélo dependera de o, y .

Bajo éstas suposiciones tomemos un par de densidades atomicas Gaus-

sianas:

IQ

o) = desp (5 ) 60)0)

2

ni(z,y,2) = Aexp (-%) 5y — 1)5(2)

con A la constante de normalizaciéon. Ahora calculando la energia de inter-

accion dipolar obtenemos que

exp [—(2* +2")/o?]
[(z + 2 + 1)

por lo que podemos observar que el cociente o depende de [/o. Dicha depen-

E(0g,1) /dmdm/ (A.3)

dencia se puede observar con mayor detalla en la fig. A.1[18]:

donde claramente podemos observar que si [ > o, el cociente tiende a
8. Dado nuestra base {¢} son funciones de onda localizadas y que ademads
los pozos 1 y 3 se encuentran separados de manera tal que cumplen las
condiciones anteriores podemos escribir el factor 1/8 en la interaccién entre

pOzos extremos.
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o’ 10" 17
fie,

Figura A.1: Grdfica que muestra la dependencia de o con el cociente | /0.
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