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Introduccion

Una funcién f con dominio en la coleccion de conjuntos de dos puntos de un conjunto dado X y
rango igual a X, se llama seleccion débil si la funcion evaluada en {x, y}, toma el valor ya sea de x
o de y para todo subconjunto {x,y} de X. La parte mds importante de esta tesis es la introduccién
de nuevas medidas exteriores, tipo Lebesgue, en los nimeros reales que se definen mediante una
seleccion débil en R. Con ellas se abre un tema nuevo en el drea de Teoria General de la Medida
que por sus caracteristicas ofrece una amplia gama de nuevos ejemplos, contraejemplos y resulta-
dos sorprendentes, ya que algunos de los que presentamos en éste trabajo van en contra de nuestra
intuicién basada en lo que aprendimos en nuestro curso basico de Andlisis Real. Podemos decir
que se ha abierto una infinidad de nuevas lineas de investigacion dentro de los temas de Densidades
y Topologias de Densidad y al final de éste trabajo concluimos con un listado de problemas que
son muy interesantes y ofrecen posibles temas para futuras tesis de posgrado. Las topologias in-
ducidas por selecciones débiles han sido ampliamente estudiadas, por ejemplo en [12], [13] y por
S. Garcia-Ferreira y M. Hrusdk donde se han probado propiedades de dichos espacios y descrito
contragjemplos para ver que tipo de propiedades topoldgicas no se cumplen. Es la primera vez que
las selecciones débiles se utilizan en Analisis Matematico y como se menciond antes, éste trabajo

propone una gran variedad de preguntas a resolver en ésta area.

Una medida es un nimero o cantidad que estima la dimension que ostenta un objeto, en matemaéticas
es una forma de asignar un nimero real positivo a los conjuntos. Intuitivamente se interpreta co-
mo el “tamafno”de estos, en ese sentido una medida es una generalizaciéon de los conceptos de
longitud, drea y volumen. Para que una funcién de conjuntos que asigna un ndmero real positivo
sea una medida debe satisfacer algunas condiciones, una importante es la aditividad numerable la
cual nos dice que el “tamafio”de la unién de una sucesién de subconjuntos disjuntos es igual a la
suma de los “tamafios”’de dichos subconjuntos. Aunque en general es imposible medir cada sub-
conjunto de un conjunto dado y satisfacer los otros axiomas de medida, éste problema fué resuelto
definiéndola s6lo en una subcoleccién del conjunto potencia; asi los subconjuntos en los cudles la
medida estd definida se llaman medibles y forman una o-algebra, esto es, uniones, intersecciones

y complementos de sucesiones de conjuntos medibles son medibles. Vale la pena mencionar que
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La Teoria de la Medida se desarroll6 a finales del siglo XIX y principios del XX, por Emile Borel,

Johann Radon y Maurice Fréchet, entre otros.

En el caso de los reales, la funcién longitud / de un intervalo acotado / con extremos a y b se define
como [(I) := b—a. ;| Es posible extender éste concepto de longitud a subconjuntos arbitrarios de R?
Cuando nos queremos contestar ésto recurrimos a lo que conocemos como Medida de Lebesgue
originada en 1901. Continuando al afio siguiente con el desarrollo de la integral de Lebesgue.
Ambas fueron incluidas en 1902 como parte del trabajo doctoral del matematico francés Henri
Lebesgue (1875-1941) bajo el titulo Intégrable, Longueur, Aire, siendo uno de los primeros en
hacerlo con detalle y aplicarlo con éxito a una gran cantidad de problemas de Andlisis Real y
Complejo, principalmente a la Teoria de las Series e Integrales de Fourier. Primero, anuncié su
trabajo de Teoria de la Medida e Integracién en cinco articulos publicados desde junio de 1899
hasta abril de 1901 en la revista Comptes Rendu de la Academia Francesa de Ciencias. En ellos
desarroll6 las ideas de Borel sobre medidas con gran claridad y generalidad, he introdujo la Medida
de Lebesgue axiomdticamente como una funcién definida en los conjuntos acotados de la linea real

tal que

1. Dos conjuntos iguales tienen la misma medida.

2. La medida de un conjunto el cual es la unién finita o numerable de conjuntos disjuntos a
pares, es la suma de las medidas de ellos.

3. La medida del intervalo (0, 1) es 1.

Después de ésto, introdujo la integral de Lebesgue la cual fué una aportacién totalmente nueva. Uno
de los resultados mds sobresaliente en la tesis de Lebesgue fué que para una sucesion de funciones
medibles (f,).en definidas sobre un conjunto medible E, tales que |f,(x)| < B para todo x en E y

todo nimero natural n, si lim,_,, f,(x) existe, entonces

fh’m fu(x) = lim ff,,(x).
En—>+oo n—+oo E

En 1908, Lebesgue generalizo éste resultado y obtuvo el famoso Teorema de Convergencia Domi-
nada de Lebesgue. Este resultado fué el producto de una larga busqueda para encontrar la solucién

al problema donde es permitido integrar series término a término.

Para extender la nocién de longitud, primero intentamos aproximar el tamafo de un subconjunto
A de R usando aquellos subconjuntos cuyo tamafio ya conocemos: los intervalos. La manera de
hacer ésto es, dado un subconjunto A lo cubrimos de manera numerable con intervalos y sumamos
las longitudes de todos los que componen la cubierta. Esto nos dard una aproximacién del tamaiio
del conjunto, siendo el infimo sobre todas las sumas de las longitudes de los intervalos en las

posibles cubiertas numerables del conjunto la medida exterior de Lebesgue para A. El primero
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en introducir una teoria general de medidas exteriores fué Constantin Carathéodory (1873-1950),
ésto para dar una base a la teoria de conjuntos medibles y funciones contablemente aditivas. El
trabajo de Carathéodory encontré muchas aplicaciones tales como la teoria conjuntista de medidas
y sobre todo, el propdsito de construir una medida exterior sobre todos los subconjuntos de X
es escoger una clase de subconjuntos que satisfagan la propiedad de aditividad numerable. Este
método es conocido como la construccién de Carathéodory y es una manera de obtener el concepto
de Medida de Lebesgue que es tan importante en muchas dreas de la matematica. Una de las grandes
aportaciones de ésta materia es ser la base para la axiomatizacioén de la Teoria de Probabilidades,
hecha por Kolmogoroff en 1933.

La clase de todos los conjuntos Lebesgue medibles tiene la misma cantidad de elementos de P(R).
Una pregunta natural serfa: ;Esta familia es igual al conjunto potencia de R? Un resultado debido a
S. M. Ulam (1930), el cual asumiendo la hipétesis del continuo, implica que no es posible extender
la nocién de subconjunto medible a todos los subconjuntos de R, asi que bajo esa suposicion la
respuesta es no. ;Qué podemos decir si ahora no consideramos ésta hipotesis? para contestar ésta
pregunta, uno puede intentar construir un subconjunto B C R tal que no es Lebesgue medible, o
asumir que tal conjunto existe e intentar ver donde se puede encontrar una contradiccién. G. Vitali
(1905), E. Bernstein (1908), H. Rademacher (1916) y otros construyeron tal conjunto asumiendo
el Axioma de Eleccion, El ejemplo de Vitali usé la propiedad de la invarianza en la translacion
de la medida de Lebesgue, mientras que el de Bernstein propiedades de regularidad. Rademacher
prové que cada conjunto de medida positiva incluye un conjunto no medible, clararamente todas
estas construcciones son bajo la suposicion del Axioma de Eleccion y Lebesgue mismo no las
aceptd. En 1970 R. Solovay prové que si se incluye el enunciado todos los subconjuntos de R son
Lebesgue medibles* como un axioma de la Teoria de Conjuntos, éste es consistente con los demds,

si no suponemos el Axioma de Eleccion.

La nocién de punto de Densidad fué definida a principios del siglo XX. Mientras que hasta 1952
aparecio la Topologia de Densidades que rapidamente se volvid un concepto importante. Este con-
cepto aparece por primera vez en los articulos de Haupt and Pauc (1952, 1954), aunque éstos articu-
los casi no tuvieron impacto en su época. Un estudio mads serio de la Topologia de Densidades data
de 1961, en los articulos de Goffman y Waterman junto con otras importantes contribuciones que
se pueden encontrar en articulos de Neugebauer, Nishiura y Tall. Esta pequefia resefia historica,
nos motiva a un estudio mas profundo de nuestras nuevas medidas, densidades y topologias para

enfocarlas hacia temas actuales y de amplio campo de investigacion.

La organizacién de éste trabajo de tesis estd dada de la siguiente manera:
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En el capitulo 1, se presentan los preliminares necesarios en Teoria de la Medida y Andlisis basico
para el desarrollo de lo que viene después, asi como un estudio un poco detallado de la Densidad
de Lebesgue y su topologia asociada, para presentar al lector la mayor cantidad de propiedades que
cumple el Espacio Topoldgico resultante y dar una caracterizacion lo mds completa posible. Esto
marca la pauta para cuando se defina una nueva densidad y se analize su topologia asociada. En
el segundo capitulo, ademds de introducir las nuevas medidas exteriores en R, se analizan algunas
propiedades ya sea de manera general o dando algun contraejemplo, que en la mayoria de los casos
desafian nuestra intuicion. Por dltimo, introducimos la 7-densidad asi como otras propuestas que
podrian ser ttiles cuando ciertos espacios de f-medida estén involucrados, terminando con una
lista de preguntas derivadas de lo estudiado en éste trabajo, ya que conforme avanzabamos en la
realizacion del mismo nos dimos cuenta de la cantidad de observaciones interesantes que se pueden

obtener con lo manejado en ésta tesis.



Capitulo 1
Preliminares

El propdsito de este capitulo preliminar es dar las principales definiciones basicas y los resultados
técnicos que serdn mencionados con frecuencia dentro de €sta tesis. Somos concientes que muchas
de éstas nociones son familiares para el lector, por esa razon sélo serdn enunciadas por referencia

y completez.

1. Conceptos generales

La diferencia de dos conjuntos A y B serd denotada por A \ B := {x €A :x¢ B} y su diferencia
simétrica A A B es el conjunto de puntos que pertenecen a uno de ellos pero no a ambos, es decir
esigual a (A \ B) U (B \ A). Dado A subconjunto de X, la funcion caracteristica x. : X — {(), 1}
estd dada por la regla

I si x€eA

0 si x¢A.

Una sucesion sera denotada por (x,,),cn. El continuo ¢ es la cardinalidad de los niimeros reales y la

xa(x) = {

cardinalidad de un conjunto X se representara por |X|.

Proposicion 1.1. Si A es un subconjunto numerable de R, entonces |R \ A| = «.

Para ver la demostracion de éste resultado consultar [4, p. 172].

Dado un conjunto distinto del vacio X, el conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de
dos puntos de X serd denotado por

[X]? = {F CX:|Fl= 2}.

La familia de conjuntos de dos puntos para un conjunto infinito es crucial para las nuevas medidas

exteriores que se introducirdn y estudiardn en el segundo capitulo.

Sean (X, 7) un espacio topologicoy B € X. A la cerradura y el interior de B con respecto a la
topologia 7 los representaremos como CI.(B) e Int.(B), respectivamente. En lo posterior, < deno-

tard el orden usual (Euclideano) de R y 7 denota la topologia inducida por dicho orden.

Definicion. ¥ C P(X), es un filtro en X si
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1.0¢7F.
2. A,Be ¥ implicaANBe7F.
3. AeF yAC BimplicaB e F.

e Como ejemplos de filtros podemos mencionar el filtro de Fréchet el cudl consiste en la familia

de subconjuntos cofinitos de un conjunto infinito. De manera dual tenemos el siguiente concepto.

Definicion. 7 C P(X), es un ideal en X si

1.0eT.
2. A,Be I implicaAUBE€ 1.
3.AcTyBCAimplicaBe 1.

A I se le llama o-ideal si | 0 An € 1 para (A)pen € 1.
e Si 7 esunideal sobre X, entonces ¥7 = {A C X : X\ A € T} denota el filtro dual del ideal 1. De

manera andloga, podemos definir el ideal dual 1+ de un filtro ¥ en X.

Algunos ejemplos de ideales son:

e EIl conjunto potencia P(X).

e La familia de todos los conjuntos finitos de un conjunto infinito X.

e Si (X, 7) es un espacio topologico, la familia de conjuntos magros y la familia de los conjuntos
densos en ninguna parte forman ideales en X

Recordemos a continuacion las nociones bésicas para definir los espacios de medida.

Definicion. Una coleccion (A de subconjuntos X se llama una dlgebra si cumple las siguientes

propiedades:

1.0, XeA
2.AUBeA, si A, BeHA
3.Ae A si AeA

Definicion. Un dlgebra S de subconjuntos X que es cerrada bajo uniones numerables, se llama

o-dlgebra.

Los siguientes resultados de los cursos basicos de Andlisis Matemdtico serdn muy utiles para estu-

diar las propiedades de Densidad.

Lema 1.2. Sean (a,),cn, (bp)nen Y (Cp)nen Sucesiones de niimeros reales tales que

lim a, = lim b,.

n—+oo n—+oo
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Si la sucesion (c,),en cumple para cada n € N que a, < c, < b,, entonces

lim ¢, = lim a, = lim b,.

n—+oo n—+oo n—+oo

., n—+o0o
Demostracion. Supongamos que a,,b, — h < +co. Sabemos que para € > 0 se cumple lo

siguiente:

1. Existe Ny € N tal que |a, — h| < € para todo n > Nj.
2. Existe N, € N tal que |b, — h| < € para todo n > N,.

Sea Ny = max {Nl, Nz}. Para todo n > Ny por (1) y (2) se obtiene que
(1.1) h—€e<a, y b,<h+e,

pero sabemos que para todo n, y en particular para todo n > Ny, se tiene a, < ¢, < b,. De ésta
desigualdad junto con 1.1 deducimos que

h—€e<c,<h+¢€ paratodo n> N,.

n—+oo

Como lo anterior se puede hacer para € > 0 arbitrario, entonces resultaquec, — h. =

Proposicion 1.3. Sean (a,),cn ¥ (bp)ncn sucesiones de niimeros reales. Entonces las siguientes

afirmaciones se cumplen.

I. liminf, . a, < limsup, ... a,.
2. =liminf,_, . a, = limsup,_,_ ., —a,.

3. Si las sucesiones son acotadas se tiene

liminf a, + liminf b,, < liminf(a, + b,) < lim sup(a, + b,) < limsup a,, + lim sup b,.

n—-+oo n—-+oo n—-+oo n 400 n—s+o0o n—>+00

Ademds, si una de las sucesiones es convergente, en (3) se dd la igualdad.

Demostracion. (1) Este resultado es claro por propiedades de infimo y supremo.

(2) Sean (y,)nen Y (Zu)nen subsucesiones de (a, ),y tales que

lim y, =liminfa, y - lim gz, =limsup —a,.
n—+oo n—-+oo n—+o0o n—+4o0
Entonces
—liminf, ., a, = —lim,_, Yn = lim,,, o —Yn
< limsup,_, . —a, = —lim,;0 2,

< —liminf,, e a,.
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(3) Como las sucesiones (a,)nen ¥ (bn)nen son acotadas poseen subsucesiones (dy ien Y (b)) jen
convergentes. Sean a y b sus limites, respectivamente. Por consiguiente,
limsup,_,, (@, +b,) =a+b = lim,ea, +1imj,ob,,
< limsup,_,. . a, +1limsup,_,, . b,.

Finalmente, si 1im,_,.. @, = a, entonces escogemos una subsucesion (b, ),en de (b,)nen tal que

lim, 1o by, = limsup,_, ., b,. Obteniendo de aqui lo siguiente:

limsup,_, . a, +limsup,_,, b, = a+lim, .« by

n

lim, o (a, + by,)

IA

limsup,_,,.(a, + b,).

Utilizando (1) y (2), obtenemos la otras desigualdades. [ |

Teorema 1.4. Sean X,Y espacios métricos y f : A — Y en donde A C X. Si p es punto de

acumulacion de A, se tiene entonces que
lim f(x) =q siysolosi lim,,of(py)=q
x—>p

para cada sucesion (p,).en en A, tal que para cada entero n, p, # p y lim,_,,copn = P-

Para ver la demostracion de éste resultado consultar [8, p. 84]. =
El teorema que a continuacion se presenta se le conoce como Teorema de Reordenacion para Series

Dobles.

Teorema 1.5. Sea (ay ;)i jen una sucesion doble de terminos positivosy o : N — NXN una
biyeccion. Entonces la serie Y2 aoyny converge si'y solo si las series

+o0 +00 +00

Zak’j’ YkeN y Zzak,j

Jj=1 k=1 j=1

son convergentes. Si es el caso, se tiene 3,5\ 375 @ j = 305 don)-

Para ver la demostracion de éste resultado consultar [1, p. 245]. =

2. Espacios de medida

Definicion. Sean X # 0 y C C P(X). Una funcion de conjuntos u : C — [0, +oo] es una medida
sobre C si

1. 0 € C cumpliéndose que u(0) =0
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2. Para una sucesion {A,} de subconjuntos disjuntos en C tal que |, A, € C, tenemos

UAn] = D H(A).

neN neN

u

A continuacién presentamos algunos ejemplos de medidas.

[¢]

Sea X = R. Consideremos la coleccion de subconjuntos C = {0,A : A € P(Q)}. Definimos
u:C — [0,+c0] como u(A) = 0.

o

Sea X un conjunto infinito no numerable y el dlgebra A = {A CX:AOb6A s ﬁnito}. Definimos
u: A — [0,+00) como
0 si Aesfinito

1 si  ACfes finito.

u(A) = {

o

Para X = N y cada ndmero natural n, sea y,, : P(N) — [0, +c0) definida de la siguiente manera:
fmeA :1<m<nj
" )

Mn(A) =

Si S es una o-dlgebra en X, entonces la funcién y : S — [0, +o00] dada por

n si |[Al=n
u(A) =
+00

si Al > w.

o

es una medida en conocida como la medida de conteo en X.

o Sea X un conjunto infinito y consideremos las sucesiones (x,),en € X'y (Pn)nen € R*. La funcién
o P(X) - [0, +co] definida como

pA) = > p;
{i:xi€A}

es la medida discreta con masa p; en x;. Si Y,7 p; = 1, se le conoce como medida de probabilidad

(discreta), o distribucion.

Definicion. Sea X # (. Una funcion de conjuntos u* : P(X) — [0, +o0] es una medida exterior si

cumple las siguientes propiedades:

L. )y @) =0y u"(A) >0 paracada A CX.
2. u*'(A) < u*(B) siempreque A CB. (Monotonia)
3. 1A < Y, M (Ay) st A =Uan An (Subaditividad)

o Cuando A es un dlgebra (no necesariamente una o-algebra) en X y ¢ una medida sobre A, para
A C X la funcién de conjuntos y* : P(X) — [0. + oo] definida como
wA) =Y Ay vieN@aeA) y Ac| a]
ieN ieN

es la medida exterior inducida por p.
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o Para nosotros, 4* representa la medida exterior de Lebesgue la cual se define de la siguiente

manera:

Para cada subconjunto A de R sea C,4 el conjunto de todas las sucesiones infinitas ((a,, b,]),ay de
intervalos semiabiertos tales que A C |, cii(@y, b,]. Entonces A4* : P(R) — [0, +o0] se define como
X(A) = { D (b= @) : (@ bal)yers € Ca,

neN
para cualquier A C R. La inclusion de ésta definicion nos justifica el nombre de "Medidas exteriores
tipo Lebesgue” que se le dardn a las medidas exteriores definidas por selecciones débiles sobre los

nameros reales.

Definicion. Sea y* una medida exterior sobre X. Un subconjunto A de X se dice que es u*-
medible (o s6lo medible) si para cada B C X se cumple

wW(B)=u (ANB) +u (AN B). (Condicion de Carathéodory)

e Denotamos por M, a la clase de todos los subconjuntos u*-medibles de X. En particular, M
serd la clase de todos los conjuntos Lebesgue medibles. Los subconjuntos de X tales que su medida
exterior sea cero, los representamos por N y se le llamara u*-nulos. Para la medida exterior de

Lebesgue, sus conjuntos A*-nulos se denotan por N.

Definicion. La tripleta (X, S, 1) es un espacio de medida si S es una o-dlgebra en X y u es una
medida sobre S.

Definicion. Un espacio de medida (X, S, u) es finito si u(X) < +oo y o-finito si X se puede
representar como la unién de una sucesion de conjuntos disjuntos en S los cudles tienen medida

exterior finita.

Definicion. Sean E C X y " una medida exterior en X. Un Kernel medible es un conjunto K C E
tal que u*(A) = O paratodoA C K\ E.

Definicion. Un espacio de medida (X, S, u) cumple con la condicion de cadena contable (es c.c.c)

si toda coleccién disjunta de elementos en S con medida positiva, es numerable.

Definicion. Si (X, S) es un espacio medible y A un subconjunto de X que pertenece a S, entonces

una funcién f : A — R es S-medible si satisface una de las siguientes condiciones?:

1. Para cada nimero real ¢ el conjunto {x €A f(x) < t} pertenece a S.
2. Para cada numero real 7 el conjunto {x €A f(x)< t} pertenece a S.

3. Para cada numero real 7 el conjunto {x €A f(x) > t} pertenece a S.

LAl par (X, S) se le llama espacio medible.

2Observemos que si la funcién f satisface una de las condiciones lo hara con todas, al ser equivalentes.
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4. Para cada nimero real ¢ el conjunto {x €A f(x)> t} pertenece a S.

Definicion. Sean (X, S, 1) un espacio de medida y (f;,),en una sucesion de funciones S-medibles.

Decimos que (f,,).c converge a f casi en todas partes, si el conjunto
N = {x € X : (fu(x))ueny nO converge af(x)}

es elemento de Sy cumple que u(N) = 0.

Definicion. Sean (X, S, u) un espacio de medida y (f},),av una sucesion de funciones S-medibles.

Decimos que (f,)en converge en medida a f, si para cada € > 0 tenemos que
lim p({xeX : 1f,(0) - () = ¢f) = 0.
n—+oo

Lema 1.6. Si E € Myn €N, entonces A*(n- E) =n- A*(E).

Demostracion. Primero, notemosquen-E CE+---+ Ey A" (n-E) < n-A*(E). Consideremos
————

n—veces
. . i b . .
una cubierta numerable {(ai, bjl:ie€ N} de n- E. Veremos que {(a—, —-]:ie€ N} es una cubierta para
n n

a; b;
E. En efecto, sea x € E. Sabemos que existe j € N tal que n - x € (a;, b;]. Por lo cual, x € (-, —]

n n

. ai bi . . . .
y concluimos que {(—, -] :i¢€ N} es una cubierta para E. Por lo anterior, para cada cubierta
n n

a;i b; . .
numerable {(—, —-]:ie€ N} de n - E, se tiene

n n

A(E) < Z |E - i| o equivalentemente n-A(E) < Z |b; — al.

ieN ieN

Por lo tanto, aplicando la definicion de A*(n - E), se debe cumplir la desigualdad
n-A(E)<A(n- E). |

Lema 1.7. Sean E\,E, e MyECR. SiE\ CECE, y A"(E, A E,) =0, entonces E € M.

Demostracion. Notemos que E;AE, = E;\E; ycomo E\E; C E;\ Ey, setiene A" (E\E;) = 0.
Para B C R se cumple A"(E° N B) < A"(E{ N B), y ademds EN B = [(E\ E;) N B] U (E| N B).
Obteniendo A*(E N B) < A*(E, N B). Por lo cual,

A(ENB)+ A(ENB) < A(E{NB)+ A (E; N B) < A"(B).
La otra desigualdad se da por la subaditividad de A*. Por lo tanto, E € M. |

Teorema 1.8. (Propiedad de Invarianza bajo la Traslacion) Si E € M, entonces para cada
x € R el conjunto E + x es elemento de M y I*(E + x) = A*(E).
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Demostracion.[7, p. 103] Paracada A C Ry x € R, se tiene
AA)=ATA-)=L(A-x0)NE)+ 1" (A-x)NE).

Como
A-)NE=[ANE+x)]-x v A-x)NE =[AN(E+x)]—x,

obtenemos 1" (A) = A* (A N (E + x)) + A" (AN (E + x)°). Por consiguiente, E € M. =

Teorema 1.9. Sean E C Ay A € M con A*(A) < +00. Si 1*(A) = A*(E) + (A \ E), entonces
EeM.

La importancia del siguiente resultado no sé6lo radica en sus aplicaciones posteriores, sino que nos

muestra la existencia de un subconjunto de R que no es Lebesgue Medible.

Teorema 1.10. Existe un subconjunto del intervalo (0, 1) que no es Lebesgue medible.

Demostracion.[3, p. 32] Para x,y € R, sea la relacion de equivalencia dada por
x~y siysolosi x—-yeQ.

Cada clase de equivalencia tiene la forma Q + x para algin x € R y como son disjuntas, cada una
intersecta al intervalo (0, 1). Aplicando el Axioma de Eleccién, podemos formar un conjunto E
contenido en (0, 1) el cual contiene exactamente un elemento de cada clase. Ahora, sean (r,),en
una enumeracién de los nimeros racionales en el intervalo (-1, 1), y para cada n € N el conjunto
E,=E+r,.

(a) Siparam # n se cumple E, N E,, # 0, entonces existen e, h € E tal que e +r,, = h+r,. Pero ésto
nos dice que e ~ h, lo cual implica que e = h y m = n. Por consiguiente, para m # n los conjuntos

E,., E, son disjuntos.
(b) Como E C (0,1) y (r)nen C (—1, 1), tenemos que |, E, € (—1,2).

(¢) Sean x € (0, 1) arbitrario y e € E tal que x ~ e. Entonces, x — e es un nimero racional en (-1, 1)

y para algin n € N se tiene que x — e = r,, € E,,. De ésta manera, (0, 1) C s En-

Supongamos que E es Lebesgue medible. Para todo n € N, el Teorema 1.8 implica que E, € M
y su medida exterior coincide con la de E. Como A*( U, En) = e A*(E,), consideremos los

siguientes casos:

Si A*(E) = 0, entonces A*(J,a En) = 0, contradiciendo el inciso (¢). Mientras que si A*(E) # 0,

entonces A*(|,en E) = +00, contradiciendo ahora el inciso (b). Por lo tanto, E ¢ M. =
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Lema 1.11. Si M € [R]=“, entonces para cada A C R se tiene

A (A) = fnf{z (by—ay) : YneN (anb, eR\M) y AC U(a,,,b,,]}.

neN neN

Demostracion. Para A C Ry M subconjunto numerable, sean

C= {Z(bn—an) tAC U(an’bn]} y

neN neN

Cu={) (by-a): VneN @,b,eR\M) y Ac| J@.b}.

neN neN
Como Cy; C C, se cumple que A*(A) < ¢ = inf Cy;. Ahora, sea {(an,bn] T ne€ N} una cubierta
numerable para el conjunto A. Probaremos que a partir de ésta cubierta podemos obtener un ele-
mento de Cy, el cual conserva su suma de longitudes. Para ésto, sea S = (x,,).en Una sucesion tal

que Xz, = a, Y Xops1 = by,

Si S N M # 0, entonces en aquellos puntos que se intersectan tomamos, para € > 0, los intervalos

@-=a+-1y (@+=b]1 6 (apybi==1y (bi—=bi+-l
2! 2! 2! 2! 2

21'
Obteniendo de aqui una cubierta de A donde los extremos de los intervalos son elementos de R \ M
y ademads la suma de las longitudes de los intervalos queda de la siguiente manera:
€
Z(bi —a;)+ Z - = Z(bi —a;) + €
ieN ieN 2 ieN
Como la construccion anterior es para € arbitrario, obtenemos lo deseado. Por lo tanto, por defini-

cién de infimo, concluimos que ¢ < A*(A). [

Proposicion 1.12. Si u* es una medida exterior en X, entonces yu* restringida a M, es numer-

ablemente aditiva.

Demostracion.[7, p. 77-78] Sea (A;)ien € M- talque A;NA; =0, sii # j. Paratodo B C X se
cumple

Yo (BNA) +u (BN (U Ai))
SIS H(BOA) +p (B (UL A))
(BN (UL A)) + w0 (BN (U5 4)).

Por lo cual, |J; 5 A; € M. Si B = |J5 A, en lo anterior, entonces

K (B)

\%

\%

La otra desigualdad es consecuencia de la subaditividad de *. =
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Lema 1.13. Sean (X, S, u) un espacio de medida y (f,)nen, f funciones S-medibles. Param € N
v € > 0 se define el conjunto A;, 1= {x eX :|fu(x)—fx)| = e}. La sucesion (f,)en converge casi

en todas partes a la funcion f si'y sélo si para cada € > 0 se tiene que p (o] Up=, AS) =0
Demostracion. Sea € > 0 fijo. Six ¢ (2] U=, AS,, entonces

xe [ ){xeX 1 1fux) - ()] < €], para algin jy € N.
m=jo
De ésta manera, para n > j, se cumple |f,(x) — f(x)| < €y al ser € > 0 arbitrario, tenemos que

Ju(x) gubie f(x). Lo anterior garantiza la siguiente desigualdad:

(2.1) ﬂ U Af C {x € X ¢ (fu(x))nen nO converge af(x)}.

n=1 m=n

(=) Para cualquier € > 0, por 2.1, se cumple u (N2 Ur2 AS) =0

(<) Para j € N, sea el conjunto A/ := [ J;Z° {x €X : |fu,(x) = f(x)| = l}. Notemos que
k

ﬂAJ = {x € X 1 (fo(x))ney NO converge af(x)}, y

ﬂAJ ﬂU[xeX —+f(x)<fn(x)} {rex : fn(x)s—i+f(x)}]68
J=1 k=]
Ademads, u ({x € X : (fu(x))nen nO converge a f(x)}) (ﬂ“’" A/) [ |

Teorema 1.14. [Riesz] Sean (X, S, i) un espacio de medida y (f,,),en una sucesion de funciones
S-medibles convergiendo en medida a una funcion S-medible f. Entonces existe una subsucesion

(fu ke de (fu)nen tal que converge a f casi en todas partes.

Demostracion. Utilizando la notacion del lema anterior construiremos la subsucesion (f, Jken

inductivamente:

como (f,,)qen converge en medida, dado € = 1, podemos escoger n; € N tal que

p({rex :1fu@-f@iz1})<-

Supongamos que los ndmeros n; < n, < --- < n;_; fueron seleccionados. Escogamos n; > n;_

cumpliendo

ﬂ({x EX : 1fy® - f)] 1}) <L

21+l
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Por consiguiente,

(A% < Zﬂ({x eX : |f () - f()] = l}) < % _ 21
i=j Py

Ademds, (5] A/ ¢ A/ C A" param > j, lo cual implica que u(A’) = 0 = (N5} A7). Por el Lema

1.13, (fu, ke converge casi en todas partesa f. ®

Teorema 1.15. Sean (X, S, u) un espacio de medida finito (o o-finito) y f, fi, f>, f3,... una
sucesion de funciones S-medibles. (f,),en converge en medida a f si 'y solo si cada subsucesion

(fukew de (fu)nenw contiene una subsucesion ( fnk,, )peit que converge a | casi en todas partes.

Demostracion.[3, p. 90] y [7, p. 259] (=) Notemos que toda subsucesion (f,, ke de (fy)nenw
converge en medida a f. Por lo tanto, Aplicando el Teorema 1.14, para cada subucesion (f,, Jren
existe respectivamente una subsucesion (f,, )pen la cual converge casi en todas partes a f.

(<) Para cada subsucesion (f,, ke de (f,)nen €Xiste una subsucesion ( fnk,, )pen tal que, por el Lema
1.13, se cumple u (ﬁjj Af) = 0 donde A/ = |, {x €X 1 |fy, ()~ fO| 2 l}. Para la sucesién
)4
+o00

(fi)nen Y € > 0 tenemos que el conjunto {x eX : [fix)—f(x)| > 6} esigual a (5 A’ Por lo cual,
p({reXx : 1fx)-f)lzef)=0parae>0. m

3. Densidad de Lebesgue

Definicion 1.16. Sean A C R, I un intervalo y x € R. La densidad superior e inferior de
Lebesgue son las funciones de P(R) X R en [0, 1], definidas respectivamente como
- AN
d(A, x) := limsup] ——
|

‘AN
A4nh er ra <.

cxel y X<-)

d(A, x) = l&glgf{ 0

Aplicando la Proposicion 1.3, se obtiene:
e Paratodo A C R se tiene 0 < d(A, x) < dA,x) < 1.
e SiAC BCR,entonces d(A,x) <d(B,x)y d(A, x) < d(B, x).

Con el siguiente ejemplo, ilustraremos que la densidad superior e inferior pueden ser distintas.

Ejemplo 1.17. Sea E = [l, 1] y consideremos para cada n € N los intervalos
2

I (1 1 1+1) J (1 11+1)
n—2 n2’2 n y " 2 n’2 nz.
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Podemos observar lo siguiente:
A(ENL)  n A(ENT)
A N LA
para toda n € N. Concluyendo de éstas identidades lo siguiente
c_l(E, l) = limsup{i : Le I,,} = h’msupi =1
2

2 n—+00 n+1 n—+o0o n+1

c_l(E, 1) — liminf{— : € J,} = limsup — = 0.
2

2 n—+oo  tpi] n—4o0o N+l

Cuando calculamos las densidades inferior y superior en el punto 1, éstas se invierten y para un

punto en el interior de E sonigualesa 1. O

Cuando se dd la igualdad d (A, x) = d (A, x) diremos simplemente densidad de A con respecto a x
y la denotamos por d(A, x). En caso de que d(A, x) = 1, a x se le llamara punto de densidad y si la

densidad es cero serd un punto de dispersion.

Lema 1.18. Si E € My d(E, x) existe, entonces d(E°, x) también existe y se cumple

d(E,x)+d(E‘,x) = 1.

Demostracion. Sea I un intervalo. Notemos que para E € M se cumple
A(ENI) N A(END

(D) ()
Para x € R consideremos los conjuntos
A(ENT) A(ENID AEND  A(ENI
=\——— :x€l}, V={——:x€l W= + cxel
{ (D) } { o f oy { () () }

Como liminfV =limsupV = 1 = d(E, x) al tomar el limite superior e inferior al conjunto W, por

la Proposicion 1.3, se cumple

limsupW =limsup U + limsupV y Iliminf W = liminf U + liminf V.

Obteniendo
(3.1) d(E,x) = 1-d(Ex) vy
(3.2) d(E,x) = 1-d(E, x).

Ahora, igualando la ecuacion 3.1 con 3.2 obtenemos que d(E°, x) existe. La segunda parte es simi-
lar. ]

Afirmacion 1.19. Si x es un punto de densidad de E € M, entonces sera un punto de dispersion

de su complemento.
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Para A C R, el conjunto de puntos de densidad de A se denota por D(A). Esto es
DA) ={xeR : d(A,x) = 1}.
Para conjuntos Lebesgue medibles tenemos las siguientes propiedades.

Como notacion, dados A, B subconjuntos de R, A ~ B significa que A A B es un conjunto nulo.

Proposicion 1.20. Sean E,, E, € M. Entonces:

1. D0)=0 y DR) =R,

2. si By ~ E,, entonces D(E;) = D(E,),
3. D(Ey N Ey) = D(E) ND(Ey), y

4. para E; C E, setiene D(E,) C D(E,).

Demostracion. La primera afirmacion es una consecuencia inmediata de la definicion de D(A).

Para probar la segunda, sea / un intervalo. Entonces
[(Ey\E,)NIICE\E,CE AE,. Porlocual, A"[(E;\E,)NI]=0.
De manera andloga, podemos establecer la identidad A" [(E, \ E1) N I] = 0. Ademas,
ExNI=[(E\E)NINUENEND vy E;NI=[(E\NE)NITUE,NE,NI).
Por la Proposicion 1.12, obtenemos
AEND=2(ENE,NT) =A(E;N ).

Si x es un punto de densidad de E; o de E,, entonces se obtiene la relacion.
Para el caso de la tercera identidad, primero probaremos el siguiente.

Lema 1.21. Si E,, E,, E5 € M, entonces

/l*(El N E3) + ﬂ.*(Ez NE;3) < /l*(El NE,NE;3)+ /l*(E3)

Demostracion. Como
ExNE;C(EiNE)\EJU(E NE,NEs) y

[(E1NE3)\ Ex]U(E,NE3) =(E,NE;)U(E,NE3) CE;3
se tiene

(3.3) AENE) =2 [(E\NE)\E]+A(E\NENE;) y

(3.4) A [(EyNE3) \ Ey] = A [(E) N E3) U(Ey N E3)] = AY(Ey N E3).
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Sustituyendo 3.4 en 3.3, obtenemos

/l*(El N E3) + /l*(Ez N E3)

A [(El N E3) U (E2 N E3)] + /l*(El N Ez N E3)
V(E) N Ey N Es) + A°(Es). 0

IA

En el lema anterior, para / un intervalo que contiene a x, se cumple
A(E N N A(E;N ) < A(E\NE N
A1) A1) - A1)

Si ademads x € D(E;) N D(E,), utilizando la Proposicion 1.3, llegamos a lo siguiente:

1<dE\NEyx) y 1<dE NE,,x).

Por definicién de densidad, se tiene D(E)ND(E,) € D(E|NE,). Para la otra inclusién, observemos
que cuando x € D(E; N E,), necesariamente tenemos d(E, x) = d(E,,x) = 1 y x es elemento de
D(E)) N D(E,).

La cuarta propiedad es una consecuencia de la tercera. Como E; = E| N E, se cumple la relaciéon
D(E,) = D(Ey) N D(E,). Asi que cada elemento de D(E;) estd incluido en D(E,). m

Lema 1.22. Si E| y E; son conjuntos Lebesgue medibles disjuntos y 1*(E,) = 0, entonces

Z)(E] U Ez) = Z)(El)

Demostracion. Sea I un intervalo. Notemos que
AETUEDNI =2 [(E;NDHUE,ND] =A(E, NT).
Por ello, x es un punto de densidad de £, U E, si y s6lo si es punto de densidad de E;. ]

Afirmacion 1.23. Si E Cc R es medible y tomando en cuenta la afirmacién 1.19, entonces el

conjunto de puntos de densidades de E cumple la siguiente propiedad:
DEYNDR\E) =0.

Con ésto, st x € D(E) \ E, entonces x también es un elemento de su complemento, pero no puede
serlo de D(R \ E). Por consiguiente, D(E) \ E C [(R\ E)\ DR\ E)].

La afirmacion 1.23 nos serd muy ttil en la prueba de lo que viene a continuacion.

La propiedad mds importante del conjunto de puntos de densidades para subconjuntos de R se
d4 cuando éstos son medibles y se enuncia en el siguiente teorema, conocido como el Teorema de
Densidad de Lebesgue.

Teorema 1.24. Para cualquier E C R conjunto medible, 1" [E A D(E)] = 0.
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Demostracion. Supongamos que E es acotado y definamos para toda i > 1 los conjuntos
A={x€E : dE.x) <-).

Siy € E\ D(E) la densidad inferior serd extrictamente menor que uno por lo que existird un i tal

que y € A;. Esto prueba que
E\DE) = A

i>1

Supongamos que A*(4;) > 0 para algin i > 1. Como la unién de cualquier cubierta de A; por

intervalos abiertos es abierta y contiene a éste conjunto su medida exterior esta dada por
inf{A(U) : A; c U, U € 1g}.

.. . . 1 1 . .
Ademas, si i > iy se tiene que A;) C A;, yaque — < — y cada x € A; satisface la desigualdad con

i i
i. Asi garantizamos que existe un conjunto abierto G acotado conteniendo a A; tal que
1 * *
(HA(G) < A(A)).
4

Sea & la clase de todos los intervalos cerrados I € G que cumplen A(E N 1) < (l.)/l(l ). Esta familia
es no vacia, al tener intervalos cerrados arbitrariamente pequefos alrededor de cada punto de A; y

con la propiedad que para cualquier sucesion disjunta {/,} de elementos de & se tiene

P [A,- nl 1,1) < [E nlJ 1,,) =S UENL) < ()Y AL < (HAG) < X' (A).

n>1 n>1 nx1 nx1

Con lo anterior, vemos que

0< /l*(Ai) - (Ai N Unzl In) A [Ai \ (Ai N Unzl In)]
A0 [AS U (Uit 1)}

A [Al N (Unzl In)c] .

Por lo tanto A*(A; \ U1 1) > 0.
Construiremos una sucesion disjunta {/,},c., con elementos de & de la siguiente manera:

Tomemos dy = sup{A(/) : I € &} y escogemos un elemento /; en la sucesion tal que
d,
AL > 30
Abhora, consideremos la coleccion & = {I € & : I N1} = 0}). Como A*(A; \ I;) > 0 la familia &,
es no vacia ya que existe un intervalo en alguna cubierta del conjunto que no intersecta a /;. Con
ésta nueva coleccion definimos d; = sup{A(/) : I € &} y de nuevo escogemos un intervalo I, que

cumpla

d
AL) > ?1
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Trivialmente podemos ver que los intervalos /; y I; no se intersectan. Continuando inductivamente

de ésta manera, vemos que al obtener los intervalos disjuntos Iy, ..., I,, podemos definir
E,=le&E:INL=0, k=1,...,n} y d, =sup{A(l) : I € &,}.

Como hemos visto &, serd no vacia,’ existiendo 1., € &, con

dy
Al,41) > E
De ésta manera obtenemos la sucesion esperada. Si B = A;\ U, <, I, €ntonces se sigue que A*(B) > 0

y existe un entero positivo N para el que

(o)

Z AI) < (B

n=N+1 3

Para cada n > N, J, denota el intervalo concéntrico con I, cumpliendo A(J,) = 34(1,). Por lo cual,

aplicando lo anterior se tiene

< A*(B).

n=N+1 n=N+1
Esta desigualdad implica que la sucesién {J,},-y no cubre a B. Por lo que existe un punto x en
B\ U,>n Jn que también serd elemento de A; \ U,,N=1 I,, ya que al no estar x en la unién de los 7, ni

en la de los J,, para n > N, no puede ser elemento de la unién de los I; para 1 <i < N.

Exite un intervalo I € Ey centrado en x y un entero n > N tal que I N1, # (. En caso contrario, para

todo n éste intervalo pertenece a &, y tenemos A(l) < d,, < 24(1,+1) lo cual es imposible ya que
DA £ AG) < +oo.
n=1

Tomando el menor entero k tal que I N [, # @ con k > N y que satisface A(I) < dy_; < 2A(I;), se
tiene que x como el centro de [ pertenece a J;, contrario a x ¢ | J,.y J,. Por lo tanto, 1*(4;) =0y
parai > 1
V[E\DE)] = &' (U A,-) < ) @A) =0,
i>1 i>1
obteniendo A" [E \ D(E)] = 0. Recordando la Afirmacién 1.23 y que el complemento de E es
también medible " [D(E) \ E] < A'[(R\ E) \ DR\ E)] = 0, lo cual implica A* [D(E) \ E] = 0.

Finalmente, con las dos observaciones anteriores, se tiene
AV[EADE)SA[E\NDE)]+ADE)\E]=0. =

3Cada vez que encontramos el siguiente intervalo, la medida de complemento de la unién de dichos intervalos

relativa a A; es positiva y el mismo argumento dado para &, se aplica.
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Utilizando el teorema anterior, obtenemos facilmente el siguiente resultado que es muy importante

en la Teoria de Densidad.

Lema 1.25. Para cada E € M, el conjunto D(E) es medible.

Demostracion. Por el Teorema 1.24, E A D(E) es elemento de M. Como D(E) \ E es subcon-
junto de la diferencia simétrica tiene medida exterior cero y eso prueba su mesurabilidad. Usando

el hecho de que M es una o-dlgebra sobre R, concluimos que
EUDE)=[DE)\EJVE y ENDE)=[EUDE)\IEADE)]
son Lebesgue medibles. Por lo tanto,

D(E) =[DE)\ EJU[END(E)] € M. [

La definicién mds comun de Densidad inferior y superior es la siguiente:
A[AN(x—h,x+h)]

d(A, x) := limsu ch>0
(A, x) Mp{ - by
o (MTAN (=R x+R)]
ngo,hﬁgﬂ o t h>0).

En [9, p. 679], se establece el hecho de que x es un punto de densidad de A si y sélo si para una
sucesion de intervalos (1,,),en tales que A*(1,,) "0 y x € (,en I, s€ cumple

AN

lim = 1.

n—+oo  A*(1))
Por lo que la Definicién 1.16 y la anterior coinciden en los puntos de densidad. Al principio del
capitulo 3 daremos la demostracion de el hecho de que para puntos de densidad la definicion dada

anteriormente depende de ciertas sucesiones de niimeros reales positivos.

4. Topologia de Densidades

Veremos que la familia
Ty={EeM: ECDE)}

es una topologia en R que contiene a la topologia Euclideana. Por la Proposicion 1.20-1, el conjunto
vacio y R son elementos de 7, y utilizando 1.20-3 se sigue que es cerrada bajo intersecciones finitas.
El tunico problema es probar que es cerrada bajo uniones arbitrarias, ya que 7, estd contenida en
los conjuntos Lebesgue medibles y s6lo son cerrados bajo uniones numerables. Para ésto, primero

probaremos el siguiente resultado.

Proposicion 1.26. (R, M, 1*) es c.c.c.



18 1. PRELIMINARES

Demostracion. Sean a un ordinal cona > wy G = {E‘f D E< a} una coleccion de elementos
disjuntos en M tal que para todo elemento su medida satisface 0 < A*(E) < +oo. Consideremos el
homeomorfismo 7 : R — (-1, 1) dado por

2x
1+ V1+4x2
Al ser una funcioén continua es medible, asi que D = n(E,) también lo es, ya que D; es igual a
{x €E; : -1< n(x)} N {x €E: : nx) < 1}. Para todo & < a se tiene D C (=1,1) y para & # {, al

ser 7 una funcidén inyectiva, se cumple

n(x) =

D{ N D{ = T](Esc) N T](E() = U(E‘;: N E{) = @

Como también conserva el orden, vemos que si Cg, y Cp, representan el conjunto de cubiertas
numerables por intervalos semiabiertos para E; y D, respectivamente, estdn en correspondencia

biyectiva bajo 1, ya que si {(ai, bl :ie€ N} € Cg,, entonces
%zM@ﬂnﬂj%m}{me@DAJWMmmn
ieN ieN ieN
y para {(ci,di] tiE N} € Cp,, se tiene
@:fﬁwgﬂ@ﬁmﬂ:UfwgwhthﬂmfwM
ieN ieN ieN

Para cada cubierta numerable {(a,-, bl :ie N} de E¢ y cada cubierta numerable {(c,-, d] : i€ N}

de Dy, se tiene

n(AE)) < > by —n@)) y (4 (E)) < > [ @) - 7).

ieN ieN
Aplicando la definicién de medida exterior, concluimos lo siguiente:
n(V(E) < 2" (n(Ep)  aligualque 77" (1" (n(Ep)) < A"(Ep).
De ésta manera, n (/l*(Ef)) = (n(Ef)) y0< n(/l*(Ef)) =* (n(Eg)) = A"(Dg) < 2.

Sea L, = {D; : 2 < A'(Dg), € < ay, entonces G = J,ew Ly y existe Ly con N € N cuya
¢ n ¢ N y

cardinalidad es mayor a w, al tener que la unién numerable de conjuntos numerables también lo es.
Si {D&. : Dg # Dy, para k# l} es una sucesion contenida en Ly, tenemos entonces que

o0 = 3 % < Y AWD) <2,

neN neN

lo cual es una contradiccion. [ ]
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Ahora, consideremos la coleccion {E;},.r con elementos en 7,. Para cada r € T se cumple que

E, C D(E,) y por la Proposicién 1.26, podemos escoger una sucesion (,),q«y tal que paracadat € T

X [E, \ UE,) = 0.

neN

se tiene

Ademas, para cada 7 € T, aplicando la Proposicion 1.20-4, D(E;) € D (U,ex E;,)- Por lo cual

| JE, c| JE < JoE) QZ)(UEtn).

neN teT teT neN

Como el primer y ultimo conjunto en las inclusiones anteriores son medibles y la medida exterior de
su diferencia simétrica es cero, por el Lema 1.7 | J,.r E; es Lebesgue medible. Como E; C |,y E;
para todo ¢ € T, por la Proposicion (1.20-4) ey D(E;) € D (U,er E:)- Por consiguiente, la unién
de los elementos de E; estd contenida en D (| J,.r E;). Asi, finalmente obtenemos que | J,.r E; € 4.
Por lo tanto, 7, es una topologia en R a la cual llamaremos Topologia de Densidades, inducida por
la medida exterior de Lebesgue. Para comenzar a describir al espacio (R, 7;) veremos cudles son

algunos conjuntos cuyos complementos son elementos de 7.

Lema 1.27. Si N € N, entonces R\ N € 7,.

Demostracion. Observemos que si E € 7, y N es un conjunto nulo, se tiene D(E \ N) = D(E).
Para probar lo anterior, sabemos que ENN es un conjunto nuloy E = (E\N)U(ENN), por el Lema
1.22, se obtiene la relacion. Como R \ N € M por la Proposiciéon 1.20-1, junto con la observacion
inicial se tiene D(R \ N) = D(R) = R. Concluyendoque R\ N C D(R\ N). =

En [6] encontramos una forma alternativa de representar la Topologia de Densidades:
4.1 (DE)\N:EeM y NeN}

Verificaremos que todo conjunto en la topologia se puede representar como un elemento del conjun-
to anterior y viceversa. Si E € 14, entonces E C D(E)y E = D(E) \ [D(E) \ E], utilizando el Teo-
rema 1.24 se tiene que D(E) \ E es un conjunto nulo. Ahora, tomando un elemento en 4.1 notemos,
en primer lugar, que es un conjunto Lebesgue medible. Como D [D(E) \ N] = D[D(E)] = D(E)
se cumple también que D(E) \ N € D [D(E) \ N].

Si (a, b) es un intervalo abierto Euclideano, entonces (a, b) = D |[(a, b)], obteniendo que 7z C 7,.
Para ver que la otra contencién no se cumple basta considerar un conjunto de la forma R \ N, donde

N € N. Con lo anterior, se acaba de probar el siguiente resultado:

Teorema 1.28. La Topologia T, es estrictamente mds fina que la topologia tg.
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Para puntos x,y € R distintos, podemos escoger intervalos Euclideanos abiertos /,, I, conteniendo a
X'y y respectivamente, tales que I, N 1, = 0. Por el Teorema 1.28, I, I, son elementos de 7, y obten-
emos vecindades disjuntas para los puntos. Por lo cual, (R, 7,) es Hausdorff. Otras propiedades
importantes de la Topologia de Densidades se enlistan en los resultados que a continuacion se

presentan.
Teorema 1.29. [Ostaszewski, (1982)] Si A es un subconjunto arbitrario de R, entonces
Int. (A) = AN D(K),
en donde K es un kernel medible de A.
Demostracion. (C) Sean A C Ry x € Int. (A). Existe un conjunto U € 7, talque x € Uy

UCA ComoU)\K CA\K tenemos que U \ K es elemento de M. Aplicando el Lema 1.22 se
cumple D(U) = D(U N K) € D(K), obteniendo que x € A N D(K).

(2) Supongamos que x € A N D(K). Como KU {x} CAy KU {x} € N, conel Lema 1.22 se tiene
DK U {x}) = D(K) y x es elemento de (K U {x}) N D(K U {x}). Ademas,

DKV NDKU{xPD]=DKU{xH)ND[DK U {x})] = DK U {x}).

Por lo tanto, (K U {x}) N D(K U {x}) es un conjunto abierto en 7, que contiene a x y estd contenido
enA. =

Corolario 1.30. Sea N un conjunto Lebesgue medible. Si Int,,(N) = 0, entonces N es A*-nulo.

Demostracion. Aplicando el teorema anterior, vemos que Int;,(N) = N N D(N) = 0. Por lo
cual, N A D(N) = N U D(N) y con el Teorema 1.24, concluimos lo siguiente:

A(N) S A [NUDN)] = 2" [N A D(N)] =0. ]

Teorema 1.31. [Scheinberg, (1971)] Un conjunto E € 1, es abierto regular en (R, 1) si 'y solo
si E = D(E).

Demostracion. (=) Como E = Int,,[CL,,(E)], por el Teorema 1.29, se cumple

E=CL,(EyNnD|CL(E)].

Ademis, E ~ Cl,,(E), notando que
2[R\ E) & Intr R\ E)] = 2[R\ E)\ Int, R\ E)| =0y EACL(E) = (R\E)\Int,,(R\E).

Por la Proposicion 1.20-2 y tomando en cuenta que D(E) C Cl, (E), obtenemos las siguientes
igualdades:
ClL.(EynD|CL.(E)] = Cl,(E)ND(E) = D(E).
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(&) Con los argumentos utilizados en la implicacion anterior y nuestra hipotesis, se debe de cumplir

Int.,[Cl.(E)] = CL.(E)NnD[CL.(E)] = Cl.,(E) N D(E) = D(E) = E. [

Teorema 1.32. E es vecindad de cada uno de sus puntos en (R, 1) si 'y solo si E € 1.

Demostracion. (=) Por definicion, para cada x € E exite un conjunto E, C E elemento de la

topologia tal que x pertenece a éste conjunto. Por lo tanto, E = | . Ex € T4.

(<) Esta implicacion es clara. ]

Teorema 1.33. A C R es un conjunto compacto en (R, 7,) si 'y solo si A es finito.

Demostracion. (<) Esta implicacion es inmediata.

(=) Supongamos que A es infinito. Sea M C A un conjunto numerable. Para a € M el conjunto

(R\ M) U {a} es Lebesgue medible y por el Lema 1.22 y la Proposicion 1.20-1, se tiene
DR\ M)U{a}] = DR\ M)=DR) =R.
Por ello, para cada a € M se tiene que (R \ M) U {a} € 7,. La coleccion {(R \M)Ul{a} : a€ M} es

una cubierta para A con elementos de 7, la cual no contiene una subcubierta finita. []

Proposicion 1.34. El espacio (R, 1) no es conexo.

Demostracion. Para a,b € R, sea el conjunto R \ (a, b). Notemos que es elemento de 7,4, al ser

Lebesgue medible y cumplirse
D [R \ (Cl, b)] =D [(_OO’ Cl] ) [b’ +OO)] = (_Oo’a] U [b7 +OO)

Para el complemento, tenemos que [R \ (a,b)]° = (a,b) y el Teorema 1.28 implica que también
es elemento de la Topologia de Densidades. Por lo tanto, R \ (a, b) es abierto-cerrado en (R, 7,) y

separa a R. [ |

Teorema 1.35. El espacio (R, T,) no es ni primero ni segundo numerable, ni tampoco Lindelof

ni separable.

Demostracion. Sea x € Ry {En T n € N} una sucesion de vecindades abiertas de x en 7,.
Para cada n € N escogamos un punto x, € E, \ {x} y definimos E = E; \ {xn 1 ne N}. Como
{xn T neE N} € N,porel Lema 1.27,es cerradoy E = E; N [{xn T ne N”C € 14 es una vecindad
abierta de x que no contiene a ningin E,,. Por lo cual, x no puede tener una base local numerable y
el espacio no serd primero numerable. Lo anterior implica que tampoco es segundo numerable. Sea

C el conjunto de Cantor, el cual es cerrado en (R, 7,) por ser un conjunto nulo. Para (R \ C) U {x}
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con x € C es un conjunto Lebesgue medible y por el Lema 1.22 y la Proposicién 1.20-1, obtenemos
lo siguiente:

DIR\NO)U{x=DR\C) =DR) =R.
De ésta manera, (R \ C) U {x} € 1, para todo x € C. Consideremos la cubierta abierta de R dada
por {(R \CO)ufx} : xe C}. Dado que |C| = ¢, no posee una subcubierta numerable y el espacio
no es Lindelof. Para ver si el espacio (R, 7,) es separable, debemos encontrar un conjunto denso
numerable. Esto es imposible, ya que cada conjunto numerable N es nulo y, por el Lema 1.27, es

cerrado cumpliéndose Cl;,(N) =N. =

Teorema 1.36. El espacio (R, 1) no es normal pero si completamente regular.

Demostracion. Para ver ésta demostracion el lector puede consultar [11].

Teorema 1.37. Para el conjunto N, se cumple lo siguiente:

(1) N = {A C R : Aes un conjunto denso en ninguna parte en (R, Td)}

()

{A C R : Aesde primera categoria en (R, Td)}

Demostracion. (1) Si N € N, entonces R\ N es elemento de 7. Por el Teorema 1.29 y el Lema
1.22, se cumple
Int, [Cl,,(N)] = Int,,(N)=NNDN)=NNO=0.
Por consiguiente, N es denso en ninguna parte en (R, 7). Cuando A es un conjunto nunca denso en

(R, 74), tenemos que su cerradura en el espacio también lo es. Ademas,
Int,,[Cl,(A)] = Cl,,(A) N D[CL.,(A)] = 0.
Por lo tanto, con el Corolario 1.30 se obtiene lo deseado.
(2) Por la igualdad anterior, en (R, 7;) la familia de conjuntos nunca densos es un o-ideal, el cual

coincide con la familia de conjuntos de primera categoria. [

Teorema 1.38. [Scheinberg, (1971)] La o-dlgebra de los conjunto de Borel en (R, T,) coincide
con M.

Demostracion. Si E € M, entonces E = (E N D(E)) U (E \ D(E)) donde el primer conjunto
es elemento de 7, mientras que el segundo, por el Teorema 1.24, es un conjunto nulo y el Lema
1.27 implica que es cerrado. Por ello, cada conjunto Lebesgue medible es un conjunto de Borel
en (R, 7;). Como los elementos en la topologia son conjuntos Lebesgue medibles, los conjuntos de

Borel también loson. m

Teorema 1.39. (R, 7,) es un espacio de Baire.






Capitulo 2

Medidas exteriores en R inducidas por selecciones débiles

1. Definicion de medida exterior con selecciones débiles

A continuacion enunciaremos la principal definicion que nos serd de gran utilidad para introducir

nuevas medidas exteriores en R.

2

Definicion 2.1. Sea X un conjunto infinito. Decimos que una funcion f : [X]° — X es una

seleccion débil en X si para cada F € [X]* se tiene f(F)eF.

Si f es una seleccién débil, entonces f* se define como
[fxyh)=x  siysdlosi  f({x,yh =y
A f* se le llama seleccion débil opuesta a f.

Como un ejemplo, podemos mencionar la seleccién débil Euclideana f5 : [R]> — R que est4 dada

por
fE{x,y) =x siysolosi x<y.

Mencionamos ésta seleccion débil ya que mas adelante, a partir de lo que se desarrollard, notaremos

que las nuevas nociones se relacionan con la medida exterior de Lebesgue.

Definicion 2.2. Dados dos niimeros x,y € X distintos, decimos que

o x<yysiysolosi f({x,y})=x, 'y

o X=Zypysix=yox<sy.

En general, < es reflexiva, antisimétrica y lineal. Para ver que no siempre es transitiva, basta con
definir la seleccion débil f como

2 si xe©,1] y y=2

flxyh =41 si x=0 y y=1

X si x<y yno secumple lo anterior

25



26 2. MEDIDAS EXTERIORES EN R INDUCIDAS POR SELECCIONES DEBILES

para cada {x, y} € [R]?. Observemos que f({2,1}) =2y f({0,2}) =0, porloque 0 <, 2y 2 <; 1.
Pero f ({0,1}) = 1 y porello 1 <; 0.

Sea f una seleccion débil. Para a, b € X, los rayos e intervalos abiertos y cerrados inducidos por f
se definen como:

o(—,b); = {x €eX :x<y b}

e(a,—)y:= {xeX Ca<y x}

e(a,b);:=(a,—)rN(<,b)y

o (—,b]s:= {x €EX : x<y b}

ela,—):= {x €EX :asy x}

e [a,b]s:=[a,—); N («,Db]f

Los intervalos semiabiertos por la derecha e izquierda inducidos por f quedan definidos como:
®(a,b]y = (a, =)y N (&, bly

ela,b)s:=[a,—)r N («,b)s

A los intervalos inducidos por f se les llamard f-intervalos.

Por lo general, f denotard una seleccion débil de R y en el caso del orden Euclideano conservaremos

la notacién estandar para los intervalos. Esto es, si a, b € R, entonces
(a,+oo):{yeR : a<y} y (—OO,b)z{yeR : y<b}

(a.b) = (=00,b) N (a,+0) = {y R : a <y < b]

[a.b]={yeR : a<y<b

(a,b]:{yeR : a<ysb} y [a,b):{yeR : a§y<b}.

La medida exterior de Lebesgue utiliza la longitud de los intervalos para determinar el tamafio
de un subconjunto de R. De manera similar, necesitamos saber como calcular la longitud de un
f-intervalo para acercarnos cada vez mds a poder estimar el tamafo para cualquier A € R cuando
trabajamos con una seleccion débil. Las dos definiciones que se dan a continuacidn nos permiten, en
analogia con la medida exterior de Lebesgue, establecer una escala de medida para un subconjunto
de R respecto a una seleccion débil f.

Definicion 2.3. Sea f una seleccion débil. Definimos la funcion longitud € para un f-intervalo

(a,bly como’

ILa definicion es analoga para f-intervalos cerrados, abiertos, etc.
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) b—al si (a,b]ly#0
£((a. b1) ._{ 0 o bl 0

Notemos que para a,b € R, el f-intervalo (a, b]; puede ser vacio o cumplir b < a. Simplemente

tomamos la seleccion débil opuesta de la Euclideana. En base a ésta definicion, procedemos a

definir la medida exterior inducida por una seleccion débil.

Definicion 2.4. Sea f una seleccion débil. Para todo A subconjunto de R la medida exterior

inducida por f es la funcion de conjuntos A P(R) — [0, +o0] dada por

2(A) = inf { 3" €((an buly) + A S| J@n bl

neN neN

si existe una cantidad numerable de f-intervalos semiabiertos que cubren a A, y /l;i(A) = +00 §i no

existe tal cubierta.

El siguiente resultado nos garantiza que la funcién de conjuntos dada en la definicion 2.4 satisface
las tres condiciones que se requieren para que sea una medida exterior sobre R. Asi podemos

estimar el tamafio de un subconjunto de R cuando trabajamos con selecciones débiles.

Teorema 2.5. Para cualquier seleccion débil f, A es una medida exterior en R.

Demostracion. Para el conjunto vacio tenemos claramente que su medida exterior es cero y
para cualquier conjunto A # 0 se cumple 1%(A) > 0. Para la monotonia tenemos que si A C B
entonces toda cubierta numerable por f-intervalos semiabiertos de B tambien cubre a A. Si no
existe tal cubierta la desigualdad se d4 claramente. En el caso de la subaditividad, sea (A,),cy Una
sucesion de conjuntos en R. Si alguno de éstos conjuntos no puede ser cubierto por una sucesion de
f-intervalos tampoco podrd serlo la unién de ellos. Por lo cual, la desigualdad buscada se obtiene

de manera inmediata. En el caso en que exista la cubierta se toman en cuenta dos casos:

Primero, si )}, o Ay(Ay) = +oo la desigualdad deseada es clara. Como segundo caso, supongamos
que ésta suma es finita. Sea € > 0 arbitrario y para cada n € N escogemos una cubierta {(an, i bujly

JE N} de f-intervalos semiabiertos tales que cubrana A, y

(1.1) (@ bjly) < (AL + 25

JEN

Lo anterior es posible por que A% es el infimo sobre todas las sumas de las longitudes de los f-

intervalos de las cubiertas numerables de A,,.
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Haciendo B, = U jen(ay,j, by, tenemos
UAn - U U(an,ja bn,j]f = U B,.
neN neN jeN neN
Sea o : N — N X N una biyeccion. Reordenando por medio de o tenemos lo siguiente:
U U(an,j’ b, jlf = U(aa(i), bl
neN jeN ieN

Aplicando el Teorema 1.5 y la desigualdad 1.1 se obtiene

Ay (Unew An) £ A5 (Unen Ba) = 45 (UneN Ujen(@n,;, bn,j]f)

2 (Usarl@oios bo]r)

Qient ((aa(i)’ ba(i)]f) = Dinen Ljen € ((an,ja bn,j]f)
Dnent Ap(An) + €.

Al ser € arbitrario, se tiene la propiedad deseada. [

IA I

A

A la medida exterior inducida por la seleccion débil f la llamaremos f-medida exterior y denota-

mos como M, a la clase Mﬂ? de todos los conjuntos /l;i—medibles de R.

Notemos que si reemplazamos f-intervalos semiabiertos por abiertos obtenemos cosas distintas.

Por ejemplo, definimos la seleccion débil f como

X si xeR\{l} y y=1
S {xyh =

X si x<y yno secumple lo anterior

para cada {x,y} € [R]?. Observemos que a el intervalo (0, 1] (y cualquier A C R tal que 1 € A)
no lo cubre ninguna familia de f-intervalos abiertos y tendriamos que definir su medida exterior, si

usamos éste tipo de cubiertas, como +oo.

Definicion 2.6. Sea f una seleccion débil y r un punto en R. Se dice que r es f-minimal si para
cada x en R\ {r} se tiene que r <y x. Si x <y r para todo x € R\ {r}, entonces a r se le llama

f-maximal.

Los puntos f-minimales y f-maximales jugardn un papel importante en ciertas propiedades que

posteriormente daremos en la siguiente seccion.

Enfatizemos la relacion de la seleccion débil Euclideana con la medida de Lebesgue. A partir de lo

desarrollado, en el siguiente ejemplo se muestra en que forma se da ésta relacion.
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Ejemplo 2.7. A, = A en donde fg es la seleccion débil Euclideana. Para todo intervalo Eu-

clideano (a, b) se cumple

e Sire(a,b), tenemos fr ({a,r}) = ay fe ({r,b}) = r, entonces
a<pr y r<gb 0 re€(«,b)s, N(a, =) =(a,b)y,

e Cuando r € (a,b)s,, se tiene a <y, ry r <z, b. Por definicion de la seleccion débil Euclideana,
r € (a,b).

Con éste argumento fécil, hemos probado la coincidencia de los fg-intevalos y los intervalos Eu-
clideanos. Como fg preserva el orden Euclideano, la fz-medida de cada fg-intervalo es su longitud.

Por lo tanto,
X, (@) = A, ((@.b)y) = b —dl = A (@, b)).

Al probar la igualdad en los intervalos, para cualquier subconjunto de R la medida exterior de

Lebesgue coincide con la fz-medida exterior. O

2. Propiedades basicas de A;

En ésta seccidn, analizaremos como se comporta Ay en los subconjuntos de R y ver si puede variar
o no a lo ya conocido. Para comenzar, consideremos los subconjuntos mas simples, que son los que
se componen de un sélo elemento y como sabemos su medida de Lebesgue es cero, pero ;qué pasa
cuando consideramos una seleccion débil? Una respuesta parcial a lo anterior, se da en el siguiente

resultado que a su vez sirve de punto de partida para dar la respuesta definitiva.
Lema 2.8. Sea f una seleccion débil.

1. Si (an)wen C R es una sucesion convergente a r tal que a, <y r para todo n € N, entonces
/l;i (rp = 0.

2. Sia <y ry(aysen CR es una sucesion que converge al punto a'y para todo n € N se tiene
que r <y a,, se cumple que /l;} (rh =0.

3.8ir <y by (bynen C R es una sucesion convergente al punto b tal que b, <y r para todo
n € N, entonces /l;i {rh = 0.

Demostracion. (1) Como r € (a,, r]; para todo n € N, tenemos que para cada € > 0, existe un

entero N tal que si n > N, entonces /l;i drh) <|r—a, <e.

(2) Ya que r € (a,a,]s para todo n € N, para cada e > 0 existe un entero N tal que sin > N,

entonces /l;i {rh) <la,—al <e.
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(3) Vemos que para todo entero n el nimero r es elemento de (b,, b]. Por lo que para cada € > 0

existe un entero N tal que si n > N, entonces /l;i (rh <|b-b, <e. [

Con lo anterior y recordando la Definicion 2.6, notemos que si un punto es f-minimal su f-medida
exterior puede ser distinta de cero. La observacion anterior nos lleva a ser cuidadosos al momento

de enunciar un resultado definitivo.

Proposicion 2.9. Para todo r € R y toda seleccion débil f

0
() = { .

Demostracion. Sires f-minimal no existe ningun intervalo (a, b]¢ con a, b elementos de R en
el cual el conjunto {r} esté contenido. Por lo tanto /l;L ({r}) = +o0. Supongamos que r es f-maximal.
Tomemos una sucesion (a,),en contenida en R \ {r} convergente a r. Como a, <y r para todo n
en N, aplicando el Lema 2.8-1 tenemos que la f-medida exterior del conjunto es cero’. Ahora,
supongamos que r no es f-minimal y tampoco f-maximal, entonces existen puntos a,b € R tales
que r € (a,b);. Al negar el Lema 2.8-2, tenemos que existe 6 > 0 tal que para todo ¢ € [a — 6,a + 0]
se tiene ¢ <y r. Para el punto a, debemos considerar los dos siguientes casos:

Caso 1. Sea a < r. Por lo anterior a < a + 6 <y r. Sin perder generalidad, podemos suponer que

a + 6 < r. Consideremos el conjunto
j:{SER ca<s<r 'y s<fr},

el cual es no vacio, ya que [a,a + 6] € . Sead = sup J. Si d = r, entonces, por el lema 2.8-1, el
conjunto {r} tiene f-medida exterior cero. Supongamos que d < r. Podemos escoger las siguientes

sucesiones de nimeros reales:
(cn)new € 9 tal que ¢, " y
(dn)neN - (d, }") tal que dn ni;xj d.

Notemos que para cada n € N se tiene r <y d,, por lo cual r € (c,,d,] para todo n € N. Ademads,
para € > 0 existen Ny, N, € N tales que si n > Ny, N, se tiene que |d, — d| y |d — ¢,| son menores
que <. Cuando n > max{N;, N,}, obtenemos

2

A (r) <ldy—cal <ldy —dl +1ld — ¢l < €.
Al ser € arbitrario, podemos concluir que A {r}h) =0.

%Lo anterior es equivalente a que para todo € > 0 se cumple r € (r — €,7]y. S6lo basta considerar la sucesion
1
ap=r——.
n
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Caso 2. Si r < a, podemos suponer que r < a — ¢ y consideremos ahora el conjunto
W:{SER cr<s<a 'y s<fr},

el cual es no vacio, ya que [a — §,a] € H. Sea ¢ = inf H. Si ¢ = r, entonces de nuevo por el
lema 2.8-1, se tiene A, ({r}) = 0. Supongamos que r < ¢ y consideremos las sucesiones de nimeros

reales
(cu)nenw € H tal que ¢, " e y
(d)nen C (1, ¢) tal que d, " e y para cada n € N cumpla r < d,,.

Para cada n € N se tiene r € (c,,d,]; y procediendo de manera andloga al caso 1, la f-medida
exterior del conjunto {r} es cero. Por lo tanto, para » € R no f-minimal ni f-maximal se tiene
A, ({r}) = 0. [

Corolario 2.10. Sea f una seleccion débil y r € R.

1. Sires f-maximal, entonces /1;. ({r}H) =0.

2. res f-minimal siy solo si /1’; ({r}) = +oo.

Demostracion. (1) Tomando el caso cuando r es f-maximal en la demostracion de la Proposi-

cion 2.9, se obtiene el resultado.

(2) (=) La prueba para ésta implicacién se d4 cuando r es f-minimal en la demostracion de la

Proposicion 2.9.

(<) Sila f-medida exterior del conjunto {r} es infinita, no existe un f-intervalo (a, b]; con a,b en

R, tal que éste conjunto esté contenido en €l, entonces para todo x € R\ {r} se tiene r <; x. ]

Corolario 2.11. Si X € [R]¥ y f es una seleccion débil cualquiera, entonces

0

A (X) =
o0-{
Demostracion. Sea X = {xi S N}. Si ninglin elemento de X es un punto f-minimal,

entonces por la Proposicion 2.9 se cumple

3 (X) = 4 (U{x,-}) < > A (xh =0.

ieN ieN
Obteniendo A7 (X) = 0. Ahora, si para algin k € N tenemos que x; es f-minimal, por el Colorario
2.10-2 la f-medida exterior del conjunto {x;} es infinita y como {x;} C X, por monotonia tenemos
/l;;(X) = +o0. ]
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Corolario 2.12. Para toda seleccion débil f y para r en R el conjunto {r} es /l;l—medible.

Demostracion. Sea A C R. Supongamos que r es un punto f-minimal. Si r € A se cumple que
A%(A) = +c0 ya que por el Corolario 2.10-2 la f-medida del conjunto {r} también lo es, ademés

An{ry={r} 'y ANn@®R\{rh=A\{r}
Por lo cual,
A (AN{rh) + L TAN R\ A{rD] = +o0 = A;(A).
Sir¢gA,setiene AN{r}=0yAnN R\ {r}) = A, entonces
A (An{r) + L [AN R\ {rh] = 4;(A).

Ahora, si r no es f-minimal, por la Proposicion 2.9 el conjunto {r} tiene f-medida cero, entonces

cuandor ¢ A
Anfr}=0 y An@®\{r}) =A.
Obteniendo de aqui
L AN + 4 TAN RN (1] = 5(A),
Para el caso cuando r € A, se tiene
An{r}={r} asicomo ANR\{r}) =A\{r}.
Entonces
LA D+ TAN R\ (D] = LA\ 1) < (A).

La otra desigualdad es consecuencia inmediata de la subaditividad de A%. Por lo tanto, para cada
r € Ry cada seleccién débil f se cumple que {r} € My [ |
De acuerdo con el Corolario 2.10-2, para cualquier seleccién débil f hay a lo mas un punto de R

que tiene f-medida exterior infinita. Ademas, cuando tal punto existe tenemos que Ax(R) = +co.

e Sea f una seleccion débil. Denotamos por Ny al conjunto N, 2, que son todos los subconjuntos

de R con f-medida exterior cero, y los llamaremos A’-nulos.

Sabemos que los nulos son medibles, pero nos gustaria incluir la demostracion de éste hecho para

nuestras medidas.

Lema 2.13. Si f es una seleccion débil y E C R tal que es elemento de Ny, entonces E es
/l}—medible.
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Demostracion. Sea A un subconjunto cualquiera de R. Como E N A es subconjunto de E, apli-
cando la monotonia de la f-medida exterior se tiene A;.(E N A) = 0. Al intersectar el complemento

de E con A se cumple que A N E€ C A, obteniendo
/I;(A) > /l;‘l(A NE) = /l}(A NE)+ /l}(A N E°).
De nuevo, la subaditividad de la medida nos da la otra desigualdad. ]

Teorema 2.14. Si f es una seleccion débil tal que para M € [R]=? se tiene
fUx,yh=x siysolosi x<y y [{x,ylnM| <1,

para {x,y} € [R]?, entonces /l;}(A) = A"(A) para todo A C R.

Demostracion. Para facilitar la demostracion notemos que

1. Sia,b ¢ M, entonces (a, bl; = (a, b],
2.sia,beRya—e€,b+e¢ Mcone>0,entonces (a,b];\ M C(a—€,b+e€ly
3. para BC R, porel Lema 1.11, /l*f(B) < A*(B).

Primero probaremos que M es A%-nulo. Fijemos z € M. Como la medida de Lebesgue del conjunto
{z} es cero tenemos que para cada n € N podemos escoger dos puntos a,, b, € R\ M de tal manera
que

1

z€ (am bn] y bn —-a, < —.
2/1

Al tener que {z} C (a,,b,] y aplicando el inciso 1, se cumple
1
Ay ({z}) < A5 [(an, byl = 4 [(an, b,,]f] < paratodo n e N.
Obteniendo de aqui la igualdad /l;; ({z}) = 0. Asi, para M = {z, : n € N} se tiene la relacion

A(M) = A [U{zn}] < Y Ay (lzh) = 0.

neN neN
Por consiguiente, 43.(M) = 0y aplicando el Corolario 2.13, el conjunto M resulta ser A7-medible.
Por la monotonia de la f-medida exterior hallamos que A% (A N M) = 0. Al aplicar la condicion de

Carathéodory a M obtenemos
LA =ANM)+ 4, (A\M) =, (A\M).

Nos resta probar que la f-medida exterior del conjunto A \ M coincide con su medida de Lebesgue.

Por el inciso 3, sabemos que /l’} (A\ M) < 2" (A \ M). Supongamos ahora que

A (A\M) <2 (A\ M).
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Entonces, para A \ M existen € > 0 y una cubierta numerable de f-intervalos {(x,,y,ls : n € N}

tales que
Zly,,—x,,|+e</l*(A\M).

neN
Para cada n € N seleccionamos ¢, tal que €, < % y X, — €, Yu + €, ¢ M. Recordando el inciso 2,
tenemos que para cada n € N se cumple (x,, y,1s \ M C (x, — €,y, + €]. Por lo cual,

A \ M - U(-xn - enayn + En]'

neN
Obteniendo

VANM) < Y bamal+ ) == ) = wl v e< A\ M),

neN neN neN

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, /lf} A)=A"(A\M).
Para probar lo restantente, notemos que

AA) =T (A\M)YUANM) <ATA\M).
Aplicando la propiedad de monotonia, obtenemos la otra desigualdad. [ ]

Corolario 2.15. Si f es una seleccion débil como en el Teorema 2.14, entonces E € M siy
solo si E € M;.

Demostracion. Sea E /l;i—medible. Para cada A C R, se tiene
AA)=A) =LANE)+ LANE) =2 (ANE)+ ' (ANES).
Por lo cual, E es Lebesgue medible. Si ahora suponemos que E € M, la prueba es similar. [

Teorema 2.16. Sea f una seleccion débil y A C R distinto del vacio. Supongamos que para
cadar € Ay para cada x € R\ {r} se tiene f({x,r}) = fe({x, r}). Entonces, /l;i.(A) = A*(A).

Demostracion. Sea {(a,,, b,y : ne€ N} una cubierta numerable de f-intervalos semiabiertos
de A. Para cada r € A existe n € N tal que r € (a,, b,]s y por definicion de la seleccion débil f,
sabemos que r € (a,, b,]. Por lo cual, {(an, b,] : ne€ N} es una cubierta numerable de intervalos
Euclideanos semiabiertos de A. De aqui obtenemos que
XA < D by —ad = > £((@n b)y).
neN neN
Ya que A7(A) es el infimo al considerar todas las cubiertas con f-intervalos semiabiertos, se cumple
larelacién A*(A) < A (A). Ahora, sea {(xn, vl i ne N} una cubierta numerable de A con intervalos

Eulideanos. Para cada r € A existe n € N para el cual r € (x,,y,] y por ello r es elemento de
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(X4, ¥nl¢. De esta manera, obtenemos que {(xn, vl i ne€ N} es una cubierta numerable de A con
f-intervalos semiabiertos. Entonces

LA < D Iy =l

neN

Lo anterior es valido para cualquier cubierta de A por intervalos Euclideanos. Como A* es el infimo

al considerar todas éstas cubiertas, concluimos que se cumple la siguiente desigualdad:
A (A) < A (A).
Por lo tanto, /l’}(A) = A"(A). [ |

Lema 2.17. Para toda seleccion débil f, IM;| > .

Demostracion. Consideremos la coleccion
‘LI:{{x} : xeR}.

El Corolario 2.12 garantiza que U C M. Si r € R es un punto f-minimal, entonces por los

Corolarios 2.11 y 2.13 se tiene que cada
AR\ {H*\U
es elemento de My, lo cual implica que [Mg| > «. ]

Por resultados basicos de Teoria de la Medida se sabe que M, es una o-dlgebra en R, pero para

mayor credibilidad incluiremos la demostracién de éste hecho.

Teorema 2.18. Para toda seleccion débil f, My es una o-dlgebra en R.

Demostracion. Se observa fcilmente que el vacio y el total son elementos de M, y para cada
subconjunto /lji.—medible E se tiene que E° es también elemento, tomando en cuenta la simetria en
la condicién de Carathéodory. Sean E, E; subconjuntos /l}-medibles. Si A C R, entonces tenemos

que E; cumple
L [AN(EIVEY)] = A, [AN(EL VU Ey) N E+4; [AN(E,UE)NE]] = L(ANEN+A(ANETNEY).

Por ello,

2.1 /lj, [AN(E;UE)]+ /l} [AN(E| UEY)] = /lj(A NE)+ A}(A NE{NEy)+ /lj(A N E{ N ES).

Tomando la interseccion de A con el complemento de E; y E; hallamos que
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(2.2) A NE N Ey) + (AN ES NES) = XA N EY).

Finalmente, con 2.1 y 2.2, se obtiene
/l;'i [AN(E,UE)]+ /l;i. [AN(E|UE)] = /l]*c(A NE)+ /lji.(A NE)) = /lji.(A).
Por lo cual, E; U E, es elemento de M;.

Si (E))ien €s una sucesion de elementos en M, tal que E; N E; = () para i # j probaremos, por

induccion para cada A C R, que

(2.3) A(A) = Z |AnE)|+ 25 [A N (ﬂ E) :

i=0 i=0

Dicha afirmacién nos serd de gran ayuda en lo posterior para probar una propiedad importante de
M.

Cuando n = 0, s6lo se trata de la mesurabilidad de E,. Supongamos que la formula es vélida para
n = k. Paran = k+ 1 tenemos que E;,; € M; y al aplicar la condicién de Carathéodory a A

intersectado con el conjunto (-, E, se tiene

k k
AN [ﬂ E] = [A N (ﬂ El) N Eja
i=0 i=0

Ademas, (ﬁf.‘zo Ef) N Ey.1 = Ex4 al ser la sucesion disjunta. Por lo cual,

ol o[fie)

i=0 i=0

/1} + /l;i .

o[t

i=0

/l;kc = /l}(A N Ek+1) + /l} .

Sumando en ambos lados la cantidad Zf:o L(ANE)y aplicando en el lado izquierdo de la igualdad

la hipétesis de induccion, concluimos que la afirmacion es vélida para todo n € N.

Como 4 [A N (ﬂieN Ef)] <Ap [A N (ﬂf’zo Ef)] y con la ayuda de 2.3, vemos que

Aﬁ[ﬂEf) Am[ﬁEf)

ieN i=0

n

Z [ AnE)]+a;

i=0

n

<> [BAnE)|+a

i=0

= 1(A).

Aplicando la subaditividad de A} encontramos que

(U El.)mA

ieN

A(A) < ) + ) < Li(A).

[U E) NA

ieN
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Deducimos de aqui que ;o E; es A;-medible y obteniendo la aditividad numerable. Con lo ante-

rior, concluimos que el conjunto M, es una o-dlgebra sobre R. [ |

Con el teorema anterior y la Proposicion 1.12, para toda seleccion débil f tenemos que
(R, My, 23)

es un espacio de medida. A continuacion, mostraremos dando una seleccion débil que un intervalo
Euclideano arbitrario logra alcanzar f-medida exterior infinita. Vale la pena notar que €ésto es muy
interesante, ya que la medida exterior A%, para alguna seleccion débil f, puede no ser o-finita y de

ésta forma algunas propiedades de la medida de Lebesgue se pueden perder.

Ejemplo 2.19. Sea (a, b) un intervalo Euclideano. Nuestra seleccion débil f serd definida por
induccion transfinita, para ello enumeremos el conjunto R como {S e €< c} y cada S, como
{x‘ﬁ T ne N}. Tomemos ry € (a,b) \ Sy y definimos ry <y x2 para todo n € N. Supongamos que
para un ordinal & < 6 < ¢ el nimero 7, ha sido definido y consideremos §4. Como la cardinalidad
del conjunto

(a,b) \ {Usfu {re 1 £ <0
<6
es ¢ podemos tomar un r, en €ste conjunto y asi definir ry <j X para cada n € N y para cada
¢ < 6. La seleccion débil mantendra el orden Euclideano en los pares de puntos en donde no ha
sido definida y es claro para nuestro propdsito que basta considerar las posibles cubiertas infinitas
de f-intervalos semiabiertos. Efectivamente, supongamos (a, b) C |, (@, b,]; y tomemos 6 < ¢
de tal manera que X =a,y x5 | = b,, paratodan € N. Por definicién, sabemos que ry </ x’ para
cadan € N, por lo cual,

ro € (a,b) \ [U(an,bn]f] :
n=0

Esto prueba que no existe cubierta numerable de f-intervalos semiabiertos para el intervalo (a, b)
Por lo tanto, /l;i [(a,b)] = +c0. O

Ejemplo 2.20. Por el Teorema 1.8, sabemos que la medida exterior de Lebesgue se comporta
bien bajo la funcion
y—y+x, donde x,yeR y x fijo.
Es natural preguntarse, ;Para toda seleccién débil f'y E € M;, se tiene AL(E) = A(E + x), para

x € R? Como respuesta a lo anterior definimos una seleccion débil f de tal forma que A% no cumple

la invarianza bajo la traslacion. Sea r # 0 un elemento fijo de Ry f la seleccion débil que para cada
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{x,y} € [R]? se define como

rosi xeR\{r} y y=r
fxy)) =
X Sl X<y 'y X#r#y

Aplicando la definicién de f, si x € R\ {r} se tiene r <, x, entonces r es f-minimal y por el

Corolario 2.10-2 la f-medida exterior de {r} es infinita. La Proposicién 2.9 implica que

LA+ D =40r+1}) =0 < +oo =2 ({r}). O

3. Ejemplos de medidas exteriores inducidas por selecciones débiles

En ésta seccion daremos diversos ejemplos de medidas inducidas por selecciones débiles que sat-

isfacen propiedades patoldgicas si las comparamos con la medida exterior de Lebesgue.

Ejemplo 2.21. Veremos que un intervalo Euclideano no tiene ninguna relacion de contencién
con su f-intervalo correspondiente. Sean (a, b) un intervalo Euclideano arbitrario, ¢ su punto medio

y d ¢ (a, b). Definimos la seleccion débil f de la siguiente manera:

X si xe(a,c] y y=a

a si x=a y y=d
fdxyh =

d si x=b y y=d

x si x <y yno secumple lo anterior

para cada {x,y} € [R]?. Facilmente podemos ver que se cumple la igualdad (a,b); = (c,b) U {d}.
Por lo cual, (a,b) & (a,b); € (a,b) y /l;i. ((a,b)) #b—-a. O

Ejemplo 2.22. Consideremos el intervalo Euclideano (a, b). Definimos

X si xe(ab) y y=a

fxyh) =

X si x<y yno secumple lo anterior

Para cada {x, y} € [R]?. Notemos que el f-intervalo (a, b); es vacio, ya que para todo x € (a, b) se

tiene que x <, a. Adicionalmente tenemos que A%((a, b)s) = 0. O
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Ejemplo 2.23. A continuacién veremos que la f-medida exterior de un intervalo en el orden

. .. . . , 1
Euclideano puede ser cero. Fijemos un intervalo Euclideano no vacio (a, b) tal que — < a para
n+1

todo n € N. Definimos la siguiente seleccion débil

X si x€(a,b) vy y:L
n+1
1 1
fdxyh) =1 —— si xe(@b) y y=-—
n+l n+l1
x sl x <y yno secumple lo anterior

para cada {x,y} € [R]? y toda n € N. Como L <pryr<y L para cada r € (a, b), se cumple
n+l n+l
que (a,b) C (—L, L] para todo n € N. Por lo tanto, /lji [(a,b)] < 2 paratodon € Ny su
n+l n+llf n+l

f-medida exterior exterior es cero. Este ejemplo nos muestra como dependiendo la seleccion débil
escogida podemos hacer que la f-medida exterior de un intervalo Euclideano sea tan pequefia como
queramos, contrario al valor calculado con la medida exterior de Lebesgue, ésto sin multiplicar por

una constante. O

En los dos ejemplos siguientes se muestran de manera explicita dos intervalos Euclideanos en el
que la f-medida exterior del primero disminuye y para el otro es cero, haciendo un f-intervalo

igual a un s6lo punto.

Ejemplo 2.24. Consideremos la seleccion débil f definida de la siguiente manera:

y si x:i y ye(l,z]
fxyh =

x st x <Yy Yyno secumple lo anterior

para todo {x, y} € [R]>. Supongamos que r € (i, E] N (l, %]. Tenemos lo siguiente:
33l \3°3

l<fr y re(l,g), por lo que f({l,r}):r y r<fl,
30 33 3 73

lo cual es una contradiccion y claramente la interseccion de €stos intervalos es vacia. Probaremos

que (0, 1] es igual a (0, l]f U (E, 1];. Sea r un punto en el intervalo (0, 1].
3 3

e Sire (0, l], entonces se cumple que f({0,7}) =0y f({l, r}) = r. De aqui se sigue la igualdad
3 3

re (e, i]f N (0, -); = (0, é]f.



40 2. MEDIDAS EXTERIORES EN R INDUCIDAS POR SELECCIONES DEBILES

e Sire (E, 1], entonces vemos que f({z, r}) = 2 y f({r, 1}) = r. Por lo cual,
3 3 3
2 2
re(—,1]yn (;, —)f = (;, 1]y.

e Parar € (l, %] tenemos que f ({0,r})) = 0y f({l, r}) = r, lo cual implica que éste intervalo
33 3

) 1
estd contenido en (0, -].
3

1 ) 1 .

e Ahora, para r € (0, -], notemos que 0 < r. Si 1 < r, entonces - <y r, lo cual contradice que el
3

punto sea elemento del f-intervalo. Por lo anterior, r € (0, 1].

e Cuando r € (z, 1]#, el orden Euclideano se preserva, por definicion de la seleccion débil. En-
3

tonces,

2ar<l oy re@ 1]
3

e Notemos que s € (—00,0] U (1, +o0) siy s6lo si s € («,0]; U (1, =)y, ya que para éstos puntos

el orden Euclideano se vuelve a preservar. Por lo tanto, (0, 1] = (0, l] U=, 1]
3 3

1 2 ) .. ) ) )
Como (0, -] U (-, 1] es una cubierta para (0, 1], por definicién de la f-medida exterior exterior, se
3 30

cumple la siguiente desigualdad

2100, 1] < 5((0,;]f) +-5((§,1]f) =2

De la definicién de la seleccion débil f tenemos que

k&ﬁu&Jﬂm@jh:kQﬁuﬁJ]mmﬁ}
3 3 3 3

para cada a, b € R cumpliendo a < b. Por lo cual,
2 1 2 1 2 ;
e U ISR | B (GRS IFTENT | EY AR
3 3 3 3 3

De ésta manera, /l’} [(0,1]] = E. Este cdlculo es contrario a lo que sabemos, ya que la medida
exterior de Lebesgue de (0, 1] es igual a 1. O

Ejemplo 2.25. En éste ejemplo estudiaremos la seleccidon débil f que estd dada de la siguiente

manera:
X si xe(O,l) y y=0
2
flxyh =11 sioxe( )y y=1
2
X si x<y yno secumple lo anterior.
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para todo {x, y} € [R]?. Probaremos que el f-intervalo (0, 1) consta de un s6lo punto. Para ésto, se
tienen los siguientes casos:
1

o Sir= i,f({o,é}) - Oyf({é, 1}) = %, entonces i € (e, 1); N (0, —); = (0, 1);.

o Sire(0,-)6re (1), entonces f({r,0) =r6 f(r1})=1yre,1),.
2 2 '
e Para valores menores que cero o mayores que uno el orden Euclideano se preserva.

Por lo tanto, (0, 1)y = {l}. Para todo € > O se tiene {l} - (l — 6 l]f, por lo que
2 2 2 2

. L[]
(. 07) =45 (1)) < e
De aqui concluimos que /lj, ((0, 1)f) =0. O
La seleccion débil que se presenta a continuacion, nos muestra que cuando tenemos un conjunto

que no es Lebesgue medible tampoco puede serlo con la medida inducida por ésta seleccion.

Ejemplo 2.26. Por el Teorema 1.10, sabemos que existe un conjunto £ C (0, 1] que no es

Lebesgue medible. Ahora, por el Teorema 1.9, se cumple lo siguiente:
1 =2(0,1]) < A(E)+ A" [(0, 1]\ ET.

Sean M € Ey N C (0,1] \ E conjuntos numerables. Fijando r € E \ {1}, definimos la seleccion
débil f dada por

X si xeM y y=r

fdx,yh) =X r si xeN y y=r

x st x <Yy Yyno secumple lo anterior
para todo {x, y} € [R]. Para s € (0, 1] se desprende de manera inmediata las siguiente propiedad.
e Si s € M, entonces 0 <y s <y r. Mientras que para s € N se cumple la desigualdad r <; s <, 1.

Para puntos en R \ (M U N) el orden se preserva, por lo que la seleccion débil solo aplica en una
cantidad numerable de puntos. Aplicando el Teorema 2.14 se obtiene la siguiente relacion

A ((0,1) = (0,1

V(E) + ' ((0,11\ E)
LB+ 45, (0, 1]\ E)

A

Por lo tanto, E no es /l;;—medible. O
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La seleccion débil f en el siguiente ejemplo, muestra que para todo £ C (0, 1), el conjunto E + r
serd elemento de M para r € R. Ademds, la f-medida exterior del conjunto E coincidird con su

medida de Lebesgue.

Ejemplo 2.27. Sean a,b,r € R con r > 0. Si perder generalidad y por razones de comodidad
podemos suponer que (a + r,b+r)N[-1,1] =0 = (a + r,b + r) N [a, b]. La seleccién débil f se

define como

1

X si xe€(a+rb+r) y y=—
n+1
S{xyh = N si xe€(a+rb+r) y y:—L
n+1 n+l
X si x<y vy ynosecumplelo anterior

para todo {x,y} € [R]* y para cada n € N. La definicién de f asegura que para cada n € N, se

cumple

E+r§(a+r,b+r)§(—L,L) .
f

n+l n+l

para todo E C (0, 1). Aplicando la monotonia de la f-medida exterior obtenemos lo siguiente:

1 1 2
A(E+r)< A} (—— —) < —,
f( r) f‘( f) n+l1

b
n+l n+l

para cada n € N. De ésta manera, la f-medida exterior del conjunto E + r es cero y por el Lema
2.13 es /l;i—medible. Como (x,y] N (a,b) = (x,ylf N (a,b) para x,y € R distintos, deducimos que
/l"fi(E) = A*(E) para todo E C (0, 1). Una consecuencia interesante del ejemplo anterior se obtiene
con ayuda del Teorema 1.10, Ya que para r € R existe una selecciéon f débil tal que un conjunto

que no es Lebesgue medible, lo hace elemento de M;. O

Como sabemos, cualquier intervalos Euclideano (a, b) con a, b € R es Lebesgue medible, contrario
a ésto, en lo siguiente mostraremos que existe una seleccion débil f tal que (0, 1), no satisface la

condicion de Carathéodory. Lo cual significa que no es A’-medible.
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Ejemplo 2.28. Definimos la seleccion débil f de la siguiente manera:

X si xe€(3,4) y y=1
0 si xe€(3,4) y y=0
X si xe€(2,3) vy y=0
S xyh =1 ~1 si xe(2,3) y y=-1
X si xe€(2,4) y y=6
5 si xe€e(2,4) y y=5
X si x <y yno secumple lo anterior.

para todo {x, y} € [R]?. Notemos lo siguiente:
°(2,4) =(2,4);.
Sire (2,4),entonces f({2,r}) =2y f({r,4}) = 4. Lo cual implica que
2<pr y r<s4 o] re(—,4HrN2,=)r=2,4y.
Para r € (2,4), de acuerdo a la definicion de nuestra seleccion débil, vemos que 2 < r < 4.
Procediendo de la misma manera, tenemos que (3,4) = (3,4); y (2,3) = (2,3);.
e 0,Df=0,1HUB,4y(-1,0F=(-1,0U(2,3).
Sear € (0,1); y supongamos que r € R \ [(0, 1) U (3,4)]. Tenemos los siguientes casos:
o Sire€ (—00,0)U(2,3)entonces f({r,0}) =ryr<;0.
o Sire(1,2]U(4,+o0)entonces f({1,r}) =1y 1 <;r.

Obteniendo siempre una contradiccion. Por lo cual, r € (0,1) U (3,4). Cuando r € (0,1) U (3,4),
al evaluar f en {0,7} y {r,1} o en {3,r} y {r,4}, en cualquiera de los dos casos r es elemento de
(<, 1) N (0, =) que es por definicion, el f-intervalo (0, 1);. La otra igualdad se prueba de manera
similar.

e Ademas, (2,4) C (5,6)y, al ser éste f-intervalo igual a (5,6) U (2,4). Obteniendo, por definicion
de la f-medida exterior 7 [(2, 4)f] < 1. Haciendo E = (0,1); y A = (2,4)s, podemos ver que

o ENA=[0,1Hu@G,HIN2,4)=03,4)=03,4)y
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o E°NA=[(-00,0]U[L,3]U[4,+00)]N(2,4) = (2,3) = (2,3);.

Ademas, /l}(E NA)= /l}(E" N A) = 1. Lo anterior se d4 observando que (3, 4) se puede cubrir por
(3,4)7 y por (0, 1) y no existe un f-intervalo de longitud mas pequefia que lo contenga. Lo mismo
pasa para (2,3), ya que (2,3) € (2,3)ry (2,3) € (=1,0);. De nueva cuenta, no existe f-intervalo
de longitud mas pequeiia que lo cubra. Por lo tanto,

LIENA]+ 4 [ECNAL=2> 1> A;[A]. O

Para la seleccidn débil f en el siguiente ejemplo, se muestra que todo subconjunto de R es /l}—nulo y
por consiguiente, M; = Ny = P(R) a diferencia de cuando trabajamos con la medida de Lebesgue,

ya que los conjuntos nulos estdn contenidos en M.

Ejemplo 2.29. Consideremos la sucesion ((a;)zez)ieN, donde para cada i € N el elemento (a;)zez

es una sucesion de nimeros reales, construida de la siguiente manera:

Primero, definimos a? = z para cada z € Z. Supongamos que los elementos de la sucesion (a!),ez,

han sido ya definidos. Entonces, para cada z € Z definimos ag;l como el punto medio del intervalo

i+1

. i i
Euclideano (aZ s oy ay._,

= a; .1- Con lo anterior, tenemos las siguiente propiedades:

o La sucesion (a),ez, para cada i € N es estrictamente creciente y no es acotada ni superior ni

inferiormente en R.

i i+1
°© az+1 < a2z Y

R P
°o a., —a,< 3.

paracadai e Nyz € Z.Sea A = {ai ci1eN y ze Z}. Por construccidn, tenemos que para i € N

Z
yz€Zsecumpleda B <a.’

1 »i,» para todo j € N. Nuestra seleccion débil f : [R]*> = R serd definida

de la siguiente manera:

. . i i i+j i+j

1. Paracadai € Ny paracadaz € Z,sir € (a;,a;,,) \ A, entonces ay. <y r<fa, ., para
cada j € N.

2. En los pares de puntos restantes f preservara el orden Euclideano.

Notemos que en R no existe punto f-minimal ni f-maximal y por el Corolario 2.11 2%(A) = 0.

Ahora, calculemos la f-medida del conjunto R \ A. Fijemos i € Ny 7 € Z. Sabemos que

i i+j i+j
(a,a, )\ A C(a,,a,; 1

Para cada j € N. De aqui deducimos la desigualdad

1

* i i i+ i+]
. < = .
/lf [(az’aﬁ']) \A] = aZJz aZJZ+1 oitj-1 :
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Para cada j € N. Obteniendo, facilmente que 4 [(a;, a.,,) \A] =0, paracadai € Ny z € Z. Por

consiguiente,

LR\ A) <4 (U[(ai’,a&l) \A]) < 32 [@az )\ A =0,

Z€Z Z€Z

Lo cual implica que A43(R) = 0. O

Basados en el ejemplo anterior, mostraremos que para cada subconjunto propio de R existe una
seleccion débil f tal que dicho conjunto es A%-nulo y la f-medida exterior de su complemento es

+00.

Ejemplo 2.30. Sea N C Ry fijemos r € R \ N. Consideremos la sucesién ((aé)zez)ieN y el

conjunto A construidos en el Ejemplo 2.29. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que r # a’ y

al ¢ N paratodoi € Ny z € Z. La seleccién débil f estd definida de la siguiente manera:

1. r <y sparatodo s € R\ {r}.
2. Paracadai € Nyz € Zsis € (a,al, )\ (AU{r}), entonces a;) <; s < ay;’ |, para todo
JjEN.

3. En los pares de puntos restantes f preservara el orden Euclideano.

Para i € N'y z € Z, tenemos que A} [(al,a’, ) \ (A U {r})| = 0. Lo cual implica

LN < || i@, dd @il < 4@ alp\ @A v ] =o,

2E€Z ZEZ
obteniendo que N € Ny. Por el inciso 1 en la definicion de la seleccion débil f, para cada posible
cubierta numerable {(an, bylf : ne N} de el conjunto R \ N se cumple que r ¢ |J,en(ay, buls. Por

lo tanto, A}(R \N)=+oc0. O

En los ejemplos anteriores los intervalos Euclideanos considerados no sufren expansion mediante
las medidas A7, contrario a ésto, en la seccion anterior mostramos que puede tener f-medida ex-
terior infinita y ahora veremos que el intervalo Euclideano (0, 1) puede tener f-medida exterior
arbitraria finita sin multiplicar por algin escalar. Para ésto, probaremos que si A C R de cardinali-
dad cy a,b € R con a < b, entonces existe una seleccion débil f tal que A1,(A)* = b —a.

Ejemplo 2.31. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A N (a,b) = 0. La definicién de

nuestra seleccion débil f se hara por induccion transfinita. Primero, definimos
e Paracadar e Asetienea <;r <y b.

Ahora, sea R = {S eRY : S = (X)wenw Yy Vn € N(xp, # x2n+1)}. Enumeremos R como

{S e 1 &< c} y a cada conjunto S, como (x5)per. Ahora supongamos la seleccion débil f y el
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numero 7z € A para cada ¢ < 6 < ¢, se han definido de cierta manera conveniente. Consideremos la

sucesion Sy. Fijamos
roe A\|{re : E<Ojulxd £<0 y nen||,

lo cual es posible ya que la cardinalidad del conjunto de la derecha es ¢. Definamos nuestra seleccion

en el punto ry y con respecto a X para cada n € N como sigue:

e Si xin # a para todo n € N, entonces ry <y xin.

e Siexiste n € N tal que xgn =ay x§n+l = b, entonces a <y ryp <y b.

e Siexiste m € N tal que xgm =ay x§n+l # b para todo n € N, entonces xgnﬂ <y rp.

La seleccion débil f mantendra el orden Euclideano en los pares de puntos en donde no ha sido

definida. Por definicion, A € (a, bl y por ello 43(A) < b — a. Supongamos que

+00
A c U(an’ bn]f
n=0

Sea 6 < ¢ de tal forma que la sucesién Sy = (x9),ey cumpla x§ = a, y x5 ., = b,, paracadan € N.

Por definicién, se cumple lo siguiente:
re & (x5, x5, Ipsia# x5, yb#x5
ro @ (x5 blysia# Xy
ro @ (a, x5 | lrsib#xj .

Lo cual implica que ry ¢ |, 55(x5 . x5 . 17, si x5 # a6 x5 | # bparatodon € N. Por lo tanto, la
tnica posible cubierta por f-intervalos de A debe contener a (a, b];. Por consiguiente, la f-medida
exterior del conjunto A es b — a. O

Corolario 2.32. Sia,b € R con a < b, entonces existe una seleccion débil f tal que la f-medida

del intervalo Euclideano (0,1) es b — a

Sabemos que el intervalo Euclideano (c, d] para ¢, d € R es Lebesgue medible y que al aplicar una
seleccion débil su respectivo intervalo inducido puede no conservar esa propiedad. A continuacion,
se definird una seleccién débil f con la cual el f-intervalo (c,d]; no serd elemento de My, pero
al aplicar otra seleccion débil g el intervalo inducido (c,d]; es A;-medible. Cabe notar que los
intervalos inducidos por cada seleccion débil y el intervalo Euclideano pueden ser distintos entre
ellos.
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Ejemplo 2.33. [Y. F. Ortiz-Castillo] Sea el intervalo Euclideano (a, b) tal que (0, 1) C (a, b).

La definicién de nuestra seleccidn débil f se hard por induccion transfinita. Sea
R={S€R’: S = (x)ur Y1 €N(x, < xp1))

Enumeremos R como {S e &< c} y a cada conjunto §; como (x5)nenr. Consideremos los puntos
c,deRtalesquea<c<0<1<d<b.Para$S €R,sea

R(S) = {(X2nax2n+1]f i ne N}.

Primero daremos las condiciones que tendrd que cumplir nuestra seleccion débil f. Recursivamente
definiremos los conjuntos Hf, Hg, P: y elegiremos los puntos distintos r‘f, r‘g de tal forma que se

satisface:

LA € HY := (0, D\ [Uyee Sy Ulas b, e ),
rse Hs == (0,1)\|Uye Sy Ulab,c.d. )| y
Pe:={if,x} 1i=12 y xeR\(0.D}.
5,15 € (a, b
Si ¥ € (c.dlyy (a.bly. (a.d)y. (c.dly. (c.bly & R(S). entonces 75 € (. d]-.
Si € (c.dIS y (a.bly (a.dly. (c.dly. (c. bly & R(S). entonces 75 € (c.d];.
Si(a,bly ¢ R(Sg), entonces rf ¢ U R(S‘f).
Si (a. bly. (a.d]y. (c.d. (c.b]; ¢ R(S¢). entonces r5 ¢ UR(S)-
Six,y € [R\(0,)]*y x # y, entonces x <, y si 'y s6lo si x < y.

A A o

Afirmacion 2.34. Si la seleccion débil f satisface los puntos 1 al 7, entonces
a) [0, D] =b-a.

Como (0, 1) C (a, b]s se tiene /l’li. [(0,1)] < b — a. Supongamos que existe una cubierta numerable
C para (0, 1) por f-intervalos semiabiertos tal que la suma de las longitudes de sus miembros es
menor extricto a b — a. Sea 6 < ¢ de tal forma que C = R(Sy). Como (a, b]s ¢ R(Sy), por el inciso

(5) la familia C no puede cubrir a (0, 1). Por lo tanto, su tnica cubierta por f-intervalos es (a, b];.
b) 2:[(0. 1) N (c.dlf| =d - c.

Notemos que (0, 1) N (c,d]s € (¢, d]; por lo cual, /lj; [(O, 1N (e, d] f] < d - c. Si existe una cubierta
numerable C de (0, 1) N (¢, d]; por f-intervalos semiabiertos tal que la suma de las longitudes de

sus miembros es menor extricto a d — c. Por los incisos (3) y (5) o (4) y (6), C no puede cubrir a
0,1) N (c,d]y.

0) 45 [(o, DN (e, d];] =b-a.
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Notemos que (0, 1) N (c, d];. C (a, b]y. Por lo cual, /1’} [(0, 1) N (e, d];'.] < b — a. Sea C una cubierta
numerable de (0, 1) N (c, d]; por f-intervalos semiabiertos tal que la suma de las longitudes de sus
miembros es menor extricto a b — a. Los incisos (4) y (5) o (3) y (6), garantizan que C no puede
cubrir a (0, 1) N (c, d]}'..

Ahora, construiremos la seleccion débil f que cumple con las propiedades anteriores. Supongamos

que para un ordinal ¢ < 6 < ¢ se han definido los conjuntos HE, Hg , P¢y f hasido definida sobre P,

de tal forma que satisface los incisos 1 al 7. Se han elegido los puntos rf, ri como en el inciso (1).

Consideremos la sucesion S y definamos nuestra seleccion débil f con respecto a x? considerando

los siguientes casos:
e I. Siparacadan € N setiene a # x5 , entonces r§ <, x5 .
Para definir f en {rj, xJ}, consideremos los siguientes subcasos:
L1. Para cadan € N ¢ # x§ , definimos r§ <, ¢y r§ <; x paratodon € N.
. 0 _
[.2. Existe k € N tal que x;, = c.
1.2.1. d = xj_ . Enéste caso, rj bajo f conserva el orden Euclideano.
0
[2.2. d+x3,,.
1.22.1 b= xgk .- En éste caso, rg bajo f conserva el orden Euclideano.
1222 b#x5,,,, definimos x5,,, <, r§yry <, x} ,paran # k.
o II. Existe k € N tal que x§, = a.
IL1. Sib = xj,,,. No pasa nada.
9 . 9 0y 0 9
IL.2. b # x5, ,, definimos x3, ., <, r{y | <; x;, paran # k.
Para definir f en {rg, x%}, consideremos los siguientes subcasos:
o IL2.1. Paracadan € N se tiene ¢ # x .
IL.2.1.1. d# x5, . definimos r§ <y ¢, x, | <; riyr§ <; x§ paran # k.
I1.2.1.2. d =xj,,. Enéste caso, r bajo f conserva el orden Euclideano.
o I1.2.2.¢ = xj .Esclaro que k < m.
I1.2.2.1. d= xgm .- En éste caso, r§ bajo f conserva el orden Euclideano.
9
0222 d#+x,,,.

11.222.1 b= xgm .- En éste caso, rg bajo f conserva el orden Euclideano.
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0 0 INE 0 0y 0 0
[M1.222.2. b+ x,,,,.-Porlocual, x3, , <y ryaligualque x5 ., <;ryyr, <;x, paran#k,m.
e Se mantendra el orden Euclideano en los pares de puntos en donde no ha sido definida.

Con ésto, terminamos la construccion. Checaremos que la seleccion débil f satisface las siete condi-

ciones.

1. Simplemente es la definicién de los conjuntos HY, HY, P, y la eleccién de los puntos %, r

es posible por la cardinalidad de dichos conjuntos.

2. Se cumple por definicién de la seleccion débil f, dado que a y b conservan el orden Eu-
clideano con respecto a los otros puntos.

3. Observemos que las condiciones iniciales de (3) s6lo se satisfacen con los subcasos 1.1 y

I1.2.1.1, los cudles garantizan que rf <; c.

0
1

elementos en los conjuntos {c, rg} y {rg, d} se mantienen bajo el orden Euclideano.

4. En caso contrario, si ! € (c, d];}, entonces al aplicar los subcasos 1.2.2.2 y 11.2.2.2.2 los

5. Si(a,bly ¢ R(Sy), el caso L'y el subcaso 1.2 garantizan que r§ ¢ (x5 , x5 .1y si a # x5
y b#xj ., paran € N.Entonces rf ¢ |JR(Sy).
6. Con los subcasos de los incisos (3) y (4) se obtiene lo deseado.

7. Por definicién, para puntos en [R \ (0, 1)] se mantiene el orden Euclideano.

Por lo tanto, con la Afirmacion 2.34 se cumple
250, 1) 0 (e, dl]| + 430, 1) 0 (e, 1| > 4510, D,

obteniendo que (¢, d]; ¢ M;.

Ahora nos toca el turno de definir la seleccion débil g:

ec<,d

e Paracadar € R\ {c,d}, setiene c <, r <, d.

e Si ¢ y d no son elementos de {x, y}, entonces g ({x,y}) = f ({x, y}).

Sea B C R. Para el g-intervalo (c, d], tenemos lo siguiente:

Si ¢ € B, entonces /lZ(B) = /IZ(B N (c, d];) = +090. Por ello, /lZ(B) = /IZ(B N(c,dl,) + /lZ,(B N (c, d]g,).

Cuando ¢ ¢ B, se cumple
/l;(B N (c, d]z,) = /l;(B N{c}h = /l;((l)) =0 y /IZ(B N(c,dly) = /l;(B).

Podemos ver facilmente que se satisface la condicién de Carathéodory.

Por lo tanto (¢, d], € M,. O
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En lo siguiente, con ayuda del ejemplo anterior, probaremos que existen selecciones débiles [y
g tal que los conjuntos /lji—medibles no coincidiran con los A,-medibles, al aplicar sucesivamente

estas selecciones.

Ejemplo 2.35. Sean el intervalo Euclideano (a, b) y la seleccién débil f como en el Ejemplo
2.33. Consideremos puntos e, h tales que e <; h <y a'y e no es f-minimal. Definimos a dichos
puntos en la seleccion débil g como los puntos g-minimal y g-maximal, respectivamente. Notemos
que para A C (h, =) se tiene A,(A) = 0, ya que para cada € > 0, A C (1 — €, h],. Sabemos que el
intervalo (¢, d]; no es A;-medible pero 4, ((c, d] f) = ( por la observacion anterior, por consiguiente
serd A;-medible. Por lo tanto, M; # M,.

Solucion Alternativa. Consideremos la seleccion débil Euclideana fz. Sabemos que para cada
subconjunto A de R se cumple /l;iE(A) = A"(A) y ademds (s, t];, = (s,¢] para s,¢ € R. Definamos la
seleccion débil g como a <, by para cada r € R\ {a,b}, se cumple a <, r <, b. Siay b ¢ {x,y},
entonces g ({x,y}) = fr ({x,y}). Notemos que para A C (b, +o0) se tiene ﬂ;(A) = 0, ya que para
cada e > 0, A C (b — €, b],. Existe un subconjunto E de (b, +o0) que no es Lebesgue medible, o en
nuestro caso fp-medible, pero por la observacion anterior, serd A,-medible, al ser elemento de N,.
Por lo tanto My, # M,. O

Ejemplo 2.36. Sea f una seleccién débil y M € N;. Si g es una seleccion débil tal que para
cada {x, y} € [R]? se tiene g ({x,y}) = f ({x,y}) con [{x,y} N M| < 1. Veremos que M, # M,.

Sea la seleccion débil f del Ejemplo 2.33 y la seleccion débil g y los puntos e, 4 dados en el Ejemplo
2.35. Considerando el conjunto M = {e, h}, el cual es elemento de Ny y viendo que g satisface las
condiciones requeridas, obtenemos que My # M,. Observemos que utilizando la seleccion débil g

de la Solucién Alternativa del ejemplo anterior, obtenemos el mismo resultado. O



Capitulo 3

Densidades

1. 7-Densidad

En esta seccion discutiremos principalmente el concepto de 7-densidad el cual estd basado en las
propiedades de los conjuntos /lj,-nulos de R. Esta nocidn se define sélo con las propiedades de un
ideal sobre R sin apelar a ningtin Espacio de Medida. Cuando trabajamos con una seleccion débil,
la importancia de no usar f-medidas se enfatiza en el Ejemplo 2.29, ya que en éste caso para la
seleccion débil encontrada, todos los subconjuntos de R son A%-nulos y nos es imposible dar una

densidad similar a la Densidad de Lebesgue, ya que el cociente involucrado no estaria definido.

Es fécil pensar que uno puede reemplazar los intervalos involucrados en la Definicién 1.16 por
cualquier sucesion de intervalos cuyas medidas convergen a cero. Lo cierto que ésto no puede ser,

como lo veremos a continuacion.

. . : I
Lema 3.1. Si (¢,),cn es una sucesion decreciente convergente a cero tal que sup — = ¢ < +09,
In+1

entonces x es un punto de densidad de E € M si y solo si

P (EN[x—t,x+1,
(1.1) ffm A EN X+ LD

n—+0o 2t,

Demostracion. (=) Al ser x punto de densidad de E para la sucesion (#,),en, por el Teorema
1.4, se cumple 1.1.

(&) Ahora, supongamos que 1.1 se cumple y sea (%,),en Una sucesion arbitraria de nimeros
positivos que converge a cero. Para cada elemento en la sucesion (#,),en, se cumple la relacion
A2t =A(EN[x—t,x+t])+A(E°N[x—1t,,x+1t,]). Porlo cual

_AEN x4 ) A E N3]

1
2t, 2t,

Cuando # tiende a infinito tenemos

X (ECN[x =t x+1,
(1.2) fim O x 0D
n—+oo 2tn

51

0.
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Para cada n € N existe m, tal que t,,,,, < h, < t,,,. Entonces hallamos que

0

IA

A (EN[x—=hy,,x+h,]) - 2h,)"!
A (EC OV [X = by X+ 1, 1)+ Ryy,)7!
tmn . * c _ . -1
[/7. (E N[x Ly,, X + lm,,]) (Ztm,,) ]

IA

t

My ]

c- [/1* (ESN[x—=ty, X+ ty])- (ZI’"H)_I] ’

IA

Al hacer tender 7 a infinito, con el Lema 1.2 y el limite 1.2, obtenemos
lfm A (EN[x—hy,x+h])
Parews 2h, B

Aplicando el Teorema 1.4, x es un punto de dispersion de E¢ y por la Afirmacion 1.19 x resulta ser

0.

un punto de densidad de E. ]

Del resultado anterior, podemos deducir que si (#,),en €s una sucesion como en el lema 3.1, entonces
x es un punto de dispersion de E € M si y s6lo si
. ATEN[x—t,x+1,)])
lim

n—+co 2t,

=0.

La condicién sup — < +oo es esencial, como lo muestra el siguiente ejemplo.

tht1

. . . I
Ejemplo 3.2. Sea (¢,),cn una sucesion decreciente convergente a cero tal que sup — = +oo.

T+l

., ” I
Escogamos una subsucesion (1;)ex para la cual limy_,,, — = +oco y sea
t”k+1

A= U[tnkH’ Vi~ tn ]| U U[_ Vin Ings = 1] -
k>1 k>1
Para x = 0, se tiene
, /l* (A N [_tna tn])
lim =0,
n—+oo 2ln
mientras que
(AN VI T Vi )
Iim = 1.

e 2\t~ I

W. Wilczyiiski en [9], reformul6 la nocién de punto de densidad para un conjunto Lebesgue medible
E, la cual puso en términos de convergencia casi en todas partes de ciertas sucesiones de funciones

caracteristicas. El resultado siguiente expone esas ideas.

Teorema 3.3. Para E € M, los siguientes enunciados son equivalentes.

1. d(E.x) = 1.
2. 1My, ee [/1* ((E=x ' n)- (Zn_l)_l] -1
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3. lim, e (- (E—x)N[-1,1]) = 2.
4. (X (n-(E-0ni-1,1)),,ey CONVerge en medida a x| 1.
5. Para cada sucesion creciente (n,) ey de enteros positivos, existe una subsucesion (Iuy,) pen

tal que la sucesion ()((n (E-vn[-1 1])) converge casi en todas partes a x(-1.1;-
mp ’ ’

PEN

. .1 . . .
Demostracion. (1 < 2) Con el Lema 3.1 aplicado a la sucesion {—} . s€ obtiene ésta equiva-
ntne

lencia.

(2 & 3) Utilizando el Lema 1.6, tenemos que

1M, eeo [/1* ((E=x 0 n)- (Zn_l)_l] 1M, [ 2 (= ) 0 (7, 071) - )
2)" lim, o [ (- (E = x) N [=1,-1])]

= 1.

(3 © 4) Notemos primero que
2-A(n-(E-x)n[-1,1D =2 (-1,1]\n-(E-x)Nn[-1,1])
y ademads, para € > 0 y n € N se cumple la siguiente igualdad de conjuntos
(xR : Wo-nor1n@® =Xl 2 e = =L 11\ (- (E = )N [=1,1]).
Por lo tanto, para cada € > 0 existe un N € N, tal que si n > N, entonces
2-A'(n-(E-x)n[-1,1]) :/l*{[—l,l]\(n-(E—x)ﬂ[—l,l])} <e

siy s6lo si
A [{X €ER : Yo@E-vn-1.1p(X) = x=1.13(x0)] = E}] <€,

o lo que es lo mismo, la sucesion (¥ (w.(z-vni-1,11)) ey CONverge en medida a y|_ 1.
(4 © 5) Esta equivalencia se prueba con ayuda del Teorema 1.15. [

Para los puntos de dispersion tenemos la siguiente caracterizacion.

Teorema 3.4. Para E € M, los siguientes enunciados son equivalentes.

. d(E, x) = 0.
1My, e [a* ((E —x)n[n, n—l]) : (2n_1)_1] = 0.
im0 (- (E—x)N[=1,1]) = 0.

- (orE-vni=1,1)) .0 CONVerge en medida a la funcion constante 0.

N B W N =

. Para cada sucesion creciente (n,) e de enteros positivos, existe una subsucesion (ny,,) pen

tal que la sucesion (X(nmp-(E—x)ﬂ[—l,ll))peN converge casi en todas partes a la funcion con-

stante 0.
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Para poder definir la nocion de punto de densidad o dispersion con respecto a un ideal necesitamos

las siguientes definiciones.

Sean (X, S) un espacio medible e 7 C S un o-ideal en X.

Definicion 3.5. Decimos que una sucesion de funciones S-medibles (f,),en converge I-casi en

todas partes a una funcion S-medible f si
{xex: 0" fo) e Fr.

Definicion 3.6. Una sucesion de funciones S-medibles (f,),c converge con respecto a I a
una funcion S-medible f si cada subsucesion (f,, )men contiene una subsucesion ( f,,mp )pen la cual

converge I-casi en todas partes a f.

Cuando una sucesion de funciones (f,),cn converga a f con respecto a 7 se denotard como
T

n—f.

Para un espacio de medida (X, S, u) es facil ver que sus conjuntos nulos N, forman un o-ideal en S
y en la Definicién 3.5 obtenemos la convergencia casi en todas partes para funciones S-medibles.

En lo posterior, S denota una o-dlgebra en R e 7 un o-ideal contenido propiamente en S.

Definicion 3.7. [Wilczynski] Decimos que un punto x € R es un punto de I -densidad de A € S
Si
T
Xw@A-on-11) — xr-111 en  [=1,1].

] I . .,
St Xna—vni-1,1) — 0 en [—1, 1], entonces x es un punto de I-dispersion para A.

El simbolo d;(A, x) dird que x € R es un punto de /-densidad o de 7-dispersion para el conjunto,
ésto es, dr(A,x) = 1 o dy(A,x) = 0. El conjunto de todos los puntos de 7-densidad para A se
denotara por

Dr(A) ={xeR : dr(A,x) = 1.

Lema 3.8. Sean A,B€ S. SiA C Bydr(A, x) =1, entonces dr(B, x) = 1.

I
Demostracion.Sabemos por hipotesis que X .a-on(-1,1) — X[-1,1] €n [—1,1]. Consideremos los
conjuntos
p—>+o0
Uax = {y e[-1,1] : /\/(n,,,p-(A—x)m[—l,l])(y) - X[—l,l]()’)},
p—>+0o0
U ={y € =111 2 X(u,, povnin)® — X1}
La demostracion se sigue directamente del hecho de que U, € Ug,,. [ |

Lema 3.9. Sean A,B € S.
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1. Si A C B, entonces Dr(A) C Dr(B).
2. Dr(ANB) =Dr(A) N Dr(B).

Demostracion. (1). De el Lema 3.8 se obtiene ésta propiedad.

(2). Por el primer inciso, sabemos que D (A N B) € Dy (A) N Dz(B). Ahora probaremos la con-
tencion D7 (A) N Dr(B) € D7 (AN B).

Usaremos la notacién Uy, introducida en la demostracion del lema anterior. Primero probaremos

la siguiente afirmacion:
Afirmacion. ParaA;,A, € S

UA]ﬂAz,x = UA[,)C N UAz,x-

Demostracion de la Afirmacion. Siy € Uy, » N Uy, ., entonces para cada € > 0 y cada subsucesion

N2

Ve € tiene

de (Y ona-oni-1.1)(0),ey €Xisten Ni ., N7 € N tal que cuando p > Nj_,

-l<y=n,(rn-x=<1, rneA i=12

De lo anterior, para p > N = méx{Nylﬁf,

elemento de A; N A,. Por consiguiente, cada subsucesion de (x(,-(4;n42)-0ni-1,1n (V) ey EXiSte una

2 _ _ . .
Ny .} tenemos que r; = r, = r, lo cual implica que r es

subsucesion que converge a 1 = y_; 1;(y). Por ello, y € Ug,na, -

Para la otra contencidn, procediendo de manera andloga encontramos que si y € Uy, na,.» Y cumple
-1 <y=n,,(r-x) <1, entonces r € n, (A — x) y r € n,, (A — x). De ésta manera, parai = 1,2
cada subsucesion de (x(,,.4,—vni-1,1)(Y)),.r CONtiene una subsucesion que converge a y—1,11(y). Por
lo tanto, y € Uy, x N Ua,., y asi se consigue la igualdad. O

Si x € D(A) N D(B), entonces Uy, N Up, € Fr al ser igual a la interseccion de dos elementos
en el filtro dual del ideal, por la afirmacion anterior. De ésta manera, x es elemento de D7 (A N B)
obteniendo la identidad requerida. [

Para continuar con la analogia, consideremos la familia
r={AeS: ACDrA)}

Verificaremos que realmente define una topologia en R.

Para cada niimero natural n y cada nimeo real x, se cumple n - (R — x) N [-1,1] = [-1,1] y
n-(0-x)n[-1,1] = 0. Por lo cual,

Xn-@®-0n-11) = X[-1,11 Y X@@-on[-1,1) = 0,
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obteniendo D7(0) = 0 y Dr(R) = R. Lo anterior implica que R, € 77. Sean A;, A, elementos de

77. Aplicando el Lema 3.9-2, se tiene
A1 NAy C Dr(A) N Dr(Az) = Dr(A; N Ay).
Concluyendo que A; N A; € 77.

Ahora, sea {A, i tE T} una coleccién de elementos en 77y x € Dy(A;). Como paracadat € T se
tiene que Uy, . € Fr. Por el Lema 3.9-1, el conjunto U [User A]x €8 también elemento del filtro dual

del ideal y se dan las siguientes contenciones:

A | Joran c o [U A,] .

teT teT teT
Por lo tanto, | J,.; A; € 7. Esta topologia es conocida como la Topologia de I-Densidad y por el

Teorema 3.3, cuando 7 = Ny S = M, se tiene 7, = Ty

Teorema 3.10. Sean I = N y E € M, los siguientes enunciados son equivalentes.

1. x es un punto de N-densidad de E.

2. Para cualquier sucesion decreciente (t,),cny C R convergente a cero, existe una subsucesion
(t,, )men tal que (X((tnm)_l'(E_x)m[_l’l]))neN converge N-casi en todas partes a -1 1 en [-1,1]

3. Dada una sucesion decreciente (t,),en € R convergente a cero cumpliendo la condicion

n .
sup — < +oo, se tiene que

In+l

N
Xt E-on[-1,11) T X[-1.1] €N (=1, 11.

Demostracion. (1 = 2) Sea (t,),en € R un sucesion decreciente convergente a cero. Tomamos

L <1, < 2+k para todo

(z%k)keN de tal manera que la subsucesion (2, )rer de (2,),en cumpla que o <

., t
k € N. Esta subsucesién cumple que sup —— < +co.
1,
Mg+1

Aplicando el Lema 3.1 y la implicaciéon (1 = 5) el Teorema 3.3, tenemos que existe una sub-

converge a xi-1,1) /N-casi en todas partes en

sucesion (t,,mp )pent para la cual (X((tn D HE-0nL-1 1])) .
m ’ pe

[-1,1].
(2 = 3) Esta implicacion es evidente.

(3 = 1) Consideremos la sucesion (¢, = n~!),ay, la cual es decreciente y converge a 0, ademds

In

sup = sup(l + n_l)neN =2 < +oo,

In+l

., -1 . L -1
Por ello, cada subsucesion (n,, )nen contiene una subsucesion (1, )pay tal que ()((nmp,( A—x>“[—"‘]))neN

converge a x|-1,1] /N-casi todas partes en [—1, 1]. Por la implicacioén (5 = 1) en el Teorema 3.3, se

obtiene lo deseado. [ ]
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2. Topologia inducida por una seleccion débil

Sea X un conjunto distinto del vacio y f : [X]*> — X una seleccién débil para X. En el capitulo
primero vimos que bajo f, podemos obtener una relacién que permite definir conjuntos a los cuéles
llamamos f-intervalos. Cuando X es un conjunto parcialmente ordenado y se define la topologia
del orden, los intervalos abiertos inducidos por el orden parcial juegan un papel muy importante
al formar una base para el espacio. Andlogamente, daremos una topologia en X en la cual ciertos
f-intervalos son de gran utilidad: La generada por {(<—,x)f DX € X} U {(x, —)f X € X} y la
denotaremos por 7. Una pregunta natural seria el porque no considerar los f-intervalos abiertos
(a, b); como subbase de nuestra topologia, la respuesta la da el siguiente ejemplo construido en los

reales.

Sea la seleccién débil f : [R]*> — R definida de la siguiente manera:

(a) 1 <5 2.

(b) Paracada x e R\ {1,2}, se tiene 1 <y x <y 2.

(c) En los pares de puntos donde no ha sido definida, mantendr4 el orden Euclideano.

Para los puntos 1 y 2, se cumple que 1,2 ¢ ﬂ’,‘,zl(an,bn) ¢ para cualquier sucesion finita de f-
intervalos abiertos, al ser puntos f-minimal y f-maximal, repectivamente. Por lo cual, la familia de

f-intervalos abiertos no puede generar una topologia en R teniendo a dicha familia como subbase.

También sabemos que desafortunadamente <; no es una relacion transitiva y ciertos elementos de

la topologia 7, nos proveen una explicacion de éste hecho, el cual enunciamos a continuacion.
Proposicion 3.11. Sea f una seleccion débil en X y x,y,z € X tales que z <y x <y y <; z. El
conjunto W = (<, x]s N [y, =) es abierto-cerrado en (X, ty) y separa a z del conjunto {x, y}.
Demostracion. Primero, se tiene que W es elemento de 74, ya que
yé(—,xlf y x¢&l[y,—)s. Porlocual, (e, x]rN[y,—)r=(—x)rNQY —=)f.

Tomando el complemento del conjunto vemos que W¢ = (x, =) U (<, y)s € 7¢. Por consiguiente,

también es cerrado en (X, 74) y z queda separado de x y y por W. [ |

Con el resultado anterior, obtenemos una importante propiedad para el espacio (X, 7¢) sin importar

la seleccion débil f que esté involucrada.

Lema 3.12. Para cada seleccion débil f en X, el espacio (X, t¢) es Hausdorff.

Demostracion. Sean x,y € X puntos distintos. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que

x <g y.Si(x,y)r = 0, entonces (<, y)r N (x,—); = 0. En éste caso, tomamos como vecindades
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disjuntas paraxy ya U = («,y); y V = (x —);. Si existe un punto z € (x,y)s, entonces por la

Proposicién (3.11) se tiene que
U=(=2; 'y V=&=)
son vecindades disjuntas de x y y, respectivamente. [

Lema 3.13. Sea f una seleccion débil en X y x,z puntos en el conjunto tales que z <; X.
Entonces existe U € 7y tal que z € U y Cl, [U N (<—,x)f] C (<, X)f.

Demostracion. Primero consideremos el caso cuando (z,x); # 0. Si y € (z, x), entonces
tomamos U = («,y); el cual claramente es elemento de 7, y contiene a z. Por otro lado, los

f-intervalos (<, y]¢, (<, x]¢ son cerrados en (X, 7¢) y x ¢ (<, y];. Por lo cual,
Cl, [U N («, x)f] = Cl,, [((—,y)f N («, x)f] C (¥l N (e, x]f C (e, X)s.

Ahora supongamos que (z,x); = 0. La relaciéon y <, x implica que y < z, por ello, («,x); C
(¢, 2] obteniendo («,z]; = (<, x)f U («<,2)f € 7. Tomando U = («,z]y, es una vecindad

abierto-cerrada de z en (X, 7¢), la cual no contiene a x. [ |

Corolario 3.14. Para cada seleccion débil f en X, el espacio (X, 7y) es regular.

Demostracion. V = X \ CL, [U N (<, x) f] es una vecindad del punto x y por el Lema (3.13)
Cl, [U N (¢, x) f] es un cerrado que no contiene al punto al ser subconjunto de (<, x);. Por lo
tanto, V N («, x) = 0. [ |

Usando propiedades bésicas de los espacios topoldgicos ordenados, I. Martinez y M. Hrusak en
[14] probaron que las topologias 74 son completamente regulares respondiendo a una pregunta de
S. Garcia-Ferreira y A.H. Tomita [10]. En éste mismo articulo, los autores dieron un ejemplo en

donde la topologia 7, no es normal.

3. Propuestas de Densidades para medidas exteriores inducidas por selecciones débiles

Las Densidades que se proponen en esta seccion ofrecen temas muy interesantes, desde mi punto
de vista, para futuros proyectos de investigacion dentro del tema de selecciones débiles y Teoria
de la Medida. En la primera seccion de éste capitulo, definimos un tipo de densidad sin utilizar
la medida en cuestion s6lo algunas propiedades inherentes de los conjuntos nulos del espacio de
medida involucrado. Basdndonos en ésto nuestra primera propuesta de Densidad con respecto a una

seleccion débil se basa en la Definicion 3.7 considerando la o-algebra My y el o-ideal N/:
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Para una seleccion débil f
di(A,x) =dn,(A,x) Yy Dy(A) = Dy, (A)

son la Densidad inducida por f y el conjunto de f-puntos de densidad, respectivamente.

De ésta manera, hemos definido una Densidad que es andloga a la Densidad de Lebesgue, ya que
si A C R es Lebesgue medible y consideramos la seleccién débil Euclideana, el o-ideal Ny es
igual al o-ideal de los conjuntos A*-nulos. Por el Teorema 3.3 los puntos de Ny, -densidad de A son

precisamente los puntos de densidad de Lebesgue.

Las f-medidas que nos interesan para nuestra siguiente propuesta de definicion, serdn aquellas que
cumplan A% ((a, b) f) < +oo para todo f-intervalo abierto (a, b);, en analogia con la Densidad de
Lebesgue. De aqui en adelante supondremos que se cumple ésta condicion para cualquier f-medida

involucrada en la densidad que a continuacion describimos.

Definicion 3.15. Sea f una seleccion débil y consideremos la medida exterior inducida por ella.
Para A C Ry x € R, la densidad inferior y superior, son las funciones /_)f,ﬁf :P(R) xR — [0, 1]
dadas por:

L. Existe un f-intervalo abierto que contenga a x.

° Si A} [(a, b) f] = 0 para algun f-intervalo (a, b)s que contenga a x, entonces definimos
p,(4.2) =4, 0) = 0.
e Si para cada f-intervalo (a, b); que contenga a x se cumple que 0 < /1;’2 [(a, b) f], entonces

54,2 = tim sup | (40 (a,b)]
e—0 /1} [(Cl, b)]‘]

xe(@b)y y Ay|@by]|<ely

A:|A N (a,b)y]
2 |@.b),]

p (A ) = lim inf { txe(ab) y Ay|@b)y] <€l

e—0

1l. x es f-minimal.

o Si existe ¢ € R tal que /l}i [((—, c) f] = 0, entonces

p (A x) =p,(A,2) = 0.
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e Para cada ¢ € R se tiene que 0 < A, [(<—, c) f] < +oo, definimos la Densidad superior e

inferior como

A [A N (,0)]

P (A, x) := lim sup {

el ] TR ol <d

/l;i. [AN(«,0)]
/l.}k‘ [(<—, c)f]

p (A, x) = limnf {

e—0

cceR\{x} v /lf; [(&,c)f] < e}.
IIl. x es f-maximal.
e Si existe ¢ € R tal que /l;i [(c, —) f] = 0, entonces
gf(A, x) = ps(A, x) = 0.

e Para cada ¢ € R se tiene que 0 < A; [(c, —>)f] < +oo, definimos la densidad superior e

inferior como

{/1; [A N (c, —>)f]

Pf(A, x) := limsup
A (CRon

e—0

cceR\{x} vy /l}[(c,—))f]<e}

XA (e, -]
45 | )]

p(A.x) = lim inf { tceR\{x} y Ap|(e.-)f] <€)

e—0

Una observacion inmediata, es que si nuestra seleccion débil en la definicion anterior es la Eu-

clideana podemos obtener la Densidad de Lebesgue estudiada en el Capitulo 1.

4. Preguntas Abiertas

Durante la realizacion de éste trabajo nos dimos cuenta que las nociones que introducimos son una
gran fuente de nuevas ideas y nuevos temas lo cual es imposible abarcalos todos en una tesis de
maestria en un tiempo razonable. Para finalizar éste trabajo, enunciaremos algunas preguntas que
para nosotros son muy interesantes.

Pregunta 3.16. ;Existen dos selecciones débiles f y g, que cumplen M; = M, y
s [(a, b)] # A, [(a,b)]
para todo intervalo Euclideano finito (a, b)?

Pregunta 3.17. ;Existen dos selecciones débiles f'y g, que cumplen M; = M,y d; # d, ?
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Pregunta 3.18. ;Existe una seleccion débil f, tal que el conjunto
M; = {EEMf : E¢Nf}
tenga cardinalidad ¢ ?

Pregunta 3.19. Dados A C R, x € R y una seleccién débil f, ;es cierto que
ds(A, %) = ps(A, %) = p (A, %)

siempre que p (A, x) = ;_)f(A, x)?
Pregunta 3.20. ;Existe una seleccion débil f, tal que [M;| = ¢?

Pregunta 3.21. Encontrar dos selecciones débiles f y g, tales que para cada A C R con cardi-
nalidad no numerable se tenga /l;‘;(A) < AE(A).

Pregunta 3.22. Encontrar las condiciones que debe cumplir una seleccion débil f para que el
espacio (R, My, /l’;) sea c.c.cC.

Pregunta 3.23. Dadas dos selecciones débiles f'y g, dar las condiciones para que los espacios

C'(R, My, )y (R, M, ;) no sean linealmente isomorfos.

Pregunta 3.24. Dadas dos selecciones débiles f'y g, dar las condiciones para que los espacios

'R, My, Ayt 'R, M,, ;) no sean topolégicamente isomorfos.
Pregunta 3.25. Dada una seleccion débil f, jes cierto que 7, C 74, ?
Pregunta 3.26. ;Existe una seleccion débil f tal que 7, = 74, ?
Pregunta 3.27. ;Es 7,4, completamente regular para cualquier seleccion débil f ?
Pregunta 3.28. ;Puede el espacio topologico (R, 74,) ser normal para alguna seleccion f ?

Pregunta 3.29. Dadas dos selecciones débiles f y g muy distintas, dar ejemplos de una funcién

h:R — Rtal que
fhd/l} # fhd/12~
Pregunta 3.30. Para cada ideal 7 C R, ;Es posible encontrar una seleccién débil f tal que
I =N;?
Pregunta 3.31. ;Es cierto que para el conjunto N, se cumple lo siguiente:

Ny = {A C R : Aesun conjunto denso en ninguna parte en (R, Tdf)}

= {A C R : Aesde primera categoria en (R, Tdf)}?
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