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Introduccion

Entre los multiples podcasts que se encuentran en el sitio de la BBC existe
uno titulado A brief history of mathematics [29], en donde el profesor Marcus
du Sautoy comenta acerca de personajes importantes a lo largo de la histo-
ria de las matematicas, sus descubrimientos y el impacto que producen sus
resultados en otras disciplinas. Senala, por ejemplo, que el analisis de Joseph
Fourier es el adecuado para describir ondas sonoras, la distribucion de Gauss
es la herramienta principal en estadistica, la geometria no euclidiana de Rie-
mann juega un papel primordial en la Teoria de la Relatividad de Einstein
y Poincaré con su tratado del caos es contemplado al predecir el clima. La-
mentablemente, no hace mencién explicita de un descubrimiento en légica
matematica y de sus aplicaciones en otras areas; asi que se le podria plantear
al profesor du Sautoy tomar el concepto de deduccion natural introducido por
Jaskowski y Gentzen (véase [26]) con el propésito de modelar correctamente
el pensamiento matematico, ya que mas tarde se emplearia de forma crucial
en la teoria de lenguajes de programacion en Ciencias de la Computacion.
Esto es debido a que Curry y Howard observaron que las férmulas de la 16gica
intuicionista corresponden a tipo{] en el calculo lambda con tipos simples,
que las pruebas logicas se asocian a programas y que una derivacion logica
se relaciona con una derivacion de tipos, todo esto conforma el isomorfismo
de Curry-Howard [4, 5, [15]. Este descubrimiento es impactante, notable y
sobresaliente, como bien dice Philip Wadler en [34],

[...]la deduccion natural de Getzen y el cdlculo lambda de Church
estan a la par en elegancia y trascendencia con la relatividad de
Finstein y la fisica cudntica de Dirac. Ademds las matemdticas
involucradas son mucho mds sencillas]...]

1Un tipo es una coleccién de entidades computacionales que comparten alguna propie-
dad en comun.
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Con el paso del tiempo se han formulado versiones del isomorfismo de
Curry-Howard para distintas logicas y formalismos matematicos, entre sus
variantes podemos mencionar que las pruebas al estilo Hilbert se asocian con
la [ogica combinatoria simplemente tipificada, el cubo-\ se relaciona con los
sistemas de tipos puros y la légica proposicional de segundo orden Prop2 se
corresponde con el calculo lambda polimérfico de segundo orden A2 (véase
[18, B1]). Sin embargo, hasta antes de la década de los noventas del siglo
pasado parecia no existir isomorfismo de Curry-Howard para la légica clasica.
Griffin en [10] menciona que,

[...| Esta correspondencia ha sido restringida a la ldgica cons-
tructiva porque se cree ampliamente que, en general, las pruebas
clasicas carecen de contenido computacional]...]

En el mismo articulo el autor resuelve esta cuestién estableciendo una tipi-
ficacién para una extension del calculo lambda, conocido como calculo AC,
con el cual se cumple el isomorfismo de Curry-Howard para la logica clésica.
Tiempo después, Parigot (véase [25]) contribuye con la creacién del calculo
A, cuya version tipificada también se corresponde con la logica clasica.

El propédsito del presente trabajo es dar a conocer, a través de un estu-
dio detallado de las aportaciones de Griffin y Parigot, que la légica clasica
posee una interpretacién computacional dentro de la teoria de lenguajes de
programacion, por medio del isomorfismo de Curry-Howard; ademas, en es-
te texto en ocasiones se ofrecerdan demostraciones y argumentos propios que
complementan los resultados de otros autores. Por un lado, Griffin recurre
al calculo A\C de Felleisen para formular una tipificacién acorde a la légica
clasica; no obstante, esto propicia que a un término cerrado se le asigne el
tipo void o L, lo cual es inadmisible. Griffin arregla esta situacion al simular
la evaluacion en un ambiente en el que los tipos son vélidos y las reduccio-
nes se pueden ejecutar. Por otra parte, Parigot extiende el calculo lambda
con términos p de una manera elegante y conveniente para la definicién de
operadores de control, lo que le permite a su calculo corresponderse con la
logica clasica. Finalmente, se apreciara cémo la traduccién de Kolmogorov
opera sobre el tipo de un término Ay, regresando el tipo de la expresion que
resulta de transformar dicho término usando el estilo de programacién CPS

El contenido de este trabajo estda organizado de la siguiente manera.

2Continuation Passing Style.
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En el Capitulo |1 se dan a conocer los conceptos necesarios para el desa-
rrollo posterior. En primer lugar se define la deduccion natural, que tomando
como referente la negacion, genera tres sistemas logicos: minimal, intuicio-
nista y cldsico. Luego, se introduce el calculo lambda puro (A) de Alonzo
Church. Para dar paso a la definicién del calculo lambda con tipos simples
(A7), donde los tipos son tipos atémicos o tipos funcién, ademas se indican
sus propiedades mas importantes. Se anaden después a A~ los tipos suma y
producto para obtener el calculo A%, Entonces, se presenta el isomor-
fismo de Curry-Howard para X y la 1égica intuicionista con conectivos
—, L, V, AL

El Cdpitulo [4 empieza con una discusién de la relevancia que los opera-
dores de control tienen en el desarrollo de programas eficientes, en particular
mencionamos a las continuaciones como la herramienta fundamental para
definir saltos en la secuencia de evaluacion. Proseguimos a estudiar el calculo
AC de Felleisen, sus nuevos operadores, C y A, y su sistema de reducciones.
Luego, se definen algunos operadores de control mediante términos de AC.
Enseguida se obtienen las reglas de tipificaciéon dadas por Griffin para este
calculo y se establece el isomorfismo de Curry-Howard. El capitulo termina
definiendo a partir de C las operaciones que incorporan los tipos producto y
suma.

El célculo Au de Parigot es introducido en el Capitulo [3 Comenzamos
proporcionando su definicién, es decir, se muestran su gramatica, reducciones
y reglas de tipificacion. Se explica a detalle cémo es que este calculo se corres-
ponde con la ldgica clasica, siendo valido el isomorfismo de Curry-Howard.
Se indagan las propiedades que cumple y los operadores de control que pue-
den ser definidos en términos Ap. Por ultimo, se definen dentro del célculo
A las operaciones que introducen los tipos producto y suma, andlogamente
a como se hizo para el calculo AC.

Finalmente, en el Capitulo [{] nos ocupamos de algunas traducciones in-
teresantes. Primero nos enfocamos en la traduccion de Kolmogorovy después
en la transformacion CPS de términos del calculo Ay a términos A7. Ob-
servamos que estas dos traducciones interactiian asombrosamente ya que al
transformar términos del calculo Ay usando CPS sus tipos cambian siguien-
do la traduccion de Kolmogorov. Para finalizar, mostramos que la transfor-
macién CPS,; aplicada a términos Ap restringidos, preserva la igualdad de
expresiones.

Para una mejor asimilacion de los temas aqui expuestos se recomienda
al lector haber cursado las asignaturas de Anadlisis Logico y Lenguajes de
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Programacion y sus Paradigmas, pertenecientes a la carrera de Ciencias de
la Computacion. En estos cursos tal vez se haya presentado una primera
aproximacion al isomorfismo de Curry-Howard para la 16gica intuicionista y
el calculo lambda con tipos simples.



Capitulo 1

Preliminares

La légica y la computacion guardan una relacion muy estrecha. En di-
versas areas de las Ciencias de la Computacién podemos comprobar esta
afirmacién, por ejemplo: en las bases de datos, donde encontramos el calculo
relacional; en la inteligencia artificial, al tratar de representar el conocimiento
usando el lenguaje de la programacion légica; en los circuitos digitales, em-
pleando compuertas légicas; en la complejidad computacional, con el famoso
problema SAT como ejemplo de problema NP-completo y, por supuesto, en
los lenguajes de programacién. Gran parte del fundamento teérico de lengua-
jes de programacion es resultado de las aportaciones obtenidas de la légica.
Esto es evidente al definir la sintaxis concreta y abstracta, la semantica estati-
ca y dindmica, al introducir funciones y recursion, asi como al considerar un
sistema de tipog’| en el lenguaje.

En la década de los anos 1930 surgieron importantes aportaciones, tanto
en légica matematica como en los fundamentos de lenguajes de programacion.
Por una parte, en [20] se aclara que Stanislaw Jaskowski y Gerhard Gentzen
publicaron de manera independiente articulos que dieron origen a una nueva
forma de deduccion en légica. Ambos pretendian encontrar un sistema que se
aproximara de manera mas fiel al razonamiento que en realidad se emplea en
pruebas matemaéticas, dando lugar a la deduccién natural. Mientras tanto,
Alonzo Church introducia el calculo lambda como una manera de formalizar
el concepto de computabilidad (véase [28]). Su versién es llamada calculo
lambda puro y, aunque originalmente su propédsito era uno distinto, su célculo

3Un sistema de tipos es un método sintdctico bien definido que sirve para evitar la pre-
sencia de ciertos comportamientos indeseables en los programas, al clasificar los términos
involucrados de acuerdo a la clase de valores que éstos calculan.
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se convirtié en una de las herramientas esenciales para el estudio formal de
lenguajes de programacion.

Tiempo después surgiria un resultado que entrelaza el sistema de deduc-
ciéon natural intuicionista, donde las pruebas son constructivas, y el célculo
lambda con tipos simples en el que a los términos del célculo lambda puro
se les anade un mecanismo de asignacion de tipos. Esta relacién es conocida
como isomorfismo de Curry-Howard o formulas-como-tipos.

1.1. Sistemas de Deduccion Natural

Los sistemas de deduccién natural tienen como principal caracteristica la
definicion de dos reglas para sus conectivos légicos: introduccion y elimina-
cién, dichas reglas de inferencia son reconocidas y aceptadas como naturales
o intuitivas en el proceso de pensamiento, es por este motivo que se les cono-
ce como sistemas de deduccién natural; otra propiedad importante en estos
sistemas es que el uso de reglas de inferencia tiene una mayor ponderaciéon
que la definicién de axiomas. Acerca de la deduccién natural encontramos en
la literatura la opinién de diversos autores; por ejemplo, Kalish y Montague
mencionan que,

[...](estos sistemas) se dicen que emplean deduccion natural
y, como indica su nombre, tienen el propésito de reflejar formas
intuitivas de razonamiento...| (Vedse [26]).

Mientras que Chellas comenta,

[...]debido a que las reglas de inferencia tienen un parecido
cercano a los patrones de razonamiento encontrados en el len-
guaje natural, el sistema de deduccion es de una clase llamada
deduccion natural]...] (Vedse [20]).

Antes de profundizar mas en los sistemas de deduccién natural debemos
ofrecer algunas definiciones.

Si VProp = {p,q,r,...} es un conjunto infinito numerable de variables
proposicionales, entonces el conjunto de formulas de la 16gica proposicional,
denotado por FProp, se define como:

= VProp C FProp

= | € FProp
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= Si p, 9 € FProp, entonces (¢ — 9), (¢ V ¢), (¢ A1) € FProp
Dada esta definicién notemos lo siguiente:

= Para referirnos a férmulas 1égicas utilizaremos las letras griegas ¢, 1,
ete.

= El conectivo de la negacion no figura como constructor de formulas ya
que puede ser definido a través de la implicacién, como se vera mas
adelante.

= La implicacién se asocia a la derecha, es decir, ¢ — 1) — x se entiende
como ¢ — (Y — x).

= La precedencia de operadores de mayor a menor es A, V, — sin distin-
ci6én entre A, V. Por lo que ¢ A ¢ — x significa (¢ A ) — x.

Ahora bien, introducimos los contextos 16gicos, simbolizados por I', A,
etc., que no son mas que conjuntos finitos de féormulas {¢1, ..., @, }. Al escri-
bir ', A nos referimos a I'UA. Similarmente, la notacién I', ¢ indica T'U {p}
con ¢ ¢ I'. Definimos un secuente como una expresién de la forma I' - ¢,
con I' contexto y ¢ férmula. En particular, - ¢ se refiere a @ + ¢. El se-
cuente I' - ¢ sirve para definir la derivabilidad de ¢ tomando como hipdtesis
las férmulas en I', la definicién formal de derivabilidad requiere de reglas de
inferencia entre secuentes, las cuales tienen la forma:

i TolFea .0 Thlo,
I'Fop

Esto nos indica que si los secuentes que forman las premisas, esto es
'y F o, o B oo, oo T F @, son derivables, entonces también es deri-
vable la conclusiéon I' = . Si no hay premisas, concluimos que I'' - ¢ siempre
es derivable. Por ende, una derivacién del secuente I' - ¢ es un arbol finito
de secuentes cumpliendo las condiciones siguientes:

= La etiqueta de la raiz es I' - ¢.
= Todas las hojas son axiomas, es decir, secuentes de la forma I', ¢ - .

= La etiqueta de cada nodo padre se obtiene de las etiquetas de los nodos
hijos usando una de las reglas de inferencia que conforman el sistema
de deduccion natural.
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A menos que se indique lo contrario, para las reglas de inferencia que
se dan en este capitulo se considerard un fragmento de los conectivos de la
légica proposicional, tinicamente implicacién (—) y falsedad (L).

Notemos que la negacion es uno de los conectivos légicos mas importantes.
Su relevancia es tal que la manera en que es definida y tratada marca la
pauta para generar distintos sistemas de deduccién natural, los cuales pueden
ser minimal, intuicionista o cldsico. Para los dos ultimos sistemas se tienen
sus calculos correspondientes, esto es, el cdlculo proposicional intuicionista,
denotado por NJ, y el calculo proposicional clasico, representado por NK.
Analicemos a detalle cada uno de estos tres sistemas.

1.1.1. Loégica Minimal

Este sistema de deduccién natural fue propuesto en 1936 por I. Johansson,
su peculiaridad es definir a la negaciéon como —¢ =45 ¢ — L. Recordemos
que tnicamente empleamos los conectivos — y L para definir nuestros siste-
mas légicos. Para la derivacion en logica minimal utilizamos el simbolo +,,,
sus reglas de inferencia son las siguientes:

F730|_mw
Chme =1

I'brno—=v% T'kyhop
Tk, ¢

Reglas de deduccion natural minimal.

(Ax) (— 1)

R E
Iobme (= B)

Para ejemplificar el uso de estas reglas podemos mostrar que la inferencia
o — Y Fp 0 — - es derivable. Usando el hecho de que —¢ quiere
decir ¢ — L y empleando la regla (— [I) dos veces, basta mostrar que
o — P, — L @k, L. Elocupar la regla (— I) para reescribir el secuente
a derivar es un ardid que se usara en repetidas ocasiones a lo largo de este
trabajo.

La derivacion es la siguiente, tomando I' = {¢p — ¥, — L, ¢},

TF, o (4z) TF, o Eixg) (A2)
TF, 0 rhn =1 7
T, L = E)

Como segundo ejemplo se dara la derivacién del secuente b, ¢ — ==,
para lo cual es suficiente mostrar que ¢, — 1 F,, L. Tomando A =
{¢, 0 — L} se tiene,
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(Az)
(= E)

(Az)

JANY ) AbF,p— L

Ab, L

De esto se observa que algunas propiedades de la negacién, como lo es la
introduccién de la doble negacién F,, ¢ — ==, son derivables en la légica
minimal aun cuando no hay reglas particulares para ella.

1.1.2. Légica Intuicionista

Uno de sus fundadores fue L. E. J. Brouwer con su desarrollo de una
matematica intuicionista en 1907. La ldégica intuicionista se concibié anos
después como una extension de la légica minimal anadiendo la regla de eli-
minacién del L o ez-falso-quodlibet (EFQ): T'F L implica I' F ¢; en otras
palabras, si el sistema es inconsistente, entonces es posible derivar cualquier
formula ¢ del sistema.

Denotamos con +; la relacién de derivabilidad en este sistema y con
NJ(—, L) el célculo proposicional intuicionista donde sélo figuran la im-
plicacion y la falsedad.

Tore 0 TR PO TSy 00
'e—=v 'k
Thi 0 =5

Reglas del cdlculo proposicional intuicionista, NJ(—, L).

Es facil ver que toda féormula derivable en la légica minimal lo es en la
légica intuicionista, ya que las tres reglas de la logica minimal figuran en
NJ(—,1).

Todas las férmulas generadas a partir de las reglas de la logica intui-
cionista son constructivas, es decir, cuentan con una derivacién directa.
Una férmula en esta légica es valida o verdadera si podemos construirle una
prueba de acuerdo a la interpretacién BHK (véase . En este sentido de-
bemos mencionar que la formula del tercero excluido, ¢ V =y, no es valida.
Esta férmula surgio al describir ciertas situaciones finitas en las que es cier-
ta, pero estudiosos de la légica pusieron en duda su validez al contemplar su
generalizacién al infinito. Por ejemplo, en el articulo titulado Intuitionistic
Logic (véase [23]), Joan Moschovakis afirma que:
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[...]si x y y son nimeros naturales 0,1,2,... y el predicado
B(x) quiere decir que existe un nimeroy > x tal quey yy+ 2
son ambos numeros primos, entonces no tenemos método alguno
para determinar si B(x) es verdadero o falso para una x arbitra-
ria, asi Vx (B(x) V —B(x)) no se puede afirmar en el estado del
conocimiento actual. Si A representa el enunciado VxB(x), en-
tonces (A V =A) no se puede afirmar porque ni A ni A se han
podido probar. De acuerdo a Brouwer la ley del tercero exclui-
do era equivalente a una suposicion a priori que afirma que todo
problema en matemdticas tiene solucion|...]

Por consiguiente, la féormula ¢ V =, que no satisface la propiedad dis-
yuntiva{] no es valida. De este hecho llegamos a que ==y — ¢ tampoco es
verdadera; curiosamente, ya hemos demostrado que la proposiciéon ¢ — ——¢p
es cierta usando légica minimal.

A continuacién se muestra un ejemplo de derivacién en légica intuicio-
nista, buscamos derivar F; ¢ — —p — . SiI' = {p,p — L}, basta dar la
derivacion para I' ; v, la cual es,

Az) (

Tho W(‘fg)
'+ L

T o (EFQ)

1.1.3. Logica Clasica
En logica cléasica los secuentes que tienen como conclusion a las siguientes
formulas son derivables bajo un contexto vacio, aseveracion que no es cierta
para la légica minimal ni la intuicionista.
Tercero excluido (T'E) También conocido como Tertium non datur.
oV

Eliminacién de la doble negacién (——F)

T =

4La propiedad disyuntiva dice que si I' - ¢ V 1, entonces I' - ¢ o T' I ).
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Reduccién al absurdo (mRAA)
(=) =

Ley de Peirce (P)
(b =v)=w) =

De manera que basta ignorar la regla de ex-falso-quodlibet del sistema in-
tuicionista y anadir la regla de eliminacion de la doble negacién para formar
el sistema de deduccion natural para la logica clasica, en donde la derivabili-
dad se representa con .. Asi, las reglas para el calculo proposicional clasico
para la implicacién y la falsedad, representacién conocida como N K(—, 1),
son,

Toghet) Thep 1 Thog
— (A — I E
Tore A Frooe ) TF. ¢ (= E)

Ne—1F L
TF (==E)
c P

Reglas del cdlculo proposicional cldsico, NK(—, L).

Como ejemplo de una derivacion tenemos la regla de Reduccion al Absurdo
Fe (ko = @) — . Usando que = =45 ¢ — L y tomando I' = {—p — ¢},
es suficiente probar que I' . .

o= Lk —o o o — Lk Ef;) o)
Feo— Ll o= llkep— 1 B
e — 1LkF. L A
T'kep

Para simplificar las derivaciones en ocasiones recurriremos a la propiedad
de la monotonia.

Proposicién 1.1. La propiedad de la monotonia es vdlida en la logica cldsi-

ca, es decir,
I'F.p

Lopkegp
Esta propiedad también es vdlida en los sistemas de deduccion natural
minimal e intuicionista.

(Monotonia)
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Demostracion. La prueba es por induccion sobre la inferencia I' -, .
Para probar la propiedad en la légica minimal e intuicionista se procede
por induccion sobre la inferencia légica respectiva al sistema. O

Es de esperarse que todas aquellas féormulas derivables en la logica intui-
cionista lo sigan siendo en la légica clasica. Esto queda formalmente estipu-
lado por la proposicién siguiente.

Proposicion 1.2. SiI'F; ¢ en NJ, entonces I' . ¢ en NK.

Demostracion. Se hace por induccién sobre la derivacién de T'; o en NJ [

La base de la induccién corresponde a la regla (Az) de NJ(—, 1) la
cual aparece idéntica en NK(—, L), por lo que la base queda probada. Si
la derivacién ocupa las reglas (— I) o (— E), éstas también son validas en
NK.

El caso interesante es mostrar cuando la derivacién termina con la regla
ez-falso-quodlibet. Para este paso inductivo la hipdtesis de induccién nos dice
que la premisa de la regla es inferible, es decir, I' . L es inferible. Debemos
demostrar ahora que la conclusion de la regla es valida, i.e. debemos derivar
el secuente I' . . Como suponemos que I' . | es derivable, entonces por

monotonia obtenemos I', - . L, usando la regla (—-—F) concluimos que
'F.pen NK. O

Como observacién final notemos lo siguiente.

Proposicion 1.3. Los dos enunciados siguientes son vdlidos.

1. Al tomar la regla ex-falso-quodlibet (EFQ) vy la Ley de Peirce (P) es
posible derivar (——F).

11. De las reglas de NK se pueden derivar la regla ex-falso-quodlibet y la
Ley de Peirce.

Demostracion. En [31] la prueba es muy concisa. El argumento siguiente es
mas detallado.
Recordemos las reglas correspondientes:

'k, L e —=vk.p
'F.p 'F.p

(EFQ)

(P)

50Otra manera de aplicar la induccién es sobre la altura del drbol de derivacién; sin
embargo, es totalmente valido aplicar la induccién sobre la derivacion, como se emple6 en
esta demostracién y como se aplicard en demostraciones posteriores.
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La prueba de [ consiste en suponer que I', o — L . L e inferir I I, .
Podemos escribir nuestra suposiciéon como,

F,QO%J_l_CJ_(@)

Entonces,

(@)
(EFQ)
(P)

Ne—1F L1
e — L @
'Fop

Para [11] debemos inferir (FFQ) y (P) a partir de NK. La inferencia de
(EFQ) fue hecha en la demostracion de la proposicion . La segunda se
prueba usando I',;¢o — 9 . ¢ como hipétesis y concluyendo que I' . ¢.
Expresamos nuestra hipdtesis como,

F,so—chw(#)

Observamos primero que

(#)

(= 1)

o=yt o
I,mp, 0= Y@
Limpke(p—=v) =0

Luego,

(Ax) (Ax)

Lm0, e —p Lmp o, e g
E
Lo 0 F. L =B
) - (")
, 0o (= 1)

R

Si a los dos tltimos resultados I', ~p . (¢ = ) > oy [, mp k.o — ¥

les aplicamos la regla (— E), entonces obtenemos I', ¢ F. ¢ (%). La tltima
parte de la derivacion es,

(Az)

*
I'—p e ) I, = e = (= B)

I=plk. L
I'kFop

(—=—E)
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Se han presentado los sistemas l6gicos minimal, intuicionista y clasico,
en este texto nos ocuparemos principalmente de los sistemas intuicionista y
clasico. Ademas, se ha apreciado que los secuentes derivables en la l6gica
minimal lo son también en la légica intuicionista y que aquellos secuentes
que se infieren en la légica intuicionista son inferibles en la légica clasica.

1.2. Calculo lambda

Creado por Alonzo Church a principios de la década de los treinta con
la finalidad de fundamentar la matematica y la idea de cémputo efectivo, el
calculo lambda es un sistema de reescritura de términos que consiste de una
sola regla de reduccion y de un tnico método para definir funciones, por lo
que es considerado el lenguaje de programacion universal mds pequeno. Su
universalidad radica en que cualquier funcién computable puede ser expresa-
da y evaluada usando este calculo. Su poder de cémputo es equivalente al de
las maquinas de Turing; empero, el calculo lambda hace énfasis en el uso de
reglas de reduccion o de simplificaciéon y no se ocupa mucho de la maquina
que en efecto las implementa, por lo que tiene un enfoque mas relacionado
al software que al hardware.

Por lo pronto, estudiaremos el cdlculo lambda sin tipos, también conocido
como calculo lambda puro.

1.2.1. Calculo lambda puro

Para definir términos o expresiones E correspondientes al calculo lambda
puro se utiliza la siguiente gramatica,

E:=x|\x.E| EFE

donde x pertenece a un conjunto de identificadores o variables, Axz.E es una
expresion llamada abstraccién lambda que representa una funcién, y FFE
representa la aplicacion de expresiones. Notemos que en el calculo lambda
puro toda expresién es una funcion.

En adelante, para referirnos a expresiones como Ax.\y.\z.xyz simplemen-
te escribiremos Axryz.xyz, es decir, quitamos todas las presencias de A conser-
vando sélo la inicial. En situaciones como (Au.uv)(Aw.wx)(Ay.yz) acordamos
que la asociacion es hacia la izquierda, por consiguiente, la expresion ante-



1.2. CALCULO LAMBDA 11

rior se asocia (()\u.uv)()\w.waz))()\y.yz). En general, si se tiene lo siguiente
E\EyE;5 ... E,, la asociacion correcta es (... ((E1Es)E;) ... )E,.

1.2.2. Variables libres y ligadas.

De la expresién A\z.E notemos lo siguiente,

= La variable x, que se ubica entre A y el punto, se conoce como argumento
de la funcién.

= La expresion E, la cual aparece después del punto, es el cuerpo de la
funcién.

Decimos que una variable esta ligada cuando forma parte del cuerpo de
una funcion que la tiene como argumento. Una variable esta libre si aparece
en una expresion en la cual dicha variable no figura como argumento. Asi, en
la expresion,

Avvw.w(uv)

las variables u, v y w estan ligadas. Mientras que en la aplicacién,

(Az.z)(A\y.xy)

se aprecia que el primer término no tiene variables libres ya que la x esta li-
gada; en el segundo se tiene que la y estd ligada pero la x no es visible o no
esta en el alcance de ningin Az, por lo que es una variable libre, esto se debe
a que ambas funciones son independientes y las z's que figuran en las dos
expresiones son distintas.

La definicion recursiva para variables libres de una expresiéon se presenta
en seguida.

Definicién 1.1. El conjunto de wvariables libres F'V de la expresion E se
obtiene de la siguiente manera,

» FV(z)==x
. FV(\2.B)) = FV(E) )\ {2}

Si FV(FE) = @, decimos que E es una expresion cerrada, un combinador
0 un pProgramda.
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1.2.3. Sustitucion y a-equivalencia.

La operacion de sustitucion juega un papel vital en el calculo A ya que
es utilizada para definir su semdntica. La accion que efectia es tomar una
expresion Fj y ponerla en lugar de la variable x en todas aquellas presencias
libres de = en E, se denota como FE[r := Ey| o E[Ey/x]. Sin embargo, el
uso descuidado de esta operacion puede provocar que una variable que ori-
ginalmente era libre se ligue, lo cual cambiaria el significado de la expresion.
Consideremos la siguiente situacion:

(Axy.xyz)|[z == xy| (1.1)
si se realiza la sustitucion obtendriamos como resultado,
Azy.xy(ry)

lo cual liga la segunda presencia de x y de y; no obstante, estas variables
estaban libres en la expresion de la que provienen. Asi, el resultado obtenido
es incorrecto. El error consiste en ligar variables que en un principio eran
libres. Para corregir esto podemos, simplemente, cambiar el nombre de las
variables ligadas en [I.1] esto produce la sustitucién,

(Auv.wwz)[z == xy|
lo que nos lleva al resultado correcto,
Auv.uv(xy),

donde x y y siguen siendo libres, como lo eran antes de la sustitucion. Este
cambio de nombre es valido y da lugar a la definicién de a-equivalencia.

Definicién 1.2. Dos expresiones Ey y Ey, son a-equivalentes si la unica
diferencia entre ellas se da en los nombres de las variables ligadas, si es
asi escribimos Ey =, E1.

De esta definicién se cumple, por ejemplo, que:
ATY. XYY =o AUV.UVY

Ay (Aw.awz)v =, Aa.y(Ab.bz)a

Ahora estamos en posibilidad de dar una definicién precisa de la operacion
de sustitucion.
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Definicién 1.3. La sustitucion en E de todas las presencias libres de la
variable x por la expresion Ey, representada por Elx := Ey|, se define recur-
stwamente sobre la estructura de E como:

L] x[.fl? = Eo] = EO

» ylr =By =y sizFy

(ElEz)[JZ e Eo] == (El[.ilj = Eo])(EQ[LE = Eo])

(\x.E)[x := Ey) = \e.E

s (A\w.E)[z:=FEy| = M.Elz:=E) siz#wywé¢FV(E)

Las condiciones que se requieren en el ultimo punto sirven para evitar
capturar variables libres; sin embargo, en el caso en que w € F'V (Ej) usamos
la a-equivalencia para crear una expresion en donde la w es renombrada de
tal manera que los problemas de captura de variables libres de EFy por w
desaparecen.

Con el concepto de sustitucién podemos definir la a-equivalencia del si-
guiente modo,

M. E =, Az Elw:=2z] z¢ FV(E)

1.2.4. Reduccion Beta

Para dar la seméntica del calculo A puro debemos evaluar las aplicacio-
nes de la forma (Az.E)t, es decir, aquellas en las que el lado izquierdo es
una abstraccién A, dichas expresiones se conocen como [-redex (Reducible
Expression), ya que es posible ejecutar una reduccidn 3(—g) sobre ellas, ésta
consiste en,

(A\z.E)t =5 Elz :=t]

Definiciéon 1.4. La cerradura reflexiva y transitiva de —p se denota como
*
%/8.

Definicién 1.5. Una expresion es f-normal si no contiene algin [B-redex.

Definicién 1.6. Sean E y G dos expresiones, decimos que G es una forma
B-normal de E si E =5 G y G es B-normal.
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El objetivo de la evaluacion de E es llegar, a través de una serie de
reducciones 5 a una expresién t tal que t es una forma [-normal de E.
Observemos el siguiente ejemplo:

(AMfzy. fyr)(Azy.yz)ab =5 (Azy.(Azy.yz)yx)ab
—o Azy.(Azu.uz)yz)ab
—5 (Azy.(Auw.uy)x)ab
—5 (Azy.zy)ab
—5 (Ay.ay)b
—8 ab

et

Asi, ab es una forma B-normal de (A fxy.fyx)(Azy.yz)ab.

Sin embargo, no toda expresion en el calculo lambda puro tiene una forma
B-normal. Si analizamos lo que pasa con ww, donde w = Ax.xx, entonces
ww =3 (Ar.22)w —g ww —4 ---. Por consiguiente, no se tiene una forma
[-normal para dicha expresion.

1.2.5. Reduccién Eta

Un término de la forma A\x.Ex, donde z ¢ FV(E) se conoce como 7-
redex. La reduccién n(—,) se define como,

Xe.Ex —, E  siz ¢ FV(E).

Definicion 1.7. La cerradura reflexiva y transitiva de —, se denota como

*
—>n.

Definicién 1.8. Un término es n-normal si no contiene algin n-redex.

Definicién 1.9. Sean E y G dos expresiones, decimos que G es una forma
n-normal de £ st E—, G y G es n-normal.

Por ejemplo,
Avy. foy =y v fo —, f

vemos que el término f es una forma 7n-normal de Azy. fxy. Por otro lado, el
término Axy.fyx por si solo es n-normal.

El funcionamiento de la reduccién 7 se explica a continuacién, si una abs-
traccién lambda desea pasar su argumento a otra funcién, como en \x.Fx,
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entonces la abstraccion lambda es redundante y podemos disponer de ella,
asi A\z.Fx —, E. De esta manera, la reduccién 7 no realiza simplificacién
alguna sino que elimina redundancia, esta es la razén por la que no es con-
siderada una regla de cémputo.

1.2.6. Representacion de booleanos y nimeros natura-
les

En el calculo lambda existen expresiones que representan elementos de
tipo booleano y también términos que son vistos como ntmeros naturales,
estas expresiones son:

s Booleanos

e true := \x. \y.x
e false := \x. \y.y
e test := \b.\t. \e.bte

Tomando estas definiciones las reducciones siguientes son ciertas,

e test true e; ey —>g el

e test false e; ey — €2
Asi que el término test puede considerarse como el operador if...then...else

» Naturales(numerales de Church)

e 0:=)\s.\z2.z

e 1:=)\s.\z.52

o m:=XAs.Az.8(...(s2)...)
——

n veces

e suma := Am.An.As.Az.ms(nsz) tal que,
Vn,m € N(suma 7. m —3 n +m)

Las expresiones que hemos exhibido para booleanos y niimeros naturales
se originan de ciertas definiciones logicamente especificadas de las cuales no
profundizaremos en este texto.
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1.2.7. Calculo lambda con tipos simples

En general, un tipo es una coleccién de entidades computacionales que
comparten alguna propiedad en comun. Los tipos en lenguajes de progra-
macién juegan un rol importante, sirven, entre otras cosas, para formar ex-
presiones sintacticamente correctas, ofrecen seguridad a los programas que
los utilizan y funcionan como un medio para entender mejor el cédigo. Con-
sideremos una versién tipificada del calculo lambda puro, llamada célculo
lambda con tipos simples (A7). El conjunto de tipos simples T esta definido
por:

Ti=7|T—>T

donde 7 es una colecciéon finita de tipos bésicos o atéomicos y T — T es el
tipo funcién. Esta es una definicion recursiva en la que se tiene una infinidad
de tipos. Siendo Tq,...,T,_1, T, tipos entonces el tipo funcién T; — ... —
T,_1 — T, se asocia a la derecha, es decir, la colocacién adecuada de los
paréntesis es Ty — (... = (T,,-1 = T,)...). Cuando la expresién E es de
tipo T escribimos E : T.

Existen dos maneras en las que se pueden anadir tipos al calculo lambda,
a la Curry y a la Church. La diferencia estriba en que un estilo menciona
explicitamente el tipo de la variable y el otro no, de modo que en el estilo
a la Curry encontramos la expresiéon A\z.E : T — S en donde el tipo de la x
no se conoce; mientras que en el estilo a la Church el tipo de la variable x
se hace explicito en la abstraccién lambda Az : T.E : T — S. En el célculo
lambda con tipos simples que trata esta seccién se adoptara un estilo a la
Curry.

Como se menciond, los tipos permiten la construccién de expresiones
sintdcticamente correctas, esto se logra estableciendo reglas de tipificacion
las cuales asignan tipos a términos de acuerdo a las relaciones permitidas
por el lenguaje. Si el tipo de una expresién es derivable a partir de esas re-
glas entonces la expresion estd bien formada y es aceptada. Emplearemos
uso de los contextos de tipos, representados por I', A, etc., conjunto finito
de variables y sus tipos respectivos, i.e. I' = {z1 : Ty1,...,z, @ T,}. Asi,
['(z) = T significa que (z : T) € I'. La relacién de tipificaciéon I' = £ : T
indica que a la expresién E se le asigna el tipo T bajo el contexto de tipos
I'. De manera que las reglas de tipificacién tienen la forma:

Fll_EliTl Fgl_EgiTQ Fnl_EnTn
'-E:T

(Nombre)
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Se entiende del siguiente modo: si las tipificaciones que forman las premisas,
I'h+E T,y - Ey: Ty, ....,I, H E, : T,, son derivables, entonces
también lo es la tipificacion en la conclusion, I' = E : T. Si en la regla no
aparecen premisas, entonces la conclusion I' = E : T siempre es derivable.

La derivabilidad de tipos para el cdlculo lambda con tipos simples sigue
las reglas de tipificacién que se muestran a continuacion,

le: THE:S
'FXe.E:T—S

(RVar) (RFun)

e : TEHx o T
'tEy : T—S T'HEE,: T

TF EEy S (RApp)

Reglas de tipificacion para A7 .

Realicemos una derivacion de tipos para ilustrar el uso de las reglas.
Verifiquemos que - Azy.zyy : (A - A — B) - A — B, para este fin
usaremos el contexto de tipos ' ={zx: A — A — B,y : A},

'+rz:A—-A— B (RVar) I‘I—y:AZ{;Zar)) (RVar)
Tray:A— B PRI Ty g Ve
; (RApp)

'Fazyy: B (RFun)

r:A—-A—->BFAyayy: A— B (RFun)

A ryazyy: (A—-A—B)—>A—B

Ahora que contamos con tipos y sirviéndonos de la idea de sustitucion los
siguientes resultados son validos,

Proposicién 1.4. SiI' - M : T y I'(z) = I''(x) para toda x € FV (M)
entonces I'"' = M : T.

Demostracion. La demostracién se encuentra en [31]. O

Proposiciéon 1.5. Si I'z : T v E : Sy I' = E : T entonces
'k Elz:=FE:S.

Demostracion. Varios autores mencionan simplemente que la prueba es por
induccién sobre los términos E del cdlculo A7 (véase [20] y [31]). Aqui se
tiene la prueba completa, presentando el caso base, la hipdtesis de induccion
y el paso inductivo.
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r

» Base de induccion. Para el término E = xg tenemos [, 2o : S,z : T
xo : S, sabemos ademds que I' = E’ : T. Deseamos conocer el tipo de
zo[z := E'] bajo el contexto I'.

e Si x # x( entonces la sustitucién nos da zglx := E'| = xg, luego
I'Faxox:=FE'] : S.

e Si x = xg, tenemos T = S ya que los contextos son conjuntos.
Asi la sustitucién es xo[z ;== E'| = E' y I' F a9z := E'] : S.

Vemos que en ambos casos se cumple la proposicién.

» Hipotesis de induccion. La proposicion es vélida para Ey y F4, es decir,
sille : THEy:Soy D,z : TFE; :S conl' - E' : T entonces
'k Eglz:=F]:Soy 'k Eifzr:=E1:5

» Paso inductivo.

e Para el caso E = A\xg.Ey suponemos I',x : T F Axg.Ey : Sg — Sq,
I'EE' :Tyxzy# xyaquesi zg = x el resultado es trivial usando
la proposicién . Por H.I. tenemos I',zo : So F Ep[z := E'] : 5.
Por la regla (RFun) se satisface I' b Axg.(Eo[z := E']) : So — Sy,
de aqui que,

't (A\xg.Ep)[z:=E'] : Sg — S1

e Si £ = EyE; suponemos que I',z : TH EgE; : Sy I'E E T, Al
aplicar la hipétesis de induccién a Fy y E; tenemos,

I'F Eylz:=FE']:So—= S I'E Eifz:=FE']:Sy
De donde al aplicar la regla (RApp) conseguimos,
' (Eolx := E')(Erlx :=E')): Sy
que puede considerarse como,

I'H (EgEy)[x:=FE':S;
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Para el calculo lambda con tipos simples existen tres propiedades de gran
importancia, que relacionan sintaxis con seméntica, esto es, expresiones co-
rrectamente tipificadas con pasos de la evaluacion.

Proposicién 1.6. (Reduccién del sujeto) Si By —3 Ey yI'F By 0 T
entonces ' = By : T.

En la tipificacién £ : T, E es conocido como sujeto y T como predicado,
por eso el nombre de reduccién del sujeto para esta propiedad.

Demostracion. Induccion sobre By —g Fo O

Proposicién 1.7. (Normalizacién fuerte) No se tiene secuencia infinita
E =g By =5 By =5 ... para el término B con = E : T.

Demostracion. La prueba no es trivial y no se mostrara aqui. Pero puede
consultarse en [9]. O

Proposicién 1.8. (Confluencia o propiedad de Church-Rosser) Dado
que - E: T, st B =5 By y E —% Ey entonces existe I3 tal que By —5 E3 y
EQ —>E Eg.

Demostracion. Las demostraciéon no es trivial y esta fuera del alcance de este
trabajo. Se puede encontrar en [2]. O

La propiedad de confluencia es importante ya que nos indica que el re-
sultado de reducir una expresion A~ sera al final el mismo, aunque el orden
en que se simplifiquen los redexes en la expresion varie y genere expresiones
intermedias distintas.

1.2.8. Tipos sumas y productos

El célculo lambda con tipos simples A\~ es ttil como fundamento del
estudio de lenguajes de programacion; no obstante, estamos interesados en
proveer de mayor expresividad y nuevas operaciones a los lenguajes. Es por
eso que extendemos los tipos presentes en A~ con el tipo suma (T+S), el tipo
void, el tipo producto (T x S), el tipo unit y el tipo Nat. Un elemento de tipo
T+S es de tipo T o bien de tipo S, en el que una etiqueta muestra el tipo de
donde proviene. Definimos el tipo void, denotado también por L, como el tipo
suma donde la eleccién es entre cero candidatos representando el tipo vacio.
Un valor correspondiente al tipo T x S es un par ordenado donde el término
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en la primera entrada es de tipo T y el de la segunda de tipo S. El tipo 1 o
tipo unilﬂ cuenta solo con un elemento, un valor trivial que servirda cuando
una expresion regresa un valor irrelevante. Por tultimo, introducimos el tipo
Nat para representar a los niimeros naturales, ademas sera el tipo del valor
que resulta de la operacion aritmética de adicion.

El nuevo calculo generado es A% Los posibles tipos se extienden de
la siguiente manera,

T:=T+T|void | TxT|unit|T—T|Nat

Se extienden las expresiones reconocidas por el lenguaje para abarcar los
siguientes valores y operadores,

= Constantes numéricas 0, 1, ... de tipo Nat.

= Operador aritmético de adicién que toma como argumento dos niimeros
naturales = y y, regresando el valor x + y. Se denota por suma(x,y).

» Abortt (F) ocasiona la terminacién del programa con tipo de regreso
T.

» inl™>5(E)) v inr™5(Ey), donde By : Ty Ey : S. Ambas inyecciones
generan términos con tipo T+S.

» case E {inl(x).E; |inr(y).E2} representa el andlisis por casos.
= El valor *, tinico elemento presente en el tipo unit.

» fst £/ y snd E, regresan el primer y segundo elemento del par ordenado
E. respectivamente.

(E1, E5) término que representa un par ordenado, su tipo es T x S.

Presentamos a continuacién las reglas de tipificacién para A =7++%,

I'Fx:Nat T'y: Nat

— — (RNat RS
'Fn: Nat( at) ['F suma(z,y) : Nat (RSuma)
Fxe: THE:S
- F
F,x:Tl—x:T(Rvar) FI-Ax.E:T—)S(R un)

6l tipo void presente en lenguajes de programacién, como son JAVA y C, es en realidad
el tipo unit.
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THE :T—=S TFE:T

A
T+ BB, - S (FApp)
THE :T TFE:S THE:TxS
Prod Fst
TT (B By Txs (BProd) gt (RES)
'HE : TxS
TrendE 5 (5nd)
T-E:T T-E:S
(RInl) (RInr)

T-inlS(E) : T+5 TinS(E) : T+5
'FE :Ti+T, Tyo:TiFE T Tyy:ToFEy : T
['F case E {inl(z).E |inr(y).Ex} : T
'+ FE :void
'+ Abortr(E) : T

(RCase)

(RAbort)

Reglas de tipificacion para X=X

Detengdmonos un instante para discutir la regla (RAbort). Esta se pre-
senta cuando I' = E : void, es decir, en el caso en el que la expresion F genere
un error ningun tipo se le puede asignar, no hay candidato para el tipo de
E, asi que le asociamos el tipo void. Entonces, debido a que hubo un error
en F, la ejecucion del programa termina regresando un tipo T cualquiera.

Utilizando las reglas anteriores comprobemos que el tipo asignado a la
expresion,

- case inr(Nat=Na+Nat (7 Lin1() 13 [inr(y). suma (9, y)} : Nat

sea correcto. Comencemos con estas tres derivaciones sencillas,

F 7 : Nat (ENat)

I inr(Nat=>Nat)+Nat (7). (Nat — Nat) + Nat

(RInr)

+ Nat = NatF 13 - Nat (FNat)

(RNat)

(RVar)

y: Nat 9 : Nat y : Nat gy : Nat (RSuma)

y : Nat - suma (9,y) : Nat
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Por las derivaciones de arriba y por la regla (RCase) concluimos que,
- case inr(NatNaENat (7) Lin1(4) 13 |inr(y). suma (9,7)} : Nat

Una vez establecido el mecanismo de asignacién de tipos podemos dar
la seméntica para A1 > Los valores que las expresiones pueden producir
son,

val = inl">(val) | inr™>(val) | Az : T.E| = | (val,val) |0]1] ...

Para describir la ejecucién de los programas en A7 requerimos de
una maquina abstracta que tome un estaddﬂ y devuelva el siguiente obede-
ciendo una relacién de transicién (—). Las reglas de evaluacién que definen el
sistema de transicién estdn expuestas abajo. Se adoptard por una estrategia
de evaluacién de llamada-por-valor |

EO — E(/] E1 — Ei
suma(Ey, Ey) — suma(Ey, Ey) suma(ng, E1) — suma(ng, E})

suma(ng, ny) — ng + ny
Ey — E(l) E; — Ei

(Ax.E)val — Elz := val]
E— FE E— FE
inlT+5(E) — inlT+5(E") inrT+5(E) — inrT+S(EY)
E— FE
case E {inl(z).E; |inr(y).Ey} — case E' {inl(x).Ey |inr(y).E2}

case inl™*5(val) {inl(x).Ey |inr(y).Es} — Ei[x := val]

case inrT+3(val) {inl(x).E; |inr(y).Ey} — Esly := val]
E, — Ei Ey — Eé
(Ev, Ea) — (EY, Es) (val, E>) — (val, Ej)

"Un estado de la maquina abstracta es un término de A=+,

8En una estrategia de llamada-por-valor es necesario obtener, en primer lugar, los va-
lores de los argumentos de la expresiéon para después, considerando estos valores, evaluar
la expresion misma.
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E— F
fst B — fst B’ fst (valy, vals) — valy
E— FE
snd £ — snd B’ snd (valy, vals) — valy

Reglas de evaluacion para X1
Como ejemplo, observemos la evaluacion siguiente,

case inr(Nat=Nat)+Nat 7y fini () 13 |inr(y). suma (9, %)}
— (suma (9,y))[y := 7] = suma (9,7)
— 16

Las propiedades de reduccion del sujeto, normalizacion fuertey confluen-
cia siguen siendo validas en esta extension.

1.3. Isomorfismo de Curry-Howard

El isomorfismo de Curry-Howard da a conocer que el comportamiento
que se presenta en un sistema légico de deduccién natural es el mismo que
se encuentra en un sistema de tipos de un lenguaje de programacién, en
particular, las formulas logicas pueden ser consideradas como tipos, por es-
ta razon también se le conoce como isomorfismo de formulas-como-tipos, o
proposiciones-como-tipos. En esta secciéon analizaremos esta relacion para la
16gica intuicionista, NJ(—, L, V, A), y el cdlculo lambda A7+ Para apre-
ciar de mejor manera la correspondencia entre los elementos del calculo A y
los elementos de la légica intuicionista N.J se muestra la siguiente tabla,

A NJ

Variable como término del lenguaje Hipotesis

Término Prueba o construccién
Variable de tipo Variable proposicional
Tipo Formula

Constructor de tipo Conectivo

Asignacion de tipo Demostrabilidad

Redex Demostracion redundante
Normalizacion de S-reduccién Normalizacion de pruebas

Los tres resultados que estudiaremos son,
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1. En el isomorfismo de Curry-Howard las derivaciones de férmulas logicas
corresponden a derivaciones de tipos.

2. Las pruebas de la légica intuicionista N.J(—, L, V, A) se relacionan con
los términos A7+,

3. La normalizacion de pruebas corresponde a la reduccién de términos.

1.3.1. Isomorfismo de Curry-Howard para
NJ(=, L,V,A) y A

El sistema de tipos en el cual nos centraremos es el definido anteriormen-
te para A5 omitiendo todo lo relacionado al tipo Nat y a la operacién
suma(z,y). Ocuparemos el cdlculo proposicional intuicionista NJ(—, L) au-
mentado con las reglas de introduccién y eliminaciéon del V y del A. Esta
modificacién produce el cédlculo NJ(—, L, V,A) cuyas reglas de inferencia
son las siguientes,

Ui Ay

' vy

(AT) (A1 E) (A2 E)
Thg T

Theve 0 Trpvyg 20

F'Hipvy Tiekix Tkix

(VE)

() Pl

— 1

b=y Thip
Lk

(= E)

', L

(EFQ)

Reglas del sistema NJ(—, L, V,N\).
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Necesitamos primero saber como pasar de féormulas a tipos y viceversa.
Entonces, si ¢ es una férmula, el tipo ¢* que se le asocia se define recursiva-
mente como:

1* = void
(P AY)" =" xy*
(V) =" +¢"
(p—= ) =¢" = ¢"

La transformacién anterior (—)* es biyectiva, por lo que tiene inversa (—)°
que transforma tipos en féormulas.

Esta definicion se amplia para que abarque contextos 16gicos y contextos
de tipos. SiT' = {1, ¢a, ..., v, } es un contexto 16gico, definimos su contexto
de tipos asociado como I = {xy : ¢, x2 @ @5, ..., x, : ©5}. Si se tiene
A=Ay : Ty, y2: To,..o, Ym : T} contexto de tipos, su contexto légico
correspondiente es A" = {T;, T,,..., T. }.

Teorema 1.1. (Isomorfismo de Curry-Howard) Sean ¢ una férmula en
NJ(—, L, V,A), T un tipo de X\, T un contexto légico y A un contexto
de tipos.

L SiAFE:T en X705 entonces A" T" en NJ(—, L, V,A).

1. Si 'k ¢ en NJ(—, L, V,\) entonces existe un término E tal que
I*F E:g* en \bHx,

Demostracion. Para|ll procedemos por induccion sobre la derivacion de tipos
AFFE:T.

n Base de induccion.

Ar Tro. T Ve

Aplicando la transformacién (—)° llegamos a que (A, z : T)" = A" Ty
ocupando (Ax) de las reglas para NJ(—, L, V, A) llegamos a A", T" I,
T.

= La prueba para cada uno de los casos del paso inductivo se encuentra
n [24]. Seleccionamos como muestra cuando la derivacién de tipos
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termina empleando la regla (RCase). Suponemos que la proposicién es
valida para AF E: T+ Ty, Az TiFE - TyAy:ToFEy:T.
Por hipotésis de induccién sus inferencias légicas respectivas son A° +;
T,VT,, A" T;H T y A’ T, T. Usando este hecho y la regla
(V E) concluimos que para A F case E {inl(z).E; |inr(y).Ex} : T la
inferencia A F; T" es valida en NJ(—, L, V, A).

La demostracién para [i1f es por induccién sobre la inferencia I' ; ¢.

» Base de induccion. La inferencia es,

— (A
Al transformar I', ¢ obtenemos I'*, x,, : ¢*. Usando la regla de tipifica-
cién (RVar) llegamos a I'*, z,, : o* F 2, : ¢*, con E = z,,.

= Ahora debemos comprobar la validez del teorema para cada uno de
los casos del paso inductivo, esto se muestra en [24]. Como ejemplo
tomemos cuando la inferencia termina usando la regla de eliminacién
de la implicacién (— F). Por Hl para I' =; ¢ — ¢y T' F; ¢ existen
términos Fy y Es tales que [+ Ey @ ¢* — ¢* y [+ Ey @ ¢*. De modo
que para I' F; 1 tomemos F = F1F, cumpliendo I'* = E : 1*, esto es
por la regla (RApp).

1.3.2. Pruebas en Loégica Intuicionista

Como estudiamos al principio de este capitulo la logica intuicionista se
basa en la idea de que la verdad significa la construcciéon de una prueba.
Los juicios acerca de una férmula se basan en la habilidad para construirla
mediante una prueba explicita, el significado de las férmulas compuestas se
explica en términos de sus construcciones. Tal explicacion se da de manera in-
tuitiva mediante la llamada interpretacién de Brouwer-Heyting-Kolmogorov
(BHK) que es reconocida ampliamente como la semantica intensional de la
légica intuicionista, se define como:

= Una prueba de una variable proposicional p se supone conocida y dada
por un contexto previamente definido.



1.3. ISOMORFISMO DE CURRY-HOWARD 27

= Una prueba de ¢ A ¢ requiere de una prueba para ¢ y de una prueba
para 1.

= Una prueba de ¢ V 9 consiste en una prueba de ¢ o una prueba de v
indicando cual de las férmulas es la que en efecto se ha probado.

= Una prueba de ¢ — 9 es una funcién que toma una prueba de ¢ y
devuelve una prueba de 1.

= El valor L no tiene prueba alguna. No obstante, una prueba para —¢
es una construccién en la que a una prueba de ¢ se le asignarfa (si
existiese) una prueba de 1, esto es p — L.

Esta semantica busca una manera de representar puntualmente las férmu-
las correspondientes a la logica intuicionista. Resulta conveniente utilizar al
célculo A5 como notacién para las pruebas que busca la semantica BHK.
Por el isomorfismo de Curry-Howard a cada prueba de una férmula(tipo) ¢,
se le asociard un cédigo tinico mediante un término E del calculo A7+,
esta asociacién se denota como E : ¢. Ahora los contextos 16gicos son de
la forma T' = {x1 : ¥1,...,%, : ©n}, donde z; es una prueba para ;. No-
temos que en este nuevo sistema de deduccién figuran tanto los elementos
de la ldgica intuicionista como los términos del calculo A+, Entonces
' = E : ¢ tiene un significado dual. Por un lado, es la inferencia en la légica
intuicionista de ¢ con cédigo de prueba E y contexto légico I'. Por otro lado,
es la tipificacién del término E del A~ con tipo ¢ y contexto de tipos

L.

1.3.3. Reglas de reduccion

Analizando la interpretacién BHK y su representacién en A7 nos
damos cuenta de que es posible simplificar o reducir las pruebas, esto se debe
a que las pruebas iniciales y las pruebas finales son redundantes. Veamos lo
que sucede en la derivacion siguiente donde a la formula x se le asigna la
prueba case inl?™Y(E) {inl(z).E; |inr(y).E,},

TFE:y 5 5
L Finl?"(E): oV Cx:pb FEy:yx Dyy:YbEFEy:x
I'F case inl?™(E) {inl(z).E |inr(y).Es} : x
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Sabemos que I''z : ¢ = FE; : x y también I' F E : ¢, por lo que la
proposicion implica que la sustitucién I' F Ej[z := E] : x es vélida.
Entonces podemos realizar la reduccién,

case inl*™Y(E l(z).E1 |inr(y).Es} — Eq|x = E|

) A{in
El término case inl*™(E) {inl(x).E; |inr(y).E;} es una prueba de x del
mismo modo que Ej[r := E], aunque esta uiltima es mas sencilla; por lo
tanto, la reduccién que acabamos de dar es un proceso en el que las pruebas
se simplifican.

Similarmente, si I' - fst(E, Es) : ¢ se debe cumplir la derivacién siguien-
te,

TFE:p TFE: o
L= (By, B oAy
Fl_f5t<E1,E2>IQO

Vemos que si tenemos la prueba fst(E;, Fy) necesariamente se tiene la
prueba Fj, ademéas ambas son pruebas de la misma férmula ¢. Luego la

reduccion es,
fSt<E1, E2> — El

Siguiendo esta idea las demaés reglas de reduccion son,
case int?™Y(E) {inl(z).E, |inr(y).Ey} — Eyly = F

Snd<E1, E2> — E2
()\JfEl)EQ — Fy [$ = EQ]

Estas simplificaciones forman parte de las reglas de evaluacién para A=+ 1>
utilizando una estrategia de llamada-por-nombreﬂ

Se introdujeron en este capitulo la deduccién natural y el calculo lambda
de Church. Ademads, se establecio el isomorfismo de Curry-Howard entre la
l6gica intuicionista y A7, En el siguiente capitulo se utilizardn todos
estos conceptos para definir el calculo AC, que proveera de contenido compu-
tacional a la légica clasica.

9En una estrategia de llamada-por-nombre la expresién se reduce directamente sin que
antes se requieran obtener los valores de sus argumentos.



Capitulo 2

Calculo \C

Una caracteristica importante y poderosa en lenguajes de programacién
es la capacidad de alterar la secuencia de ejecucién de un programa de acuer-
do a determinadas condiciones. Actualmente se cuenta con una amplia gama
de instrucciones que realizan esta tarea, como son if...then...else, return...,
switch...case..., foreach..., entre otras. Estas instrucciones modifican de mane-
ra segura el orden de ejecucion del programa, a diferencia de la instruccion
goto que puede generar un comportamiento inestable y confuso, cuyo uso es
poco recomendable y ha desaparecido por completo de ciertos lenguajes de
programacion como JAVA.

Un escenario comun para modificar el orden de evaluaciéon de un progra-
ma es cuando se presentan situaciones anormales como divisién entre cero,
referencia a un apuntador nulo o lectura de un archivo inexistente. Para
responder a esta anomalia necesitamos de una instrucciéon que reconozca
cuando se ha presentado una excepcién y salte a un bloque de cédigo que
maneje el error adecuadamente. Instrucciones que actian de esa manera son
try...catch.. finally, abort, catch...throw... y handle err...with y se les llama ope-
radores de control porque devuelven una expresion que salta a los demas
términos del programa y se convierte en el valor final.

Una manera mas general de operar sobre el contexto de ejecucién es
a través de continuaciones, las cuales son una representacion del resto del
computo a realizar después de que determinada tarea se efectie. Por tan-
to, una continuacién es una funcién que abstrae la evaluacién del subtérmino
actual presente en una expresion, una vez que se obtiene su valor los subtérmi-
nos restantes son evaluados; finalmente, los resultados se combinan para ob-
tener el valor de la expresion original.

29



30 CAPITULO 2. CALCULO XC

Como ejemplo considérese la siguiente expresion,
fst(b +3x4,16/2)

Tomando en cuenta que la multiplicaciéon tiene mayor precedencia que la
suma, entonces la continuacién para la expresion 34 es la funcién Ak.fst(5+
k,16/2), es decir, una vez que se ha evaluado k = 3 x4 el cédlculo pendiente
es fst(b + k,16/2).

Esta funcion continuacion puede usarse de diversas maneras, incluso pue-
de formar parte de los argumentos de otra funcién o ser el valor que regresa
un método, lo que da lugar a conceptos como funciones de orden superior y
callbackd™

Los operadores C de Felleisen y call/ cd:r] del lenguaje de programacion
SCHEME son ejemplos de funciones o abstracciones que manejan continua-
ciones, ademas, por su poder expresivo, se pueden tomar como base para
definir otros operadores de control.

Analizaremos a detalle el calculo AC de Felleisen prestando gran interés en
el operador C, obteniendo su tipo y considerando sus propiedades. Asimismo
lo utilizaremos para desarrollar algunos manejadores de excepciones, también
servird para expresar operaciones referentes a productos y sumas.

2.1. Calculo \C de Felleisen

Al estudiar el calculo A puro en el capitulo anterior, pudimos apreciar su
funcionamiento, el cual esta orientado exclusivamente a funciones y su aplica-
cion, siendo éste su tinico mecanismo de evaluacion. Esto satisface el objetivo
que pretendia Alonzo Church; sin embargo, este lenguaje ofrece poca expresi-
vidad particularmente en lo referente al manejo del contexto de evaluaciones.
Esta misma simplicidad hace al calculo A ineficiente. Supongamos que se ha
desarrollado un programa recursivo usando el calculo A, nos gustaria poder
finalizar el programa una vez que se ha encontrado una condicion de escape

0Un callback es una funcién f pasada a otra funcién g tal que f es llamada en algin
momento dentro de la funcién g.

11E] significado de call/cc es call with current continuation, y recibe como argumento una
funcién h a la que se le pasa la continuacién actual, en el momento en que esta continuacion
es invocada en h se abandonard el contexto presente y se regresard al contexto donde el
operador call/cc fue definido.
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o término; lamentablemente, se debera ejecutar toda la secuencia de instruc-
ciones faltantes sin importar que ya no tiene caso seguir con la evaluacion.
De igual manera, en una situacion de error lo que se desearia es suspender
cualquier evaluacion actual y procesar un codigo de recuperacién que maneje
la excepcién. Resulta imprescindible el uso de continuaciones para solucionar
estas deficiencias.

Podriamos adoptar un estilo de programacion, por ejemplo CPSE, en el
que las continuaciones son tomadas como abstracciones lambda. De modo
que los programas puedan accesar a la continuacién actual al llamar a la
funcién que la representa, obteniendo flexibilidad y control en el proceso de
evaluacion, decidiendo ejecutar o no la continuaciéon actual, guardarla para
un uso posterior o invocar una continuacién previa. Aunque correcta, esta
manera de usar continuaciones es dificil y engorrosa; por consiguiente, se
trataran las continuaciones a través de operadores de control. Los operadores
call/cc y C actian sobre las continuaciones obedeciendo reglas bien definidas,
abstrayendo los detalles que estarian presentes al considerar la interpretacién
directa con funciones.

El calculo AC fue creado en los anos ochenta por Matthias Felleisen [0],
toma como base el calculo A del capitulo anterior aumentado con los opera-
dores C (Control) y A (Abort), ademés de sus correspondientes aplicaciones.
La sintaxis de los términos del calculo A\C queda definida con la gramatica,

M=z e.M|MM|CM|AM

Identificamos al conjunto de valores V' como la unién de variables y abs-
tracciones lambda. A la definicién de substitucién dada previamente en el
capitulo [I] se le anaden los casos para las aplicaciones C y A.

» (CM)[z:= N]|=C(M[x := N])
s (AM)[z := N] = A(M[z := NJ])

La evaluacién de los términos serd de llamada-por-valor. Asimismo, se
requiere de un nuevo concepto: los contextos de evaluacion o contextos apli-
cativos. Estos se definen recursivamente como,

E:=]]|VE|EM

12Continuation Passing Style.
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donde [ | representa un hueco, de tal manera que si £ es un contexto de
evaluacién y M un término entonces E[M] denota el término obtenido al
llenar el hueco de E' con M. Formalmente E[M] se define como,

[1[M] = M
(EN)[M] = (EM]))N
(VE)M] = V(E[M])

Definicién 2.1. Un C-redex es un Bv—redexEL una aplicacion C o una apli-
cacion A.

Proposicion 2.1. Cualquier término cerrado M es un valor o puede ser
expresado de manera unica como E[T)| donde T es un C-redex.

Demostracion. En [10] Griffin solo menciona este resultado sin dar demos-
tracion, nosotros procedemos por induccién sobre M.
= Base de induccion.
Si M es una variable entonces no es un término cerrado, el antecedente
es falso y, por consiguiente, la proposicion es cierta.
» Hipotesis de induccion.
Sea M un término cerrado, entonces podemos expresar a M como E[T],
con E contexto de evaluacién y T un C-redex.
s Paso inductivo. Por demostrar que la proposicién es cierta para M'.

Si M’ es la abstraccién lambda Axz.M entonces se cumple la proposicién
debido a que M’ es valor.

Si tenemos M’ =CM o M' = AM entonces M’ es un C-redex, asi que
tomamos el contexto vacio £ =[]y T'= M’, con lo cual M' = E[T].

Si M’ es una aplicacién tenemos los siguientes casos,

Caso 1. Laaplicacién es M' = (Ax.M )V, esto es un C-redex. Tomando
E=[]yT=(A\x.M)V se satisface que M’ = E|[T]

BEn la estrategia de llamada-por-valor, un B,-redex es una expresién de la forma
(Ax.M)V, con V un valor.
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Caso 2. M’ = MyM con M, valor. Como M’ es cerrado M, es la abs-
traccion lambda Ax.N y M es una expresion cerrada. La hipdtesis
de induccién nos dice que la proposicion es valida para M, es de-
cir, existe un contexto de evaluacion F; y un C-redex T} tal que
M = E;[T}]. Entonces, tomando el contexto E = (Ax.N)E; se
tiene que,

E[N] = (Az.N)E)[Th]
= (A\z.N)(E:r[Th])
= (A\e.N)M = M’

Caso 3. M' = MM; y M no es un valor. M debe ser una expresién
cerrada asi que la hipdtesis de induccién dice que existen Fy y Tj
tales que M = Ey[Tp]. Si consideramos F = EyM; entonces,

E[Ty] = (EoM1)[To]
= (Eo[To)) My
=MM =M

En los pasos de la induccion se nos da la técnica para encontrar £y T
dado M. Esta construccion, con su caracter determinista, nos proporciona la
unicidad del contexto £ y de la representacién de M como E[T]. O

Como ejemplo tomemos el término cerrado,

M = ((/\:E.x)((Ayz.yyz)C(Av.v)))()\w.w)

asi que de acuerdo a la construccién propuesta en la demostracion tenemos,

(()\x.x)(()\yz.yyz)C()\v.v))) (Aw.w) E = Ey(Aw.w)
(A\x.z)((A\yz.yyz)C(Av.w)) Ey = (A\z.2)E4
(Ayz.yyz)C(Avw)  Er = (Ayz.yyz)Es
Caww)  Ey=[]
T =C(Mv.v)

Por consiguiente, E = (()\xx)((/\yzyyz)[ ])) (Aw.w) y M = E[C(A\v.v)]
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Por el procedimiento que se exhibe en la demostracion afirmamos también
que en E[T] la T se refiere al C-redex mds a la izquierda de M fuera del alcance
de una abstraccion lambda. Esta situacion se debe a que en la demostracién,
en el caso 2 para la aplicacién, el contexto es (Az.N)FEq, al estar el hueco en
E se encuentra fuera del alcance de la abstraccion lambda. Mientras que en
el caso 3 para la aplicacion, el contexto es FyM;, de modo que el hueco esta a
la izquierda, en Ej, y todo C-redex que se encuentre en M, sera ignorado.
Por lo tanto, el término final T" estara fuera del alcance de una funcion y se
localizara lo més a la izquierda en M.

Con los contextos de evaluaciéon podemos dar la seméntica operacional a
través del sistema de reescritura C (—¢) cuyas reglas se muestran enseguida,

E[Oa.M)V] e ElM[z = V]] (1)
E[CM] e M(\z.A(E[2]) (C2)
E[AM] —¢ M (€3)

Sistema de reescritura C

La regla de reescritura también se denota con g, .
Tomemos la situacién cuando E = [], asi que E[AM] = [][AM] = AM,
en este caso, usando la regla , llegamos a,

(IAM] = AM ¢ M

Demos ahora el significado de las nuevas aplicaciones C y A. El funcio-
namiento de la aplicacion AM puede entenderse como abortar, detener o
terminar la evaluacion del programa, olvidando el contexto de evaluacion
actual y continuando con la ejecucién de M. Esto es precisamente lo que
se expresa con la regla . Similarmente, el término CM se deshace del
contexto de evaluacion actual; no obstante, genera la aplicacién de su argu-
mento M con una abstraccion del contexto deshechado, esta continuacién
es Az.A(E[z]), por lo que su regla de reduccién es (C2)). Decimos que una
continuacion es invocada, o lanzada, cuando se le aplica un valor. Notemos
entonces que al invocar la continuacién \z.A(E[z]) en un contexto de eva-
luacion E; obtenemos,

Er[(Az A(E[2])V] e Er[A(E[V])]]
e E[V] (Inv)
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Esto es, el contexto actual F; es abandonado y se retoma la evaluacion
con E[V].

Denotamos la cerradura reflexiva y transitiva de —¢ con (.

Sabemos por proposicion que cualquier programa se puede expresar
de manera unica en términos de un contexto de evaluacion y un C-redex, esto
hace que el proceso de reduccion sea deterministico puesto que siempre se
evalia el C-redex mas a la izquierda y fuera del alcance de una abstraccién
lambda. De lo cual se sigue que,

= Si E[M] —% E[N] entonces M —% N, donde % quiere decir que la
regla g, se ha empleado k veces.

» Si E[M]+—{ V, entonces M se evalia a My, donde M es un valor, una
aplicacién C o una aplicacién A, tal que E[M]| —} E[M,| —; V.

Estos resultados nos indican la manera en la que se evalian los términos,
en el sentido de que si M = E[N], la E se encuentra en un estado de espera
hasta que el control pase a otro contexto, lo que ocurre si se ejecuta una
aplicacién C o A, o aguarda hasta que la N se reduzca a un valor para poder
continuar con la evaluacion de subtérminos propios de E. Asi, la E representa
el resto del computo faltante una vez que N se ha evaluado, es decir, E es la
continuacion de N.

2.1.1. Sistema de reducciones

Si bien las reglas del sistema de reescritura C sirven para definir la seménti-
ca operacional del lenguaje, éstas no son propicias para razonar acerca de
programas porque en realidad el sistema de reescritura C se define a través
de una maquina abstracta. Mas atin, desde un punto de vista computacional,
el nuevo sistema de reducciones del que trata esta seccién es mas atractivo ya
que muestra las reglas del calculo y su naturaleza operacional. Lo que preten-
demos ahora es encontrar un sistema en el cual la semantica operacional sea
declarada en términos de reducciones compatibles con las reglas de formacion
de términos, para hallar estas reducciones estudiaremos la especificacion y
las razones que dieron lugar a las reglas del sistema de reescritura C.

En dicho sistema de reescritura una transicién depende de particionar un
programa en un C-redex y en un contexto de evaluacion. Para establecer el
nuevo sistema sera primordial deshacernos de la dependencia existente hacia
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los contextos de evaluacién tanto como sea posible. Esto serd sencillo para
la regla pero no serd asi para las demés reglas porque en ellas se tiene
una dependencia relevante hacia los contextos de evaluacion.

En el contexto no interviene directamente en la reduccién, no hay
dependencia alguna y puede ser ignorado totalmente. La nueva regla es:

(A M)V LN M|z := V], siendo V un valor (Bv)

Tomemos ahora la aplicacién A y la regla (C3]). Al realizar un andlisis por
casos de los contextos de evaluacién conseguiremos las reducciones deseadas.

s El primer caso es cuando la aplicacion AM esta a la izquierda del
término N, es decir, se tiene (AM)N, y esto se encuentra dentro del
contexto E. Entonces podemos considerar a N como parte del contex-
to de AM. De acuerdo a la regla dicho contexto es olvidado, de
manera que la N sera expulsada y entonces el contexto E serd elimi-
nado. En otras palabras, E[(AM)N] se comporta como E[AM]. Esto
es cierto independientemente del contexto, por lo que formulamos la
primera reduccién para la aplicaciéon A como:

(AM)N 25 AM (AL)

= El segundo caso es cuando AN estd a la derecha del valor M y dentro
del contexto E, es decir, la expresion a estudiar es E[M (AN)]. Entonces
ocurre un comportamiento analogo al caso anterior ya que M pertenece
al contexto de evaluacion para el C-redex AN; asi, en lugar de tomar
E[M(AN)] consideramos solamente E[AN]. La reduccién que se le
asocia es:

M(AN) 25 AN (Ag)

= Falta el caso base para contextos de evaluacion, cuando es vacio. Lo
hemos dejado al dltimo porque requiere de especial cuidado. Vimos que
cuando el contexto es vacio ocurre que AM ¢ M, pero esto no es una
reduccion propia. Esta regla se aplica inicamente cuando la aplicacion
AM no esta en contacto con més términos, de otro modo el sistema
de transicion se vuelve inconsistente, como lo vemos con la expresion
(AF)TT, donde T' = Azy.x y F = Azy.y. Si se utiliza dos veces
se obtiene,

(AF)T)T 25 (AF)T 25 AF
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usando (C3) concluimos que AF — F. Por otro lado, si aplicamos
al inicio de (AF)TT la reduccién nos da FTT, luego

ﬁ'u + 14
FTT = (Azeyy)TT —

Llegamos a que (AF)TT —* Ty (AF)TT —™ F pero claramente
T vy F no son iguales, con esta inconsistencia perdemos la propiedad
de confluencia, asi que no puede ser una reduccion propia. Por
lo tanto, introducimos esta relacién de alto nivel como una regla de
computo denotada con >:

AM >4 M (.AT)

Para encontrar las reducciones correspondientes a C y (C2) procedemos
de manera similar a como lo hicimos con las aplicaciones A. Los casos son:

= Parael caso (CM )N deseamos encontrar una expresion de la forma CX,

tal que la evaluaciéon de ambos términos produzca el mismo resultado.
El asunto consiste en encontrar la X idénea.

Como la expresion CM estda en el sitio que ocuparia una funcién en la
aplicacion (CM)N, su continuacién inmediata es la aplicacion de su co-
rrespondiente funcién f, que atin es desconocida, con el término N, i.e.
fN. Denotamos por k a la continuacién global de la aplicacién (CM)N.
Al componer las dos partes obtenemos la parte funcional de la conti-
nuacién de CM, ésta es Af.k(fN), la cual, siguiendo las directrices de
la aplicaciéon C, serd en su momento el argumento de M. Esta continua-
cion debe abortar su contexto una vez invocada, como indica arriba la
regla , para llevar a cabo esta tarea recurrimos al operador A. El
argumento final de M es A\f. A(k(fN)) vy la X es \k.M(Af. A(k(fN))).

La reduccién a la que llegamos es:
(CM)N Z5 c(Ak.M(AfA(R(FN)))) (Cr)

Tomemos ahora el caso M(CN), donde M es un valor. La reduccién
que buscamos tiene la forma CX.

qe Bu T . . : )
M A] escribir =% nos referimos a que la reduccién 3, se aplica una o més veces.
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Primero veamos que M se aplica al argumento desconocido v, asi que la
continuacion de CN es Mwv, este resultado sera pasado a la continuacion
global de la aplicacion M(CN), denotada por k, por lo que la parte
funcional de la continuacién de CN es Av.k(Mv). Con un argumento
andalogo al del caso anterior, la X adopta la forma Ak. N (Av. A(k(Mwv))).
Con esto, la reduccion buscada es:

N(CM) =2 C(Ak.N (M. A(k(Mv)))) (Cr)

= Para finalizar, tomemos el caso cuando el contexto es vacio. Se debe de
producir la aplicacion de M, argumento de C, con la abstraccién de pro-
cedimiento A\z.A(E[z]). Como vimos para A, esto no es una reduccién
propia sino una regla de computo:

Con esto logramos simular al sistema de reescritura C. Ahora deseamos
definir la relacion de reduccion de un-paso —> ¢, esta relacion conecta térmi-
nos que unicamente difieren en dos subtérminos pero donde uno conduce al
otro a través de una regla de reduccion.

Sea =", U & U A5 U 2B U 2 La relacidn de reduccidn de
un-paso — ¢ es la cerradura de i>, y se define como,

M-S N=M-—3cN

M —c N = x.M —c \x.N

M —cN=7ZM —c ZN,MZ —c NZ, con Z término de A\C
M —cN=CM —cCN

M —c N =AM —c AN

La reduccion-C esta representada por —¢ y se refiere a la cerradura transitiva
y reflexiva de —¢. La igualdad-C, simbolizada por =c¢, indica la cerradu-
ra transitiva, reflexiva y simétrica de —¢. Tomamos la unién de —¢ con
las reglas de computo >4 y >e para formar la relacion de computo wc. La
relacién =c es la relacién de equivalencia que se obtiene de wc, establece
igualdad entre términos bajo reducciones y computos, esta es la igualdad
computacional-C. La seméntica del célculo AC estd dada por la relacién =c;
sin embargo, se optard por la regla =¢, quien ignora a las reglas de cémputo
y utiliza tinicamente reducciones propias.
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Entre las propiedades mas relevantes que satisface el calculo A\C menciona-
mos consistencia y estandarizacion. Consistencia quiere decir que se cumple
la confluencia en las reducciones y cémputos que tienen un inicio en comun.
Mientras que estandarizacion se refiere a que el orden en el que se simplifican
las reducciones-C es estandar, ya que se siguen ciertos patrones bien defini-
dos. En nuestro caso la reduccion que siempre se ejecuta primero es la que
estd mas a la izquierda y no forma parte de una abstraccion lambda. Estas
propiedades las demuestran Felleisen y sus colaboradores en [6].

2.2. Operadores de control construidos con C

El operador C posee gran expresividad, muestra de ello es la facilidad para
definir operadores de control, en esta seccién analizamos algunos de ellos.

2.2.1. Abort

En el calculo A\C de Felleisen encontramos dos nuevos operadores C y
A. Como vimos A es el operador que aborta la ejecucién de un programa,
ignorando el contexto actual y continuando con la evaluacién del argumento
que se le pasa. La regla de la que hablamos es ,

Esta misma accion se obtiene empleando el operador C de acuerdo a la sigui-
ente definicion,

AM —def C()\UM)

donde u es una variable irrelevante que no es libre en M. Esto se debe a que,

BLAM] =qe; E[C(\u.M)
—e (Au.M)(Az. A(F[z]))
—ec M

mismo efecto que produce la regla .

2.2.2. call/cc

Al considerar la seméantica del operador call/cc del lenguaje SCHEME no-
tamos que difiere de nuestro operador C en que la continuacién actual E es
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invocada con el valor que se obtiene de la aplicacion M (A\z.A(E|z])), es decir,
la evaluacién del programa regresa al lugar de inicio. Si tuviéramos que dar
una regla de reduccién para call /cc ésta seria,

FElcall/cc M] = ijec E[M (X2 A(E[2]))]

Sin embargo, Griffin define el operador call/cc en términos del operador C y
también C en términos de call/cc como,

call/cc M =45 C(ANk.k(ME)) CM =ge5 call/cc(Ak. A(ME))

En [10] Griffin no realiza las reducciones que nos aseguran que estas de-
finiciones efectivamente funcionan, nosotros las damos a continuacién.
Por un lado tenemos,

E[CM] =ge; Elcall/cc (e A(ME))] —eanjec E[(Me. AME))(Az.A(E[2]))]
—e EJA(M(Az.A(E[z])))]
e MOz A(E[2])

este comportamiento es precisamente el de la regla (C2]).
Para corroborar call/cc M =45 C(Ak.k(ME)) realizamos la derivacién en
una version de llamada-por-nombre del célculo AC [7]

Elcall/cc M| =4f EIC(Mk.k(ME))] —c (MAk.k(MEk))(Az. A(E[2])
e (A2 A(E[2])) (M (Az. A(E[2])))

—e A(E[M(Az.A(E[z]))])
—e EIM(A\z. A(E[z]))]

como lo indica la regla (—cai/cc)-

2.2.3. catch/throw

El operador catch/throw evalia un término M, si se obtiene un valor V'
entonces tal es el resultado final de la expresion, este es un regreso normal. Por
otro lado, si en la evaluaciéon de M se lanza un valor V' a la continuacién que

15En la versiéon de llamada-por-nombre los contextos de evaluacién son E := []| EN y
la reduccién 3, es E[(Ax.M)N] —g, E[M[z := NJ|, las demds reducciones son idénticas
que en la versién de llamada-por-valor. Para mayor detalle refiérase a [10].
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representa el contexto donde el operador catch/throw fue definido entonces se
suspenden los computos y se devuelve V'| este es un regreso por excepcion.
Para dar su definicién utilizaremos la instruccién call/cc porque se busca
regresar al punto del que se parte, ya sea para continuar normalmente con la
ejecucién del programa o para devolver un valor que es lanzado(throw) cuando
se satisface cierta condicién. Sabemos que call/cc se expresa en términos de C,
asi catch/throw se define también a través de C. Consideremos la evaluacién
de Eplcall/cc(Nj.M)] como un catch que identifica a la continuacién actual
Eq con la variable j. Evaluando esta expresién y tomando N = Az. A(Fy[z])
se tiene,

Eylcall/cc(Aj. M)] = Ep[C(Ak.k((Aj.M)E))]
—e (Akk((NJ.M)k))N
e N((Aj.M)N)
¢ N(M[j := NJ)

Si la 7 nunca es invocada o lanzada entonces esta expresion regresa nor-
malmente, esto es, si M[j := N] —} V entonces la ejecucién continda su
flujo normal,

N(M[j := N]) =5 NV
—¢ A(Eo[V])
—c E()[V]

Si por el contrario, al evaluar el término M la j es invocada con un valor
V' bajo un contexto Fj, como en E;[jV’], entonces olvidamos F; y V' es
lanzada a la continuacién que representa j obteniendo Fy[V'], esto representa
un regreso por excepcion. En este caso los pasos de la evaluacion son,

N(M[j := NJ) Hc El[ 'lj = NJ|
B[NV ]
Er[A(Eo[VT])]
e EO[V]

Vemos que el contexto F; es abandonado y que la evaluacién prosigue con el
valor V’ dentro de la continuacién inicial.
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2.3. El tipo de los operadores C y A

Hemos considerado a los operadores C y A sin tipos, tratemos ahora de
encontrar una tipificacién coherente para dichos operadores usando la idea
que T.G. Griffin propone en [10]. Esto nos conducird al isomorfismo de Curry-
Howard en el que los tipos del calculo AC se corresponden con férmulas de la
logica clasica. El estilo que se manejard para esta nueva tipificacion es a la
Curry. Debemos aclarar que la semantica en la que Griffin basa la obtencion
de tipos no en la reduccion —¢ dada por Felleisen sino en el sistema de
reescritura C.

Hasta este momento las reglas de tipificacion con las que contamos son
las de A7,

e : TEM :S
kXM :T—S

(RVar) (RFun)

e : T2 T
F"MlT—>S F|_M2T
'+ MlMQ : S
Para asignar un tipo al operador de control C empecemos analizando la
regla de reduccion (C2),

(RApp)

E[CM] ¢ M(X\z.A(E[2]))

Si suponemos que E[]|: T — S entonces la expresion E[Q)] : S, donde @ : T.
Esto implica que podemos darle a la expresion A\z.A(E[z]) el tipo T — S, ya
que para cualquier valor V' de tipo T se aprecia que,

(A2 A(E[2]))V =c A(E[V]) e E[V],

y el tipo de E[V] es S. Deseamos que la propiedad de reduccién del sujeto
se cumpla, es decir, buscamos que los tipos se preserven al reducir expresio-
nes; por consiguiente, M debe ser de tipo funcién (T — S) — S para que
M(X\z.A(FE]z])) sea de tipo S, mismo tipo que E[CM]. Ahora, asignamos a la
aplicacion CM el tipo T, porque es el tipo de la expresion que ocupa el hueco
del contexto E, esto ocurre siempre y cuando M tenga tipo (T — S) — S.
La regla a la que llegamos es,

'FM:(T—S)—S
'-CM:T
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Consideremos detenidamente la tipificacion anterior. Si el término cerrado
N tiene tipo S, entonces a la expresion AN =4y C(Au.N) se le puede dar
cualquier tipo T debido a que este tipo es obtenido de Au.N : (T — S) — S,
donde a la variable u se les asigna el tipo T — S; sin embargo, la u es
irrelevante y no figura en N por lo que el tipo T no tiene restriccion alguna.
Légicamente esto indica que cualquier proposicion es inferible, lo cual arruina
nuestro sistema de derivacién; incluso, si consideramos por un momento los
tipos como férmulas logicas tenemos la regla,

I(T—S)—S
T T

la cual es inconsistente, tomese T como falso y S como verdadero. Por lo tanto,
para mantener la consistencia el tipo de S debe ser L[] Tomando el tipo L
como atomico y sobrecargando el conectivo légico de negacién para tipos
del siguiente modo =T =4 T — L, podemos asignar un tipo légicamente
consistente para CM. Si el tipo de M es =—T =45 (T — L) — L entonces
el tipo de CM es T.

La nueva regla de tipificacion es:

Tk M:——T
THCM:T

Aparentemente hemos logrado nuestro objetivo; sin embargo, la tipifica-
ci6én actual presenta un inconveniente, la regla (C2) requiere que la expresion
entera E[CM] sea de tipo L, porque acordamos que el tipo de F[Q] es Sy
concluimos que S tiene que ser L. Pero no hay términos cerrados de tipo L
y la regla (C2) no tiene caso. Griffin corrige este problema al modificar la
semantica del sistema de reescritura C. Al evaluar el término M con tipo T
se procede a envolverlo en la expresién C(Ak.kM), siendo —T el tipo de k.
Esta tultima expresion se evaltia usando las reglas del sistema de reescritura
C tnicamente dentro del cuerpo de la expresién C(Ak. -+ ), como el término
que esta representado por - - - es de tipo L entonces es valido utilizar la reglas
—c dentro de la abstraccién sin provocar un conflicto de tipos. Formalmente,
esta nueva seméntica (—;) queda definida como la unién de las reglas:

CAE.E[(Ax.M)V]) 5, C(\k.E[M[z :=V]])
C(Ak.E[CM]) e C(AE.M(Nz.A(E[2])))
CNk.EV) e, V. conk ¢ FV(V)

(RC)

16En este capitulo ocuparemos la notacién L para referirnos al tipo vacio o void.
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Se ha omitido el operador A porque puede ser expresado en términos de C.
La expresion E|- - -| sigue siendo de tipo L pero ahora el término final es de
tipo T.

Una expresion estd en forma ¢-normal si ninguna de las reglas anteriores
puede ser usada.

Definicién 2.2. La evaluacion del término cerrado M con tipo T es N si
C(Ak.kM) —7 N y N estd en forma normal t

Griffin presenta el siguiente resultado que indica que la semantica definida
por —; actiia de manera muy parecida a como lo hace el sistema de reescritura
C y que la unica violacién de tipos se debe a la regla de computo (Cr).

Lema 2.1. SiC(Ak.kM) —} V entonces C(Ak.kEM) —; N, donde N es 'V,
CAkEV") 0o CAEV") con V =V'[k := Az A(x)].

2.3.1. Isomorfismo de Curry-Howard

En su articulo, Griffin indica la tipificacién para C pero no formaliza el
cumplimiento del isomorfismo de Curry-Howard para el calculo AC y la légica
clasica, nosotros mostramos esta correspondencia de manera rigurosa en esta
seccion.

La transformacién biunivoca de férmulas a tipos (—)* se define como,

1 =1
(p =) =p" ="

Debemos aclarar que en principio se tenia L* = void pero hemos preferido
la notacién L en lugar de void, por lo que 1* = L esta bien definida. El
mapeo (—)°, que toma tipos y regresa férmulas, es la inversa de (—)*. Estas
transformaciones se pueden extender a contextos légicos y contextos de tipos
trivialmente.

El isomorfismo de Curry-Howard para el calculo AC y la logica clasica se
enuncia como sigue,

Teorema 2.1. (Isomorfismo de Curry-Howard) Sea ¢ una férmula de
la l6gica clasica, T un tipo de A\C, T un contexto logico y A un contexto de
tipos.

1. Si A M:T en AC entonces A° F. T en NK(—, 1).
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1. Sil'k. ¢ en NK(—, L) entonces eziste un término M tal que I'*
M :p* en AC.

Demostracion. La prueba de [If es por induccién sobre la derivacion de tipos
A+ M : T. La base de inducciéon y la mayoria de los casos para el paso
inductivo fueron vistos en la seccién [I.3.1] Falta probar cuando la derivacién
termina con A F CM : T. Por hipétesis de induccién es cierto en NK(—, 1)
que A° . ——=T°, esto puede verse como A", T° — 1", 1", Usando la regla
(=—E) se satisface A" -, T°, que es la derivacién a la que querfamos llegar.

Para probar [11] realizamos inducciéon sobre la derivacién légica I' . .
Gran parte de la demostracién se encuentra en la seccién [1.3.1] Debemos
mostrar ahora que se cumple cuando la ltima regla usada es (——F). La
hipétesis de induccién nos dice que existe M’ tal que I'* = M’ : =—p* en AC.
Usando la regla (RC) observamos que el término CM’ cumple que T'* = CM’ :
©*, asi tomando M = CM’ terminamos. ]

Apreciamos que la aplicacion CM corresponde a una prueba clésica para
la regla de la eliminacién de la doble negacién. Ademas, a partir de la re-
gla (RC) y del hecho de que AM =4 C(Au.M) vemos que el tipo para el
operador A es,

'e=M: L

=AM T

Es sencillo verificar la correspondencia entre (RA) y la regla previamente
definida como eliminacion de 1 o ez-falso-quodlibet.

(RA)

2.4. Definicién de tipos productos y sumas

En logica clésica tenemos la capacidad de definir cualquier conectivo 16gi-
co mediante la negacion y la implicacion, lo cual no ocurre en la légica mini-
mal o intuicionista (véase el Corolario 6.7.7 de [31]). Ahora estamos interesa-
dos en encontrar e investigar las propiedades computacionales de los términos
en A\C que definen, del lado de la légica, a la conjuncién y a la disyuncion.
Veremos que los operadores de par ordenado, proyeccion, inyeccion y analisis
por casos, que por el isomorfismo de Curry-Howard no pueden ser definidos
en A7, pueden ser expresados en términos del operador C de Felleisen.

En esta seccién en ocasiones usaremos anotaciones de tipos como su-
perindices para algunas variables.



46 CAPITULO 2. CALCULO XC

Nos serviremos de las reglas de eliminacién e introduccién del A y V en
el sistema clésico, exportando dichas reglas del sistema intuicionista dado en
el capitulo [I| para obtener el cédlculo proposicional clasico NK(—, L, A, V).

2.4.1. Conjuncion
En [I0] simplemente se define la conjuncién como,
P AY =ges —(p = )

Nosotros profundizamos un poco mas y comprobamos que . ¢ A ) <>
—(¢ — =), para esto necesitamos un resultado previo.

Proposicién 2.2.

Filp = =) = ¢ =~y (Prop

Demostracion. Basta demostrar que A F; L, con A = {¢ — =), 9, p}.

Arip— o Y AR Y
AF, =0 =8 Ry o)
AF L =5
Hemos probado que el secuente es derivable en la légica intuicionista; por lo
tanto, también lo es en la logica clasica. O

Procedemos con la siguiente proposicion,
Proposicién 2.3. Es cierto que F. o A <> (@ — )
Demostracion. Se analizan por separado — y <—

s oA . (@ = ). Si consideramos I' = {¢ A, o — )}, entonces,

— (Ax)
) 'FepAy - (Az
W) 5= TR (lg)E) W/’Ei;})
- FFey (— E)
F"cJ_ (—}I)

O ANy e =(p = )

» (¢ = ) F. o A1, Se tienen las derivaciones,
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(Az)
= ), e Y

— 1) (Ax)
—(p = ), e — (= =), e (o — 1) (
— E)
_'(SO — _'w)a _'d) }_C uE (=—E)
_‘(90 - _‘1/’) Fe 4
(Az)
_‘((/7 — _‘w)v _‘%lb Fc Y (= 1)
(p = =), ~p e = g T (o)
(e = ), ~p e = (= ), @ ke ~(p = ) s B)
_‘(30 — _'w)7 - l_c 1 (=mE)

(o= ) e

Por las dos derivaciones anteriores y la regla (AI) llegamos a que
(o= ) e AP

]

Si My y M, tienen tipos ¢ y 9, respectivamente, entonces de acuerdo con
[10] definimos par ordenado como,

(My, My) =gep Nf77Y. f My My

Siendo de tipo —(p — =) y representando la regla (A I).
La operacién de proyeccién del término M con tipo —(¢ — —)), equivale
a la regla (A; E'). Griffin en [10] define proyeccién como,

Ti(M) =gy COW™ M(Aefxy vx;)) dondedi={1,2}, xy =@y x2 =¥
Estudiemos esta definiciéon. La expresién R = )\xfxg.vxi es de tipo ¢ — Y,
luego la aplicaciéon M R es de tipo L, asi el tipo de A\v™¢ . M R es ——;, por
ultimo C(Av™:. M R) tiene tipo x;, con lo que obtenemos el resultado buscado.

Para la obtencién de las propiedades computacionales de los términos
introducidos en esta seccion, y sélo para este fin, se usaran las reglas del sis-
tema de reescritura C de la seccién bajo el entendido de que los términos
tipificados deben ser evaluados usando las reglas —;, definidas en la seccion

23
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Los operadores de par ordenado y proyeccién deben satisfacer que
E[m; (M, M3)] —¢ E[V;], con V; siendo el valor al que se reduce M;. Tomando
N = \z.A(E]z]) los pasos son,

E[7TZ'<M1, M2>] == E[C(/\U<M1, MQ)(ACCLIQ.U.IZ'))}
'—>z <M1,M2><)\SL’1.T2.NIZ')
—c (/\J]ll'Q.NZEZ‘)MlMQ
'-)é N.I'Z[l'l = ‘/1][332 = ‘/2]
= NV,
—c A(E[Vi])

En nuestro analisis de llamada-por-valor estamos obligados a reducir primero
My y My a valores V; v Vs, respectivamente, para continuar con las reduccio-
nes de los subtérminos de F, esto origina una evaluacion bastante ineficiente
debido a que se realizan varias reducciones inttiles ya que sélo ocuparemos
uno de los dos valores. Para mejorar esta situacion tomaremos la propuesta
que Griffin ofrece en [10] pero daremos un explicacién mas convincente. En
primer lugar observemos que,

Si la interpretacion de T es T entonces lo anterior se simplifica a ¢ Av. Para

esto asignamos a 71" el tipo unit de la seccién con unico valor *, entonces
la conjunciéon queda redefinida como,

© AN =ger =((unit = ) = = (unit — 1))
La redefinicién de par ordenado y proyeccién se muestra a continuacion,

(My, Ms) =ger Mf.f(Au.My)(Au.Ms) con u ¢ FV (M) U FV(Ms)

(M) =4ef (C(AV.MAz129.07;))%

En la derivacién siguiente N = Az. A(F|[z]), ademds emplearemos la regla
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(C) de la seccién 2.1.1] Entonces tenemos,

E[mi(My, My)] = E[(C(Av.(My, Ma) Azq22.02;))%]

Ly BIC(Me. (Ao (My, Mo)Azyza.02;)(NfA(k(f5))]

—e (M. (Av.(My, Ma) Az zo.0x;) (A fLAK(f*))))N
—e (Av. (M, Ma)Azzo.0x;))(AfLA(N(f*)))

e (M, Ma) (Azyze. (Af A(N(f*)))x;)

= (Ag.g(Au.My) (M. Mz))(Ax129. (N fLA(N(f%)))24)
e (Ar1xe. (AfLA(N(f*)))x;) (Au. M) (Au. M)
—e (ALAN(f*))) (Au. M;)

—e AN ((Au.M;)*))

—e N((Au.M;)x*)

—e N(M;[u:= %])

= N(M;)

—e N(Vi)

—c A(E[Vi])

—c EV]

Asi llegamos a la reduccion ()
Elmi(My, My)] =7, E[V}]

en la cual ya no se requiere calcular tanto el valor V; como V5 de las ex-
presiones My y M,, respectivamente, sino solo el valor V; correspondiente a
M;.

2.4.2. Disyuncion

La disyuncién estd definida clasicamente en [10] como,
OV Y =geg ~p = 0
Nosotros corroboramos esta definicién con la siguiente proposicion.
Proposicion 2.4. El secuente . o V 1) <> = — == es derivable.

Demostracion. Se analizan dos situaciones.
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» oV, ap — =) Tomando A = {p V), ~p, =} se tiene,

— (A7) ——— (A
A,sol—cso( ) A, ke E—>)E)
Aok, L
También,
— (A7) —V—————(A
8ot M Rar A
Ay, L
Ademas,
Ar. oV 42

Por las tres derivaciones previas y la regla (VE) obtenemos,

Ar T VB

eV, e
eV Yoo = (7))

(= 1)
(= 1)

= ~p — - . p V. Sabemos que en la logica clésica la regla de
tercero excluido es valida,

(TE)
o= o bV g

Observemos las siguientes dos derivaciones,

(Az)

—p — b (V1)

= p,p bV

(Ax) (Ax)

= ), e T = h, e o — (= B)

—mp — —|—|w7 —|90 }—C —|—|w
—|gp — ﬁ—\’l?D’ —|(p I_c ’gb
= eV Y

(—=—E)
(V)
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Con estos resultados y la regla (VE) concluimos,
Q= _'_'w e YV Z/}

[

La operacién de inyeccién, que representa la regla (V; I), se define en [10]
como,

inj; (M) =aes M2 SV fiM - conxa =@y xo =4
es facil ver que el tipo de inj;(MX) es ~p — =), esto no es mas que, ¢ V1.
Suponiendo que la expresion M es de tipo =@ — ==, la operacién de
andlisis por casos se expresa también en [I0] como,

case M{Fl | FQ} =def C(/\UﬂT.MGlGQ)

dado que F; = \zXi. P, y G; = AyXi.v(F,y), con tipos respectivos x; — 7y
—Xi, donde x1 =y x2 = .
Por ende,
MGlGQ L
T MGGy —T
CAWTT.MGGy) = 7

Al contemplar los tipos de M, F; y Fy verificamos que la expresion
C(M™".MG1G3) se relaciona con la regla (V E),

I'tepVy Teob.r Tipber
'k, 7

Los operadores de inyeccién y analisis por casos deben cumplir la propie-
dad computacional Flcase (inj; (M;)){F1 | F2}| —case; E[Vi] donde F;M; —
V;, puesto que estamos en un esquema de llamada-por-valor. Una vez mas
este procedimiento tiene un pobre desempeno, por lo cual realizamos una me-
jora como la que se obtuvo para la conjuncién. La redefiniciéon de disyuncion
es,

@ V1 = =(unit = ¢) = == (unit — ¥)

Ahora los operadores de inyeccién y anélisis por casos toman la forma,

inj, (M) =g M9 1,079 F, (M)
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case M{F, | F5} = (C(OOv™ 077 MG1Gy))*

donde G; = \y' 7% v(Au.Fy(yu)).
Si N = Az.A(F|z]) y considerando nuevamente la regla (Cr), entonces los
pasos de la evaluacién son,

Elcase (inj; (M;)){F\ | F2}| = E[(C(A\v.(inj;(M;))G1G2))*]

oy BIE( . (in); (M) G1Ga) (A AGK(£+)))]
= (M. (inj; (M;))G1 Ga) (A f-A(N(f)))

= (A.(Afife-fi(Au.M))G1G2) (A f AN (f*)))
e (Mfifa fi(QuM;))G1Go)[v := A LA(N(f*))]
e (Gilv = AL AN(f*))]) (Au.M;)

= OO AN 4)) O F(y0) O My)

e (AfAN () Qw. Fi(Au. M; )w))

—e AN ((Aw. F;(Au.M;)w))*))

e N((Aw. F;(Au.M;)w))x*)

—e N(F;((Au.M;)x))

e N(F(Mfu = )

= N(FM;)

—e N(V3)

—e A(E[V])

—c E[V;)]

Asi la reduccion (> case; )
E[Case (inji (MZ>>{F1 | F2}] > case; E[VZ]
se satisface, donde F;M; —( V.

En este capitulo hemos estudiado el calculo AC de Felleisen y con base en
el trabajo de Griffin se estableci6 el isomorfismo de Curry-Howard entre A\C
y la logica clésica.

En el capitulo siguiente estudiaremos el calculo Ay de Parigot. Su princi-
pal caracteristica es el manejo explicito de continuaciones representadas por
variables p. Veremos que para este cdlculo también se satisface el isomorfismo
de Curry-Howard con la légica clasica.



Capitulo 3

Calculo M\

A principios de la década de los noventas M. Parigot en [25] extiende el
calculo A para formar el calculo Au con el objetivo de proporcionar una inter-
pretacion algoritmica de las pruebas logicas clasicas. Esto se debe a que los
operadores de control caracterizan el aspecto algoritmico de la légica clasica,
por lo que Parigot abstrae el mecanismo de operacién sobre el control de
ejecucion en términos yu, asi en una abstraccién p se liga una variable que
representa una continuacién. En el cdlculo Ay es comun referirnos directa-
mente a contextos de evaluaciéon y realizar invocacién de continuaciones, por
esto operadores de control que estudiamos en el capitulo anterior, como son
call/cc y C, pueden ser definidos empleando términos Au.

Al considerar los tipos asociados a sus expresiones apreciamos que se
satisface el isomorfismo de Curry-Howard para la légica clasica y el calculo

AL

3.1. Definicién

A las variables x,y, z, . .. las llamamos A-variables ya que se asocian a la
abstraccion . Las variables «, 3,7, ... se ligan a la abstraccién p, por lo que
éstas son p-variables. En el calculo Au se emplea una estrategia de llamada-
por-nombre y un estilo a la Church. Sus términos son construidos a partir de
la siguiente gramatica,

M:=x|MM| e : T.M|[a]M|pa:=T.M
Notemos que:

93
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» Las p-variables no son términos, a diferencia de las A-variables.

= El simbolo 1 es un operador de ligado, de tal suerte que en el término
pa o =T, M estan ligadas todas las presencias libres de o que se en-
cuentren en M.

= Se cuenta con dos expresiones nuevas, el término pa : =T. M se conoce
como abstraccion p 'y la expresion [o] M como aplicacion canalizada.

Para asignar tipos a las expresiones Ay recurrimos a las siguientes reglas de
tipificacién '}

F,x:Tl—m:T(Rvar)
e : THEM:S '-M:T—-S I'EN:T
TF e T T 5§ TFMN:S (FApp)
Na:-THFM: L Na:-THM:T
(HRFun) (LR App)

F'Fpo:=T.M:T Coa:=TkH[o]M: L
Reglas de tipificacion para el calculo A

Una observacién importante es que las p-variables siempre tienen tipo
negado, esto nos recuerda el tipo T — L que Griffin asigné a los contextos
de evaluacion E del célculo AC y es que, efectivamente, las p-variables se
asocian con los contextos de evaluacion debido a que ambos representan
continuaciones.

Veamos un ejemplo de inferencia de tipos. Si A = {z: (T - S) - T,a:
—T} y w representa la expresion po @ =T.[a)(x(Az : T.uf : =S.[a]z)) entonces
se tiene la siguiente derivacion, donde el tipo final representa la ley de Peirce
(T—=S)—=T)—=T,

Az:T,:=SkFz:T (?ZJZTA)pp)
: : Sk :
A z:T,p:-SF[a]z: L (WRFun)

Ajz:Thupf:=Sla]z:S

Abz:(T=5->T (RVar) AFXz:Tpf:=S[alz: T =S (gjm)
At [a)(x(Az: T.up : =S.[alz)) : L (nRApp)
: - (LRFun)
2 (T—>S) —>Trw:T
(RFun)

FAX:(T—=S) - Tw: (T—=S)—=T)—=>T

ITEn este capitulo el tipo nulo o void serd denotado con L.
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El significado computacional de las nuevas expresiones es el siguiente, para
el término po @ = T.---[a]M --- la p-variable a es un canal por el cual los
valores son transmitidos y el subtérmino [«|M representa el lanzamiento de
M a través del canal [o] para ser recibido por pa : —=T.---. Por consiguiente,
es de esperarse que el valor de dicha abstraccion p sea M. A estas expresiones
se les conoce como saltos u operadores de control ya que M brinca todos los
demas subtérminos de la expresiéon y resulta ser el valor final.

A continuacién mostramos dos lemas que seran de utilidad mas adelante.

Lema 3.1. Se satisface que:
Fa:=TkEX:Tlajz: T

Demostracion.

(RVar)

(nRApp)
(uRFun)

Na:-T,z:TkFx:T
Fa:—=T,z: Tk [az: L
Fa:=TkFX:Tlajz: =T

Lema 3.2. Sil'z: THFM:SyT'E N:T entoncesI' - M|z := NJ:S.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre los términos del célcu-
lo Au. Es practicamente la misma que se dio para la proposicion del
capitulo [T] en la pagina[I7] s6lo se anaden los siguientes casos.

= Para la abstraccién g suponemos I'yx : T+ pa: =S.M :Sy '+ N : T.
Ademés, observamos que la sustitucién (pa : =S.M)[z := N] consta de
reemplazar las presencias libres de x por N en M. Dicha sustitucién se
define como pa : =S.(M[z := NJ). Por hipédtesis de induccién se tiene
[a:=SkF M[x:= N|: L, entonces de acuerdo a la regla (uRFun) la
tipificacion correcta es:

I'Fpa: =S (M[z:=N]J):S

asi,

'k (pa: =S.M)[z:=N]:S
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» Para la aplicacion p suponemos I'yao : =S,z : T [o|M : Ly ' a :
=S N : T. La sustitucién ([o]M)[x := N] no se ocupa de «, asi que
se expresa como [a](M[zx := NJ). Aplicando la hipétesis de induccién
a M llegamos a I'ya : =S + M[z := N] : S, y considerando la regla
(LR App) se tiene el tipo,

[Va:=SFE [a|(M[z:=NJ]): L
de aqui que,
Na: =Sk ([a]M)[x:=N]: L
[

Para dar las reducciones del calculo Ay necesitamos primero de ciertas
ideas preliminares,

= Los contextos de evaluacion o contextos aplicativos Au que se dieron en
el calculo AC de Felleisen, ahora se denotan por £ y se forman a partir
de la gramatica,

= [[1EM|[al€
Como vimos, las reglas para llenar el hueco en £ con M son,
[[M] =M

[
(EN)[M] = (E[M])N
([a]€)[M] = [a](£]M])
» El conjunto de variables libres de £, denotado F'V (&), se define como,
FV([]) =@
FV(EM)=FV(E)UFV(M)
FV([a)€) ={a} UFV(E)

» La operacién de sustitucién M[a := &] queda definida a partir de las
siguientes reglas con y, 8 ¢ FV(E) y f # a,

&
rla=E&] =
Ay : T.M)a:=€&] = y:T. Mo = &])
(M Ms)[a == E] = Mo := E] M| = E]
(1= =T M)[o:= €] = pf - =T (Mo := £])
([a]M)]a := €] = E[Mo = £]]
([BIM)[a = €] = [Bl(M[a := €])
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Ahora estamos en posibilidad de dar las reglas de reduccion para el calculo
Ap, que estdn constituidas por las reglas — 3, —,,, —5, ¥ —¢, cuya union se
denota —,,

Az : T.M)N —3 M|z := N]
poc: =T [a]M —, M sia¢ FV(M)
Bl( : ~T.M) =5, Mla = [A][]
(v - ~(T = $).M)N =5, i : =S.Ma = [B)([]V)]
para —. se requiere a« # By ¢ FV(MN)

Reglas de reduccion —

La regla — se conoce como reduccion estructural y — g, como renombra-
miento.
Discutamos cada una de las reglas por separado

a. La regla —3 expresa simplemente la conocida reduccién S.

b. La regla —,, transmite el resultado a lo largo del canal. Teéricamente
nos dice que si una hipdtesis =T, esto es [a], se aplica a una prueba de
T, digamos M, que no utiliza la hipdtesis [a] entonces la prueba para T,
pae s =T Ja) M, puede reemplazarse por M.

c. En la regla —3, se optimiza el salto, ya que en el término [3](ua : =T.M)
puede suceder que en la M alguna expresion M’ sea transmitida a «,
recibida por pa y retransmitida a . Es mejor si transmitimos M’ di-
rectamente a 3 en los lugares donde se transmitiria a «, esto se logra si
realizamos la sustitucién Mo := [B][]].

d. En laregla — se indica que en lugar de aplicar el término N de tipo T a la
abstraccién po : (T — S).M es més conveniente aplicar N al término que
estd siendo transmitido en M, asi obtenemos puf : =S.Ma := [B]([|N)].
Desde un punto de vista tedrico, al asumir =(T — S) y concluir L se
consigue una prueba por contradicciéon de T — S, esto es pa : (T —
S).M, luego a esta expresién se le aplica una prueba N de T para obtener
una prueba de S, la cual es (pa : =(T — S).M)N. Comtnmente en una
prueba por contradiccién de T — S asumimos T y =S y concluimos L,
la prueba buscada es Az : T.uf : =S.(M[a := [5]([]z)]). Como N es una
prueba de T, al término anterior le pasamos la N y obtenemos la prueba

s = =S.(Mla := [B]([]N)]) para S.
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3.2. Isomorfismo de Curry-Howard

La estrecha similitud que existe entre la tipificacion de los términos del
cédlculo A\ y el cdlculo proposicional clasico NK(—, L) se exhibe en este
apartado. De capitulos pasados retomamos las transformaciones (—)* y (—)°,
de férmulas a tipos y de tipos a férmulas, respectivamente. También conside-
ramos estas transformaciones extendidas a contextos logicos y contextos de
tipos como las hemos manejado anteriormente.

Teorema 3.1. (Isomorfismo de Curry-Howard) Sean ¢ una féormula
cldsica, T un tipo correspondiente al calculo \u, I' un contexto logico y A un
contexto de tipos. Luego,

1. Si AF M :T en el cilculo My entonces A° . T en NK(—, 1)

1. Si ' k. ¢ se cumple en NK(—, L) entonces eziste un término M tal
que ' =M : ¢* en A

Demostracion. La demostracion del teorema que se da a continuacion es una
version ligeramente modificada de la prueba hecha por Sgrensen y Urzyczyn
en [31].

Para la demostracion de || procedemos por induccion sobre la inferencia
de tipos A = M : T del célculo Au. La base de induccion y la mayoria de
los casos para el paso inductivo han sido probados en el teorema de la

seccién [L.3.11

» Si la inferencia de tipos termina usando la regla (uRFun) suponemos
por hipétesis de induccién que se tiene A°, =T . L, luego usando la
regla (== FE), que forma parte de NK(—, L), llegamos a que A" . T°,
que es lo que queriamos probar.

» Para la regla (uRApp) no se tiene una en NK(—, 1) a la que se le
relacione directamente. No obstante, si en el tltimo paso de la inferencia
se utiliza (uRApp) sabemos por hipétesis de induccién que A°, =T +,
T, es decir A°, T" — L° . T". También es cierto que A°, T° — L° |-,
T° — 1° puesto que es un axioma. Ahora, usando estos tltimos dos
resultados y la regla (— F) de NK(—, L) concluimos A, =T" . L°,
asi la proposicién es cierta para (uRApp).

Para el inciso [11] llevamos a cabo una prueba por induccién sobre la infe-
rencia légica I' . ¢. La base de induccion y buena parte de los casos para el
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paso inductivo se encuentran en el teorema [I.1]de la seccién[1.3.1]del capitulo
Cuando la inferencia termina con la regla (—-—FE),

Me— LFH L
I'F.p

analizamos dos posibilidades,

Caso 1. Si —~p €T

Por hipétesis de induccién existe un término M’ tal que I'* = M’ :
1* como el agregar a ['* una pu-variable no afecta la inferencia actual
se tiene que I, v : =p* = M’ : 1*. Por lo tanto, gracias a la regla
(uRFun), si tomamos M = pa : —p*. M’ entonces I'™* = M : p*.

Caso 2. Si ~p ¢ I

Por hipétesis de induccién existe un término M’ tal que I, x : =p* F
M’ : 1*. Al agregar la declaracién « : —¢* obtenemos I'*, o : —p*, x :
—¢* B M’ : L*. Por el lema[3.1]sabemos que I'*, e : =¢* b Ay : p*.[a]y :
—¢* y por el lemaf3.2)tenemos I'*, v : =¢* = M'[x := Ay : ¢*.[a]y] : L*.
Por consiguiente, ocupando la regla (uRFun) y escogiendo M = pa :
@ . M'[z = Ay : p*.]a]y] se tiene I'* F M : ¢*, lo que muestra que la
proposicién es valida para (—-—FE).

]

3.3. Propiedades de las reducciones-u

Esta seccién se enfoca en probar tres propiedades importantes para el
calculo Ay, las cuales enlazan el sistema de tipos con las reducciones p.

3.3.1. Reduccién del sujeto

Para lo cual necesitaremos de los siguientes lemas que se mencionan en
[31] pero que nosotros demostramos paso a paso.

Lema 3.3. Si',z : TF &[] 1S, 2 ¢ FV(E) yI' = N : T entonces
I+ E[N]:S.

Demostracion. Por induccién sobre el contexto £.
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» Base de induccion € = []. Por hipétesis se tiene I,z : T F £[z] : Sy
'FN:T,como &[z] =zsesigueque ', z: Tk 2:Sy T=S. Luego,
E[N] = N asi que I' - E[N] : S.

s Hipdtesis de induccion. La proposicién es cierta para £'. Es decir que
dado I,z : THE&'2] :S, 2 ¢ FV(E') y ' = N : T entonces se cumple
'k E&N]:S.

» Paso inductivo.

o & =E&'M. Suponemos que ',z : TH (E'M)[z] : S, ie. [,z : TF
E'ZIM : S con z ¢ FV(E). De modo que la regla (RApp) nos

indica que existe un tipo S’ tal que,
Lz:THEE]Z]: =S Tz2:TEM:Y

como z ¢ FV(E) en particular es cierto que z ¢ FV(M), entonces
se tiene I' = M : §'. Usando este hecho, la hipétesis de induccién
' E&IN]: S — S, laregla (RApp) y que E[N]| = (E'[N])M,
llegamos a que I' = E[N] : S.

o & = [a)€. Suponemos I'a : =S,z : T F ([a]&')[2] : L, es decir,
Ma: =Sz TF [of(&2]) : L, de modo que por la regla de
tipificacién (uRApp) afirmamos que,

Fa: =S 2:THE2]: Y

Por hip6tesis de induccién obtenemos I', v : =S’ = E'[N] : S'. Por
(uRApp) y puesto que E[N| = [a](E'[N]) se tiene ', : =S
E[N]: L.

[]

Lema 3.4. SiT,a: =TFM:Syl,z: TEE&[z]: L entonces ' = Mo :=
&l :S dado que z ¢ FV(E)

Demostracion. Induccion sobre M.

» Base de induccion. Consideremos el término z. Si ', : =T Fz : Sy
Dyz:THEZ]: Lentonces ' zfla:=E&]: S, yaque zfa:=E&] =xy
I'Fx:S por la regla (RVar).
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= Hipdtesis de induccion. El lema es cierto para M’, es decir, si I', « :
“THEM Sy z: THE&[z] : L entonces I' - M'[av := &] : S dado que
z¢ FV(E).

= Paso inductivo. Se demuestra para cada uno de los casos en el que el
término M es formado usando las reglas de la gramatica que define
al calculo Ap. Como ejemplo tomemos M = [a|M’. Suponemos que
Foz:THEEZ:L(*)yT,a:=TF oM : L, por (WRApp) es cierto
que I'a : =T = M’ : T, usando la hipdtesis de induccién llegamos
al' F Ma = &) : T(*). Finalmente, por (*), (**), el lema y
la sustitucién ([o]M')][a = &] = E[M'[a := &] se cumple que '
([a] M) :=&] : L.

]

Teorema 3.2. (Reduccién del sujeto) Si M —, N yI'= M : T entonces
'-N:T

Demostracion. Induccién sobre M —, N usando los lemas 3.2 y
Como ejemplo tomaremos la reduccién —4,,

[Bl(pev s =T.M) =5, Mla = [5]]]

Es facil ver que T', 8 : =T + [B](pa : =T.M) : L, de donde por la regla
(uRApp) se obtiene I', B : =T F pa - =T.M : T. Luego, por la regla (uRFun)
debe cumplirse,

r,g:—-T,a:=THM: L

Ademas el lector puede cerciorarse de que,
L, =T,z:TH(F]])]z] : L

Por las dos tltimas tipificaciones y el lema tenemos I', 5 : =T F
Mo = [f][]] : L, con lo que se cumple el teorema. O

3.3.2. Normalizacion fuerte

La idea es utilizar el hecho de que en A7 se satisface la propiedad de
normalizacién fuerte (véase proposicion capitulo , por lo que se conver-
tiran términos Ay en términos A~ respetando las reducciones de términos. El
estilo que se ha ocupado para el célculo Ay es a la Church, para simplificar
la conversién se obtendran términos del A™ a la Curry. Suponemos también
que L es un tipo simple.
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Definicién 3.1. Asociamos a cada p-variable o de tipo -(U; — ... — U, —
V) un vector de variables nuevas §* = y%,...y%, una por cada argumento U;
de a.

Por consiguiente, la conversién de Au-términos a A7 -términos obedece las
siguientes reglas,

r=u
A T.M = o.M
MN =MN
po s = T.M = My M
[o]M = My

Adicionalmente, si T es un tipo se define T reemplazando todas las va-
riables de tipo que aparezcan en T por L.

Lema 3.5. Si M es un término A\ con tipo T entonces se satisface que
I'EM:T en A7, donde los elementos de I' son:

» z:S, por cada A-variable libre x en M de tipo S.

w Sy, Y2 0 S, por cada p-variable libre o de tipo =(Sy — -+ —
S, — U).

Demostracion. Induccion sobre la derivacion de tipos I' = M : T en el calculo
AL ]

Lema 3.6. Se cumple lo siguiente,

I. Pz :=Q|=Plz = Q)]

1. Plo:=[g][]] = P[7° := 7 °]

nt. Pla = [B)([]Q)] = P[y* := Q,7”] Obsérvese que esta sustitucidn pro-
viene de la regla —, luego el numero de argumentos para o es uno mds

que el nimero de argumentos para (3, por lo que la sustitucion P[y* :=
Q.77 estd bien definida.




3.3. PROPIEDADES DE LAS REDUCCIONES-p 63

Demostracion. Por inducciéon sobre los términos P del célculo Ap.
Tomemos como ejemplo el inciso |11 y veamos qué pasa en el caso P =

([o)M)[ = [B1(]Q)] = ([BIQ))[M]a = [B]([]Q)]]
= [BI(M'Q)
= (M'Q)g”’
= (M'Q) "
= (M[7* :=Q,7")Q)§” por HIen M’
= (MGG = Q7"

]

El comportamiento de la reduccion p cuando sus p-términos son trans-

formados a A\7-términos se estudia a contiuacién.
.. : d

Proposicion 3.1. 5i M —, N en Ay, entonces M —5, N, donde — g, éf—m

U —,. Ademds se cumple que si M —g. N entonces M —5 N

Demostracion. Induccién sobre la reduccion M —, N.
Como ilustracion consideremos el caso:

M = (jiac: ~(T = $).P)Q =, B : =S.Pla:= [A([]Q)] = N

Siy® =,y donde i/ es el vector de variables que se asocia al tipo S, entonces,
usando el lema anterior tenemos,

M = (Axy.P)Q — 5 M\j.Plr = Q)]
[z,7:=@Q,Z] cambio del vector ¢ por el vector 2

Q.7
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Ahora estamos en posibilidades de probar la propiedad de normalizacién
fuerte.

Teorema 3.3. (Normalizacién fuerte) Si = M : T en Ay entonces no
existe secuencia infinita de reducciones M —,, ...

Demostracion. Para llegar a una contradicciéon supongamos que - M : T en
Air 'y que existen una infinidad de reducciones pu para M,

M=, M -, M —, ... (*)
Por la proposicién [3.1] sabemos que,

Como las reducciones 3, y 7, decrementan el nimero de presencias p en
el término, entonces no puede haber una infinidad de dichas reducciones en
@. Luego, debe de haber una infinidad de reducciones (¢ en @, por la
proposicion existe una infinidad de reducciones —3 en @ Por el lema
B.5, M es un término del célculo A~ para el cual existe una infinidad de
reducciones — g3, esto contradice la propiedad de normalizacién fuerte para
A~ que se vio en la proposicién capitulo [1} ]

3.3.3. Confluencia

La ultima propiedad que estudiaremos es confluencia y se enuncia como
sigue.

Teorema 3.4. (Confluencia o Propiedad de Church-Rosser) Si M; —*
My y My —* Ms con = M : T en A\u, entonces existe término N tal que
M2—>*NyM3—>*N

Demostracion. La demostracion no es trivial y se omite en esta tesis; sin
embargo, puede encontrarse en [31]. O
3.4. Operadores de control

En esta seccion expresaremos en términos del calculo Ap algunos opera-
dores de control con los que ya estamos familiarizados.
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3.4.1. catch-throw

En la expresion
catchain M (+)

se evalta en primer lugar la M. Si ésta produce algin valor entonces tal valor
es el resultado de la expresion (+)). En cuyo caso tenemos un regreso normal.
Si por el contrario, en M encontramos el término,

throw N to «

la evaluacion de M términa abruptamente. Por lo que el resultado de la
expresion es el resultado de evaluar N. Esto se conoce como regreso por
excepcion.

La definicién en el célculo A de catch y throw es,

catchain M = pa : —T.[a|M
throw M toa = up : —U.[o]M [ ¢ FV([a]|M)

donde el tipo de M es T y el tipo U depende del contexto. Con esta definicion
se cumple que catch ain E[throw N toa] —% N suponiendo que N y £ no
tienen variables libres.

Primeramente veamos un caso especial de —, en el que 8 ¢ FV(P); por
consiguiente, (uf : =(T — S).P)Q —. pf’ : =S.P. Observamos también que
si € no tiene variables libres entonces es un contexto de la forma [|Ny ... N,
donde FV(N;) = ... = FV(N,) = @; luego, usando el caso especial de —
tenemos E[ufs : —U.P| = Y =U’". P para tipos U y U’ acordes al contexto
E.

Entonces, considerando que £ y N no tienen variables libres, tenemos,
catch ain E[throw N to o] = pa : =T .[a]E[ps : —U.[a]N]
—, pac: =T [a](py - ~U o] N)
—g, pa s T [a] N
—n. N

3.4.2. Abort

Recordemos que el calculo AC de Felleisen cuenta con el operador A, el
cual al aplicarle la expresiéon M aborta el computo actual, ignora el contexto
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presente, retoma el contexto de M y comienza a evaluar esta expresién, por
lo que la reduccion correspondiente es,

E[AM] e M (o)

Siguiendo la definicién para el operador abort dada en [13] y [32] debemos
considerar una versién ligeramente diferente del calculo Ap, donde el estilo
que se sigue es a la Curry y los términos son restringidos, como lo muestra
la siguiente gramatica,

M =z | MM | x.M | po. [ 5] M
Ademas la regla —g, queda como,

ua [B)(pa. M) =g, o’ Mla = [B][]]

En [14] Herbelin menciona que con esta definicién los términos del célculo
At no se corresponden con la légica clasica, pero si con la llamada ldgica clasi-
ca minimal, en la que la ley de Peirce es valida pero no la regla FF(). Desde
una perspectiva computacional esto nos dice que en el célculo A\u restrin-
gido no se permite abortar computos, a pesar de que cuenta con variables
que representan directamente continuaciones, asi que para lograr expresar
A debemos definir una continuacion especial con la que podamos manejar
el contexto de la manera en la que lo hace la regla Esta continuacion
sera una constante de alto nivel que se denota como tp'°}, asi se podra dife-
renciar entre abortar un coémputo, con tp, e invocar una continuacion, con
las p-variables ordinarias. Con la adiciéon de tp también se anade la regla,

pod.[tp](po. M) =g, po’ Mo := [tp][]]
Por consiguiente, la definicién a la Curry de A es,
A = d\x.pf.[tple

En las fuentes (véase [13] y [32]) de donde nos estamos basando para
definir el operador abort los contextos de evaluacion E tienen la forma [N,

I8E] nombre tp proviene de top level. Al decir que es una continuacién de alto nivel
nos referimos a que al evaluar cualquier término la continuacién tp sera la que abstrae
la evaluacién del término en su totalidad sin dejar computos pendientes, ademas puede
considerarse como el fondo de la pila de la maquina abstracta subyacente a \C.
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que es tomada del célculo AC en su version de llamada-por-nombre, la misma
estrategia de evaluacién es utilizada por el cdlculo Ap aqui tratado. Sin em-
bargo, ninguno de los dos articulos muestra la derivacién de E[AM], nosotros
la damos en seguida,
E[AM] = E[(Az.pB.[tp|x)M] —5 E[up.[tp]M]

— (N[5 [tpIM) = (uB.[tpIM)N

—¢ po.[tp]M

con o p-variable nueva

Vemos que la ejecucién actual se ha abortado y se continia con la eva-

luacién de M en el contexto vacio representado por tp, logrando capturar

de forma precisa el comportamiento de A. Como el contexto es vacio en
po.[tp|M podemos ver esta expresion como M.

3.4.3. call/cc

El operador call/cc se introduce en el calculo AC de Felleisen con la re-
duccidn,

E[call/cc M} '_>ca||/cc E[M()‘ZA(E[ZD)]

En el célculo Au restringido se define,

call/cc =gep M f.pac[a](fAy.ufB.laly)

esta definicién se encuentra en [13] y [32]; aunque en tales articulos no se
proporciona la debida reduccién, nosotros la ofrecemos enseguida, donde E =
[]N, como ya se habia mencionado antes. Entonces,

Elcall/cc M] = E[(Af.po[a](fy.pB.laly)) M]
—p Elpo.a](MAy.pp.laly)]
= (na.[o](MAy.pB.laly)) N
—e 17 (V) (MAy.uB-[y](yN))N)

Formalmente debemos hacer explicita la presencia del fondo de la pila (uo.[tp] - - -

en la expresién anterior, con lo cual tenemos,

o [tp] Elcall/cc M) =, o [60] (17 (W) (M .18 1] (yN)N) )
—g, po [tp](MAy.puB.[tp](yN)) N
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regresando a la representacion convencional, donde el fondo de la pila estd implici-
to, escribimos,

= (MAy.puB.[tp](yN))N
Por otro lado, si empleamos la definicién tradicional de call/cc tenemos,
FElcall/cc M] = iijec E[M A2 . A(E[2])]
= BIM (A=.(Az.pf.[tple) (E[2]))]
—5 E[M(/\zuﬂ[tp]E[Z])]
= (M(Az.uB.[tp](:N))) N

Debido a que las expresiones finales son equivalentes entonces la definicion
que hemos mostrado para call/cc en el calculo Au restringido es adecuada.

3.4.4. Operador C de Felleisen

La reduccion que conocemos es,
E[CM] ¢ M(\z.A(E[2]))
La nueva definicién en el calculo A\u restringido es la siguiente,

C =gy AMf-pe.[tp]f(Az.pB.[a]z)

la reduccién correspondiente, que no aparece en [32] de donde es tomada la
definicion anterior, es,

E[CM] = E[(Af.pa.[tp]f(Az.pfb.[ojz)) M]
—p Elpa.[tp] M (Az.pf.[o]z)]
= (pev.[tp]M (Aepp.[a]z)) N
= py-[tp]M (Na.pB.[](zN))

Una vez mds hacemos explicita la existencia de po.[tp]--- en la expresién
anterior, por lo que,

po.[tp| E[CM] —, po.[tp] (m-[tp}M (Az.pup.[y)(zN ))>
—rg;, HO. [tp] M (Az.pB.[tp](zN))



3.5. TIPOS PRODUCTOS Y SUMAS 69
esta expresion, sin mostrar el fondo de la pila, queda como,

= M (Az.pB.[tp](zN))
Usando la definicién de C proveniente del calculo AC de Felleisen tenemos,

E[CM] ¢ M (X2 A(E[z]))
= M (Az.(Az.pB.[tplz)(E[2]))
—5 M (Az.up.[tp]E[z])
= M (Az.puB.[tp](2N))

Por consiguiente, la definicién propuesta para C en el calculo Ay res-
tringido funciona correctamente. Notemos que la posibilidad de expresar al
operador C en términos Ap hace al célculo creado por Parigot mas poderoso
que el célculo M\C.

Por el momento, dejaremos el calculo Ay restringido a un lado; empero,
lo retomaremos en el siguiente capitulo.

3.5. Tipos productos y sumas

Por el Corolario 6.7.7 de [31] sabemos que los conectivos A y V pueden
ser integrados en N K (—, L), asi que en esta seccién estamos interesados en
definir las operaciones para los tipos productos y sumas en el célculo Ay,
para este fin se seguiran las construcciones que ofrecen Sgrensen y Urzyczyn

n [31]. Recordemos que en el capitulo anterior esta tarea ya fue realizada
para el calculo A\C de Felleisen usando el operador C.

La definicion que manejamos para conjuncion es la misma del capitulo

anterior,

T1 A TQ =def _|(T1 — _|T2)

Las operaciones de par ordenado y proyecciéon, correspondientes al tipo pro-
ducto, se expresan de la siguiente manera, donde w y « son variables nuevas,

Par ordenado. Sean P, y P, términos A\p con tipos T; y T,, respectiva-
mente. Definimos,

<P17 P2> —def AW : T1 — _\Tg.wplpg
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Proyeccién. Tomamos @ con tipo =(T; — —Ty), luego,
TI'Z(Q) =def Y76 2 ﬂTch()\UJl : Tl)\’UJQ : TQ[CY]UJZ)
Considérese como ejemplo la reduccion,
7T2(<P1,P2>) = pac: —|T2()\w : T1 — ﬂTg.wplpg)(Awl : Tl)\/IUQ : TQ.[CK]'U)Q)
—p e 2 To.(Awy : Tidws = Toa]ws) PPy
—5 po: 2 To ] Py
—>5H P2
Para la disyuncién retomamos la definicién que se dio en el capitulo [2]
T1 V T2 =def _|T1 — _|_\T2

A continuacién se muestran la definiciones de las operaciones para el tipo
suma, éstas son inyeccién y analisis por casos, ademas introducimos zy, 2o y
« como variables nuevas,

Inyeccién. Sean P; y P, términos Ay con tipos Ty y T, respectivamente.
Entonces,

inj;(P1") =aer Az 1 = Tidza 0 =Tz P con i = {1,2}

Analisis por casos. Si R tiene tipo =Ty — —=—T5 y 51, S; son ambos de
tipo S entonces,

case R {51 | S2} =des ppov : =S.R(Az = T[] S1)(Ay @ Ta.[a]S2)

La verificacion de que estas definiciones son correctas se deja como ejer-
cicio al lector.

Este capitulo se ha dedicado al calculo Ay, el cual ha servido principalmen-
te para mostrar el contenido computacional de la légica clasica a través del
1somorfismo de Curry-Howard. Se estudiaron sus propiedades y se exhibieron
expresiones Ap que definen algunos operadores de control y las operaciones
correspondientes a los tipos sumas y productos.

En el capitulo siguiente se muestra la traduccién de Kolmogorov, de la
légica clasica a la intuicionista, y se investiga la transformacién CPS, del
calculo A al célculo A7. Se indica ademas la relacién que guardan entre si
estas traducciones. Finalmente, se consideran de nueva cuenta los términos

A restringidos y se estudia lo que acontece cuando son transformados con
CPS.



Capitulo 4

Traducciones logicas

Es interesante analizar las traducciones que existen entre sistemas 16gi-
cos porque nos permiten interpretar férmulas de un sistema bajo un enfoque
l6gico perteneciente a otro sistema, por ejemplo, es posible expresar a las
proposiciones de la légica clasica dentro de la logica intuicionista; asimismo,
son importantes las traducciones entre célculos para conocer que la expresi-
vidad de un céalculo puede ser simulada en otro, digamos términos del calculo
A se traducen en expresiones del calculo A7, como en el caso tratado en el
capitulo anterior al probar la propiedad de normalizacion fuerte para Ap.

Este capitulo lo dedicaremos a investigar algunas traducciones entre sis-
temas légicos y también entre calculos. Comenzaremos con la traduccion de
la doble negacion de Kolmogorov, o simplemente traduccion de Kolmogorov,
que da un sentido intuicionista a las férmulas légicas clasicas. En seguida se
presenta la traduccion CPS@, en la que las continuaciones en una expresion
son vistas como funciones, transformando términos Ay en términos A7. El
capitulo continia dando a conocer la interpretacién computacional de la tra-
duccién de Kolmogorov, ya que resulta ser un caso especial de la traduccion
CPS sobre tipos. Por tltimo, mostramos que la igualdad entre términos Au
restringidos se conserva en A~ al aplicar la transformaciéon CPS.

4.1. Traduccion de Kolmogorov

A partir de la década de los veinte el estudio de interpretaciones de la
logica clasica dentro de la légica intuicionista tomd un gran impulso, como

9Continuation Passing Style.
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se menciona en [31], Kolmogorov observé que al tener el prefijo =— en cada
subférmula de una féormula clasica valida se obtiene una férmula intuicionista
valida. Formalmente,

Definicién 4.1. Sea p una proposicion atomica. La traduccion de Kolmogo-
rov se lleva a cabo de la siguiente manera,

k(p) ==
k(o = ) = ~=(k(p) = k()

Observemos que al definir ¢* como,

p*
(o =) =

entonces la traduccion de Kolmogorov toma la forma k() = =—¢*. Ademds,
convenimos para el contexto de tipos cldsicos T que k(T') = {k(p) | p € T'}.

P
—\—\gp* — _|_|w*

Lema 4.1. Los siguientes secuentes son derivables en la logica intuicionista.
a) F o —
b) Fp=¢) = ¢ = ¢
c) b= = —p
d) F ==l =) = (¢ = )
) b (g — ) 3 i —
£) bl = ) 0 ol )
Demostracion.
» Las demostraciones para @ y [b|) son triviales.

» La prueba de ) consta en derivar IT F; L, donde IT = {((p — 1) —
1) — L, ¢}. Entonces,

Mp—1LEep (Az)

H,gp—)J_l—icp—>L(Ax) (= B)
(= 1)

Me— LEFH L1
Ik (¢p— 1) — L
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Por Modus Ponens de este resultado y II F; ((¢ — L) —» 1) — L
obtenemos II F; 1.

= Para la prueba de[d) consideramos I' = {((¢ = ¢) = L) = L, 0,0 —
1}. De modo que buscamos derivar I' F; L. Si & = T'U {¢p — ¢},

entonces,
Theoo Y B
i Y LB (Ax)
dF; ¢ dhp— L
(= E)
D L

(= 1)

k(o= ¢) — L
Usando esta derivacién y el axioma I' F; ((¢ — o) — 1) — 1,
logramos, por Modus Ponens, I' ; L.

= La prueba < de E[) es un caso particular de @ Para la demostracion —
de@ usaremos los incisos y@. La derivacion a mostrar es A ; ==,
con A = {—|—|(—|—|90 — —|—|1/})7 —|—|gp} ASi,

(Az)

1NCISO @)

Hemos obtenido que A F; =—¢p — ——=——); asimismo, por inciso |c|) es
cierto que A F; =—=—=—) — =), usando transitividad de la implicacion
de estas dos derivaciones tenemos A F; =—p — ==t (). Finalmente,

(Az)

* -

A l_l _|_'¢

» La demostracién < de [f) es la siguiente, si tomamos II = {——(p —
), (m—=p — =) — L}, entonces debemos mostrar que IT F; L.
Luego,

(Az)

1 l_i —|—|(gp — 770) inciso@)

II l_z — T ] )
I F, f¢_> ﬁZﬁ (Prop[23) pdy. [44
Z net A
I e _|_'¢ mCZSO@) IT F; (—|—|30 — —|—|1/1) — L E—f;})
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Para demostrar la implicacién de izquierda a derecha de ED es suficiente
probar, por inciso [¢), que (== — =) = —=(p — ). Sea I' =
{—=¢ = ==, =(¢ — ¥)}, deseamos derivar I" I-; L.

Por un lado,

(Az) (Az)
Lo mpi ~p Lomebiv
F,QD,_WD }_7,J— (EFQ)
Doy oy (Az)
| ) L= =(p — ) o B)
L=pk; L =D
F l_z _\—|(p

A partir de esta derivacién y el axioma I' F; =—p — =), la regla
(— FE) indica que I' ; =—).

Por otro lado,

e (dn)

Asi, hemos llegado a que I' ; =—¢) y T' b; =), por (— E) obtenemos
el resultado buscado I' ; L.

]

El teorema que se presenta a continuacién nos dice que la traduccién
de Kolmogorov traduce féormulas clasicas validas en férmulas intuicionistas
validas.

Teorema 4.1. Es verdad que,
1.Fep—=k(p)y Fok(p) > @ en NK(—, 1)

2. Fep en NK(—, 1) siy solo sit; k(o) en NJ(—, 1)
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Demostracion. La prueba del inciso (1| requiere del teorema de completud,
para mayores detalles consulte [31].

Para la implicacién de derecha a izquierda del inciso [2| suponemos F; k(p)
en NJ(—, 1), luego . k(p)® en NK(—, L) por la proposicién del
capitulo . Por el inciso [1| de este teorema, . k(p) — ¢ ® en NK(—, 1),y
por Modus Ponens de (&) y (#) concluimos . ¢ en NK(—,1).

Para la implicacién de izquierda a derecha del inciso [2| procedemos por
induccion sobre la derivacién I' b, ¢ en NK(—, 1), el argumento que sigue
es mas claro que el que encuentra en [31] donde se prueba el mismo teorema.

» Base de induccion. Si T, ¢ . ¢, entonces k(I'), k(¢) F; k(p) es cierto
en NJ(—, L) ya que corresponde a la regla (Ax).

= Paso inductivo. Por demostrar que la afirmacion es cierta para la infe-
rencia ' F. ¢ en NK(—, 1).

e Sila derivacién termina usando la regla (— I) se tiene,

KK P W) L
R F k) = k) D
RD) P (ko) = k(o) e B8

Como == (k(p) — k(v)) = k(p — 9) concluimos k(I') F; k(p —

).
e Cuando termina con la regla (— E) ocupamos que k() = =—¢*,
luego,
HI
HI lema [4.1fe]
k(T) F; " k(T) F; ——p* — ——*
() % () e

k(D) s

Esto es k(T') F; k(v).

e Finalmente, si la tltima regla en ocuparse es (——FE) entonces,

R(D), ~—(k() = =) by ~— L
k(D) s ~—(k(p) = ——L) = =L

k(D) i~ (k) = —L) > —1)
k(D) Fi —((k(p) = —L) > 1)

HI

(= 1)

lema
lema
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Lo cual se puede ver como k(') F; =(==(=—¢* — —|—|J_))(#).

Luego,
(#)
KO (ot 2 )
k(D) F; ~—=(e* — L '
(T) (¢ ) toma 3

k(L) i~
La ultima tipificaciéon puede considerarse como k(I') F; k().
[l

En la demostracion del inciso [2| se tiene una traduccion implicita de prue-
bas clasicas a pruebas intuicionistas. Desde el punto de vista del calculo A
esta traduccion elimina presencias de p, justo como lo hace la transformacion
CPS que tratamos a continuacion.

4.2. Programaciéon CPS

La idea consiste en que dado un término M cada subtérmino N sea pa-
rametrizado por una funcion, una continuacion, que al recibir el valor de N
regrese el valor total del término M. Para ilustrar la transformacion CPS
se admitirdn nimeros naturales y sumas como términos del calculo Au. Por
ejemplo, el término 17 se convierte en Al.[17, el nimero 17 es un valor y
no require de computos adicionales, asi que a la continuacién [ se le aplica
directamente el valor 17.

La transformacion CPS de 17 + 23 da como resultado,

AT (Au.23(Av.h(u 4+ v)))

en donde 17 y 23 son las tranformaciones CPS de 17 y 23, respectivamente,
de modo que 17 = AL.I17 y 23 = Ak.k23. La suma total es un término para-
metrizado por la continuacion h, ya que se tiene esa continuacién entonces la
evaluacion produce el valor 17, el cual se pasa a la continuacion Au ..., para
dar lugar a la produccién del nimero 23 y de su aplicacién con la continua-
cion A\v.... Para terminar, la continuacién global A es invocada con la suma
17+ 23.
El término (17 4 23) + 1 en CPS es

Ak (A 17(Au.23(Mv.h(u + v)))) (Am.1(An.k(m + n)))
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En esta ocasion h representa el computo pendiente ||+ 1, por lo que las pre-
sencias de h son sustituidas por la continuacién Am . ... Después m recibe el
valor 40 resultado de 17423, el valor 1 es producido y pasado a la continuacion
An ..., obteniendo el 40 4+ 1 como resultado final y la continuacién global k&
invocada con este valor. Si (17 + 23) + 1 es la expresién a traducir entonces
debemos aplicar el término CPS que acabamos de obtener a la continuacién
de alto nivel )\g.ﬂ Asi la k se sustituird por Ag.g y 41 serd el valor que se
regrese. Es decir,

()\k. (Mh17(A.23(\o.h(u + v)))) (AL (An.k(m + n)))) (Ag-g) =% 41

Tratemos ahora los términos que definen al célculo Ap.

Para la traduccion de la abstraccion Az.M observamos que se trata de
un valor, no necesitando de cémputos adicionales para que se lleve a cabo
la reduccién de (Az.M)N; no obstante, se requiere traducir los subtérminos
que existan en M. La traduccion queda como,

M. M = Nk.k(Ax. M)

En la aplicacion M N requerimos que M se reduzca primeramente a un
valor m para producir la aplicacion mN. Por lo tanto, la forma de la tra-
duccién es MN = Mc.M(Am...mN ...). Pero en mN es posible que mas
reducciones se ejecuten para obtener un valor. Los valores, como cualquier
otro término que se traduce, esperan que se les pase una continuacion, asi que
una vez calculado el valor recibira la continuacién k. La traduccién final es,

MN = Me.M(Am.mNk)
Notemos que,

Az M)N = Ne.(\K' K (\z. M) (Am.mNk) —% Me.(Az M) Nk
— 5 MNe.M[z = Nk

entonces x se sustituye por el término traducido NN, pero los términos tradu-
cidos esperan su aplicacion con una continuacion k, luego,

x = Mk.xk

20La continuacién Ag.g es de alto nivel en el sentido de que el subtérmino al que para-
metriza es el término final, sin que haya algin otro cémputo pendiente a realizar.
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Para la traduccion de la abstraccion y aplicacion p considérese la expre-
sion,
2 + pofo] (11 + ppB.[a]13)

donde [a]13 ignora el contexto [a](11 4 pf.[]), de modo que la traduccién
de pa ... introduce una continuacién a correspondiente al contexto 2 + [] y
la traduccién del término [o]13 desprecia la continuacién que se asocia a su
contexto y usa la continuacion a. Ahora bien, al traducir pa. M se llevara a
cabo la traduccién de M en M, esta ultima aguarda una continuacién k
que serd ignorada debido a que en M se espera que aparezca [a]N quien
desechard la continuacion k, asi que cualquier continuacion que se le pase a
M funciona, digamos Av.v. Las traducciones buscadas son,

po. M = Xa. M (Av.v)

[a]M = \y.Ma

Como ejemplo la traduccién de 2 + pov.[a] (11 + pS.[a]13) y su derivacién
correspondiente se muestran enseguida, para este fin usaremos que,

po o] (11 4 pB.[a]13) =

Aa. (/\y. (Aw.g (Az.(A\b.(Az.13a) (Ne.€)) (A fav(z + f))))a) (Ad.d)

entonces,

2 + pacfa(11 + pp.[a]13) =

(/\h.Z(z\u.ua.[a](ll + pf.[a]13) (Av.h(u + v)))) (Ag.9)
=5 pofa](11 4+ pB.[a]13)m
—% <)\w.1_1(>\z.()\b.(Ax.ﬁm)()\e.e))()\f.w(z + f))))m

=% (Ab.(Az.13m)(Ae.e)) (A f.m(11 + f))
=5 (Az.13m)(Xe.e)

—3 13m
—% (Ag.9)(2+ 13)
—8 15

donde,
m = Mv.(Ag.9)(2 + v)
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4.2.1. Transformacion CPS sobre tipos

Si P es un término A\u de tipo Nat y O un subtérmino de P con tipo
Nat, entonces Q estd parametrizado por una continuacién que eventualmente
tomara el valor de Q y dara como resultado el valor de P. Esta continuacion
tendra tipo Nat — Nat, asi que el tipo de 9, que esta parametrizado por
dicha continuacién, sera de tipo (Nat — Nat) — Nat. Si el tipo de Q fuera
Bool, entonces Q seria de tipo (Bool — Nat) — Nat. Si abstraemos el tipo
de Q en Q, entonces Q tendria tipo T'(Q), donde,

T(Q) = (Q — Nat) — Nat

Tomemos el caso cuando Q es una funcion de tipo R — S. El argumento
que se le pasa a la funcién ya transformada también esta en CPS, de modo
que tendra tipo T'(R). Ademds los cémputos que se ejecutan dentro de la
funcién siguen el estilo de programaciéon CPS, por lo que el tipo de regreso
sera T'(S). Consecuentemente, el tipo de Q sera,

T(R—S)=((T'(R) = T(S)) — Nat) — Nat

Si el tipo del término P es L y si pensamos en la traduccion de pruebas
clasicas a intuicionistas que induce el teorema |4.1| como una transformaciéon
CPS sobre términos, entonces la funcion 7' que se muestra arriba se asocia a
la traduccién de Kolmorogov k, la cual puede ser considerada un caso especial
de la transformacién CPS sobre tipos que acabamos de estudiar.

Hasta ahora la transformacion CPS ha manipulado los términos del calcu-
lo Ay en un estilo a la Curry, pero una vez que se ha analizado lo que sucede
con los tipos de las expresiones Ay podemos dar la definicién formal en un
estilo a la Church.

Definicién 4.2 (Transformacién CPS). Retomando el significado de T* que
se dio en la definicion de la traduccion de Kolmogorov, los términos A
se traducen en términos N\~ del siguiente modo,

z’ e
Az T.M® = Mo —(E(T) = k(S)).h(A\z : k(T).M*S)
MN = A =T M EEZRD Ay 2 k(S) — k(T).mN*S)h)

pa =T MY =Xa: =T~ M (w: L)
[ T M7 = \y: LMD T
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La traduccion CPS se extiende a contextos como sigue,
P={z:k(M|z:Tel}U{a: T |a:-TeTl}

El teorema que viene a continuacién expresa el contenido computacional
de la traduccién de Kolmogorov por medio de la transformacién CPS.

Teorema 4.2. SiI'F M : T en Ay, entonces I'F M : k(T) en A7.

Demostracion. Induccion sobre la derivacion de tipos I' = M : T del calculo
AL

s Base de induccion. Cuando transformamos I',x : T F x : T usando
CPS obtenemos,

Toa K(T) - M s =T T s 1
Podemos escribir esto como,

Doa: k(M) Fa: k(T

= Paso inductivo. Por demostrar que el teorema se cumple para I' = M
T.

Como muestra tomemos el caso cuando la derivaciéon termina con I' -
poc s = T.M" 2 T. Sabemos que pa: = T.M' = Aa : =T~ M'(Av : L.w).
Por hipétesis de induccién se satisface que I'ya : = T* = M’ : k(L) en
A7 con k(L) = ==L, ademds es facil ver que I'a : = T*F Av @ Lo
1 — 1, luego L' a: =T*F M'(Av: L) : L. Usando la regla (RFun)
se tiene,

LHXa:-T"M(A\v: Lv):=T"— L

Es decir,
Lk pa: =T.M": k(T)
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4.2.2. Términos restringidos

En el capitulo anterior se definié el calculo A\ restringido, recordemos que
sus términos se forman de la siguiente manera, usando un estilo a la Church,

M:=xz|MM| e : T.M|pa: =T.[f]|M

Esta definicién simplemente nos indica que la formacién de términos A
es la adecuada, en el sentido de que no se concibe una abstraccion p sin su
correspondiente aplicacién, y viceversa. Es decir, en una abstracién p nece-
sariamente aparecerd una aplicacién p y siempre que se tenga una aplicacion
[B]M entonces estarda acompanada del operador de ligado uc, donde puede
suceder que o = (3, en cuyo caso « es el canal por el cual el valor es transmiti-
do; o bien, a # f3, entonces pa : = T.[8]M sirve para introducir la aplicacién
1 al contexto de la expresion sin incurrir en una violacién de tipos.

Definicién 4.3. Las relaciones =g (igualdad-3) e =, (igualdad-p) denotan las
menores relaciones de equivalencia conteniendo —g y —,, respectivamente.

Considérense los siguientes ejemplos,
w (Ar.x)yz =5 y((A\r.x)z2).

Esto es porque (Az.x)yz —5 yz, y también y((Azx.z)z) —4 yz.
w [B](pag : = T.M) =, pay = =T [oq]M con ag, 0q ¢ FV(M).

Esta igualdad-y se debe a que [B](puag : = T.M) =3, Mo := [B]]]] =
M ya que ag ¢ FV(M). Por otro lado, pay : =T.[oq]M —,, M porque

ay ¢ FV(M).
Lema 4.2. Si P y () son términos \u restringidos entonces es cierto que,
M : T.Pk =5 P (#)
Plz := Q] =5 Plz = Q]
Plo = [A][]] =p Pla = b]
Plo = [5]([1Q) =5 Pla := xm" D=4 mQp)

Demostracién. La propiedad [#] es vélida porque P es siempre una abstrac-
cion, digamos P = \f : T.M, entonces
Me : T.Pk =Xk T.(Af: T.M)k
—g Ak T.M[f = k]
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la sustitucion nos arroja un término que es a-equivalente a P; por consi-
guiente, es vélido decir que,

Ak T.Pk =5 P
Para probar las demas propiedades se procede por inducciéon sobre P

usando la propiedad [ ]

Lema 4.3. 51 P —, () entonces P —7% Q, con P y Q términos A\p restrin-
gidos.

Demostracion. La prueba es por induccién sobre P —, () usando el lema
. Como ejemplo tomemos el caso base para —3,, notemos que como los
términos son restringidos debemos hacer explicita la presencia del operador
de ligado pa’ en la expresion. La reduccion, usando el estilo a la Curry, es,

P = e [B](M) =5, i’ Mo i= [B]]]] = Q
entonces,
P = ud . [B](pa. M) = Aa’.(Ay.(Aa.M(Au.u))b) (Av.v)
—5 Ad (M (Auw))la = b]) [y :== v.v]
= \d'.M[a := b|(Au.u)
= X' M|a := [B][]](Au.u) por lema
= po’ Mla = [f][]] = Q

]

Como resultado importante se cumple que la transformacion CPS pre-
serva la igualdad de términos restringidos como lo estipula el teorema que
sigue,

Teorema 4.3. Si M =, N entonces M =5 N, dados cualesquiera términos
At My N restringidos.

Demostracion. La idea de la prueba fue tomada de [31], sélo que aqui se ha
desglosado en los lemas y[4.3] y en el argumento siguiente.

Al suponer M =, N entonces existe Ap-término L tal que M —7 L
y N —7, L, por transitividad de =, es suficiente analizar el caso cuando
M —7, N. Notemos que los términos Au restringidos son cerrados bajo la
reduccion, asi que podemos usar el lema en cada paso de M —7 N,
entonces llegamos a que M —% N. Luego, M =5 N. O
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El hecho de que M y N sean términos restringidos en el teorema 4.3 es vi-
tal. Examinemos la situacion siguiente, donde por comodidad las expresiones
estan en el estilo a la Curry,

por otro lado,

M = My.(Aa.(Ah.zh)(Av.v))b  #5  Ahah =N

En este capitulo se dieron a conocer la traduccién légica de Kolmogorov,
de légica clasica a la intuicionista, y la transformacién CPS, que convierte
términos Ay a términos A™. Se mostré como es que el tipo de un término Au
que se transforma utilizando CPS cambia siguiendo la traduccién de Kolmo-
gorov. Finalmente, se presenté un resultado para términos Ap restringidos
que nos dice que la transformacion CPS preserva la igualdad en A\ 7.
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Capitulo 5

Conclusiones

La importancia que la logica tiene dentro de las Ciencias de la Compu-
tacion es evidente al estudiar formalmente los lenguajes de programacion,
basta observar cémo es que los sistemas de deduccién natural poseen un
significado computacional; por ejemplo, en el capitulo 1| se investigd la co-
rrespondencia existente entre el calculo proposicional intuicionista, donde los
conectivos involucrados fueron: la implicacién, disyuncion y conjuncién; y el
calculo A de Church con tipos simples extendido con tipos sumas y productos,
este hecho es conocido como isomorfismo de Curry-Howard.

Surge entonces la siguiente interrogante: ;existira algiin lenguaje o for-
malismo matematico que se corresponda con la logica clasica? Por un tiempo
prolongado se penso que no existia tal lenguaje y se consideraba a la logica
clasica irrelevante computacionalmente hablando. Afortunadamente, la res-
puesta a la pregunta planteada es afirmativa. En este trabajo se ha mostrado
el contenido computacional de la logica clasica, con base en el trabajo reali-
zado por Griffin y Parigot, se ha logrado establecer el ismorfismo de Curry-
Howard entre la logica clasica y los calculos AC y Ap. El capitulo [2] introdujo
el calculo A\C de Felleisen para el cual se investigd una tipificacion que per-
mitié la correspondencia con la légica clasica cumpliéndose el isomorfismo
de Curry-Howard. En el capitulo [3| encontramos otro lenguaje que también
satisface este isomorfismo, nos referimos al célculo Ay, en donde las conti-
nuaciones son abstraidas en variables u, lo que hace a este lenguaje propicio
para la definicién de operadores de control. Como se aprecié a lo largo de
este trabajo, la capacidad en los calculos A\C y A de manipular el contexto
de evaluacién es el ingrediente esencial para formular la correspondencia con
la 16gica clasica, la razon es que a las reglas de tipificacién para el operador C
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y para las abstracciones pu se les asocia la regla de eliminacion de la doble ne-
gacién de N K. Consecuentemente, el poder definir operadores de control en
estos lenguajes nos permite estudiar formalmente su comportamiento usando
l6gica matematica.

Continuando con el paralelismo entre formulas légicas y tipos en lenguajes
de programacion, se indagoé el contenido computacional de la traduccién de
Kolmogorov en el capitulo |4, Vimos que la transformacién CPS convierte
términos Ap en términos A7, pero lo que ocurre con los tipos de los términos
antes y después de ser transformados es sorprendente, ya que cambian de
acuerdo a la traduccién de Kolmogorov.

La investigacion que se ha realizado acerca de la relacién entre la logica
clasica y los calculos AC y Au, ademas de la definicion de operadores de
control en estos lenguajes, es muestra de la aplicacién que tiene la logica
matematica dentro del ambito de Ciencias de la Computacion.

Este trabajo puede ser de interés como una primera aproximacion a aque-
llos estudiantes que desean conocer los fundamentos de lenguajes de progra-
macion, en particular lo referente al sistema de tipos y su relaciéon con la
deduccién natural, profundizando después en el estudio de continuaciones y
operadores de control al extender el calculo A a otros lenguajes que controlan
el contexto de evaluaciéon como son AC y Au, para los cuales se satisface el
1somorfismo de Curry-Howard con la légica clasica.

Una futura investigaciéon podria enfocarse en el desarrollo y evolucion
del célculo A, asi como en sus multiples variantes (véase [14]). También es
interesante analizar la relacion entre los calculos A\C y A que de Groote pro-
pone en [11], donde exhibe una traduccién entre ambos célculos empleando
célculo de secuentes. Por tltimo, Ariola y Herbelin en [I] realizan una clasifi-
cacion interesante de los axiomas que definen a la logica clasica, dividiéndolos
en axiomas cléasicos débiles, minimales y completos, lo que origina distintas
versiones de los céalculos A\C y Apu.



Apéndice A

Definicién de los calculos \C y
Au

Este apéndice tiene la finalidad de ser una referencia rapida y accesible
para la definicién de los calculos A\C y Au, actores principales en todo este
trabajo, mostrando la gramatica que forma a los términos de cada célculo,
asi como las reglas de tipificacion y reducciones respectivas.

A.1. Calculo \C

La gramética que define al calculo AC, en un estilo a la Curry, se muestra
a continuacion,

M=z e.M|MM|CM|AM
Las reglas de tipificacion correspondientes son,

e : TEM : S

F
T Tre TV FTwar 7o (e
P}_MlT—)S F}_MQT
RA
TF MM, :S (RApp)
ThM:——T THM: L
rrcar. T O reaar T A

Suponiendo que V' es un valor, es decir, una variable o abstraccién lambda,
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entonces el sistema de reescritura C es el siguiente,

E[(Ax.M)V] ¢ E[M[x :=V]] (C1)
E[CM] —¢ M(Xz. A(E[z])) (C2)
E[AM] —¢ M (C3)
donde E es un contexto de evaluacion y su definicion esta dada por la gramati-
ca E :=[]|VE|EM, de tal suerte que para F[M] se tiene,
[J[M] = M
(EN)[M] = (EM])N
(VE)M] = V(E[M])

A.2. Caélculo \y

El calculo Ay se define, en un estilo a la Church, a partir de la siguiente
gramatica,
M:o=x|MM| e : T.M|[a]M | pev: =T. M

El conjunto de reglas de tipificacion para los términos del célculo A es,

T Tra TV
ae:THM:S r-mM:T—S I'EN:T
i F A
e T M- T 5 ifun) I'FMN:S (RApp)
MNa:-THM: 1L Na:-THM:T
(uRFun) (R App)

FFpo:=T.M:T Coa:=TkH[o]M: L

Para dar las reglas de reducciéon necesitamos de los contextos de evalua-
cién &, que se definen en el cdlculo Ay como & == []|EM | [a]€, con E[M]
obedeciendo las siguientes reglas,

[[M] = M
(EN)[M] = (E[M])N
([&)[M] = [a]€[M]



A.2. CALCULO M\ 89

También requerimos especificar el conjunto de variables libres de &, de-
notado con FV (&), cuya definicion es,

FV([])=2
FV(EM) = FV(E)UFV(M)
FV([0)€) = {a} UFV(E)

Con esto, la reduccion —, se forma al unir las reducciones —g, =, =g,
y —, las cuales se muestran a continuacion,

(A : T.M)N —3 M[z := N]
poc: =T ()M —, M sia¢ FV(M)
18] s ~T.M) =g, Mo := [8][]
(pec: =(T = S).M)N —¢ pfB = =S.Mla = [BJ([]N)]
para —. se requiere o # By ¢ FV(MN)

donde la sustituciéon M[a := £] toma el contexto de evaluacién € y lo coloca
en todos los lugares donde « figura libre en M. Formalmente se tiene que si

y, 0 ¢ FV(E) y B # « entonces,

rla:=E&==x
Ay : T.M)[a:=E] =Ny : T.(M[a := €])
(M M) [ = E] = (Mi[a = E]) (M| := &)
(uB : ~T.M)a:=E&] = pp : ~T.(M[a := &])
(o M)[o = €] = E[M]o = €]
([B1M)]a = €] = [B|(M]or == €])
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