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Introduccion

La K-teoria (topoldégica compleja) nace con el trabajo de Atiyah y Hirzebruch (cf. [5]) alre-
dedor de 1959, basandose en el trabajo fundamental de Grothendieck y Bott. Esta viene a ser
el primer ejemplo de una teoria de cohomologia generalizada, es decir, una teoria que satisface
todos los axiomas de Eilenberg-Steenrod para una teoria de cohomologia ([15]), excepto el axioma
de la dimensién. Como tal, por el Teorema de Representabilidad de Brown, es representable; de
hecho, Atiyah y Janich probaron de manera independiente que un modelo para su correspondiente
(-espectro estd dado por el espacio de operadores de Fredholm Fred(H), sobre un espacio de
Hilbert separable de dimension infinita . Es precisamente éste el ingrediente clave para definir
las versiones torcidas asociadas a la K-teoria. Mas precisamente, del Teorema de Atiyah-Janich

tenemos que la K-teoria de un CW-complejo finito X satisface
K°(X) 2 [X, Fred(H)),

equivalentemente, si F := X X Fred(H) es el haz vectorial trivial sobre X con fibra Fred(H) y

['(E; X) denota su espacio de secciones, entonces el Teorema de Atiyah-Jénich nos dice que
KO(X) = m(T(E; X)).

Heuristicamente, podemos definir “versiones torcidas” de K-teoria reemplazando el haz trivial
X X Fred(H) por un haz arbitrario E cuya fibra sea Fred(H), y definiendo la correspondiente

version de K-teoria E-torcida por
KX E) = mno(I(E; X)).

En otras palabras, estamos construyendo una nueva teoria a partir de un haz cuya fibra tiene

estructura de un espacio de lazos infinito. Existen varias dificultades técnicas en esta construccién
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Introduccion

relativas a la topologia que debe tener el espacio Fred(H), las cuales fueron resueltas por Atiyah
y Segal en [7].

El andlogo equivariante tiene una construcciéon ad hoc dada también por Atiyah y Segal ([7]),
la cual consiste a grandes rasgos en llevar la construccion del caso no equivariente al equivariante
mediante la construccion de Borel.

En el contexto no equivariante, Atiyah y Segal ([7]) demuestran que la K-teorfa torcida tiene
como segundo término la cohomologia ordinaria en la sucesion espectral de Atiyah-Hirzebruch,
y en su analisis de los diferenciales superiores muestran que éstos corresponden a productos de
Massey, los cuales en general no se trivializan al tomar el producto tensorial con Q, es decir, la
sucesién espectral no converge en el segundo término después de la tensorizacion con QQ como en
el caso ordinario. Esto presenta un panorama esencialmente distinto al caso ordinario que conlleva
a nuevas e interesantes interrogantes. Existe bastante literatura reciente relativa no solo al caso de
K-teoria equivariante torcida de G-CW-complejos sino a diferentes generalizaciones, y en varias
publicaciones establecen la correspondiente sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch, la cual existe
siempre de manera automética cuando tenemos una teoria de cohomologia (sobre una categoria
apropiada). Sin embargo, la escasez de ejemplos es notable y el estudio de los diferenciales superiores
no ha sido desarrollado.

El objetivo general de este trabajo consiste en hacer un estudio profundo de la K-teoria equi-
variante torcida, y mas precisamente sobre los torcimientos equivariantes y proporcionar nuevos
ejemplos y resultados consecuentes de dicho analisis. Se busca también presentar un andlisis de
una sucesion espectral asociada a la K-teoria equivariante torcida siguiendo el enfoque de G. Segal
en [37].

Los preliminares son introducidos en el Capitulo 1. Se establece la definicién geométrica de
K-teoria equivariante, esto es, mediante la construcciéon de Grothendieck del monoide de clases de
isomorfismo de G-haces vectoriales. Estudiamos su correspondiente sucesion espectral de Atiyah-
Hirzebruch. Bajo ciertas condiciones respecto a la accién del grupo obtenemos como segundo
término en la sucesion espectral, el grupo de cohomologia de Bredon equivariante (desarrollada en
el Apéndice A) y comentamos algunos hechos relativos a la convergencia de la sucesién. Hacemos
también un andlisis de un importante “subgrupo” en K-teoria equivariante, conocido como K-teoria

equivariante torcida con torsion discreta, el cual es bastante sencillo de definir y hace uso de la teoria
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Introduccién

de representaciones proyectivas las cuales estan en correspondencia biyectiva con representaciones
a-torcidas, con o € H%(G;S') el segundo grupo de cohomologia del grupo G con coeficientes en
el G-médulo trivial S!. La correspondiente sucesién espectral involucra también cohomologia de
Bredon equivariante pero con coeficientes locales dados por el funtor Rg : G/H — R,(H) (el
grupo de representaciones a-torcidas).

El Capitulo 2 esta dedicado al estudio de los elementos clave para definir las versiones “torcidas”
de la K-teoria, en el Capitulo 3. Tales elementos, llamados torcimientos equivariantes (nombre con
el cual se intitula este capitulo) corresponden a PU(H)-haces principales G-equivariantes sobre un
G-CW finito X, con GG un grupo de Lie compacto y H un espacio de Hilbert separable de dimensién
infinita. Anteriormente R. K. Lashof, J. P. May y G. Segal estudiaron la coleccién B(G, k)(X) de
estos k-haces principales G-equivariantes sobre X, llamados (G, k)-haces en [27], cuyo resultado
principal establece que si G y k son grupos de Lie compactos, con k abeliano, y X del mismo

tipo de homotopia G-equivariante que un G-complejo celular, entonces existe un isomorfismo
B(G,k)(X) = B(k)(EG xg X),

con el conjunto B(k)(EG xg X) de clases de isomorfismo de k-haces principales sobre el espacio
ordinario (no equivariante) EG x ¢ X, dado por la construccién de Borel sobre X. Posteriormente,
en [7] los autores, M. F. Atiyah y G. Segal, analizan el caso k = PU(H) y realizan una construc-
cién ad hoc para el correspondiente espacio clasificante. Luego, mediante el estudio de los grupos
de homotopia de tal espacio clasificante establecen que los torcimientos equivariantes deben ser
clasificados por el tercer grupo de cohomologia de Borel equivariante HZ,(X; Z). La aportacién m4s
relevante, en este capitulo, del trabajo hecho en esta tesis respecto al estudio antes mencionado
es una construccién alternativa de un espacio clasificante para los torcimientos equivariantes y el
correspondiente espacio universal. La construccion de este espacio se realiza en la Seccion 2.2 y el
calculo de sus grupos de homotopia es realizado en la Seccion 2.3. Finalmente, en la Seccién 2.4 se
demuestra que efectivamente los torcimientos equivariantes estén clasificados por H2(X;Z), como
era de esperarse. Un aspecto relevante de esta construccion es la posibilidad de generalizarse a
acciones propias de grupos discretos, trabajo realizado en [8] posterior a esta tesis, en colaboracién

con el Dr. Noé Barcenas, el Dr. Michael Joachim y el Dr. Bernardo Uribe.
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Introduccion

En el Capitulo 3 se establece la definicién de K-teoria equivariante torcida mediante los torci-
mientos equivariantes introducidos en el capitulo anterior. Se demuestra que estos grupos forman
una teoria de cohomologia generalizada y a partir de estas propiedades cohomoldgicas se estudia
la sucesion espectral para la K-teoria equivariante torcida a la Segal. Seguimos el enfoque de G.
Segal en [38] y proporcionamos una sucesion espectral cuyo segundo término esta dado por la
cohomologia de Bredon equivariante. Usando las propiedades locales de la K-teoria torcida y la
sucesién de Mayer-Vietoris se proporcionan nuevos ejemplos de calculos de tales grupos.

En los dos apéndices al final de este trabajo incluimos algunos resultados y conceptos usados

a lo largo de la tesis.
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Capitulo 1

K-Teoria Equivariante

Introducimos la definiciéon geométrica de K-teoria equivariante, esto es, mediante la construc-
ciéon de Grothendieck del monoide de clases de isomorfismo de G-haces vectoriales, haciendo énfasis
en los resultados y propiedades que nos seran de utilidad en el resto del trabajo, iniciando con el
estudio de la teoria de representaciones de grupos finitos, la cual viene a ser una de las principales
herramientas en el estudio de K-teoria equivariante. Establecemos también algunas propiedades
cohomoldgicas del funtor de K-teoria G-equivariante K, sus grupos superiores, grupos relati-
vos, sucesion exacta larga, etc. Posteriormente estudiamos la correspondiente sucesion espectral
de Atiyah-Hirzebruch. Bajo ciertas condiciones respecto a la accién del grupo obtenemos como
segundo término en la sucesion espectral, el grupo de cohomologia de Bredon equivariante y co-
mentamos algunos hechos relativos a la convergencia de la sucesién espectral. Hacemos también
un andlisis de un importante “subgrupo” en K-teoria equivariante, conocido como K-teoria equi-
variante torcida con torsion discreta, el cual es bastante sencillo de definir y hace uso de la teoria
de representaciones proyectivas las cuales estan en correspondencia biyectiva con representaciones
a-torcidas, con a € H%(G;S!) el segundo grupo de cohomologia del grupo G con coeficientes en
el G-médulo trivial S!. La correspondiente sucesién espectral involucra también cohomologia de
Bredon equivariante con coeficientes locales dados por el funtor Rg : G/H — R,(H) (el grupo de
representaciones a-torcidas).

Cabe mencionar que en este capitulo no hay resultados originales y el material aqui proporcio-
nado tiene como objetivo introducir al lector en los prerrequisitos necesarios para poder establecer

los resultados principales de esta tesis, los cuales se desarrollan en los siguientes dos capitulos.



Capitulo 1

1.1. Representaciones Lineales

En esta seccion se establecen algunos resultados sobre teoria de representaciones lineales de
grupos finitos. Este material es bastante estandar y tanto las definiciones como los resultados aqui
enunciados, se pueden encontrar completamente desarrollados en [17] y [40].

Consideremos un grupo finito G y un espacio vectorial complejo V' de dimensién finita. Una

representacion de G en V corresponde a un homomorfismo
p: G — Autc(V).

Equivalentemente, una accion lineal de G sobre V. El homomorfismo p le da una estructura de
G-modulo a V' de manera natural. En este trabajo solo consideraremos espacios vectoriales com-
plejos y homomorfismos C-lineales, de modo que en adelante omitiremos el subindice en Autc(V),
denotando este espacio simplemente por Aut(V).

Cuando no existe ambigiiedad repecto al homomorfismo p, usualmente nos referimos a V' como
la representacién de G, y también escribimos ¢ - v, o bien, gv para denotar p(g)(v). Dicho esto,
una aplicacién ¢ : V' — W entre dos representaciones V' y W de G corresponde a una aplicacion

de espacios vectoriales que hace conmutar el siguiente diagrama

VoW
||
|
para cada g € G. En este caso, decimos que ¢ es G-lineal y denotamos por Hom%(V, W) al conjunto
de todas estas aplicaciones.
Si W es una representacién de G y V' es un subespacio vectorial de W tal que para cada g € G
y v € V tenemos que gv := p(g)(v) € V, entonces decimos que V' es una subrepresentacion de G o
un G-espacio invariante. Cuando una representacién no tiene subrepresentaciones propias W £ 0,

es llamada irreducible.

Ejemplo 1.1.1. Si V' y W son dos representaciones de G y ¢ : V. — W es una aplicacién G-
lineal, entonces Ker(¢) e Im(¢) son subrepresentaciones de V' y W, respectivamente, ya que si
v € Ker(¢) C V entonces gv € Ker(¢) pues ¢(gv) = gp(v) = g0 = 0. Andlogamente, siw € Im(¢)
y w = ¢(v) para algin v € V, entonces gw = gop(v) = ¢(gv) € Im(¢).

2



K-Teoria Equivariante

Mostramos a continuacion algunos ejemplos de como obtener nuevas representaciones a partir

de representaciones dadas.

Representacién suma directa. Si p; : G — Aut(V) y ps : G — Aut(W) son representaciones

de G, podemos formar la representacién suma directa p : G — Aut(V & W) dada por

p(9)(v & w) = pr(g)(v) ® pa(g)(w)

para cada g € G, v € V y w € W; o bien, en forma abreviada, g(v & w) = gv & gw.

Representacién producto tensorial. Andlogamente al caso anterior, es posible definir la repre-
sentacion producto tensorial V & W de dos represetaciones V' 'y W de G, la cual es de nuevo una

representacion de G, donde g(v ® w) = gv ® gw.

Representacion Hom. Si V' y W son representaciones del grupo GG, podemos formar una nueva
representacion Home(V, W), dada como el espacio de todas las aplicaciones C-lineales ¢ : V' — W,

con la estructura de G-modulo dada por

(990)(v) == gop(g~'v) veV.

Dado un G-espacio V, denotaremos por V¢ al subconjunto de V que consiste de todos los

puntos fijos de p(g) : V' — V para todo g € G, esto es,
V¢ .= {v eV |gv=uvparatodo g € G}.

En esta notacion, tenemos

Home(V, W) = HomS(V,W).
En efecto, ¢ € Home(V, W)Y si y sélo si
(9¢)(v) = ¢(v) para todos g € G, v €V,

esto es, gp(g~'v) = ¢(v) para todos g € G, v € V, equivalentemente, ¢(gv) = go(v) para todos
g € G, v €V, lo cual significa precisamente que ¢ € Hom&(V, W).



Capitulo 1

Representaciéon dual. Sea V' una representacién de GG y consideremos el espacio vectorial com-
plejo V* := Home(V, C) con la suma y multiplicacién por escalares usual. De modo, que como un

caso particular de la representacion Hom, la representacion dual es dada por

p*(g) == plg™").

Hemos visto que dadas dos representaciones podemos formar una nueva representacién dada
como la suma directa. Preguntémonos por el resultado inverso, es decir, dada una representacién
V de G, jserd posible escribir V como una suma directa de representaciones? La respuesta es

afirmativa y es dada por el siguiente resultado, también conocido como el Teorema de Maschke.

Teorema 1.1.2 (Maschke). Si V' es una representacion de dimension compleja finita del grupo
finito G y W es una subrepresentacion, entonces existe un subespacio invariante complementario

W' tal que V=W & W".

Demostracion. Si por un momento olvidamos la estructura de G-modulo que tiene V' y sélo
lo vemos como un espacio vectorial complejo de dimensién finita, entonces es claro que siempre

podemos definir sobre V' un producto interior Hermitiano, digamos
(,):VxV—=C.

Si W es un subespacio vectorial de V siempre existe su complemento ortogonal W=, sin embargo
cuando V' y W tienen un estructura de G-modulos, no necesariamente la tendra tambien el com-
plemento ortogonal W+ (ver ejemplo 1.1.3). Para que dicha condicién se cumpla debemos tener

que si w' € W+, entonces

(gw',w) = 0 para todos g € G,w € W,
o bien, como W es G-invariante

(gw', gw) = 0 para todos g € G,w € W.

Esta ultima condicién no es vélida en general, pero en el caso de grupos finitos (incluso compactos)

siempre es posible construir un producto Hermitiano que es invariante respecto a G, a saber,

(U, W) iy = Z(gv,gw),

geG



K-Teoria Equivariante

ya que claramente (gv, gw)in, = (U, W)iny. Es dicha propiedad de invarianza la que garantiza la

existencia de un complemento ortogonal con una estructura de G-modulo. ®

Ejemplo 1.1.3. Si V es una representacion del grupo G y debilitamos la hipdtesis de que éste sea
finito, entonces el teorema de Maschke puede ya no ser vélido. Por ejemplo, si G = (R, +) es el
grupo aditivo de los niimeros reales y V' = C? una representacién de G con
p: R — GL(2,C)
1 z\ .

01

xr =

entonces el subespacio W = C @ 0 es G-invariante, sin embargo no tiene un complemento G-

invariante.

Ejemplo 1.1.4. El Teorema de Maschke tampoco es valido en general para campos de carac-
teristica positiva, por ejemplo si la caracteristica del campo divide el orden del grupo.
Consideremos el campo Z, y el espacio vectorial V' = Z,®Z, sobre Z,,, con el siguiente producto

interior

(,): VxV — Zy,
(v,v2) (V1 V2) 1= V1 V21 + V1oV

donde vy = (v11,v12) ¥ V9 = (va1, V22). Si tomamos nuevamente la accién

L g
g —
de un grupo G sobre V' cuyo orden sea divisible por p, es facil ver que el producto anterior no es

invariante respecto a GG y un céalculo sencillo muestra que
(v1,V9)inw = 0 para todos vy, vy € V.

Ademas, aunque Z, @ 0 es un subespacio G-invariante, es claro que no existe un G-espacio com-

plementario, de hecho su complemento ( , );.,-ortogonal es precisamente V.

Como una consecuencia inmediata del Teorema de Maschke se sigue que toda representacién
V' de dimensién compleja finita de un grupo finito G, es una suma directa de representaciones
irreducibles. Esta propiedad es conocida como reducibilidad completa. Combinando lo anterior con

el siguiente resultado, tendremos que dicha descomposicion es tnica, salvo isomorfismo.
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Lema 1.1.5 (Schur). Si V' y W son representaciones irreducibles de G y ¢ : V. — W es una

aplicacion G-lineal, entonces

1. ¢ es un isomorfismo, o bien, ¢ = 0.

2. Si V=W, entonces p = \-Id, para N € C, Id: V — W la aplicacion identidad.

Demostracién. La primera parte de este resultado se sigue del hecho de que Vj := Ker(¢) y
Wy = Im(¢) son subrepresentaciones de V' y W, respectivamente, ya que al ser éstas ultimas

representaciones irreducibles se tiene lo siguiente:

e Si Vj =0, entonces ¢ es inyectiva y distinta de cero, por lo tanto Wy # 0 de donde se sigue que

Wy = W por ser ésta irreducible. Por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

e Si Vj # 0 entonces Vo =V, y por lo tanto ¢ = 0.

Para la segunda parte del lema usamos el hecho de que el campo C es algebraicamente cerrado,
pues esto garantiza la existencia de un valor propio no nulo para la aplicacion ¢ : V' — W, digamos

A € C. Consideremos ahora la aplicacién
VvVi=¢—\-Id:V - W.
Es claro que todo multiplo C-escalar del vector propio vy asociado al valor propio A satisface

P(cvy) = (¢ — A+ Id)(cvy) = d(cvy) — A - Id(cvy) = cop(vy) — Acvy = 0,

de donde se sigue que Ker(1) # 0y al ser una subrepresentaciéon de V' debemos tener Ker(y) =V,
es decir, 1) := ¢ — \- Id = 0 sobre todo elemento en V', lo cual establece la segunda parte del Lema

de Schur. =

Del Teorema de Maschke y el Lema de Schur, deducimos el siguiente resultado.

Proposicién 1.1.6. Sea G un grupo finito y p : G — Aut(V') una representacion. Entonces
ve @ Hom%(V,V)aV
Vielrr(G)
donde Irr(G) corresponde al conjunto de clases de isomorfismo de representaciones irreducibles

de G.
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En otras palabras, lo que el resultado anterior nos dice es que para un grupo finito GG, toda
representacion V' de G se puede escribir de forma tnica, salvo isomorfismo, como una suma de
representaciones irreducibles de G; donde Hom®(V;, V)@V, = V;@ai =: a;V;, nos dice cuantas veces

aparece la representacién irreducible V; en tal descomposicion.

1.2. El anillo de representaciones

Sea A un semigrupo abeliano. La construccién de Grothendieck de A, denotada por K(A),
es un grupo abeliano que satisface la siguiente propiedad universal: existe un homomorfismo de
semigrupos a : A — K (A) tal que, si G es un grupo abeliano y r : A — G es un homomorfismo
de semigrupos, entonces existe un inico homomorfismo de grupos 7 : K(A) — G tal que fa =7,

es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

A2 K(A)
G

En el caso de que A posee una estructura de semianillo, K(A) hereda una estructura de anillo.

=\

La unicidad de K (A) se sigue por la propiedad universal y la existencia es probada por M. F.
Atiyah en [3, Sec. 2.1]; siguiendo el mismo andlisis hecho por Atiyah en dicha referencia, definimos

el anillo de representaciones.

Definicién 1.2.1. Para un grupo G, definimos el anillo de representaciones R(G) como la cons-
truccion de Grothendieck del semianillo consistente de las clases de isomorfismo de representacio-

nes lineales complejas de G, de dimension finita, con la suma y producto usuales.

Cabe mencionar que los elementos en R(G) pueden verse como diferencias formales de clases

de isomorfismo de representaciones lineales complejas de GG, de dimensién finita,
R(G) ={[V] - W]}
con las operaciones de suma y producto dadas por,

(V] = M]) + ([Va] = [W2]) = [Vi © Va] — (W1 @ W]
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(V1] =) - (o] = W]) = Vi @ Va @ W1 @ Wa] — [Vi @ W2 @ W1 @ V2.
Ejemplo 1.2.2. Consideremos el grupo abeliano ciclico finito G = Z,,, y sea
p: G — Aut(C) = C*

una representacion lineal de G. Como p es un homomorfismo de grupos, se sigue que para cada

g €aq,

es decir los automorfismos p(g) de C corresponden a multiplicacion por las raices n-ésimas de la
unidad. De modo que tenemos n representaciones irreducibles de Z,, en C, y si g es un generador

de GG, entonces cada una es dada por

@ — Aut(C) = C*
Pk U() (1‘1>

g \ 627Tik/n

para k=0,1,...,n— 1.

Si ahora consideramos una representacion
p:G— Aut(C™)

de dimensién m, entonces podemos ver a los automorfismos p(g) como matrices complejas cuadra-
das de m x m no singulares. Luego, como p es un homomorfismo de grupos y G = Z,, es abeliano se
sigue que dichas matrices conmutan, de modo que podemos tomar una base en C™ de tal manera

que todos los automorfismos p(g) se diagonalizan simultaneamente, esto es,

ap 0 0 - 0
0 a, 0 - 0
p(g) =
0 0 0 - ap

Nuevamente, tenemos que p(g)" = I y en consecuencia cada «y, corresponde a una raiz n-ésima de

la unidad. Lo que nos da una descomposicién de la representacién p en la forma

P = Pky D Py © -+ D P,
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donde py,(g9) = a; para cada i = 1,2,...,m. Por lo tanto, las unicas representaciones irrducibles
de Z,, son de la forma (1.1).

Por otro lado, en la notacién de (1.1), es claro que
Pe=p1@p1® - ®p1 (k veces)
y por lo tanto, la identificacién
pL<— T

induce un isomorfismo de anillos
R(Z,) = Z[z]/(1 — z™). (1.2)

Ejemplo 1.2.3. En este ejemplo estudiaremos las representaciones complejas (continuas) del grupo
de Lie compacto S!. Si

p:S' — Aut(C) = C~

es una representacién lineal continua, no es dificil convencerse de que para cada o € S, p(a) €

St ¢ C*. Luego, como p es un homomorfismo de grupos se sigue que

pla) = a

para todo a € S! y algiin k¥ € Z. En consecuencia, para cada k € Z tenemos una representacién
irreducible

P o (1.3)

Usando la conmutatividad de S! y un argumento completamente anilogo al ejemplo anterior,
deducimos que las tunicas representaciones irreducibles son de la forma (1.3). Por lo tanto, la
identificacion

pL<— T

induce un isomorfismo de anillos

R(SY) = Z[z, 27"
Proposicién 1.2.4. Para el grupo ciclico abeliano de n elementos Z,, tenemos que

d;|n
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donde d; toma valores sobre todos los divisores de n, (4, es una d;-ésima raiz primitiva de la unidad

y Q(Cy,) es el campo ciclotomico obtenido al adjuntar (4, al campo de los nimeros racionales.
Para demostrar la proposicion anterior necesitaremos el siguiente resultado bésico,

Lema 1.2.5. Si (4 es una d-ésima raiz primitiva de la unidad, entonces

dimg Q(¢4) = ¢(d)

donde o(d) es la funcion de Euler, que es igual al numero de primos relativos positivos menores

que d. En particular,

dimg H Q(¢y,) =n.

d;|n

Para una demostraciéon puede consultarse [26, Teo. 3.1].

Demostracién de la Proposicion 1.2.4. Usando el isomorfismo 1.2, del ejemplo 1.2.2, mostra-

remos que la aplicacion

V:R(Zy) ©Q — Tlg0 QCa)
f@) — (fCa): f(Car)s - -, [(Car))
es un isomorfismo de anillos. En primer lugar, es claro que ¥ es un morfismo de Q-médulos,
pues claramente es Q-lineal. Por otro lado, si U(f(z)) = (0,...,0), entonces f(x) debe de ser un

multiplo de cada uno de los polinomios ciclotémicos

w(ds)

q)dz(x) = H ((L’ - Ci)u

j=1
ya que ®4, (x) es un polinomio monico irreducible en Q[z] de grado ¢(d;) (cf. [13, Teo. 41]). Por lo
tanto, para algin polimonio g(z),

f@) = g(@) [ ®a(x) = g(a)(1 = 2") =0,
diln
y se sigue que ¥ es inyectiva. Luego, por el lema anterior, sabemos que
dimg R(Z,) ® Q = n = dimg [ [ Q(¢4),
di|n

en consecuencia, ¥ es un isomorfismo de Q-médulos. Ademas, es claro que W preserva el producto

en ambos anillos y obtenemos el resultado deseado. W

10
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Ejemplo 1.2.6. Consideremos el caso del grupo ciclico de orden un ntimero primo, digamos p. En

este caso, sabemos que

R(Zy) ® Q = Q[z]/(1 — a”)
y por la proposicion anterior,

Q[z]/(1 —2") = Q x Q(¢)
donde el isomorfismo es dado por

f(@) — (f(1), F(Q)) (1.4)

En efecto, si (r,79 + ri¢ + ¢+ +r,-1¢P') € Q x Q((,) entonces para

r— T
f@)=(ro+s)+ (ri+s)z+ (r2+s)a”+- -+ (rpy + )27 cons= %

se tiene que f(1) =ry f(¢) =ro+r(+r(*+--+71,_1¢P' yaque s- Zi;é (¥ =0, por lo tanto
1.4 es sobreyectivo. La inyectividad se sigue del hecho de que si f(1) = f(¢) = 0 para un polimonio
f(z), entonces existe g(z) tal que f(z) = (1 —z)g(z) y ademas ¢g(¢) = 0, lo cual es absurdo ya que

g(z) tiene grado menor o igual a p — 2 y el polimonio minimal de ( es
l+z+a® 4+l

Si ahora consideramos un grupo finito no necesariamente abeliano, entonces podemos establecer
una férmula de descomposicion analoga a la Proposicion 1.2.4, pero un poco mas sofisticada como
veremos enseguida, pero antes introducimos el concepto de representacion inducida.

Sea p : G — Aut(V) una representacion lineal de G y sea py su restriccién al subgrupo
H < G. Consideremos una subrepresentacion W de py, esto es, p(h)(W) C W para cada h € H,
y denotamos por 6 : H — Aut(W) esta representacién. Observemos que para cada g € G, el
espacio vectorial p(g)(W) depende sélo de la clase lateral gH de g, en efecto, para cada h € H se
tiene que

p(gh)(W) = p(g) o p(h)(W) = p(g)(p(h)(W)) = p(g)(W)
ya que p(h)(W) = W. De modo que si o es una clase lateral izquierda de H, podemos definir el
subespacio W, de V', como p(g)(H) para cualquier g € o. Luego, es claro que los subespacios W, son

permutados sobre si mismos por p(g), para g € G, y susuma ) ___. /u Wo es una subrepresentacién

de V.

11
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Decimos que la representacién p : G — Aut(V') es inducida por la representacién 6 : H —

Aut(W) si

V=P w..

oceG/H

y la denotamos por

p=Ind%(6).
Proposicion 1.2.7. Si G es un grupo finito, entonces
R(G)® Q= [[Q(¢e) e
(©)

donde (C) corre sobre las clases de conjugacion de subgrupos ciclicos de G y Ng(C') es el norma-

lizador de C en G.

Demostracion. Sea C la familia de subgrupos ciclicos de Gy sea
md®Q: P R(C)®Q — R(G)®Q
cec

la extensién Q-lineal del homomorfismo

definido por la familia Indg de representaciones inducidas para cada C' € C. La sobreyectividad
de Ind ® Q es equivalente a la de

md®C: @HR(C)®C— R(G)®C

cec

y por dualidad, esto es equivalente a la inyectividad de la aplicacién adjunta, dada por la restriccion,

Res®C: R(G)@C— EPHR(C)®C

cec

lo cual es inmediato, ya que lo anterior significa que si una funcién de clase se restringe a 0 sobre
cada subgrupo ciclico de G, entonces corresponde a la funcién de clase 0. Por lo tanto Ind ® Q es

sobreyectiva.

Sea N el nticleo de Ind ® Q. Tenemos los siguientes hechos:

12
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(a) Sean C},Cy € C tales que Cy C Cs. Sip; € R(Ch) y pa = Indgf(pl) € R(Cy), entonces

p1— p2 € N.

(b) Sean C,Cy € C subgrupos ciclicos conjugados, digamos por h € G, esto es C; = hCyh™t. Si
p1 € R(C}) y definimos

pa(c) := p1(hch™") para cada ¢ € Cy,
entonces ps € R(Cy) tal que p; — ps € N.

De hecho, N es generado sobre Q por los elementos de la forma (a) y (b) (ver [40], Sec. 9.3),

de modo que si en cada uno de los sumandos de

P r)=aq,

CeC

consideramos sélo la parte Ng(C)-invariante y tomamos la suma sobre las clases de conjugacién

de subgrupos ciclios, entonces
Ind ®Q : @ (R(C) @ QM@ —=+ R(G)® Q.
Finalmente, usando el hecho de que para grupos ciclicos C' C G,

di| |C]
y que ademas

(R(C) ® Q)P 2= Q(Go)) e,

obtenemos el resultado deseado. W

1.3. G-Haces Vectoriales

En esta seccion introduciremos el concepto de GG-haz vectorial, que necesitaremos para definir
la K-teoria equivariante en la siguiente subseccién. Asumimos que el lector esta familiarizado con

la teorfa de haces vectoriales, la cual puede consultarse en [18] y [20]. Aunque en esta seccién

13
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se proporcionan los conceptos y resultados necesarios sobre topologia equivariante, se recomienda
consultar el libro Transformation groups, de Tammo tom Dieck [44], el cual proporciona una
excelente presentacion sobre este tema.

Recordemos que un G-espacio M consiste de un espacio topolégico M, sobre el cual actia un

grupo GG mediante un homomorfismo
0:G — Homeo(M).

Abusando de la notacién, escribimos g : M — M para el homeomorfismo 6(g) : M — M corres-
pondiente al elemento g € G.

Todo espacio topologico M se puede ver como un G-espacio mediante la accién
g:x+— x, para todo g € G.

En este caso, llamamos a M un G-espacio trivial.
Decimos que M es un G-espacio libre, o que GG actia libremente sobre M, si para x € M y
g €G,

g(x) = z implica g = e.

Ejemplo 1.3.1. Si G = Zy y M = S™, una G-accion libre y no trivial es dada por la aplicacién

antipoda.

Si M es un G-espacio, N un H-espacio y ¥ : H — G es un homomorfismo continuo, decimos
que f: N — M es una funciéon V-equivariante si ésta es continua y si f(hy) = V(h)f(y) para
todohe H,y e N.

Cuando H = G y ¥ = id, entonces la funciéon W-equivariante f : N — M entre G-espacios M

y N, es llamada G-funcion.

Definicién 1.3.2. Un G-haz vectorial sobre un G-espacio M consiste de un haz vectorial p :

E — M, tal que

1. E es un G-espacio,
2. La proyeccion p : E— M es una G-funcion, y

14
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3. Para cada g € G yx € M, la restriccion a cada fibra de la accion de g sobre E,
9:Ey — By
es lineal.
Es claro que si G es trivial, entonces todo G-haz vectorial es un haz vectorial ordinario.

En este trabajo consideraremos solo haces vectoriales complejos, de modo que a menos que se

especifique lo contrario, todos los haces vectoriales aqui considerados tienen fibra F, = C".

Si M es un G-espacio y V un G-médulo complejo, entonces la proyeccién en el primer factor
p: M xV — M define de manera natural un G-haz vectorial sobre M. Este es un G-haz vectorial

trivial con fibra V' y lo denotado por V.

Un G-homomorfismo E — F entre GG-haces vectoriales es una G-funcién que es a su vez
un homomorfismo de haces vectoriales. Andlogamente, un G-isomorfismo es una G-funcién y un

isomorfismo de haces vectoriales.

Definicién 1.3.3. Si G es un grupo finito actuando sobre el CW-complejo finito M, se define

Vecta(M) como el conjunto de clases de isomorfismos de G-haces vectoriales complejos sobre M.

Si E es un G-haz vectorial sobre M, denotamos por [E] € Vectg(M) su clase de isomorfismo.
Es claro que si G es trivial, entonces Vectg(M) = Vect(M), donde Vect(M) denota el conjunto
de clases de isomorfismo de haces vectoriales sobre M.

Si M consta de un solo punto, entonces un G-haz vectorial sobre M corresponde a un espacio
vectorial complejo V' = C™ sobre el cual actiia G linealmente, esto es, un G-mddulo. En este
caso, la clase de isomorfismo del G-médulo V' esta dada por el conjunto de G-médulos W de
igual dimensién que V' y tales que existe un isomorfismo lineal entre estos. De modo que podemos

identificar la clase de isomorfismo de V' en Vectg(*) con una representacién de G en V,
pv : G — GL(V).

Reciprocamente, toda representacion de GG en un espacio vectorial complejo de dimensién finita V|
define un elemento en Vects(*) dado precisamente por [V]. Lo anterior establece una biyeccién

entre Vectg(*) y el conjunto de representaciones complejas de dimensién finita de G.

15
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1.4. K-Teoria Equivariante

Antes de establecer la definicion de K-teoria equivariante, observemos que la suma directa de
G-haces vectoriales se extiende de manera natural a clases de isomorfismo, de modo que ésta le da

una estructura de semigrupo abeliano a Vectg(M).

Definicién 1.4.1. Definimos la K-teoria equivariante del G-CW-complejo finito M como el

grupo de Grothendieck de Vecta(M) y la denotamos por Kg(M).

Dados dos G-haces vectoriales podemos obtener un nuevo GG-haz como el producto tensorial de
éstos, donde la accion de G es dada por la accién diagonal. Este producto se extiende de manera
natural a Vectg(M) y a Kg(M), ddndole a este ltimo una estructura de anillo conmutativo con

unidad dada por el G-haz vectorial trivial M x C — M, donde G actia trivialmente sobre C.

Es claro que si G es el grupo trivial, entonces la K-teoria equivariante corresponde a K-teoria

ordinaria. Por otro lado, si M es un punto entonces obtenemos
Kea(x) = R(G),

el anillo de representaciones (virtuales) de G.

El siguiente resultado muestra que relacion existe entre K-teoria equivariante y K-teoria ordi-

naria segin la forma en la que la accién es dada.

Proposicién 1.4.2 (G. Segal). (i) Si M es un G-espacio libre, entonces Kg(M) = K(M/G).
(17) Si M es un G-espacio trivial, entonces Kg(M) = K(M) @ R(G).

(1ii) Si H es un subgrupo de G, entonces Kg(G xgY) = Ky(Y') para todo H-espacio Y .

(iv) Ko(G/H) = R(H)

Demostracion. Comentaremos las ideas de las demostraciones de los enunciados anteriores, es-

tablecidos por G. Segal en [38].
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(2)

(i)

(iii)

()

Para el G-espacio libre M, la aplicacién de proyeccion sobre el espacio de érbitas pr: M —

M /G induce un morfismo
pr': K(M/G) — Kg(M).
En [38, Prop. 2.1], G. Segal muestra que si E' es un G-haz vectorial sobre M, entonces la

aplicacién E — E /G es inversa a pr*.

En [38, Prop. 2.2], G. Segal demuestra que si E es un G-haz vectorial sobre el G-espacio

trivial M, entonces la aplicacién

Er— € Homa(V.E)®V,
VIelrr(GQ)

donde la suma es sobre las las clases de isomorfismo de representaciones irreducibles de G y

V representa el médulo trivial M x V' sobre M, induce el isomorfismo deseado.

Este es un caso particular de la observacién que G. Segal hace después de la Proposicién 2.1

de [38].

Se sigue de (#7) tomando Y = {pt}.

Propiedades Cohomolégicas de la K-Teoria Equivariante

Los siguientes resultados pueden encontrarse en [29] y en [10].

Una teoria de cohomologia G-equivariante sobre la categoria de parejas de G-CW-complejos

finitos y G-clases de homotopia de G-funciones (celulares), consiste en una sucesion de funtores

contravariantes {h{ }nez sobre dicha categoria a la categoria de grupos abelianos, junto con una

familia de transformaciones naturales

5"t WL (A, 0) — RETY(M, A)

de tal manera que se satisfacen los siguientes axiomas:

17
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(1) La inclusién (M, M N A) — (M U A, A), induce un isomorfismo,

(MU A, A) ——= R (M, M 0 A).

(2) Para una pareja de G-CW-complejos finitos (M, A), la sucesion,

n n n (Sn n
"HhG(Mw‘l)HhG(M)HhG(A>4>hGH(M’A)4>'“

es exacta, donde hgt(M) := h&(M,0).

Se puede usar un argumento estandar para probar la exactitud de la sucesién de Mayer-Vietoris
y la sucesién larga de una terna.

Si M es un G-CW-complejo con un punto base, denotaremos por SM = SAM la suspension re-
ducida de M, con la accién trivial de G sobre el factor S. Una teoria de cohomologia G-equivariante
reducida sobre la categoria de G-CW-complejos finitos con punto base y G-clases de homotopia
de G-funciones (celulares) que preservan el punto base, es una sucesién de funtores contravarian-
tes {E’é}nez sobre dicha categoria a la categoria de grupos abelianos, junto con una familia de
transformaciones naturales

o™ WL (M) — hETH(SM)

de tal manera que se satisfacen los siguientes axiomas:

(1)’ Las transformaciones o™ son isomorfismos para cada n y para cada M.

(2)’ La sucesién corta,

R (M Uy CA) — R (M) —= R (A)

es exacta.

Dada una teoria de cohomologia G-equivariante hj; se puede construir una versiéon reducida
asociada, mediante }ng(M ) := h&(M, x). Reciprocamente, si %E es una teoria de cohomologia G-
equivariante reducida, entonces hg (M, A) = EE(M T Uy CAY) define una teoria de cohomologia
G-equivariante.

El resultado principal de esta seccion es establecer a la K-teoria G-equivariante como una teoria

de cohomologia sobre la categoria de parejas de G-CW-complejos a la categoria de grupos abelianos
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(con los correspondientes morfismos), de modo que a fin de hacer esto, es necesario construir la
sucesion de funtores contravariantes K comentados anteriormente. Para extender el grupo de

K-teoria equivariante a una familia de funtores, usamos el siguiente resultado.

Teorema 1.4.3 (Periodicidad de Bott). Si M es un G-CW-complejo finito, entonces
Ka(M) = Ko(S?M)

Este resultado es mostrado en [38] y en [4]. Luego, usando Periodicidad de Bott, podemos

definir los grupos superiores de K-teoria equivariante (reducida) por
Kg'(M):= Kg(M) y  Kg™'(M) := Ka(SM),

para toda n € Z y M un G-CW-finito. Si (M, A) es una G-pareja de G-CW-complejos finitos,
definimos

K5(M, A) = K5(M U, CA)

Proposicién 1.4.4. El funtor de K-teoria G-equivariante { K} (=)} definido de la categoria de pa-
rejas de G-CW-complejos finitos y G-clases de homotopia de G-funciones (celulares), a la categoria

de grupos abelianos es una teoria de cohomologia G-equivariante.

La demostracién de la proposicién anterior es dada por G. Segal en [38].

La sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch

Como teoria de cohomologia equivariante generalizada, Kg(—) tiene su correspondiente su-
cesién espectral. En [29], T. Matumoto construye una sucesién espectral de Atiyah-Hirzebruch
para una teoria de cohomologia G-equivariante sobre complejos celulares, la cual presenta ventajas
computacionales sobre la sucesién espectral estudiada por G. Segal en [38].

En [29, Teo. 8.1] demuestra el siguiente resultado.

Teorema 1.4.5 (Matumoto). Sea G un grupo finito y X un G-complejo CW finito. Entonces

existe una sucesion espectral EP? con
P o (P q
El - CG(X’ KG)
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donde el diferencial di corresponde al operador cofrontera, y
B2 H(X,KY)
BR = Gr,KE(X) = KX /KBS, (X)

con K (X) = Ker (K&(X) — K&(XP™)). El G-sistema de coeficientes KE(G/H) es isomorfo

a Ka(G/H) para q par y cero en otro caso.

Los conceptos de G-sistema de coeficientes y el funtor contravariante C%(—, K(,), son estable-

cidos en el Apéndice A.

Homomorfismo de Chern equivariante

Como una aplicacién de la sucesion espectral anterior, se puede demostrar que el homomorfismo
de Chern equivariante construido en [42], corresponde a un isomorfismo racional entre K-teoria
equivariante y cohomologia de Bredon equivariante con el sistema de coeficientes Ra®Q : G/H ——

Ra(H) ® Q.

Teorema 1.4.6 (Stomiriska, [42]). Eziste una transformacion natural de teorias de cohomologia

equivariantes

che : Ka(—) — @ HY (- Re © Q),
k=0
tal que para X un G-complejo celular compacto, la aplicacion inducida
Ka(X)®Q — H" (X, Re ®Q),

es un isomorfismo.

Representabilidad

Como una teoria de cohomologia G-equivariante, K¢, es representable (cf. [29], Teo. 6.1), y de
hecho en [28] se demuestra que un {2-espectro G-equivariante para la K-teoria equivariante es dado
por el espacio F(G) de operadores de Fredholm sobre L?(G, ¢?), el espacio de Hilbert complejo de
funciones de cuadrado integrable sobre G' (con respecto a una medida de Haar G-invariante) con

valores en ¢?; esto es,

20



K-Teoria Equivariante

Teorema 1.4.7 (Matumoto, [28]). Eziste un isomorfismo de grupos candnico
G —index: [ X, F(GQ)|e — Kq(X),

para todo G-espacio compacto X. Donde [—, —|a denota el conjunto de G-clases de homotopia de

G-funciones.

1.5. Localizacién y K-teoria Equivariante

En esta seccion mostramos algunos resultados clasicos de localizacion para K-teoria equiva-

riante, los cudles suelen ser ttiles en la realizacion de calculos.

Lema 1.5.1 (Stominiska, [42]). Si M es un G-CW-complejo finito, entonces existe un isomorfismo
Kq(M) =c @ Ko(M),
(9)

donde la suma es sobre las clases de conjugacion (g) en G y Kg(M)q) denota la localizacion del

R(G)-mddulo Kg(M).
Demostracion. La demostracion es por induccién en las celdas. Probaremos que la descomposicién
del lema es vélida para el k-ésimo esqueleto si es vélida para el (k — 1)-ésimo esqueleto.

En el caso k = 0 los puntos son de la forma G/H, y tenemos

Ke(G/H)®C = R(H) @ C = @(R(H) @ C),
(9)

ya que R(H) es un anillo Noetheriano.
Para probar el caso general, aplicamos la sucesion exacta larga en K-teoria a la pareja
(Xk, Xx_1), vy por Periodicidad de Bott e hipétesis de induccién, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo,

K&(Xp—1) ————— Kg(Xy, Xp-1) ———— Kg(Xy) ———— Kg(Xg-1) ———— K&(Xp, Xi—1)

DK (Xi-1)() D Ka(Xk, Xk-1)(g) D Ka(Xk)(y) D Ka(Xk-1)(g) K&( Xk, Xi-1)(g)
(9) (9) (9) (9) (9)

ya que la primera y cuarta flecha son isomorfismos por hipétesis de induccién, y la segunda y quinta
flechas verticales se siguen por Periodicidad de Bott. El resultado se sigue aplicando el Lema del

5. 1
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Lema 1.5.2 (Segal, [38]). Sea G un grupo finito y M un G-espacio. Si M9 denota el conjunto de
puntos fijos de M por cada elemento de (g), esto es M9) = Uhe(g) M = Uhe(g){m EM|h-m=

m}, entonces

M9 /G = M?[C(g),

con C(g) el centralizador de g € G.

Demostracién. Observemos que si & € M9, entonces x € M”" para algin h € G, y para cada

keG
et M — MRRET

r — kzx

lo que nos da una accién de G sobre M9,

Por otro lado, si k € C(g) y x € M9, entonces g(kx) = (gk)x = (kg)xr = k(gx) = kx, es decir
kx € M9, lo cual significa que tenemos una C(g)-accién sobre MY.

Si consideramos la inclusion

i M9 — MY

entonces para cada k € C(g) y | € G, los puntos i(k - x) y [ - i(x) en M9 representan el mismo

elemento en M@, de modo que tenemos una aplicacién inducida
i:MI/C(g) = MY9)/G.
Consideremos ahora la aplicacion
G M9 — MY,

definida de la siguiente manera, si z € M" € M9 con h = aga™", definimos j(z) = a'z. Es claro
que esta aplicacion puede no ser unica, pues las clases de conjugaciéon en GG no necesariamente son

disjuntas, sin embargo para cualquier elecciéon de j tendremos una tinica aplicaciéon
ji M9 )G = MI)C(Q),

lo cual podemos observar en el diagrama
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Maga™t 4 MY

(ka)~!

Mkhk_l MY

Es claro que las aplicaciones 7 y j son inversas una de la otra y por lo tanto,
M@ /G = M?/C(g).
|

Teorema 1.5.3 (Atiyah-Segal, [6]). Si G es un grupo de Lie compacto que actia sobre una variedad

compacta M, entonces existe un isomorfismo de espacios vectoriales

Ki(M) @ C = P (M) © ]/,
(9)

donde la suma es sobre las clases de conjugacion (g) en G y [—]°9 denota la parte C(g)-

mvariante.

Aunque el isomorfismo anterior no es un isomorfismo de anillos, es posible modificar la parte

de la derecha para obtenerlo.

Teorema 1.5.4 (Adem-Ruan, [1]).

Ke(M)2Q= H [K(MC)?©) g @(CC)]N/Z
(©)

1.6. Representaciones torcidas

En esta seccién estudiaremos la teoria de representaciones expuesta al inicio del capitulo, en el
contexto “torcido”. Para una exposicién mas detallada puede consultarse [24, Cap. I1I]. Seguiremos
principalmente la direccién abordada en [1, Sec. 6]. Los elementos de cohomologia de grupos que

se utilizan en esta secciéon pueden consultarse en el Apéndice B.
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Definicién 1.6.1. Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension finita. Una aplicacion p :

G — Aut(V) es llamada una representacion proyectiva de G si existe una funcion o : G x G — C*

tal que p(z)p(y) = a(z,y)p(zy), para todos x,y € G y p(1) = Idy.

Observemos que « define un cociclo sobre G' con valores en C*, es decir, o € Z*(G,C*) (cf.
Apéndice B). Las representaciones proyectivas de GG, como han sido definidas, estan en corres-
pondencia uno a uno con homomorfismos de G al espacio proyectivo asociado a Aut(V). Mas
explicitamente, como el centro de Aut(V') es dado por C*- Idy, el subgrupo de multiplos escalares
de la identidad, se define

PAut(V) = Aut(V')/C* - Idy,

el grupo general lineal proyectivo sobre V. De modo que si p : G — Aut(V') es una representacion
proyectiva de GG, entonces tenemos un homomorfismo p : G — PAut(V'), definido como se muestra

en el siguiente diagrama,

G

Aut(V)

PAut(V)
donde la flecha vertical representa el homomorfismo cociente. Reciprocamente, si f : G —
PAut(V) es un homomorfismo y para algin g € G fijamos un elemento p(g) € Aut(V) de la
clase f(g) tal que p(1) = 1, entonces p es una representacién proyectiva de G.
Enseguida introducimos la nocion de equivalencia lineal, que sera de interés en el resto de la

seccion.

Definicién 1.6.2. Dos representaciones proyectivas p1 : G — Aut(V1) y pa : G — Aut(Vs) se

dicen ser linealmente equivalentes si existe un isomorfismo de espacios vectoriales f : Vi — Vs, tal

que pa(g) = fpi(g9)f~" para todo g € G.

Si « es el cociclo correspondiente a p, decimos que p es una a-representacion sobre el espacio

V. Tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.6.3. Sea p;, © = 1,2, una «y;-representacion sobre el espacio V;. Si p1 es linealmente

equivalente a ps, entonces oy es igual a ao.
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Es facil ver que dado un cociclo fijo «, podemos tomar la suma directa de cualesquiera dos

a-representaciones. Entonces podemos introducir el siguiente concepto,

Definicién 1.6.4. Definimos M,(G) como el monoide de clases de isomorfismos lineales de -

representaciones de G. Denotamos por R.(G) el grupo de Gothendieck asociado a M, (G).

Sea o € Z?(G,C*). Un elemento g € G se dice que es a-regular si a(g,z) = a(z,g) para
todo z € C(g). Si un elemento g € G es a-regular, entonces cualquier conjugado de g es también
a-regular, entonces podemos hablar de clases de conjugacion a-regulares en G. Por propdésitos
técnicos introduciremos también la nociéon de un “cociclo estandar”; éste serda un cociclo o con

valores en C* tal que
1. a(z,z71) =1 para todo = € G y,
2. a(r,g)a(rg,r™') =1 para todo elemento a-regular g € G y todo z € G.

En otras palabras, lo anterior significa simplemente que « es estandar si y sélo si, para todo

1 1

z € Gy para todo elemento a-regular ¢ € G, se tiene que T ' = 271 y gz ! = zgz—!. De
hecho puede probarse que cualquier clase de cohomologia ¢ € H*(G,C*) puede ser representada
por un cociclo estandar, y asumiremos este hecho en el resto de este trabajo. Mas atn, como C
es algebraicamente cerrado se tiene que todo cociclo a € Z?(G,C*) es cohomologo a un cociclo
estdndar con valores en S, de modo que tenemos el isomorfismo H?*(G,S') & H?(G,C*) (cf. [25,
Teo. 6.4]). Ademads, como C tiene caracteristica 0 y el grupo aditivo Q/Z es isomorfo al subgrupo
de torsién de C* se tiene que H*(G,C*) = H*(G,Q/Z) (cf. [25, Cor. 9.5]). De modo que tenemos

los siguientes isomorfismos
HY(G,S") = HY(G,C") = HY(G,Q/Z) = H¥(G, Z),

el dltimo isomorfismo es inducido por la sucesién exacta de ZG-médulos (cf. [25, Prop. 1.19])

0—s>Z—>Q—>Q/Z —=0

De modo que en el resto del trabajo usaremos clases de cohomologia en H?(G,S!'), donde la

(GG-accién sobre los coeficientes se asume trivial.
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Un elemento o € H?(G,S') corresponde a una clase de equivalencia de extensiones de grupo
1-S' G, > G—1.

Como G es un grupo finito, el grupo G, hereda de manera inmediata una estructura de grupo
de Lie compacto, donde St — éa es la inclusiéon de un subgrupo cerrado. Los elementos en la
extensién de grupo pueden ser representados por parejas {(g,a) | g € G, a € S'} con el producto
(91&1)(927(12) = (9192,04(91,92)(11%)-

Existe una correspondencia uno a uno entre clases de isomorfismo de representaciones de
éa las cuales se restingen a multiplicacién escalar sobre S! y las clases de isomorfismo de a-
representaciones de G. Si v : éa — Aut(V') es una de dichas representaciones, entonces definimos

una a-representacién asociada mediante p(g) = (g, 1). Né6tese que

p(gh) = (gh,1) = a(g, h) "' (gh, alg, h)) = alg,h)"((g, 1)(h, 1)) = a(g, h) " p(g)p(h).

Reciprocamente, dado p : G — Aut(V') definimos ¢ (g,a) = ap(g), y tenemos

Y((g,a)(h,b)) = ¥ (gh,a(g, h)ab) = abp(g)p(h) = ap(g)bp(h) = (g, a)(h,b).

Entonces podemos identificar a R, (G) con el subgrupo de R(G,) generado por las representa-

ciones que se restringen a multiplicacién escalar sobre S!.

1.7. Torsion discreta

Definiremos enseguida una version torcida de la K-teoria equivariante, con torcimientos en
H?(G,S') conocidos como torsién discreta.

Sea G un grupo finito, o € H*(G,S'),
1-S' -G, = G—1

la extensién central asociada a o, y X un G-complejo celular finito.

Definicién 1.7.1. Un G-haz vectorial a-torcido sobre X es un G-haz vectorial complejo E — X
tal que S* actia sobre las fibras por multiplicacion compleja, de tal manera que la G-accion se

extiende a una Gg-accion sobre E que cubre la G-accion sobre X .
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De hecho, ' — X es un GG, -haz vectorial, con acciéon sobre la base dada por la proyeccién
sobre G y la correspondiente G-accién. Nétese que si dividimos por la accién de S!, obtenemos un
haz proyectivo sobre X . Estos haces torcidos pueden ser sumados, formando un monoide abeliano,

modulo isomorfismo.

Definicién 1.7.2. La K-teoria G-equivariante a-torcida de X, denotada por “Kg(X), se define
como el grupo de Grothendieck de clases de isomorfismo de G-haces vectoriales a-torcidos sobre

X.

Como con a-representaciones, podemos describir este grupo torcido como el subgrupo de
K éa(X ) generado por clases de isomorfismo de haces que se restringen a multiplicacién por es-
calares sobre el centro S'. Como la S'-accién sobre X es trivial, tenemos un isomorfismo natural
Ksi(X) & K(X) ® R(S'). Componiendo la restriccién con la aplicacién K(X) @ R(S') — R(S'),
obtenemos un homomorfismo K¢ (X) — R(S'); podemos definir “K¢(X) como la imagen inversa
del subgrupo generado por las representaciones definidas por multiplicacion escalar.

Del mismo modo que para K-teoria equivariante no torcida, esta definicion se extiende a una
teorfa Z/2-graduada. De hecho, podemos definir “K2(X) = *Kg(X) y *K5(X) = Ker [*Kg(S! x
X) — “Kg(X)]. Podemos extender la descripcién dada para expresar *K (X)) como un subgrupo
de Kéa(X ).

Consideremos el caso o = 1, este corresponde a la extension trivial G x S'. Cualquier G-haz
vectorial puede convertirse en un G x S'-haz vectorial, mediante multiplicacién escalar sobre las
fibras; reciprocamente, un G' x S'-haz se restringe a un G-haz ordinario. Por lo tanto “K¢g(X) =
Kq(X).

Para G-espacios triviales tenemos el siguiente resultado,

Lema 1.7.3 (Adem-Ruan [1]). Si X es un G-CW-complejo finito con una G-accion trivial, en-

tonces

Ka(X) = K(X)® R.(G).

Demostracién. Este resultado es el andlogo de la version no torcida en [38]. La aplicacién natural
R(G,) — Kg (X) puede combinarse con K(X) — Kg (X) (ddndole a un haz vectorial la G-

accién trivial), para obtener un isomorfismo natural K(X) ® R(G,) — Kg_(X) la cual cubre la

restriccién a la S'-accién.
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La aplicacion inversa es dada por,

E]— P ) Homg (M, E) ® [M].

[M]€Irr(Ga)
|
Sea X es un G-espacio, Y un G’-espacio y h : G — G’ un homomorfismo de grupos. Si
f X — Y es una aplicaciéon continua y equivariante respecto a tal homomorfismo, obtenemos

una aplicaciéon inducida

“f Ka(Y) = M Kg(X)
donde h* : H*(G',S') — H?*(G,S!) es la aplicacién inducida en cohomologia por h. Si H C G
es un subgrupo de G, la inclusién define una restriccion H?*(G,S') — H?(H,S'). De hecho, si
G, es la extension de grupo definida por o € H2(G,S'), entonces res$ (o) define la extensién
de grupo “restringida” sobre H, denotada por ﬁ]res(a). Asi, tenemos una aplicacion restriccion
Ko(X) — r @Ky (X).

En este caso también tenemos una sucesion espectral.

Teorema 1.7.4. Si G es un grupo finito, X un G-complejo celular finito y o € H3(G,Z) =
H?*(G,S") dado por el cociclo o : G x G — S, entonces existe una sucesion espectral EP4 con
término BRI = “K2 (X)) y
» _ :
o HZ(X,Ro(—)) siq es par,
0 s1.q es impar.
donde H: (X, Ra(—)) es la cohomologia de Bredon equivariante de X, con sistema de coeficientes

R : G/H — Ry(H).

La demostracién de este teorema es esencialmente la misma que para el Teorema de Atiyah-

Hirzebruch, esto es, verificando que
Bp = C(X.R,)

y luego mostrar que el primer diferencial corresponde efectivamente al operador cofrontera ordinario
en cohomologia de Bredon equivariante (cf. Apéndice A, para definiciones). Para una prueba usando

estructuras de Mackey, puede consultarse [14].
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Torcimientos equivariantes

La K-teorfa torcida tiene su origen en la tesis doctoral de M. Karoubi [23] y en el articulo de
M. Karoubi y P. Donovan [12], en cuyo trabajo se estudia el concepto de K-teoria con coeficientes
locales (actualmente llamada K-teoria torcida) asociada a un elemento (no equivariante) de torsién.
Posteriormente, en el trabajo de J. Rosenberg ([35]), de M. Atiyah - G. Segal ([7]) y Bouwknegt-
Carey-Mathai-Murray-Stevenson ([9]), se presenta el caso de no torsién y el caso equivariante.
Aunque esta teoria tiene ya varios anos de que fue introducida por los matematicos, es hasta
hace poco que se ha convertido en el centro de atencién para destacados investigadores en fisica
y matemadticas, gracias al trabajo fundamental de Freed-Hopkins-Teleman el cual relaciona la K-
teorfa equivariante torcida, con el dlgebra de Verlinde ([16]), y especialmente al trabajo de E.
Witten ([47]) en donde se conjetura que la carga de una D-brane toma valores en la K-teoria
(torcida) del espaciotiempo, lo cual ha hecho de esta teorfa un tema de investigaciéon muy activo,
principalmente por la implicaciones en fisica tedrica tales como teoria de cuerdas.

Los antecedentes del trabajo presentado en este capitulo se encuentran principalmente en el
trabajo de M. Ayitah y G. Segal, publicado en [7] y [2].

Dado un G-CW-complejo finito X, M. Atiyah y G. Segal construyen en [7] un espacio ad
hoc P el cual clasifica los torcimientos equivariantes de la K-teoria, y la construcciéon que ellos
realizan se basa en un procedimiento estandar mediante el cual se pega una familia de espacios
Py (cf. [7, p. 323]) y el cual es G-homotdpicamente equivalente a un espacio que representa al
funtor de cohomologia de Borel equivariante de grado 3. En este trabajo (capitulo) presentamos

otra construccion del espacio clasificante para los torcimientos equivariantes de la K-teoria en la
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Seccion 2.2, luego estudiamos sus grupos de homotopia en la Seccién 2.3 y, en la Seccién 2.4
comprobamos que este espacio es G-homotdpicamente equivalente a un representante del funtor
de cohomologia de Borel equivariante Hg(—,Z) := H3*(— x¢ EG,Z).

Cabe mencionar que varios de los resultados de este capitulo y algunos del siguiente, se en-
cuentran contenidos en el articulo [8] el cual surge del trabajo en colaboracién con Noé Bércenas,
Michael Joachim y Bernardo Uribe, y es una generalizacién de varios resultados de esta tesis al
caso donde la accién esta dada por un grupo discreto G que actia propiamente sobre un espacio
X el cual es un G-ANR.

Iniciamos el capitulo con una seccion introductoria sobre (G-haces proyectivos unitarios.

2.1. Haces proyectivos unitarios equivariantes

En esta seccion damos una introduccién a la teoria de haces proyectivos unitarios con la accion
de un grupo de Lie compacto G, los cuales son también llamados PU(#H)-haces principales G-
equivariantes. Estos son los elementos necesarios para definir los versiones torcidas de la K-teoria
equivariante (Capitulo 3). El material aqui expuesto puede encontrarse en [45] y [27].

Sea k un grupo topoldgico y P — X un k-haz principal sobre el CW-complejo finito X. El

grupo de simetrias del haz principal P es definido como el subgrupo de elementos del grupo de

homeomorfismos Homeo(P) que son k-equivariantes, esto es,
Sim(P) := {F € Homeo(P) | F es k-equivariante}.

Un homeomorfismo k-equivariante £’ induce un homeomorfismo f sobre el espacio base, ha-

ciendo conmutar el diagrama

F

P P

X / X

Reciprocamente, para cualquier funcion f : X — X tal que existe un isomorfismo ¢ : P =

f*P de r-haces principales, podemos construir un homeomorfismo x-equivariante F' : P — P,

F := fo¢, donde f es la aplicacién canénica f : f*P — P inducida por f. Si denotamos por
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Homeop(X) al grupo de tales homeomorfismos f : X — X, tenemos la siguiente sucesion exacta
corta,

1 — Gg(P) — Sim(P) — Homeop(X) — 1

donde G (P) es el conjunto de simetrias que inducen la identidad en el espacio base, esto es, el

grupo de transformaciones de calibracion.

Definicién 2.1.1. Sean G y k grupos de Lie compactos y X un G-complejo celular. Llamamos
k-haz principal G-equivariante a un k-haz principal p : P — X para el cual se satisface que
P y X son G-espacios (por la izquierda), p es G-equivariante y las acciones de Gy k sobre P
conmutan.

Dos k-haces principales G-equivariantes Py P’ son isomorfos si existe un isomorfismo G-

equivariante P = P’ de k-haces principales.

Definicién 2.1.2. Denotamos el conjunto de clases de isomorfismo de k-haces principales G-
equivariantes sobre X, por

Bung(X, k).

Es importante mencionar que en [27], los autores R. K. Lashof, J. P. May y G. Segal llaman
(G, k)-haz a un k-haz principal G-equivariante, establecido en la definicién 2.1.1, y denotan por
B(G,k)(X) al conjunto Bung(X, k) introducido en la definicién 2.1.2. El resultado principal en
[27] establece que si Gy k son grupos de Lie compactos, con k abeliano, y X del mismo tipo de

homotopia G-equivariante que un G-complejo celular, entonces existe un isomorfismo
B(G,kr)(X) =2 B(k)(EG xg X),

con el conjunto B(k)(EG X¢ X) de clases de isomorfismo de k-haces principales sobre el espacio
ordinario (no equivariante) EG X X, dado por la construcciéon de Borel sobre X.

El conjunto Bung(X, k) de clases de isomorfismo es bien conocido para algunas elecciones
especificas de k y G. Por ejemplo, en el caso donde GG es un grupo compacto actuando libremente

sobre X y k = S!, tenemos

Bung(X,S") = Bun(X/G,S") = H*(X/G,7),
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donde el primer isomorfismo se sigue usando argumentos similares a [44, Prop. 1.9.4] y [38, Prop.
2.1], el segundo isomorfismo se sigue por la clasificacion de clases de isomorfismo de haces de linea

dada por la primera clase de Chern (cf. [46, I11.4]).

El caso que serd de importancia para nosotros, pues sera requerido en la definicién de la K-
teorfa equivariante torcida, es cuando G corresponde a un grupo de Lie compacto y k = PU(H),
el grupo de operadores unitarios proyectivos sobre el espacio de Hilbert separable de C-dimension
infinita H, el cual se define como el cociente del grupo unitario U(H) por su centro, esto es,

B {T-H—-H|TT* =TT =1d} B U(H) B
{TeUH)| TS =5T, paratodo S U(H)} {¢-1d|[¢]=1}

PU(H) U(H)/S

donde hemos identificado el centro de U(#H) con S'. De modo que tenemos la sucesién exacta

corta

1—= 8" —=U(H) "> PUH) —1.

Es crucial para este trabajo el hecho de que esta sucesion es también una fibracion, sin embargo,
antes de establecer este resultado es necesario dotar primero con una topologia al grupo unitario

que le dé una estrucutura de grupo topoldgico.
Veamos las diferentes topologias con las que se suele dotar al grupo U(H).

Topologia fuerte. Si el espacio de Hilbert (#, (, )) es dotado con la topologia inducida por la
norma |z|| = /(x,x), * € H, entonces la topologia fuerte (llamada en inglés strong operator
topology) sobre el grupo U(H) se define como la topologia més pequena que, para cada x € H,

hace continuas a todas las aplicaciones

a, UH) — .

T — Tx

Denotaremos por U(H), al grupo unitario con la topologia fuerte. En esta topologia Ty — T

si y solo si, Tpx — Tx para todo z € H.
En [22, Cor. 9.4 y Prop. 9.5, p. 256] se demuestra que con esta topologia el grupo unitario

adquiere una estructura de grupo topoldgico.
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Topologia débil. La topologia débil (llamada en inglés weak operator topology) es definida como

la menor topologia que hace continuas a todas la funcionales

UH) — C
T — (Tz,y)

para todos x,y € H. Denotamos al grupo unitario con la topologia débil por U(#H),,. De modo que
T, = T siy solo si, y*(Tyz) — y*(Tx) para todo x € H, y* € H*.

En el mismo resultado antes mencionado ([22, Cor. 9.4 y Prop. 9.5, p. 256]) se demuestra tam-
bién que sobre el grupo unitario la topologia débil y la topologia fuerte coinciden. En consecuencia,

U(H)y es también un grupo topolégico.

Topologia compacto-abierto. La topologia compacto-abierto sobre el grupo unitario es definida
como la menor topologia tal que, para cada subconjunto compacto C' € H y abierto A € H, los
subconjuntos

Vea={T:H—H|T(C)C A}

son abiertos en el espacio U(H). Denotamos al grupo unitario con la topologia compacto-abierto
por U(H)c.q.-
Para el grupo unitario, esta topologia estda dada por la topologia de convergencia uniforme

sobre subconjuntos compactos, esto es,
T, <% T siy solo si Ti|x — Tk

uniformemente para cada subconjunto compacto K € H.

Observemos que esta topologia coincide con la topologia inducida por la inclusiéon
U(H) — End(H)c.q.
al dotar al espacio End(#H) con la topologia compacto-abierto.

Topologia compacto-abierto relativa. Esta topologia es una variante de la topologia compacto-

abierto usual y es definida como la topologia inducida por el encaje

UH) — End(H)eq X End(H)cq.
T —s (T, T
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Denotamos por U(H)..q.,. al grupo unitario con esta topologia.

Si X es un espacio topolégico Hausdorff, el espacio compactamente generado asociado k(X)
(cf. [43]) es el conjunto X con la topologia compactamente generada de X: un subconjunto C' es
cerrado en k(X) si la interseccion de C' con cualquier subconjunto compacto de X es un cerrado
en X.

Decimos que X es compactamente generado cuando k(X) = X, como espacios topolégicos.

Teorema 2.1.3. Sea H un espacio de Hilbert separable de C-dimension infinita y sea U(H) el grupo
unitario asociado a H. Entonces, sobre U(H) la topologia fuerte, la topologia débil, la topologia
compacto-abierto y la topologia compacto-abierto relativa coinciden.

Ademds, con cada una de éstas topologias el grupo unitario U(H) es un grupo topoldgico com-

pletamente metrizable y compactamente generado.

Demostracién. De lo comentado anteriormente, tenemos que la topologia fuerte y la topologia
débil sobre U(H) coinciden.

Mostraremos a continuacion que también las topologias fuerte y compacto-abierto relativa
coinciden sobre el grupo unitario.

Una base de vecindades para el elemento fijo Ty € U(H) en la topologia fuerte estd dada por

los subconjuntos

{T e UMN) : (T = To)z||< €}
para x € H , mientras que en la topologia compacto-abierto relativa esta dada por los subconjuntos
{TeUH): |(T-Tyz||l<e y |(T7'—Ty)z||< € para todo = € K}
para K C H compacto y Ty € U(H) fijo. Por lo tanto, la aplicacién identidad
UH)c.ar. — U(H)s

es continua.
Por otro lado, si X es un espacio topolégico Hausdorff, tenemos por construcciéon que la apli-

cacion identidad

E(X)— X
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es continua (cf. [43, Teo. 3.2.(7)]). Si ademds, X es compactamente generado, entonces la aplicacién
identidad k(X) — X es un homeomorfismo (cf. [43, Teo. 3.2.(v)]). De modo que tenemos una

sucesion de aplicaciones identidad continuas para el grupo unitario con las distintas topologias,

k(U(H)car) — UH)ear. — UH)s (2.1)

El resultado que deseamos probar se sigue de los siguientes hechos:
(i) U(H)s es compactamente generado v,
(”) k(U(H)c.a.T-) = k<U(H)S>7

ya que de estos hechos se sigue que la sucesion de funciones identidad
k(U<H)5) — k(U(H>CaT) — U(H)C.a.r. — U(H)s

es tal que sus extremos son espacios homeomorfos, lo cual implica que cada una de las funciones

identidad involucradas es un homeomorfismo.

El inciso (7) se sigue de [34, Prop. I1.1], en donde se demuestra que U(H ), es un grupo topoldgico
completamente metrizable y en consecuencia satisface el primer axioma de numerabilidad. Por lo

tanto, U(H)s es compactamente generado.

Para demostrar (i7), es suficiente probar que si K es un subconjunto compacto en U(H)s,
entonces K es compacto en U(H)cq.r, ya que de (2.1) se sigue la afirmacién reciproca (por la
continuidad de la identidad U(H)c.qr. —> U(H)s) v por lo tanto U(H)s tendra exactamente los
mismos subconjuntos compactos que U(H)c.q.r., 1o cual implica que k(U(H)s) = k(U(H)c.q.r.-

Sea K C U(H)s compacto, entonces el conjunto {Tx | T € K,z € H} es compacto y por lo
tanto acotado, esto es,

sup||Tz|| < oo.
TeK

Por el teorema de Banach-Steinhaus tenemos que K es acotado en norma, es decir,

sup||T]| < oo. (2.2)
TeK

Para demostrar que K es compacto en U(H)c.q., consideremos una sucesiéon {7, } en K. Como

K es compacto en U(H), existe una subsucesiéon convergente 1), 5 T € K. Luego, como T € K
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es un operador acotado y T,,, — T" puntualmente, y todos los T;,, y T estan acotados (por (2.2)),
esta convergencia se vuelve uniforme en compactos.

El mismo resultado se sigue para la sucesién de operadores {Tn_kl}, ya que al ser cada uno un
operador unitario, tenemos que

(Tny,y) = (x, T, y)

para cada x,y € ‘H, de modo que T{kl — Tt

Andlogamente, la topologia de K inducida por U(H)s y la topologia de K inducida por
U(H)car. son la misma, por lo tanto U(H)s y U(H)ear tienen los mismos compactos con la
misma topologia, lo cual implica que k(U(H)s) = k(U(H)c.ar.)-

Es importante destacar que este resultado no se cumple en general, como lo muestran M. F.

Atiyah y G. Segal en [7, p. 321] para la sucesién de operadores (no unitarios) en GL(¢?),

Tn : (51, .. 7§n—17§n7£n+17 .. ) — (51, .. 7§n—17 é7£n+1, .. )

n
va que para el vector n = {1/k}3, € %, tenemos T,(n) — Id(n) = n puntualmente, sin embargo,

T.'(n) 4 Id(n) = n puntualmente ya que
1T, () = 1d(m) | === 1.

Siguiendo la misma secuencia de razonamientos que se usaron para mostrar que sobre el grupo
unitario coinciden la topologia fuerte y la topologia compacto-abierto relativa, se demuestra que
estas coinciden con la topologia compacto-abierto heredada del encaje U(H) — End(H)..q.-

Finalmente, como sobre U(H) todas las topologias mencionadas en el teorema coinciden y
U(H)s es un grupo topoldgico completamente metrizable, y por lo tanto compactamente gene-
rado, se sigue que U(H)w, U(H)car. ¥ U(H)eq son también grupos topoldgicos completamente

metrizables y por lo tanto, compactamente generados. W

En adelante denotaremos por U(H) al grupo topolégico de operadores unitarios con cualquiera
de las topologias establecidas en el teorema.

Por otro lado, dotando a PU(H) con la topologia cociente U(#)/S!, obtenemos una estructura
de grupo topolégico sobre este espacio. Mas ain, D. J. Simms demuestra en [41, Teo. 1] que, con

la topologia fuerte, la sucesion
St ——=U(H)s — PU(H),
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es un haz fibrado S*-principal y por lo tanto (U(H), 7, PU(H)) corresponde a una fibracién con
cualquiera de las topologfas sobre U(H) mencionadas en el teorema y PU(H) = U(H)/S* con la
correspondiente topologia cociente.

Ademads, como U(H) es contraible se sigue que PU(H) tiene el mismo tipo de homotopia que
el espacio de Eilenberg-Maclane K(Z,2), por lo tanto PU(H) es un espacio universal para haces
de linea complejos.

A fin de hacer un anélisis detallado para el caso kK = PU(H), comenzamos analizando tal

situacién cuando X corresponde al G-espacio trivial dado por un punto, en donde se sigue que
Bung(x, k) =2 Hom(G, k) /K

con Hom(—, —) el conjunto de homomorfismos continuos de grupos y el cociente por & lo particiona
en clases de conjugaciéon por elementos en k. De modo que para GG un grupo de Lie compacto y

k = PU(H), definimos la aplicacién
U : Hom(G, PU(H))/PU(H) — Ext(G,S"),
al conjunto de clases de isomorfismo de extensiones S'-centrales
1—S'—G—G—1,

de la siguiente manera: Si a : G — PU(H) es cualquier homomorfismo, éste determina una

extensién Sl-central de G dada por G :=a'U (H), como se aprecia en el diagrama

de modo que V es definida por
U:(a:G— PUH)) — (G=a"UH)).

Observacién. 2.1.4. Observemos que la extensién central S' — G — G es equivalente a que
G sea un haz S'-fibrado principal sobre GG. En el caso en el que G es un haz fibrado trivial, se
sigue que G = S' x, G, esto es, el conjunto S x G con el producto (s, ) -o (t,h) = (st, a(s, t)gh)

para un cociclo « € Z*(G,S').
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Definicién 2.1.5. Consideremos el subespacio Vi.(G) de L*(G) generado por los vectores sobre
los cuales S* C G actia por multiplicacion de escalares. Un homomorfismo a : G — PU(H) es
llamado estable si la representacion unitaria definida pora : G— U(H) contiene cada una de las
representaciones irreducibles de G contenidas en VSC(CNJ), un numero infinito de veces. Denotamos

por

Homy (G, PU(H)) C Hom(G, PU(H))

el subespacio de tales homomorfismos estables.

Lema 2.1.6. La aplicacion V definida previamente, induce una biyeccion de conjuntos
Homy (G, PU(H))/PU(H) —— Ext(G; S"),

entre el conjunto de clases de isomorfismo de homomorfismos estables continuos y el conjunto de

extensiones S'-centrales de G.

Demostracién. Dada una extensién S'-central G de G , mostraremos que existe un homomorfismo
i:G—U (H) que restringido a S acttia sobre H por multiplicacién de escalares, el cual se

proyecta sobre un homomorfismo a : G — PU(H), demostrando la sobreyectividad.

Por el Teorema de Peter-Weyl tenemos que el espacio L*(G) contiene todas las representaciones

irreducibles de G. Luego, tomemos cualquier isomorfismo de espacios de Hilbert

H2H® V.(G)

y demos a H la G-accién definida por la representacién unitaria de G sobre Vsc(é) Dicha accién

nos da el homomorfismo deseado @ : G — U(H).

~

Supongamos ahora que tenemos dos homomorfismos estables continuos a, b tales que a*U (H)
G~ yU (H). El espacio de Hilbert H viene a ser una representaciéon de G con respecto a la
aplicacién @ : G — U (H) y por lo tanto existe un G-isomorfismo equivariante (no canénico)

fa : H — Vie(G) que puede tomarse unitario. Obtenemos el mismo resultado para la aplicacién b

y obtenemos otro G-isomorfismo equivariante f; : H — Vsc(é)
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El isomorfismo equivariante f,- Yo f, : H — H hace conmutar el siguiente diagrama

—1 o
y Iy o fa by
a(g) b(g)
—1 o
7 Iy o fa B

para cada g € G. Por lo tanto, los homomorfismos a y b son conjugados y se sigue la inyectividad.

]

2.2. El PU(H)-haz unitario proyectivo G-equivariante
Consideremos el grupoide accion

asociado a la accién del grupo PU(H) en los homomorfismos estables continuos por conjugacion;
este grupoide, también denotado por PU(H) X Homy (G, PU(H)), consiste en el grupoide cuyos
objetos son los elementos ¢ € Homg (G, PU(H)) y los morfismos o : ¢ — ¢ son los elementos

o € PU(H) tales que 0 - ¢ = . De modo que, en notacién categdrica, el conjunto de objetos es
[Hom (G, PU(H))/PU(H)]o = Homu(G, PU(H))
y el conjunto de morfismos consiste en
[Homg (G, PU(H))/PU(H)|1 = PU(H) x Homg(G, PU(H))

De modo que este grupoide también se puede ver como el grupoide cuyos objetos son funtores de
la categoria definida por G (i.e., Gy = {*} y G; = G) a la categorfa definida por PU(H) (i.e.,
PU(H)o = {*} vy PU(H), = PU(H)), y cuyos morfismos son transformaciones naturales. Una
referencia 1til para la teoria de grupoides desde el punto de vista de teoria de categorias es [31];
en esta referencia se da una excelente presentacién de la teoria de orbidades' desde la perspectiva

de la teoria de grupoides.

L Orbifolds, en inglés.
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Consideremos ahora el espacio clasificante de esta categoria (grupoide accién)
B[Homg (G, PU(H))/PU(H)],

el cual se define de la siguiente manera (cf. [37] y [39]). Si Gy es el conjunto de objetos de

[Homg (G, PU(H))/PU(H)] y paran > 1,

Gn::{(al,...,an) O'ieGl, (b(] k! (bl In ¢n}7

entonces la coleccién {G), },>o tiene una estructura de espacio simplicial, llamado el nervio de la

categoria. El operador cara d; : G,, — G,_1, parat =0, ...,n estd dado por
(
(0’2,...,0n) ZZO,
di(oy,...,00) = (01, ,0n_1) i=n,
(01,...,040i41,...,0,) €0 otro caso.
\

y el espacio clasificante se define como,
B[Homy(G, PU(H))/PUH)] = |_|(Gn x A™)/(di(g), ) ~ (g, 8:()),

con A" el n-simplejo topoldgico estandar y §; : A"~ — A" el encaje lineal en la i-ésima cara.
On

Si denotamos el n-simplejo ¢ o1 %) ¢n pOr [01|032] - - - |op]x, podemos estable-

cer el siguiente homeomorfismo

EPU(?‘[) X PU(H) Homst(G, PU(H)) — B[HOmst(G, PU(H))/PU(H)]

([o1]oa] - - - |on]o, @) — [o1|oa| -+ |on](0 - @)

donde FPU(H) es el PU(H)-haz universal y el inverso de este homeomorfismo es
[o1]0a] - - - [on]¢p — ([on]o] - - [on]ld, ¢).

Por el Lema 2.1.6 sabemos que sus componentes conexas estan paremetrizadas por las exten-

siones S'-centrales de G,

Wo(EPU(H) XPU(’H) Homst(G,PU(H))) = Ext(G, Sl)
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Si elegimos la componente conexa del espacio clasificante determinado por una aplicacion es-
table a : G — PU(H), sus grupos de homotopia superiores estdn determinados por los grupos de
homotopia de

EPU(H) X pumy, {a} =~ B(PU(H)a,)
donde
PU(H)a = {b€ PUH)|Vg € G, b~ 'a(g)b=a(g)}
es el subgrupo de PU(H) que estabiliza a.

Si denotamos por G, a la extensién S'-central a*U (H) definida por a, entonces el homomorfismo
inducido @ : Gy — U (H) define una accién sobre el espacio de Hilbert H haciéndolo isomorfo al
espacio de Hilbert Vsc(éa) dado en la Definicién 2.1.5. Ahora podemos tomar la accién de éa sobre
U(H) por conjugaciéon mediante la aplicacién a; este induce una accién del grupo G sobre PU(H)
por conjugacién mediante la aplicacién a. Denotemos la accién de G sobre PU(H) por conjugacién

mediante la aplicacion a por G,.

Si denotamos el conjunto de puntos fijos de la accién G, sobre PU(H) por
PU(H)% :={be PU(H)|g € G, a(g) " ba(g) = b}
entonces tenemos que
PU(H)% = PU(H).,.
Esto significa que el conjunto de puntos fijos de la accién de GG, es el mismo que el estabilizador
del homomorfismo a.

Lema 2.2.1. Para cualquier F € PU(H)% eziste un homomorfismo or € Hom(G,, St) tal que

para todos los levantamientos Fe U(H) de F y todo g € éa, tenemos que

a(g)"'Fa(g) = or(g) - F
donde g es la imagen de g en G, bajo la aplicacion natural éa — G,.

Demostracion. Dado F' € PU(H)% tenemos el siguiente diagrama conmutativo

PH PH
a(g) a(g)
Py py
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para cada g € (G, donde PH denota la proyectivizacién del espacio H. Consideremos un levanta-
mientoﬁ:?—l—%’-ﬁder

a:G—UH)
el levantamiento de la G-accién a la accién de la extensién S'-central G sobre U (H). Observemos

que en este caso, el siguiente diagrama

" H (2.3)
a(g) a(g)
w—

dado como un levantamiento del diagrama previo, ya no es conmutativo; sin embargo, podemos
medir el error para que tal diagrama conmute por medio de un elemento 0(g) € S' para cada
g, ya que este actiia por conjugacién. Por lo tanto, tenemos una aplicacion o : G— 8 1 de tal

manera que para cada g € é,

Dado otro elemento h € G )

ow(h) - (op@) - F) = a(h)™ (a(@) " Fa(g) a(h)

= op(gh)- F
de modo que oz € Hom(G, SY). Por otro lado, para F, 7 € U(H), se tiene
o (9) - (F7) = a(3) (ﬁ%) ()
= (1@ ) >
= (sl F)
= 0(9)ox(9) - (F7)

lo cual implica que la asociacién Fr— oz es un homomorfismo de grupos.
Luego, es claro que si g € S' C é, entonces H ——>H estd dada por conjugacion compleja,

lo que implica la conmutatividad del diagrama (2.3), y en consecuencia

O’ﬁ‘sl =1.
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Luego, podemos factorizar oz como

~ O'ﬁ

G

St (2.4)

pr o

y tenemos el homomorfismo

U: PU(H)% — Hom(G,,S")
F — oF

O

Si tomamos dos operadores F, Fy € PU (H)G“ con sus respectivos levantamientos ﬁl, ﬁg y
los homomorfismos inducidos o, o, € Hom(G,,S'), se tiene que la composicién ﬁlﬁg es un
levantamiento de la composicién F Fy. Por lo tanto tenemos que el homomorfismo inducido op g,

para la composicion £} F; es igual al producto de los homomorfismos o, y o, i.e.

O Fy, = OF,0F,.

Notemos que el producto de homomorfismos le da al conjunto Hom(G,, S') una estructura natural

de grupo. Tenemos que

Teorema 2.2.2. Sea PU(H) el espacio de operadores proyectivos unitarios con una G-accion

mediante un homomorfismo estable a : G — PU(H). Entonces,

To(PU(H)%) = Hom(G,, S").
Ademds, cada componente coneza de PU(H)% tiene el tipo de homotopia de K(7Z,2).
Demostracion. Por el Lema 2.2.1, tenemos un homomorfismo

U: PU(H) — Hom(G,,S")
F — O

Veamos ahora que ¥ no depende del tipo de homotopia de F, esto es, si 7 es otro elemento en

la misma componente conexa de F', entonces V(1) = op. Sea
A:PH x[0,1] — PH
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una homotopia G-equivariante entre F' y 7, con G-accién trivial sobre [0, 1], y consideremos
A:Hx[0,1] —H

la é—homotopl’a entre los operadores unitarios G-equivariantes F , T+ H — H, que se proyecta
sobre A. Dicha é—homotopl'a existe ya que G es un grupo de Lie compacto y en consecuencia
U(H) es G-contréctil (cf. [28]). Por el Teorema de Peter-Weyl, F y 7 son U(H)-conjugados y en
consecuencia 0z = 0z, probando la invarianza homotopica de v,

Tenemos entonces una aplicacion

U mo(PU(H)%) — Hom(G,, SY)
F — OF
bien definida.

Para probar la inyectividad de ¥, observemos que si W(F) = 1, entonces para todo levanta-
miento F se tiene que oz = 1 ya que esta se factoriza a través de op y la proyeccion G — G.
Esto implica que todo levantamiento Foes é—equivariante, esto es, FeU (H)é para todo F' tal
que W(F) = 1. Luego, como el operador identidad idy es claramente é—equivariante y el espacio
U ("H)é es (G-conexo, existe una homotopia é—equivariante entre idy y F que se proyecta a una
homotopia G-equivariante entre idpy y F, probando que F ~¢ idpy y por lo tanto, ¥([F]) = 1.

Para probar la sobreyectividad, sea op : G — S!' un homomorfismo, o3 : G — S su
levantamiento y C(oz) la representacién lineal asociada. Definimos F:V—=Ve C(oz) por

Fy :v+—— v® 1. En consecuencia, el diagrama

Fy

Vv V®C(Oﬁ)

y_tv V ®Clop)

no es conmutativo, sino que para cada v € V se tiene
§-Fv@)=g-(Fv@ ") =73-1@ " 0) @1 =0@0s) = 05 (v ® 1) = 05(9) Fy (v).

Definimos el operador F:H— H tal que F lvy = ﬁv para cada representacion irreducible V' de

G, el cual claramente satisface que U([F]) = o.
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Finalmente, como cada componente conexa de PU(H)% puede verse como la proyectivizacion
del grupo de operadores unitarios U(H)%, se sigue la segunda parte del teorema, ya que P (U (H)G)
tiene el tipo de homotopia de un K(Z,2) (cf. [7, p.323]). O

Definicién 2.2.3. Un PU(H)-haz principal G-equivariante P — X sobre el G-espacio X, es
llamado estable, si para para todo x € X con subgrupo de isotropia G, existe una vecindad

G-equivariante U, de x y un isomorfismo de haces G -equivariantes
Ply, 2 U, x PU(H)

de tal manera que la G-accion sobre el factor PU(H) del lado derecho es mediante homomorfismos

estables.

Dos haces estables G-equivariantes unitarios proyectivos P y P’ sobre X se dicen ser isomorfos
si existe un homeomorfismo G-equivariante P — P’ de PU(H)-haces principales. Las clases de

isomorfismo de haces estables G-equivariantes unitarios proyectivos sobre X seran denotados por
Bun¥(X, PU(H)).

Los elementos en Bun (X, PU(H)) serén llamados torcimientos G-equivariantes.
Sea G un grupo de Lie compacto y consideremos el PU(#H)-haz unitario proyectivo G-

equivariante

PU(H)

EPU(H) x Homy (G, PU(H)) (2.5)

|

EPU(%) XPU(?-[) Homst(G, PU(%))
La PU(H)-accién derecha sobre el espacio total del haz en (2.5) es definida por:

EPU(H) x Homg (G, PU(H)) x PU(H) — EPU(H) x Homg(G, PU(H))

((a. f), F) +— (aF,F7fF)

donde F~!fF denota el homomorfismo conjugado de f por F.

La G-accién izquierda sobre el espacio total de (2.5) es definida como:

G x EPU(H) x Homg(G, PU(H)) — EPU(H) x Homg(G, PU(H))
(g.(a, f)) — (af(9),f(9)""f f(9))
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donde un célculo directo muestra que la G-accién es efectivamente una accion izquierda.
Llamamos al espacio base de este haz, el cociente homotopico.
Se sigue que el espacio total del haz (2.5) tiene una G-accion izquierda induciendo una G-accién

trivial sobre la base. Tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 2.2.4. El haz unitario proyectivo

PU(H) EPU(H) x Homy(G, PU(H)) (2.6)

|

EPU(%) XPU(?-[) Homst(G7 PU(H))

es un haz estable G-equivariante unitario proyectivo.

Demostracion. Sea g € G, (a,f) € EPU(H) x Homgu(G,PU(H)) y F € PU(H). Probemos

primero que la G-accién izquierda conmuta con la PU(H)-accién derecha; por un lado, tenemos

(9(a, NE = (af(9), f(9)"'f f(9)F
= (af(g9)F.F ' f(9)~'f f(9)F)

y por otro lado,
9((a, /)F) = glaF,F7'fF)
= (aFF ' f(g)F,F f(9) ' FF f FF f(g)F)
= (af(9)E,F f(9)"" f f(9)F);

lo cual muestra que las acciones conmutan.
Por otro lado, para la segunda condicién tomamos cualquier punto z € EPU(H) X pu(n)

Homg (G, PU(H)) y fijamos una vecindad contraible V' de z. Luego, como el haz restringido
EPU(H) x Homg(G, PU(H))|v
es trivializable, podemos hallar una seccion
EPU(H) x Homg(G, PU(H)) (2.7)

i

EPU(H) XPU(’H) Homst(G, PU(%))
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la cual se descompone como

con \:V — EPU(H)yn:V — Homg(G, PU(H)).
Sea f :=n(x) y consideremos la componente conexa Wy C Homgy (G, PU(H)) que contiene a
f. Por el Lema 2.1.6 sabemos que el grupo PU(H) actia transitivamente sobre W y por lo tanto

tenemos un homeomorfismo no candnico
PU(H)/PU(H); —= Wy, [F]— F'fF

donde
PU(H); = {F € PU(H) | F™\fF = f}

es el grupo de isotropia de f y actia por la derecha sobre PU(H), por conjugacién.

Por otro lado, como el haz
PUH)f — PU(H) — PU(H)/PU(H)s

es un haz principal y V' es contraible, podemos hallar un levantamiento o : V. — PU(H) de la

funcién n : V. — W} haciendo conmutar el diagrama

PU(H)

parav € V.

Consideremos ahora otra seccién
oV — EPU(H) x Homy(G, PU(H))
del diagrama (2.7) definida por la accién de o sobre «, esto es,
o/ (v) = a(v) o)™ = (Av)a(v) ™ a(v)n(v)e(v)™) = (N(v), f)
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donde X (v) := A(v)o(v)~L.
Con la secciéon o podemos definir una trivializacién local como sigue
V x PU(H) L (EPU(H) X PU(H) H0m5t<G, PU(H)))|V
(v, F) —— () F=WNWFF'fF). (2.8)
Transportando la G-accién al lado izquierdo de (2.8) se tiene que para cada g € Gy (v, F) €
V x PU(H),

1

g- (0, F) = ¢ (9(o(v, F)))

= ¢ (9N (v)F. FTIfF))
= ¢ NF(@F.Ff(9) f fl9)F)
= (v, f(9)F)

lo cual implica que la G-accién sobre PU(H) es multiplicacién por la izquierda por un homomor-

fismo estable fijo f.

2.3. Grupos de homotopia del PU(H)-fibrado universal

Teorema 2.3.1. Sea G un grupo de Lie compacto y Homg (G, PU(H))/PU(H) la categoria cu-
yo espacio de objetos consiste de los homomorfismos estables continuos de G al grupo unitario
proyectivo con la topologia compacto-abierto, y cuyo espacio de morfismos consiste en las transfor-
maciones naturales. Entonces las componentes conexas del cociente homotopico son parametrizadas

por las extensiones S'-centrales de G,
To(EPU(H) X puy Homy (G, PU(H))) = Ext.(G, S"),

y los grupos superiores de homotopia de cualquier componente conexa son

(

Hom(G,SY) sii=1
mi(EPU(H) X puy Homa (G, PU(H))) = | Z sii=3

0 en otro caso

\
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Demostracion. Del analisis en la subseccion 2.2 tenemos que las componentes conexas del cociente
homotopico

EPU(H) XPU(’H) Homst(G, PU(H))

son parametrizadas por Ext.(G,S'). Ademds, para todo homomorfismo estable a : G — PU(H),

la componente conexa definida por a es homotdpicamente equivalente a
EPU(H) X puny, {a} = B(PU(H),) = B(PU(H)“).

Por el teorema 2.2.2 tenemos que mo(PU(H)%) = Hom(G, S') es un isomorfismo de grupos,

y por lo tanto,

71 (B(PU(H)%)) = Hom(G, SY).

Ademsas, también por el Teorema 2.2.2, tenemos que mo( PU(H)%) = Z y que los deméas grupos

de homotopia son triviales. Por lo tanto,

3(B(PU(H)%)) = Z

mi(B(PU(H)%)) =0
parat=2e11 > 3. ]

Estos grupos de homotopia descritos en el teorema son precisamente los grupos de cohomologia

para el espacio clasificante BG en los grados que se muestran en el siguiente resultado.

Corolario 2.3.2. Para un grupo de Lie compacto G tenemos los siguientes isomorfismos,
Ti(EPU(H) X pyy Homg (G, PU(H))) = H* ' (BG, Z).

Demostracién. El espacio BG es conexo, de modo que H°(BG,Z) = Z, coincidiendo con el tercer
grupo de homotopia del cociente homotépico.

Como el grupo G es compacto, se sigue que my(BG) es finito, entonces m (BG) también es
finito y por lo tanto, H*(BG,Z) = 0, lo cual establece el isomorfismo para i = 2.

En [27, Prop. 4] se demuestra que la aplicacién natural
Hom(G,A) — [BG, BA]
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es un isomorfismo cuando A y G son grupos de Lie compactos y A es abeliano. En consecuencia,
Hom(G, S") = [BG, BS'] = H*(BG, Z),

lo cual prueba el isomorfismo para i = 1.

Por tltimo, Atiyah y Segal demuestran en [7, Prop. 6.3] que H3(BG,Z) = Ext.(G,S'), es-
tableciendo el isomorfismo para ¢ = 0. La idea de la demostracién de este resultado es usar los
grupos de hipercohomolofa H*(N,G, sh(S')) del nervio del grupo G con coeficientes en la gavilla

de funciones con valores en S'. Primero observan que
H*(N,G, sh(S")) = H**'(BG, Z)

y posteriormente aplican una sucesion espectral a los grupos de hipercohomologia para demostrar
que H2(N,G, sh(S')) puede describirse por medio de haces S'-principales sobre G a los cuales se
les puede dar una estructura de grupo que desciende sobre la estructura de grupo de G, més las
extensiones centrales de G por S* parametrizadas por 2-cociclos continuos de G con valores en S*,

lo cual es precisamente Ext.(G,S). O

2.4. Torcimientos equivariantes y cohomologia de Borel

equivariante
Dado un G-complejo celular finito X, se define su cohomologia de Borel equivariante como
H{(X) = H (X x¢ EG).

El objetivo del siguiente resultado es caracterizar los torcimientos G-equivariantes sobre un

G-espacio en términos de su cohomologia de Borel equivariante.

Teorema 2.4.1.

Bun@ (X, PU(H)) = HX(X;Z)

50



Torcimientos equivariantes

Es facil ver que el espacio Map(EG; BPU(H)), con la G-accién trivial sobre BPU(H), repre-
senta el funtor X — HZ(X;Z). En efecto,

[X,Map(EG; BPU(H))le = [X x EG; BPU(H)c
>~ [X x¢ EG; BPU(H)]
~ HY(X;7Z).
donde el ltimo isomorfismo se sigue por el hecho de que BPU(H) es homot6picamente equivalente

a K(Z,3), lo cual es una consecuencia de la sucesion exacta larga en homotopia inducida por la

fibracion

1 St U(H) PUH)—1.
De modo que el Teorema 2.4.1 es equivalente a demostrar que
¢ Bun@ (X, PU(H)) — [X,Map(EG; BPU(H))]q

es un isomorfismo. Para la demostracién de este teorema seguimos las técnicas usadas por Atiyah
y Segal en [7], y esta se divide en dos partes.

Se tiene en primer lugar, en el Lema 2.4.2, que la aplicacion ¢ definida a continuacion es
inyectiva. Dado P € Bun (X, PU(H)) se define ¢(P) como la aplicacién inducida ¢(P) : X —
Map(EG, BPU(H)) por la funcién clasificante X x EG — BPU(H) del haz proyectivo G-
equivariante P x FG — X x FG.

Lema 2.4.2 (Atiyah-Segal, [7]). La aplicacion
L2 Bun(X, PU(H)) — [X,Map(EG; BPU(H))]q,
es inyectiva.

Para demostrar la sobreyectividad, se construira un G-espacio 8 el cual es G-homotépicamente
equivalente al G-espacio Map(EG; BPU(H)), Lema 2.4.3; de tal manera que el isomorfismo indu-
cido [X;B|c — [X,Map(EG; BPU(H))]q se factoriza a través de ¢, es decir, hace conmutar el

siguiente diagrama

1%

[X;’B]G [Xv Map(EG; BPU(H))]G

\/

Buni(X, PU(H))
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probando asi el teorema.
Veremos a continuacion la construccién del G-espacio 8, que necesitaremos para concluir la
demostracion del Teorema 2.4.1.

Para cada subgrupo H C G, consideremos el espacio

By = H B (PU<HFI)H>
HeExt(H,S")
donde a cada extensién S'-central H de H le asociamos el espacio de Hilbert H g con la represen-
tacion proyectiva estable inducida por la extension.
Luego, sea B el funtor contravariante de la categoria de G-érbitas (cf. Apéndice A) a espacios,
definido por B(G/H) = By y consideremos la categoria topolégica Op cuyos objetos son ternas
(S,s,y), con S una o6rbita, s € Sy y € B(S5), tal que un morfismo (S, o, yo) —> (51, $1,¥1) e€s

una funcién 6 : Sy — Sy en O, con 0(sg) = 51y 6*(y1) = yo. Definimos
B = ’OB|

la realizacién geométrica de la categoria Op en el sentido de [37].

Es claro que el grupo G actua sobre la categoria Opg por

g- (S7S7y) = (S,gS,y),

de modo que el espacio B hereda una G-accién.

Por otro lado, el G-espacio B tiene un haz proyectivo G-equivariante tautolégico ¢ —"= B
dado por la realizacién geométrica |Og| de la categoria Op descrita anteriormente, asociada al
funtor

E:G/H—Ey= [ E@PUMHp"Y).
HeEzi(H,S1)

Luego, si denotamos por § : B x EG — BPU(H) la G-funcién que clasifica el haz proyectivo

G-equivariante € x FG — B x EG, esto es,

PU(H)—— € x EG

T X id

B x EG S~ BPU(H)
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entonces tenemos una G-funcién inducida
§: 9B — Map(EG; BPU(H)).
El teorema se sigue del siguiente resultado.
Lema 2.4.3. La aplicacion § : B — Map(EG; BPU(H)) es una G-equivalencia homotdpica.

Demostracion. Por el resultado de James y Segal (cf. [21]), es suficiente probar el resultado para

todo subgrupo cerrado H C G, esto es,
7(By) = m(Map(BH; BPU(H))) & H*Y(BH; 7).
O
Lema 2.4.4. §i P es un torcimiento G-equivariante sobre el G-complejo celular finito X, entonces
70(Ga(P)) = HA(X; 7).

Demostracion. Mostraremos que existe un isomorfismo entre mo(Gg(P)) vy mo(G(P X ¢ EG)) usando
induccion sobre las celdas del G-complejo celular X. Luego, si ) — Y es un haz principal unitario,
Atiyah y Segal muestran en [7] que 7o (G(Q)) = H*(Y;Z), de modo que el lema se sigue aplicando
este isomorfismo al haz () = P xg EG sobre Y = X xg EG, esto es,

70(Ga(P)) = mo(G(P xg EG)) =2 H*(X xg EG;7Z) = H:(X; Z)

Sea Xj el k-ésimo esqueleto de X y supongamos que X = X, para algin n. Para k£ = 0 la

afirmacién del lema se cumple ya que
7o(GaPlaym)) = mo( PU(H)) = HE(G/H; Z),
para toda 0-celda. M4s atin, si D* x G/H es una k-celda equivariante, entonces
Wo(gG(P|Dka/H)) = 7ro(gG(P‘G/H))

y por otro lado,

HE(D* x G/H;Z) = HE(G/H; Z),
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de modo que el lema permanece vélido para toda k-celda del tipo D* x G/H.

Supongamos que el lema se cumple para X,,_; y consideremos el coproducto fibrado

Xn1U, (D" x G/H)<— D" x G/H

J

n—1

S"lx G/H

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que X = X,,_1 Uy (D" x G/H). De modo que tenemos

de manera natural los diagramas inducidos

Ga(P) Ga(Plpnxa/m) G(P xg EG) G(P|prxa/n Xa EG)
Ga(Plx, ) —= G(Plsn-1xc/u) G(P|x, , x¢ EG) —=G(P|sn-1xa/n Xc EG)

Luego, mediante la restriccién de la aplicacién obvia ¢ : Gg(P) — G(P X¢ EG) a cada uno de

los subgrupos anteriores, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

G(P xg EQG) G(P

Ga(P) Ga(P|prxam)

| |

Ga(Plx,_,) —= Ga(P|sn-1xc/m)

jﬁ!x/ M

G(P|x, , xc EG) G(Plsr-1xa/u Xa EG)

DnxG/H XG EG)

Tomando los grupos de homotopia en el diagrama anterior y usando la hipdtesis de induccién,

obtenemos el isomorfismo que desedbamos establecer.
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K-teoria equivariante torcida

En el capitulo anterior construimos un espacio clasificante para los torcimientos equivariantes
de la K-teoria equivariante y en este capitulo establecemos la construccién precisa de los grupos
de K-teoria equivariante torcida en el sentido que comentamos en la introduccion de este trabajo.

En la primera seccién introducimos la definicion de K-teoria equivariante torcida y establecemos
algunas de sus propiedades cohomoldgicas. Posteriormente, en la segunda seccién, usamos las
propiedades cohomoldgicas para mostrar nuevos ejemplos del calculo de ciertos grupos de K-teoria
equivariante torcida, usando principalmente una sucesion de Mayer-Vietoris y trabajo previo de
K-teorfa torcida no equivariante (cf. [35]). Los ejemplos presentados conciernen a las esferas con la
accion trivial de un grupo de Lie compacto y diversos torcimientos equivariantes, lo cual muestra
un panorama diferente al caso no equivariante.

En la tercera seccion introducimos la definiciéon de un sistema de Cartan-Eilenberg, y mostra-
mos algunos ejemplos para el caso de K-teoria ordinaria y cohomologia. Concluimos el capitulo
presentando en la cuarta seccion una sucesién espectral para la K-teoria equivariante torcida, si-
guiendo el esquema de G. Segal en [37] y escribiendo el segundo término de esta sucesién espectral

usando cohomologia de Bredon equivariante.

3.1. Definicion de K-teoria equivariante torcida

Damos a continuacién la definicién de K-teoria equivariante torcida, las definiciones de los

grupos superiores y los grupos relativos. Establecemos ademés, las propiedades cohomolégicas que
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le dan una estructura de teoria de cohomologia generalizada.

Definicién 3.1.1. Sean G un grupo de Lie compacto y X un G-espacio celular finito. Si P es un

torcimiento G-equivariante, definimos la K-teoria G-equivariante P-torcida de X como el grupo
Kq(X; P) = [['(X; Fred(P))“],

cuyos elementos corresponden a clases de homotopia de secciones G-equivariantes del haz vectorial

G-equivariante de Fredholm asociado

Fred(P) := P X py(y) Fred(H).

Nota. Es importante sefialar que P es un haz fibrado cuyo grupo estructural PU(H) tiene la
topologfa compacto-abierto y el modelo de Fred(H) que estamos considerando aqui® consiste del
conjunto de parejas de operadores de Fredholm (A, B) tales que AB —1y BA — 1 son compactos,

con la topologia sobre Fred(H) inducida por el encaje
(A,B)— (A,B,AB—1,BA—1)

en Bx B xICxIC, con B el espacio de operadores acotados en H con la topologia compacto-abierto
y K el espacio de operadores compactos con la topologia de la norma. El hecho de que PU(H)
actia continuamente sobre F'red(H), por conjugacion, y que efectivamente Fred(H) representa
un espacio clasificante para la K-teorfa es demostrado en la Proposicién 3.1 de [7]. En la seccién 3
de [7] se hace un andlisis detallado de lo comentado anteriormente y se comenta sobre otra posible

eleccion del modelo para representar la K-teoria torcida.

Observemos que la G-accién sobre Fred(P) estd dada mediante la G-accién en Py la corres-

pondiente G-accién en Fred(H).

Veremos a continuacién que la definiciéon anterior de K-teoria equivariante torcida, se reduce

al grupo de representaciones proyectivas cuando el espacio consiste de s6lo un punto.

YEn [7], Atiyah y Segal denotan este espacio por Fred'(H).
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3.1.1. El grupo de representaciones proyectivas

Sea G un grupo de Lie compacto actuando sobre el G-espacio trivial X dado por un punto, y
P € Bungi(x; PU(H)) un torcimiento G-equivariante, esto es, un haz proyectivo P = PU(H) con
una G-accién estable mediante a : G — PU(H). Es facil ver que dicho torcimiento es determinado
univocamente por el elemento en H*(BG;Z) = [BG; K(Z;3)] dado por la clase de homotopia
de la aplicacién clasificante Ba : BG — BPU(H) ~ K(Z;3) inducida por el homomorfismo
a: G — PU(H). Veamos explicitamente a que corresponde el grupo de K-teoria equivariante
torcida Kq(x; P).

Consideremos la aplicacion

ind: Kg(x: P) — R(G)

T —— KerT — Coker T

donde T" : H — H es un operador de Fredholm é—equivariante, cuya G-accién estd dada por
multiplicacién compleja sobre el central S!, de modo que los subespacios Ker T' y Coker T son
de manera natural é—representaciones de dimension finita, y su diferencia es un elemento del
grupo R(G). Sin embargo la aplicacién ind no es sobreyectiva, ya que ind(Kg(*; P)) corresponde
precisamente al subgrupo de las representaciones virtuales sobre las cuéles el central S! actiia por
multiplicacion compleja.

Por otro lado, si a : G x G — S es el homomorfismo asociado a la extension G y T G —
Aut(V) es una representacion de G, entonces la restriccion p = 7|¢ : G — Aut(V) corresponde a
una representacién proyectiva, o bien, una representaciéon a-torcida ya que p(g)p(h) = a(g, h)p(gh)
para cada g, h € G. Si denotamos el grupo de todas las representaciones a-torcidas de G por R, (G),

entonces tenemos el siguiente isomorfismo
ind : Kg(x : P) —= R,(G) C R(G) .

El elemento « define de manera natural una clase de cohomologia en H?(G; S') = H3(G;Z), la cual
coincide precisamente con la clase definida por la aplicaciéon Ba : BG — BPU(H), mencionada

al principio de esta subseccion.
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3.1.2. Grupos relativos y superiores de K-teoria equivariante torcida

Para definir los grupos relativos de K-teoria usaremos la construccién del espacio fibra ho-
motépica (cf. [19]). Si ¢ : A — B es cualquier aplicacién continua, su fibra homotépica es

definida como
B, :={(a, f) € Ax BO | f(0) = ¢(a)}.

Tal espacio tiene la propiedad de que la aplicacién E, — B definida por ev; : (a, f) — f(1) es
una fibracién (cf. [19], Prop. 4.64), cuya fibra es denotada por F, y es llamada la fibra homotdpica

de f, la cual explicitamente esta dada por

(Fo)o = {(a, f) € Ax BOU| £(0) = p(a), f(1) = bo}
para algiin punto base by € B.

Definicién 3.1.2. Sea G un grupo de Lie compacto, (X, A) una G-pareja celular finita y P un

torcimiento G-equivariante sobre X. Entonces, dada la aplicacion de restriccion

[(X; Fred(P))¢ —L %~ T(A; Fred(P|4))% ,

Y Fres(X, A; P) la correspondiente fibra homotopica, definimos los grupos relativos de K-teoria

equivariante torcida por

Ko(X, A; P) :=mo(Fres(X, A; P)).
Por otro lado, como el elemento

0
d 0

€ Fred(H ®H) = Fred(H)

es fijado bajo PU(H), éste forma una seccién del haz Fred(P), la cual claramente es G-invariante.
Por lo tanto, T'(X; Fred(P))Y tiene un punto base distinguido y podemos hablar sobre grupos

superiores de homotopia.

Definicién 3.1.3. Sea G un grupo de Lie compacto, (X, A) una G-pareja celular finita y P un

torcimiento G-equivariante sobre X. Definimos
Kg'(X; P) := m(T(X; Fred(P))%).
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Asimismo, definimos

K&i(X, A; P) = m(Fres(X, A; P))

con Fres(X, A; P) la fibra homotdpica de la restriccion

[(X; Fred(P))¢ — %5~ T(A; Fred(P|4))C .

3.1.3. Propiedades cohomolégicas

Los grupos de K-teoria equivariante torcida definidos en la subseccion anterior satisfacen ciertas
propiedades, las cuales enlistamos enseguida, de tal manera que le dan una estructura de teoria de
cohomologia generalizada. La demostracion de estas propiedades puede consultarse en el articulo
[16], donde Freed, Hopkins y Teleman demuestran (Proposicién 3.3) que la K-teoria equivariante
torcida de un grupoide X satisface las propiedades de una teoria de cohomologia generalizada, y
las propiedades presentadas en esta seccion corresponden al caso particular del grupoide accién
[X/G] con X un G-espacio CW finito.

Mas precisamente, sea Ttoist la categoria cuyos objetos consisten de parejas de G-complejos
celulares (X, A) con un torcimiento G-equivariante P € Bun (X, PU(H)). En la categoria Ttoist,
un morfismo f : (X, A; P) — (Y, B; Q) consiste en una aplicacién G-equivariante f: P — @ de
PU(H)-haces principales que induce una aplicacién G-equivariante f : (X, A) —s (Y, B), entre

parejas de G-complejos celulares, de tal manera que el siguiente diagrama es conmumativo

p_ I

Q.

f

X Y

La conmutatividad de este diagrama implica que el diagrama inducido

f

Fred(P) Fred(Q)

59



Capitulo 3

es también conmutativo. Por lo tanto, tenemos una aplicaciéon G-equivariante entre los corres-
pondientes espacios de secciones I'(X, A; Fred(P)) — (Y, B; Fred(Q)) que desciende a un ho-
momorfismo al nivel de los grupos de homotopia (Definicién 3.1.3) y por lo tanto, tenemos el

homomorfismo

[P K (X, A P) — KG'(Y, B; Q).

Entonces, la K-teoria equivariante torcida define un funtor Twist — Ab. De hecho, define un

funtor homotdpico, donde una homotopia en Ttoist es dada en la siguiente definicion.

Definicién 3.1.4. Una homotopia entre dos aplicaciones
f9: (X, A P) — (Y, B;Q)

es una aplicacion

(X, 4) x [0,1];7"P) — (Y, B; Q)

conm: (X, A) x[0,1] — (X, A) dada por la proyeccion, tal que la restriccion a (X, A) x {0} es
fya(X,A) x{1} esg.

La correspondencia

K;': (X, A; P)— K;'(X,A; P)

es un funtor homotdpico contravariante de la categoria Ttoist a la categoria de grupos abelianos.

El funtor de K-teoria equivariante torcida satisface las siguientes propiedades cohomoldgicas.
Invarianza homotopica. Dadas dos aplicaciones homotopicas
f)g : <X7A7P) — <Y7BaQ)7

entre parejas de G-complejos celulares, tenemos que las inducidas en los correspondientes espacios

de secciones G-equivariantes
g (Y, B; Fred(Q))® — I'(X, A; Fred(P))¢
son también homotdpicas, por lo tanto
fr=9":EK5'(Y,B;Q) — Kg'(X,A; P).
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Sucesion exacta larga. De la fibracién establecida en la definicion 3.1.2

Fs(X, A; P) ['(X; Fred(P))¢ —L %5~ T(A; Fred(P|4)) |

tenemos la siguiente sucesion exacta larga

o — KGU(X, A P) — KG'(X; P) — K5'(A; P) — K™Y (X, A P) — -+

o — KY(X, A: P) — KY(X; P) — K%(A; P)

Aditividad. Si (X, A; P) = [[,(Xx, Ax; Py), entonces
KG'(X, A P) — [[ K5'(Xx, Ax; Py)
A
es un isomorfismo.
FEscision. Si Z C A es un G-subcomplejo celular contenido en el interior de A, entonces la aplicacion
KG'(X,A;P) — K ' (X \ Z,A\ Z; P)

es un isomorfismo (cf. [16, Prop. 3.3-(ii)]).

Observacion. 3.1.5. El axioma de la dimensién para una teoria de cohomologia h* establece que
h"(x) = 0 para n # 0. Sin embargo, en el caso de los grupos de K-teoria equivariante torcida esto

no se cumple, pues de hecho el Teorema de Periodicidad de Bott establece que
KG'(X: P) = K 2(X; P). (3.1)

Este resultado se sigue por la existencia de una equivalencia homotépica entre Fred(H) y
O?Fred(H) la cual, al ser U(H)-equivariante (cf. [7, Sec. 4]), induce una equivalencia homotépica
fibra a fibra entre Fred(P) = P X pyy) Fred(®) y Q*Fred(P) := P X py) Q*Fred(H) de la cual
se sigue el isomorfismo (3.1).

Debido a esta propiedad de periodicidad, esta teoria no puede cumplir el axioma de la dimension

que caracteriza a una teoria de cohomologia, sagin los axiomas de Eilenberg-Maclane, pero al
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cumplir el resto de los axiomas antes enlistados y usando Periodicidad de Bott para definir los
K-grupos para todo entero mediante

, K2(X,A;P)  siies par,
k(x4 p) = | ¢!

K;'(X,A; P)  siiesimpar,
se sigue que la K-teoria equivariante torcida es una teoria de cohomologia generalizada sobre la

categoria Ttoist.

3.2. Ejemplos

Es claro que si el torcimiento G-equivariante P estd dado por el PU(H)-haz trivial, entonces
el grupo de K-teoria equivariante torcida es isomorfo al grupo de K-teoria equivariante ordinaria
Kq(X; P) = Kg(X), si ademds, la G-accion es trivial entonces tenemos el conocido resultado (cf.
[38]),

Kq(X;P) = Kg(X) 2 K(X)® R(G).

Resultado que podemos interpretar, a riego de ser impreciso, como una “separacion” de la parte la
parte geométrica y la accién del grupo, lo cual se puede apreciar mas claramente por el isomorfismo
mostrado en (#1), pagina 17.

En el caso de torsion discreta (ver Seccién 1.7) tenemos un resultado similar, donde la parte
torcida queda totalmente soportada por el grupo de representaciones torcidas, esto se debe esen-
cialmente a que el torcimiento es de caracter algebraico, es decir, depende sélo del grupo en cuestién
siendo practicamente irrelevante el espacio X, de modo que si al torcimiento G-equivariante P le

corresponde el elemento o € H (%, Z) = H?*(G,S'), entonces
Ka(X: P) = “Ko(X) = K(X) ® Ru(G),

con la G-accion trivial sobre X.

En los ejemplos que mostramos a continuacion hemos considerado torcimientos G-equivariantes
que dependen tanto del grupo G' como del espacio X, presentando resultados de naturaleza similar
a los anteriores y en los cuales se aprecia de manera clara la forma en la que se “separa” la parte

geométrica de la accion del grupo. De tal manera que incluso con la G-accion trivial, los grupos de
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K-teoria equivariante torcida difieren de los casos antes mencionados, la razén subyace fuertemente
en la naturaleza del torcimiento G-equivariante P.

Cuando la accién no es trivial, no es claro (al menos en el momento de escribir estas notas)
como calcular los grupos de K-teoria equivariante torcida de manera directa. De modo que a fin
de tener una herramienta que nos permita obtener informacién sobre tales grupos, en la Seccion

3.4 se proporciona una sucesion espectral siguiendo las ideas de G. Segal (cf. [37, 38]).

3.2.1. La esfera de dimension 1.

En esta subseccién mostraremos algunos resultados sobre los grupos de K-teoria equivariante
torcida de la esfera S' con la accién trivial de un grupo finito G. Lo primero que debemos observar

es que la cohomologia equivariante de S! presenta la siguiente descomposicién
HE(S';7) = H'(S") ® H*(BG) ) H(S") ® H*(BG),

va que por definicién HZ (S Z) =2 H3(S' xg EG;Z) = H3(S' x BG;Z) pues la G-accién sobre
St es trivial, y como H*(S';Z) es libre de torsién podemos aplicar la férmula de Kiinneth (cf. [19,
Teo. 3.16]). De modo que toda clase de cohomologia o € HZ(S';Z) presenta una descomposicién
en subclases de cohomologia o = v @ 3, con v € H'(S') ® H*(BG) y 8 € H(S') ® H*(BQG).

Por otro lado, del isomorfismo
H'(S',7Z) ® H*(BG,Z) =~ H*(BG,Z) < H'(G, S") 2 Hom(G, S"),

podemos ver a todo elemento v € H(S',Z) ® H*(BG,Z) como un homomorfismo v : G — S,

y definimos la siguiente representacion lineal 1-dimensional asociada,
py G — Aut(C)
g +— p(9):=109).

Proposicién 3.2.1. Sea G un grupo finito actuando trivialmente sobre la esfera S* y v ® B la

clase de cohomologia asociada al torcimiento G-equivariante P € Bun$t(S'; PU(H)). Entonces

R3(G) siy=0

0 sty # 0.

Kg(S'P) =
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Kg(S% P) = Rs(G)/(1 = py),
donde p. es la representacion lineal asociada a vy y el cociente es tomado mediante la accion de los

escalares sobre el R(G)-mddulo Rg(G).

Demostracion. La sucesién de Mayer-Vietoris para K}(S'; P) estd dada por

Kg(ShP) K&(U; Ply) @ Kg(V; Plv) — Kg(5°% Puav)

| |

K&(8% Pluay) <— K¢ (U : Ply) & Kg(V; Plv) <—— Kg(S% P)

con U y V dos abiertos G-equivariantemente contractiles. Por el anélisis hecho en la seccién 3.1.1,

la sucesién anterior se reduce a

K%(Sl; P) - Ra|U(G) S ROé|V(G) - Ra|UnV(G) S Ra|UﬁV(G)

| |

0 K4(SY P)

donde @ = v & .

La aplicacién Ry, (G) — Rajyny (G) @ Rajyny (G) corresponde a la aplicacién inducida por
el isomorfismo de la subseccién 3.1.1 y la restriccién inducida en los K-grupos K(U; Ply) —
K2(S°% Pyry) mediante la inclusion i : UNV — U

Para la correspondiente trivializacién de j : U NV — V| es necesario interpretar el efecto del
cociclo y sobre los K-grupos centrales. De modo que si p, es la representacién lineal 1-dimensional
asociada a 7, entonces j* : Rg(G) — Rz(G) @ Rp(G) estd dado por

j* to— (bap’}/b)
y se sigue que para o =y @ f3,
v
Rs(G) ® Rs(G) —— Rs(G) ® Rs(G)
(a,b) —— (a—0b,a—py-b).
Después de un apropiado cambio de base obtenemos que,
R3(G) siy=0

0 siy # 0.

K2(S*; P) = Coker 1) =
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Kg (S5 P) = Ker ¢ = Rg(G)/(1 - p,),

donde el cociente es tomado mediante la accién de los escalares sobre el R(G)-mdédulo Rg(G). O

Si G es ciclico de orden finito p, entonces H3(BG) = 0y H&(S') = H'(S') @ H*(BG), de

modo que o = v @ 0. En este caso,
¥(a,b) = (a—b,a—a" - b)
donde z" es el elemento correspondiente a la representacion p., mediante el isomorfismo

R(G) — Z[z]/(1 —2P)

n

Py T x
Por lo tanto K&(S'; P) =0,y
K§(S' P) = Zla) /(1 — 2,1 — 2™) = Z[z] /(1 — %),

con d = (n,p).

3.2.2. La esfera de dimension 2.

En el caso de la esfera de dimensién 2 con la accion trivial de un grupo finito G, la formula de

Kiinneth para su tercer grupo de cohomologia de Borel equivariante esta dada por
H(S* Z) = HP(BG: ),

va que H?(S?)®@ H'(BG) = 0 por ser G finito. En consecuencia, sus grupos de K-teorfa equivariante
torcida corresponden todos a grupos de K-teoria con torsién discreta (cf. [1]) y por ser la G-accién

trivial, tenemos que

K& (8% P) = K*(5%) @ Rg(G),
donde 3 corresponde a la clase de cohomologia del haz P en H3(BG;Z).
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3.2.3. La esfera de dimension 3.

Nuevamente consideramos la accién trivial de un grupo finito G, ahora sobre la esfera S®.
En este caso, vemos que su tercer grupo de cohomologia G-equivariante presenta la siguiente
descomposicion,

HE(S%2) = HY(S% Z) @ H*(BG; Z),

de modo que toda clase de cohomologia o € H,(S?; Z) admite una descomposicién del tipo ny @ 3,
donde v € H3(S3;7Z) es el generador y 8 € H*(BG;Z).

Por otro lado, podemos tomar una G-cubierta dada por abiertos contractiles U y V' que satis-
facen las condiciones de Mayer-Vietoris, y tenemos la siguiente sucesién para K, (S?; P), con P un

torcimiento G-equivariante de S3.

K§(S% P) — K&(U; P) @ Kg(V; P) — K(S* P)

| l

K4(5% P)<— KL(U; P) ® K§(V; P) <— K§(S% P)

el cual se reduce a

Kg(SS; P) - Ra|U(G) S Ra|V(G) - Ra|Umv(G) S5 Ra|Umv(G)

| |

0 KL(S3; P)

donde « es la clase de cohomologia asociada a P.
Lema 3.2.2. Si S? tiene la Z,-accion trivial con un torcimiento equivariante P, entonces
Kz, (8% P) = “K*(S°) @ Z[z]/(1 - aP),

donde « es la clase en cohomologia dada por la imagen de la clase de P, mediante la proyeccion

H3(S37Z) = H3(S%Z) ® H¥(BG;Z) — H3(S*Z).
Demostracion. Como G := Z, es ciclico, entonces H*(BG,Z) =20y
HA(S%,Z) = HY(S%2) ~ I,
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ademsés

HE(U,Z) = HE (V. Z) = Ho(UNV, Z) =0,

de modo que las restricciones del haz P|y, Ply v P|yny son triviales. Por lo tanto, la sucesién de

Mayer-Vietoris se reduce a

0— = K&(S% P)— = R(G) ® R(G) —“= R(G) & R(G) — = KL(S% P) — =0

De modo que K2(S?%; P) = Ker ¢ y K5(S?; P) = Coker 1. Veamos ahora a quienes corresponden
explicitamente estos grupos de K-teoria.

Por ser GG ciclico, se tiene que

R(G) = Z[z]/1 — 2. (3.2)

En consecuencia, si la clase de cohomologia asociada a P esta dada por n-y, con ~ el generador de
H3(S3;Z), entonces
v R(G)® R(G) — R(G)® R(G)
(a,b) — (a—b,a —nb)

Por lo tanto,

K&(S%P) = 0

KL(S* P) = Z,[x]/(1 — aP).
El resultado del lema se sigue del hecho de que " K'(S%) 2 Z,,, ™ K°(S?) 2 0 y de (3.2). O
Podemos generalizar el caso anterior, de la siguiente manera.

Proposicién 3.2.3. Si P es un torcimiento equivariante del G-espacio trivial S, cuya clase de

cohomologia estd dada por n® 0 € H3(S;Z) @ H3*(BG;Z), entonces
K5(S% P) = "K*(S%) ® R(G).

La demostracion sigue practicamente el mismo argumento que la demostracion del Lema 3.2.2.

Finalizamos con el siguiente resultado para torcimientos equivariantes mas generales.
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Proposicién 3.2.4. Si S? tiene la accién trivial de un grupo finito G y P es un torcimiento

G-equivariante cuya clase de cohomologia es oo = ny @ 3, entonces
K&(S% P) = ME*(S°) ® Re(G),
donde v es el generador de H*(S*;Z) y 8 € H3(BG;Z).

Demostracion. Para una cubierta contractil dada por U y V, la sucesiéon de Mayer-Vietoris tiene

la siguiente forma,

0 — K%(S3 P)——= K&(U; P) ® K&(V; P) L KL(UNV;P)— KL(S%P)—=0

de modo que K2(S%; P) = Ker ¢ y KL(S?; P) = Coker v, donde
Y=o 5% (a,b) — i*(a) — 55 (b),

coni:UNV —-Uyj:UNV — V las inclusiones canodnicas.

Para calcular explicitamente las aplicaciones i* y j*, es necesario conocer céomo se trivializa la
clase ny @ 3 a cada uno de los abiertos U y V de esta cubierta de S®, asf como la restriccién a
unv.

Sean Ey y Ey, G-haces S-torcidos sobre U y V' respectivamente. Estos haces son triviales por la
contractibilidad de U y V', de modo que corresponden a representaciones proyectivas ([-torcidas)

de G ya que la G-accién sobre S? es trivial. Entonces
Ey=UxC; y Ey=2VxCj
donde Cj; denota una representacién -torcida de G por lo tanto, si escogemos la trivializacion
i UxCh—UNV xCj

tendremos que
J iV xCir— (UNV xCj) @ L"
donde L es corresponde a la representacién lineal trivial de G. Se sigue que
Y (a,b) — (a — b,a — nb).
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Por otro lado, consideremos la siguiente sucesién exacta dada por Mayer-Vietoris para ™ K*(S?3)

0—— "7K0(53)—>Z@Zi>Z@Z—> M KL(S3) — 0

donde ¢ : (k,l) — (k—1,k—nl). De modo que tomando el producto tensorial con Rz(G) en cada

término de la sucesion anterior, obtenemos
0 —> MEK(S%) ® Ry(G) —> Ry(G) ® Ra(G) —> Ry(G) ® Rs(G) —> "K(S) @ Rs(G) — 0
la cual sigue siendo exacta y ademas ¢ = ). Se sigue que,

K5(S?; P) =~ "K*(S%) @ Rs(G).

3.2.4. Esferas de dimensién mayor a 3.

En este caso, tenemos una situacion similar al caso de la esfera de dimension 2. Observemos
que la féormula de Kiinneth para el tercer grupo de cohomologia de Borel equivariante de una esfera

de dimensién n > 3 con la G-accién trivial estd dada por
HA(S™Z) = HY(BG; Z),

al igual que en el caso de S?, ya que H?(S")® H'(BG) = 0 paran > 3. En consecuencia, sus grupos
de K-teoria equivariante torcida corresponden todos a grupos de K-teoria con torsién discreta y

por ser la G-accién trivial, tenemos que
Kg(5™ P) = K*(5") @ Rs(G),

donde 3 corresponde a la clase de cohomologia del haz P en H*(BG;Z).

3.3. Sistemas de Cartan-Eilenberg

Sea S = {H(p,q)} una familia de médulos, uno por cada pareja de enteros (p,q) tales que
oo < p < q < oco. La familia 57 es llamada un sistema de Cartan-Eilenberg si satisface los

siguientes axiomas:
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CE-1.

CE-2.

CE-3.

CE-4.

CE-5.

CE-6.

CE-7.

Existen homomorfismos
n:H®@,q¢)— H(p,q)
sip<p'yq<dq.
Para una terna de enteros —oo < p < g < r < 0o existe un homomorfismo de conexién.

La aplicaciéon H(p,q) — H(p, q) estd dada por la identidad.

Sip<p <p'yq<q <" entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

H(",q") H(p,q)

~

H(p',q)

Para p <9p', ¢ < ¢ y r <7/, el siguiente diagrama es conmutativo:

H(p',¢') — H(d, ")

| |

H(pa q) 4>H(q7 T)
Para —oo < p < g <r < 00, la siguiente sucesion es exacta:

= H(q,r) = H(p.r) —= H(p,q) == H(q,r) —> -

Para cada q fijo,
H(q,q) —H(q—1,q) —>+—=H(p,q) —H(p—1,q9) — -

tiene como limite directo a H(—o0, q).

Denotamos por H(p) a H(p,o0) y por H a H(—00,00). Definimos

Z0 = Im (H(p,p+r) = H(p,p+1))
Bl = Im (Hp—r+1,p) — H(p,p+1))

E} = Z7/B;

Lo anterior define una sucesion espectral que cuando converge, lo hace a H.
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Ejemplo 3.3.1 (Mdédulos diferenciales filtrados). Todo médulo graduado A con diferencial d y
filtracién FPA, define un sistema de Cartan-Eilenberg mediante H(p,q) = H(FPA/F1A).

Ejemplo 3.3.2. Sea X un espacio topolégico y {X?} una familia de subespacios definida para
todo entero p, tal que X? C XP*!, X~ = g y X*® = X. Definimos

donde H™(X9, XP) corresponden a los grupos de cohomologia de la pareja (X7, X?) respecto a
alguna teoria de cohomologia fija. En este caso, la familia 5 = {H(p,q)} no siempre define un
sistema da Cartan-Eilenberg, siendo el axioma (CE-7) el que no necesariamente se satisface. Sin
embargo, en el caso de cohomologia celular H* y complejos CW con filtracién por esqueletos, dicha

familia 7 define efectivamente un sistema de Cartan-Eilenberg.

Ejemplo 3.3.3 (Atiyah-Hirzebruch). Si X es un complejo celular finito con una filtracién mediante
esqueletos { XP}, y K™(X? XP) denota el n-ésimo grupo de K-teoria compleja de la pareja (X9, XP),
definimos

H(p.q) = K*(X", X77Y).

Resulta que la familia 5 = {H(p,q)} define un sistema de Cartan-Eilenberg, pues en este caso
los axiomas (CE-1)-(CE-7) corresponden a las propiedades cohomoldgicas de la K-teoria compleja.
De modo que podemos formar la sucesion espectral EP, llamada la sucesion espectral de Atiyah-

Hirzebruch (cf. [5]). El término EY estd dado por
EP = CP(X,Z)
ya que

Z{ = Im (H(p,p+1)— H(p,p+1))=H(p,p+1)
BY = Im (H(p,p) » H(p,p+1))=Im (0— H(p,p+1)) =0
EY = Z{/BY=H(p,p+1)=K"(X",X"1)

Observacion. 3.3.4. En general, la convergencia de una sucesién espectral inducida por un sis-

tema de Cartan-Eilenberg, asi como el tipo de convergencia, dependen de varios factores relativos
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a la familia de médulos 7 = {H(p,q)} (cf. [11, Cap. XV, Seccién 7] y [30, p. 59]). Incluso, si los
modulos de la familia 77 estan inducidos por los grupos de cohomologia de una teoria de cohomo-
logia fija, esta sucesién podria no converger, como se comenta en el Ejemplo 3.3.2. Sin embargo,
como en este trabajo estamos considerando GG-complejos celulares finitos, podemos garantizar la
convergencia de la sucesion espectral asociada al sistema de Cartan-Eilenberg formado los grupos

de K-teoria equivariante torcida, la cual es estudiada en la siguiente seccion.

3.4. Sucesién espectral a la Segal

El objetivo de esta seccién es establcer una sucesiéon espectral cuyo término Fs sea “sencillo” de
calcular y que converja a K} (X; P). Podriamos proceder de la misma manera que en la sucesién
espectral de Atiyah-Hirzebruch para la K-teoria ordinaria, esto es, para el G-complejo celular finito

X definimos la familia de modulos
H(p,q) :== K&(XP, X1 P),

asociada a la filtracion por esqueletos de X, la cual tiene una estructura de sistema de Cartan-
Eilenberg (cf. [11, Cap. XV]), ya que los axiomas (CE-1)-(CE-7) corresponden justo a las propie-
dades cohomoldgicas del funtor de K-teoria equivariante torcida. Luego, como X es un G-complejo
celular finito, la sucesion espectral asociada a tal sistema converge, y lo hace a Kg+q(X ; P). Sin
embargo en este caso el término inicial de la sucesion espectral, " = K} (X?, XP~1; P), no apor-
ta ninguna ventaja computacional sobre el problema original, de modo que no es la forma mas

conveniente de proceder.

Por lo anterior, seguiremos el enfoque de Segal en [38], que consiste esencialmente en construir

un espacio Wy, asociado al espacio X y a la G-cubierta finita por subconjuntos cerrados
% ={Uib, (3.3)

sobre X, de tal manera que K3 (Wy; P) = K5(X; P) y que ademds su correspondiente sistema de
Cartan-Eilenberg H (p, q) := K& (WP WP~; P) asociado a cierta filtracién presenta propiedades

que permiten calcular las primeras dos diferenciales de la sucesion espectral de manera explicita.
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Teorema 3.4.1. Sea G un grupo finito, X un G-complejo celular finito y P € Buni(X; PU(H))
un torcimiento equivariante. Dada una G-cubierta finita % = {U;}}Y, de subconjuntos cerrados de

X, existe una sucesion espectral EP9 tal que
By = i K
y convergente a K5 (X; P), donde K9 es la pregavilla U — K&(U; P).

A fin de proporcionar la demostracion de este resultado, daremos la definicién del G-espacio
Wy asociado a la G-cubierta finita cerrada % = {U;}N,, de X.
Sea Ny, el nervio de la cubierta %/, esto es, un complejo simplicial finito cuyos simplejos son

los subconjuntos de la forma {0 < iy <i; < --- <, < N} tales que

Uy NU, N -NU;, # 2,

y |N#| su realizacién geométrica. Si J = {0 < iy < 4y < --- < i, < N}, escribiremos J,) para

indicar que el subconjunto J tiene n elementos. Asimismo, usaremos la notacién
Usyy =Uix, NU, NN U,
Definimos Wy, como el subespacio cerrado

U Us,, x 130 (3.4)

0<i<N

del producto X x [Ny |y w: Wy — X la proyeccién en el primer factor. El siguiente resultado

es importante para la demostracién del Teorema 3.4.1.
Lema 3.4.2. K (Wy; P) = K5(X; P).
La demostracién de este lema sigue los argumentos usados por G. Segal en [38, Sec. 5] y [37].

Demostracion. Sea X, el conjunto de puntos z € X que se encuentran contenidos en al menos
p+ 1 elementos distintos de % , esto es, x € Us,, para algun J,). Como la cubierta es finita, con

N elementos, se tiene que X, = & para p > N, esto es,

XN =Xnp1 = XNj2 == 4.
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De tal manera que tenemos una filtracion de X por subespacios,
X:X()DXlDXQD"'DXN_lDXNZQ,

la cual, mediante w : W5 — X induce una filtracién sobre Wy, a saber, W, = w™*(X,). De

modo que tenemos el diagrama conmutativo,

L(Us,, Us,, 0 Xpia) X [J ) (Wp, Wpi1)

H<U3<w UJ(p) N Xpi1) (Xp, Xpi1)

cuyas aplicaciones horizontales son dadas por homeomorfismos relativos G-equivariantes y la apli-

cacion vertical de la izquierda del diagrama es una G-equivalencia homotépica. En consecuencia,
K&Wp, W13 P) = K& (Xp, Xpia; P)
para todo p. Por otro lado, como los grupos
BV = KZF(Wy, Wy P)

son triviales para p > N y para p < 0, se sigue que el primer término de la sucesiéon espectral que
éstos definen, estd localizada en N columnas en el plano cartesiano (desde la columna p = 0 hasta

p =N —1). Luego, las diferenciales
d, : BP9 —s pptra-rtl

son todas triviales para r > N y por lo tanto la sucesién espectral converge en el término N y se

sigue el resultado que desedbamos mostrar. O

Demostracion del Teorema 3.4.1. Al espacio Wy, definido en (3.4), podemos asociarle una filtra-
cion
Wocwlc...cWy

dada por
WP .= U UJ(i) X |J(i)|,

0<i<p
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esto es, la imagen inversa del p-esqueleto de |Ny|. A esta filtracién le corresponde un sistema

de Cartan-Eilenberg y en consecuencia una sucesion espectral convergiendo a K (Wy; P) cuyo
primer término esta dado por K gfrq(W” , WP~ P). Luego, a fin de reformular éste primer término

y poder expresarlo en forma maés explicita aplicamos el funtor K (—; P) a la sucesién
X =< HUJ(O)%HUJ(U <—5HUJ(2>"'
donde las flechas son dadas por inclusion y obtenemos la sucesién
K&(Xu P) HHKE‘(UJ(()); P) — HKE‘(UJ(U; P) :;HKE(UJ(Q); P) T

donde los morfismos satisfacen ciertas condiciones de pegado inducidas por las funciones de pegado
del torcimiento G-equivariante P. Més especificamente, sobre cada doble interseccién U; NU; existe

un isomorfismo

Lij ® Ply, — Ply, (3.5)

de tal manera que sobre cada triple interseccién tenemos que se cumple la condiciéon de cociclo
dada por el isomorfismo

ij & Lij — le

Esto implica que los morfismos en la sucesién son dados por la composicion de restricciones y
automorfismos de la K-teoria equivariante torcida.

Definimos

Y = K§(Ay; P), donde 4, := [ Uy,

Luego, si AP es el p-simplejo estdndar y AP su (p—1)-esqueleto, de la terna (A, x AP, A, X Ar, A, X

AP~1) obtenemos la sucesién exacta
0 — K71 (A, x APJ A, x APV P) — KBP(A, x AP, A, x AP; P) — 0,
esto es, un isomorfismo
KA, x AP, A, x AP; P) =2 KEF7N (A, x AP, A, x AP~L: P),
y usando el principio de escision en la pareja (A, x Ar, A, x AP~ tenemos
KPP (A, x AP, A, x AP7Y P) =2 KEFTH (A, x AP7L A, x APTL P)
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en consecuencia
KEFI(A, x AP, A, x AP; P) =2 KEFH (A, x AP71 A, x AP71 P)
e inductivamente, se sigue que
EPT = KPF(A, x AP, A, x AP; P).

Luego, de las propiedades cohomolégicas de K (—) y la equivalencia homotépica relativa (A, x

AP A, x AP) — (WP WP~1) se sigue que,
EP o~ KEH (WP WP P).
Por lo tanto, de la conmutatividad del diagrama

dp,q
Ef?q 1 Ef'i'l:q

(gli?aq

KgH(Wp, WPl P) ——= KgH T (WP e, P)

obtenemos que la sucesion espectral EP? converge a K5 (Wy; P).

Finalmente, si K es la pregavilla U — K, &(U; P), entonces por definicién se sigue que

EDY =~ AP (%, K9).

Del teorema anterior se deduce que ds = 0 y entonces Fy = Ej.
Por otro lado, si tomamos el limite directo de la familia de sucesiones espectrales correspon-
dientes a cada cubierta cerrada e indexada por éstas, entonces del teorema anterior obtenemos el

siguiente resultado.

Proposiciéon 3.4.3. Dado un grupo finito G, un G-complejo celular finito X y P €

Buni(X; PU(H)), existe una sucesidn espectral EP? tal que
b = HP(X, K7)
y convergente a K5™(X; P), donde K es la gavilla asociada a la pregavilla U — K&(U; P).
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Proposiciéon 3.4.4. Sea G un grupo finito, X wun G-complejo celular finito y P €
Bun@(X; PU(H)) un torcimiento equivariante. Entonces existe una sucesion espectral EP? tal
que

Ey® = H"(% , Ra(-))

y convergente a K& ™(X; P), donde « es el elemento en H(x;Z) = H*(G;S') correspondiente a

la imagen de P mediante el homomorfismo H3(X;Z) — H(*;Z).

Demostracion. El resultado anterior se sigue por la forma en como se construye la sucesién
espectral en el Teorema 3.4.1. En efecto, como G es finito y X es un G-CW-complejo finito
se sigue que X es un G-ANR? (cf. [36, Sec. 3]) y por lo tanto, podemos tomar una cubierta
cerrada equivariantemente contraible %/ y cuyas intersecciones arbitrarias no vacias sean también

G-contractiles, entonces para cada cerrado U; € % se tiene
i+ K(Ui; P) —= Ra(Gh)
con G; el subgrupo de isotropia de U;; y en una doble intersecciéon U; N Uj,

K¢ (Ui; P) — Kq(U; N U;j; P) <— K (Uj; P)

/\il& Aijlg Ajig
R.(G)) Ra(Gij)

de modo que si los morfismos en el renglon inferior son tomados de tal manera que hacen conmutar

cada diagrama, entonces cada morfismo 1; : R,(G;) — R, (G;;) esta dado explicitamente como
Vi = pij - T€S

con p;j € HA(U; NU;Z) =2 HA(G;SY), res : Ro(G;) — Ro(G;) la restriccién y los morfismos
pi; satisfaciendo la correspondiente condicién de cociclo sobre las triples intersecciones. Sobre las
intersecciones miltiples se cumplen las propiedades andlogas.

De lo anterior, tenemos un morfismo de cadenas

KE’(X;P>*)HKE(UJ(O);P)HHKE(UJ(U;P):)HKE(UJ(Q);P)"' (36>

| | l

[1Ra(Gyy) =——=T1 Ru(Gs,)) =——=[1 Ra(Gs,) -

2Del inglés “G-equivariant absolute neighborhood retract”.
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de tal manera que las correspondientes cohomologias de Cech son isomorfas y en consecuencia la

sucesion espectral inducida por este complejo de cadenas converge a K g*q (X;P). m

3.4.1. Cohomologia de Bredon equivariante local

Concluiremos esta seccién demostrando que el término EY corresponde a un grupo de coho-
mologia de Bredon equivariante. Iniciaremos con la definicién de la cohomologia de una categoria
y presentamos el grupo de cohomologia de Bredon equivariante con un sistema de coeficientes lo-
cales, equivalente a la construccién dada en el Apéndice A (cf. [33, Teo. 4.1]). El siguiente material
puede ser consultado en [32].

Sea % una categoria pequena. Denotamos por Ab(%) la categoria cuyos objetos son los funtores
contravariantes de € a Ab, y los morfismos consisten en las transformaciones naturales.

Sea Ab = Ab(1), la categoria de grupos abelianos. Existe un funtor “secciones globales” (o
bien, @),

I'=T¢:Ab(¥) — Ab
dado por I'(M) = @M ={a:%6 — M| M(u)(a(C)) = a(D), para todo u € €, (D,C)}. La
categoria Ab(%) tiene suficientes inyectivos, de modo que podemos tomar los funtores derivados

derechos de I'. Estos son, por definicion, los grupos de cohomologia de la categoria %:

H™(%, M) R'T(M), n > 0.

Para una categoria pequena %, sea N% el nervio de %, es decir, el conjunto simplicial con

. . . . e U1l u2 U .
n-simplejos dados por las sucesiones de composicién u = ( Cy Ch oo —>(C, ) en €. Si

M € Ab(%), podemos formar un grupo abeliano cosimplicial C*(%’, M) definido por

cre, My=[] M(u(0)),

UENR(F)

donde u(0) = Cy para u = ( Cy —=C) —2>... ">, ). Las diferenciales en el complejo de
cocadenas asociado, también denotado por C*(%, M), son obtenidas por la suma alternada de las
funciones cara de N%. De hecho la cohomologia de este complejo de cadenas es precisamente la

cohomologia de la categoria & con coeficientes en M, esto es,
H*(¢,M)= H*(C*(¢,M)).
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Retomando el G-espacio X, podemos asociarle a éste una categoria Ag(X) cuyos objetos
consisten en los n-simplejos equivariantes de X y un morfismo entre o : G/H x A" — X y
7: G/K x A™ — X en Ag(X) consiste de una pareja (¢, «), con ¢ : G/H — G/K una
G-aplicacién y a : {0,1,...,n} — {0,1,...,m} una funcién que preserva el orden y tal que
To(p X a)=o.

Sea M € Ab(Ag(X)) un funtor que se factoriza a través del funtor canénico Ag(X) — Og.

En [33, Teo. 4.1] se demuestra que existe un isomorfismo
H*(Aa(X), M) = H5(X; M),

con H}(X; M) el grupo de cohomologia de Bredon G-equivariante con coeficientes M.

Por otro lado, si M estd dado por el funtor R, : Ag(X) — Og — Ab tal que
Ro: (G/H x A" — X)) — G/H — R,(H),

donde « es el elemento en H(*;Z) = H*(G;S') correspondiente a la imagen de P mediante el
homomorfismo HZ(X;Z) — HZ(x;Z), entonces C*(Ag(X), Ra) estd dado precisamente por el
renglén inferior de (3.6). En consecuencia, el segundo término de la sucesién espectral para la

K-teoria equivariante torcida puede escribirse como,

H!(X;R,) paraq par

0 para g impar,

con HZ(X, Ra(—)) el p-ésimo grupo de cohomologia de Bredon G-equivariante.

79



80



Apéndices

81






Apéndice A
Cohomologia de Bredon

A continuacién introduciremos la cohomologia de Bredon, la cual viene a ser la teoria de

cohomologia equivariante mas adecuada para los resultados en este trabajo.

El contenido de este apéndice esta totalmente basado en el contenido del texto de G. Bredon,

Equivariant Cohomology Theories (cf. [10]).

Sistemas de coeficientes genéricos

Sea GG un grupo y H un subgrupo. Definimos la categoria de orbitas de G, denotada por Og,
como la categoria cuyos objetos consisten de las clases izquierdas G/H y morfismos dados por

aplicaciones equivariantes G/H — G/ K.

No es dificil ver que toda funcién equivariante
f:G/H - G/K
es de la forma

@:G/H — G/K

gH — gaK

para algtin a € G tal que a 'Ha C K.
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Definicién A.0.5. Un sistema de coeficientes (genérico) para G, es definido como un funtor

contravariante

OG — Ab,
entre la categria de orbitas de G y la categoria de grupos abelianos.

Si M, N : Og — Ab son sistemas de coeficientes, un morfismo T : M — N es una transfor-
macion natural de funtores. Con esta definicion, los sistemas de coeficientes (genéricos) para G

forman una categoria abeliana Co = Funct(OF, Ab)

Sistemas de coeficientes sobre un (G-complejo

Si K un G-complejo, podemos formar la categoria I cuyos objetos son los subcomplejos finitos
de K y cuyos morfismos estan definidos de la siguiente manera, si L y L’ son subcomplejos finitos
de K, entonces hom(L, L) consiste de todas las aplicaciones g : L — gL C L' para g € G.

Es claro que los morfismos de K son justo las funciones inclusiéon L C L/, las funciones a : L — L’
inducidas por operacién por elementos en GG, y las composiciones de éstas.

Para cualquier subconjunto A C K, denotaremos por K(A) al mas pequeno subcomplejo de K
que contiene a A. Para la mayoria de nuestros propdsitos sélo los objetos K (o) de K para celdas o
de K son de importancia, pero para algunas construccuiones son necesarios los subcomplejos mas
generales.

Existe un funtor contravariante candnico
O:K— Oqg
definido de la siguiente manera: para L C K un subcomplejo finito, sea
G ={g € G| g fija L puntualmente}

y se define
def

o) a/a;.

Luego, si gL C L' y f denota la aplicacién L — L’ inducida por operacién por g € GG, entonces
vemos que

g GrgCGy
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y por lo tanto,

O(f)Eg:0(L) — o(L),

esto es, O(f) es la aplicaciéon g : G/G — G /G la cual envia ¢'Gp a ¢'gG.

En otras palabras, si L C L' entonces G, C G y
O(L—L"):G/Gy — G/Gy
es la aplicacién natural mientras que, si g : L — gL entonces G, = gGrg 'y
O(g: L —gL):O(gL)=G/gGrg™ — G/Gr=06(L)

es multiplicacion derecha por g.
Por otro lado, si M € Cg es un sistema de coeficientes genérico, esto es si M : Og — Ab es un

funtor contravariante, entonces

MO : K — Ab

es un funtor covariante, y es llamado un sistema de coeficientes (simple) sobre K. Lo anterior se

generaliza de la siguiente manera.
Definicién A.0.6. Un sistema de coeficientes locales sobre K es un funtor covariante

L:K— Ab

Los sistemas de coeficientes locales forman una categoria abeliana LCx = Funct(KC, Ab), de la

cual los sistemas de coeficientes genéricos forman una subcategoria Cg.

Notacién. Si £ € LCk y o es una celda, denotamos L(c) = L(K(0)) y para K(o) C K(7)
denotamos por L(7 — o) la aplicacién L(K(7) — K(o)). Nétese que si [T : o] # 0 entonces

K(7) C K(0), de modo que 7 — ¢ “pertenece” a K

Cohomologia de Bredon

Sea L : K — Ab un sistema de coeficientes locales. Orientamos las celdas de K de tal manera

que G preserve las orientaciones y definimos
CYK;L)
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como el grupo de todas las funciones f sobre g-celdas de K con

flo) € L(o).

Definimos ¢ : C(K; L) — C9(K; L) por

(6£)(0) =D [r < alL(r — o) f(7) (A.1)

(la cual estd bien definida ya que K (o) C K(7) siempre que |7 : o] # 0). En otras palabras, (6f)(o)
es definida “empujando”todos los coeficientes a L£(0) y entonces tomando la cofrontera usual. Se
puede mostrar directamente que 00 f = 0 para toda f.

Definiremos ahora una operacién de G sobre C(K; L) como sigue: Sig € Gy f € CIK; L)

definimos
9(f)(o) = L(9)(f(g™'(2))). (A.2)
Aqui, £(g) significa L(g: K(g~'c) — K(0)), la cual abreviaremos por

L(g) = g«

de modo que (A.2) puede escribirse como

9(f)(go) = g.(f(0)). (A.3)
Es claro que los automorfismos f — g(f) de C*(K; L) definen una accién de G sobre C*(K; L)
por funciones de cadenas. En consecuencia, el conjunto de puntos fijos

CUK; L) = {f € C"] g(f) = f para todo g € G}

es un subcomplejo, y lo denotaremos por C&(K; L£). De (A.2) se sigue que C&(K; L) consiste

precisamente de cocadenas equivariantes f, es decir, cocadenas tales que f(go) = g.(f(0)).

Definicién A.0.7. Definimos el q-ésimo grupo de cohomologia de Bredon por

HL(K; £) < Ho(C(K; £)9) (A4)

St M € Cg, entonces MO € Cx C LCk y en este caso usamos la abreviacion

HL(K; M) Y 1 (K M6). (A.5)
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Si L es un subcomplejo de K invariante bajo G, entonces existe una funcién restriccién
C*(K; L) — C*(L; L) cuyo nucleo es el grupo de cocadenas relativo C*(K, L; £). Existe ademds un
homomorfismo de descomposicion C*(L; L) — C*(K; L) definido por extensiéon de una cocadena
por cero. Esto claramente conmuta con las operaciones por G, de modo que tenemos la sucesién
exacta

0— C*(K,L; L)Y = C*(K; L)Y = C*(L; L)Y = 0.

Con las definiciones obvias tenemos una sucesion exacta inducida en cohomologia

o= HY(K,L; L) — HE(K; L) — HA(L; £) — HETYWK, L L) — - -

Una reformulacién de la cohomologia de Bredon
Definimos
Qn(K) € Cq

por C, (K)(G/H) = C,(K*) junto con los valores obvios sobre morfismos de Og, y donde C,(—)
denota el funtor complejo de cadenas celular. Estos objetos, paran = 0,1,2, ..., forman un comple-
jo de cadenas en la categoria abeliana Cg. Podemos fomar la homologia H ,(K) = H,(C ,(K)) € Cs
de este complejo. Claramente, esto es justo H, (K)(G/H) = H,(K*), de nuevo, junto con los va-

lores obvios sobre morfismos. Similares consideraciones se aplican al caso relativo.

Proposiciéon A.0.8. Dado un G-complejo celular K y M € Cq un sistema de coeficientes genéri-
cos, existe un isomorfismo

Cg(Kv M) = HomCG<Qn<K)7 M)?
el cual preserva los operadors cofrontera. En particular,
He(K; M) = H"(Home, (C,(K), M)).
Demostracion. El isomorfismo es dado por

Ca(K; M) — Home,(C,(K), M)
f—f
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donde
F(G/H) : Co(K™) — M(G/H)

es definido sobre cada n-celda o € K por

FG/H) (o) M(G/H — G/G,)f(0).
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Apéndice B
La 2-Cohomologia de Grupos

Mostramos algunos resultados basicos sobre cohomologia de grupos. Nos enfocaremos parti-
cularmente en el segundo grupo de cohmologia H?(G, A), por ser éste el que necesitamos para

efectuar los torcimientos en las representaciones estudiadas en el capitulo 1.
Asumimos que A es un grupo abeliano sobre el cual G actia trivialmente.

El material expuesto en este apéndice puede consultarse en [24].

Segundo grupo de cohomologia

Sea G un grupo y sea Z2(G, A) el conjunto de todas las funciones

f:GxG— A
que satisfacen la condicién:
f(z,1) = f(1,z) =1 para todo x € G (B.1)
f(@y)f(xy,2) = fly,2)f(x,yz) para todos z,y,2 € G (B.2)

Los elementos de Z%(G, A) son llamados cociclos; un cociclo que satisface f(z,y) = f(y,x)

para todos z,y € G es llamado un cociclo simétrico. Dados f, g € Z%(G, A) definimos fg mediante

fa(x,y) = f(x,y)g(x,y) para z,y € G.
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Es obvio entonces que fg es también un cociclo y por lo tanto Z%(G, A) tiene una estructura de
grupo abeliano. El elemento identidad es la funcién constante f = 1 y el elemtento inverso f~! de
f es

fHzy) = fla,y)™ vy €G.

Sea g : G — A tal que g(1) =1y sea dg: G x G — A definida por

(09)(z,y) = g(x)g(y)g(zy)”", z,yeC.

El elemento dg es llamado una cofrontera. Es sencillo ver que el conjunto de todas las cofronteras

B?(G, A) forma un subgrupo de Z?(G, A).

Definicién B.0.9. Definimos el seqgundo grupo de cohomologia del grupo G con coeficientes en A,
como

H*(G, A) = Z*(G, A)/B*(G, A).

Los elementos de H?*(G, A) son llamados clases de cohomologia y cualesquiera dos cociclos
contenidos en una misma clase de cohomologia se dicen ser cohomdlogos. Dado un cociclo f &
Z2(@, A), denotaremos por f su correspondiente clase de cohomologfa.

No es dificil verificar que si la condicién (B.1) es omitida para la construccuén de Z%(G, A),
aun asi el grupo de cohomologia obtenido serd isomorfo al definido anteriormente. Por lo tanto,
cuando consideremos clases de cohomologia en H?(G, A), estaremos considerando cociclos como

funciones f : G x G — A que satisfacen (B.2).

Extensiones de grupo centrales

Una extension central de A por G es una sucesién exacta corta

E:1——A-B .G -1 (B.3)
tal que a(A) pertenece al centro del grupo B. Sea
E:1-——Ac g 1 (B.4)
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.z . / . .
otra extension central de A por G. Decimos que E y E’ son congruentes si existe un homomorfismo

~v: B — C el cual hace conmutar el siguiente diagrama:

1 A—2. B g 1
llA iv llg
1 A o g 1

El siguiente lema muestra que de hecho v es un isomorfismo, y por lo tanto la relaciéon de
congruencia es simétrica. Luego, como dicha relaciéon de congruencia es obviamente reflexiva y
transitiva, podemos hablar de clases de congruencia de extensiones centrales de A por GG; denota-

mos por {E} la clase de congruencia de E.

Lema B.0.10. Sea

1 G-y Ly 1
l’YI \L’YQ \L'}B
1 H, % H, " H, 1

un diagrama conmutativo en el cual los renglones superior e inferior son exactos. Si y1 y 73 son

inyectivos (sobreyectivos o biyectivos, respectivamente), entonces o también lo es.

Como mencionabamos, si las extensiones (B.3) y (B.4) son congruentes entonces B = C', pero
el reciproco de esto no es cierto en general. Sin embargo, tenemos el caso especial.

La extension (B.3) se dice que se escinde si existe un homomorfismo f : G — B, llamado
homomorfismo de descomposicion, tal que B o f = 1¢; esto significa que B es el producto directo
interno de a(A) y f(G). Luego, dada una extensién como en (B.3) que se escinde, esta es congruente
a

A Ax GG —1
donde o/(a) = (a,1) y f'(a,g) = g, y el isomorfismo entre By A x G es dado por

B — AXx(G
a(a)f(g) — (a,9).
Una seccion X : G — B de [ consiste en una funcién tal que fo A = 1g y A(1) =1,

B

A
A

E:1 A—'-B

G—1. (B.5)
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Extensiones centrales y el segundo grupo de cohomologia

Enseguida mostraremos la relacién entre las clases de congruencia de extensiones centrales de
A por G y el segundo grupo de cohomologia H?(G, A).

Sea E una extension de la forma (B.5), con A una seccién de (. Entonces A(G) es transversal
a A en B, de modo que cada elemento de B se puede escribir de manera tinica como aX(g), con
a € Ay a € G. Luego, como S[A(z)\(y)] = B[A(zy)] = xy para todos x,y € G, entonces A(x)A(y)
y A(zy) pertenecen a la misma clase de A y se sigue que existe un tnico elemento f(x,y) € A tal

que
Mx)Ay) = f(z,y) Mz, y) (B.6)

Del hecho que A(x)[A(y)A(z)] = [Mz)A(y)]\(x), se sigue f satisface (B.2). Por la definicién de
seccién y (B.6), tenemos que f también satisface (B.1). En conclusién, f es un cociclo.

La clase de cohomologia de f no depende de A. En efecto, sea u otra seccion de (5. Dado
que 41y A pertenecen a la misma clase de A, existe una funcién ¢t : G — A tal que t(1) = 1y

p(x) = t(z)\(x) para todo = € G. Si g es el cociclo correspondiente a (i, entonces

t@)ty) f(x, y)Mxy) = t@)t(y)A (@) (y)

Por lo tanto, g(z,y) = (6t)(z,y) f(x,y), esto es, f y g son cohomélogos. Podemos concluir que

la extensién E determina una unica clase de cohomologia Cg.

Teorema B.0.11. La aplicacion {E} — Cg determina una correspondencia biyectiva entre las
clases de congruencia de extensiones centrales de A por G y el sequndo grupo de cohomologia

H?*(G, A). Ademds, si la extension E se escinde, entonces Cp = 1.

Demostracién. En primer lugar, mostraremos que dos extensiones

E:1 A~ B

E :1 A C
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son congruentes si y sélo si Cp = Cp. Esto asegurard que la asignaciéon {E} — Cg estd bien
definida y es inyectiva.

Supongamos que E y E’ son congruentes por un isomorfismo 7 : B — C. Sea A una seccién de
By f el cociclo correspondiente a A\. Como ' oy = f3, se sigue que . = -y o A es una seccién de 3,

y tomando en cuenta que

pw(@)pu(y) = vy @)A(Y)) = v(f(z,y)Mzy)) = f(z,y)pu(ry)

concluimos que f es el cociclo correspondiente a p. Esto demuestra que Cg = Cpr.
Reciprocamente, supongamos que Cr = Cg. Sean A, f las aplicaciones definidas en la parte

anterior y u, g las respectivas aplicaciones para {E'}. Entonces f = (dt)g para algin t : G — A

con t(1) = 1. Definiendo p/(x) = p(z)t(z), obtenemos que u' es una seccién de ' tal que f es el

cociclo correspondiente yi/. Luego, es inmediato que E es congruente a E' por el isomorfismo

B — C
a(z) — ap/(z).

Para probar que {E} —— Cpg es una biyeccién, fijemos un cociclo f. Podemos definir una

multiplicacion sobre el conjunto B = A x G, haciendo

(al,x)(ag,y) = (alan(x7y)7xy) (B7>

Se puede demostrar facilmente que este producto le da una estructura de grupo a B y que {(a, 1) |
a € A} es un subgrupo contenido en el centro de B, isomorfo a A. Identificando A con dicho

subgrupo, obtenemos una extensién central de A por G:

1 A—-B G 1

donde f[(a,z)] = x para todo a € A, z € G. Sea A\ : G — B una seccién de  definida por
A(z) = (1, ). Entonces por (B.7), se sigue que f es el cociclo correspondiente a 3 y por lo tanto
{E} — Cg es una biyeccién.

Finalmente, supongamos que la extension E se escinde. Entonces existe un homomorfismo
a : G — B que es una seccién de 8. En consecuencia, el correspondiente cociclo asociado a « es la

funcién constante 1, lo cual demuestra la afirmacion del teorema. H
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Supongamos que G es un grupo abeliano y que f € Z?*(G,A). Si g € B*(G, A), digamos
g(z,y) = t(x)t(y)t(zy) ' paraalgint : G — A, entonces g(z,y) = g(y, x) (es decir, g es simétrico).
Asi, si f es simétrico entonces también lo es cualquier cociclo cohomélogo a f. Lo anterior nos

permite introducir el siguiente subgrupo de H?(G, A):
Ext(G,A) = {f € H*(G,A) | f es simétrico }.

Diremos que la extensién (B.3) es abeliana si el grupo B es abeliano. Es obvio que si E es una
extension abeliana, entonces también lo es cualquier extension congruente a E. Por lo tanto,
podemos hablar sobre clases de congruencia de extensiones abelianas. De (B.7) deducimos que f
es simétrico si y sélo si, la correspondiente extension es abeliana. Asi, para un grupo abeliano G,

tenemos el siguiente resultado,

Corolario B.0.12. La aplicacion {E} — Cg determina una correspondencia biyectiva entre las

clases de congruencia de extensiones abelianas de A por G y el grupo Ext(G, A).
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