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CIENCIAS MATEMÁTICAS
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INSTITUTO DE MATEMÁTICAS
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Jongbloed. Se contó con el apoyo de una beca para

estudios doctorales del CONACYT (Registro: 160366).
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Introducción

La K-teoŕıa (topológica compleja) nace con el trabajo de Atiyah y Hirzebruch (cf. [5]) alre-

dedor de 1959, basándose en el trabajo fundamental de Grothendieck y Bott. Esta viene a ser

el primer ejemplo de una teoŕıa de cohomoloǵıa generalizada, es decir, una teoŕıa que satisface

todos los axiomas de Eilenberg-Steenrod para una teoŕıa de cohomoloǵıa ([15]), excepto el axioma

de la dimensión. Como tal, por el Teorema de Representabilidad de Brown, es representable; de

hecho, Atiyah y Jänich probaron de manera independiente que un modelo para su correspondiente

Ω-espectro está dado por el espacio de operadores de Fredholm Fred(H), sobre un espacio de

Hilbert separable de dimensión infinita H. Es precisamente éste el ingrediente clave para definir

las versiones torcidas asociadas a la K-teoŕıa. Más precisamente, del Teorema de Atiyah-Jänich

tenemos que la K-teoŕıa de un CW-complejo finito X satisface

K0(X) ∼= [X,Fred(H)],

equivalentemente, si E := X × Fred(H) es el haz vectorial trivial sobre X con fibra Fred(H) y

Γ(E;X) denota su espacio de secciones, entonces el Teorema de Atiyah-Jänich nos dice que

K0(X) ∼= π0(Γ(E;X)).

Heuŕısticamente, podemos definir “versiones torcidas” de K-teoŕıa reemplazando el haz trivial

X × Fred(H) por un haz arbitrario E cuya fibra sea Fred(H), y definiendo la correspondiente

versión de K-teoŕıa E-torcida por

K0(X;E) := π0(Γ(E;X)).

En otras palabras, estamos construyendo una nueva teoŕıa a partir de un haz cuya fibra tiene

estructura de un espacio de lazos infinito. Existen varias dificultades técnicas en esta construcción
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Introducción

relativas a la topoloǵıa que debe tener el espacio Fred(H), las cuales fueron resueltas por Atiyah

y Segal en [7].

El análogo equivariante tiene una construcción ad hoc dada también por Atiyah y Segal ([7]),

la cual consiste a grandes rasgos en llevar la construcción del caso no equivariente al equivariante

mediante la construcción de Borel.

En el contexto no equivariante, Atiyah y Segal ([7]) demuestran que la K-teoŕıa torcida tiene

como segundo término la cohomoloǵıa ordinaria en la sucesión espectral de Atiyah-Hirzebruch,

y en su análisis de los diferenciales superiores muestran que éstos corresponden a productos de

Massey, los cuales en general no se trivializan al tomar el producto tensorial con Q, es decir, la

sucesión espectral no converge en el segundo término después de la tensorización con Q como en

el caso ordinario. Esto presenta un panorama esencialmente distinto al caso ordinario que conlleva

a nuevas e interesantes interrogantes. Existe bastante literatura reciente relativa no solo al caso de

K-teoŕıa equivariante torcida de G-CW-complejos sino a diferentes generalizaciones, y en varias

publicaciones establecen la correspondiente sucesión espectral de Atiyah-Hirzebruch, la cual existe

siempre de manera automática cuando tenemos una teoŕıa de cohomoloǵıa (sobre una categoŕıa

apropiada). Sin embargo, la escasez de ejemplos es notable y el estudio de los diferenciales superiores

no ha sido desarrollado.

El objetivo general de este trabajo consiste en hacer un estudio profundo de la K-teoŕıa equi-

variante torcida, y más precisamente sobre los torcimientos equivariantes y proporcionar nuevos

ejemplos y resultados consecuentes de dicho análisis. Se busca también presentar un análisis de

una sucesión espectral asociada a la K-teoŕıa equivariante torcida siguiendo el enfoque de G. Segal

en [37].

Los preliminares son introducidos en el Caṕıtulo 1. Se establece la definición geométrica de

K-teoŕıa equivariante, esto es, mediante la construcción de Grothendieck del monoide de clases de

isomorfismo de G-haces vectoriales. Estudiamos su correspondiente sucesión espectral de Atiyah-

Hirzebruch. Bajo ciertas condiciones respecto a la acción del grupo obtenemos como segundo

término en la sucesión espectral, el grupo de cohomoloǵıa de Bredon equivariante (desarrollada en

el Apéndice A) y comentamos algunos hechos relativos a la convergencia de la sucesión. Hacemos

también un análisis de un importante “subgrupo” en K-teoŕıa equivariante, conocido como K-teoŕıa

equivariante torcida con torsión discreta, el cual es bastante sencillo de definir y hace uso de la teoŕıa
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Introducción

de representaciones proyectivas las cuales están en correspondencia biyectiva con representaciones

α-torcidas, con α ∈ H2(G; S1) el segundo grupo de cohomoloǵıa del grupo G con coeficientes en

el G-módulo trivial S1. La correspondiente sucesión espectral involucra también cohomoloǵıa de

Bredon equivariante pero con coeficientes locales dados por el funtor RG : G/H 7→ Rα(H) (el

grupo de representaciones α-torcidas).

El Caṕıtulo 2 está dedicado al estudio de los elementos clave para definir las versiones “torcidas”

de la K-teoŕıa, en el Caṕıtulo 3. Tales elementos, llamados torcimientos equivariantes (nombre con

el cual se intitula este caṕıtulo) corresponden a PU(H)-haces principales G-equivariantes sobre un

G-CW finito X, con G un grupo de Lie compacto yH un espacio de Hilbert separable de dimensión

infinita. Anteriormente R. K. Lashof, J. P. May y G. Segal estudiaron la colección B(G, κ)(X) de

estos κ-haces principales G-equivariantes sobre X, llamados (G, κ)-haces en [27], cuyo resultado

principal establece que si G y κ son grupos de Lie compactos, con κ abeliano, y X del mismo

tipo de homotoṕıa G-equivariante que un G-complejo celular, entonces existe un isomorfismo

B(G, κ)(X) ∼= B(κ)(EG×G X),

con el conjunto B(κ)(EG ×G X) de clases de isomorfismo de κ-haces principales sobre el espacio

ordinario (no equivariante) EG×GX, dado por la construcción de Borel sobre X. Posteriormente,

en [7] los autores, M. F. Atiyah y G. Segal, analizan el caso κ = PU(H) y realizan una construc-

ción ad hoc para el correspondiente espacio clasificante. Luego, mediante el estudio de los grupos

de homotoṕıa de tal espacio clasificante establecen que los torcimientos equivariantes deben ser

clasificados por el tercer grupo de cohomoloǵıa de Borel equivariante H3
G(X;Z). La aportación más

relevante, en este caṕıtulo, del trabajo hecho en esta tesis respecto al estudio antes mencionado

es una construcción alternativa de un espacio clasificante para los torcimientos equivariantes y el

correspondiente espacio universal. La construcción de este espacio se realiza en la Sección 2.2 y el

cálculo de sus grupos de homotoṕıa es realizado en la Sección 2.3. Finalmente, en la Sección 2.4 se

demuestra que efectivamente los torcimientos equivariantes están clasificados por H3
G(X;Z), como

era de esperarse. Un aspecto relevante de esta construcción es la posibilidad de generalizarse a

acciones propias de grupos discretos, trabajo realizado en [8] posterior a esta tesis, en colaboración

con el Dr. Noé Bárcenas, el Dr. Michael Joachim y el Dr. Bernardo Uribe.
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Introducción

En el Caṕıtulo 3 se establece la definición de K-teoŕıa equivariante torcida mediante los torci-

mientos equivariantes introducidos en el caṕıtulo anterior. Se demuestra que estos grupos forman

una teoŕıa de cohomoloǵıa generalizada y a partir de estas propiedades cohomológicas se estudia

la sucesión espectral para la K-teoŕıa equivariante torcida a la Segal. Seguimos el enfoque de G.

Segal en [38] y proporcionamos una sucesión espectral cuyo segundo término está dado por la

cohomoloǵıa de Bredon equivariante. Usando las propiedades locales de la K-teoŕıa torcida y la

sucesión de Mayer-Vietoris se proporcionan nuevos ejemplos de cálculos de tales grupos.

En los dos apéndices al final de este trabajo incluimos algunos resultados y conceptos usados

a lo largo de la tesis.
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Caṕıtulo 1

K-Teoŕıa Equivariante

Introducimos la definición geométrica de K-teoŕıa equivariante, esto es, mediante la construc-

ción de Grothendieck del monoide de clases de isomorfismo de G-haces vectoriales, haciendo énfasis

en los resultados y propiedades que nos serán de utilidad en el resto del trabajo, iniciando con el

estudio de la teoŕıa de representaciones de grupos finitos, la cual viene a ser una de las principales

herramientas en el estudio de K-teoŕıa equivariante. Establecemos también algunas propiedades

cohomológicas del funtor de K-teoŕıa G-equivariante KG, sus grupos superiores, grupos relati-

vos, sucesión exacta larga, etc. Posteriormente estudiamos la correspondiente sucesión espectral

de Atiyah-Hirzebruch. Bajo ciertas condiciones respecto a la acción del grupo obtenemos como

segundo término en la sucesión espectral, el grupo de cohomoloǵıa de Bredon equivariante y co-

mentamos algunos hechos relativos a la convergencia de la sucesión espectral. Hacemos también

un análisis de un importante “subgrupo” en K-teoŕıa equivariante, conocido como K-teoŕıa equi-

variante torcida con torsión discreta, el cual es bastante sencillo de definir y hace uso de la teoŕıa

de representaciones proyectivas las cuales están en correspondencia biyectiva con representaciones

α-torcidas, con α ∈ H2(G; S1) el segundo grupo de cohomoloǵıa del grupo G con coeficientes en

el G-módulo trivial S1. La correspondiente sucesión espectral involucra también cohomoloǵıa de

Bredon equivariante con coeficientes locales dados por el funtor RG : G/H 7→ Rα(H) (el grupo de

representaciones α-torcidas).

Cabe mencionar que en este caṕıtulo no hay resultados originales y el material aqúı proporcio-

nado tiene como objetivo introducir al lector en los prerrequisitos necesarios para poder establecer

los resultados principales de esta tesis, los cuales se desarrollan en los siguientes dos caṕıtulos.
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Caṕıtulo 1

1.1. Representaciones Lineales

En esta sección se establecen algunos resultados sobre teoŕıa de representaciones lineales de

grupos finitos. Este material es bastante estándar y tanto las definiciones como los resultados aqui

enunciados, se pueden encontrar completamente desarrollados en [17] y [40].

Consideremos un grupo finito G y un espacio vectorial complejo V de dimensión finita. Una

representación de G en V corresponde a un homomorfismo

ρ : G→ AutC(V ).

Equivalentemente, una acción lineal de G sobre V . El homomorfismo ρ le da una estructura de

G-modulo a V de manera natural. En este trabajo solo consideraremos espacios vectoriales com-

plejos y homomorfismos C-lineales, de modo que en adelante omitiremos el sub́ındice en AutC(V ),

denotando este espacio simplemente por Aut(V ).

Cuando no existe ambigüedad repecto al homomorfismo ρ, usualmente nos referimos a V como

la representación de G, y también escribimos g · v, o bien, gv para denotar ρ(g)(v). Dicho esto,

una aplicación φ : V → W entre dos representaciones V y W de G corresponde a una aplicación

de espacios vectoriales que hace conmutar el siguiente diagrama

V
φ //

g
��

W

g
��

V
φ //W

para cada g ∈ G. En este caso, decimos que φ es G-lineal y denotamos por HomG(V,W ) al conjunto

de todas estas aplicaciones.

Si W es una representación de G y V es un subespacio vectorial de W tal que para cada g ∈ G

y v ∈ V tenemos que gv := ρ(g)(v) ∈ V , entonces decimos que V es una subrepresentación de G o

un G-espacio invariante. Cuando una representación no tiene subrepresentaciones propias W 6= 0,

es llamada irreducible.

Ejemplo 1.1.1. Si V y W son dos representaciones de G y φ : V → W es una aplicación G-

lineal, entonces Ker(φ) e Im(φ) son subrepresentaciones de V y W , respectivamente, ya que si

v ∈ Ker(φ) ⊂ V entonces gv ∈ Ker(φ) pues φ(gv) = gφ(v) = g0 = 0. Análogamente, si w ∈ Im(φ)

y w = φ(v) para algún v ∈ V , entonces gw = gφ(v) = φ(gv) ∈ Im(φ).

2



K-Teoŕıa Equivariante

Mostramos a continuación algunos ejemplos de como obtener nuevas representaciones a partir

de representaciones dadas.

Representación suma directa. Si ρ1 : G → Aut(V ) y ρ2 : G → Aut(W ) son representaciones

de G, podemos formar la representación suma directa ρ : G→ Aut(V ⊕W ) dada por

ρ(g)(v ⊕ w) = ρ1(g)(v)⊕ ρ2(g)(w)

para cada g ∈ G, v ∈ V y w ∈ W ; o bien, en forma abreviada, g(v ⊕ w) = gv ⊕ gw.

Representación producto tensorial. Análogamente al caso anterior, es posible definir la repre-

sentación producto tensorial V ⊗W de dos represetaciones V y W de G, la cual es de nuevo una

representación de G, donde g(v ⊗ w) = gv ⊗ gw.

Representación Hom. Si V y W son representaciones del grupo G, podemos formar una nueva

representación HomC(V,W ), dada como el espacio de todas las aplicaciones C-lineales φ : V → W ,

con la estructura de G-modulo dada por

(gφ)(v) := gφ(g−1v) v ∈ V.

Dado un G-espacio V , denotaremos por V G al subconjunto de V que consiste de todos los

puntos fijos de ρ(g) : V → V para todo g ∈ G, esto es,

V G := {v ∈ V | gv = v para todo g ∈ G}.

En esta notación, tenemos

HomC(V,W )G = HomG
C(V,W ).

En efecto, φ ∈ HomC(V,W )G si y sólo si

(gφ)(v) = φ(v) para todos g ∈ G, v ∈ V,

esto es, gφ(g−1v) = φ(v) para todos g ∈ G, v ∈ V, equivalentemente, φ(gv) = gφ(v) para todos

g ∈ G, v ∈ V, lo cual significa precisamente que φ ∈ HomG
C(V,W ).

3



Caṕıtulo 1

Representación dual. Sea V una representación de G y consideremos el espacio vectorial com-

plejo V ∗ := HomC(V,C) con la suma y multiplicación por escalares usual. De modo, que como un

caso particular de la representación Hom, la representación dual es dada por

ρ∗(g) := ρ(g−1).

Hemos visto que dadas dos representaciones podemos formar una nueva representación dada

como la suma directa. Preguntémonos por el resultado inverso, es decir, dada una representación

V de G, ¿será posible escribir V como una suma directa de representaciones? La respuesta es

afirmativa y es dada por el siguiente resultado, también conocido como el Teorema de Maschke.

Teorema 1.1.2 (Maschke). Si V es una representación de dimensión compleja finita del grupo

finito G y W es una subrepresentación, entonces existe un subespacio invariante complementario

W ′ tal que V = W ⊕W ′.

Demostración. Si por un momento olvidamos la estructura de G-modulo que tiene V y sólo

lo vemos como un espacio vectorial complejo de dimensión finita, entonces es claro que siempre

podemos definir sobre V un producto interior Hermitiano, digamos

〈 , 〉 : V × V → C.

Si W es un subespacio vectorial de V siempre existe su complemento ortogonal W⊥, sin embargo

cuando V y W tienen un estructura de G-modulos, no necesariamente la tendrá tambien el com-

plemento ortogonal W⊥ (ver ejemplo 1.1.3). Para que dicha condición se cumpla debemos tener

que si w′ ∈ W⊥, entonces

〈gw′, w〉 = 0 para todos g ∈ G,w ∈ W,

o bien, como W es G-invariante

〈gw′, gw〉 = 0 para todos g ∈ G,w ∈ W.

Esta última condición no es válida en general, pero en el caso de grupos finitos (incluso compactos)

siempre es posible construir un producto Hermitiano que es invariante respecto a G, a saber,

〈v, w〉inv :=
∑

g∈G

〈gv, gw〉,

4
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ya que claramente 〈gv, gw〉inv = 〈v, w〉inv. Es dicha propiedad de invarianza la que garantiza la

existencia de un complemento ortogonal con una estructura de G-modulo.

Ejemplo 1.1.3. Si V es una representación del grupo G y debilitamos la hipótesis de que éste sea

finito, entonces el teorema de Maschke puede ya no ser válido. Por ejemplo, si G = (R,+) es el

grupo aditivo de los números reales y V = C2 una representación de G con

ρ : R → GL(2,C)

x 7→


1 x

0 1


 ,

entonces el subespacio W = C ⊕ 0 es G-invariante, sin embargo no tiene un complemento G-

invariante.

Ejemplo 1.1.4. El Teorema de Maschke tampoco es válido en general para campos de carac-

teŕıstica positiva, por ejemplo si la caracteŕıstica del campo divide el orden del grupo.

Consideremos el campo Zp y el espacio vectorial V = Zp⊕Zp sobre Zp, con el siguiente producto

interior

〈 , 〉 : V × V → Zp

(v1, v2) 7→ 〈v1, v2〉 := v11v21 + v12v22

donde v1 = (v11, v12) y v2 = (v21, v22). Si tomamos nuevamente la acción

g 7→


1 g

0 1




de un grupo G sobre V cuyo orden sea divisible por p, es fácil ver que el producto anterior no es

invariante respecto a G y un cálculo sencillo muestra que

〈v1, v2〉inv = 0 para todos v1, v2 ∈ V.

Además, aunque Zp ⊕ 0 es un subespacio G-invariante, es claro que no existe un G-espacio com-

plementario, de hecho su complemento 〈 , 〉inv-ortogonal es precisamente V .

Como una consecuencia inmediata del Teorema de Maschke se sigue que toda representación

V de dimensión compleja finita de un grupo finito G, es una suma directa de representaciones

irreducibles. Esta propiedad es conocida como reducibilidad completa. Combinando lo anterior con

el siguiente resultado, tendremos que dicha descomposición es única, salvo isomorfismo.
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Lema 1.1.5 (Schur). Si V y W son representaciones irreducibles de G y φ : V → W es una

aplicación G-lineal, entonces

1. φ es un isomorfismo, o bien, φ = 0.

2. Si V = W , entonces φ = λ · Id, para λ ∈ C, Id : V → W la aplicación identidad.

Demostración. La primera parte de este resultado se sigue del hecho de que V0 := Ker(φ) y

W0 := Im(φ) son subrepresentaciones de V y W , respectivamente, ya que al ser éstas últimas

representaciones irreducibles se tiene lo siguiente:

• Si V0 = 0, entonces φ es inyectiva y distinta de cero, por lo tanto W0 6= 0 de donde se sigue que

W0 = W por ser ésta irreducible. Por lo tanto φ es un isomorfismo.

• Si V0 6= 0 entonces V0 = V , y por lo tanto φ = 0.

Para la segunda parte del lema usamos el hecho de que el campo C es algebraicamente cerrado,

pues esto garantiza la existencia de un valor propio no nulo para la aplicación φ : V → W , digamos

λ ∈ C. Consideremos ahora la aplicación

ψ := φ− λ · Id : V → W.

Es claro que todo multiplo C-escalar del vector propio vλ asociado al valor propio λ satisface

ψ(cvλ) = (φ− λ · Id)(cvλ) = φ(cvλ)− λ · Id(cvλ) = cφ(vλ)− λcvλ = 0,

de donde se sigue que Ker(ψ) 6= 0 y al ser una subrepresentación de V debemos tener Ker(ψ) = V ,

es decir, ψ := φ−λ · Id = 0 sobre todo elemento en V , lo cual establece la segunda parte del Lema

de Schur.

Del Teorema de Maschke y el Lema de Schur, deducimos el siguiente resultado.

Proposición 1.1.6. Sea G un grupo finito y ρ : G→ Aut(V ) una representación. Entonces

V ∼=
⊕

Vi∈Irr(G)

HomG(Vi, V )⊗ Vi

donde Irr(G) corresponde al conjunto de clases de isomorfismo de representaciones irreducibles

de G.

6
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En otras palabras, lo que el resultado anterior nos dice es que para un grupo finito G, toda

representación V de G se puede escribir de forma única, salvo isomorfismo, como una suma de

representaciones irreducibles de G; donde HomG(Vi, V )⊗Vi ∼= V ⊕ai
i =: aiVi, nos dice cuantas veces

aparece la representación irreducible Vi en tal descomposición.

1.2. El anillo de representaciones

Sea A un semigrupo abeliano. La construcción de Grothendieck de A, denotada por K(A),

es un grupo abeliano que satisface la siguiente propiedad universal: existe un homomorfismo de

semigrupos α : A −→ K (A) tal que, si G es un grupo abeliano y r : A −→ G es un homomorfismo

de semigrupos, entonces existe un único homomorfismo de grupos r̃ : K(A) → G tal que r̃α = r,

es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

A
α //

r

��

K(A)

r̃||②
②
②
②

G

En el caso de que A posee una estructura de semianillo, K(A) hereda una estructura de anillo.

La unicidad de K (A) se sigue por la propiedad universal y la existencia es probada por M. F.

Atiyah en [3, Sec. 2.1]; siguiendo el mismo análisis hecho por Atiyah en dicha referencia, definimos

el anillo de representaciones.

Definición 1.2.1. Para un grupo G, definimos el anillo de representaciones R(G) como la cons-

trucción de Grothendieck del semianillo consistente de las clases de isomorfismo de representacio-

nes lineales complejas de G, de dimensión finita, con la suma y producto usuales.

Cabe mencionar que los elementos en R(G) pueden verse como diferencias formales de clases

de isomorfismo de representaciones lineales complejas de G, de dimensión finita,

R(G) = {[V ]− [W ]}

con las operaciones de suma y producto dadas por,

([V1]− [W1]) + ([V2]− [W2]) = [V1 ⊕ V2]− [W1 ⊕W2]
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y

([V1]− [W1]) · ([V2]− [W2]) = [V1 ⊗ V2 ⊕W1 ⊗W2]− [V1 ⊗W2 ⊕W1 ⊗ V2].

Ejemplo 1.2.2. Consideremos el grupo abeliano ćıclico finito G = Zn, y sea

ρ : G→ Aut(C) ∼= C×

una representación lineal de G. Como ρ es un homomorfismo de grupos, se sigue que para cada

g ∈ G,

ρ(g)n = ρ(gn) = ρ(0) = 1,

es decir los automorfismos ρ(g) de C corresponden a multiplicación por las ráıces n-ésimas de la

unidad. De modo que tenemos n representaciones irreducibles de Zn en C, y si g es un generador

de G, entonces cada una es dada por

ρk : G −→ Aut(C) ∼= C×

g 7−→ e2πik/n
(1.1)

para k = 0, 1, . . . , n− 1.

Si ahora consideramos una representación

ρ : G→ Aut(Cm)

de dimensión m, entonces podemos ver a los automorfismos ρ(g) como matrices complejas cuadra-

das de m×m no singulares. Luego, como ρ es un homomorfismo de grupos y G = Zn es abeliano se

sigue que dichas matrices conmutan, de modo que podemos tomar una base en Cm de tal manera

que todos los automorfismos ρ(g) se diagonalizan simultaneamente, esto es,

ρ(g) =




α1 0 0 · · · 0

0 α2 0 · · · 0
...

. . .
...

0 0 0 · · · αm



.

Nuevamente, tenemos que ρ(g)n = I y en consecuencia cada αk corresponde a una ráız n-ésima de

la unidad. Lo que nos da una descomposición de la representación ρ en la forma

ρ = ρk1 ⊕ ρk2 ⊕ · · · ⊕ ρkm

8
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donde ρki(g) = αi para cada i = 1, 2, . . . ,m. Por lo tanto, las únicas representaciones irrducibles

de Zn son de la forma (1.1).

Por otro lado, en la notación de (1.1), es claro que

ρk = ρ1 ⊗ ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρ1 (k veces)

y por lo tanto, la identificación

ρ1 ←→ x

induce un isomorfismo de anillos

R(Zn) ∼= Z[x]/(1− xn). (1.2)

Ejemplo 1.2.3. En este ejemplo estudiaremos las representaciones complejas (continuas) del grupo

de Lie compacto S1. Si

ρ : S1 → Aut(C) ∼= C×

es una representación lineal continua, no es dif́ıcil convencerse de que para cada α ∈ S1, ρ(α) ∈

S1 ⊂ C×. Luego, como ρ es un homomorfismo de grupos se sigue que

ρ(α) = αk

para todo α ∈ S1 y algún k ∈ Z. En consecuencia, para cada k ∈ Z tenemos una representación

irreducible

ρk : α 7→ αk. (1.3)

Usando la conmutatividad de S1 y un argumento completamente análogo al ejemplo anterior,

deducimos que las únicas representaciones irreducibles son de la forma (1.3). Por lo tanto, la

identificación

ρ1 ←→ x

induce un isomorfismo de anillos

R(S1) ∼= Z[x, x−1].

Proposición 1.2.4. Para el grupo ćıclico abeliano de n elementos Zn, tenemos que

R(Zn)⊗Q ∼=
∏

di|n

Q(ζdi)

9
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donde di toma valores sobre todos los divisores de n, ζdi es una di-ésima ráız primitiva de la unidad

y Q(ζdi) es el campo ciclotómico obtenido al adjuntar ζdi al campo de los números racionales.

Para demostrar la proposición anterior necesitaremos el siguiente resultado básico,

Lema 1.2.5. Si ζd es una d-ésima ráız primitiva de la unidad, entonces

dimQ Q(ζd) = ϕ(d)

donde ϕ(d) es la función de Euler, que es igual al numero de primos relativos positivos menores

que d. En particular,

dimQ

∏

di|n

Q(ζdi) = n.

Para una demostración puede consultarse [26, Teo. 3.1].

Demostración de la Proposición 1.2.4. Usando el isomorfismo 1.2, del ejemplo 1.2.2, mostra-

remos que la aplicación

Ψ : R(Zn)⊗Q −→
∏

di|n
Q(ζdi)

f(x) 7−→ (f(ζd1), f(ζd2), . . . , f(ζdk))

es un isomorfismo de anillos. En primer lugar, es claro que Ψ es un morfismo de Q-módulos,

pues claramente es Q-lineal. Por otro lado, si Ψ(f(x)) = (0, . . . , 0), entonces f(x) debe de ser un

múltiplo de cada uno de los polinomios ciclotómicos

Φdi(x) =

ϕ(di)∏

j=1

(x− ζjdi),

ya que Φdi(x) es un polinomio mónico irreducible en Q[x] de grado ϕ(di) (cf. [13, Teo. 41]). Por lo

tanto, para algún polimonio g(x),

f(x) = g(x)
∏

di|n

Φdi(x) = g(x)(1− xn) = 0,

y se sigue que Ψ es inyectiva. Luego, por el lema anterior, sabemos que

dimQR(Zn)⊗Q = n = dimQ

∏

di|n

Q(ζdi),

en consecuencia, Ψ es un isomorfismo de Q-módulos. Además, es claro que Ψ preserva el producto

en ambos anillos y obtenemos el resultado deseado.
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Ejemplo 1.2.6. Consideremos el caso del grupo ćıclico de orden un número primo, digamos p. En

este caso, sabemos que

R(Zp)⊗Q ∼= Q[x]/(1− xp)

y por la proposición anterior,

Q[x]/(1− xp) ∼= Q×Q(ζp)

donde el isomorfismo es dado por

f(x) 7−→ (f(1), f(ζ)) (1.4)

En efecto, si (r, r0 + r1ζ + r2ζ
2 + · · ·+ rp−1ζ

p−1) ∈ Q×Q(ζp) entonces para

f(x) = (r0 + s) + (r1 + s)x+ (r2 + s)x2 + · · ·+ (rp−1 + s)xp−1 con s =
r −

∑
rk

p

se tiene que f(1) = r y f(ζ) = r0 + r1ζ + r2ζ
2 + · · ·+ rp−1ζ

p−1 ya que s ·
∑p−1

k=0 ζ
k = 0, por lo tanto

1.4 es sobreyectivo. La inyectividad se sigue del hecho de que si f(1) = f(ζ) = 0 para un polimonio

f(x), entonces existe g(x) tal que f(x) = (1−x)g(x) y además g(ζ) = 0, lo cual es absurdo ya que

g(x) tiene grado menor o igual a p− 2 y el polimonio minimal de ζ es

1 + x+ x2 + · · ·+ xp−1.

Si ahora consideramos un grupo finito no necesariamente abeliano, entonces podemos establecer

una fórmula de descomposición análoga a la Proposición 1.2.4, pero un poco más sofisticada como

veremos enseguida, pero antes introducimos el concepto de representación inducida.

Sea ρ : G −→ Aut(V ) una representación lineal de G y sea ρH su restricción al subgrupo

H < G. Consideremos una subrepresentación W de ρH , esto es, ρ(h)(W ) ⊂ W para cada h ∈ H,

y denotamos por θ : H −→ Aut(W ) esta representación. Observemos que para cada g ∈ G, el

espacio vectorial ρ(g)(W ) depende sólo de la clase lateral gH de g, en efecto, para cada h ∈ H se

tiene que

ρ(gh)(W ) = ρ(g) ◦ ρ(h)(W ) = ρ(g)(ρ(h)(W )) = ρ(g)(W )

ya que ρ(h)(W ) = W . De modo que si σ es una clase lateral izquierda de H, podemos definir el

subespacioWσ de V , como ρ(g)(H) para cualquier g ∈ σ. Luego, es claro que los subespaciosWσ son

permutados sobre śı mismos por ρ(g), para g ∈ G, y su suma
∑

σ∈G/H Wσ es una subrepresentación

de V .
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Decimos que la representación ρ : G −→ Aut(V ) es inducida por la representación θ : H −→

Aut(W ) si

V =
⊕

σ∈G/H

Wσ,

y la denotamos por

ρ = IndG
H(θ).

Proposición 1.2.7. Si G es un grupo finito, entonces

R(G)⊗Q ∼=
∏

(C)

Q(ζ|C|)
NG(C)

donde (C) corre sobre las clases de conjugación de subgrupos ćıclicos de G y NG(C) es el norma-

lizador de C en G.

Demostración. Sea C la familia de subgrupos ćıclicos de G y sea

Ind⊗Q :
⊕

C∈C

R(C)⊗Q −→ R(G)⊗Q

la extensión Q-lineal del homomorfismo

Ind :
⊕

C∈C

R(C) −→ R(G)

definido por la familia IndG
C de representaciones inducidas para cada C ∈ C. La sobreyectividad

de Ind⊗Q es equivalente a la de

Ind⊗ C :
⊕

C∈C

R(C)⊗ C −→ R(G)⊗ C

y por dualidad, esto es equivalente a la inyectividad de la aplicación adjunta, dada por la restricción,

Res⊗ C : R(G)⊗ C −→
⊕

C∈C

R(C)⊗ C

lo cual es inmediato, ya que lo anterior significa que si una función de clase se restringe a 0 sobre

cada subgrupo ćıclico de G, entonces corresponde a la función de clase 0. Por lo tanto Ind⊗Q es

sobreyectiva.

Sea N el núcleo de Ind⊗Q. Tenemos los siguientes hechos:

12
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(a) Sean C1, C2 ∈ C tales que C1 ⊂ C2. Si ρ1 ∈ R(C1) y ρ2 = IndC2
C1

(ρ1) ∈ R(C2), entonces

ρ1 − ρ2 ∈ N.

(b) Sean C1, C2 ∈ C subgrupos ćıclicos conjugados, digamos por h ∈ G, esto es C1 = hC2h
−1. Si

ρ1 ∈ R(C1) y definimos

ρ2(c) := ρ1(hch
−1) para cada c ∈ C2,

entonces ρ2 ∈ R(C2) tal que ρ1 − ρ2 ∈ N .

De hecho, N es generado sobre Q por los elementos de la forma (a) y (b) (ver [40], Sec. 9.3),

de modo que si en cada uno de los sumandos de

⊕

C∈C

R(C)⊗Q,

consideramos sólo la parte NG(C)-invariante y tomamos la suma sobre las clases de conjugación

de subgrupos ćıclios, entonces

Ind⊗Q :
⊕

(C)(R(C)⊗Q)NG(C)
∼= // R(G)⊗Q.

Finalmente, usando el hecho de que para grupos ćıclicos C ⊂ G,

R(C)⊗Q ∼=
∏

di| |C|

Q(ζdi),

y que además

(R(C)⊗Q)NG(C) ∼= Q(ζ|C|)
NG(C),

obtenemos el resultado deseado.

1.3. G-Haces Vectoriales

En esta sección introduciremos el concepto de G-haz vectorial, que necesitaremos para definir

la K-teoŕıa equivariante en la siguiente subsección. Asumimos que el lector está familiarizado con

la teoŕıa de haces vectoriales, la cual puede consultarse en [18] y [20]. Aunque en esta sección
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se proporcionan los conceptos y resultados necesarios sobre topoloǵıa equivariante, se recomienda

consultar el libro Transformation groups, de Tammo tom Dieck [44], el cual proporciona una

excelente presentación sobre este tema.

Recordemos que un G-espacio M consiste de un espacio topológico M , sobre el cual actúa un

grupo G mediante un homomorfismo

θ : G→ Homeo(M).

Abusando de la notación, escribimos g : M → M para el homeomorfismo θ(g) : M → M corres-

pondiente al elemento g ∈ G.

Todo espacio topológico M se puede ver como un G-espacio mediante la acción

g : x 7→ x, para todo g ∈ G.

En este caso, llamamos a M un G-espacio trivial.

Decimos que M es un G-espacio libre, o que G actúa libremente sobre M , si para x ∈ M y

g ∈ G,

g(x) = x implica g = e.

Ejemplo 1.3.1. Si G = Z2 y M = Sn, una G-acción libre y no trivial es dada por la aplicación

ant́ıpoda.

Si M es un G-espacio, N un H-espacio y Ψ : H −→ G es un homomorfismo continuo, decimos

que f : N → M es una función Ψ-equivariante si ésta es continua y si f(hy) = Ψ(h)f(y) para

todo h ∈ H, y ∈ N .

Cuando H = G y Ψ = id, entonces la función Ψ-equivariante f : N → M entre G-espacios M

y N , es llamada G-función.

Definición 1.3.2. Un G-haz vectorial sobre un G-espacio M consiste de un haz vectorial p :

E →M , tal que

1. E es un G-espacio,

2. La proyección p : E →M es una G-función, y
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3. Para cada g ∈ G y x ∈M , la restricción a cada fibra de la acción de g sobre E,

g : Ex → Eg(x)

es lineal.

Es claro que si G es trivial, entonces todo G-haz vectorial es un haz vectorial ordinario.

En este trabajo consideraremos solo haces vectoriales complejos, de modo que a menos que se

especifique lo contrario, todos los haces vectoriales aqui considerados tienen fibra Ex
∼= Cn.

Si M es un G-espacio y V un G-módulo complejo, entonces la proyección en el primer factor

p : M × V →M define de manera natural un G-haz vectorial sobre M . Este es un G-haz vectorial

trivial con fibra V y lo denotado por V.

Un G-homomorfismo E → F entre G-haces vectoriales es una G-función que es a su vez

un homomorfismo de haces vectoriales. Análogamente, un G-isomorfismo es una G-función y un

isomorfismo de haces vectoriales.

Definición 1.3.3. Si G es un grupo finito actuando sobre el CW-complejo finito M , se define

V ectG(M) como el conjunto de clases de isomorfismos de G-haces vectoriales complejos sobre M .

Si E es un G-haz vectorial sobre M , denotamos por [E] ∈ V ectG(M) su clase de isomorfismo.

Es claro que si G es trivial, entonces V ectG(M) = V ect(M), donde V ect(M) denota el conjunto

de clases de isomorfismo de haces vectoriales sobre M .

Si M consta de un solo punto, entonces un G-haz vectorial sobre M corresponde a un espacio

vectorial complejo V ∼= Cn sobre el cual actúa G linealmente, esto es, un G-módulo. En este

caso, la clase de isomorfismo del G-módulo V esta dada por el conjunto de G-módulos W de

igual dimensión que V y tales que existe un isomorfismo lineal entre estos. De modo que podemos

identificar la clase de isomorfismo de V en V ectG(∗) con una representación de G en V ,

ρV : G→ GL(V ).

Rećıprocamente, toda representación de G en un espacio vectorial complejo de dimensión finita V ,

define un elemento en V ectG(∗) dado precisamente por [V ]. Lo anterior establece una biyección

entre V ectG(∗) y el conjunto de representaciones complejas de dimensión finita de G.
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1.4. K-Teoŕıa Equivariante

Antes de establecer la definición de K-teoŕıa equivariante, observemos que la suma directa de

G-haces vectoriales se extiende de manera natural a clases de isomorfismo, de modo que ésta le da

una estructura de semigrupo abeliano a V ectG(M).

Definición 1.4.1. Definimos la K-teoŕıa equivariante del G-CW-complejo finito M como el

grupo de Grothendieck de V ectG(M) y la denotamos por KG(M).

Dados dos G-haces vectoriales podemos obtener un nuevo G-haz como el producto tensorial de

éstos, donde la acción de G es dada por la acción diagonal. Este producto se extiende de manera

natural a V ectG(M) y a KG(M), dándole a este último una estructura de anillo conmutativo con

unidad dada por el G-haz vectorial trivial M × C→M , donde G actúa trivialmente sobre C.

Es claro que si G es el grupo trivial, entonces la K-teoŕıa equivariante corresponde a K-teoŕıa

ordinaria. Por otro lado, si M es un punto entonces obtenemos

KG(∗) ∼= R(G),

el anillo de representaciones (virtuales) de G.

El siguiente resultado muestra que relación existe entre K-teoŕıa equivariante y K-teoŕıa ordi-

naria según la forma en la que la acción es dada.

Proposición 1.4.2 (G. Segal). (i) Si M es un G-espacio libre, entonces KG(M) ∼= K(M/G).

(ii) Si M es un G-espacio trivial, entonces KG(M) ∼= K(M)⊗R(G).

(iii) Si H es un subgrupo de G, entonces KG(G×H Y ) ∼= KH(Y ) para todo H-espacio Y .

(iv) KG(G/H) ∼= R(H)

Demostración. Comentaremos las ideas de las demostraciones de los enunciados anteriores, es-

tablecidos por G. Segal en [38].
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(i) Para el G-espacio libre M , la aplicación de proyección sobre el espacio de órbitas pr : M −→

M/G induce un morfismo

pr∗ : K(M/G) −→ KG(M).

En [38, Prop. 2.1], G. Segal muestra que si E es un G-haz vectorial sobre M , entonces la

aplicación E 7−→ E/G es inversa a pr∗.

(ii) En [38, Prop. 2.2], G. Segal demuestra que si E es un G-haz vectorial sobre el G-espacio

trivial M , entonces la aplicación

E 7−→
⊕

[V ]∈Irr(G)

HomG(V, E)⊗V,

donde la suma es sobre las las clases de isomorfismo de representaciones irreducibles de G y

V representa el módulo trivial M × V sobre M , induce el isomorfismo deseado.

(iii) Este es un caso particular de la observación que G. Segal hace después de la Proposición 2.1

de [38].

(iv) Se sigue de (iii) tomando Y = {pt}.

Propiedades Cohomológicas de la K-Teoŕıa Equivariante

Los siguientes resultados pueden encontrarse en [29] y en [10].

Una teoŕıa de cohomoloǵıa G-equivariante sobre la categoŕıa de parejas de G-CW-complejos

finitos y G-clases de homotoṕıa de G-funciones (celulares), consiste en una sucesión de funtores

contravariantes {hnG}n∈Z sobre dicha categoŕıa a la categoŕıa de grupos abelianos, junto con una

familia de transformaciones naturales

δn : hnG(A, ∅) −→ hn+1
G (M,A)

de tal manera que se satisfacen los siguientes axiomas:
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(1) La inclusión (M,M ∩ A) →֒ (M ∪ A,A), induce un isomorfismo,

hnG(M ∪ A,A)
∼= // hnG(M,M ∩ A).

(2) Para una pareja de G-CW-complejos finitos (M,A), la sucesión,

· · · // hnG(M,A) // hnG(M) // hnG(A) δn // hn+1
G (M,A) // · · ·

es exacta, donde hnG(M) := hnG(M, ∅).

Se puede usar un argumento estándar para probar la exactitud de la sucesión de Mayer-Vietoris

y la sucesión larga de una terna.

Si M es un G-CW-complejo con un punto base, denotaremos por SM = S∧M la suspensión re-

ducida de M , con la acción trivial de G sobre el factor S. Una teoŕıa de cohomoloǵıa G-equivariante

reducida sobre la categoŕıa de G-CW-complejos finitos con punto base y G-clases de homotoṕıa

de G-funciones (celulares) que preservan el punto base, es una sucesión de funtores contravarian-

tes {h̃nG}n∈Z sobre dicha categoŕıa a la categoŕıa de grupos abelianos, junto con una familia de

transformaciones naturales

σn : h̃nG(M) −→ h̃n+1
G (SM)

de tal manera que se satisfacen los siguientes axiomas:

(1)’ Las transformaciones σn son isomorfismos para cada n y para cada M .

(2)’ La sucesión corta,

h̃nG(M ∪A CA) // h̃nG(M) // h̃nG(A)

es exacta.

Dada una teoŕıa de cohomoloǵıa G-equivariante h∗G se puede construir una versión reducida

asociada, mediante h̃∗G(M) := h∗G(M, ∗). Rećıprocamente, si h̃∗G es una teoŕıa de cohomoloǵıa G-

equivariante reducida, entonces h∗G(M,A) := h̃∗G(M+ ∪A CA
+) define una teoŕıa de cohomoloǵıa

G-equivariante.

El resultado principal de esta sección es establecer a la K-teoŕıa G-equivariante como una teoŕıa

de cohomoloǵıa sobre la categoŕıa de parejas de G-CW-complejos a la categoŕıa de grupos abelianos
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(con los correspondientes morfismos), de modo que a fin de hacer esto, es necesario construir la

sucesión de funtores contravariantes Kn
G comentados anteriormente. Para extender el grupo de

K-teoŕıa equivariante a una familia de funtores, usamos el siguiente resultado.

Teorema 1.4.3 (Periodicidad de Bott). Si M es un G-CW-complejo finito, entonces

K̃G(M) ∼= K̃G(S2M)

Este resultado es mostrado en [38] y en [4]. Luego, usando Periodicidad de Bott, podemos

definir los grupos superiores de K-teoŕıa equivariante (reducida) por

K̃2n
G (M) := K̃G(M) y K̃2n+1

G (M) := K̃G(SM),

para toda n ∈ Z y M un G-CW-finito. Si (M,A) es una G-pareja de G-CW-complejos finitos,

definimos

K∗
G(M,A) := K̃∗

G(M ∪A CA)

Proposición 1.4.4. El funtor de K-teoŕıa G-equivariante {K∗
G(−)} definido de la categoŕıa de pa-

rejas de G-CW-complejos finitos y G-clases de homotoṕıa de G-funciones (celulares), a la categoŕıa

de grupos abelianos es una teoŕıa de cohomoloǵıa G-equivariante.

La demostración de la proposición anterior es dada por G. Segal en [38].

La sucesión espectral de Atiyah-Hirzebruch

Como teoŕıa de cohomoloǵıa equivariante generalizada, KG(−) tiene su correspondiente su-

cesión espectral. En [29], T. Matumoto construye una sucesión espectral de Atiyah-Hirzebruch

para una teoŕıa de cohomoloǵıa G-equivariante sobre complejos celulares, la cual presenta ventajas

computacionales sobre la sucesión espectral estudiada por G. Segal en [38].

En [29, Teo. 8.1] demuestra el siguiente resultado.

Teorema 1.4.5 (Matumoto). Sea G un grupo finito y X un G-complejo CW finito. Entonces

existe una sucesión espectral Ep,q
r con

Ep,q
1
∼= Cp

G(X,Kq
G)
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donde el diferencial d1 corresponde al operador cofrontera, y

Ep,q
2
∼= Hp

G(X,Kq
G)

Ep,q
∞
∼= GrpK

p+q
G (X) = Kp+q

G,p (X)/Kp+q
G,p+1(X)

con Kn
G,p(X) = Ker (Kn

G(X) −→ Kn
G(Xp−1)). El G-sistema de coeficientes Kq

G(G/H) es isomorfo

a KG(G/H) para q par y cero en otro caso.

Los conceptos de G-sistema de coeficientes y el funtor contravariante Cp
G(−, Kq

G), son estable-

cidos en el Apéndice A.

Homomorfismo de Chern equivariante

Como una aplicación de la sucesión espectral anterior, se puede demostrar que el homomorfismo

de Chern equivariante construido en [42], corresponde a un isomorfismo racional entre K-teoŕıa

equivariante y cohomoloǵıa de Bredon equivariante con el sistema de coeficientesRG⊗Q : G/H 7−→

RG(H)⊗Q.

Teorema 1.4.6 (S lomińska, [42]). Existe una transformación natural de teoŕıas de cohomoloǵıa

equivariantes

chG : KG(−) −→
∞⊕

k=0

H2k
G (−,RG ⊗Q),

tal que para X un G-complejo celular compacto, la aplicación inducida

KG(X)⊗Q −→ Hpar
G (X,RG ⊗Q),

es un isomorfismo.

Representabilidad

Como una teoŕıa de cohomoloǵıa G-equivariante, K∗
G es representable (cf. [29], Teo. 6.1), y de

hecho en [28] se demuestra que un Ω-espectro G-equivariante para la K-teoŕıa equivariante es dado

por el espacio F(G) de operadores de Fredholm sobre L2(G, ℓ2), el espacio de Hilbert complejo de

funciones de cuadrado integrable sobre G (con respecto a una medida de Haar G-invariante) con

valores en ℓ2; esto es,
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Teorema 1.4.7 (Matumoto, [28]). Existe un isomorfismo de grupos canónico

G− index: [X,F(G)]G −→ KG(X),

para todo G-espacio compacto X. Donde [−,−]G denota el conjunto de G-clases de homotoṕıa de

G-funciones.

1.5. Localización y K-teoŕıa Equivariante

En esta sección mostramos algunos resultados clásicos de localización para K-teoŕıa equiva-

riante, los cuáles suelen ser útiles en la realización de cálculos.

Lema 1.5.1 (S lomińska, [42]). Si M es un G-CW-complejo finito, entonces existe un isomorfismo

KG(M) ∼=C

⊕

(g)

KG(M)(g)

donde la suma es sobre las clases de conjugación (g) en G y KG(M)(g) denota la localización del

R(G)-módulo KG(M).

Demostración. La demostración es por inducción en las celdas. Probaremos que la descomposición

del lema es válida para el k-ésimo esqueleto si es válida para el (k − 1)-ésimo esqueleto.

En el caso k = 0 los puntos son de la forma G/H, y tenemos

KG(G/H)⊗ C ∼= R(H)⊗ C ∼=
⊕

(g)

(R(H)⊗ C)(g)

ya que R(H) es un anillo Noetheriano.

Para probar el caso general, aplicamos la sucesión exacta larga en K-teoŕıa a la pareja

(Xk, Xk−1), y por Periodicidad de Bott e hipótesis de inducción, obtenemos el siguiente diagrama

conmutativo,

K1
G(Xk−1) //

��

KG(Xk, Xk−1) //

��

KG(Xk) //

��

KG(Xk−1) //

��

K1
G(Xk, Xk−1)

��⊕
(g)

K−1
G (Xk−1)(g)

// ⊕
(g)

KG(Xk, Xk−1)(g)
// ⊕
(g)

KG(Xk)(g)
// ⊕
(g)

KG(Xk−1)(g)
// ⊕
(g)

K1
G(Xk, Xk−1)(g)

ya que la primera y cuarta flecha son isomorfismos por hipótesis de inducción, y la segunda y quinta

flechas verticales se siguen por Periodicidad de Bott. El resultado se sigue aplicando el Lema del

5.
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Lema 1.5.2 (Segal, [38]). Sea G un grupo finito y M un G-espacio. Si M (g) denota el conjunto de

puntos fijos de M por cada elemento de (g), esto es M (g) :=
⋃

h∈(g)M
h =

⋃
h∈(g){m ∈M | h ·m =

m}, entonces

M (g)/G ∼= M g/C(g),

con C(g) el centralizador de g ∈ G.

Demostración. Observemos que si x ∈ M (g), entonces x ∈ Mh para algún h ∈ G, y para cada

k ∈ G

k : Mh −→ Mkhk−1

x 7−→ kx

lo que nos da una acción de G sobre M (g).

Por otro lado, si k ∈ C(g) y x ∈ M g, entonces g(kx) = (gk)x = (kg)x = k(gx) = kx, es decir

kx ∈M g, lo cual significa que tenemos una C(g)-acción sobre M g.

Si consideramos la inclusión

i : M g →M (g)

entonces para cada k ∈ C(g) y l ∈ G, los puntos i(k · x) y l · i(x) en M (g) representan el mismo

elemento en M (g), de modo que tenemos una aplicación inducida

ĩ : M g/C(g)→M (g)/G.

Consideremos ahora la aplicación

j : M (g) →M g,

definida de la siguiente manera, si x ∈Mh ⊂M (g) con h = aga−1, definimos j(x) = a−1x. Es claro

que esta aplicación puede no ser única, pues las clases de conjugación en G no necesariamente son

disjuntas, sin embargo para cualquier elección de j tendremos una única aplicación

j̃ : M (g)/G→M g/C(G),

lo cual podemos observar en el diagrama

22
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Maga−1 a−1
//

k

��

M g

l

��
Mkhk−1 (ka)−1

//M g

Es claro que las aplicaciones ĩ y j̃ son inversas una de la otra y por lo tanto,

M (g)/G ∼= M g/C(g).

Teorema 1.5.3 (Atiyah-Segal, [6]). Si G es un grupo de Lie compacto que actúa sobre una variedad

compacta M , entonces existe un isomorfismo de espacios vectoriales

K∗
G(M)⊗ C ∼=

⊕

(g)

[K∗(M g)⊗ C]C(g),

donde la suma es sobre las clases de conjugación (g) en G y [− ]C(g) denota la parte C(g)-

invariante.

Aunque el isomorfismo anterior no es un isomorfismo de anillos, es posible modificar la parte

de la derecha para obtenerlo.

Teorema 1.5.4 (Adem-Ruan, [1]).

KG(M)⊗Q ∼=
∏

(C)

[
K(MC)Z(C) ⊗Q(ζC)

]N/Z

1.6. Representaciones torcidas

En esta sección estudiaremos la teoŕıa de representaciones expuesta al inicio del caṕıtulo, en el

contexto “torcido”. Para una exposición mas detallada puede consultarse [24, Cap. III]. Seguiremos

principalmente la dirección abordada en [1, Sec. 6]. Los elementos de cohomoloǵıa de grupos que

se utilizan en esta sección pueden consultarse en el Apéndice B.

23
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Definición 1.6.1. Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión finita. Una aplicación ρ :

G→ Aut(V ) es llamada una representación proyectiva de G si existe una función α : G×G→ C∗

tal que ρ(x)ρ(y) = α(x, y)ρ(xy), para todos x, y ∈ G y ρ(1) = IdV .

Observemos que α define un cociclo sobre G con valores en C∗, es decir, α ∈ Z2(G,C∗) (cf.

Apéndice B). Las representaciones proyectivas de G, como han sido definidas, estan en corres-

pondencia uno a uno con homomorfismos de G al espacio proyectivo asociado a Aut(V ). Más

expĺıcitamente, como el centro de Aut(V ) es dado por C∗ · IdV , el subgrupo de múltiplos escalares

de la identidad, se define

PAut(V ) = Aut(V )/C∗ · IdV ,

el grupo general lineal proyectivo sobre V . De modo que si ρ : G −→ Aut(V ) es una representación

proyectiva de G, entonces tenemos un homomorfismo ρ̃ : G −→ PAut(V ), definido como se muestra

en el siguiente diagrama,

G
ρ

//

ρ̃

""❊
❊❊

❊❊
❊❊

❊❊
❊❊

❊❊
❊❊

❊❊
❊❊

Aut(V )

��
PAut(V )

donde la flecha vertical representa el homomorfismo cociente. Rećıprocamente, si f : G −→

PAut(V ) es un homomorfismo y para algún g ∈ G fijamos un elemento ρ(g) ∈ Aut(V ) de la

clase f(g) tal que ρ(1) = 1, entonces ρ es una representación proyectiva de G.

Enseguida introducimos la noción de equivalencia lineal, que será de interés en el resto de la

sección.

Definición 1.6.2. Dos representaciones proyectivas ρ1 : G → Aut(V1) y ρ2 : G → Aut(V2) se

dicen ser linealmente equivalentes si existe un isomorfismo de espacios vectoriales f : V1 → V2 tal

que ρ2(g) = fρ1(g)f−1 para todo g ∈ G.

Si α es el cociclo correspondiente a ρ, decimos que ρ es una α-representación sobre el espacio

V . Tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.6.3. Sea ρi, i = 1, 2, una αi-representación sobre el espacio Vi. Si ρ1 es linealmente

equivalente a ρ2, entonces α1 es igual a α2.
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Es fácil ver que dado un cociclo fijo α, podemos tomar la suma directa de cualesquiera dos

α-representaciones. Entonces podemos introducir el siguiente concepto,

Definición 1.6.4. Definimos Mα(G) como el monoide de clases de isomorfismos lineales de α-

representaciones de G. Denotamos por Rα(G) el grupo de Gothendieck asociado a Mα(G).

Sea α ∈ Z2(G,C∗). Un elemento g ∈ G se dice que es α-regular si α(g, x) = α(x, g) para

todo x ∈ C(g). Si un elemento g ∈ G es α-regular, entonces cualquier conjugado de g es también

α-regular, entonces podemos hablar de clases de conjugación α-regulares en G. Por propósitos

técnicos introduciremos también la noción de un “cociclo estándar”; éste será un cociclo α con

valores en C∗ tal que

1. α(x, x−1) = 1 para todo x ∈ G y,

2. α(x, g)α(xg, x−1) = 1 para todo elemento α-regular g ∈ G y todo x ∈ G.

En otras palabras, lo anterior significa simplemente que α es estándar si y sólo si, para todo

x ∈ G y para todo elemento α-regular g ∈ G, se tiene que x −1 = x−1 y x g x −1 = xgx−1. De

hecho puede probarse que cualquier clase de cohomoloǵıa c ∈ H2(G,C∗) puede ser representada

por un cociclo estándar, y asumiremos este hecho en el resto de este trabajo. Más aún, como C

es algebraicamente cerrado se tiene que todo cociclo α ∈ Z2(G,C∗) es cohomologo a un cociclo

estándar con valores en S1, de modo que tenemos el isomorfismo H2(G, S1) ∼= H2(G,C∗) (cf. [25,

Teo. 6.4]). Además, como C tiene caracteŕıstica 0 y el grupo aditivo Q/Z es isomorfo al subgrupo

de torsión de C∗ se tiene que H2(G,C∗) ∼= H2(G,Q/Z) (cf. [25, Cor. 9.5]). De modo que tenemos

los siguientes isomorfismos

H2(G, S1) ∼= H2(G,C∗) ∼= H2(G,Q/Z) ∼= H3(G,Z),

el último isomorfismo es inducido por la sucesión exacta de ZG-módulos (cf. [25, Prop. 1.19])

0 // Z // Q // Q/Z // 0

De modo que en el resto del trabajo usaremos clases de cohomoloǵıa en H2(G, S1), donde la

G-acción sobre los coeficientes se asume trivial.
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Un elemento α ∈ H2(G, S1) corresponde a una clase de equivalencia de extensiones de grupo

1→ S1 → G̃α → G→ 1.

Como G es un grupo finito, el grupo G̃α hereda de manera inmediata una estructura de grupo

de Lie compacto, donde S1 → G̃α es la inclusión de un subgrupo cerrado. Los elementos en la

extensión de grupo pueden ser representados por parejas {(g, a) | g ∈ G, a ∈ S1} con el producto

(g1, a1)(g2, a2) = (g1g2, α(g1, g2)a1a2).

Existe una correspondencia uno a uno entre clases de isomorfismo de representaciones de

G̃α las cuales se restingen a multiplicación escalar sobre S1 y las clases de isomorfismo de α-

representaciones de G. Si ψ : G̃α → Aut(V ) es una de dichas representaciones, entonces definimos

una α-representación asociada mediante ρ(g) = ψ(g, 1). Nótese que

ρ(gh) = ψ(gh, 1) = α(g, h)−1ψ(gh, α(g, h)) = α(g, h)−1ψ((g, 1)(h, 1)) = α(g, h)−1ρ(g)ρ(h).

Rećıprocamente, dado ρ : G→ Aut(V ) definimos ψ(g, a) = aρ(g), y tenemos

ψ((g, a)(h, b)) = ψ(gh, α(g, h)ab) = abρ(g)ρ(h) = aρ(g)bρ(h) = ψ(g, a)ψ(h, b).

Entonces podemos identificar a Rα(G) con el subgrupo de R(G̃α) generado por las representa-

ciones que se restringen a multiplicación escalar sobre S1.

1.7. Torsión discreta

Definiremos enseguida una versión torcida de la K-teoŕıa equivariante, con torcimientos en

H2(G, S1) conocidos como torsión discreta.

Sea G un grupo finito, α ∈ H2(G, S1),

1→ S1 → G̃α → G→ 1

la extensión central asociada a α, y X un G-complejo celular finito.

Definición 1.7.1. Un G-haz vectorial α-torcido sobre X es un G-haz vectorial complejo E → X

tal que S1 actúa sobre las fibras por multiplicación compleja, de tal manera que la G-acción se

extiende a una G̃α-acción sobre E que cubre la G-acción sobre X.
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De hecho, E → X es un G̃α-haz vectorial, con acción sobre la base dada por la proyección

sobre G y la correspondiente G-acción. Nótese que si dividimos por la acción de S1, obtenemos un

haz proyectivo sobre X. Estos haces torcidos pueden ser sumados, formando un monoide abeliano,

módulo isomorfismo.

Definición 1.7.2. La K-teoŕıa G-equivariante α-torcida de X, denotada por αKG(X), se define

como el grupo de Grothendieck de clases de isomorfismo de G-haces vectoriales α-torcidos sobre

X.

Como con α-representaciones, podemos describir este grupo torcido como el subgrupo de

KG̃α
(X) generado por clases de isomorfismo de haces que se restringen a multiplicación por es-

calares sobre el centro S1. Como la S1-acción sobre X es trivial, tenemos un isomorfismo natural

KS1(X) ∼= K(X)⊗ R(S1). Componiendo la restricción con la aplicación K(X)⊗ R(S1) → R(S1),

obtenemos un homomorfismo KG̃α
(X)→ R(S1); podemos definir αKG(X) como la imagen inversa

del subgrupo generado por las representaciones definidas por multiplicación escalar.

Del mismo modo que para K-teoŕıa equivariante no torcida, esta definición se extiende a una

teoŕıa Z/2-graduada. De hecho, podemos definir αK0
G(X) = αKG(X) y αK1

G(X) = Ker [αKG(S1×

X)→ αKG(X)]. Podemos extender la descripción dada para expresar αK∗
G(X) como un subgrupo

de K∗
G̃α

(X).

Consideremos el caso α = 1, este corresponde a la extensión trivial G × S1. Cualquier G-haz

vectorial puede convertirse en un G × S1-haz vectorial, mediante multiplicación escalar sobre las

fibras; rećıprocamente, un G × S1-haz se restringe a un G-haz ordinario. Por lo tanto αKG(X) ∼=

KG(X).

Para G-espacios triviales tenemos el siguiente resultado,

Lema 1.7.3 (Adem-Ruan [1]). Si X es un G-CW-complejo finito con una G-acción trivial, en-

tonces

αKG(X) ∼= K(X)⊗Rα(G).

Demostración. Este resultado es el análogo de la versión no torcida en [38]. La aplicación natural

R(G̃α) → KG̃α
(X) puede combinarse con K(X) → KG̃α

(X) (dándole a un haz vectorial la G̃α-

acción trivial), para obtener un isomorfismo natural K(X) ⊗ R(G̃α) → KG̃α
(X) la cual cubre la

restricción a la S1-acción.
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La aplicación inversa es dada por,

[E] 7−→
⊕

[M ]∈Irr(G̃α)

HomG̃α
(M,E)⊗ [M ].

Sea X es un G-espacio, Y un G′-espacio y h : G → G′ un homomorfismo de grupos. Si

f : X → Y es una aplicación continua y equivariante respecto a tal homomorfismo, obtenemos

una aplicación inducida

αf ∗ : αKG′(Y )→ h∗(α)KG(X)

donde h∗ : H2(G′, S1) → H2(G, S1) es la aplicación inducida en cohomoloǵıa por h. Si H ⊂ G

es un subgrupo de G, la inclusión define una restricción H2(G, S1) → H2(H, S1). De hecho, si

G̃α es la extensión de grupo definida por α ∈ H2(G, S1), entonces resGH(α) define la extensión

de grupo “restringida” sobre H, denotada por H̃res(α). Aśı, tenemos una aplicación restricción

αKG(X)→ res(α)KH(X).

En este caso también tenemos una sucesión espectral.

Teorema 1.7.4. Si G es un grupo finito, X un G-complejo celular finito y α ∈ H3(G,Z) ∼=

H2(G, S1) dado por el cociclo α : G × G −→ S1, entonces existe una sucesión espectral Ep,q
r con

término Ep,q
∞ =⇒ αKp+q

G (X) y

Ep,q
2
∼=




Hp

G(X,Rα(−)) si q es par,

0 si q es impar.

donde H∗
G(X,Rα(−)) es la cohomoloǵıa de Bredon equivariante de X, con sistema de coeficientes

Rα : G/H 7−→ Rα(H).

La demostración de este teorema es esencialmente la misma que para el Teorema de Atiyah-

Hirzebruch, esto es, verificando que

Ep,q
1
∼= Cp

G(X,Rα)

y luego mostrar que el primer diferencial corresponde efectivamente al operador cofrontera ordinario

en cohomoloǵıa de Bredon equivariante (cf. Apéndice A, para definiciones). Para una prueba usando

estructuras de Mackey, puede consultarse [14].
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Torcimientos equivariantes

La K-teoŕıa torcida tiene su origen en la tesis doctoral de M. Karoubi [23] y en el art́ıculo de

M. Karoubi y P. Donovan [12], en cuyo trabajo se estudia el concepto de K-teoŕıa con coeficientes

locales (actualmente llamada K-teoŕıa torcida) asociada a un elemento (no equivariante) de torsión.

Posteriormente, en el trabajo de J. Rosenberg ([35]), de M. Atiyah - G. Segal ([7]) y Bouwknegt-

Carey-Mathai-Murray-Stevenson ([9]), se presenta el caso de no torsión y el caso equivariante.

Aunque esta teoŕıa tiene ya varios años de que fue introducida por los matemáticos, es hasta

hace poco que se ha convertido en el centro de atención para destacados investigadores en f́ısica

y matemáticas, gracias al trabajo fundamental de Freed-Hopkins-Teleman el cual relaciona la K-

teoŕıa equivariante torcida, con el álgebra de Verlinde ([16]), y especialmente al trabajo de E.

Witten ([47]) en donde se conjetura que la carga de una D-brane toma valores en la K-teoŕıa

(torcida) del espaciotiempo, lo cual ha hecho de esta teoŕıa un tema de investigación muy activo,

principalmente por la implicaciones en f́ısica teórica tales como teoŕıa de cuerdas.

Los antecedentes del trabajo presentado en este caṕıtulo se encuentran principalmente en el

trabajo de M. Ayitah y G. Segal, publicado en [7] y [2].

Dado un G-CW-complejo finito X, M. Atiyah y G. Segal construyen en [7] un espacio ad

hoc P el cual clasifica los torcimientos equivariantes de la K-teoŕıa, y la construcción que ellos

realizan se basa en un procedimiento estándar mediante el cual se pega una familia de espacios

PH (cf. [7, p. 323]) y el cual es G-homotópicamente equivalente a un espacio que representa al

funtor de cohomoloǵıa de Borel equivariante de grado 3. En este trabajo (caṕıtulo) presentamos

otra construcción del espacio clasificante para los torcimientos equivariantes de la K-teoŕıa en la
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Sección 2.2, luego estudiamos sus grupos de homotoṕıa en la Sección 2.3 y, en la Sección 2.4

comprobamos que este espacio es G-homotópicamente equivalente a un representante del funtor

de cohomoloǵıa de Borel equivariante H3
G(−,Z) := H3(−×G EG,Z).

Cabe mencionar que varios de los resultados de este caṕıtulo y algunos del siguiente, se en-

cuentran contenidos en el art́ıculo [8] el cual surge del trabajo en colaboración con Noé Bárcenas,

Michael Joachim y Bernardo Uribe, y es una generalización de varios resultados de esta tesis al

caso donde la acción está dada por un grupo discreto G que actúa propiamente sobre un espacio

X el cual es un G-ANR.

Iniciamos el caṕıtulo con una sección introductoria sobre G-haces proyectivos unitarios.

2.1. Haces proyectivos unitarios equivariantes

En esta sección damos una introducción a la teoŕıa de haces proyectivos unitarios con la acción

de un grupo de Lie compacto G, los cuales son también llamados PU(H)-haces principales G-

equivariantes. Estos son los elementos necesarios para definir los versiones torcidas de la K-teoŕıa

equivariante (Caṕıtulo 3). El material aqúı expuesto puede encontrarse en [45] y [27].

Sea κ un grupo topológico y P −→ X un κ-haz principal sobre el CW-complejo finito X. El

grupo de simetŕıas del haz principal P es definido como el subgrupo de elementos del grupo de

homeomorfismos Homeo(P ) que son κ-equivariantes, esto es,

Sim(P ) := {F ∈ Homeo(P ) | F es κ-equivariante}.

Un homeomorfismo κ-equivariante F induce un homeomorfismo f sobre el espacio base, ha-

ciendo conmutar el diagrama

P
F //

��

P

��
X

f
// X

Rećıprocamente, para cualquier función f : X −→ X tal que existe un isomorfismo φ : P ∼=

f ∗P de κ-haces principales, podemos construir un homeomorfismo κ-equivariante F : P −→ P ,

F := f̄ ◦ φ, donde f̄ es la aplicación canónica f̄ : f ∗P −→ P inducida por f . Si denotamos por
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HomeoP (X) al grupo de tales homeomorfismos f : X −→ X, tenemos la siguiente sucesión exacta

corta,

1 −→ GG(P ) −→ Sim(P ) −→ HomeoP (X) −→ 1

donde GG(P ) es el conjunto de simetŕıas que inducen la identidad en el espacio base, esto es, el

grupo de transformaciones de calibración.

Definición 2.1.1. Sean G y κ grupos de Lie compactos y X un G-complejo celular. Llamamos

κ-haz principal G-equivariante a un κ-haz principal p : P −→ X para el cual se satisface que

P y X son G-espacios (por la izquierda), p es G-equivariante y las acciones de G y κ sobre P

conmutan.

Dos κ-haces principales G-equivariantes P y P ′ son isomorfos si existe un isomorfismo G-

equivariante P ∼= P ′ de κ-haces principales.

Definición 2.1.2. Denotamos el conjunto de clases de isomorfismo de κ-haces principales G-

equivariantes sobre X, por

BunG(X, κ).

Es importante mencionar que en [27], los autores R. K. Lashof, J. P. May y G. Segal llaman

(G, κ)-haz a un κ-haz principal G-equivariante, establecido en la definición 2.1.1, y denotan por

B(G, κ)(X) al conjunto BunG(X, κ) introducido en la definición 2.1.2. El resultado principal en

[27] establece que si G y κ son grupos de Lie compactos, con κ abeliano, y X del mismo tipo de

homotoṕıa G-equivariante que un G-complejo celular, entonces existe un isomorfismo

B(G, κ)(X) ∼= B(κ)(EG×G X),

con el conjunto B(κ)(EG ×G X) de clases de isomorfismo de κ-haces principales sobre el espacio

ordinario (no equivariante) EG×G X, dado por la construcción de Borel sobre X.

El conjunto BunG(X, κ) de clases de isomorfismo es bien conocido para algunas elecciones

espećıficas de κ y G. Por ejemplo, en el caso donde G es un grupo compacto actuando libremente

sobre X y κ = S1, tenemos

BunG(X,S1) ∼= Bun(X/G, S1) ∼= H2(X/G,Z),
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donde el primer isomorfismo se sigue usando argumentos similares a [44, Prop. I.9.4] y [38, Prop.

2.1], el segundo isomorfismo se sigue por la clasificación de clases de isomorfismo de haces de ĺınea

dada por la primera clase de Chern (cf. [46, III.4]).

El caso que será de importancia para nosotros, pues será requerido en la definición de la K-

teoŕıa equivariante torcida, es cuando G corresponde a un grupo de Lie compacto y κ = PU(H),

el grupo de operadores unitarios proyectivos sobre el espacio de Hilbert separable de C-dimensión

infinita H, el cual se define como el cociente del grupo unitario U(H) por su centro, esto es,

PU(H) =
{T : H → H | TT ∗ = T ∗T = Id}

{T ∈ U(H) | TS = ST, para todo S ∈ U(H)}
=

U(H)

{ζ · Id | |ζ| = 1}
= U(H)/S1

donde hemos identificado el centro de U(H) con S1. De modo que tenemos la sucesión exacta

corta

1 // S1 // U(H) π // PU(H) // 1 .

Es crucial para este trabajo el hecho de que esta sucesión es también una fibración, sin embargo,

antes de establecer este resultado es necesario dotar primero con una topoloǵıa al grupo unitario

que le dé una estrucutura de grupo topológico.

Veamos las diferentes topoloǵıas con las que se suele dotar al grupo U(H).

Topoloǵıa fuerte. Si el espacio de Hilbert (H, 〈 , 〉) es dotado con la topoloǵıa inducida por la

norma ‖x‖ =
√
〈x, x〉, x ∈ H, entonces la topoloǵıa fuerte (llamada en inglés strong operator

topology) sobre el grupo U(H) se define como la topoloǵıa más pequeña que, para cada x ∈ H,

hace continuas a todas las aplicaciones

αx : U(H) −→ H.

T 7−→ Tx

Denotaremos por U(H)s al grupo unitario con la topoloǵıa fuerte. En esta topoloǵıa Tk
s
−→ T

si y sólo si, Tkx→ Tx para todo x ∈ H.

En [22, Cor. 9.4 y Prop. 9.5, p. 256] se demuestra que con esta topoloǵıa el grupo unitario

adquiere una estructura de grupo topológico.
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Topoloǵıa débil. La topoloǵıa débil (llamada en inglés weak operator topology) es definida como

la menor topoloǵıa que hace continuas a todas la funcionales

U(H) −→ C

T 7−→ 〈Tx, y〉

para todos x, y ∈ H. Denotamos al grupo unitario con la topoloǵıa débil por U(H)w. De modo que

Tk
w
−→ T si y sólo si, y∗(Tkx)→ y∗(Tx) para todo x ∈ H, y∗ ∈ H∗.

En el mismo resultado antes mencionado ([22, Cor. 9.4 y Prop. 9.5, p. 256]) se demuestra tam-

bién que sobre el grupo unitario la topoloǵıa débil y la topoloǵıa fuerte coinciden. En consecuencia,

U(H)w es también un grupo topológico.

Topoloǵıa compacto-abierto. La topoloǵıa compacto-abierto sobre el grupo unitario es definida

como la menor topoloǵıa tal que, para cada subconjunto compacto C ∈ H y abierto A ∈ H, los

subconjuntos

VC,A = {T : H −→ H | T (C) ⊂ A}

son abiertos en el espacio U(H). Denotamos al grupo unitario con la topoloǵıa compacto-abierto

por U(H)c.a..

Para el grupo unitario, esta topoloǵıa está dada por la topoloǵıa de convergencia uniforme

sobre subconjuntos compactos, esto es,

Tk
c.a.
−−→ T si y sólo si Tk|K → T |K

uniformemente para cada subconjunto compacto K ∈ H.

Observemos que esta topoloǵıa coincide con la topoloǵıa inducida por la inclusión

U(H) →֒ End(H)c.a.

al dotar al espacio End(H) con la topoloǵıa compacto-abierto.

Topoloǵıa compacto-abierto relativa. Esta topoloǵıa es una variante de la topoloǵıa compacto-

abierto usual y es definida como la topoloǵıa inducida por el encaje

U(H) −→ End(H)c.a. × End(H)c.a.

T 7−→ (T, T−1)
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Denotamos por U(H)c.a.r. al grupo unitario con esta topoloǵıa.

Si X es un espacio topológico Hausdorff, el espacio compactamente generado asociado k(X)

(cf. [43]) es el conjunto X con la topoloǵıa compactamente generada de X: un subconjunto C es

cerrado en k(X) si la intersección de C con cualquier subconjunto compacto de X es un cerrado

en X.

Decimos que X es compactamente generado cuando k(X) = X, como espacios topológicos.

Teorema 2.1.3. Sea H un espacio de Hilbert separable de C-dimensión infinita y sea U(H) el grupo

unitario asociado a H. Entonces, sobre U(H) la topoloǵıa fuerte, la topoloǵıa débil, la topoloǵıa

compacto-abierto y la topoloǵıa compacto-abierto relativa coinciden.

Además, con cada una de éstas topoloǵıas el grupo unitario U(H) es un grupo topológico com-

pletamente metrizable y compactamente generado.

Demostración. De lo comentado anteriormente, tenemos que la topoloǵıa fuerte y la topoloǵıa

débil sobre U(H) coinciden.

Mostraremos a continuación que también las topoloǵıas fuerte y compacto-abierto relativa

coinciden sobre el grupo unitario.

Una base de vecindades para el elemento fijo T0 ∈ U(H) en la topoloǵıa fuerte está dada por

los subconjuntos

{T ∈ U(H) : ‖(T − T0)x‖< ǫ}

para x ∈ H , mientras que en la topoloǵıa compacto-abierto relativa está dada por los subconjuntos

{T ∈ U(H) : ‖(T − T0)x‖< ǫ y ‖(T−1 − T−1
0 )x‖< ǫ para todo x ∈ K}

para K ⊂ H compacto y T0 ∈ U(H) fijo. Por lo tanto, la aplicación identidad

U(H)c.a.r. −→ U(H)s

es continua.

Por otro lado, si X es un espacio topológico Hausdorff, tenemos por construcción que la apli-

cación identidad

k(X) −→ X
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es continua (cf. [43, Teo. 3.2.(i)]). Si además, X es compactamente generado, entonces la aplicación

identidad k(X) → X es un homeomorfismo (cf. [43, Teo. 3.2.(v)]). De modo que tenemos una

sucesión de aplicaciones identidad continuas para el grupo unitario con las distintas topoloǵıas,

k(U(H)c.a.r.) −→ U(H)c.a.r. −→ U(H)s. (2.1)

El resultado que deseamos probar se sigue de los siguientes hechos:

(i) U(H)s es compactamente generado y,

(ii) k(U(H)c.a.r.) = k(U(H)s),

ya que de estos hechos se sigue que la sucesión de funciones identidad

k(U(H)s) −→ k(U(H)c.a.r.) −→ U(H)c.a.r. −→ U(H)s.

es tal que sus extremos son espacios homeomorfos, lo cual implica que cada una de las funciones

identidad involucradas es un homeomorfismo.

El inciso (i) se sigue de [34, Prop. II.1], en donde se demuestra que U(H)s es un grupo topológico

completamente metrizable y en consecuencia satisface el primer axioma de numerabilidad. Por lo

tanto, U(H)s es compactamente generado.

Para demostrar (ii), es suficiente probar que si K es un subconjunto compacto en U(H)s,

entonces K es compacto en U(H)c.a.r., ya que de (2.1) se sigue la afirmación rećıproca (por la

continuidad de la identidad U(H)c.a.r. −→ U(H)s) y por lo tanto U(H)s tendrá exactamente los

mismos subconjuntos compactos que U(H)c.a.r., lo cual implica que k(U(H)s) = k(U(H)c.a.r..

Sea K ⊂ U(H)s compacto, entonces el conjunto {Tx | T ∈ K, x ∈ H} es compacto y por lo

tanto acotado, esto es,

sup
T∈K
‖Tx‖ <∞.

Por el teorema de Banach-Steinhaus tenemos que K es acotado en norma, es decir,

sup
T∈K
‖T‖ <∞. (2.2)

Para demostrar que K es compacto en U(H)c.a.r., consideremos una sucesión {Tn} en K. Como

K es compacto en U(H)s existe una subsucesión convergente Tnk

s
−→ T ∈ K. Luego, como T ∈ K

35
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es un operador acotado y Tnk
−→ T puntualmente, y todos los Tnk

y T están acotados (por (2.2)),

esta convergencia se vuelve uniforme en compactos.

El mismo resultado se sigue para la sucesión de operadores {T−1
nk
}, ya que al ser cada uno un

operador unitario, tenemos que

〈Tnk
x, y〉 = 〈x, T−1

nk
y〉

para cada x, y ∈ H, de modo que T−1
nk
→ T−1.

Análogamente, la topoloǵıa de K inducida por U(H)s y la topoloǵıa de K inducida por

U(H)c.a.r. son la misma, por lo tanto U(H)s y U(H)c.a.r. tienen los mismos compactos con la

misma topoloǵıa, lo cual implica que k(U(H)s) = k(U(H)c.a.r.).

Es importante destacar que este resultado no se cumple en general, como lo muestran M. F.

Atiyah y G. Segal en [7, p. 321] para la sucesión de operadores (no unitarios) en GL(ℓ2),

Tn : (ξ1, . . . , ξn−1, ξn, ξn+1, . . .)→ (ξ1, . . . , ξn−1,
ξn
n
, ξn+1, . . .)

ya que para el vector η = {1/k}∞k=1 ∈ ℓ
2, tenemos Tn(η)→ Id(η) = η puntualmente, sin embargo,

T−1
n (η) 6→ Id(η) = η puntualmente ya que

‖T−1
n (η)− Id(η)‖

n→∞
−−−→ 1.

Siguiendo la misma secuencia de razonamientos que se usaron para mostrar que sobre el grupo

unitario coinciden la topoloǵıa fuerte y la topoloǵıa compacto-abierto relativa, se demuestra que

estas coinciden con la topoloǵıa compacto-abierto heredada del encaje U(H) →֒ End(H)c.a..

Finalmente, como sobre U(H) todas las topoloǵıas mencionadas en el teorema coinciden y

U(H)s es un grupo topológico completamente metrizable, y por lo tanto compactamente gene-

rado, se sigue que U(H)w, U(H)c.a.r. y U(H)c.a. son también grupos topológicos completamente

metrizables y por lo tanto, compactamente generados.

En adelante denotaremos por U(H) al grupo topológico de operadores unitarios con cualquiera

de las topoloǵıas establecidas en el teorema.

Por otro lado, dotando a PU(H) con la topoloǵıa cociente U(H)/S1, obtenemos una estructura

de grupo topológico sobre este espacio. Más aún, D. J. Simms demuestra en [41, Teo. 1] que, con

la topoloǵıa fuerte, la sucesión

S1 // U(H)s // PU(H)s
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es un haz fibrado S1-principal y por lo tanto (U(H), π, PU(H)) corresponde a una fibración con

cualquiera de las topoloǵıas sobre U(H) mencionadas en el teorema y PU(H) = U(H)/S1 con la

correspondiente topoloǵıa cociente.

Además, como U(H) es contráıble se sigue que PU(H) tiene el mismo tipo de homotoṕıa que

el espacio de Eilenberg-Maclane K(Z, 2), por lo tanto PU(H) es un espacio universal para haces

de ĺınea complejos.

A fin de hacer un análisis detallado para el caso κ = PU(H), comenzamos analizando tal

situación cuando X corresponde al G-espacio trivial dado por un punto, en donde se sigue que

BunG(∗, κ) ∼= Hom(G, κ)/κ

con Hom(−,−) el conjunto de homomorfismos continuos de grupos y el cociente por κ lo particiona

en clases de conjugación por elementos en κ. De modo que para G un grupo de Lie compacto y

κ = PU(H), definimos la aplicación

Ψ : Hom(G,PU(H))/PU(H) −→ Ext(G,S1),

al conjunto de clases de isomorfismo de extensiones S1-centrales

1 −→ S1 −→ G̃ −→ G −→ 1,

de la siguiente manera: Si a : G −→ PU(H) es cualquier homomorfismo, éste determina una

extensión S1-central de G dada por G̃ := a∗U(H), como se aprecia en el diagrama

G̃ = a∗U(H) ã //

��

U(H)

��
G

a // PU(H)

de modo que Ψ es definida por

Ψ : (a : G −→ PU(H)) 7−→ (G̃ = a∗U(H)).

Observación. 2.1.4. Observemos que la extensión central S1 −→ G̃ −→ G es equivalente a que

G̃ sea un haz S1-fibrado principal sobre G. En el caso en el que G̃ es un haz fibrado trivial, se

sigue que G̃ = S1 ×α G, esto es, el conjunto S1 ×G con el producto (s, g) ·α (t, h) = (st, α(s, t)gh)

para un cociclo α ∈ Z2(G, S1).
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Definición 2.1.5. Consideremos el subespacio Vsc(G̃) de L2(G̃) generado por los vectores sobre

los cuales S1 ⊂ G̃ actúa por multiplicación de escalares. Un homomorfismo a : G −→ PU(H) es

llamado estable si la representación unitaria definida por ã : G̃ −→ U(H) contiene cada una de las

representaciones irreducibles de G̃ contenidas en Vsc(G̃), un número infinito de veces. Denotamos

por

Homst(G,PU(H)) ⊂ Hom(G,PU(H))

el subespacio de tales homomorfismos estables.

Lema 2.1.6. La aplicación Ψ definida previamente, induce una biyección de conjuntos

Homst(G,PU(H))/PU(H)
∼=
−−−→ Ext(G;S1),

entre el conjunto de clases de isomorfismo de homomorfismos estables continuos y el conjunto de

extensiones S1-centrales de G.

Demostración. Dada una extensión S1-central G̃ de G, mostraremos que existe un homomorfismo

ã : G̃ −→ U(H) que restringido a S1 actúa sobre H por multiplicación de escalares, el cual se

proyecta sobre un homomorfismo a : G −→ PU(H), demostrando la sobreyectividad.

Por el Teorema de Peter-Weyl tenemos que el espacio L2(G̃) contiene todas las representaciones

irreducibles de G̃. Luego, tomemos cualquier isomorfismo de espacios de Hilbert

H ∼= H⊗ Vsc(G̃)

y demos a H la G̃-acción definida por la representación unitaria de G̃ sobre Vsc(G̃). Dicha acción

nos da el homomorfismo deseado ã : G̃ −→ U(H).

Supongamos ahora que tenemos dos homomorfismos estables continuos a, b tales que a∗U(H) ∼=

G̃ ∼= b∗U(H). El espacio de Hilbert H viene a ser una representación de G̃ con respecto a la

aplicación ã : G̃ −→ U(H) y por lo tanto existe un G̃-isomorfismo equivariante (no canónico)

fa : H → Vsc(G̃) que puede tomarse unitario. Obtenemos el mismo resultado para la aplicación b

y obtenemos otro G̃-isomorfismo equivariante fb : H → Vsc(G̃).
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El isomorfismo equivariante f−1
b ◦ fa : H → H hace conmutar el siguiente diagrama

H
f−1
b ◦ fa //

ã(g)

��

H

b̃(g)

��
H

f−1
b ◦ fa //H

para cada g ∈ G̃. Por lo tanto, los homomorfismos ã y b̃ son conjugados y se sigue la inyectividad.

2.2. El PU(H)-haz unitario proyectivo G-equivariante

Consideremos el grupoide acción

[Homst(G,PU(H))/PU(H)]

asociado a la acción del grupo PU(H) en los homomorfismos estables continuos por conjugación;

este grupoide, también denotado por PU(H) ⋉Homst(G,PU(H)), consiste en el grupoide cuyos

objetos son los elementos φ ∈ Homst(G,PU(H)) y los morfismos σ : φ −→ ϕ son los elementos

σ ∈ PU(H) tales que σ · φ = ϕ. De modo que, en notación categórica, el conjunto de objetos es

[Homst(G,PU(H))/PU(H)]0 = Homst(G,PU(H))

y el conjunto de morfismos consiste en

[Homst(G,PU(H))/PU(H)]1 = PU(H)×Homst(G,PU(H))

De modo que este grupoide también se puede ver como el grupoide cuyos objetos son funtores de

la categoŕıa definida por G (i.e., G0 = {∗} y G1 = G) a la categoŕıa definida por PU(H) (i.e.,

PU(H)0 = {∗} y PU(H)1 = PU(H)), y cuyos morfismos son transformaciones naturales. Una

referencia útil para la teoŕıa de grupoides desde el punto de vista de teoŕıa de categoŕıas es [31];

en esta referencia se da una excelente presentación de la teoŕıa de orbidades1 desde la perspectiva

de la teoŕıa de grupoides.

1Orbifolds, en inglés.
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Consideremos ahora el espacio clasificante de esta categoŕıa (grupoide acción)

B[Homst(G,PU(H))/PU(H)],

el cual se define de la siguiente manera (cf. [37] y [39]). Si G0 es el conjunto de objetos de

[Homst(G,PU(H))/PU(H)] y para n > 1,

Gn :=

{
(σ1, . . . , σn)

∣∣∣∣σi ∈ G1, φ0 φ1
σ1oo · · ·oo φn

σnoo

}
,

entonces la colección {Gn}n≥0 tiene una estructura de espacio simplicial, llamado el nervio de la

categoŕıa. El operador cara di : Gn −→ Gn−1, para i = 0, . . . , n está dado por

di(σ1, . . . , σn) =





(σ2, . . . , σn) i = 0,

(σ1, . . . , σn−1) i = n,

(σ1, . . . , σiσi+1, . . . , σn) en otro caso.

y el espacio clasificante se define como,

B[Homst(G,PU(H))/PU(H)] =
⊔

n

(Gn ×∆n)/(di(g), x) ∼ (g, δi(x)),

con ∆n el n-simplejo topológico estándar y δi : ∆n−1 −→ ∆n el encaje lineal en la i-ésima cara.

Si denotamos el n-simplejo φ0 φ1
σ1oo · · ·oo φn

σnoo por [σ1|σ2| · · · |σn]x, podemos estable-

cer el siguiente homeomorfismo

EPU(H)×PU(H) Homst(G,PU(H)) −→ B[Homst(G,PU(H))/PU(H)]

([σ1|σ2| · · · |σn]σ, φ) 7−→ [σ1|σ2| · · · |σn](σ · φ)

donde EPU(H) es el PU(H)-haz universal y el inverso de este homeomorfismo es

[σ1|σ2| · · · |σn]φ 7−→ ([σ1|σ2| · · · |σn]Id, φ).

Por el Lema 2.1.6 sabemos que sus componentes conexas están paremetrizadas por las exten-

siones S1-centrales de G,

π0(EPU(H)×PU(H) Homst(G,PU(H))) ∼= Ext(G,S1).
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Si elegimos la componente conexa del espacio clasificante determinado por una aplicación es-

table a : G→ PU(H), sus grupos de homotoṕıa superiores están determinados por los grupos de

homotoṕıa de

EPU(H)×PU(H)a {a} ≃ B(PU(H)a)

donde

PU(H)a = {b ∈ PU(H)|∀g ∈ G, b−1a(g)b = a(g)}

es el subgrupo de PU(H) que estabiliza a.

Si denotamos por G̃a a la extensión S1-central a∗U(H) definida por a, entonces el homomorfismo

inducido ã : G̃a → U(H) define una acción sobre el espacio de Hilbert H haciéndolo isomorfo al

espacio de Hilbert Vsc(G̃a) dado en la Definición 2.1.5. Ahora podemos tomar la acción de G̃a sobre

U(H) por conjugación mediante la aplicación ã; este induce una acción del grupo G sobre PU(H)

por conjugación mediante la aplicación a. Denotemos la acción de G sobre PU(H) por conjugación

mediante la aplicación a por Ga.

Si denotamos el conjunto de puntos fijos de la acción Ga sobre PU(H) por

PU(H)Ga := {b ∈ PU(H)|g ∈ G, a(g)−1ba(g) = b}

entonces tenemos que

PU(H)Ga = PU(H)a.

Esto significa que el conjunto de puntos fijos de la acción de Ga es el mismo que el estabilizador

del homomorfismo a.

Lema 2.2.1. Para cualquier F ∈ PU(H)Ga existe un homomorfismo σF ∈ Hom(Ga, S
1) tal que

para todos los levantamientos F̃ ∈ U(H) de F y todo g̃ ∈ G̃a, tenemos que

ã(g̃)−1F̃ ã(g̃) = σF (g) · F̃

donde g es la imagen de g̃ en Ga bajo la aplicación natural G̃a → Ga.

Demostración. Dado F ∈ PU(H)Ga tenemos el siguiente diagrama conmutativo

PH F //

a(g)

��

PH

a(g)

��
PH F // PH

41
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para cada g ∈ G, donde PH denota la proyectivización del espacio H. Consideremos un levanta-

miento F̃ : H −→ H de F y

ã : G̃ −→ U(H)

el levantamiento de la G-acción a la acción de la extensión S1-central G̃ sobre U(H). Observemos

que en este caso, el siguiente diagrama

H F̃ //

ã(g̃)

��

H

ã(g̃)

��
H F̃ //H

(2.3)

dado como un levantamiento del diagrama previo, ya no es conmutativo; sin embargo, podemos

medir el error para que tal diagrama conmute por medio de un elemento σF̃ (g̃) ∈ S1 para cada

g̃, ya que este actúa por conjugación. Por lo tanto, tenemos una aplicación σF̃ : G̃ −→ S1, de tal

manera que para cada g̃ ∈ G̃,

ã(g̃)−1 F̃ ã(g̃) = σF̃ (g̃) · F̃ .

Dado otro elemento h̃ ∈ G̃,

σF̃ (h̃) · (σF̃ (g̃) · F̃ ) = ã(h̃)−1
(
ã(g̃)−1 F̃ ã(g̃)

)
ã(h̃)

=
(
ã(g̃) ã(h̃)

)−1

F̃
(
ã(g̃) ã(h̃)

)

= σF̃ (g̃h̃) · F̃

de modo que σF̃ ∈ Hom(G̃, S1). Por otro lado, para F̃ , τ̃ ∈ U(H), se tiene

σF̃ τ̃ (g̃) · (F̃ τ̃) = ã(g̃)−1
(
F̃ τ̃

)
ã(g̃)

=
(
ã(g̃)−1 F̃ ã(g̃)

) (
ã(g̃)−1 τ̃ ã(g̃)

)

=
(
σF̃ (g̃) · (F̃ )

)
◦ (στ̃ (g̃) · (τ̃))

= σF̃ (g̃)στ̃ (g̃) · (F̃ τ̃)

lo cual implica que la asociación F̃ 7−→ σF̃ es un homomorfismo de grupos.

Luego, es claro que si g̃ ∈ S1 ⊂ G̃, entonces H
g̃ //H está dada por conjugación compleja,

lo que implica la conmutatividad del diagrama (2.3), y en consecuencia

σF̃
∣∣
S1 = 1.
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Luego, podemos factorizar σF̃ como

G̃
σF̃ //

pr

��❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄ S1

G

σF

??⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧

(2.4)

y tenemos el homomorfismo

Ψ̄ : PU(H)Ga −→ Hom(Ga, S
1)

F 7−→ σF

Si tomamos dos operadores F1, F2 ∈ PU(H)Ga con sus respectivos levantamientos F̃1, F̃2 y

los homomorfismos inducidos σF1 , σF2 ∈ Hom(Ga, S
1), se tiene que la composición F̃1F̃2 es un

levantamiento de la composición F1F2. Por lo tanto tenemos que el homomorfismo inducido σF1F2

para la composición F1F2 es igual al producto de los homomorfismos σF1 y σF2 , i.e.

σF1F2 = σF1σF2 .

Notemos que el producto de homomorfismos le da al conjunto Hom(Ga, S
1) una estructura natural

de grupo. Tenemos que

Teorema 2.2.2. Sea PU(H) el espacio de operadores proyectivos unitarios con una G-acción

mediante un homomorfismo estable a : G −→ PU(H). Entonces,

π0(PU(H)Ga) ∼= Hom(Ga, S
1).

Además, cada componente conexa de PU(H)Ga tiene el tipo de homotoṕıa de K(Z, 2).

Demostración. Por el Lema 2.2.1, tenemos un homomorfismo

Ψ̄ : PU(H)Ga −→ Hom(Ga, S
1)

F 7−→ σF

Veamos ahora que Ψ̄ no depende del tipo de homotoṕıa de F , esto es, si τ es otro elemento en

la misma componente conexa de F , entonces Ψ̄(τ) = σF . Sea

Λ : PH× [0, 1] −→ PH
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una homotoṕıa G-equivariante entre F y τ , con G-acción trivial sobre [0, 1], y consideremos

Λ̃ : H× [0, 1] −→ H

la G̃-homotoṕıa entre los operadores unitarios G-equivariantes F̃ , τ̃ : H −→ H, que se proyecta

sobre Λ. Dicha G̃-homotoṕıa existe ya que G̃ es un grupo de Lie compacto y en consecuencia

U(H) es G̃-contráctil (cf. [28]). Por el Teorema de Peter-Weyl, F̃ y τ̃ son U(H)-conjugados y en

consecuencia σF̃ = στ̃ , probando la invarianza homotópica de Ψ̄.

Tenemos entonces una aplicación

Ψ : π0(PU(H)Ga) −→ Hom(Ga, S
1)

F 7−→ σF

bien definida.

Para probar la inyectividad de Ψ, observemos que si Ψ̄(F ) = 1, entonces para todo levanta-

miento F̃ se tiene que σF̃ = 1 ya que esta se factoriza a través de σF y la proyección G̃ −→ G.

Esto implica que todo levantamiento F̃ es G̃-equivariante, esto es, F̃ ∈ U(H)G̃ para todo F tal

que Ψ̄(F ) = 1. Luego, como el operador identidad idH es claramente G̃-equivariante y el espacio

U(H)G̃ es G-conexo, existe una homotoṕıa G̃-equivariante entre idH y F̃ que se proyecta a una

homotoṕıa G-equivariante entre idPH y F , probando que F ≃G idPH y por lo tanto, Ψ([F ]) = 1.

Para probar la sobreyectividad, sea σF : G → S1 un homomorfismo, σF̃ : G̃ −→ S1 su

levantamiento y C(σF̃ ) la representación lineal asociada. Definimos F̃V : V −→ V ⊗ C(σF̃ ) por

F̃V : v 7−→ v ⊗ 1. En consecuencia, el diagrama

V
F̃V //

g̃

��

V ⊗ C(σF̃ )

g̃

��
V

F̃V // V ⊗ C(σF̃ )

no es conmutativo, sino que para cada v ∈ V se tiene

g̃ · F̃V (v) = g̃ · (F̃V (g̃−1 · v)) = g̃ · [(g̃−1 · v)⊗ 1] = v ⊗ σF̃ (g̃) = σF̃ (g̃)(v ⊗ 1) = σF̃ (g̃)F̃V (v).

Definimos el operador F̃ : H −→ H tal que F̃ |V = F̃V para cada representación irreducible V de

G̃, el cual claramente satisface que Ψ([F ]) = σ.
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Finalmente, como cada componente conexa de PU(H)Ga puede verse como la proyectivización

del grupo de operadores unitarios U(H)G, se sigue la segunda parte del teorema, ya que P
(
U(H)G

)

tiene el tipo de homotoṕıa de un K(Z, 2) (cf. [7, p.323]).

Definición 2.2.3. Un PU(H)-haz principal G-equivariante P −→ X sobre el G-espacio X, es

llamado estable, si para para todo x ∈ X con subgrupo de isotroṕıa Gx, existe una vecindad

Gx-equivariante Ux de x y un isomorfismo de haces Gx-equivariantes

P |Ux
∼= Ux × PU(H)

de tal manera que la Gx-acción sobre el factor PU(H) del lado derecho es mediante homomorfismos

estables.

Dos haces estables G-equivariantes unitarios proyectivos P y P ′ sobre X se dicen ser isomorfos

si existe un homeomorfismo G-equivariante P −→ P ′ de PU(H)-haces principales. Las clases de

isomorfismo de haces estables G-equivariantes unitarios proyectivos sobre X serán denotados por

Bunst
G(X,PU(H)).

Los elementos en Bunst
G(X,PU(H)) serán llamados torcimientos G-equivariantes.

Sea G un grupo de Lie compacto y consideremos el PU(H)-haz unitario proyectivo G-

equivariante

PU(H) // EPU(H)×Homst(G,PU(H))

��
EPU(H)×PU(H) Homst(G,PU(H))

(2.5)

La PU(H)-acción derecha sobre el espacio total del haz en (2.5) es definida por:

EPU(H)×Homst(G,PU(H))× PU(H) −→ EPU(H)×Homst(G,PU(H))

((a, f), F ) 7−→ (aF, F−1fF )

donde F−1fF denota el homomorfismo conjugado de f por F .

La G-acción izquierda sobre el espacio total de (2.5) es definida como:

G× EPU(H)×Homst(G,PU(H)) −→ EPU(H)×Homst(G,PU(H))

(g, (a, f)) 7−→ (af(g), f(g)−1f f(g))
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donde un cálculo directo muestra que la G-acción es efectivamente una acción izquierda.

Llamamos al espacio base de este haz, el cociente homotópico.

Se sigue que el espacio total del haz (2.5) tiene una G-acción izquierda induciendo una G-acción

trivial sobre la base. Tenemos el siguiente resultado.

Proposición 2.2.4. El haz unitario proyectivo

PU(H) // EPU(H)×Homst(G,PU(H))

��
EPU(H)×PU(H) Homst(G,PU(H))

(2.6)

es un haz estable G-equivariante unitario proyectivo.

Demostración. Sea g ∈ G, (a, f) ∈ EPU(H) × Homst(G,PU(H)) y F ∈ PU(H). Probemos

primero que la G-acción izquierda conmuta con la PU(H)-acción derecha; por un lado, tenemos

(g(a, f))F = (af(g), f(g)−1f f(g))F

= (af(g)F, F−1f(g)−1f f(g)F )

y por otro lado,

g((a, f)F ) = g(aF, F−1fF )

= (aFF−1f(g)F, F−1f(g)−1FF−1f FF−1f(g)F )

= (af(g)F, F−1f(g)−1f f(g)F );

lo cual muestra que las acciones conmutan.

Por otro lado, para la segunda condición tomamos cualquier punto x ∈ EPU(H) ×PU(H)

Homst(G,PU(H)) y fijamos una vecindad contráıble V de x. Luego, como el haz restringido

EPU(H)×Homst(G,PU(H))|V

es trivializable, podemos hallar una sección

EPU(H)×Homst(G,PU(H))

��
V

α

33❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤ // EPU(H)×PU(H) Homst(G,PU(H))

(2.7)
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la cual se descompone como

α(v) = (λ(v), η(v))

con λ : V −→ EPU(H) y η : V −→ Homst(G,PU(H)).

Sea f := η(x) y consideremos la componente conexa Wf ⊂ Homst(G,PU(H)) que contiene a

f . Por el Lema 2.1.6 sabemos que el grupo PU(H) actúa transitivamente sobre Wf y por lo tanto

tenemos un homeomorfismo no canónico

PU(H)/PU(H)f
∼= //Wf , [F ] 7−→ F−1fF

donde

PU(H)f = {F ∈ PU(H) | F−1fF = f}

es el grupo de isotroṕıa de f y actúa por la derecha sobre PU(H), por conjugación.

Por otro lado, como el haz

PU(H)f −→ PU(H) −→ PU(H)/PU(H)f

es un haz principal y V es contráıble, podemos hallar un levantamiento σ : V −→ PU(H) de la

función η : V −→ Wf haciendo conmutar el diagrama

PU(H)

��
V

σ

55❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧❧
η

//Wf

∼= // PU(H)/PU(H)f

De modo que la función σ satisface la ecuación

η(v) = σ(v)−1f σ(v)

para v ∈ V .

Consideremos ahora otra sección

α′ : V −→ EPU(H)×Homst(G,PU(H))

del diagrama (2.7) definida por la acción de σ sobre α, esto es,

α′(v) := α(v) · σ(v)−1 = (λ(v)σ(v)−1, σ(v)η(v)σ(v)−1) = (λ′(v), f)
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donde λ′(v) := λ(v)σ(v)−1.

Con la sección α′ podemos definir una trivialización local como sigue

V × PU(H)
φ
−−→ (EPU(H)×PU(H) Homst(G,PU(H)))

∣∣
V

(v, F ) 7−→ α′(v) · F = (λ′(v)F, F−1fF ). (2.8)

Transportando la G-acción al lado izquierdo de (2.8) se tiene que para cada g ∈ G y (v, F ) ∈

V × PU(H),

g · (v, F ) := φ−1(g(φ(v, F )))

= φ−1(g(λ′(v)F, F−1fF ))

= φ−1(λ′(v)f(g)F, F−1f(g)−1f f(g)F )

= (v, f(g)F )

lo cual implica que la G-acción sobre PU(H) es multiplicación por la izquierda por un homomor-

fismo estable fijo f .

2.3. Grupos de homotoṕıa del PU(H)-fibrado universal

Teorema 2.3.1. Sea G un grupo de Lie compacto y Homst(G,PU(H))/PU(H) la categoŕıa cu-

yo espacio de objetos consiste de los homomorfismos estables continuos de G al grupo unitario

proyectivo con la topoloǵıa compacto-abierto, y cuyo espacio de morfismos consiste en las transfor-

maciones naturales. Entonces las componentes conexas del cociente homotópico son parametrizadas

por las extensiones S1-centrales de G,

π0(EPU(H)×PU(H) Homst(G,PU(H))) = Extc(G,S
1),

y los grupos superiores de homotoṕıa de cualquier componente conexa son

πi(EPU(H)×PU(H) Homst(G,PU(H))) =





Hom(G,S1) si i = 1

Z si i = 3

0 en otro caso
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Demostración. Del análisis en la subsección 2.2 tenemos que las componentes conexas del cociente

homotópico

EPU(H)×PU(H) Homst(G,PU(H))

son parametrizadas por Extc(G,S
1). Además, para todo homomorfismo estable a : G −→ PU(H),

la componente conexa definida por a es homotópicamente equivalente a

EPU(H)×PU(H)a {a}
∼= B(PU(H)a) = B(PU(H)Ga).

Por el teorema 2.2.2 tenemos que π0(PU(H)Ga) = Hom(G,S1) es un isomorfismo de grupos,

y por lo tanto,

π1(B(PU(H)Ga)) = Hom(G,S1).

Además, también por el Teorema 2.2.2, tenemos que π2(PU(H)Ga) = Z y que los demás grupos

de homotoṕıa son triviales. Por lo tanto,

π3(B(PU(H)Ga)) = Z

y

πi(B(PU(H)Ga)) = 0

para i = 2 e i > 3.

Estos grupos de homotoṕıa descritos en el teorema son precisamente los grupos de cohomoloǵıa

para el espacio clasificante BG en los grados que se muestran en el siguiente resultado.

Corolario 2.3.2. Para un grupo de Lie compacto G tenemos los siguientes isomorfismos,

πi(EPU(H)×PU(H) Homst(G,PU(H))) = H3−i(BG,Z).

Demostración. El espacio BG es conexo, de modo que H0(BG,Z) = Z, coincidiendo con el tercer

grupo de homotoṕıa del cociente homotópico.

Como el grupo G es compacto, se sigue que π0(BG) es finito, entonces π1(BG) también es

finito y por lo tanto, H1(BG,Z) = 0, lo cual establece el isomorfismo para i = 2.

En [27, Prop. 4] se demuestra que la aplicación natural

Hom(G,A) −→ [BG,BA]
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es un isomorfismo cuando A y G son grupos de Lie compactos y A es abeliano. En consecuencia,

Hom(G,S1)
∼=
−→ [BG,BS1] = H2(BG,Z),

lo cual prueba el isomorfismo para i = 1.

Por último, Atiyah y Segal demuestran en [7, Prop. 6.3] que H3(BG,Z) ∼= Extc(G,S
1), es-

tableciendo el isomorfismo para i = 0. La idea de la demostración de este resultado es usar los

grupos de hipercohomolóıa H∗(N•G, sh(S1)) del nervio del grupo G con coeficientes en la gavilla

de funciones con valores en S1. Primero observan que

H∗(N•G, sh(S1)) ∼= H∗+1(BG,Z)

y posteriormente aplican una sucesión espectral a los grupos de hipercohomoloǵıa para demostrar

que H2(N•G, sh(S1)) puede describirse por medio de haces S1-principales sobre G a los cuales se

les puede dar una estructura de grupo que desciende sobre la estructura de grupo de G, más las

extensiones centrales de G por S1 parametrizadas por 2-cociclos continuos de G con valores en S1,

lo cual es precisamente Extc(G,S
1).

2.4. Torcimientos equivariantes y cohomoloǵıa de Borel

equivariante

Dado un G-complejo celular finito X, se define su cohomoloǵıa de Borel equivariante como

H∗
G(X) := H∗(X ×G EG).

El objetivo del siguiente resultado es caracterizar los torcimientos G-equivariantes sobre un

G-espacio en términos de su cohomoloǵıa de Borel equivariante.

Teorema 2.4.1.

Bunst
G(X,PU(H)) ∼= H3

G(X;Z)
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Es fácil ver que el espacio Map(EG;BPU(H)), con la G-acción trivial sobre BPU(H), repre-

senta el funtor X 7−→ H3
G(X;Z). En efecto,

[X,Map(EG;BPU(H))]G ∼= [X × EG;BPU(H)]G

∼= [X ×G EG;BPU(H)]

∼= H3
G(X;Z).

donde el último isomorfismo se sigue por el hecho de que BPU(H) es homotópicamente equivalente

a K(Z, 3), lo cual es una consecuencia de la sucesión exacta larga en homotoṕıa inducida por la

fibración

1 // S1 // U(H) // PU(H) // 1 .

De modo que el Teorema 2.4.1 es equivalente a demostrar que

ι : Bunst
G(X,PU(H)) −→ [X,Map(EG;BPU(H))]G

es un isomorfismo. Para la demostración de este teorema seguimos las técnicas usadas por Atiyah

y Segal en [7], y esta se divide en dos partes.

Se tiene en primer lugar, en el Lema 2.4.2, que la aplicación ι definida a continuación es

inyectiva. Dado P ∈ Bunst
G(X,PU(H)) se define ι(P ) como la aplicación inducida ι(P ) : X −→

Map(EG,BPU(H)) por la función clasificante X × EG −→ BPU(H) del haz proyectivo G-

equivariante P × EG −→ X × EG.

Lema 2.4.2 (Atiyah-Segal, [7]). La aplicación

ι : Bunst
G(X,PU(H)) −→ [X,Map(EG;BPU(H))]G,

es inyectiva.

Para demostrar la sobreyectividad, se construirá un G-espacio B el cual es G-homotópicamente

equivalente al G-espacio Map(EG;BPU(H)), Lema 2.4.3; de tal manera que el isomorfismo indu-

cido [X;B]G −→ [X,Map(EG;BPU(H))]G se factoriza a través de ι, es decir, hace conmutar el

siguiente diagrama

[X;B]G
∼= //

((◗◗
◗◗

◗◗
◗◗

◗◗
◗◗

[X,Map(EG;BPU(H))]G

Bunst
G(X,PU(H))

ι

44❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤❤
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probando aśı el teorema.

Veremos a continuación la construcción del G-espacio B, que necesitaremos para concluir la

demostración del Teorema 2.4.1.

Para cada subgrupo H ⊂ G, consideremos el espacio

BH =
∐

H̃∈Ext(H,S1)

B
(
PU(HH̃)H

)

donde a cada extensión S1-central H̃ de H le asociamos el espacio de Hilbert HH̃ con la represen-

tación proyectiva estable inducida por la extensión.

Luego, sea B el funtor contravariante de la categoŕıa de G-órbitas (cf. Apéndice A) a espacios,

definido por B(G/H) = BH y consideremos la categoŕıa topológica OB cuyos objetos son ternas

(S, s, y), con S una órbita, s ∈ S y y ∈ B(S), tal que un morfismo (S0, s0, y0) −→ (S1, s1, y1) es

una función θ : S0 −→ S1 en O, con θ(s0) = s1 y θ∗(y1) = y0. Definimos

B := |OB|

la realización geométrica de la categoŕıa OB en el sentido de [37].

Es claro que el grupo G actúa sobre la categoŕıa OB por

g · (S, s, y) = (S, gs, y),

de modo que el espacio B hereda una G-acción.

Por otro lado, el G-espacio B tiene un haz proyectivo G-equivariante tautológico E
π // B ,

dado por la realización geométrica |OE| de la categoŕıa OE descrita anteriormente, asociada al

funtor

E : G/H 7−→ EH =
∐

H̃∈Ext(H,S1)

E
(
PU(HH̃)H

)
.

Luego, si denotamos por F̃ : B×EG −→ BPU(H) la G-función que clasifica el haz proyectivo

G-equivariante E× EG −→ B× EG, esto es,

PU(H) // E× EG

π × id
��

B× EG
F̃ // BPU(H)
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entonces tenemos una G-función inducida

F : B −→ Map(EG;BPU(H)).

El teorema se sigue del siguiente resultado.

Lema 2.4.3. La aplicación F : B −→ Map(EG;BPU(H)) es una G-equivalencia homotópica.

Demostración. Por el resultado de James y Segal (cf. [21]), es suficiente probar el resultado para

todo subgrupo cerrado H ⊂ G, esto es,

πi(BH) ∼= πi(Map(BH;BPU(H))) ∼= H3−i(BH;Z).

Lema 2.4.4. Si P es un torcimiento G-equivariante sobre el G-complejo celular finito X, entonces

π0(GG(P )) ∼= H2
G(X;Z).

Demostración. Mostraremos que existe un isomorfismo entre π0(GG(P )) y π0(G(P×GEG)) usando

inducción sobre las celdas del G-complejo celular X. Luego, si Q −→ Y es un haz principal unitario,

Atiyah y Segal muestran en [7] que π0(G(Q)) ∼= H2(Y ;Z), de modo que el lema se sigue aplicando

este isomorfismo al haz Q = P ×G EG sobre Y = X ×G EG, esto es,

π0(GG(P )) ∼= π0(G(P ×G EG)) ∼= H2(X ×G EG;Z) = H2
G(X;Z)

Sea Xk el k-ésimo esqueleto de X y supongamos que X = Xn para algún n. Para k = 0 la

afirmación del lema se cumple ya que

π0(GG(P |G/H)) ∼= π0(PU(H)H) ∼= H2
G(G/H;Z),

para toda 0-celda. Más aún, si Dk ×G/H es una k-celda equivariante, entonces

π0(GG(P |Dk×G/H)) ∼= π0(GG(P |G/H))

y por otro lado,

H2
G(Dk ×G/H;Z) ∼= H2

G(G/H;Z),
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de modo que el lema permanece válido para toda k-celda del tipo Dk ×G/H.

Supongamos que el lema se cumple para Xn−1 y consideremos el coproducto fibrado

Xn−1 ∪ϕ (Dn ×G/H) Dn ×G/Hoo

Xn−1

?�

OO

Sn−1 ×G/H
?�

OO

ϕ
oo

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad que X = Xn−1∪φ (Dn×G/H). De modo que tenemos

de manera natural los diagramas inducidos

GG(P ) //

��

GG(P |Dn×G/H)

��
GG(P |Xn−1) // GG(P |Sn−1×G/H)

G(P ×G EG) //

��

G(P |Dn×G/H ×G EG)

��
G(P |Xn−1 ×G EG) // G(P |Sn−1×G/H ×G EG)

Luego, mediante la restricción de la aplicación obvia ψ : GG(P ) −→ G(P ×G EG) a cada uno de

los subgrupos anteriores, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

G(P ×G EG) //

��

G(P |Dn×G/H ×G EG)

��

GG(P ) //

��

ψ
hh❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘❘

GG(P |Dn×G/H)

��

ψ|Dn×G/H
44❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥❥

GG(P |Xn−1) //

ψ|Xn−1

vv❧❧❧
❧❧❧

❧❧❧
❧❧❧

❧
GG(P |Sn−1×G/H)

ψ|Sn−1×G/H

**❚❚❚
❚❚❚

❚❚❚
❚❚❚

❚❚❚
❚

G(P |Xn−1 ×G EG) // G(P |Sn−1×G/H ×G EG)

Tomando los grupos de homotoṕıa en el diagrama anterior y usando la hipótesis de inducción,

obtenemos el isomorfismo que deseábamos establecer.
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K-teoŕıa equivariante torcida

En el caṕıtulo anterior construimos un espacio clasificante para los torcimientos equivariantes

de la K-teoŕıa equivariante y en este caṕıtulo establecemos la construcción precisa de los grupos

de K-teoŕıa equivariante torcida en el sentido que comentamos en la introducción de este trabajo.

En la primera sección introducimos la definición de K-teoŕıa equivariante torcida y establecemos

algunas de sus propiedades cohomológicas. Posteriormente, en la segunda sección, usamos las

propiedades cohomológicas para mostrar nuevos ejemplos del cálculo de ciertos grupos de K-teoŕıa

equivariante torcida, usando principalmente una sucesión de Mayer-Vietoris y trabajo previo de

K-teoŕıa torcida no equivariante (cf. [35]). Los ejemplos presentados conciernen a las esferas con la

acción trivial de un grupo de Lie compacto y diversos torcimientos equivariantes, lo cual muestra

un panorama diferente al caso no equivariante.

En la tercera sección introducimos la definición de un sistema de Cartan-Eilenberg, y mostra-

mos algunos ejemplos para el caso de K-teoŕıa ordinaria y cohomoloǵıa. Concluimos el caṕıtulo

presentando en la cuarta sección una sucesión espectral para la K-teoŕıa equivariante torcida, si-

guiendo el esquema de G. Segal en [37] y escribiendo el segundo término de esta sucesión espectral

usando cohomoloǵıa de Bredon equivariante.

3.1. Definición de K-teoŕıa equivariante torcida

Damos a continuación la definición de K-teoŕıa equivariante torcida, las definiciones de los

grupos superiores y los grupos relativos. Establecemos además, las propiedades cohomológicas que
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le dan una estructura de teoŕıa de cohomoloǵıa generalizada.

Definición 3.1.1. Sean G un grupo de Lie compacto y X un G-espacio celular finito. Si P es un

torcimiento G-equivariante, definimos la K-teoŕıa G-equivariante P -torcida de X como el grupo

KG(X;P ) := [Γ(X;Fred(P ))G],

cuyos elementos corresponden a clases de homotoṕıa de secciones G-equivariantes del haz vectorial

G-equivariante de Fredholm asociado

Fred(P ) := P ×PU(H) Fred(H).

Nota. Es importante señalar que P es un haz fibrado cuyo grupo estructural PU(H) tiene la

topoloǵıa compacto-abierto y el modelo de Fred(H) que estamos considerando aqúı1 consiste del

conjunto de parejas de operadores de Fredholm (A,B) tales que AB− 1 y BA− 1 son compactos,

con la topoloǵıa sobre Fred(H) inducida por el encaje

(A,B) 7−→ (A,B,AB − 1, BA− 1)

en B×B×K×K, con B el espacio de operadores acotados en H con la topoloǵıa compacto-abierto

y K el espacio de operadores compactos con la topoloǵıa de la norma. El hecho de que PU(H)

actúa continuamente sobre Fred(H), por conjugación, y que efectivamente Fred(H) representa

un espacio clasificante para la K-teoŕıa es demostrado en la Proposición 3.1 de [7]. En la sección 3

de [7] se hace un análisis detallado de lo comentado anteriormente y se comenta sobre otra posible

elección del modelo para representar la K-teoŕıa torcida.

Observemos que la G-acción sobre Fred(P ) está dada mediante la G-acción en P y la corres-

pondiente G̃-acción en Fred(H).

Veremos a continuación que la definición anterior de K-teoŕıa equivariante torcida, se reduce

al grupo de representaciones proyectivas cuando el espacio consiste de sólo un punto.

1En [7], Atiyah y Segal denotan este espacio por Fred′(H).
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3.1.1. El grupo de representaciones proyectivas

Sea G un grupo de Lie compacto actuando sobre el G-espacio trivial X dado por un punto, y

P ∈ Bunst
G(∗;PU(H)) un torcimiento G-equivariante, esto es, un haz proyectivo P ∼= PU(H) con

una G-acción estable mediante a : G −→ PU(H). Es fácil ver que dicho torcimiento es determinado

uńıvocamente por el elemento en H3(BG;Z) ∼= [BG;K(Z; 3)] dado por la clase de homotoṕıa

de la aplicación clasificante Ba : BG −→ BPU(H) ≃ K(Z; 3) inducida por el homomorfismo

a : G −→ PU(H). Veamos expĺıcitamente a que corresponde el grupo de K-teoŕıa equivariante

torcida KG(∗;P ).

Consideremos la aplicación

ind : KG(∗ : P ) −→ R(G̃)

T 7−→ Ker T − Coker T

donde T : H −→ H es un operador de Fredholm G̃-equivariante, cuya G̃-acción está dada por

multiplicación compleja sobre el central S1, de modo que los subespacios Ker T y Coker T son

de manera natural G̃-representaciones de dimensión finita, y su diferencia es un elemento del

grupo R(G̃). Sin embargo la aplicación ind no es sobreyectiva, ya que ind(KG(∗;P )) corresponde

precisamente al subgrupo de las representaciones virtuales sobre las cuáles el central S1 actúa por

multiplicación compleja.

Por otro lado, si α : G×G −→ S1 es el homomorfismo asociado a la extensión G̃ y τ : G̃ −→

Aut(V ) es una representación de G̃, entonces la restricción ρ = τ |G : G −→ Aut(V ) corresponde a

una representación proyectiva, o bien, una representación α-torcida ya que ρ(g)ρ(h) = α(g, h)ρ(gh)

para cada g, h ∈ G. Si denotamos el grupo de todas las representaciones α-torcidas de G por Rα(G),

entonces tenemos el siguiente isomorfismo

ind : KG(∗ : P )
∼= // Rα(G) ⊂ R(G̃) .

El elemento α define de manera natural una clase de cohomoloǵıa en H2(G;S1) ∼= H3(G;Z), la cual

coincide precisamente con la clase definida por la aplicación Ba : BG −→ BPU(H), mencionada

al principio de esta subsección.
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3.1.2. Grupos relativos y superiores de K-teoŕıa equivariante torcida

Para definir los grupos relativos de K-teoŕıa usaremos la construcción del espacio fibra ho-

motópica (cf. [19]). Si ϕ : A −→ B es cualquier aplicación continua, su fibra homotópica es

definida como

Eϕ := {(a, f) ∈ A× B[0,1] | f(0) = ϕ(a)}.

Tal espacio tiene la propiedad de que la aplicación Eϕ −→ B definida por ev1 : (a, f) 7−→ f(1) es

una fibración (cf. [19], Prop. 4.64), cuya fibra es denotada por Fϕ y es llamada la fibra homotópica

de f , la cual expĺıcitamente está dada por

(Fϕ)b0 = {(a, f) ∈ A× B[0,1] | f(0) = ϕ(a), f(1) = b0}

para algún punto base b0 ∈ B.

Definición 3.1.2. Sea G un grupo de Lie compacto, (X,A) una G-pareja celular finita y P un

torcimiento G-equivariante sobre X. Entonces, dada la aplicación de restricción

Γ(X;Fred(P ))G res // Γ(A;Fred(P |A))G ,

y Fres(X,A;P ) la correspondiente fibra homotópica, definimos los grupos relativos de K-teoŕıa

equivariante torcida por

KG(X,A;P ) := π0(Fres(X,A;P )).

Por otro lado, como el elemento


 0 id

id 0


 ∈ Fred(H⊕H) ∼= Fred(H)

es fijado bajo PU(H), éste forma una sección del haz Fred(P ), la cual claramente es G-invariante.

Por lo tanto, Γ(X;Fred(P ))G tiene un punto base distinguido y podemos hablar sobre grupos

superiores de homotoṕıa.

Definición 3.1.3. Sea G un grupo de Lie compacto, (X,A) una G-pareja celular finita y P un

torcimiento G-equivariante sobre X. Definimos

K−i
G (X;P ) := πi(Γ(X;Fred(P ))G).
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Asimismo, definimos

K−i
G (X,A;P ) := πi(Fres(X,A;P ))

con Fres(X,A;P ) la fibra homotópica de la restricción

Γ(X;Fred(P ))G res // Γ(A;Fred(P |A))G .

3.1.3. Propiedades cohomológicas

Los grupos de K-teoŕıa equivariante torcida definidos en la subsección anterior satisfacen ciertas

propiedades, las cuales enlistamos enseguida, de tal manera que le dan una estructura de teoŕıa de

cohomoloǵıa generalizada. La demostración de estas propiedades puede consultarse en el art́ıculo

[16], donde Freed, Hopkins y Teleman demuestran (Proposición 3.3) que la K-teoŕıa equivariante

torcida de un grupoide X satisface las propiedades de una teoŕıa de cohomoloǵıa generalizada, y

las propiedades presentadas en esta sección corresponden al caso particular del grupoide acción

[X/G] con X un G-espacio CW finito.

Más precisamente, sea Twist la categoŕıa cuyos objetos consisten de parejas de G-complejos

celulares (X,A) con un torcimiento G-equivariante P ∈ Bunst
G(X,PU(H)). En la categoŕıa Twist,

un morfismo f : (X,A;P ) −→ (Y,B;Q) consiste en una aplicación G-equivariante f : P −→ Q de

PU(H)-haces principales que induce una aplicación G-equivariante f̃ : (X,A) −→ (Y,B), entre

parejas de G-complejos celulares, de tal manera que el siguiente diagrama es conmumativo

P
f

//

��

Q

��
X

f̃
// Y

.

La conmutatividad de este diagrama implica que el diagrama inducido

Fred(P )
f

//

��

Fred(Q)

��
X

f̃
// Y
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es también conmutativo. Por lo tanto, tenemos una aplicación G-equivariante entre los corres-

pondientes espacios de secciones Γ(X,A;Fred(P )) −→ Γ(Y,B;Fred(Q)) que desciende a un ho-

momorfismo al nivel de los grupos de homotoṕıa (Definición 3.1.3) y por lo tanto, tenemos el

homomorfismo

f ∗ : K−i
G (X,A;P ) −→ K−i

G (Y,B;Q).

Entonces, la K-teoŕıa equivariante torcida define un funtor Twist −→ Ab. De hecho, define un

funtor homotópico, donde una homotoṕıa en Twist es dada en la siguiente definición.

Definición 3.1.4. Una homotoṕıa entre dos aplicaciones

f, g : (X,A;P ) −→ (Y,B;Q)

es una aplicación

((X,A)× [0, 1]; π∗P ) −→ (Y,B;Q)

con π : (X,A) × [0, 1] −→ (X,A) dada por la proyección, tal que la restricción a (X,A) × {0} es

f y a (X,A)× {1} es g.

La correspondencia

K−i
G : (X,A;P ) 7−→ K−i

G (X,A;P )

es un funtor homotópico contravariante de la categoŕıa Twist a la categoŕıa de grupos abelianos.

El funtor de K-teoŕıa equivariante torcida satisface las siguientes propiedades cohomológicas.

Invarianza homotópica. Dadas dos aplicaciones homotópicas

f, g : (X,A;P ) −→ (Y,B;Q),

entre parejas de G-complejos celulares, tenemos que las inducidas en los correspondientes espacios

de secciones G-equivariantes

f ∗, g∗ : Γ(Y,B;Fred(Q))G −→ Γ(X,A;Fred(P ))G

son también homotópicas, por lo tanto

f ∗ = g∗ : K−i
G (Y,B;Q) −→ K−i

G (X,A;P ).
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Sucesión exacta larga. De la fibración establecida en la definición 3.1.2

Fres(X,A;P ) // Γ(X;Fred(P ))G res // Γ(A;Fred(P |A))G ,

tenemos la siguiente sucesión exacta larga

· · · −→ K−i
G (X,A;P ) −→ K−i

G (X;P ) −→ K−i
G (A;P ) −→ K−i+1

G (X,A;P ) −→ · · ·

· · · −→ K0
G(X,A;P ) −→ K0

G(X;P ) −→ K0
G(A;P )

Aditividad. Si (X,A;P ) =
∐

λ(Xλ, Aλ;Pλ), entonces

K−i
G (X,A;P ) −→

∏

λ

K−i
G (Xλ, Aλ;Pλ)

es un isomorfismo.

Escisión. Si Z ⊂ A es un G-subcomplejo celular contenido en el interior de A, entonces la aplicación

K−i
G (X,A;P ) −→ K−i

G (X \ Z,A \ Z;P )

es un isomorfismo (cf. [16, Prop. 3.3-(ii)]).

Observación. 3.1.5. El axioma de la dimensión para una teoŕıa de cohomoloǵıa h∗ establece que

hn(∗) = 0 para n 6= 0. Sin embargo, en el caso de los grupos de K-teoŕıa equivariante torcida esto

no se cumple, pues de hecho el Teorema de Periodicidad de Bott establece que

K−i
G (X;P ) ∼= K−i−2

G (X;P ). (3.1)

Este resultado se sigue por la existencia de una equivalencia homotópica entre Fred(H) y

Ω2Fred(H) la cual, al ser U(H)-equivariante (cf. [7, Sec. 4]), induce una equivalencia homotópica

fibra a fibra entre Fred(P ) = P ×PU(H) Fred(H) y Ω2Fred(P ) := P ×PU(H) Ω2Fred(H) de la cual

se sigue el isomorfismo (3.1).

Debido a esta propiedad de periodicidad, esta teoŕıa no puede cumplir el axioma de la dimensión

que caracteriza a una teoŕıa de cohomoloǵıa, sagún los axiomas de Eilenberg-Maclane, pero al
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cumplir el resto de los axiomas antes enlistados y usando Periodicidad de Bott para definir los

K-grupos para todo entero mediante

Ki
G(X,A;P ) =




K0

G(X,A;P ) si i es par,

K−1
G (X,A;P ) si i es impar,

se sigue que la K-teoŕıa equivariante torcida es una teoŕıa de cohomoloǵıa generalizada sobre la

categoŕıa Twist.

3.2. Ejemplos

Es claro que si el torcimiento G-equivariante P está dado por el PU(H)-haz trivial, entonces

el grupo de K-teoŕıa equivariante torcida es isomorfo al grupo de K-teoŕıa equivariante ordinaria

KG(X;P ) ∼= KG(X), si además, la G-acción es trivial entonces tenemos el conocido resultado (cf.

[38]),

KG(X;P ) ∼= KG(X) ∼= K(X)⊗R(G).

Resultado que podemos interpretar, a riego de ser impreciso, como una “separación” de la parte la

parte geométrica y la acción del grupo, lo cual se puede apreciar más claramente por el isomorfismo

mostrado en (ii), página 17.

En el caso de torsión discreta (ver Sección 1.7) tenemos un resultado similar, donde la parte

torcida queda totalmente soportada por el grupo de representaciones torcidas, esto se debe esen-

cialmente a que el torcimiento es de caracter algebraico, es decir, depende sólo del grupo en cuestión

siendo prácticamente irrelevante el espacio X, de modo que si al torcimiento G-equivariante P le

corresponde el elemento α ∈ H3
G(∗,Z) ∼= H2(G, S1), entonces

KG(X;P ) ∼= αKG(X) ∼= K(X)⊗Rα(G),

con la G-acción trivial sobre X.

En los ejemplos que mostramos a continuación hemos considerado torcimientos G-equivariantes

que dependen tanto del grupo G como del espacio X, presentando resultados de naturaleza similar

a los anteriores y en los cuales se aprecia de manera clara la forma en la que se “separa” la parte

geométrica de la acción del grupo. De tal manera que incluso con la G-acción trivial, los grupos de
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K-teoŕıa equivariante torcida difieren de los casos antes mencionados, la razón subyace fuertemente

en la naturaleza del torcimiento G-equivariante P .

Cuando la acción no es trivial, no es claro (al menos en el momento de escribir estas notas)

cómo calcular los grupos de K-teoŕıa equivariante torcida de manera directa. De modo que a fin

de tener una herramienta que nos permita obtener información sobre tales grupos, en la Sección

3.4 se proporciona una sucesión espectral siguiendo las ideas de G. Segal (cf. [37, 38]).

3.2.1. La esfera de dimensión 1.

En esta subsección mostraremos algunos resultados sobre los grupos de K-teoŕıa equivariante

torcida de la esfera S1 con la acción trivial de un grupo finito G. Lo primero que debemos observar

es que la cohomoloǵıa equivariante de S1 presenta la siguiente descomposición

H3
G(S1;Z) ∼= H1(S1)⊗H2(BG)

⊕
H0(S1)⊗H3(BG),

ya que por definición H3
G(S1;Z) ∼= H3(S1 ×G EG;Z) ∼= H3(S1 × BG;Z) pues la G-acción sobre

S1 es trivial, y como H∗(S1;Z) es libre de torsión podemos aplicar la fórmula de Künneth (cf. [19,

Teo. 3.16]). De modo que toda clase de cohomoloǵıa α ∈ H3
G(S1;Z) presenta una descomposición

en subclases de cohomoloǵıa α = γ ⊕ β, con γ ∈ H1(S1)⊗H2(BG) y β ∈ H0(S1)⊗H3(BG).

Por otro lado, del isomorfismo

H1(S1,Z)⊗H2(BG,Z) ∼= H2(BG,Z) ∼= H1(G,S1) ∼= Hom(G,S1),

podemos ver a todo elemento γ ∈ H1(S1,Z) ⊗H2(BG,Z) como un homomorfismo γ : G −→ S1,

y definimos la siguiente representación lineal 1-dimensional asociada,

ργ : G −→ Aut(C)

g 7−→ ργ(g) := γ(g).

Proposición 3.2.1. Sea G un grupo finito actuando trivialmente sobre la esfera S1 y γ ⊕ β la

clase de cohomoloǵıa asociada al torcimiento G-equivariante P ∈ Bunst
G(S1;PU(H)). Entonces

K0
G(S1;P ) ∼=




Rβ(G) si γ = 0

0 si γ 6= 0.
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y

K1
G(S1;P ) ∼= Rβ(G)/(1− ργ),

donde ργ es la representación lineal asociada a γ y el cociente es tomado mediante la acción de los

escalares sobre el R(G)-módulo Rβ(G).

Demostración. La sucesión de Mayer-Vietoris para K∗
G(S1;P ) está dada por

K0
G(S1;P ) // K0

G(U ;P |U)⊕K0
G(V ;P |V ) // K0

G(S0;PU∩V )

��
K1

G(S0;P |U∩V )

OO

K1
G(U : P |U)⊕K1

G(V ;P |V )oo K1
G(S1;P )oo

con U y V dos abiertos G-equivariantemente contráctiles. Por el análisis hecho en la sección 3.1.1,

la sucesión anterior se reduce a

K0
G(S1;P ) // Rα|U (G)⊕Rα|V (G) // Rα|U∩V

(G)⊕Rα|U∩V
(G)

��
0

OO

0oo K1
G(S1;P )oo

donde α = γ ⊕ β.

La aplicación Rα|U (G) −→ Rα|U∩V
(G) ⊕ Rα|U∩V

(G) corresponde a la aplicación inducida por

el isomorfismo de la subsección 3.1.1 y la restricción inducida en los K-grupos K0
G(U ;P |U) −→

K0
G(S0;PU∩V ) mediante la inclusión i : U ∩ V −→ U

Para la correspondiente trivialización de j : U ∩ V −→ V , es necesario interpretar el efecto del

cociclo γ sobre los K-grupos centrales. De modo que si ργ es la representación lineal 1-dimensional

asociada a γ, entonces j∗ : Rβ(G) −→ Rβ(G)⊕Rβ(G) está dado por

j∗ : b 7−→ (b, ργ · b)

y se sigue que para α = γ ⊕ β,

Rβ(G)⊕Rβ(G)
ψ
−−−→ Rβ(G)⊕Rβ(G)

(a, b) −−−−→ (a− b, a− ργ · b).

Después de un apropiado cambio de base obtenemos que,

K0
G(S1;P ) = Coker ψ ∼=




Rβ(G) si γ = 0

0 si γ 6= 0.
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y

K1
G(S1;P ) = Ker ψ ∼= Rβ(G)/(1− ργ),

donde el cociente es tomado mediante la acción de los escalares sobre el R(G)-módulo Rβ(G).

Si G es ćıclico de orden finito p, entonces H3(BG) = 0 y H3
G(S1) ∼= H1(S1) ⊗ H2(BG), de

modo que α = γ ⊕ 0. En este caso,

ψ(a, b) = (a− b, a− xn · b)

donde xn es el elemento correspondiente a la representación ργ mediante el isomorfismo

R(G)
∼=
−−→ Z[x]/(1− xp)

ργ −−−→ xn

Por lo tanto K0
G(S1;P ) ∼= 0, y

K1
G(S1;P ) ∼= Z[x]/(1− xp, 1− xn) ∼= Z[x]/(1− xd),

con d = (n, p).

3.2.2. La esfera de dimensión 2.

En el caso de la esfera de dimensión 2 con la acción trivial de un grupo finito G, la fórmula de

Künneth para su tercer grupo de cohomoloǵıa de Borel equivariante está dada por

H3
G(S2;Z) ∼= H3(BG;Z),

ya que H2(S2)⊗H1(BG) = 0 por ser G finito. En consecuencia, sus grupos de K-teoŕıa equivariante

torcida corresponden todos a grupos de K-teoŕıa con torsión discreta (cf. [1]) y por ser la G-acción

trivial, tenemos que

K∗
G(S2;P ) ∼= K∗(S2)⊗Rβ(G),

donde β corresponde a la clase de cohomoloǵıa del haz P en H3(BG;Z).
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3.2.3. La esfera de dimensión 3.

Nuevamente consideramos la acción trivial de un grupo finito G, ahora sobre la esfera S3.

En este caso, vemos que su tercer grupo de cohomoloǵıa G-equivariante presenta la siguiente

descomposición,

H3
G(S3;Z) ∼= H3(S3;Z)

⊕
H3(BG;Z),

de modo que toda clase de cohomoloǵıa α ∈ H3
G(S3;Z) admite una descomposición del tipo nγ⊕β,

donde γ ∈ H3(S3;Z) es el generador y β ∈ H3(BG;Z).

Por otro lado, podemos tomar una G-cubierta dada por abiertos contráctiles U y V que satis-

facen las condiciones de Mayer-Vietoris, y tenemos la siguiente sucesión para K∗
G(S3;P ), con P un

torcimiento G-equivariante de S3.

K0
G(S3;P ) // K0

G(U ;P )⊕K0
G(V ;P ) // K0

G(S2;P )

��
K1

G(S2;P )

OO

K1
G(U ;P )⊕K1

G(V ;P )oo K1
G(S3;P )oo

el cual se reduce a

K0
G(S3;P ) // Rα|U (G)⊕Rα|V (G) // Rα|U∩V

(G)⊕Rα|U∩V
(G)

��
0

OO

0oo K1
G(S3;P )oo

donde α es la clase de cohomoloǵıa asociada a P .

Lema 3.2.2. Si S3 tiene la Zp-acción trivial con un torcimiento equivariante P , entonces

K∗
Zn

(S3;P ) ∼= αK∗(S3)⊗ Z[x]/(1− xp),

donde α es la clase en cohomoloǵıa dada por la imagen de la clase de P , mediante la proyección

H3
G(S3;Z) ∼= H3(S3;Z)⊕H3(BG;Z)→ H3(S3;Z).

Demostración. Como G := Zp es ćıclico, entonces H3(BG,Z) ∼= 0 y

H3
G(S3,Z) ∼= H3(S3;Z) ∼= Z,
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además

H3
G(U,Z) ∼= H3

G(V,Z) ∼= H3
G(U ∩ V,Z) ∼= 0,

de modo que las restricciones del haz P |V , P |V y P |U∩V son triviales. Por lo tanto, la sucesión de

Mayer-Vietoris se reduce a

0 // K0
G(S3;P ) // R(G)⊕R(G)

ψ
// R(G)⊕R(G) // K1

G(S3;P ) // 0

De modo que K0
G(S3;P ) ∼= Ker ψ y K1

G(S3;P ) ∼= Coker ψ. Veamos ahora a quienes corresponden

expĺıcitamente estos grupos de K-teoŕıa.

Por ser G ćıclico, se tiene que

R(G) ∼= Z[x]/1− xp. (3.2)

En consecuencia, si la clase de cohomoloǵıa asociada a P está dada por nγ, con γ el generador de

H3(S3;Z), entonces

ψ : R(G)⊕R(G) −→ R(G)⊕R(G)

(a, b) −→ (a− b, a− nb)

Por lo tanto,

K0
G(S3;P ) ∼= 0

K1
G(S3;P ) ∼= Zn[x]/(1− xp).

El resultado del lema se sigue del hecho de que nγK1(S3) ∼= Zn, nγK0(S3) ∼= 0 y de (3.2).

Podemos generalizar el caso anterior, de la siguiente manera.

Proposición 3.2.3. Si P es un torcimiento equivariante del G-espacio trivial S3, cuya clase de

cohomoloǵıa está dada por η ⊕ 0 ∈ H3(S3;Z)
⊕

H3(BG;Z), entonces

K∗
G(S3;P ) ∼= ηK∗(S3)⊗R(G).

La demostración sigue prácticamente el mismo argumento que la demostración del Lema 3.2.2.

Finalizamos con el siguiente resultado para torcimientos equivariantes más generales.
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Proposición 3.2.4. Si S3 tiene la acción trivial de un grupo finito G y P es un torcimiento

G-equivariante cuya clase de cohomoloǵıa es α = nγ ⊕ β, entonces

K∗
G(S3;P ) ∼= nγK∗(S3)⊗Rβ(G),

donde γ es el generador de H3(S3;Z) y β ∈ H3(BG;Z).

Demostración. Para una cubierta contráctil dada por U y V , la sucesión de Mayer-Vietoris tiene

la siguiente forma,

0 // K0
G(S3;P ) // K0

G(U ;P )⊕K0
G(V ;P )

ψ
// K0

G(U ∩ V ;P ) // K1
G(S3;P ) // 0

de modo que K0
G(S3;P ) ∼= Ker ψ y K1

G(S3;P ) ∼= Coker ψ, donde

ψ := i∗ ⊖ j∗ : (a, b) 7−→ i∗(a)− j∗(b),

con i : U ∩ V → U y j : U ∩ V → V las inclusiones canónicas.

Para calcular expĺıcitamente las aplicaciones i∗ y j∗, es necesario conocer cómo se trivializa la

clase nγ ⊕ β a cada uno de los abiertos U y V de esta cubierta de S3, aśı como la restricción a

U ∩ V .

Sean EU y EV , G-haces β-torcidos sobre U y V respectivamente. Estos haces son triviales por la

contractibilidad de U y V , de modo que corresponden a representaciones proyectivas (β-torcidas)

de G ya que la G-acción sobre S3 es trivial. Entonces

EU
∼= U × Cr

β y EV
∼= V × Cs

β

donde Cr
β denota una representación β-torcida de G; por lo tanto, si escogemos la trivialización

i∗ : U × Cr
β 7−→ U ∩ V × Cr

β

tendremos que

j∗ : V × Cs
β 7−→ (U ∩ V × Cs

β)⊗ Ln

donde L es corresponde a la representación lineal trivial de G. Se sigue que

ψ : (a, b) 7−→ (a− b, a− nb).
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Por otro lado, consideremos la siguiente sucesión exacta dada por Mayer-Vietoris para nγK∗(S3)

0 // nγK0(S3) // Z⊕ Z
φ

// Z⊕ Z // nγK1(S3) // 0

donde φ : (k, l) 7−→ (k− l, k−nl). De modo que tomando el producto tensorial con Rβ(G) en cada

término de la sucesión anterior, obtenemos

0 // nγK0(S3)⊗Rβ(G) // Rβ(G)⊕Rβ(G)
ϕ // Rβ(G)⊕Rβ(G) // nγK1(S3)⊗Rβ(G) // 0

la cual sigue siendo exacta y además ϕ = ψ. Se sigue que,

K∗
G(S3;P ) ∼= nγK∗(S3)⊗Rβ(G).

3.2.4. Esferas de dimensión mayor a 3.

En este caso, tenemos una situación similar al caso de la esfera de dimensión 2. Observemos

que la fórmula de Künneth para el tercer grupo de cohomoloǵıa de Borel equivariante de una esfera

de dimensión n > 3 con la G-acción trivial está dada por

H3
G(Sn;Z) ∼= H3(BG;Z),

al igual que en el caso de S2, ya que H2(Sn)⊗H1(BG) = 0 para n > 3. En consecuencia, sus grupos

de K-teoŕıa equivariante torcida corresponden todos a grupos de K-teoŕıa con torsión discreta y

por ser la G-acción trivial, tenemos que

K∗
G(Sn;P ) ∼= K∗(Sn)⊗Rβ(G),

donde β corresponde a la clase de cohomoloǵıa del haz P en H3(BG;Z).

3.3. Sistemas de Cartan-Eilenberg

Sea H = {H(p, q)} una familia de módulos, uno por cada pareja de enteros (p, q) tales que

∞ ≤ p ≤ q ≤ ∞. La familia H es llamada un sistema de Cartan-Eilenberg si satisface los

siguientes axiomas:
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CE-1. Existen homomorfismos

η : H(p′, q′)→ H(p, q)

si p ≤ p′ y q ≤ q′.

CE-2. Para una terna de enteros −∞ ≤ p ≤ q ≤ r ≤ ∞ existe un homomorfismo de conexión.

CE-3. La aplicación H(p, q)→ H(p, q) está dada por la identidad.

CE-4. Si p ≤ p′ ≤ p′′ y q ≤ q′ ≤ q′′, entonces el siguiente diagrama es conmutativo:

H(p′′, q′′) //

&&▼▼
▼▼

▼▼
▼▼

▼▼
H(p, q)

H(p′, q′)

99rrrrrrrrrr

CE-5. Para p ≤ p′, q ≤ q′ y r ≤ r′, el siguiente diagrama es conmutativo:

H(p′, q′) //

��

H(q′, r′)

��
H(p, q) // H(q, r)

CE-6. Para −∞ ≤ p ≤ q ≤ r ≤ ∞, la siguiente sucesión es exacta:

· · · // H(q, r) // H(p, r) // H(p, q) δ // H(q, r) // · · ·

CE-7. Para cada q fijo,

H(q, q) // H(q − 1, q) // · · · // H(p, q) // H(p− 1, q) // · · ·

tiene como ĺımite directo a H(−∞, q).

Denotamos por H(p) a H(p,∞) y por H a H(−∞,∞). Definimos

Zp
r = Im (H(p, p+ r)→ H(p, p+ 1))

Bp
r = Im (H(p− r + 1, p)→ H(p, p+ 1))

Ep
r = Zp

r /B
p
r

Lo anterior define una sucesión espectral que cuando converge, lo hace a H.
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Ejemplo 3.3.1 (Módulos diferenciales filtrados). Todo módulo graduado A con diferencial d y

filtración F pA, define un sistema de Cartan-Eilenberg mediante H(p, q) = H(F pA/F qA).

Ejemplo 3.3.2. Sea X un espacio topológico y {Xp} una familia de subespacios definida para

todo entero p, tal que Xp ⊂ Xp+1, X−∞ = ∅ y X∞ = X. Definimos

H(p, q) =
∑

n
Hn(Xq, Xp),

donde Hn(Xq, Xp) corresponden a los grupos de cohomoloǵıa de la pareja (Xq, Xp) respecto a

alguna teoŕıa de cohomoloǵıa fija. En este caso, la familia H = {H(p, q)} no siempre define un

sistema da Cartan-Eilenberg, siendo el axioma (CE-7) el que no necesariamente se satisface. Sin

embargo, en el caso de cohomoloǵıa celular H∗ y complejos CW con filtración por esqueletos, dicha

familia H define efectivamente un sistema de Cartan-Eilenberg.

Ejemplo 3.3.3 (Atiyah-Hirzebruch). Si X es un complejo celular finito con una filtración mediante

esqueletos {Xp}, yKn(Xq, Xp) denota el n-ésimo grupo de K-teoŕıa compleja de la pareja (Xq, Xp),

definimos

H(p, q) = K∗(Xq−1, Xp−1).

Resulta que la familia H = {H(p, q)} define un sistema de Cartan-Eilenberg, pues en este caso

los axiomas (CE-1)-(CE-7) corresponden a las propiedades cohomológicas de la K-teoŕıa compleja.

De modo que podemos formar la sucesión espectral Ep
r , llamada la sucesión espectral de Atiyah-

Hirzebruch (cf. [5]). El término Ep
1 está dado por

Ep
1
∼= Cp(X,Z)

ya que

Zp
1 = Im (H(p, p+ 1)→ H(p, p+ 1)) = H(p, p+ 1)

Bp
1 = Im (H(p, p)→ H(p, p+ 1)) = Im (0→ H(p, p+ 1)) = 0

Ep
1 = Zp

1/B
p
1
∼= H(p, p+ 1) = K∗(Xp, Xp−1)

Observación. 3.3.4. En general, la convergencia de una sucesión espectral inducida por un sis-

tema de Cartan-Eilenberg, aśı como el tipo de convergencia, dependen de varios factores relativos
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a la familia de módulos H = {H(p, q)} (cf. [11, Cap. XV, Sección 7] y [30, p. 59]). Incluso, si los

módulos de la familia H están inducidos por los grupos de cohomoloǵıa de una teoŕıa de cohomo-

loǵıa fija, esta sucesión podŕıa no converger, como se comenta en el Ejemplo 3.3.2. Sin embargo,

como en este trabajo estamos considerando G-complejos celulares finitos, podemos garantizar la

convergencia de la sucesión espectral asociada al sistema de Cartan-Eilenberg formado los grupos

de K-teoŕıa equivariante torcida, la cual es estudiada en la siguiente sección.

3.4. Sucesión espectral a la Segal

El objetivo de esta sección es establcer una sucesión espectral cuyo término E2 sea “sencillo” de

calcular y que converja a K∗
G(X;P ). Podŕıamos proceder de la misma manera que en la sucesión

espectral de Atiyah-Hirzebruch para la K-teoŕıa ordinaria, esto es, para el G-complejo celular finito

X definimos la familia de módulos

H(p, q) := Kq
G(Xp, Xp−1;P ),

asociada a la filtración por esqueletos de X, la cual tiene una estructura de sistema de Cartan-

Eilenberg (cf. [11, Cap. XV]), ya que los axiomas (CE-1)-(CE-7) corresponden justo a las propie-

dades cohomológicas del funtor de K-teoŕıa equivariante torcida. Luego, como X es un G-complejo

celular finito, la sucesión espectral asociada a tal sistema converge, y lo hace a Kp+q
G (X;P ). Sin

embargo en este caso el término inicial de la sucesión espectral, Ep,q
1 = Kq

G(Xp, Xp−1;P ), no apor-

ta ninguna ventaja computacional sobre el problema original, de modo que no es la forma más

conveniente de proceder.

Por lo anterior, seguiremos el enfoque de Segal en [38], que consiste esencialmente en construir

un espacio WU , asociado al espacio X y a la G-cubierta finita por subconjuntos cerrados

U = {Ui}
N

i=0 (3.3)

sobre X, de tal manera que K∗
G(WU ;P ) ∼= K∗

G(X;P ) y que además su correspondiente sistema de

Cartan-Eilenberg H(p, q) := Kp+q
G (W p,W p−1;P ) asociado a cierta filtración presenta propiedades

que permiten calcular las primeras dos diferenciales de la sucesión espectral de manera expĺıcita.
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Teorema 3.4.1. Sea G un grupo finito, X un G-complejo celular finito y P ∈ Bunst
G(X;PU(H))

un torcimiento equivariante. Dada una G-cubierta finita U = {Ui}
N

i=0 de subconjuntos cerrados de

X, existe una sucesión espectral Ep,q
r tal que

Ep,q
2 = Ȟp(U , Ǩq)

y convergente a Kp+q
G (X;P ), donde Ǩq es la pregavilla U 7→ Kq

G(U ;P ).

A fin de proporcionar la demostración de este resultado, daremos la definición del G-espacio

WU asociado a la G-cubierta finita cerrada U = {Ui}
N

i=0 de X.

Sea NU el nervio de la cubierta U , esto es, un complejo simplicial finito cuyos simplejos son

los subconjuntos de la forma {0 ≤ i0 < i1 < · · · < in ≤ N} tales que

Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uin 6= ∅,

y |NU | su realización geométrica. Si J = {0 ≤ i0 < i1 < · · · < in ≤ N}, escribiremos J(n) para

indicar que el subconjunto J tiene n elementos. Asimismo, usaremos la notación

UJ(k)
= Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uin .

Definimos WU como el subespacio cerrado

⋃

0≤i≤N

UJ(i)
× |J(i)| (3.4)

del producto X × |NU | y w : WU −→ X la proyección en el primer factor. El siguiente resultado

es importante para la demostración del Teorema 3.4.1.

Lema 3.4.2. K∗
G(WU ;P ) ∼= K∗

G(X;P ).

La demostración de este lema sigue los argumentos usados por G. Segal en [38, Sec. 5] y [37].

Demostración. Sea Xp el conjunto de puntos x ∈ X que se encuentran contenidos en al menos

p+ 1 elementos distintos de U , esto es, x ∈ UJ(p)
para algún J(p). Como la cubierta es finita, con

N elementos, se tiene que Xp = ∅ para p ≥ N, esto es,

XN = XN+1 = XN+2 = · · · = ∅.
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De tal manera que tenemos una filtración de X por subespacios,

X = X0 ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ · · · ⊃ XN−1 ⊃ XN = ∅,

la cual, mediante w : WU −→ X induce una filtración sobre WU , a saber, Wp = w−1(Xp). De

modo que tenemos el diagrama conmutativo,

∐
(UJ(p)

, UJ(p)
∩Xp+1)× |J(p)| //

��

(Wp,Wp+1)

��∐
(UJ(p)

, UJ(p)
∩Xp+1) // (Xp, Xp+1)

cuyas aplicaciones horizontales son dadas por homeomorfismos relativos G-equivariantes y la apli-

cación vertical de la izquierda del diagrama es una G-equivalencia homotópica. En consecuencia,

K∗
G(Wp,Wp+1;P ) ∼= K∗

G(Xp, Xp+1;P )

para todo p. Por otro lado, como los grupos

Ep,q
1 = Kp+q

G (Wp,Wp+1;P )

son triviales para p ≥ N y para p < 0, se sigue que el primer término de la sucesión espectral que

éstos definen, está localizada en N columnas en el plano cartesiano (desde la columna p = 0 hasta

p = N− 1). Luego, las diferenciales

dr : Ep,q
r −→ Ep+r,q−r+1

r

son todas triviales para r ≥ N y por lo tanto la sucesión espectral converge en el término N y se

sigue el resultado que deseábamos mostrar.

Demostración del Teorema 3.4.1. Al espacio WU , definido en (3.4), podemos asociarle una filtra-

ción

W 0 ⊂ W 1 ⊂ · · · ⊂ WU

dada por

W p :=
⋃

0≤i≤p

UJ(i)
× |J(i)|,
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esto es, la imagen inversa del p-esqueleto de |NU |. A esta filtración le corresponde un sistema

de Cartan-Eilenberg y en consecuencia una sucesión espectral convergiendo a K∗
G(WU ;P ) cuyo

primer término está dado por Kp+q
G (W p,W p−1;P ). Luego, a fin de reformular éste primer término

y poder expresarlo en forma más expĺıcita aplicamos el funtor K∗
G(−;P ) a la sucesión

X
∐
UJ(0)

oo
∐
UJ(1)

oooo
∐
UJ(2)

· · ·oooo
oo

donde las flechas son dadas por inclusión y obtenemos la sucesión

K∗
G(X;P ) //

∏
K∗

G(UJ(0)
;P ) ////

∏
K∗

G(UJ(1)
;P ) //////

∏
K∗

G(UJ(2)
;P ) · · ·

donde los morfismos satisfacen ciertas condiciones de pegado inducidas por las funciones de pegado

del torcimiento G-equivariante P . Más espećıficamente, sobre cada doble intersección Ui∩Uj existe

un isomorfismo

Lij ⊗ P |Ui
−→ P |Uj

(3.5)

de tal manera que sobre cada triple intersección tenemos que se cumple la condición de cociclo

dada por el isomorfismo

Ljk ⊗ Lij −→ Lik.

Esto implica que los morfismos en la sucesión son dados por la composición de restricciones y

automorfismos de la K-teoŕıa equivariante torcida.

Definimos

Ep,q
1 = Kq

G(Ap;P ), donde Ap :=
∐

UJ(p)
.

Luego, si ∆p es el p-simplejo estándar y ∆̇p su (p−1)-esqueleto, de la terna (Ap×∆p, Ap×∆̇p, Ap×

∆p−1) obtenemos la sucesión exacta

0 −→ Kp+q−1
G (Ap × ∆̇p, Ap ×∆p−1;P ) −→ Kp+q

G (Ap ×∆p, Ap × ∆̇p;P ) −→ 0,

esto es, un isomorfismo

Kp+q
G (Ap ×∆p, Ap × ∆̇p;P ) ∼= Kp+q−1

G (Ap × ∆̇p, Ap ×∆p−1;P ),

y usando el principio de escisión en la pareja (Ap × ∆̇p, Ap ×∆p−1), tenemos

Kp+q−1
G (Ap × ∆̇p, Ap ×∆p−1;P ) ∼= Kp+q−1

G (Ap ×∆p−1, Ap × ∆̇p−1;P )
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en consecuencia

Kp+q
G (Ap ×∆p, Ap × ∆̇p;P ) ∼= Kp+q−1

G (Ap ×∆p−1, Ap × ∆̇p−1;P )

e inductivamente, se sigue que

Ep,q
1
∼= Kp+q

G (Ap ×∆p, Ap × ∆̇p;P ).

Luego, de las propiedades cohomológicas de K∗
G(−) y la equivalencia homotópica relativa (Ap×

∆p, Ap × ∆̇p) −→ (W p,W p−1), se sigue que,

Ep,q
1
∼= Kp+q

G (W p,W p−1;P ).

Por lo tanto, de la conmutatividad del diagrama

Ep,q
1

dp,q1 //

∼=
��

Ep+1,q
1

∼=
��

Kp+q
G (W p,W p−1;P )

δp,q1 // Kp+q+1
G (W p+1,W p;P )

obtenemos que la sucesión espectral Ep,q
r converge a K∗

G(WU ;P ).

Finalmente, si Ǩq es la pregavilla U 7→ Kq
G(U ;P ), entonces por definición se sigue que

Ep,q
2
∼= Ȟp(U , Ǩq).

Del teorema anterior se deduce que d2 = 0 y entonces E2 = E3.

Por otro lado, si tomamos el ĺımite directo de la familia de sucesiones espectrales correspon-

dientes a cada cubierta cerrada e indexada por éstas, entonces del teorema anterior obtenemos el

siguiente resultado.

Proposición 3.4.3. Dado un grupo finito G, un G-complejo celular finito X y P ∈

Bunst
G(X;PU(H)), existe una sucesión espectral Ep,q

r tal que

Ep,q
2 = Hp(X,Kq)

y convergente a Kp+q
G (X;P ), donde Kq es la gavilla asociada a la pregavilla U 7→ Kq

G(U ;P ).
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Proposición 3.4.4. Sea G un grupo finito, X un G-complejo celular finito y P ∈

Bunst
G(X;PU(H)) un torcimiento equivariante. Entonces existe una sucesión espectral Ep,q

r tal

que

Ep,q
2 = Ȟp(U , Rα(−))

y convergente a Kp+q
G (X;P ), donde α es el elemento en H3

G(∗;Z) ∼= H2(G; S1) correspondiente a

la imagen de P mediante el homomorfismo H3
G(X;Z) −→ H3

G(∗;Z).

Demostración. El resultado anterior se sigue por la forma en como se construye la sucesión

espectral en el Teorema 3.4.1. En efecto, como G es finito y X es un G-CW-complejo finito

se sigue que X es un G-ANR2 (cf. [36, Sec. 3]) y por lo tanto, podemos tomar una cubierta

cerrada equivariantemente contraible U y cuyas intersecciones arbitrarias no vaćıas sean también

G-contráctiles, entonces para cada cerrado Ui ∈ U se tiene

λi : KG(Ui;P )
∼= // Rα(Gi)

con Gi el subgrupo de isotroṕıa de Ui; y en una doble intersección Ui ∩ Uj,

KG(Ui;P ) //

λi ∼=
��

KG(Ui ∩ Uj;P )

λij ∼=
��

KG(Uj;P )oo

λj ∼=
��

Rα(Gi) // Rα(Gij) Rα(Gj)oo

de modo que si los morfismos en el renglon inferior son tomados de tal manera que hacen conmutar

cada diagrama, entonces cada morfismo ψi : Rα(Gi) −→ Rα(Gij) está dado expĺıcitamente como

ψi = ρij · res

con ρij ∈ H3
G(Ui ∩ Uj;Z) ∼= H2(G; S1), res : Rα(Gi) −→ Rα(Gij) la restricción y los morfismos

ρij satisfaciendo la correspondiente condición de cociclo sobre las triples intersecciones. Sobre las

intersecciones múltiples se cumplen las propiedades análogas.

De lo anterior, tenemos un morfismo de cadenas

K∗
G(X;P ) //

∏
K∗

G(UJ(0)
;P ) ////

��

∏
K∗

G(UJ(1)
;P ) //////

��

∏
K∗

G(UJ(2)
;P ) · · ·

��∏
Rα(GJ(0)

) // //
∏
Rα(GJ(1)

) // ////
∏
Rα(GJ(2)

) · · ·

(3.6)

2Del inglés “G-equivariant absolute neighborhood retract”.
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de tal manera que las correspondientes cohomoloǵıas de Čech son isomorfas y en consecuencia la

sucesión espectral inducida por este complejo de cadenas converge a Kp+q
G (X;P ).

3.4.1. Cohomoloǵıa de Bredon equivariante local

Concluiremos esta sección demostrando que el término Ep,q
2 corresponde a un grupo de coho-

moloǵıa de Bredon equivariante. Iniciaremos con la definición de la cohomoloǵıa de una categoŕıa

y presentamos el grupo de cohomoloǵıa de Bredon equivariante con un sistema de coeficientes lo-

cales, equivalente a la construcción dada en el Apéndice A (cf. [33, Teo. 4.1]). El siguiente material

puede ser consultado en [32].

Sea C una categoŕıa pequeña. Denotamos por Ab(C ) la categoŕıa cuyos objetos son los funtores

contravariantes de C a Ab, y los morfismos consisten en las transformaciones naturales.

Sea Ab = Ab(1), la categoŕıa de grupos abelianos. Existe un funtor “secciones globales” (o

bien, lim←−),

Γ = ΓC : Ab(C ) −→ Ab

dado por Γ(M) = lim←−M = {α : C0 −→ M | M(u)(α(C)) = α(D), para todo u ∈ C1(D,C)}. La

categoŕıa Ab(C ) tiene suficientes inyectivos, de modo que podemos tomar los funtores derivados

derechos de Γ. Estos son, por definición, los grupos de cohomoloǵıa de la categoŕıa C :

Hn(C ,M)
def
= RnΓ(M), n ≥ 0.

Para una categoŕıa pequeña C , sea NC el nervio de C , es decir, el conjunto simplicial con

n-simplejos dados por las sucesiones de composición u = ( C0
u1 // C1

u2 // · · ·
un // Cn ) en C . Si

M ∈ Ab(C ), podemos formar un grupo abeliano cosimplicial C•(C ,M) definido por

Cn(C ,M) =
∏

u∈Nn(C )

M(u(0)),

donde u(0) = C0 para u = ( C0
u1 // C1

u2 // · · ·
un // Cn ). Las diferenciales en el complejo de

cocadenas asociado, también denotado por C•(C ,M), son obtenidas por la suma alternada de las

funciones cara de NC . De hecho la cohomoloǵıa de este complejo de cadenas es precisamente la

cohomoloǵıa de la categoŕıa C con coeficientes en M , esto es,

H∗(C ,M) ∼= H∗(C•(C ,M)).

78
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Retomando el G-espacio X, podemos asociarle a éste una categoŕıa ∆G(X) cuyos objetos

consisten en los n-simplejos equivariantes de X y un morfismo entre σ : G/H × ∆n −→ X y

τ : G/K × ∆m −→ X en ∆G(X) consiste de una pareja (φ, α), con φ : G/H −→ G/K una

G-aplicación y α : {0, 1, . . . , n} −→ {0, 1, . . . ,m} una función que preserva el orden y tal que

τ ◦ (φ× α) = σ.

Sea M ∈ Ab(∆G(X)) un funtor que se factoriza a través del funtor canónico ∆G(X) −→ OG.

En [33, Teo. 4.1] se demuestra que existe un isomorfismo

H∗(∆G(X),M) ∼= H∗
G(X;M),

con H∗
G(X;M) el grupo de cohomoloǵıa de Bredon G-equivariante con coeficientes M .

Por otro lado, si M está dado por el funtor Rα : ∆G(X) −→ OG −→ Ab tal que

Rα : (G/H ×∆n −→ X) 7−→ G/H 7−→ Rα(H),

donde α es el elemento en H3
G(∗;Z) ∼= H2(G; S1) correspondiente a la imagen de P mediante el

homomorfismo H3
G(X;Z) −→ H3

G(∗;Z), entonces C•(∆G(X),Rα) está dado precisamente por el

renglón inferior de (3.6). En consecuencia, el segundo término de la sucesión espectral para la

K-teoŕıa equivariante torcida puede escribirse como,

Ep,q
2
∼=




Hp

G(X;Rα) para q par

0 para q impar,

con Hp
G(X,Rα(−)) el p-ésimo grupo de cohomoloǵıa de Bredon G-equivariante.
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Apéndice A

Cohomoloǵıa de Bredon

A continuación introduciremos la cohomoloǵıa de Bredon, la cual viene a ser la teoŕıa de

cohomoloǵıa equivariante mas adecuada para los resultados en este trabajo.

El contenido de este apéndice está totalmente basado en el contenido del texto de G. Bredon,

Equivariant Cohomology Theories (cf. [10]).

Sistemas de coeficientes genéricos

Sea G un grupo y H un subgrupo. Definimos la categoŕıa de órbitas de G, denotada por OG,

como la categoŕıa cuyos objetos consisten de las clases izquierdas G/H y morfismos dados por

aplicaciones equivariantes G/H → G/K.

No es dif́ıcil ver que toda función equivariante

f : G/H → G/K

es de la forma

â : G/H −→ G/K

gH −→ gaK

para algún a ∈ G tal que a−1Ha ⊂ K.
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Definición A.0.5. Un sistema de coeficientes (genérico) para G, es definido como un funtor

contravariante

OG → Ab,

entre la categŕıa de órbitas de G y la categoŕıa de grupos abelianos.

Si M,N : OG → Ab son sistemas de coeficientes, un morfismo T : M → N es una transfor-

mación natural de funtores. Con esta definición, los sistemas de coeficientes (genéricos) para G

forman una categoŕıa abeliana CG = Funct(O op
G ,Ab)

Sistemas de coeficientes sobre un G-complejo

Si K un G-complejo, podemos formar la categoŕıa K cuyos objetos son los subcomplejos finitos

de K y cuyos morfismos están definidos de la siguiente manera, si L y L′ son subcomplejos finitos

de K, entonces hom(L,L′) consiste de todas las aplicaciones g : L→ gL ⊂ L′ para g ∈ G.

Es claro que los morfismos deK son justo las funciones inclusión L ⊂ L′, las funciones a : L→ L′

inducidas por operación por elementos en G, y las composiciones de éstas.

Para cualquier subconjunto A ⊂ K, denotaremos por K(A) al mas pequeño subcomplejo de K

que contiene a A. Para la mayoria de nuestros propósitos sólo los objetos K(σ) de K para celdas σ

de K son de importancia, pero para algunas construccuiones son necesarios los subcomplejos mas

generales.

Existe un funtor contravariante canónico

Θ : K → OG

definido de la siguiente manera: para L ⊂ K un subcomplejo finito, sea

GL = {g ∈ G | g fija L puntualmente}

y se define

Θ(L)
def
= G/GL.

Luego, si gL ⊂ L′ y f denota la aplicación L → L′ inducida por operación por g ∈ G, entonces

vemos que

g−1GL′ g ⊂ GL
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y por lo tanto,

Θ(f)
def
= ĝ : Θ(L′)→ Θ(L),

esto es, Θ(f) es la aplicación ĝ : G/GL′ → G/GL la cual envia g′GL′ a g′gGL.

En otras palabras, si L ⊂ L′ entonces GL′ ⊂ GL y

Θ(L →֒ L′) : G/GL′ → G/GL

es la aplicación natural mientras que, si g : L→ gL entonces GgL = g GL g
−1 y

Θ(g : L→ gL) : Θ(gL) = G/g GL g
−1 → G/GL = Θ(L)

es multiplicación derecha por g.

Por otro lado, si M ∈ CG es un sistema de coeficientes genérico, esto es si M : OG → Ab es un

funtor contravariante, entonces

MΘ : K → Ab

es un funtor covariante, y es llamado un sistema de coeficientes (simple) sobre K. Lo anterior se

generaliza de la siguiente manera.

Definición A.0.6. Un sistema de coeficientes locales sobre K es un funtor covariante

L : K → Ab

Los sistemas de coeficientes locales forman una categoŕıa abeliana LCK = Funct(K,Ab), de la

cual los sistemas de coeficientes genéricos forman una subcategoŕıa CK .

Notación. Si L ∈ LCK y σ es una celda, denotamos L(σ) = L(K(σ)) y para K(σ) ⊂ K(τ)

denotamos por L(τ → σ) la aplicación L(K(τ) →֒ K(σ)). Nótese que si [τ : σ] 6= 0 entonces

K(τ) ⊂ K(σ), de modo que τ → σ “pertenece” a K

Cohomoloǵıa de Bredon

Sea L : K → Ab un sistema de coeficientes locales. Orientamos las celdas de K de tal manera

que G preserve las orientaciones y definimos

Cq(K;L)

85
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como el grupo de todas las funciones f sobre q-celdas de K con

f(σ) ∈ L(σ).

Definimos δ : Cq(K;L)→ Cq+1(K;L) por

(δf)(σ)
def
=

∑

τ

[τ : σ]L(τ → σ)f(τ) (A.1)

(la cual está bien definida ya que K(σ) ⊂ K(τ) siempre que [τ : σ] 6= 0). En otras palabras, (δf)(σ)

es definida “empujando”todos los coeficientes a L(σ) y entonces tomando la cofrontera usual. Se

puede mostrar directamente que δδf = 0 para toda f .

Definiremos ahora una operación de G sobre Cq(K;L) como sigue: Si g ∈ G y f ∈ Cq(K;L)

definimos

g(f)(σ) = L(g)(f(g−1(σ))). (A.2)

Aqúı, L(g) significa L(g : K(g−1σ)→ K(σ)), la cual abreviaremos por

L(g) = g∗

de modo que (A.2) puede escribirse como

g(f)(gσ) = g∗(f(σ)). (A.3)

Es claro que los automorfismos f → g(f) de C∗(K;L) definen una acción de G sobre C∗(K;L)

por funciones de cadenas. En consecuencia, el conjunto de puntos fijos

Cq(K;L)G = {f ∈ Cq | g(f) = f para todo g ∈ G}

es un subcomplejo, y lo denotaremos por Cq
G(K;L). De (A.2) se sigue que Cq

G(K;L)G consiste

precisamente de cocadenas equivariantes f , es decir, cocadenas tales que f(gσ) = g∗(f(σ)).

Definición A.0.7. Definimos el q-ésimo grupo de cohomoloǵıa de Bredon por

Hq
G(K;L)

def
= Hq(Cq(K;L)G) (A.4)

Si M ∈ CG, entonces MΘ ∈ CK ⊂ LCK y en este caso usamos la abreviación

Hq
G(K;M)

def
= Hq

G(K;MΘ). (A.5)
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Si L es un subcomplejo de K invariante bajo G, entonces existe una función restricción

C∗(K;L)→ C∗(L;L) cuyo núcleo es el grupo de cocadenas relativo C∗(K,L;L). Existe además un

homomorfismo de descomposición C∗(L;L) → C∗(K;L) definido por extensión de una cocadena

por cero. Esto claramente conmuta con las operaciones por G, de modo que tenemos la sucesión

exacta

0→ C∗(K,L;L)G → C∗(K;L)G → C∗(L;L)G → 0.

Con las definiciones obvias tenemos una sucesión exacta inducida en cohomoloǵıa

· · · → Hn
G(K,L;L)→ Hn

G(K;L)→ Hn
G(L;L)→ Hn+1

G (K,L;L)→ · · ·

Una reformulación de la cohomoloǵıa de Bredon

Definimos

C n(K) ∈ CG

por C n(K)(G/H) = Cn(KH) junto con los valores obvios sobre morfismos de OG, y donde C∗(−)

denota el funtor complejo de cadenas celular. Estos objetos, para n = 0, 1, 2, . . . , forman un comple-

jo de cadenas en la categoŕıa abeliana CG. Podemos fomar la homoloǵıa H n(K) = Hn(C ∗(K)) ∈ CG

de este complejo. Claramente, esto es justo H n(K)(G/H) = Hn(KH), de nuevo, junto con los va-

lores obvios sobre morfismos. Similares consideraciones se aplican al caso relativo.

Proposición A.0.8. Dado un G-complejo celular K y M ∈ CG un sistema de coeficientes genéri-

cos, existe un isomorfismo

Cn
G(K;M) ∼= HomCG(C n(K),M),

el cual preserva los operadors cofrontera. En particular,

Hn
G(K;M) ∼= Hn(HomCG(C n(K),M)).

Demostración. El isomorfismo es dado por

Cn
G(K;M) −→ HomCG(C n(K),M)

f 7−→ f̂
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donde

f̂(G/H) : Cn(KH)→M(G/H)

es definido sobre cada n-celda σ ∈ KH por

f̂(G/H)(σ)
def
= M(G/H → G/Gσ)f(σ).
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La 2-Cohomoloǵıa de Grupos

Mostramos algunos resultados básicos sobre cohomoloǵıa de grupos. Nos enfocaremos parti-

cularmente en el segundo grupo de cohmoloǵıa H2(G,A), por ser éste el que necesitamos para

efectuar los torcimientos en las representaciones estudiadas en el caṕıtulo 1.

Asumimos que A es un grupo abeliano sobre el cual G actúa trivialmente.

El material expuesto en este apéndice puede consultarse en [24].

Segundo grupo de cohomoloǵıa

Sea G un grupo y sea Z2(G,A) el conjunto de todas las funciones

f : G×G→ A

que satisfacen la condición:

f(x, 1) = f(1, x) = 1 para todo x ∈ G (B.1)

f(x, y)f(xy, z) = f(y, z)f(x, yz) para todos x, y, z ∈ G (B.2)

Los elementos de Z2(G,A) son llamados cociclos; un cociclo que satisface f(x, y) = f(y, x)

para todos x, y ∈ G es llamado un cociclo simétrico. Dados f, g ∈ Z2(G,A) definimos fg mediante

fg(x, y) = f(x, y)g(x, y) para x, y ∈ G.
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Apéndice B

Es obvio entonces que fg es también un cociclo y por lo tanto Z2(G,A) tiene una estructura de

grupo abeliano. El elemento identidad es la función constante f = 1 y el elemtento inverso f−1 de

f es

f−1(x, y) = f(x, y)−1, x, y ∈ G.

Sea g : G→ A tal que g(1) = 1 y sea δg : G×G→ A definida por

(δg)(x, y) = g(x)g(y)g(xy)−1, x, y ∈ G.

El elemento δg es llamado una cofrontera. Es sencillo ver que el conjunto de todas las cofronteras

B2(G,A) forma un subgrupo de Z2(G,A).

Definición B.0.9. Definimos el segundo grupo de cohomoloǵıa del grupo G con coeficientes en A,

como

H2(G,A) := Z2(G,A)/B2(G,A).

Los elementos de H2(G,A) son llamados clases de cohomoloǵıa y cualesquiera dos cociclos

contenidos en una misma clase de cohomoloǵıa se dicen ser cohomólogos. Dado un cociclo f ∈

Z2(G,A), denotaremos por f̄ su correspondiente clase de cohomoloǵıa.

No es dif́ıcil verificar que si la condición (B.1) es omitida para la construccuón de Z2(G,A),

aún aśı el grupo de cohomoloǵıa obtenido será isomorfo al definido anteriormente. Por lo tanto,

cuando consideremos clases de cohomoloǵıa en H2(G,A), estaremos considerando cociclos como

funciones f : G×G→ A que satisfacen (B.2).

Extensiones de grupo centrales

Una extensión central de A por G es una sucesión exacta corta

E : 1 // A
α // B

β // G // 1 (B.3)

tal que α(A) pertenece al centro del grupo B. Sea

E′ : 1 // A
α′

// C
β′

// G // 1 (B.4)
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otra extensión central de A por G. Decimos que E y E′ son congruentes si existe un homomorfismo

γ : B → C el cual hace conmutar el siguiente diagrama:

1 // A
α //

1A
��

B
β //

γ
��

G //

1G
��

1

1 // A α′

// C
β′

// G // 1

El siguiente lema muestra que de hecho γ es un isomorfismo, y por lo tanto la relación de

congruencia es simétrica. Luego, como dicha relación de congruencia es obviamente reflexiva y

transitiva, podemos hablar de clases de congruencia de extensiones centrales de A por G; denota-

mos por {E} la clase de congruencia de E.

Lema B.0.10. Sea

1 // G1
α1 //

γ1
��

G2
β1 //

γ2
��

G3
//

γ3
��

1

1 // H1
α2 // H2

β2 // H3
// 1

un diagrama conmutativo en el cual los renglones superior e inferior son exactos. Si γ1 y γ3 son

inyectivos (sobreyectivos o biyectivos, respectivamente), entonces γ2 también lo es.

Como mencionabamos, si las extensiones (B.3) y (B.4) son congruentes entonces B ∼= C, pero

el rećıproco de esto no es cierto en general. Sin embargo, tenemos el caso especial.

La extensión (B.3) se dice que se escinde si existe un homomorfismo f : G → B, llamado

homomorfismo de descomposición, tal que β ◦ f = 1G; esto significa que B es el producto directo

interno de α(A) y f(G). Luego, dada una extensión como en (B.3) que se escinde, esta es congruente

a

1 // A α′

// A×G
β′

// G // 1

donde α′(a) = (a, 1) y β′(a, g) = g, y el isomorfismo entre B y A×G es dado por

B −→ A×G

α(a)f(g) 7−→ (a, g).

Una sección λ : G −→ B de β consiste en una función tal que β ◦ λ = 1G y λ(1) = 1,

E : 1 // A
i // B

β // G //

λ

aa 1 . (B.5)
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Extensiones centrales y el segundo grupo de cohomoloǵıa

Enseguida mostraremos la relación entre las clases de congruencia de extensiones centrales de

A por G y el segundo grupo de cohomoloǵıa H2(G,A).

Sea E una extensión de la forma (B.5), con λ una sección de β. Entonces λ(G) es transversal

a A en B, de modo que cada elemento de B se puede escribir de manera única como aλ(g), con

a ∈ A y a ∈ G. Luego, como β[λ(x)λ(y)] = β[λ(xy)] = xy para todos x, y ∈ G, entonces λ(x)λ(y)

y λ(xy) pertenecen a la misma clase de A y se sigue que existe un único elemento f(x, y) ∈ A tal

que

λ(x)λ(y) = f(x, y)λ(x, y) (B.6)

Del hecho que λ(x)[λ(y)λ(x)] = [λ(x)λ(y)]λ(x), se sigue f satisface (B.2). Por la definición de

sección y (B.6), tenemos que f también satisface (B.1). En conclusión, f es un cociclo.

La clase de cohomoloǵıa de f no depende de λ. En efecto, sea µ otra sección de β. Dado

que µ y λ pertenecen a la misma clase de A, existe una función t : G → A tal que t(1) = 1 y

µ(x) = t(x)λ(x) para todo x ∈ G. Si g es el cociclo correspondiente a µ, entonces

t(x)t(y)f(x, y)λ(xy) = t(x)t(y)λ(x)λ(y)

= µ(x)µ(y)

= g(x, y)µ(xy)

= g(x, y)t(xy)λ(xy)

Por lo tanto, g(x, y) = (δt)(x, y)f(x, y), esto es, f y g son cohomólogos. Podemos concluir que

la extensión E determina una única clase de cohomoloǵıa CE.

Teorema B.0.11. La aplicación {E} 7→ CE determina una correspondencia biyectiva entre las

clases de congruencia de extensiones centrales de A por G y el segundo grupo de cohomoloǵıa

H2(G,A). Además, si la extensión E se escinde, entonces CE = 1.

Demostración. En primer lugar, mostraremos que dos extensiones

E : 1 // A
i // B

β // G // 1

E′ : 1 // A i // C
β′

// G // 1
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son congruentes si y sólo si CE = CE′ . Esto asegurará que la asignación {E} 7→ CE está bien

definida y es inyectiva.

Supongamos que E y E′ son congruentes por un isomorfismo γ : B → C. Sea λ una sección de

β y f el cociclo correspondiente a λ. Como β′ ◦ γ = β, se sigue que µ = γ ◦ λ es una sección de β′,

y tomando en cuenta que

µ(x)µ(y) = γ(λ(x)λ(y)) = γ(f(x, y)λ(xy)) = f(x, y)µ(xy)

concluimos que f es el cociclo correspondiente a µ. Esto demuestra que CE = CE′ .

Rećıprocamente, supongamos que CE = CE′ . Sean λ, f las aplicaciones definidas en la parte

anterior y µ, g las respectivas aplicaciones para {E′}. Entonces f = (δt)g para algún t : G → A

con t(1) = 1. Definiendo µ′(x) = µ(x)t(x), obtenemos que µ′ es una sección de β′ tal que f es el

cociclo correspondiente µ′. Luego, es inmediato que E es congruente a E′ por el isomorfismo

B −→ C

aλ(x) 7−→ aµ′(x).

Para probar que {E} 7−→ CE es una biyección, fijemos un cociclo f . Podemos definir una

multiplicación sobre el conjunto B = A×G, haciendo

(a1, x)(a2, y) = (a1a2f(x, y), xy) (B.7)

Se puede demostrar fácilmente que este producto le da una estructura de grupo a B y que {(a, 1) |

a ∈ A} es un subgrupo contenido en el centro de B, isomorfo a A. Identificando A con dicho

subgrupo, obtenemos una extensión central de A por G:

1 // A i // B
β // G // 1

donde β[(a, x)] = x para todo a ∈ A, x ∈ G. Sea λ : G → B una sección de β definida por

λ(x) = (1, x). Entonces por (B.7), se sigue que f es el cociclo correspondiente a β y por lo tanto

{E} 7−→ CE es una biyección.

Finalmente, supongamos que la extensión E se escinde. Entonces existe un homomorfismo

α : G→ B que es una sección de β. En consecuencia, el correspondiente cociclo asociado a α es la

función constante 1, lo cual demuestra la afirmación del teorema.
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Supongamos que G es un grupo abeliano y que f ∈ Z2(G,A). Si g ∈ B2(G,A), digamos

g(x, y) = t(x)t(y)t(xy)−1 para algún t : G→ A, entonces g(x, y) = g(y, x) (es decir, g es simétrico).

Aśı, si f es simétrico entonces también lo es cualquier cociclo cohomólogo a f . Lo anterior nos

permite introducir el siguiente subgrupo de H2(G,A):

Ext(G,A) = {f̄ ∈ H2(G,A) | f es simétrico }.

Diremos que la extensión (B.3) es abeliana si el grupo B es abeliano. Es obvio que si E es una

extensión abeliana, entonces también lo es cualquier extensión congruente a E. Por lo tanto,

podemos hablar sobre clases de congruencia de extensiones abelianas. De (B.7) deducimos que f

es simétrico si y sólo si, la correspondiente extensión es abeliana. Aśı, para un grupo abeliano G,

tenemos el siguiente resultado,

Corolario B.0.12. La aplicación {E} 7→ CE determina una correspondencia biyectiva entre las

clases de congruencia de extensiones abelianas de A por G y el grupo Ext(G,A).
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