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Capitulo 1

Introduccion

La robdtica paralela es, desde hace varios afos, un tema central en el disefio y seleccién de
magquinas debido a las altas velocidades que un robot paralelo puede alcanzar en comparacién con
un robot serial, ademas de una alta capacidad de carga y una gran precision (Merlet, 2006). Estas
caracteristicas se deben a que su estructura concentra los actuadores en una plataforma fija,
mientras que su efector terminal se encuentra en una base movil no actuada. Es decir, la mayor
parte de la masa asociada a los actuadores se encuentra inmévil, por lo que no precisan de
estructuras de gran peso y alta rigidez para sostenerlos, como se puede apreciar en la Figura 1.

Figura 1 Comparacion de la distribucion de la masa en una configuracion serial y en una configuracion
paralela. Nétese que la distribucion en un mecanismo serial se da a lo largo de toda la cadena cinematica,
mientras que en el mecanismo paralelo las mayores concentraciones de peso se encuentran fijas

Mediante este tipo de estructuras se pueden sintetizar mecanismos ligeros y con alta capacidad de
carga, aunque generalmente se favorece una caracteristica en detrimento de la otra.

A pesar de las bondades antes enunciadas para los mecanismos paralelos, el mismo arreglo que
permite configuraciones mas ligeras y rapidas limita su espacio de trabajo, ya que a diferencia de
los mecanismos seriales, en la mayor parte de los mecanismos paralelos (especialmente los
“totalmente paralelos”, como se describe en (Merlet, 2006)) los actuadores se encuentran
altamente acoplados, por lo cual es comun encontrar singularidades dentro de su espacio de
trabajo.

El problema del alto acoplamiento, y particularmente las singularidades dentro del espacio de
trabajo, ha sido abordado utilizando mddulos de mecanismos paralelos acoplados en serie con
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movilidad limitada en cada mddulo para asegurar que no se alcancen las posiciones singulares o
extremas (un ejemplo de ello es el robot Hydras de RoMela, que se construye del acoplamiento
en serie de dos o mas plataformas de Gough); otra manera de evadir posiciones singulares al
mismo tiempo que se extiende el espacio de trabajo de un mecanismo paralelo es la construccion
de mecanismos paralelos desacoplados, como el robot tipo diamante (Huang, Li, Li, Chetwynd, &
Gosselin, 2004). Ejemplos de los mecanismos citados se ilustran en la Figura 2.

all il T— ’
Figura 2 Robot tipo Diamante (/zq.) con mecanismo paralelo que actia en dos dimensiones y toma
posiciones dentro de un plano, mientras que el tornillo se coloca transversal a este plano y permite
desplazamientos volumétricos en combinacién con el mecanismo paralelo (Warwick, 2007). En el caso del
robot Hydras (Der.), se utilizan dos mecanismos paralelos de 6GDL para extender el rango de accién del
manipulador y obtener un espacio de trabajo mayor (Thomas, 2013).

Los dos mecanismos descritos cumplen con la funcidn de extender el rango de trabajo de los
mecanismos paralelos con adaptaciones seriales, aunque sus similitudes terminan precisamente
en este punto. Las diferencias mds notables entre ambos mecanismos se enlistan en la Tabla 1.

Tipo de Mecanismo

Caracteristica Robot tipo Diamante Robot Hydras
GDL en plataforma Tres Seis (maximo posible para mecanismos espaciales)
Actuadores Tres Seis por cada mddulo acoplado
Descripcion Mecanismo paralelo Mddulo con base en mecanismo paralelo de 6GDL,
cinematica de 2GDL en serie con acoplado en serie a mdédulos iguales, mecanismo

actuador de 1GDL redundante para arreglos con mas de un mdédulo
Soluciéon cinematica Si No, el nimero de soluciones es infinito para
Unica mecanismos de mas de un médulo

Tabla 1 Comparacion de los dos mecanismos utilizados en las evasion de singularidades
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Una posibilidad alternativa es la utilizacion de
mecanismos paralelos con eslabones desacoplados o
parcialmente desacoplados. Este tipo de mecanismos
difiere de los mecanismos antes citados en cuanto que
sus cadenas se mantienen entre la base fijay la
plataforma mavil; por otro lado, defieren de los
mecanismos completamente paralelos en que
regularmente precisan un nimero menor de cadenas
independientes comparado con los grados de libertad,
dado que integran mds de un actuador en alguna(s) de
las cadenas cinematicas.

En resumen, los mecanismos paralelos tienen muchas
de las caracteristicas deseables en practicamente
cualquier aplicacién (baja inercia, altas velocidades de
desplazamiento y alta precisidn); sin embargo, carecen
de algunas otras caracteristicas donde los mecanismos
seriales sobresalen, como es el espacio de trabajo bien
delimitado y sin singularidades internas, descripciéon
simple de la cinematica directa y esquemas de control
bien conocidos.

Figura 3 Robot HyDRAS de RoMela Las caracteristicas expuestas hacen razonable la idea

(Goldman & Hong, 2012) de utilizar mecanismos paralelos desacoplados o
parcialmente desacoplados para conjuntar las
topologias de ambos tipos de mecanismos, por lo que
en este trabajo se buscara un mecanismo paralelo con
estructura desacoplada y se mostrara que su
descripcidn cinematica y dindmica puede ser
simplificada apoyandonos en las caracteristicas
geométricas de este tipo de mecanismos.

Estructura del trabajo de tesis

El presente trabajo tiene la finalidad de obtener la descripcion cinematica y dinamica adaptada a
un mecanismo paralelo parcialmente desacoplado y contraponer esta descripcidn con la obtenida
a través de un proceso numérico basado en un algoritmo que se utiliza con frecuencia para
describir la cinematica inversa de los mecanismos paralelos. Con esta finalidad, en el segundo
capitulo se planteara la generacion de un mecanismo que conjunte caracteristicas de mecanismos
paralelos y mecanismo seriales.

En el tercer capitulo se realizara el analisis cinematico matricial del mecanismo propuesto y se
construira su solucion numeérica a partir de éste; después se realizara un analisis cinematico
basado en la geometria y se obtendra una solucién analitica de la posicién. Estos enfoques nos
dardn una idea de la precisién que se puede alcanzar con ambos métodos, las implicaciones del
analisis y el posible desempefio durante la ejecucidon en tiempo real; también se observard que la
simplicidad de los calculos se debe al desacoplamiento de los actuadores generado tras la
insercién de un mecanismo serial junto a cada cadena cinematica independiente.
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En el cuarto capitulo se realizara el andlisis cinematico vectorial con la finalidad de obtener una
descripcidon completa de las posiciones de las juntas de eslabones, asi como sus velocidades y
aceleraciones lineales y angulares.

La informacion del capitulo recién descrito se utilizara como base en el siguiente capitulo para
obtener las posiciones, velocidades y aceleraciones lineales y angulares en los centros de gravedad
de cada uno de los eslabones de la cadena cinematica. Al final de este capitulo se propondrd la
resolucion dindmica por el método de Newton, siendo ésta la mas adecuada para el mecanismo en
cuestion y se propondra una simulacién.

Al final se revisaran las implicaciones de utilizar un enfoque de resolucién cinematica propio del
mecanismo en cuestion y se propondran trabajos subsecuentes de esta investigacion.

En particular, se buscara cumplir con los siguientes objetivos:

1. Se mostrara geométricamente el efecto de desacoplamiento en un mecanismo paralelo
con mas actuadores que cadenas cinematicas independientes

2. Se obtendrd la solucidon numérica y la solucién analitica de la posicién del mecanismo bajo
estudio

3. Se demostrara como puede aprovecharse la geometria de desacoplamiento para realizar
el calculo de la posicién del mecanismo en tiempo real

4. Se generara un analisis cinematico vectorial completo para obtener la descripcion
completa de las posiciones de las juntas de eslabones, asi como sus velocidades y
aceleraciones lineales y angulares

5. Se propondra la solucion dindmica por el método de Newton para el mecanismo
investigado
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Generacion de un mecanismo
paralelo parcialmente desacoplado

Los primeros mecanismos que se analizaran nacieron de la idea de generar un arreglo mecanico
que pudiera compartir caracteristicas de los mecanismos seriales para facilitar su andlisis
dindmico. La solucion inicial fue la incorporacion de redundancias cinematicas que en los
mecanismos seriales tienen cada vez mayor aceptacion por la posibilidad de generar posturas
multiples para una misma posicidn y orientacion. Los primeros mecanismos desarrollados se
muestran en la Figura 4.

Figura 4 Mecanismos propuestos con redundancias cinematicas; a la izquierda se muestra un mecanismo
redundante con tres cadenas cinematicas independientes y 9 GDL; el mecanismo de la derecha tiene seis
cadenas cinematicas independientes y 12 GDL

Estos mecanismos surgieron de la conjuncién de dos eslabonamientos de tres barras, como fueron
propuestos por (Koganezawa & Kinoshita, 2001), y la principal caracteristica de estos conjuntos es
gue ambos ocupan redundancias cinematicas como se propuso en (Pierrot, Parallel Mechanisms
and Redundancy, 2002) (ver Anexo 1). El mecanismo plano es redundante por si mismo, y genera
mecanismos de 9 GDL para un arreglo con tres cadenas cinematicas independientes y 12 GDL para
el arreglo con seis cadenas cinemdticas independientes, como se muestra en el Anexo 2; el arreglo
para seis brazos seria de tres conjuntos de dos brazos tan juntos como sea posible, por ser un
conjunto con grandes ventajas cinematicas, similar al analizado por (Zhang, Duffy, & Crane, 2000).
Un modelo similar a éste es el robot tipo Hexa de (Pierrot, Dauchez, & Fournier A, HEXA: a fast six-
DOF fully-parallel robot, 1991).
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Figura 5 Robot tipo Hexa de 6 GDL. Nétese la distancia entre los pares de actuadores sefialados en la
ilustracion. Este conjunto tiene grandes ventajas cinematicas

Estas propuestas de diseiio fueron desechadas al encontrar que su integracién a un mecanismo
espacial generaba colisiones especialmente en posiciones extremas del mecanismo de 12 GLD; en
el caso del mecanismo de 9 GDL, se encontrd que el niUmero de eslabones era muy grande para la
aplicacion y tres de los actuadores debian posicionarse a la mitad de la cadena cinematica. Esta
situacidn originaba que el mecanismo tuviera una mayor inercia dentro de sus cadenas
cinematicas independientes, el nimero de elementos mecanicos y actuadores elevaba el costo al
igual que los motores y controladores, y se restringia la capacidad de célculo, dado el nimero de
actuadores que debian ser coordinados, esto sin contar que el sistema estaria obligado a calcular
una gran cantidad de variables de forma numérica, particularmente mediante métodos de
optimacion en el caso de una optimacion local. El calculo de la posicidn de las cadenas
independientes consume una gran cantidad de recursos, lo cual se traduce en un desempefio
pobre en tiempo real.

Un analisis rapido de los mecanismos anteriores nos llevé a entender que sus aplicaciones se
limitan a aquellas en las que un planeamiento de trayectoria fuera de linea es suficiente, o bien, en
las que no se necesitan grandes velocidades. Si el modelo es de propdsito general, entonces es
imperativo plantear modelos alternativos con la premisa de reducir la cantidad de elementos en
las cadenas cinematicas independientes, mediante la eliminacién de actuadores u otros elementos
mecdnicos. Los modelos planteados bajo esta premisa se muestran en la Figura 6.



Generacién de un mecanismo paralelo parcialmente desacoplado 9

Figura 6 Configuraciones alternativas

Para sortear los problemas asociados a la utilizacidn del tercer motor en la cadena independiente,
se planted el mecanismo de la Figura 6 (izg.), en el cual se sustituye una articulacion rotacional por
un motor lineal transversal al mecanismo plano. De esta manera se consigue un arreglo
parcialmente desacoplado con el mismo nimero de actuadores que el modelo anterior, aunque su
propia geometria obliga a utilizar plataformas mas elaboradas; de hecho son pocos los arreglos
que se han propuesto ejes perpendiculares, un ejemplo de estas aplicaciones se da en el
RoboCrane (Simmons & Singh). En general, se tiende a utilizar estos arreglos sélo con cables,
debido a que al utilizar barras en un plano paralelo al piso tiende a crear cargas adicionales en los
puntos de apoyo y esfuerzos en las articulaciones.

El modelo mostrado en la Figura 6 (der.) incorpora barras adicionales con el propésito de eliminar
la carga de un actuador extra. Como se ha explicado, cargar un actuador dentro de cada cadena
independiente provoca que el mecanismo necesite una gran cantidad de energia para su
movimiento. En este caso se evita parcialmente ese problema, aunque la complejidad estructural
es mucho mayor que en el mecanismo anterior.

Los modelos anteriores eliminan parcialmente el problema de cargar un actuador en cada una de
las cadenas cinematicas; sin embargo, los conjuntos se vuelven muy complejos. Una alternativa a
este problema consiste en volver a plantear el principio de disefo; éste fue el paso siguiente. Para
ello se tomd como base un modelo popular: el robot Delta de Clavel (Pessina, 2013). Este robot
debe su popularidad a su gran capacidad de desplazamiento y alta velocidad; ademas, contiene
una estructura muy simple que facilita su control, el cual se ha logrado implementar mediante
controladores robdticos de bajo costo, en los que se calculan unas cuantas operaciones
aritméticas y trigonomeétricas, como se muestra en (Pierrot, Benoit, Dauchez, & Galmiche, 1990).

Este robot, disefiado en la Ecole la Politécnica Fédérale de Lausana, incorpora un elemento
adicional a las tres cadenas cinematicas independientes; se trata de una junta cardan extensible
en medio de las demas cadenas (elemento 14 en la Figura 7). A diferencia de los modelos
planteados, la razén para utilizar una cadena extra esta en que este robot tiene aplicacién en
ambientes que precisan de cuatro grados de libertad, como son las tareas usuales de tomar y
colocar. Como se nota, para este robot el grado de libertad no es redundante, pues de esta
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manera se completa la movilidad requerida; mas aun, el robot es capaz de adquirir una posicion
general y orientarse en un solo eje.

Figura 7 Estructura del robot Delta de Clavel

Al hacer una recapitulacion de los dos modelos antes sugeridos y el modelo de Clavel, se
exploraron modelos similares que combinaran lo mejor de todos ellos. El resultado es un modelo
de mecanismo que data de finales de los 80s y tiene la patente 4,806,068 en Estados Unidos (Kohli
& Sandor, 1989), ver la Figura 8; un mecanismo muy similar fue presentado por (Jin, Chen, & Yang,
2009), con una diferencia en la posicién de los eslabones prismaticos; cabe aclarar que segun la
descripcidn descrita por (Jin, Chen, & Yang, 2009), se trata de mecanismos parcialmente
desacoplados, como se mostrara en el siguiente capitulo.

El modelo analizado incorpora tres actuadores lineales (motores lineales) sin rotacion en la base,
similares a los utilizados en el primer modelo (Figura 6, izqg.); del modelo de la Figura 6, der. se
toma el arreglo triangular que ya veniamos usando y se evita cargar motores en las articulaciones
centrales. Finalmente, del modelo propuesto por Clavel se toma la idea de utilizar una plataforma
desacoplada; en este caso, con un grado de traslacidon por cada cadena cinematica. Este arreglo
puede ser facilmente escalable para adquirir un grado de libertad extra mediante la adicién de una
junta homocinética similar a la de la plataforma Delta de Clavel, aunque habra que recordar que su
utilizacion restringira el movimiento de la plataforma. Por otro lado, para tareas como el
taladrado, la orientacidn de la plataforma no afecta la operacién realizada, por lo que se tendrian
hasta dos grados de libertad extra, que podrian permitirnos hallar posturas en las que la
transmision de la fuerza de los actuadores sobre la herramienta en la plataforma sea mayor, o se
eviten colisiones como segunda tarea del mecanismo.
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(a) 3-PRRS*
Figura 8 Estructura simplificada del mecanismo paralelo parcialmente desacoplado analizado en el

presente trabajo (izq. arriba), mecanismo patentado a finales de la década de 1980 (der. arriba) y
comparacién con el mecanismo propuesto por (Jin, Chen, & Yang, 2009) (abajo)

En la Figura 9 se muestran los cuerpos y las articulaciones de una cadena cinematica del
mecanismo analizado en el presente trabajo.
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Direccion de
movimiento del

motor lineal / /e

ACTUADOR 1i

Tierra
(Cuerpo 1)

erpo 2i

(Parte movil del
motor lineal)

Direccion de
movimiento del
motor rotacional
ACTUADOR 2i

Cuerpo 3i

Articulacién Cuerpo oi
rotacional .
pasiva Cuerpo Sl Articulacion
) rotacional
Junta universal pasiva

pasiva

Figura 9 Cuerpos del mecanismo analizado en este trabajo

En los préximos capitulos se desarrollard el analisis cinematico de la posicion mediante el Andlisis
Cinematico Matricial, para después pasar al andlisis de velocidad y aceleracion mediante el Andlisis
Cinematico Vectorial. Finalmente se planteara el analisis dindmico mediante el método de Newton
y se presentardn las conclusiones generales del trabajo de investigacion aqui planteado.
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Analisis cinematico matricial

El problema de la cinematica inversa consiste en la determinacidn de la posicién de los elementos
mecdnicos en funcidon de la posicidn y orientacién del elemento terminal. Este problema puede
resolverse de distintas maneras, desde el enfoque puramente geométrico hasta algunos métodos
secuenciales como al algoritmo de Denavit — Hartenberg o la representacion de giros y
desplazamiento Unicos a partir de matrices homogéneas.

Para el caso de los mecanismos paralelos, usualmente se puede encontrar la posicién de los
elementos mediante un par de ecuaciones de lazo igualadas entre si. Si el nUmero de incégnitas
corresponde con el nimero de ecuaciones escalares, entonces se puede iterar de modo que la
diferencia entre ambas ecuaciones de lazo sea minima; en caso de tener mas incognitas que
ecuaciones, generalmente se obtendrd una gran cantidad de soluciones que ameritan utilizar un
método de optimacidn considerando posiciones singulares, posiciones de mayor movilidad, limites
mecanicos o cualquier otro parametro de disefio (Nakamura, 1991).

Los procedimientos anteriores involucran la utilizacion de métodos numéricos generalmente
sensibles a las ecuaciones utilizadas y la solucidn inicial propuesta (i.e. condiciones de frontera);
ademds, suelen tomar una cantidad de tiempo considerablemente mayor que su solucién analitica
directa; sin embargo, suelen ser Utiles para mecanismos muy complejos y son imprescindibles para
el analisis de movimiento de mecanismos subactuados o sobreactuados sin representacién
analitica de su optimacion global.

Otra manera de resolver la posicion de los elementos mecanicos consiste en encontrar las
ecuaciones algebraicas y trigonométricas que relacionan la posicién del elemento terminal con la
posicién de los actuadores; a la solucidn obtenida de esta manera le lamaremos Solucién Analitica
o Cerrada. Las ecuaciones que componen la solucion analitica suelen ser muy complejas y
generalmente requieren una mayor cantidad de tiempo de cémputo; sin embargo, proporcionan
soluciones exactas (en el sentido de que no requieren de un método numérico para resolverse) y
suelen resolverse mas rapidamente en linea que los métodos numéricos.

Otra ventaja de la solucidn analitica es que sus ecuaciones no se limitan a los lazos tratados
anteriormente, sino que en el caso de los mecanismos parcial o totalmente desacoplados se
pueden encontrar relaciones geométricas de menor complejidad con las cuales se arman
ecuaciones mas compactas; en este sentido, el mecanismo planteado logra desacoplar
parcialmente los actuadores lineales de los rotacionales, con lo cual se pueden tratar ambos casos
con ecuaciones independientes, lo que simplifica el tratamiento en paralelo de las ecuaciones, que
puede utilizarse para mejorar el cdmputo en linea de las posiciones de los actuadores y otros
aspectos de la dinamica del actuador.

Una desventaja de los métodos analiticos es que no pueden utilizarse para encontrar la solucion
de sistemas subactuados, y en el caso de los sistemas sobreactuados se requiere resolver por
separado la parte del mecanismo donde se encuentra la redundancia y después resolver

13
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analiticamente para los demas elementos mecanicos. En este capitulo se presentan ambas
soluciones y se enumeran sus ventajas especificas para el mecanismo analizado.

(Y4

Solucion numérica de la posicidn

El analisis numérico de la posicién para un mecanismo con el mismo nimero de actuadores y
grados de libertad suele llevar a una solucién de la manera mas inmediata, puesto que sélo es
necesario hacer una descripcidn de los movimientos en las articulaciones para encontrar el primer
lazo cinemadtico con las incégnitas; por otro lado, el lazo correspondiente a las variables a controlar
(posicidn y orientacion del elemento terminal) se obtiene directamente de la posicion deseada. La
obtencidn de los valores de posicidn se encuentra mediante la soluciéon de la igualdad entre ambos
lazos a través de un método numérico, usualmente el método de Newton — Raphson; es decir,
mediante aproximaciones sucesivas con base en la razén de cambio de la diferencia entre las
medidas de ambos lazos en la posicidon dada.

Para encontrar numéricamente la posicion y orientacién de los elementos mecanicos se recurrio a
las matrices homogéneas, que son arreglos de nimeros que representan en la misma matriz
desplazamientos y rotaciones de bases locales entre si. Estas se constituyen de la siguiente
manera:

R', X'
Mn — n+l n+l 3.1
n+1 0 1 ( )

Donde R, esunasubmatriz que pertenece a las matrices de 3% 3, y representa las rotaciones

del sistema coordenado. Esta submatriz esta construida por tres vectores unitarios y
perpendiculares entre si. Dichos vectores corresponden a la base n + 1 vistos desde la base n, y su
particular arreglo permite reconstruir la matriz con sélo conocer tres de las nueve variables
presentes en ella. Es por ello que al igualar los dos lazos formados con las variables conocidas y las
desconocidas, sdlo tres de las nueve ecuaciones que se pueden formar al igualar sus matrices de
rotacion serdn linealmente independientes.

R2+1=[i2+1 Jna k:+1:| (3.2)
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Por otro lado tenemos dos vectores: el vector de desplazamientos X' | y un vector de ceros.

n

n+1:|:X:+1 y:+1 22+1]T (3.3)
0=[0 0 0]

Si consideramos que los movimientos en las articulaciones pueden representarse mediante
desplazamientos y rotaciones sobre y alrededor de los ejes locales X,y ,Z, entonces

encontraremos seis matrices bdsicas para armar las ecuaciones que representan el movimiento de
las articulaciones.

Traslaciones

Como se habia dicho, la representacion de las traslaciones en Matrices Homogéneas se encuentra
en el vector X'

n+l-*

representa el desplazamiento del origen del sistema n + 1 con respecto al origen del sistema n.

Para representar un desplazamiento entre sistemas coordenados bastara con

Las traslaciones basicas sobre los ejes X, Y, Z, corresponden con las matrices Tzl , TZz , Tzs,
como se muestra en (3.4):
1 0 0 x 1 00O 1 00O
0 0 0 010 vy 01 00
T.(X)= T = T.(2)= 3.4
zl( ) O 0 1 0 zz(y) O O 1 O 23( ) O 0 1 7 ( )
0 0 01 0 0 01 0 0 01
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Rotaciones

Para la representacién de las rotaciones en Matrices Homogéneas se utiliza la submatriz R . Las

rotaciones basicas sobre los ejes X, Y, Z, corresponden con las matrices TZ4 , T25 , T26 , COmo

se muestra en (3.5):

1 0 0 0
T.(0)= 0 Cos(d,) —-Sen(d,) O
#7710 Sen(d,) Cos(,) O
0 0 0o 1
 Cos(,) 0 Sen(d,) 0
T.o)=| o b 00 (3.5)
z5 - .
’* |-Sen(d,) 0 Cos(d,) O
0 0 0 1
[Cos(6,) —Sen(d,) 0 O
Sen(d,) Cos(@,) 0 O
Tal@)=) 0 10
0 0 01

Consideradas las matrices basicas anteriores, es posible representar cualquier punto dentro de
una base local N en la base inercial mediante la posmultiplicacién de las matrices homogéneas
necesarias para llegar al punto. De este modo, cualquier punto definido en una base local puede
ser definido en la base inercial posmultiplicando las matrices homogéneas que representan los
movimientos para llegar a la base local por la representacion del punto en la base local.

Construccion de los lazos y solucion

La solucién numérica de la posicidn requiere la abstraccién de los elementos que componen el
cuerpo en forma de vectores. Para ello se utiliza como punto de partida y de llegada a las
articulaciones en cada una de las cadenas cinematicas abiertas. Una forma de visualizarlo se
muestra en la Figura 10.

En este caso se forma una ecuacidn de lazo general, la cual se puede aplicar a las tres cadenas con
sus parametros respectivos. Para determinar los angulos que giran y las distancias que se
desplazan las diferentes articulaciones sera necesario realizar una suma vectorial desde la base fija
hasta la plataforma movil a través del brazo, y cerrar el lazo con base en el desplazamiento y
orientacién requeridos en el elemento terminal. La suma vectorial debe ser efectuada en la misma
base para todos los vectores, por lo cual serd necesario conocer la orientacidn de los vectores con
respecto a la base inercial (base fija); para ello se requiere conocer todos los movimientos posibles
en las articulaciones. Una manera sencilla de visualizar estos movimientos se genera al plantear
bases locales que se desplazan y orientan con los cuerpos en movimiento. En la Figura 11y en la
Figura 12 se muestran las bases para una de las cadenas cinematicas.
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DETALLE A

DETALLE B

Figura 10 Lazo vectorial para una cadena cinematica independiente
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@
Figura 11 Bases locales consideradas para el andlisis de posicion (se excluyen las correspondientes a la
junta rotacional en combinacidn con la junta universal)

Figura 12 Bases locales correspondientes a la junta rotacional en combinacion con la junta universal

Las rotaciones y desplazamientos se pueden agrupar en matrices homogéneas. En este caso, los
desplazamientos se leeran en la Ultima columna, como se describe en las ecuaciones (3.1) y (3.3).
Ademas se pueden agrupar como se muestra en la ecuacién (3.6):
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Top =TooiT24i T a6i T esi T 810 T 1013i T 1315i (3.6)
Donde:

To2i=Tzs(O 0ni) Tz (X12i)
T24i=T26( 0 231) T21(Xa4i)
Ta6i=T26( 0 451) T z3(-Z56i)
Tesi=Tz5(e7i) Tza(X7si)
Ta10i=T z5( Bs9i) T21(Xo10i)
T1013i=T26( Gr011i) Tz5( O1112i) T2a( Gr213i)
Tas1si= Tz (X13141) Tz6( O14151)
Top=Tz1(Xp) Tz2(Yp) T23(2p) Tz6( 1) T24(9) Tz6( )

Al igualar las matrices resultantes de las operaciones anteriores se pueden encontrar dieciséis
ecuaciones para resolver la posicién de seis variables, a saber, X34i, Osti, Osgi, Chonti, Or112i, Gronai

(las otras variables corresponden a constantes en la construccién del robot y las variables
controladas, i.e., Xp, Yp, Zp, i/, 8, @ ). A pesar de obtener dieciséis ecuaciones, cuatro de ellas

corresponden al ultimo rengldn de las matrices homogéneas y son constantes; ademads, seis de las
ecuaciones de la matriz de rotacion son linealmente dependientes, por lo que sélo quedardn seis
ecuaciones linealmente independientes. El nimero de ecuaciones es coincidente con las variables
a resolver, por lo que la aplicacién del método de Newton — Raphson es inmediata.

A pesar de la aplicacién inmediata del método numérico, éste puede no ser convergente para una
trayectoria cualquiera, y en ocasiones es necesario iterar utilizando diferentes conjuntos de
ecuaciones de la matriz de rotacion y soluciones iniciales. Esto se debe a que el método de
Newton — Raphson es capaz de encontrar la solucién que se acerca mas a minimizar la diferencia
entre ambos lazos dentro de un intervalo generalmente cercano a la solucién inicial, i.e.
encontrara un minimo local.

Puesto que los mecanismos paralelos tienen una descripcién cinematica altamente no lineal (Li &
Wu, 2004), (Ahmadi, Dehghani, Eghtesad, & Khayatian, 2008), es muy probable que al encontrar
un minimo local como solucidn al sistema de ecuaciones planteado no se encuentre la solucién
real (global); es por ello que en estos métodos se debe proponer una solucién inicial muy cercana
a la real, aunque esta opcidn requerird una gran cantidad de operaciones por parte del
controlador y una mayor cantidad de tiempo de proceso en linea. En la Figura 13 se muestran las
posiciones resultantes de realizar un movimiento en una recta considerando un cambio en la
orientacién; los detalles del movimiento lineal se muestran en el Anexo 3. Para el caso particular
de este movimiento, se tuvieron los siguientes puntos y orientaciones iniciales y finales:

P = (X" Yio Zi) b= ('//i ! ei’(gi) Tiempo de movimiento:
P; Z(Xf , yf,zf) yop :(1//f , 0, ,(Df) 5 segundos
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Figura 13 Posicion de las articulaciones en un movimiento en linea recta con cambio de orientacion

Para este caso se realizd una simulacién del movimiento para comprobar el seguimiento de las
trayectorias pedidas, como se muestra en la Figura 14.

: [
b |
SN

|
o |
|
=

Figura 14 Simulacion del movimiento de la plataforma en una linea recta con cambio de orientacién

P
S
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LY 4

Solucidn analitica de la posicion

La solucidn analitica de la posicidn consiste en la obtencién de un conjunto de ecuaciones cerradas
para los desplazamientos y rotaciones de las articulaciones; es decir, una solucién que sélo
depende de los desplazamientos y rotaciones de la plataforma mdévil (relacionados directamente
con los movimientos deseados en el elemento terminal) y otras constantes propias del modelo.
Para obtener una solucién cerrada usualmente se igualan algunos de los elementos de la matriz de
rotacién de uno de los brazos con su equivalente en la plataforma moévil, y luego se busca una
relacién para despejar las variables de las articulaciones.

El método anterior supone una solucién directa de la posicidn de las articulaciones; sin embargo,
en general los términos de las matrices homogéneas son muy largos, por lo que intentar reducirlos
requiere un esfuerzo mental y recursos computacionales muy grandes; mas aun, estos términos
siguen consumiendo recursos computacionales grandes en linea, por lo que no resultan adecuados
para un control en tiempo real.

Otra forma de solucidn consiste en utilizar la geometria del mecanismo para establecer relaciones
generalmente compactas desde el principio. Esta opcidn es la que se adapta mejor al modelo en
cuestion, ya que los movimientos de rotacidn y traslacion en cada una de las cadenas cinematicas
independientes pueden ser desacoplados con relativa facilidad, como se mostrara mas adelante
cuando se haga uso de subconjuntos de movimientos en cada uno de los brazos del mecanismo.

Una forma practica de explicar lo anterior se da al considerar cada uno de los brazos como una
cadena cinematica abierta que contiene la base movil. En nuestro caso cada una de estas cadenas
consistird en un mecanismo con 6 grados de libertad, por lo que para cada brazo existird un
espacio de seis dimensiones (seis movimientos posibles en las juntas, y posicion y orientacién de la
plataforma movil).

La resolucion directa mediante las matrices homogéneas supone encontrar las seis variables de
manera simultdnea; sin embargo, su resolucidn es generalmente complicada y fue implicitamente
tratada en la solucidon numérica. La solucién analitica propuesta puede alcanzar la misma solucién
utilizando conjuntos con menos variables; por ejemplo, sélo dos angulos que dan origen a un
desplazamiento en el plano.

Un antecedente de este tipo de soluciones se muestra en algunos mecanismos seriales, donde se
suele dividir a las variables entre las que otorgan posicién del efector final, y las que le dan
orientacién. Con esta misma premisa se puede dividir (desacoplar) cada uno de los brazos del
mecanismo paralelo en espacios de menores dimensiones para encontrar soluciones de conjuntos
con una, dos 0 mas ecuaciones cada vez. La solucién de conjuntos de ecuaciones de menor
tamafo supone ecuaciones mds compactas; mas aun, en la solucién por partes se pueden utilizar
las variables recientemente resueltas en otros conjuntos de ecuaciones y encontrar ecuaciones
aun mas simples.

La aplicacidn de los conceptos aqui tratados se dio en la resolucion de la posicién de la corredera y
de los angulos de hombro y codo del primer modelo, considerando la cadena de uno de los brazos
del manipulador como una cadena cinematica abierta.
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Para el modelo ahora tratado, la posicién de la corredera en el riel esta representada por la
variable X,,; . Dicha variable puede ser calculada al "observar" |a posicién de la junta universal a

partir de la base local 6 del brazo i del manipulador. Dada la construccidn que se ha adoptado, se

puede encontrar que la junta universal esta localizada dentro del plano XZ de la base local 6i,
como se muestra en la Figura 15.

Vector que parte desde
el origen de la base local N

6i hasta la junta N\
universal, contenido en

el plano XZ de la base 6i

Figura 15 Proyeccion de vectores para encontrar la posicidn de un actuador lineal

Al atender a la relacion entre la base local 6i y la articulacién universal, se puede demostrar que la
posicién de ésta vista desde la base local se puede encontrar mediante la siguiente expresion.

(Tzs (ZSGi )Tze ( - 545i )Tzl( — Xasi )Tze ( - 523i )Tzl( — Xpi )Tze ( - 501i )Tzl (Xp)T22 (yp )T23 (Z p)

(3.7)
Tze(‘//)TzA(H)Tze(¢)Tz6(_51415i)Tz1(_X1314i))n4:[Xuei yu6i Zu6i 1]T
Donde:
n,=[1 0 0 0]
n,=[0 1 0 0]
n,=[0 0 1 0]
n,=[0 0 0 1]

La ecuacion (3.7) contiene términos totalmente conocidos, excepto por la variable X,,;. Dado que

la corredera estd restringida por la junta universal, se podra encontrar que el segundo término del
vector anterior es nulo, como se muestra en la Figura 16, lo cual proporciona una sola ecuacién

para hallar el valor de X,,; en funcién de términos totalmente definidos.

El término nulo del segundo componente del vector de soluciones no es trivial en el andlisis del
mecanismo; éste surge del desacoplamiento parcial que se buscaba con el mecanismo original, y
en adelante simplificara el analisis cinematico al dividirlo en dos partes: a) la obtencion de la
coordenada articular correspondiente a la traslacion y b) la obtencidn de la coordenada articular
de la rotacion actuada; este punto muestra geométricamente el efecto del desacoplamiento en un

mecanismo con mas actuadores que cadenas cinematicas independientes, con lo cual se cumple el
primer objetivo de este trabajo de investigacién.
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La posicion del actuador rotacional se obtendra al resolver la ecuacién (3.8) para X,,; . Obteniendo

el segundo término de la ecuacion (3.7):

( 3(Z5G|)T26( 45|) 1( X34|)T26( 523|) 1( X12|)T26( 501|) n =0
zl(X )Tzz(y ) 3(2 )Tze(V/) (6)T26(¢)T26(_51415i) zl(_X1314i))n4

Simplificando la expresion anterior:

y COS (501| + 523| + 545| ) + x34i Sen (545| )+ X12| Sen (523| + 45i )
_Xp Sen (501i + 523i + 545i ) + X1314iCOS (0) Cos (501i + 523i + 545i - ‘/’) Sen (4, ( 14151 )
+X13l4iCOS (51415i - ¢) Sen (501| + 523| + 545| ) O

(3.8)

Resolviendo para x3y4;:

prOS (501i + 05 + Oy ) + X5 Sen (523i + 0, ) - Xpsen (5o1i + 005 + Oy )
X = —Csc (545i ) +X1314iCOS ('9) Cos (501i + 523i + 545i - W) Sen (51415i - ¢) (3.9)
+X13141C0S (Olgs5; = @) SN (S + oy + Ty =)

La ecuacidn (3.9) contiene sélo informacién de las variables a controlar que se suponen conocidas
y de constantes propias de la construccién del mecanismo, por lo que su operacion es directa. La
informacidén obtenida se utilizara en la determinacion de las variables siguientes.

Para el calculo de los angulos de brazo y codo se utilizan relaciones trigonométricas para ubicar la
junta universal con respecto a la articulacion 6i. Esto equivale a ubicar la junta esférica en el plano
XZ de la base local 6i. Como se indicé anteriormente, la posicion de la junta esférica desde esta
base local tiene una componente nula en la direccién J, como se muestra a continuacién.

Plano XZ
generado
desde la base
local 6i

-~
Figura 16 Posicion relativa de la junta universal con respecto a la base local 6i
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La utilizacion de X4 Y Z,¢ lleva a la construccion de dos ecuaciones con dos incégnitas, a saber,

Os;; ¥- Oq; Las ecuaciones formadas para estas ecuaciones se muestran a continuacion:

6
Xu6i = Tzl(xp Tz2(yp)T23 Zp)TZG(W)Tz4(0)Tz6(¢) .n4'n1 (310)

6
)Tz (Y5) Toa (20 oo () Toa (0) Tos (4) ‘n,-n,  (3.11)
TzG (_51415i )Tzl (_X1314i )

ubi

Simplificando las ecuaciones anteriores:

Xusi = _X34iCOS (545i ) - X12iC08(523i + 545i ) + chos(5o1i + 523i + 545i )
- X1314icos(51415i _¢)COS(501i + Oygi + Oy _V/)"' ypsen(501i +0y, +545i) (3.12)
+ X1314iCOS (6) Sen (51415i - ¢) Sen (501i + 523i + 545i - ‘//)

Zygi = Zssi TZp T x1314iSen(9) Sen (51415i _¢) (3.13)

Sustituyendo x34i en Xy6;:

Y, COS( 8y + Oy ) + Xz SiN(Syg ) — X, SIN(Fy; + g ) +
Xy61 = CSC(Oy5 )| Xiarai COS(0)COS(Syyi + Gy — 1) SIN(Sppys; — @) + (3.14)
Xy314i COS (51415i - ¢) Sin (501i + 0 — ‘//)

Para cerrar la ecuacidn de lazo, definiremos x,¢; Y Zy6; de la siguiente manera:

Xusi = Xzgi COS (967i ) + Xg10 COS (067i + 689i)

(3.15)
Zsi = “Xgi Sen (667i ) = Xg10i Sen (067i + 089i)

Igualando las ecuaciones (3.14), (3.13) y (3.15), y resolviendo para 1967i Y Oy

6,

67i

2 2 2 2
— AI’CTan[_ZUGi J+ ArCCOS[X78i — Xo10i + Xisi + Zusi ]

2 2
Xusi 2X78i ’\/Xusi + 2 (3.16)
2

2 2 2 2 2 2 2
gsgi =27 —| ArcCos —Xzgi T Xou0i :‘ Xusi 2+ Z6i + ArcCos X781 ~ Xg10i -:Xu6i :-Zuﬁi
2X910i \/XUGi + Zu6i 2X78i \/Xu(ii + Zu6i
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En los casos anteriores se resolvieron los valores de algunas variables con base en el rengldon de
desplazamientos lineales de las matrices de rotacion; es importante notar que las operaciones
ArcTan y ArcCos utilizadas simplifican la notacidon con una barra de divisién, pero en la practica
las ecuaciones de los angulos deben resolverse considerando los signos del numerador y
denominador; la operacién utilizada para este fin suele incluir alguna notacién diferente (por
ejemplo, arctan2(y,X) o ArcTan[x, y] ) y depende del programa que se utilice para obtener la

solucion numérica.

Para la resolucion de los dngulos en la junta esférica se hard uso de los renglones correspondientes
a los desplazamientos angulares de las matrices de rotacién. Puesto que sdélo nos interesan los
desplazamientos angulares, podremos prescindir de los desplazamientos lineales, como se
muestra en la siguiente ecuacién.

TZG (501i )T26 (523i )TZG (545i )TZS (067i )TZS (989i )
TZG (elolli )TZS (01112i )Tz4 (91213i )TZG (51415i ) = TZG (V/)Tm (H)TZG (¢)

Reorganizando términos:

Ty (‘91011i )TZS ('91112i )Tz4 (01213i )
=T, (_989i )Tzs (_067i )Tzs (_545i )Tz6 (_523i )Tze (_501i) (3.17)
T (l//)TzA (H)Tze (¢)Tzs (_51415i )

Como puede notarse, del lado izquierdo de la ecuacién se encuentran todas las variables que falta
determinar, mientras que del lado derecho se encuentran sélo constantes y variables conocidas.
La matriz asociada a las transformaciones del lado izquierdo de la igualdad es la siguiente:

C9101liC01112i _C91213i891011i + C91011i861112i801213i CHlOlliC61213i891112i + 561011i391213i 0
CHlllZiSHlOlli CelOlliC91213i + SHlolli SHlllZisalZlSi C91213i S9101li S01112i - CelOlli 801213i 0
(3.18)
_SelllZi C61112i391213i CelllZicelZlSi 0
0 0 0 1
La parte derecha de la ecuacidn sélo contiene términos conocidos, por lo que esta matriz se
manejara como una constante:
&; 8, d3 ay
a a a a
21 22 23 24 (319)
8y 8y Gy Gy

ay 3y, 3 ay

Las matrices (3.18) y (3.19) son equivalentes. Igualando los elementos [3,2] y [3,3]:
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C01112i 3‘91213i =dy
C91112i C‘91213i = dg

Despejando SB35 vy CO,yys;

a

$O15 = 932
1112i
A3

Oy = o
1112i

Tomando la tangente para el angulo €,,,,.
015 = ArcTan [& (3.20)
833

Igualando los elementos [1,1] y [2,1]:

C01011i Cemzi =4ad,

391011i C‘gmzi =dy

Despejando S6,y,1i ¥ COjpyy;

ay,
COpryi = o
¢ 1112i
a21
SOlo1i = o
1112i
Tomando la tangente para el angulo 6,
By
0,01 = ArcTan| —= (3.21)
ay

Ya conocemos todas las variables involucradas en el movimiento del mecanismo, excepto 8,,,,; .

Para calcular este angulo, se recurrird nuevamente a "ver" un punto de la base 12i desde la base
11i. El movimiento que se realiza entre la base 11iy la base 12i es una rotacion alrededor del eje
j11i que describe el cambio en la orientacion entre la cruceta y la parte de la junta esférica unida a
la plataforma mévil, como se muestra en la Figura 17.
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Figura 17 Movimiento relativo entre las bases locales 11iy 12i

El angulo formado entre los dos sistemas coordenados puede calcularse facilmente mediante la
tangente como se muestra en la ecuacién (3.22):

1121 = ArCTan[ 1 by J (3.22)

12i ™M1

La ecuacion (3.22) se forma de manera directa al observar la rotacién del vector k entre ambos
sistemas coordenados. De hecho también es posible obtener una expresién similar para el vector
i

Por otro lado, la ecuacién (3.22) puede reescribirse de la siguiente manera:

33

0,1, = ArcTan (%j (3.23)

Donde b3, b33 son los elementos de la matriz de rotacién B que relaciona la base 12i con la base
11i.

by By by by
b, b, b, ,
B- :Tzs(elnzi) — 211 22i 23i (3.24)

3li 32i 33i b34i

b4li b42i b43i b44i

La matriz de rotacion de la ecuacién (3.24) requiere del conocimiento de 6,,,,;, por lo cual se
formard la matriz de rotacién con las variables ya conocidas:

Tz6 (_Hloni )Tz5 (_089i )Tzs (_967i )Tze (_545i )Tze (_523i )Tze (_501i )
Ty (‘//)Tz4 (H)Tza ((D)Tze (_51415i )Tz4 (_91213i )

B,
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Con la matriz anterior se calcula el valor del angulo &, ,;, quedando completamente definidas las

variables de posicién del mecanismo. Las ecuaciones (3.9), (3.16), (3.20), (3.21) y (3.23) son
calculadas directamente en el programa y son ecuaciones cerradas, de modo que sélo dependen
de las variables conocidas. Esto es especialmente importante en el calculo en linea, ya que no es
necesario encontrar una solucion mediante un método numérico, lo cual reduce
significativamente el nUmero de operaciones realizadas por el programa. Mas aun, es posible
realizar el calculo de sélo algunas variables, lo cual puede simplificar significativamente el modelo
y reducir el tiempo de calculo.

Hasta este punto se han obtenido dos conjuntos de ecuaciones para resolver la posicién de todas
las articulaciones del mecanismo analizado: a) la solucion numérica generada a partir del
tratamiento mediante matrices homogéneas y b) la solucion analitica generada a partir de una
descomposicién geométrica del mecanismo parcialmente desacoplado. Con esto se cumple el
segundo objetivo de este trabajo de investigacion.
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Conclusiones sobre la utilizacion de ambos métodos

En los apartados anteriores se mostro la forma en la que se puede desarrollar el andlisis de
posicién de un manipulador de cadena cinematica cerrada; si bien los métodos no son Unicos, si
ilustran el grado de complejidad que se puede encontrar al analizarlos. A continuacion se
contrastan las caracteristicas principales encontradas al resolver la posicién de las articulaciones
mediante la utilizacion de la solucidn analitica y la solucién numérica de la posicién.

Solucion Numérica Solucion Analitica

Su aplicacién es directa (hay un algoritmo para
obtenerla)

Su aplicacién no es directa (requiere hacer uso
de consideraciones geométricas)

Basta con conocer los movimientos posibles de
las articulaciones y un punto inicial para
encontrar los movimientos en las articulaciones

Requiere un analisis previo para encontrar
soluciones cerradas de los movimientos en las
articulaciones

Requiere la seleccion de ecuaciones y éstas
pueden cambiar al hacer cambios en la
trayectoria

Las ecuaciones obtenidas son Utiles para
cualquier caso dentro de su espacio de trabajo

Se encuentran soluciones aproximadas y éstas
dependen de los puntos iniciales

Se encuentran soluciones exactas

Es necesario iterar para encontrar la soluciéon
en cada punto

Las ecuaciones se resuelven una sola vez para
encontrar los movimientos de la articulaciones

La iteracion da la solucion mas cercana a
eliminar el error en una regidn, sin ser
necesariamente el minimo global

La solucidn no depende de regiones, es global

El método resuelve los valores de todas las
variables involucradas

Es posible seleccionar qué variables se desean
resolver

Se requieren varias iteraciones para solucionar
los sistemas de ecuaciones

Sélo se hacen las operaciones necesarias para
determinar la posicién de las articulaciones

Su utilizacién se limita al procesamiento fuera
de linea

Depurando el cddigo, el procesamiento puede
realizarse en linea

Tabla 2 Comparacion entre la solucion numérica y la solucién analitica. Es importante destacar que en el
caso de la solucion analitica deberian sustituirse numéricamente todos los términos conocidos antes de su
operacion en tiempo real; de este modo se utilizara la menor cantidad de operaciones para conocer las

variables involucradas en el movimiento

Como puede observarse, la solucién de las variables de las articulaciones puede implementarse de
una manera mas o menos rapida mediante métodos numéricos, considerando que se tiene un
modelo virtual desde el cual se extraen valores cercanos a los reales para la posicion en que inicia
el movimiento. Por otro lado, el caso de la solucién analitica requiere un analisis previo de las
relaciones geométricas entre los cuerpos que componen las cadenas cinematicas idénticas.
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En la solucién numérica se resuelven iterativamente varias ecuaciones simultdneas hasta llegar a
una precision deseada; estas ecuaciones son no lineales, y son mas complejas seglin haya mas
cuerpos en movimiento. Dado que la solucidon emplea el método de Newton — Raphson en la
investigacion de los movimientos de las articulaciones, ésta es sensible a los cambios en la
posicién inicial; ademas, es necesario establecer un tamafo de paso lo suficientemente pequeno
para que el método aproxime rapidamente la solucién; por otro lado, es posible encontrar que
algunas ecuaciones funcionan para algunas trayectorias pero no para otras.

Por estas razones se recomienda utilizar la solucién numérica en el caso de que se precise una
estimacion rdpida de los movimientos en las articulaciones (principalmente en el caso del disefio
del mecanismo). Una vez obtenido el mecanismo es mejor tomar tiempo para encontrar las
ecuaciones cerradas que describan el comportamiento del mecanismo con base en sus relaciones
geométricas, ya que a pesar de llevar consigo una mayor labor en la etapa temprana del analisis,
este método ahorra operaciones en la solucion en tiempo real del sistema de multicuerpos porque
no necesita definirse una solucion inicial para cada movimiento y tampoco es necesario encontrar
las ecuaciones que funcionan en esas posiciones.

Hasta este punto se ha mostrado que es posible utilizar un método analitico para resolver la
posicidon del mecanismo; sin embargo, no se ha mostrado explicitamente cémo se aprovecha el
desacoplamiento parcial para realizar el calculo de la posicién del mecanismo en tiempo real. Esto
se vera a continuacién; para ello necesitamos conocer que un controlador contemporaneo se
compone de las siguientes capas y los siguientes elementos:

Capa 1 — Alto nivel: SCADA, HMI, comunicacion, ejecucion en décimas de segundo

1. Programa para el manejo del mecanismo, perfiles de aceleracién e interface humano —
magquina (HMI)

2. Protocolos de comunicacion

3. Registro de operaciones, manejo de errores y generacién de informes (SCADA)

Capa 2 — Nivel medio: Controlador en tiempo real, funciones que requieren gran cantidad de
operaciones del procesador y/o locaciones de memoria, ejecucion en milisegundos

4. Sistema para procesamiento en tiempo real de funciones complejas y algoritmos que no
necesitan ejecutarse en un lazo de control de bajo nivel

5. Control de funciones que requieren una ejecucién de secuencias, manejo de algoritmos y
monitoreo de la aplicacién

6. Interface de transmisién entre la capa de bajo nivel y la capa de alto nivel

Capa 3 — Bajo nivel: Tarjetas electrénicas reconfigurables, funciones simples, ejecucion en
microsegundos

7. Sistema de control reconfigurable (regularmente FPGA) capaz de hacer operaciones
aritméticas, trigonométricas, légicas y de control en escala de microsegundos

8. Interfaz para entradas analdgicas y digitales de sensores, asi como salidas de control de
baja potencia para actuadores

9. Mbddulos de acondicionamiento de sefial

10. Sensores y actuadores
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En la capa de bajo nivel reconfigurable se pueden ejecutar operaciones simples simultaneas (en
paralelo) similares a las operaciones que se hacen directamente en tarjetas electronicas como las
tarjetas de gréficos de una PC normal, la velocidad de procesamiento depende del tiempo ciclo
dictado por un reloj piezoelectrdnico; dentro de esta capa se realizan operaciones de control de
las entradas y salidas analdgicas y digitales. Dada su naturaleza, ésta sera la capa mas beneficiada
por el desacoplamiento parcial, pues las caracteristicas de baja complejidad de operaciones y
calculo en paralelo de coordenadas articulares que otorga un planteamiento con desacoplamiento
son adaptables inmediatamente a un sistema de control reconfigurable.

Si el control del mecanismo se pretendiera realizar utilizando el cdlculo numérico de la cinematica,
entonces seria necesario hacer el calculo de las coordenadas articulares en la capa de nivel medio,
pues se requeriria un mayor poder de procesamiento y espacios grandes de memoria. Dadas estas
razones, se demuestra que la geometria de desacoplamiento es apta para utilizarse en el control
en tiempo real, con ciclos de control en fracciones de milisegundo; las ecuaciones mencionadas
pueden mejorar su tiempo de ejecucidn sustituyendo todas las constantes y variables calculadas
previamente. Con ello se cumple con el tercer objetivo del presente trabajo de investigacion.






Capitulo 4

Analisis cinematico vectorial

En el capitulo anterior se mostraron dos maneras de encontrar la posicion de las articulaciones
para una de las cadenas cinematicas abiertas mediante el analisis cinemdtico matricial. Ese mismo
método puede utilizarse para encontrar su velocidad y la aceleracién; asi, para encontrar la
velocidad seria necesario derivar implicitamente las ecuaciones de lazo y despejar las velocidades
lineales y angulares de nuestro interés.

A pesar de que el método podria parecer mas consistente al realizarse de esta forma, en realidad
implica grandes dificultades en su operacidn, ya que es necesario derivar los productos de las
matrices homogéneas, lo cual requiere una gran cantidad de tiempo y no representa ventaja
alguna sobre algin método numérico.

Las razones anteriores dan pie a la utilizacién de un método alternativo para analizar la velocidad y
la aceleracion en las articulaciones. El andlisis vectorial es una herramienta especialmente util en
la determinacion de estas caracteristicas ya que plantea su cdlculo en forma de productos cruz y
punto (muy utiles al establecer relaciones geométricas), y su utilizacion da como resultado
soluciones cerradas para la cinematica inversa. Este método, al igual que la solucién analitica de la
posicién, requiere de la comprensidon completa de los movimientos de las articulaciones; a cambio,
ofrece ecuaciones compactas y cerradas.

Para plantear las ecuaciones de velocidad y aceleracién en las articulaciones, serd necesario
mencionar las ecuaciones del analisis de posicidon para este método, como se muestra a
continuacién.

(4

Analisis vectorial de posicion

Para el andlisis de posicion se plantea primero la ecuacién de lazo con base en la Figura 10. La
ecuacion de lazo se define como:

0 0 0 0o _ ,o0
+Voi + g + Vo100 T Vg =1 (4.1)

0
+. b

0
r12i 34i

33
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Donde:

r102i = Xlziifi ifi = Rfiii: Rgi =R, (50“)

r304i = X34iigi igi = Rgiigg Rgi =R, (501i + 523i) Conjunto de
r506i = _256ikgi kgi = Rgikg: Rgi =R, (501i + 0y +545i) Ecuaciones
r708i = X78ii(7)i igi = Rgii;: R(7)i - RgiRy (967i) (4.2)

rE?lOi = X910iigi igi = Rgiig: Rgi = RgiRy (967i +089i)

0

M3 = X13l4iifsi if3i = R:(L)Siig: R(l)si = RgiRz (‘91011i ) Ry (‘91112i ) R, (‘91213i)

0

rp

=X,lo+YoJo + zpk0

Como se puede observar, en esta representacidn las rotaciones se diferencian inmediatamente de
las traslaciones, ya que las rotaciones afectan la direccidén de los vectores y las distancias su
magnitud. En adelante se tratara el andlisis vectorial de velocidad y aceleracion.

Analisis vectorial de velocidad

La ecuacién de lazo para la velocidad lineal se obtiene derivando respecto al tiempo la
ecuacion (4.1):

0 0 0 0 0 0 _ /0
Vigi +Vagi T Vi T Vg + Voioi + Vizai =V, (4.3)
Donde:
0 _
Vi =0
0 _ o 0
Vs = Xyilsi
0 _
Vg =0
0 0 __0
Vigi = Qg XX (4.4)
0 _ .0 _.0
910i — M4 X X1

Vv

0 _ .0 _.0
Viguai = @7 XXyg
0

Vo

=X,lo + ¥,Jo + 2K,

Por otro lado, la ecuacion de lazo para la velocidad angular se puede obtener de manera
independiente al considerar sélo los giros de las articulaciones.

(4.5)

0 0 0 0 o _ .0
Og7j + Wgg; +Oyp19; + Opypp; T Opp5 =@
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Ademas, las velocidades de los cuerpos de la cadena cinematica i pueden representarse de la
siguiente manera:

0 0 0

O = W7 + Wgg; + Oy (4.6)
0 0 0 0

W = Wgy; T Wgg; + Oy79; + Dy,

_ .0 0 0 0 0
@7 = Ogy; + Wgg; +Wy55; +Oyypp + W5

También

O = é67ijgi Jo = Raigi

O = gSQijgi i =RA58

CHSREYZ0 Kioi = RaiKioi Conjunto de
Oy = .1112ij;)li I =RaR, (01011i)jﬁ: Ecuaciones
Opiz = Ozl ity = RGR, (601 )R, (6112 )15 (4.7)

o}, =k +0ig; + gk, i% =R, ()i

0 17
ki =R, (‘/’) R, (0) K7
Matriz Jacobiana de velocidad

En robdtica, una matriz Jacobiana es aquella que contiene las funciones que relacionan las
velocidades lineales y angulares de las articulaciones con las velocidades lineales y angulares del
elemento terminal. En general se pueden obtener varias matrices Jacobianas para un mismo
mecanismo, por lo que cabe aclarar que la matriz obtenida en este capitulo es la que considera
todos los movimientos de las articulaciones. A partir de la ecuacion (4.3) se obtiene:

0 0 0 0 0 0 0
V12i + V34i + V56i + V78i + V910i + V1314i = Vp (48)
Sustituyendo (4.4) y (4.6) en (4.8):

L, 0 0 .0 0 _.0 0_.0 _ .0
Xyilgi T g XTpg + @y XXgy0; + @y X X5 =V

.0, 0 .0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 _ 0
Xagilai T Og7; XX, + ((‘)eﬂ T Wgy; ) X K101 + (m67i T Wgg; + gy T Opppp; + Wy ) XKz = Vo
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Agrupando términos y agregando la ecuacion (4.5):

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 _ o
Xaailzi + @7 X (r78i X101 T X314 ) T Wgg; X (r910i X314 ) T ®y010i X Tig14i T 1110 X Fiznai + Opo13i X Xiz10i = Vp

0 0 0 0 o _ 0
g7 + gy T @515 TOyp5 T Wy =@

Sustituyendo w por su equivalente en vectores unitarios:

. 0, (g 0 0, 0 0 3 i0 0 0
Xasilzi + (967i.l6i ) x <r78i F Vo101 * Nz ) + (e89i.l8i )X (r910i * N3 )

: 0 0 L 0 j 30 0 _ 0
+ (0101li Ko )X Viausi + (91112i.111i )x Viausi + (‘91213i |12i )x Vi3 = Vo

0
p

_— - ) 0 ) - ST
967i]6i + 989i]8i + 01011i klOi + 01112ijlli + 91213i|12i =0
Renombrando términos:

> 30 0

Y0 A 0 L : o,/ 0 _\,0
Xagilgi + OgiUg; + OagiUg; + OlogyUno + GrypiUyy; + Opiqiliy =V,
30 L 4 0,4 0 .4 0 ,p 0 _ 0
Osridsi + Osoidai + OroiKaor + Opoidini + Ozilizs = @,
0 _ 0 0 , 0 0
Usi = Jei X(r78i + o100 r1314i)

0 _ 0 0 0
Ug; = Jgi X (r910i + 31 )

0 10 0
Uy = Kypi XT,

10i * '1314i
0 _ -0 0
Uy = Juai X Na14
0 _ 30 0
u12i - I12i X I’-1314i
Agrupando:
Xaai
067i
-0 0 0 0 0 0 ) 0
I3 U Ug  Upg Uy Uy, 089i _ Vo (4.9)
0 -0 =0 ko =0 io 9 - (00 :
J6i JSi 10i Jlli 12i 1011i p
61112i
_91213i_
Renombrando nuevamente:
Jg=xX (4.10)
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Analisis vectorial de aceleracion

La ecuacién de lazo de la aceleracidn lineal se obtiene derivando respecto al tiempo la
ecuacion (4.3):

0 0 0 0 0 0 0
Q5 T 85, T 8gg 375 + 8915 T3, =, (4.11)
Donde:
0
A = 0
0 .. -0
Agpi = Kaailsi
0 _
55 =0
0 0_.0 0 0_.0
Azg; = Oy X I7g; + 0y x(‘”ai ><r78i) (4.12)

_ 0 .0 0 0.0
Agipi = Olyj X Tgyg; + Oy ><((’)4i Xrgmi)

o _ 0.0 0 0 .0
Q3140 = Ozj XT3 + O X(‘”ﬂ ><l'1314i)

0

ap

= X'plo + ypjo + 'z'pk0

Por su parte, la ecuacion de lazo de la aceleracién angular se obtiene derivando respecto al tiempo
la ecuacion (4.5):

0 0 0 0 o _ 0
Qg7 + Ogg; T Qygyg; T Oyggp; T Oz = (4.13)

Del mismo modo se definen las aceleraciones angulares de los cuerpos de la cadena i:

0 _ 0
O3 = Ogy;
o _ 0 0
Oy = Ogy; + Olgg;
o _ 0 0 0
Og; = Olgy; + Olgg; + 0y (4.14)

0o 0 0 0
Og; = Olgyj T Olgg; + Olygyq; + 0

0 _ 0 0 0 0 0
Ol = Ogy; + Qgg; T Oygyy; T 0y + Oy

Para los términos de la ecuacion (4.13) se define su representacion mediante vectores unitarios:

o s w0
Ui = Ol

o s 0
Ogo; = Opgidgi

o A 0 0 0 0
Oy = Gk + (04 + @gg ) X

. (4.15)
o _ <0 0 0 0 0
0100 = Oyppidn + (Og; + Oggp + @0 ) X O

0 _ i s0 0 0 0 0 0
U5 = Ozl + (Ogy; + Ogoy + @5 + @15 ) X O
0

_ .0 0,0
a,=0,+0,+o,
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Donde:

a, = kg o, =ykg
a) = 6id, +mvoj x0) o) = 6i’,
S = gk, +(m3, +mg)xm; o; = ki,

Arreglo matricial para la aceleracion

Para la aceleracion se planteara un conjunto de ecuaciones de manera matricial del mismo modo
en gque se planted el Jacobiano para la velocidad de las articulaciones. De la ecuacion (4.11) se
tiene:

0 0 0 0 0 0 _ a0
a12i +a34i +a56i +a78i +a910i +a1314i - ap

Sustituyendo (4.12):

G 0, 0.0 0 0.0 0.0 0 0 .0 0 .0
Kagilgy 1 Oy X Izg; + @5 X (m3i X Tzgi ) 0y X Tgpg + @y X ((’)4i X Tqoi ) T 07 XT3 T

0 0 L0 )_ .0
®7; X (0‘)7i X L3140 ) =4,

Agrupando términos:

G 0, 0.0 0 .0 0 .0 0 0.0 0 0 .0
Kagilai 1 Ogi X Tyg; + Qyj X Xgqg7 + Ugj X Kygyy; + Og X (mSi X X7 ) RIS TR ((”4i X Tgpoi ) +
0

0 0.0 \_
®7; X (0‘)7i X X314 ) =4,

Sustituyendo las velocidades y aceleraciones de los cuerpos:

0, .0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Xaqilai T Qe X Xyg; + (0‘67i T gy ) XTgygi + (a(i?i T gy T Uygpg5 + Oyypp; T Uy )X L34 +

0 0 .0 0 0 0 0 0
Wi X(‘”eﬂ X gi )+((’067i T Ogy; )X((meﬁ T Ogy; )Xrgloi )+

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 \_ a0
((’067i T Ogg; + Oy +Oyy5p T O3 )X ((0‘)67i T Wgg; T Wy + Oyypp; O3 )X Fi314i ) =a,

Reagrupando términos:

0, 0 0 , .0 0 0 0 0 0 0 0 0
Kagilzi T Ugy X(rYSi T o101 T T304 )+a89i X (r910i T L34 )+(a1011i T 09 T Oy )Xrl314i +
0 0 .0 0 0 0 0 0
Wi X((DG?i X 7g )+((’067i T Ogy; )X((mmi T Ogy; )Xrgloi )"’

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o \_,0
(m67i T Ogg; + Wygp5 + Oy + Wypy5 )X(((’)wi T Wgg; + Wygp3; + Oy + Wypy5 )Xr1314i ) =a,
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Sustituyendo a:

0,4 0 0 0 0 ;i 0 0 0
Xagilsi + Ogzi )61 (r78i + o101 T Ma1ai ) + Ohgi Jgi (rgloi RELEEST )+

5 0 0 0 0 5«0 0 0 0 0
G012iK 101 + (Og7; + Oge; ) X @15 + G115 + (O + Oggy + @y ) X @y + O
0,05 + (0% + 0% + @’ + @, ) x 0l o

121311121 T (Dg7i T Wgoi +Wy19; T 11957 ) X Wyp5
0 0 0 0 0 0 0 0
W7 X (m67i X ¥7gi ) + (0)67i T gy )X (((067i T Ogy; ) X Tg10; ) +

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 \_.0
((")67i T Qgg; T W13 + Oyypp5 T O3 ) X (((‘067i T Qgg; T W13 + Wyypp; + O3 )X L3140 ) =a,

Agrupando términos:

H n 0 0 0 0 n 0 0 0 ) 0 0 ) =0 0
Kaqilgi + Ogrilei (r78i +Fo10i + T34 )+ GpoiJgi % (rgloi RLEEYT )+ Gro11iKioi X Na1ai + Oaoidin X Mizuai

0 0 0 0 0 0 0
-0 0 (g7 + Ogg; ) X @1y, + (@7 + gy + 1) X Oy +

. .
091511151 X M3

0 0 0 0 0 X Fyzy45 +
(@7 + @go; + O35 +Opy15) X Oy

0 0 0 0 0 0 0 0
Og7i X((D(S?i Xr78i)+(w67i T Wgy; )X((men T Qgy; )XrQlOi )"'

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 \_.0
((’067i T Wgg; + g5 + Oyp5p; + Wy )X ((0)67i T Wgg; + @yp5; + @yp5p; + Wy )X 314 ) =a,

Renombrando:

0 L7 19 4 F 0 o F 10 LA 0 LA 0 0 _ .0
Xapilgi + Osilgi + OsoiUg; + Oro11Usg; + G110y + Opi5Uiy +3g =2, (4.16)

Donde:

0 _ ((vn0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
a, = (((‘067i + @gg;) X @155+ (Og7; + Ogi + 1) X O + (07 + Oy + Oy + Op15) X Oy ) XTia14i
0 0 0 0 0 0 0 0
Wg7i X ((’067i X Xgi ) + ((’)67i T Mgy ) X (((D67i T Mgy ) X Xg1oi ) +

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
((DG?i T Wggi + Wyp5; + g9 + Oy ) X (((’067i T Ogg; + Wygp5; + Opygp; + Opg ) X Xi314i )

De la ecuacion (4.13) se tiene:
0 0 0 0 o _ .0
Ogyi +0gg; + Oygyqy T 0y q5 T 05 =0

Sustituyendo las aceleraciones angulares:

550 5 0 4 0 0 0 0 5«0 0 0 0 0
OriJoi T Oroidsi T Gro11iKaoi T (Og7i + @y ) X @111 + 01151y + (D7 + Oggp +@yg03;) X Oy +

-0 0 0 0 0 o _ .0
Olp15il10 + (W7 + Wy + @5 + @115 ) X Oy 5 = 0 p
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Agrupando términos:

R PR . 0 . -0 . .0
067i]6i + 089i]8i + elOlli klOi + elllZi.llli + 01213i|12i +
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(@47 + Ogg; ) X @5 + (D7 + g + 1111 ) X Oy + (O + Doy + Dy + @10 ) X Oy = @ p

Renombrando:

500 5 0 L4 0 5 0 -0 0 _ .0
OriJsi T+ Ghoidgi + Gro11iKioi + Aanzidiai + Ouonzilazi to, =a,

Donde:

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o, = (@7 + @gg; ) X Oyy; + (O + gy + D15 ) X Oy + (O + Dy + D5 + 15 ) X Oy

Agrupando:
Xaai
067i
0 0 0 0 0 0 N 0 0
I3 Ug  Ug  Upg Uy Uy, 989i a, _ a,
0 0 0 -0 -0 5 T o |T| 0 (4.17)
0 ) . ) I R 7 o a
J6| .l8| 10i Jlll 12i 1011i g p
01112i
_01213i_
Renombrando los términos:
Jg+X, =X
e (4.18)
Jg=X-X,

Hasta este momento se tiene una representacion de las velocidades y aceleraciones del elemento
terminal en funcién de las velocidades y aceleraciones de las articulaciones. Aun cuando parece
haberse encontrado una manera de calcular la cinematica directa del mecanismo, la obtencion de
la posicidn del elemento terminal exige el conocimiento de una posicién inicial y la integracién
numeérica de las velocidades del elemento terminal. Por ello, esta solucidn acarreara errores al
operarla entre diversos intervalos.

Al contrario de esta idea, la obtencién de la cinemdtica inversa es inmediata. Las velocidades y
aceleraciones de las articulaciones se realizan con una inversion numérica de una matrizy su
multiplicacidn por vectores totalmente conocidos. De esta manera se obtiene la velocidad y
aceleracién de las articulaciones. Con ello se da por concluido el andlisis cinematico vectorial
completo, con lo cual se cumple el cuarto objetivo de este trabajo.

A continuacién se presentan las gréficas para la posicién, velocidad y aceleracién de algunos
elementos del mecanismo obtenidas por el procedimiento antes descrito. Para detalles sobre la
trayectoria, consulte el Apéndice 3.
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Figura 18 Posiciones de las articulaciones al realizar un movimiento en una recta con cambio de

orientacion







Capitulo 5

Analisis dinamico

Para el analisis dinamico se utilizé la formulacion de Newton — Euler, mediante la cual se
relacionan las fuerzas aplicadas, fuerzas inerciales y fuerzas de reaccion en las juntas. Dada la
informacién que se puede encontrar con este método, es posible obtener el dimensionamiento de
los eslabones de la cadena cinematica y escoger rodamientos y actuadores adecuados, ya que nos
permite conocer fuerzas en estos elementos mecanicos.

Un aspecto a considerar con respecto a algunos otros métodos es que el nimero de variables a
resolver es mas grande, por lo que en algunos casos resultara inapropiado para resolver en linea;
sin embargo, es un método asequible en cuanto a la manera de operarlo porque aun requiriendo
de una comprensidon completa de las fuerzas y momentos, su solucidn es obtenida de manera
inmediata por medio de un método numérico. Es por ello que esta solucién resulta apropiada para
realizar el dimensionamiento de los elementos mecdnicos.

El método consiste en el calculo previo de las velocidades y aceleraciones de los cuerpos presentes
en cada una de las cadenas, seguido del célculo de las fuerzas reactivas y los momentos de cada
junta. Este planteamiento se deriva directamente de la mecdnica clasica, en comparacion de
métodos como el de Euler — Lagrange, que propone un modelado basado en la energia y excluye a
las fuerzas reactivas. El andlisis de Euler — Lagrange es mas apropiado para resolverse en linea, ya
que de él se pueden derivar expresiones analiticas para las fuerzas generalizadas y la forma de su
solucion la hace adecuada para la implementacién de lazos de control exclusivos para este tipo de
modelos.

Las siguientes matrices representan la rotacién de los sistemas coordenados alrededor de los ejes
X, Y, Z, respectivamente:

1 0 0
R,(6,)=|0 Cos(6,) —Sen(6,)
10 Sen(6,) Cos(6,) |

| Cos(6,) 0 Sen(,)
R,(6,)=| 0 1 0
~Sen(6,) 0 Cos(6,)

[Cos(6,) —Sen(6,) O]
R,(6,)=|Sen(6,) Cos(6,) ©
0 0 1

43
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Como puede verse, estas matrices son iguales a las submatrices de rotacién de las matrices
homogéneas. Se definieron nuevamente para utilizar vectores de tres componentes con interés
especial en la rotacion.

Otras matrices utilizadas en este analisis son las antisimétricas que representan productos cruz
entre vectores, como se muestra a continuacion:

0 0 O 0 0 vy 0 -z 0
S.(x)=|0 0 —x| S,(y)=|0 0 0 Ss(z)=]z 0 0
0 x O -y 0 O 0 0 O

0 -z vy

S(x,y,z)=[ z 0 -x

-y x O

La forma en la que plantearemos las ecuaciones a resolver para el andlisis de Newton — Euler se
mostrara mediante la interaccién de dos cuerpos; en la Figura 19 se puede apreciar el caso del
movimiento relativo general entre dos cuerpos.

Figura 19 Sistema de dos cuerpos con bases locales

Como en cualquier problema de estatica y dinamica, podemos hacer el diagrama de cuerpo libre,
montando sistemas de referencia en los ejes de revolucion. Nuevamente se muestra en la Figura
20 el caso general.
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Figura 20 Diagrama de cuerpo libre de un sistema de dos cuerpos

En el dibujo se muestran tres tipos de fuerzas, a los cuales llamaremos Fuerzas Activas, Fuerzas
Reactivas y Fuerzas Inerciales. Las Fuerzas Activas consideran las fuerzas ajenas a los cuerpos, la
gravedad y las fuerzas de los actuadores; los métodos de andlisis dinamico basados en energia
resuelven exclusivamente los valores de estas fuerzas con base en las energias cinética y potencial,
con lo cual se obtienen las fuerzas y momentos en los actuadores. Por otro lado, las Fuerzas
Reactivas se aplican en pares contrapuestos y en direccion contraria al movimiento; usualmente
no contribuyen a la descripcién cinematica, excepto en modelos que consideran friccion, flexion y
deformaciones. Finalmente, las Fuerzas inerciales son debidas a las masas aceleradas, se
encuentran de manera aislada para cada eslabdn y dependen de las derivadas de orden superior
para la posicion; dentro de estas fuerzas se considera las debidas a la traslacién y a la rotacién.

Resumiendo la informacidn anterior, los tipos de fuerzas se organizan de la siguiente manera:

Tipos de Fuerzas y sus Causas

Fuerzas Activas Fuerzas externas, efectos debidos a la gravedad, y fuerzas de los actuadores

Fuerzas Reactivas Esfuerzos provocados en los eslabones, en direccién contraria al movimiento

Fuerzas Inerciales Fuerzas debidas a masas aceleradas
Tabla 3 Tipos de fuerzas consideradas en el analisis dindmico
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Retomando el analisis dindmico de los cuerpos de la Figura 20, las ecuaciones de equilibrio
dindmico se definen como:

D F=mag

> M =M +rxmag

Donde Mag y Mg son las fuerzas y momentos inerciales respectivamente definidos en la base
inercial (io,jo, ko) . Aplicando las ecuaciones de equilibrio dindmico a los cuerpos 1y 2, y

definiéndolas en las bases locales (i, j;,k,) v (i,, ], K,), se obtiene la Figura 21.

Figura 21 Diagrama de fuerzas al aplicar las ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones correspondientes a este diagrama de cuerpo libre son las siguientes:

fa + fl + Rl,z (_fz) + R1,0W1 = Rl,O (mlaGl)

(5.1)
t,+m +R,, (_mz) +, xRy, (_fz) +Tg xR oW, =R (Mg, +16, xRy (mlaGl)
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Donde:
f,=[00,f,]
f,=[ . f,,,0]
£, =[ o0 oy frr ]|

w, =[0,0, —mlg]T
T
aGl = I:aGlx’ aGly’ aGlz:I

[
: ;

Los vectores f,, T, t,, M,, estan definidos en la base (i, J; k,) . Los vectores f,, m,, estan

definidos en la base (i, j, k, ). Los vectores Wy, ag;, M, estan definidos en la base

(iO jO kO)

Por otro lado, R, y R, , son matrices de transformacién, que transforman vectores de la base
(i Jo Ko) alabase (i, j, k,),ydelabase (i, j, k,) alabase (i, j, k,), respectivamente. Los

vectores que no son transformados, ya estan definidos en la base (i1 Iy kl) .

El producto cruz puede ser definido utilizando matrices antisimétricas, esto es S = r x. Al tomar
en consideracion las matrices S, la ecuacion (5.1) se reescriben como:

fa +f1 + R1,2 (_fz ) + R1,0W1 = Rl,O (mla‘Gl)
ta +m, + Rl,z (_mz ) + Sle,z (_fz ) + SGlRl,owl = Rl,oMel +SGlR1,O (m1a(31)

Las ecuaciones anteriores se encuentran en forma vectorial, aunque éstas se pueden escribir
mediante una formulacién matricial de la siguiente manera:

SHAH ALAME 2, S
ta ml SZRl,Z R1,2 m2 SGllql,O IQl,O 0 SGllql,O Rl,O MGl

Renombrando:
Fa + Fl _Q1,2F2 + Q1,0VV1 = Ql,OFGl

Donde:
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F,=[f.,t.]' =[0,0,F,,0,0,t,]
F=[f.m] =[F,.F,.0 Mlx,lvlly,o]
;
Fzz[f ] :[sz’FZy'Fzz’sz’sz’O:I
W, =[w,,0]' =[0,0,-m,g,0,0,0]'
)
FGl = [m aGl’ MGl] [mlaGlx’mlaGly’ mla‘Glz’ MGlx’ MGly' MGlz]
R, O
Q — )
0 _SGlRl,O Rl,O
(R 0
Q — 1,2
- _Sle,z R1,2

Agrupando en fuerzas aplicadas, restrictivas e inerciales se tiene:

FA+F +F' =0
Donde:
=F, +Q, W,
FR=F -Q,,F
=—Q;oFs:

Estas ecuaciones se definen como:

FA = Torsorde fuerzas y momentos aplicados al cuerpo
FR = Torsor de fuerzas y momentos de reaccidon del cuerpo
F'= Torsor de fuerzas y momentosinerciales

Q = Matrizde transformacion de torsores

En muchas ocasiones es Util plantear un analisis estatico antes, o incluso en lugar de realizar el
analisis dinamico de un mecanismo por razones que se explicaran mas adelante. El analisis estatico
es el analisis de fuerzas en un cuerpo cuando se encuentra en una posicidon “sin movimiento
alguno”; este analisis da como resultado las fuerzas en las articulaciones y las fuerzas de los
actuadores necesarias para mantener un mecanismo en una posicién dada.

Las fuerzas que actian en el analisis estatico son las Fuerzas Reactivas, es decir, las fuerzas en las
articulaciones y las Fuerzas Activas, que comprenden a las fuerzas de los actuadores y las fuerzas y
momentos externos, incluyendo el peso (fuerza debida a la gravedad). La definicidn del analisis
estdtico se puede resumir en la siguiente ecuacion.

FA+FR=0 (5.2)
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Por su parte, en el andlisis dindmico se consideran las fuerzas involucradas en el analisis estatico,
ademads de aquellas debidas exclusivamente al movimiento del mecanismo. Dichas fuerzas se
conocen como Fuerzas Inerciales y comprenden las masas aceleradas en traslacién y rotacion.
Como puede inferirse, la representacién del andlisis dinamico no es muy diferente de la
representacion del andlisis estatico, como se muestra en la siguiente ecuacion, donde sélo se
agrega un término con respecto a la ecuacién (5.2).

FA+FR+F' =0 (5.3)

En los sistemas mecanicos, como en muchos otros sistemas, es usual considerar sistemas mas o
menos simples para representar sistemas de gran complejidad; de hecho ésta es una de las
principales premisas del modelado matematico. En muchos casos, una representacion simple es
preferible dado el ahorro en el analisis y costo computacional asociado a la consecucidn de esta
solucion en comparacién con otras que se suponen mas apegadas a la realidad.

En el caso particular de los sistemas de multicuerpos, la obtencién de las fuerzas asociadas al
analisis estatico resulta mucho mds sencilla y tiene un costo computacional mds bajo que la
obtenciodn de las fuerzas asociadas al analisis dindmico. Tratandose de dos soluciones similares es
conveniente investigar si hay alguna relacidén entre ambas vy, si se da el caso, establecer en qué
condiciones se aproximan ambas soluciones.

Esta investigacion nos permitird justificar la utilizacion de modelos matematicos de mayor
sencillez, capaces de calcular una aproximacion de las fuerzas reales en el sistema de manera
inmediata, lo cual abre un campo con grandes posibilidades de crecimiento, sobre todo en el
control en tiempo real. Por ello, al final del capitulo se abordaran ambas soluciones y se mostrara
en qué casos resulta conveniente utilizar cada una de ellas.

La herramienta principal en el analisis mediante el método de Newton es el diagrama de cuerpo
libre; por ello se realizara un diagrama por cada cuerpo en una cadena abierta, luego se
establecerdn los términos de la ecuacidn (5.3) y finalmente se obtendran los términos
relacionados con la cinematica de los cuerpos en movimiento. Puesto que una suma de fuerzas
siempre debe estar dada en la misma base local, se utilizaran las matrices Q definidas en la
introduccion de este capitulo.

A continuacién se muestra el andlisis de fuerzas para los cuerpos de una de las cadenas abiertas i
del mecanismo de este trabajo.
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Cuerpos considerados en el analisis dinamico

Para el andlisis dinamico del robot se tomaron en consideracién los cuerpos de la cadena i
mostrada a continuacién:

Tierra
(Cuerpo 1)

Cuerpo 3i

Figura 22 Cuerpos considerados en el analisis dinamico
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Analisis del Cuerpo 2i

La Figura 23 muestra el diagrama de cuerpo libre del segundo cuerpo de la cadena i (el primer
cuerpo es la tierra, en este caso el arreglo de tres rieles en forma de triangulo).

Figura 23 Diagrama de cuerpo libre del Cuerpo 2i

Con base en la Figura 23 se toma la suma de fuerzas en el Cuerpo 2i:
FA+FR+F. =0
Donde:

Fz? =F - leuTu + QgiWZi
F; = Fl,zi - 3iiF2,3i

T
FZIi = [FGZi’MOSi]

Definiendo los términos de los torsores correspondientes a las fuerzas y momentos aplicados:

F, =[0,F,,0,0,0,0]'
T, =[0,0,0,0,T;,0]'
W,, =[0,0,-m,,g,0,0,0]'

51
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El torsor F corresponde a la fuerza lineal aplicada para mover la corredera (i.e. el cuerpo 2i), esta
fuerza esta definida en la base 5i del mecanismo; el torsor W,; corresponde al peso del cuerpo 2i

definido en la base inercial; finalmente, el torsor T, corresponde al momento aplicado entre el

cuerpo 2i y el cuerpo 3i, definido en la base 7i del mecanismo.

Definiendo los términos de los torsores para las fuerzas y momentos reactivos e inerciales,
respectivamente:

T

Fia= I:Flzxi 10, P Mgy MlZyi My,

T
Foai = [anxi + Faayir Foszi Mgayi 0,My,, }

5
FGZi =—Mya85,

_ 5i 5i 5i 5i 5i
Mos; = _(‘JGZiaOZi T Wgy X (JGZi(DOZi ) T Xgp0 X (mZiaGZi ))

El torsor F, ,; corresponde a la fuerza de reaccion de la tierra (cuerpo 1) sobre la corredera
(cuerpo 2i), esta fuerza estd definida en la base 5i del mecanismo; el torsor F, ,, corresponde a la

fuerza de reaccidn del cuerpo 2i sobre el primer brazo de la cadena cinematica i (i.e. el cuerpo 3i)
y esta definida en la base 7i del mecanismo; finalmente, F5,; y My corresponden al vector de
fuerzas y momentos inerciales del cuerpo 2i vistas desde la base 5i.

Definiendo los términos de las matrices de transformacion entre los sistemas coordenados:

. [RY 0
"|siry R
. [ RS0
"Ry R

Donde:
R?: = Ry(967i)
Sg: =S,5(~Zs)
Rgi =R, (601)R, (623)R, (8451) = R, (S + Oz + Is;)
i T
Rg - (Rg') = Rz(_é‘Oli - 523i _545i)

Sgi = S(XGZi’yGZi’_ZGZi)
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Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 2i

A partir de la Figura 24 se puede obtener una ecuacién de lazo para determinar la velocidad y
aceleracién del cuerpo 2i.

Para determinar completamente la posicién del centro de gravedad del cuerpo se utiliza la
siguiente ecuacion de lazo:
0

0 0 0
Moo =Ny 1 + gy

o

Figura 24 Diagrama vectorial de la base inercial al centro de gravedad del Cuerpo 2i

Derivando esta ecuacidn con respecto al tiempo:

0 _\,0 0 0
VGZi - V12i + V34i + VGZi'
Donde ngi. corresponde al vector de velocidad del centro de gravedad del cuerpo 2i con

respecto a la base 5i. Dado que vf2i y ngi. son constantes, la ecuacién de velocidad quedard de
la siguiente manera:

0 0

Vaai = Vai

Del mismo modo, la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 2i se define como:

0 _ .0
G2i = Qi

a
Para encontrar agzi bastara con establecer la siguiente relacion:

agzi = Rglagzi (5.4)
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Sustituyendo (4.12) y (4.2) en (5.4):

qu = RSI( Kagil3 |) 34|R(5)I gu = X34|RSIR0 3
angI - X34|RSI 3I
Donde:
R:: = Rz(545i)
Rg::(Rg:) _R ( 45|)

Por lo tanto:
R3i% = R, (-0,5)i =]
Considerando que:
545i =90°
iy =i=(0,0)
Finalmente:

5

Agi = _XSAiJ

Para el cuerpo 2i no existe velocidad ni aceleracién angular porque sélo se desplaza y no rota, por
lo tanto:

Mos;i = rGZl (m2|a62|)

Donde:

G2| [XGZH yGZl' GZi]T
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Analisis del Cuerpo 3i

La Figura 25 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i

Figura 25 Diagrama de cuerpo libre del Cuerpo 3i

Con base en la Figura 25 se toma la suma de fuerzas en el Cuerpo 3i
A R I
Fi+F +F; =0
Donde:

Fs'Li\ =T + Qgiwsi
FsF: = Fz,si - QgiF

9i" 3,4i

Fsli = [FG3i ) MO?i ]T

Definiendo los términos de los torsores correspondientes a las fuerzas y momentos aplicados,
reactivos e inerciales, respectivamente:

W, =[0,0,-m,,g,0,0,0]'

Foai = I:F34xi J F34yi’ Fasi» My, 0, M342i:|

7i
Fesi =—Myass;

T

_ 7i 7i 7i 7i 7i
Moy = _(‘]GBiaO3i T Wy X (Jesi")osi ) RIR (Y TR (m3iaG3i ))
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El torsor W;; corresponde al peso del cuerpo 3i definido en la base inercial, el torsor F, .

corresponde a la fuerza de reaccion del primer brazo (cuerpo 3i) sobre el segundo brazo de la
cadena cinematica i (i.e. el cuerpo 4i), y esta definida en la base 9i del mecanismo; finalmente,
F.si v My, corresponden al vector de fuerzas y momentos inerciales del cuerpo 3i vistas desde

la base 7i.

Definiendo los términos de las matrices de transformacion entre los sistemas coordenados:

i | Rg 0
9 ip7i i

IR Ry
W [RE 0
"SR! R

Donde:

R =R, (6s)

Sgi =S, (%s:)

RY =R, (8 + 8y + 6,51)R, (Gs11)
RI'=(RY%) =R, (-0;)R, (-8 ~ S — i)
Sg =S, (Xeai)

Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 3i

A partir de la Figura 26 se puede obtener una ecuacién de lazo para determinar la velocidad y
aceleracién del cuerpo 3i.

Para determinar completamente la posicién del centro de gravedad del cuerpo se utiliza la
siguiente ecuacién de lazo:

0 0 0 0 0
Fosi = g+l + e + 150

Derivando esta ecuacidn con respecto al tiempo:

0 _,0 0 0 0
Vasi = Vigi + Vayy + Vg + Vg

Donde V?;si' corresponde al vector de velocidad del centro de gravedad del cuerpo 3i con

respecto a la base 7i. Dado que VfZi y Vgﬁi. son constantes, la ecuacién de velocidad quedard de
la siguiente manera:
0

0 0
Vesi = Vasi T Vaaie
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Figura 26 Diagrama vectorial de la base inercial al centro de gravedad del Cuerpo 3i

Del mismo modo, la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 3i se define como:

0 _ .0 0
Aggi =8y, T agg;:

., . 0 . .
La aceleracion relativa del centro de gravedad ag,;. con respecto a la base 7i se define como:

0 _ 0.0 0 0.0
Agai = Oy X Ty + @y ><((’)3i XrGSi')

7i < PO . g
Para encontrar ag,; bastard con establecer la siguiente relacion:

7i 7i40
Aggi = Ro Agsi

La velocidad y aceleracion angular del cuerpo 3i con respecto a la base inercial se definieron

: 0 0 7i 7i < P
anteriormente como ®;; y O; . Para encontrar Mgy Y 0Oqy; bastard con establecer la siguiente

relacion:

57
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Las ecuaciones anteriores estan definidas en la base local 7i, mientras que J,; es la matriz de

inercias del cuerpo 3i definida en su centro de gravedad con orientacién paralela a la base local
7i.

J3ixx -J 3ixy _J3ixz
‘]G3i = _‘]3iyx ‘]3iyy _‘]3iyz
_‘] 3izx _‘] 3izy ‘] 3izz

. 7i . i T
Finalmente el vector Fgy;. se define como rgy. =[Xs4,0,0] , conlo cual quedan completamente

definidas las fuerzas que actian en el cuerpo 3i.

Analisis del Cuerpo 4i

La Figura 27 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4i

Figura 27 Diagrama de cuerpo libre del Cuerpo 4i

Con base en la figura anterior se toma la suma de fuerzas en el Cuerpo 4i:
A R 1
Fi+F;+F,; =0
Donde:

A _ i
I:4i - 0 W4i
R _ 9i
F4i - F3,4i - 11iF4,5i
1 T
I:4i - [FG4i ’ I\/IOQi ]
Definiendo los términos de los torsores correspondientes a las fuerzas y momentos aplicados,
reactivos e inerciales, respectivamente:

W,, =[0,0,-m,;9,0,0,0]

T
F4,5i = [ F45><i ) F45yi ) F452i M 45xi ! M 45y O:l
= _m4ia?3izli

_ 9 9i % % 9i
Mogi = _(‘]G4ia04i T Wgy X (JG4i(’)04i ) T X4 X (m4iaG4i ))
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El torsor W,; corresponde al peso del cuerpo 4i definido en la base inercial, el torsor F, .

corresponde a la fuerza de reaccion del segundo brazo (cuerpo 4i) sobre la cruceta de la cadena

cinematica i (i.e. el cuerpo 5i), y esta definida en la base 11i del mecanismo; finalmente, F_,; y

M,,; corresponden al vector de fuerzas y momentos inerciales del cuerpo 4i vistas desde la base
9i.

Definiendo los términos de las matrices de transformacion entre los sistemas coordenados:

9i_: Rﬂl O
ShR R
. [RI 0
" ISiR) RY

Donde:

Rﬂi = Rz(HlOlli)
Sii = Szl(X910i)
Rgi = Rz(501i + 523i + 545i)Ry(067i + 089i)
. T
Rgl = (Rgi) = Ry(_067i — G5 )R, (=80 — O3 — Ois)
Sgi = Szl(XG4i)
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Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 4i

—

Figura 28 Diagrama vectorial de la base inercial al centro de gravedad del Cuerpo 4i

A partir de la Figura 28 se puede obtener una ecuacién de lazo para determinar la velocidad y
aceleracién del cuerpo 4i.

Para determinar completamente la posicidén del centro de gravedad del cuerpo se utiliza la
siguiente ecuacién de lazo:

0 _ .0 0 0 0 0
Foai = Vo + Py + Vo + g +1gy

Derivando esta ecuacion con respecto al tiempo:

0 _\,0 0 0
Veai = Vasi T Vigi + Ve

Donde V.. corresponde al vector de velocidad del centro de gravedad del cuerpo 4i con

respecto a la base 9i. Del mismo modo, la aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 4i se
define como:

0 _ A0 0 0
Agsi =g T8z T agy
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e . 0 . .
La aceleracion relativa del centro de gravedad ag,;. con respecto a la base 9i se define como:

0 _ .0 _.0 0 0 .0
Aggir = Oy XTgg5 + Oy X (‘”4i er4i')

9i . PO . s
Para encontrar a,; bastard con establecer la siguiente relacion:

9i 9i 0
Aggi = Ro Ag i

La velocidad y aceleracion angular del cuerpo 4i con respecto a la base inercial se definieron

: 0 0 9i 9i . -
anteriormente como ®,; y @,; . Para encontrar ®,, y 0, bastara con establecer la siguiente
relacion:

9 _ i 0
0o, = Ryoy
9 _ pp9i 0
Uoy = Rp 0y,

Las ecuaciones anteriores estan definidas en la base local 9i, mientras que J,; es la matriz de

inercias del cuerpo 4i definida en su centro de gravedad con orientacidn paralela a la base local
9i. El planteamiento es similar al utilizado para definir la matriz J; .

‘]4ixx _‘J4ixy _J4ixz
'JGAi = _‘]4iyx ‘]4iyy _‘]4iyz
_‘]4izx _‘]4izy ‘J4izz

. 9i . 9 _ T
Finalmente el vector Ig,;. se define como I, = [XG4i,O, O] , con lo cual quedan

completamente definidas las fuerzas que actian en el cuerpo 4i.
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Analisis del Cuerpo 5i

La figura siguiente muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5i.

Figura 29 Diagrama de cuerpo libre del Cuerpo 5i
Con base en la Figura 29 se toma la suma de fuerzas en el Cuerpo 5i:
Fs'? + I:5Fi{ + I:5Ii =0
Donde:
I:sAi = RtliWSi
FsRi =Fys _[Ri;iiFs,ei'O]T

Fsli = [FGSi ) MOlli ]T

En este caso la fuerza de reaccion no genera un momento en la base 11i, ya que los origenes de
las bases 11i y 12i son coincidentes con la linea de accion del torsor F; .

Definiendo los términos de los torsores correspondientes a las fuerzas y momentos aplicados,
reactivos e inerciales, respectivamente:

W, =[0,0,-m,;9,0,0,0]'
.
F5,6i = I:F56xi ) F56yi , F562i M 56xi ? oM 56z ]
Fosi = _mSialelisi
Moy = _(‘]GSia:(LZ)léi + Oy X (JG5img;i ))

El torsor W, corresponde al peso del cuerpo 5i definido en la base inercial, el torsor F ..

corresponde a la fuerza de reaccion de la cruceta (cuerpo 5i) sobre la junta rotacional de la junta
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de Hooke del lado de la plataforma movil (i.e. el cuerpo 6i) definida en la base 12i del mecanismo;

finalmente, F

ssi Y Mgy, corresponden al vector de fuerzas y momentos inerciales del cuerpo 5i

vistas desde la base 11i. Como puede notarse, en este caso no existen momentos asociados a las
fuerzas inerciales debido a que el centro de gravedad del cuerpo 5i estd en el origen de la base
11i, por lo cual su brazo de palanca es nulo.

Definiendo los términos de las matrices de transformacion entre los sistemas coordenados:
RSli = RZ (501i + §Z3i + 545i)Ry(067i + 689i)Rz (HlOlli)
i T
R%)l = (Rfli) = Rz (_91011i)Ry(_967i - 989i)Rz (_501i - 523i - 545i)
Ri; = Ry(01112i)

Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 5i

A partir de la siguiente figura se puede obtener una ecuacidn de lazo para determinar la velocidad
y aceleracién del cuerpo 5i:

-

Figura 30 Diagrama vectorial de la base inercial al centro de gravedad del Cuerpo 5i

Para determinar completamente la posicién del centro de gravedad del cuerpo se utiliza la
ecuacion de lazo:
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0o _ ,O0 0 0 0 0 0
r-GSi - r-12i + IF34i + r56i + r78i + r910i + r-GEi'

Derivando esta ecuacion con respecto al tiempo:

0 0 0 0

_ 0
G5i V34i + V78i + V910i +V

\4 G5i'

Donde VZSi. corresponde al vector de posicién del centro de gravedad del cuerpo 5i con respecto
a la base 11i. Esta velocidad es cero, dado que se encuentra en el mismo punto, por lo cual:

0 _\,0 0 0
Vasi = Vasi + Vg T Vg

La aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 5i se define como:

0 _ .0 0 0
Agsi = gy T 875 + gy

11 < PR . 4
Para encontrar ag,; bastard con establecer la siguiente relacion:

11i _ pllig0
Agsi = Ro Agsi

La velocidad y aceleracion angular del cuerpo 5i con respecto a la base inercial se definieron
f 0 11i 11i , . .
anteriormente como ®g; y agi . Para encontrar moéi y aogi bastard con establecer la siguiente

relacion:
Ui plli .0
055 =Ry 0y
1 _ plli 0
a55 = Ry ag

Las ecuaciones anteriores estan definidas en la base local 11i; J,,; se define en forma similar a las

5i
matrices de inercias de los cuerpos anteriores.

‘J5ixx _‘J5ixy _‘]5ixz
‘JGSi = _‘]5iyx ‘J5iyy _‘Jsiyz
_‘]Sizx _‘Jsizy ‘]5izz
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Analisis del Cuerpo 6i

La Figura 31 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 6i.

Figura 31 Diagrama de cuerpo libre del Cuerpo 6i

Con base en la figura anterior se toma la suma de fuerzas en el Cuerpo 6i
A R |
R +F +F; =0
Donde:

FeAi\ = Q%)Ziwei
FeFi = Fs,si - lAziiFG,Pi

Feli = [FGBi’MOlZi ]T

Definiendo los términos de los torsores correspondientes a las fuerzas y momentos aplicados,
reactivos e inerciales, respectivamente:

W, =[0,0,-m,,g,0,0,0]
T
F6,pi:|:F6pxi’F F 07M6pyi’M6pzi:|

6pyi? " 6pzi’
B 12i
FG6i = —Mg;Agg

_ 12i 12i 12i 12i 12i
Mowi = _(JGGiaOGi T W X (Jesi‘”oei ) + Xgeir X (mGiaG6i ))

El torsor W, corresponde al peso del cuerpo 6i definido en la base inercial, el torsor F, ,,

corresponde a la fuerza de reaccidn de la junta rotacional de la junta de Hooke del lado de la
plataforma movil (i.e. el cuerpo 6i) sobre la plataforma mavil (i.e. el cuerpo p), y estd definida en

la base Ai del mecanismo; finalmente, .., y M,,,; corresponden al vector de fuerzasy

momentos inerciales del cuerpo 6i vistas desde la base 12i.
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Definiendo los términos de las matrices de transformacion entre los sistemas coordenados:
B 12i
120 RAi 0
Al T el2ip12i 12i
_SAi RAi RAi
B 12i
12i Ro 0
0 7| cRkipl2i 12i
_So Ro Ro

Donde:
Rfii = Rx(01213i)
SlAziI =35,1(X4)
szi =R, (i + 65 + 94si)R y (Oszi + Gpi )R, (G10)R y (6r1121)
i T
R%JZ = (R:(L)Zi ) = Ry (_Hmzi)Rz (_glolli ) R y (_967i - 089i ) Rz (_501i - 523i - 545i)
S:(L)Zi = Szl(XAi)
Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 6i

A partir de la Figura 32 se puede obtener una ecuacién de lazo para determinar la velocidad y
aceleracién del cuerpo 6i.

Para determinar completamente la posicién del centro de gravedad del cuerpo se utiliza la
siguiente ecuacion de lazo:

0 _ 0 0 0 0 0 0
rG6i - r12i + r34i + r56i + r78i + r910i + rG6i'

Derivando esta ecuacidn con respecto al tiempo:

0 0 0 0 0
Vaei = Vasi T Vzgi T Vaioi + Vasir

0 . . .
Donde V. corresponde al vector de velocidad del centro de gravedad del cuerpo 6i relativa a la
base 12i. Del mismo modo, la aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 6i se define como:

0 _ A0 0 0 0
a'GGi - a34i + a78i + anOi + a'GGi‘
La aceleracion relativa del centro de gravedad agsi. con respecto a la base 12i se define como:

0 _ 0.0 0 0.0
Ageir = Ugj X I + Wy X((‘)ai XrGGi')

12i . L .
Para encontrar g, bastard con establecer la siguiente relacion:

12i _ 12i,0
Agei = R0 Agei
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La velocidad y aceleracion angular del cuerpo 6i con respecto a la base inercial se definieron
f 0 0 12i 12i . . .
anteriormente como @; y @, . Para encontrar @ Y @qg; bastara con establecer la siguiente

relacion:
12 yp12i. .0
Opg = Ry 0
12i _ p12i .0
a5 =Ry g

Las ecuaciones anteriores estan definidas en la base local 12i, mientras que J, es la matriz de

inercias del cuerpo 6i definida en su centro de gravedad con orientacidn paralela a la base local
12i, y estd definida de la siguiente manera:

‘]Gixx _J6ixy _‘]Gixz
Jeei = _‘]6iyx ‘]Giyy _‘]Giyz
_‘JGizx _‘]Gizy ‘JGizz

. 12i . 12i T
Finalmente el vector rgg;. se define como rgg. = [Xeﬁi,O, O] , con lo cual quedan

completamente definidas las fuerzas que actian en el cuerpo 6i.

Figura 32 Diagrama vectoria-l de la base inercial al centro de gravedad del Cuerpo 6i

67
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Analisis de la plataforma movil (Cuerpo P)

La Figura 33 muestra el diagrama de cuerpo libre de la plataforma mavil (Cuerpo P).

Fe,p2

Figura 33 Diagrama de cuerpo libre de la plataforma mévil (Cuerpo P)

Con base en la figura anterior se toma la suma de fuerzas en el Cuerpo P
Fr+F +F, =0
Donde:
F'=Q) . F. +Qf W, +Qf W,
FpR = iQKiFﬁ,pi
in

| T
F, =[FGp,Mop
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Ademas defiendo los elementos del torsor de fuerza inercial:

Fep
Mo

— — p p
=F,+F. =—(m,ag, +ma)
=M, +M,

p
(5.5)

- _ p p p p p
M, = (Jep%p +0g, X(JGp(l)Op)+er. ><(mpaGp ))

— p p p p p
Mc - _(‘]chOc T g, X (JGcmOc)+ch' ><(mcaGc ))

El conjunto de ecuaciones (5.5) esta definido en la base local (ip,jp, kp). Las matrices JGp y Jae
son las matrices de inercia del plato movil y de la carga respectivamente, se encuentran en la
misma base local y su planteamiento es similar al utilizado para definir la matriz J g3 .

Ademas:

W, =[0,0,-m,g,0,0,0]
W, =[0,0,-m.g,0,0,0]'
M, M, |

ex? Vley?

F,=|F,.F,.F

ex’? ez’

M

Los torsores Wy W, corresponden al peso de la plataforma movil p y la carga c definidos en la

base inercial, el torsor F. corresponde a las fuerzas y momentos externos aplicados sobre la carga

e

a mover.

Por otro lado se tiene:

> | RS 0]
QOve: SP R?P RP?
| P00 0|
. _| RS ]
Qo,c: Sp Rp Rp
| 200 0 |
., [ R0
Qo = SP R? R?
| 20,p" 0 0
RE 0
p _ Ai
Qu = SPRPRP
L~ AT CAI Ai
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Las matrices de rotacion antes definidas son:

R} =R,()R,(OR,(#)
Re=(R%) =R,(-AR,(-OR, ()
R/;i = Rz(51415i)

p

RA = (RAi )T =R, (~0.4151)

También:
S6e =S(Xe, Yer Ze)
Sg,c = S(XGC’ ch’ ZGC)
S6.p = S(Xep: Yopr Zap)
T
S/gi = Rz(51415i) Sx (_XAi ) Rz(51415i)
Donde Sg'e, Sg,c, Sg,p , Slﬁi , estan definidas en la base p. Estas matrices antisimétricas estan

: e __ T p _ T p _ T p
asociadas con los vectores 1y =[X,, ¥, 2], I =[Xoes Yoer Zael + Wy =[Xepr Yopr Zap] ¥ Tais

respectivamente.

Aceleracion del centro de gravedad de la Plataforma Movil

Para determinar completamente la posicién del centro de gravedad del cuerpo se utiliza la
siguiente ecuacion:

0 0 0
Fop =T, + 1y (5.6)
Donde:
o T
rp _I:Xp’yp’zp:l
0o _ 0,-p
Mo = Ryl
p T
er' = I:XGp'1 pr" ZGp':'
Derivando la ecuacién (5.6) con respecto al tiempo:
0o _,0 0 _,0 0 0
Vg, =V, + Vg, =V, +@g XTI,

Donde:

0 _ . . . T
Vp _I:Xp’yp’zp]
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Ademas, el vector de velocidad angular mgp del plato movil se define como:
0 _ . -3.0 20 70
O¢, =YK, +0Oi + gk,
La aceleracion del centro de gravedad de la plataforma movil se define como:
0 _ 40 0 _ 40 0 0 0 0 0
ag, =aj +ag, =a) +ad xrg, + 04, x (0, xr, )
Donde:
0 T §
ap _[Xp’yp’zp]
El vector de aceleracién angular del plato mévil se define:
0, =, + 0y +a
Donde:

0 _ 10
ay/ _l//ko

0 _ }3:0 0 0
a, =0ix+o, x0,

0 7,0 0 0 0
a, =gk, +(0)y, +m9)><co¢
Las velocidades y aceleraciones enunciadas pueden encontrarse en las ecuaciones (4.7) y (4.15).

Para encontrar la aceleracion del centro de gravedad de la carga se plantean ecuaciones de lazo
similares a las utilizadas para la plataforma:

71

0 0 0
o =T, + 15 (5.7)

Donde:
0 _ pO0,p
Moo = Rylae
P T
ch' - [XGC'1 ch" ZGC']

Derivando la ecuacién (5.7) con respecto al tiempo:

0

— 0 0 _,0 0 0
Vg =V, + Vg =V, +@g XTg.. (5.8)
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Si consideramos que el cuerpo a mover es rigido, entonces la velocidad y aceleracién angular del
centro de gravedad de la carga serdn iguales a las de la plataforma movil.

0 _ 0

('OOc - (DOp (5 9)
0 _ 0 ’
aOc - aOp

Sustituyendo (5.9) en (5.8):

0

_\,0 0 0
Vg =V, + g, XTg,

La aceleracion del centro de gravedad de la carga se define como:

al =a’+al.

0

_ 0 0 0 0
=a, + 0o, XTI + O, X(O)Oc Xch')

0

0
p
0
p
_ A0 0 0 0 0

= ap +0“Op Xch' -0-(1)Op X ((Dop XI’GC.)

Para encontrar ag, v ag, bastard con establecer la siguiente relacién:
P _RPy°
a‘Gp - ROaGp
P _RPg0
Ag = ROaGc

La velocidad y aceleracion angular de la plataforma con respecto a la base inercial se definieron
anteriormente como moop = 0)(; y agp = a?). Para encontrar cogp y agp bastard con establecer la

siguiente relacion:

P _ QPO
g, =Ryog,

P _RPyO
(le—RO(le

Finalmente la velocidad y aceleracién angular de la carga con respecto a la base inercial se define
como:

ch = wGp
P _ 4P
aGc - aGp

Las ecuaciones anteriores estan definidas en la base local p, mientras que Jg, y Jg. son

respectivamente las matrices de inercias de la plataforma mévil y de la carga definidas en su
centro de gravedad con orientacion paralela a la base local p, y estan definidas de la siguiente
manera:
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J pXX —J pXy —J pxz
Joo = oy iy
—J pzx —J pzy J pzz
oo oy e
Joe = e Joy I
dx oy

Resolucion del sistema de ecuaciones

Las ecuaciones desarrolladas en este capitulo han servido para plantear un sistema lineal de
ecuaciones, en el cual los valores asignados en los coeficientes dependen de la resolucidn previa
de la cinemdtica inversa del mecanismo; es decir, los valores de posicidn, velocidad y aceleracion
de los centros de gravedad de los eslabones de las cadenas cinematicas abiertas.

Los valores a calcular dadas las ecuaciones planteadas son los siguientes:

Fuerzas Activas Ti , Fi

Fuerzas Reactivas Flj2i , le3i , F3’4i , F4,5i , |:5’6i ,

I:G,Pi

En el caso particular de la resolucidn estatica, el calculo de las fuerzas activas y reactivas involucra
solamente el conocimiento previo de la resolucién cinematica de la posicidn; mientras que en la
resolucion dindmica se requiere el célculo previo de la velocidad y aceleracion de los centros de
gravedad de los cuerpos de la cadena cinematica.

De la informacidn anterior se determina lo siguiente:

e las llamadas Fuerzas Reactivas son vectores que representan fuerzas en tres ejes
coordenados y momentos en estos mismos ejes; en total, seis dimensiones.

e Dependiendo de la articulacién unida al cuerpo en estudio, una o mds de las fuerzas o
momentos de las Fuerzas Reactivas adquirird un valor tedrico de cero, pues se supone
gue no existe friccién entre las superficies de dos cuerpos en contacto.

e Para un movimiento lineal unidimensional entre dos cuerpos adyacentes no existira
una fuerza de reaccién en alguno de los ejes coordenados; del mismo modo, para una
rotacion simple uno de los momentos adquirira un valor nulo.

Para el caso particular del mecanismo analizado en este trabajo, sélo se consideran
desplazamientos y rotaciones en una dimensidn, por lo que el conteo total de variables y
ecuaciones se realiza de la siguiente manera:

e Elnuimero de cuerpos en movimiento en una cadena cinematica abierta es de cinco
elementos (desde el cuerpo 2i hasta el cuerpo 6i).
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e Existen tres cadenas abiertas para este mecanismo paralelo, por lo que el nimero de
cuerpos moviles resultara de la multiplicacidon del nimero de cuerpos en una cadena
cinematica abierta por el nimero de cadenas cinematicas abiertas (el total es de 15
cuerpos).

e La plataforma movil es otro cuerpo en movimiento, con lo que el nimero total de
cuerpos en movimiento es de 16.

e Para cada cuerpo en movimiento se escriben seis ecuaciones, por lo que el nimero de
ecuaciones total es de 96.

Por su parte, el nUmero de variables desconocidas se contabiliza de la siguiente manera:

e Entre dos cuerpos adyacentes sélo ocurre un movimiento relativo en una dimension,
por lo que los vectores correspondientes a las fuerzas reactivas tendrdn cinco
componentes desconocidas y una componente nula.

e Elnumero de vectores de fuerzas reactivas en una cadena cinematica abierta del
mecanismo es 5; si se considera ademas el vector de restricciones del cuerpo 6i con la
plataforma mavil, el nimero total de vectores en una cadena cinematica abierta es de
6.

e Elnumero total de vectores de fuerzas de reaccién resulta de la multiplicacion del
numero de vectores de fuerzas de reaccién en una cadena cinematica abierta por el
numero de cadenas cinematicas abiertas, con lo cual se obtienen 18 vectores.

e Cada vector contiene cinco variables, por lo que el nimero total de variables en los
vectores de las fuerzas de reaccion es de 90.

e Por cada cadena cinematica abierta hay dos fuerzas activas correspondientes a los
actuadores lineal y rotacional de la cadena cinematica. En total se tienen otras 6
variables contabilizando las de las 3 cadenas cinematicas.

e Sumando el nimero de variables correspondientes a los vectores de fuerzas reactivas
y a las fuerzas en los actuadores, se observa que el total es de 96, igual que el nimero
de ecuaciones.

Como puede observarse, el método de Newton nos llevd al planteamiento de un sistema con el
mismo numero de ecuaciones que incdgnitas. Mas aln, el sistema es lineal, ya que se aprovecha el
calculo previo de la cinematica del mecanismo.

En el caso del analisis estatico, el nUmero de ecuaciones se mantiene sin alteracién, y de hecho las
ecuaciones son parecidas. En cuanto a las variables, el término extra de las fuerzas inerciales en la
resolucidn dindmica, no incorpora nuevas variables, por lo cual este nimero también permanece
inalterado. Esto nos lleva a seguir adelante con la investigacidn para justificar la evaluacidn
estdtica en lugar de la dindmica.

Los resultados de la resolucidn de los sistemas de ecuaciones para el planteamiento estdtico y
dindmico se muestran a continuacién. Las caracteristicas del movimiento estudiado son las
siguientes:

e Movimiento en linea recta de aproximadamente 374 mm con cambio de orientacién
minimo.

e Para el primer caso se considera un tiempo suficientemente largo de 10 s (movimiento
cuasiestatico).
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e Paralos demas casos se consideran movimientos mas rapidos (la misma distancia y
cambio de orientacidn, pero un tiempo menor).

e Se utiliza un perfil quintico para los desplazamientos.

e Para detalles sobre la construccidn de la trayectoria, consulte el Apéndice 3.

Los resultados arrojados en el calculo de la fuerza del motor lineal se muestran en la Figura 34:

Esftatica Estatica
0 — 0 [ — | =statica
Z Dingmica z 7 Dinamica
© 4
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Figura 34 Fuerzas estatica y dinamica en un motor lineal ante diferentes velocidades (observe el tiempo
que toma el mismo movimiento para las diferentes representaciones en el eje horizontal)

Como puede observarse, el calculo de la fuerza en el motor lineal bajo el anilisis estatico (en linea
continua) no se ve alterado en su magnitud por un cambio en la velocidad en que se ejecuta el
movimiento (ver el eje horizontal en las tres graficas). Esto se debe a que en su calculo no se
incluye el término correspondiente a las fuerzas inerciales, y sélo se considera la posicién de los
cuerpos del mecanismo. Por otro lado, el comportamiento de las fuerzas bajo un enfoque
dinamico (en linea discontinua) se ve distorsionado al aumentar la velocidad del movimiento. Esto
se debe a que las fuerzas inerciales dependen de la primera y segunda derivadas de la posicion;
por ello, mientras mayor es la velocidad (y consecuentemente la aceleracidn) la diferencia entre
ambas curvas crece.

Lo anterior justifica la aplicaciéon del analisis estatico para el movimiento a bajas velocidades; el
tipo de aplicaciones que podrian utilizar este analisis va desde el maquinado de piezas hasta el
posicionamiento y orientacion de plataformas. Sin embargo, las aplicaciones de alta velocidad
como las de tomar y colocar (pick and place) requerirdn la utilizacién de un lazo de control en el
cual se calculen las fuerzas mediante la solucién dindmica.

Un enfoque diferente en el control de este tipo de sistemas consiste en la utilizacion de las curvas
de la dindmica s6lo como un paso intermedio en la eleccion de los servomotores. Como se sabe,
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esta tecnologia es capaz de manejar potencias muy altas con una gran precision en el seguimiento
de trayectorias, con lo cual el control se percibe redundante.

A continuacidn se muestran las curvas de las fuerzas y los torques de los actuadores obtenidos a
partir del analisis estatico y dinamico.
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Figura 35 Fuerzas estaticas y dinamicas en los actuadores lineales
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Figura 36 Torques estaticos y dinamicos en los actuadores angulares
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En este punto se ha obtenido al solucién dindmica del mecanismo en cuestién, lo cual se requiere
como punto inicial para el dimensionamiento de actuadores, elementos de construccion de las
barras cinematicas y planteamiento de algunos esquemas de control. Con esta informacién se
ultimo objetivo del trabajo de investigacion.

cumple cone






Conclusiones

En este trabajo se propuso la utilizacion de un mecanismo paralelo parcialmente desacoplado con
la finalidad de simplificar la descripcidn cinematica y dindmica para mejorar su desempefio en
tiempo real. En la introduccidn se plantearon los siguientes objetivos:

1. Se mostrard geométricamente el efecto de desacoplamiento en un mecanismo paralelo
con mas actuadores que cadenas cinematicas independientes

2. Se obtendrd la solucidon numérica y la solucién analitica de la posicién del mecanismo bajo
estudio

3. Se demostrara como puede aprovecharse la geometria de desacoplamiento para realizar
el calculo de la posicién del mecanismo en tiempo real

4. Se generara un analisis cinematico vectorial completo para obtener la descripcion
completa de las posiciones de las juntas de eslabones, asi como sus velocidades y
aceleraciones lineales y angulares

5. Se propondrd la solucion dindmica por el método de Newton para el mecanismo
investigado

El primer objetivo fue alcanzado durante el planteamiento de la solucién analitica de la posicion,
abordada en el Capitulo 3, donde se mostré que existe un vector, cuyo calculo simplifica el analisis
cinematico al dividirlo en dos partes: a) la obtencidn de la coordenada articular correspondiente a
la traslacion y b) la obtencidn de la coordenada articular de la rotacién actuada.

El segundo objetivo se alcanzé al final del tercer capitulo, con la solucién numérica y la solucién
analitica completas.

Para el tercer objetivo, se explicé el funcionamiento de un controlador contemporaneo, el
procesamiento por capas y los elementos que las integran; luego se explicaron algunas
caracteristicas puntuales de los sistemas electrénicos reconfigurables (FPGA), asi como de los
sistemas operativos en tiempo real. Dada la solucién analitica de la posicidén del sistema mecdnico,
se concluyd que el controlador podria calcular las ecuaciones de posicién en una capa de bajo
nivel, mientras que para la solucién numérica precisaba la utilizacién de una capa de nivel medio,
con lo que se podria dejar el control del mecanismo en las funciones de bajo nivel y utilizar las
capacidades de procesamiento de nivel medio para otros calculos, como el monitoreo del proceso,
sistemas de vision, etc.

El cuarto y quinto objetivo se lograron en los capitulos 4 y 5, respectivamente.

Ademads de estos objetivos, al final del ultimo capitulo se mostré que el andlisis dinamico puede
ser reemplazado en muchos casos por un analisis estatico que elimina los términos de fuerzas
inerciales generalizadas, lo cual simplifica las operaciones y puede ser Uutil en esquemas de control
particulares que requieren de las fuerzas y torques en los actuadores.

Para el trabajo futuro se propone los siguientes puntos:
1. Generar la sintesis cinematica del mecanismo actual, de modo que las dimensiones de los
eslabonamientos sean coincidentes con un espacio de trabajo particular
2. Estudiar la factibilidad de generar un mecanismo con base inercial en forma de circulo (en
lugar del tridngulo utilizado actualmente). Este arreglo podria ser capaz de generar
espacios de trabajo mejor delimitados, mientras se mantiene la simplicidad de andlisis que
nos brinda el desacoplamiento de los actuadores lineales y angulares.
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Conclusiones

Realizar el andlisis cinematico y dindmico del mecanismo tipo 3-PRRS planteado por (Jin,
Chen, & Yang, 2009)

Realizar una optimacién global para el movimiento simultaneo de todas las cadenas
cinemadticas independientes en un mecanismo con base en dos eslabonamientos de tres
barras, como fueron propuestos por (Koganezawa & Kinoshita, 2001); dicho mecanismo
podria considerar optimaciones locales en el caso de que se disefie para movimientos con
amplio espacio de trabajo y bajas velocidades (dada la carga computacional que
representa el calculo de la posicidn y su optimacidn a través de métodos numéricos)
Explorar en el mecanismo paralelo desacoplado la utilizacidn activa de las redundancias
generadas al realizar movimientos que requieren menos de 6 GDL (por ejemplo, la
utilizacion de 1 GDL adicional que se genera cuando se requieren sélo 5 GDL para la
realizacién de una tarea particular)



Anexo 1

Tipos de Redundancias

Entre los diferentes tipos de redundancias que pueden utilizarse para los robots paralelos se
encuentran las enunciadas por (Pierrot, Parallel Mechanisms and Redundancy, 2002):

Redundancia cinemadtica. Al menos uno de los mecanismos de cadena cinematica abierta (CCA)
tiene un nimero mayor de grados de libertad (GDL) que el necesario. Este tipo de redundancias
puede utilizarse para extender el drea de trabajo.

Redundancia de actuadores. E| efector final esta sobre restringido por los actuadores. Esta
redundancia es principalmente utilizada para evadir singularidades.

Redundancia de medicion. El nUmero de sensores es mayor que el nimero de pares cinematicos
actuados. Esta redundancia sirve para resolver el problema cinemadtico directo, para reducir
errores de posicionamiento y para la calibracién del robot.

Aunque estas redundancias no son diferentes de las enunciadas para los mecanismos de tipo serial
(Nakamura, 1991), el trabajo de (Pierrot, Parallel Mechanisms and Redundancy, 2002) muestra de
una forma muy simple la aplicacion de las redundancias en el mecanismo paralelo de menor
complejidad estructural; las redundancias antes enunciadas pueden verse en la Figura 37.

En los mecanismos de 9 GDL y de 12 GDL (Figura 39) se utilizan tres redundancias cinematicas, ya
gue cada una de las cadenas cinematicas independientes tiene mas grados de libertad de los que
necesita para el movimiento del mecanismo.

'» ) ] —e \

Figura 37 Tipos de redundancias para los manipuladores paralelos. A la izquierda se muestra la
redundancia cinematica, donde hay mas actuadores de los necesarios en una cadena abierta; al centro la
redundancia de actuadores con el efector final sobre restringido; a la derecha la redundancia de sensores,
con medicidén de longitud y dngulo, importante para definir la postura, reducir errores de posicionamiento

y calibrar el robot
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Anexo 2

Propuesta del doble eslabonamiento
de tres barras

En el Capitulo 2 se planted la utilizacién de mecanismos de cinco barras que se generaron a partir
del eslabonamiento de dos mecanismos de tres barras, como se muestra en la Figura 38. En ese
capitulo se establece que los mecanismos generados tienen 9 y 12 GDL para eslabonamientos de 3
y 6 cadenas cinematicas independientes, respectivamente. La justificacion de estas afirmaciones
se logra mediante la férmula de Griibler, como se detallara mas adelante.

El eslabonamiento generado cuenta con tres actuadores, dos deslizadores pasivos, una junta
rotacional pasiva y cinco barras. Los primeros dos actuadores estan situados en la base del
mecanismo, y uno mas es paralelo al primer deslizador en 5 (ver la Figura 38); para calcular la
movilidad de los mecanismos planos utilizamos la férmula de Griibler, como se muestra en la
misma figura. A partir de este analisis, se demuestra que el mecanismo es redundante por si
mismo (tiene 3 GDL para un mecanismo que soélo necesita adquirir una posicién en el plano). Este
efecto tendra repercusiones al analizarlo en conjunto con las otras cadenas cinematicas
independientes de un mecanismo paralelo.

GDL=
GDL=
GDL=3

Figura 38 Analisis de movilidad de una cadena cinematica independiente. En azul se seialan los cuerpos
considerados, mientras que en rojo se marcan los pares cinematicos. Se consideran tres gados de libertad
por cada cuerpo, debido a que el desplazamiento de cada eslabdn esta contenido en un mismo plano

Al juntar los mecanismos de cinco barras para disefiar un mecanismo espacial se dio lugar a dos
topologias similares, como se muestra en la Figura 39; en el primer caso se trata de un mecanismo
con tres cadenas independientes de cinco barras cada una, mientras que en el segundo se utilizan
seis arreglos de este tipo; en ambos casos se incluye una junta rotacional en su base, de modo que
puedan describir trayectorias espaciales con poca restriccion.
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En el modelo de tres cadenas se precisan tres actuadores por cada arreglo plano, mientras que el
de seis requiere de dos actuadores en cada uno de estos arreglos, como se encontrara en el
analisis de movilidad. La manera en que se forma el arreglo es agregando una junta rotacional en
la base de cada uno de los arreglos planos, de modo que cada cadena cinematica independiente
adquiera 4 GDL y pueda describir de manera individual un espacio de trabajo de dos esferas
concéntricas. El mecanismo cierra su lazo mediante la unién de las cadenas independientes con la
plataforma madvil mediante juntas esféricas.

Figura 39 Mecanismos propuesto con redundancias cinematicas; a la izquierda se muestra el mecanismo
redundante con tres cadenas cinematicas independientes y 9 GDL; el mecanismo de la derecha tiene seis
cadenas cinematicas independientes y 12 GDL

Analisis de movilidad de los conjuntos

Como se habia comentado, para cada brazo existen 4 GDL, de modo que al hacer un arreglo den
patas sobre una superficie tendriamos 4 X n GDL; sin embargo, al unir las cadenas cinematicas en
una plataforma mavil se definen restricciones cinematicas de la siguiente manera:
e Para la primer cadena no existen restricciones, de modo que tenemos los 4 GDL originales
de la cadena (no se restringen)
e Parala segunda cadena la posicidn de su junta esférica se encuentra delimitada por una
esfera alrededor de la junta de la primera cadena, de modo que se restringe 1GDL
e Para un tercer brazo, la posicién que puede tener su junta esférica esta delimitada por la
interseccion de dos esferas, de modo que se restringen 2 GDL
e Paralas demds cadenas se restringe totalmente la posicion, de modo que se tienen 3GDL
menos para cada una.

De esta manera se puede determinar que sera necesario utilizar tres actuadores por cada brazo
cuando se utilizan tres brazos, y dos actuadores si se utilizan seis; el arreglo para seis brazos sera
de tres conjuntos de dos brazos tan juntos como sea posible, por ser un conjunto con grandes
ventajas cinematicas, similar al analizado por (Zhang, Duffy, & Crane, 2000).



Anexo 3

Generacion de Trayectorias

El movimiento de un cuerpo en el espacio consiste de dos partes. Una trayectoria en el espacio
que sigue un punto del cuerpo (el centro de gravedad o el érgano terminal de un manipulador) y la
orientacién angular del cuerpo. Ambas partes deben satisfacer condiciones de posicion, velocidad
y aceleracién lineal y angular, respectivamente, y deben ser realizadas en un tiempo determinado.
A continuacidn se desarrollan la trayectoria lineal y angular del cuerpo en funcién del tiempo con
un perfil de velocidad quintico.

Trayectoria lineal

Se define la curva en el espacio como una recta para el movimiento a seguir por un punto del
cuerpo.

M

X
Figura 40 Trayectoria recta

La ecuacidn vectorial de posicién se define a partir de la figura anterior:

R=Q+S
R=Q+su

Donde S es la magnitud del vector S y U es el vector unitario que define la orientacién de S.

Para definir R en funcidn del tiempo, se requiere que la magnitud S cambie con respecto al
mismo, es decir:

R(t)=Q+s(t)u (9.1)
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A partir de la ecuacion (9.1), las ecuaciones vectoriales de velocidad y aceleracién se definen como
la primera y segunda derivada respecto al tiempo:

V(t)=3(t)u 02
9.2
A(t)=5(t)u
Donde Q y U no varian respecto al tiempo, ya que estén definidos por puntos fijos en el espacio.

La magnitud S(t) debe satisfacer condiciones iniciales y finales de posicién, velocidad y

aceleracién; es decir, debe satisfacer 6 condiciones, segin se muestra en la siguiente figura:

hy e

t[s]

t t[s] 1

Bmax[™ PR

s"

“Bmax O
to t[s] tr
Figura 41 Graficas del perfil quintico para posicion, velocidad y aceleracion

La primera grafica indica el cambio de magnitud del vector S, que ird variando de 0 para un
tiempo inicial t, hasta h para un tiempo final t,, t, y t; son definidos de manera arbitraria,

donde h =||S||

La segunda grafica es la rapidez con que la magnitud del vector S cambia respecto al tiempo. Es
decir, es la rapidez con que realiza el traslado del punto p; a p;, para un tiempo inicial t;y un

tiempo final t, .

La tercera grafica es el cambio de la rapidez (aceleracién) con que la magnitud del vector S
cambia respecto al tiempo, para un tiempo inicial t; y un tiempo final t, .
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Para satisfacer las 6 condiciones se empleara un polinomio de quinto grado, ya que éste cuenta
con 6 coeficientes a determinar. De esta manera se tiene:
s(t)=a, +at+at’ +at’ +at’ +at’
$(t)=a, +2a,t + 3a,t* + 4a,t° + 5a.t* (9.3)
§(t)=2a, +6a;t +12a,t* + 20a,t®
Debido a que existen condiciones iniciales y finales de velocidad y aceleracion, se obtienen las

derivadas respecto al tiempo del polinomio S(t). Para t, =t =0 el valor de 0 es asignado

arbitrariamente) se tienen las tres condiciones iniciales:

s(t,)=s(0)=0
5(t,)=$(0)=0 (9.4)
5(t,) =5(0)=0
Al sustituirlos en las ecuaciones (9.3) se obtienen:
s(0)=0=a, +a1(0)+a2(0)2 +a3(0)3+a4(0)4+a5(0)5
$(0)=0=a, +2a,(0)+3a,(0)" +4a,(0)’ +5a,(0)*
§(0)=0=2a, +6a,(0)+12a, (0)" + 20a, (0)’
Simplificando:
0=a,
0=3a
0=2a,
Finalmente los tres primeros coeficientes son:
a,=0
a=0 (9.5)
a,=0
Repitiendo el proceso para t =t; se tienen las tres condiciones finales:
s(t:)=h=[p:—p]
$(t;)=0 (9.6)
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Donde P, = (Xi, Yis Zi) y ps = (Xf VYo Zg ) son las coordenadas de los puntos inicial y final de la
trayectoria, respectivamente; la magnitud de la diferencia entre ellos representa la distancia h
gue necesitamos recorrer en la linea recta. Al sustituir las ecuaciones (9.5) y (9.6) en (9.3) se
obtiene:
3 4 5

pr — P H =at” +at +adt,

0=3at,” +4a,t,°’+5at,*

0=6a;t, +12a,t,* +20at,*

El sistema de ecuaciones resultante se expresa de la siguiente manera:

tf3 tf4 tf5 a; pr — B H
3t 4 b5t |la|=| O (9.7)
6t, 12t.° 20t.° || a 0

Al resolver el sistema de la ecuacién (9.7) se obtienen los ultimos tres coeficientes:

lp.~n]

¢

pr - pi”

15'[f—4
Gpr _g,piH

f

a,=10——

(9.8)

Sustituyendo las ecuaciones (9.5) y (9.8) en (9.3):

o2l _yglp=pl,,glp. =0l

s(t)=10

f f f
. P — B P: — B P — B
s(t):so—H ffs Htz—eso—H ftf4 Ht3+30—H ftfs Ht“
O LN ) N [

f f tf
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Finalmente, factorizando se obtienen las ecuaciones que representan el cambio de la magnitud de
la posicidn, velocidad y aceleracion en funciéon del tiempo:

3 4 5
s(t)=[p. - p| 205 +-15-5+6

f f f

t? t® t*

s(t)=p, - p‘”_30tf_3_60tf_4+30tf_5_ (9.9)
i 2 3

5(t)=|p, - p| aotia—lsott—4+1zott—5
B f f f

Donde t es el tiempo transcurrido desde el inicio del movimientoy t; es el tiempo total en que se

realiza el movimiento. Reescribiendo las ecuaciones (9.1) y (9.2) en funcidon de los puntos de la
recta:

R(t)=Q+s(t)u=p, +s(t)-(ﬁ

V(t):S(t)u:S(t)H (.10)

A(t):'s'(t)uz's'(t)M

pr - pi”

Sustituyendo el conjunto de ecuaciones (9.9) en el conjunto de ecuaciones (9.10) se obtienen
finalmente las ecuaciones vectoriales de posicidn, velocidad y aceleracidon que debe seguir la
plataforma movil:

t? tt
R(t)=p, +{10t—3+—15—4+6t—5}(pf -p;)

f f f

DO PPN S
V(t)=| 305605 +30— (b —p) (9.11)

f f f

ot t? £
A(t)= 60t—3—180t—4+120t—5 (b —pi)

f f f
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Orientacidn angular

Para la orientacion se sigue un procedimiento similar, aclarando que para este caso, sélo se desea
pasar de valores iniciales a finales para la posicidn, velocidad y aceleracién angular de la
plataforma mdvil, ya que no se requiere cumplir con una trayectoria particular en el espacio. Esto
conducird a las siguientes ecuaciones:

t3 t* t°
B(t)=8, +{1otf—3+—15tf—4+6tf—5}(pf -B,)
B(t)=_30i—60£+30i (B, -B;) (9.12)
t,° t.* PR A
A 2 3
B(t)= 60t—3—180—4+120t—5 (B, —B;)

f f f

Donde el vector B =(1,6,). De la misma manera B, =(v;,6,¢) v B, =(l//f .0, ,gof) se

refieren a los valores iniciales y finales.

Curvas estudiadas en los ejemplos

En los ejemplos citados en el presente trabajo de investigacion se utilizé una recta con inicio y fin
dentro de un cilindro de 500 mm de didmetro con su eje colineal al eje z de la base inercial; el
espacio de trabajo se situé entre 300 y 500 mm debajo de la base inercial, como se muestra en la
Figura 42. Los angulos en la plataforma movil se restringieron a +30°.

Plano a 300 mm
de la base
inercial

Diametro: 500 mm Plano a 500 mm

de la base
inercial

Figura 42 Espacio de trabajo considerado para un movimiento general
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