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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion, 3+1 y Estrellas Boson-Fermion

La relatividad nimerica es un area de investigacion en la cual se emplean grandes
y diversas areas de las matematicas. Por una parte, la teoria general de la relatividad
es enunciada en el lenguaje de la geometria pseudo-riemanniana, en la cual se han
descubierto una serie de fenémenos como el colapso gravitacional que necesitan tam-
bién de la topologia diferencial para poderse explicar de forma generalizada. Cabe
mencionar que gran parte del desarrollo de la geometria riemanniana, en general, ha
sido por su relacion con la relatividad general, ya que éstas son casi contemporaneas.
En si, el estudio de la geometria pseudo-riemanniana necesita del desarrollo de la
teoria de las ecuaciones diferenciales parciales, la cual es por excelencia la principal
herramienta de las matemaéticas aplicadas.

La parte numérica es generalmente menospreciada por algunos miembros de la co-
munidad cientifica arguyendo falta de rigor matematico. sin embargo, el surgimiento
del andlisis nimerico en el siglo XIX y los teoremas presentados por algunos de los
grandes matematicos del siglo XX como Courant, Jordan, Lax y Von Neuman, en-
tre otros, deberian bastar como clara evidencia del rigor matématico que tienen las
simulaciones numéricas, siempre y cuando se haya hecho el andlisis que le corres-
ponde. También es normal que algunos investigadores consideren la parte numérica
como un segundo plano, algo poco relevante en el camino para encontrar resultados,
como si se pudiera cruzar a través de ésta rapidamente para llegar a las respuestas
de los problemas planteados. Esta visién esté, en mi opinién, muy equivocada. Para
empezar, generalmente se necesita desarrollar nuevos métodos computacionales para
resolver muchos de los problemas de interés actual. Esto ha sido una constante a lo
largo de la historia de la computacion cientifica, debido a que importantes métodos
nimericos han surgido por la necesidad de resolver problemas de otras areas a través
de las simulaciones.

Atn para problemas sencillos hay que tener un conocimiento general de los métodos
numéricos empleados, ya que se llega a utilizar muchos de estos, como se hara eviden-
te a lo largo de este trabajo. Para derribar completamente la idea errada, bastan ca-
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sos como el de la colicién de dos agujeros negros en érbita realizada por Pretorius[23],
de lo cual era imposible obtener un resultado de un tratamiento analitico. También
podemos mencionar los fenémenos criticos en el colapso gravitacional descubierto
por Choptuik[10], el cual usando simulaciones numéricas realizé el descubrimiento de
un nuevo fénomeno, ni remotamente predicho por ningin andlisis teérico estandar.
Por ultimo mencionamos la investigaciéon desarrollada por el grupo de relatividad
numérica del Instituto de Ciencias Nucleares de la UNAM]J21], el cual muestra el
limite de las implicaciones del teorema de no pelo (un resultado analitico).

Especificamente el objetivo de este trabajo es la simulacién computacional de los
espacio-tiempos generados por estrellas bosén-fermién en simetria esférica. En térmi-
nos de ecuaciones diferenciales parciales es el caso de las ecuaciones de Einstein
acopladas a la ecuacién de Klein-Gordon y a las ecuaciones TOV ( Tolman - Open-
heimer - Volkoff) en simetria esférica.

Las razones para desarrollar este trabajo tienen tanto un caracter matemético como
uno fisico. Por el lado matemético, es un problema donde las ecuaciones involu-
cradas tienen muchas simetrias y en general un comportamiento conocido cuando
se esta trabajando en simetria esférica, lo cual hace de este proyecto un buen pri-
mer problema a resolver para incursionar en relatividad numérica y en el analisis
numérico, ya que no se necesita utilizar métodos numéricos complicados y es facil
desarrollarlo, pues el comportamiento de las soluciones da una primera idea si se ha
hecho bién el trabajo o no. sin embargo es un trabajo donde se requiere conocimiento
de las areas matematicas antes mencionadas y que permite desarrollarse en éstas.

La parte fisica es un poco mas atractiva en cuanto a la investigacién. Las Ecuaciones
TOV son las que describen una estrella estatica esfericamente simétrica formada por
un fluido perfecto (un fluido sin flujo de calor y sin viscosidad), esto es una buena
aproximacién inicial a la materia que constituye a algunas de las estrellas y/6 ga-
laxias visibles en el universo. Las ecuaciones TOV representan la parte fermidnica
en los datos iniciales de las estrellas de bosones y fermiones, esto es porque el fluido
esta hecho generalmente de atomos los cuales tienen protones, neutrones y electrones.
Estos pertenecen a la familia de paraticulas elementales conocidas como fermiones,
nombrados asi por tener todos espin semi-entero y obedecer el modelo estadisti-
co del fisico E.Fermi, ganador del premio Nobel. La parte bosénica corresponde a
la ecuacién de Klein-Gordon y su solucién, un campo escalar definido en todo el
espacio-tiempo, representa el comportamiento colectivo de las particulas bosdnicas.
Algunos ejemplos de particulas bosénicas son los fotones, los nucleos de helio, los
piones y los gravitones. Todos estos tienen espin entero y obedecen la estadistica de
N. Bose.

Esto es de interés ya que la materia tipo bosénica es una de las posibles candidatas
a ser la materia obscura, 5 veces mas abundante que la materia visible(fermiénica)
en el universo y la que se cree que da la estructura que permite la formacién de
galaxias en el universo[2],[20]. En conjunto las estrellas de bosones y fermiones son
un modelo que describe el comportamiento de distintos fenémenos astrofisicos como
galaxias, siendo las estrellas los fermiones y los bosones la materia obscura asi como
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una configuracién de una estrella hecha de fermiones (como todas las conocidas) y
un halo de materia obscura a su alrededor.

1.2. Notacion y Convenciones

En este trabajo se seguird las convenciones del libro de Alcubierre [6] las cuales
son las siguientes:

Las unidades de las ecuaciones que se utilizaran en este trabajo son ¢ = G' = 1 donde
c es la velocidad de la luz en el vacio y G la constante gravitacional de Newton.

Los indices de los tensores iran de 0 a 3, donde el 0 representa el indice asociado a
la coordenada temporal. Indices griegos (u, v, o, A) correrdn de 0 a 3 mientras que
indices latinos (a,b,c,d) correran de 1 a 3, es decir sélo representaran indices es-
paciales. Se utilizara la convencién de la suma de Einstein donde indices repetidos,
uno contravariante (A*) y uno covariante (B,) implican la suma sobre todos los
indices (A*B,, = AYBg + A'B;y + A%2By + A3Bs) . La signatura del espacio-tiempo
serd (—1,+1,+1,+1).

Las derivadas parciales se abreviaran como = 0, donde p quiere decir res-

0
) Ot . : :
pecto a z#. Como es usual en geometria pseudo-riemanniana la derivada covariante
(utilizando la conexién afin) se denotard V. Para las derivadas covariantes en tres

dimensiones espaciales se utilizard D; y £; serd la derivada de Lie respecto al cam-
po vectorial V. Estas seran muy empleadas en el formalismo 3+1.

Finalmente se usard una convencién més que no viene en [6], objetos geométricos

y topoldgicos serdn remarcados cuando se hable solamente del objeto matematico y
. . v

no se trate de las componentes (i.e A, sin componentes, A‘)f con componentes).

1.3. Relatividad General

La teorfa de la relatividad general postulada por Albert Einstein en 1915 [14]
supone que el espacio-tiempo es una variedad diferenciable pseudo- riemanniana
(M, g), con M una variedad Hausdorff (donde el axioma de separacién de Hauss-
dorf es vélido), sus cartas son - C*°, real y simplemente conexa. Suponemos que
dimM = 4, este valor para la dimensién es consistente con la realidad fisica ob-
servada. La parte pseudo-riemanniana corresponde a g = g, un campo tenso-
rial (0,2) que sea al menos clase C? | simétrico (e.g. gy = guu), no degenerado
(guA*BY =0V B” <= A" = 0), el cual estd globalmente definido sobre M. g fun-
ge como tensor métrico sobre M, lo que permite hablar de magnitudes en distancias
y tiempos sobre M. Al ser g el tensor métrico suponemos que este solo depende de
las coordenadas asociadas a las cartas que parametrizan a M, es decir g = g(z").
Esta definicion de g es independiente de las coordenadas elegidas. Ademéds de lo
anterior, (M, g) debe satisfacer el principio de equivalencia cuya formulacién ma-
tematica presentamos a continuacion:
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Vp € M, 3{z*} atlas coordenado de M alrededor de p tal que g|, (y}) = diag (=1, +1,
+1,+1) también conocida como la métrica de Minkowski o métrica de espacio-
tiempo plano.

Finalmente la ultima condiciéon que debe satisfacer el espacio-tiempo son las ecua-
ciones de campo de Einstein:

G = 87T}, . (1.1)

Donde G, es el tensor de curvatura de Einstein y T, es conocido como el tensor
de energia-momento, ambos simétricos (G, = G,,). Por definicién

1
G/ux = R,u,u - iR.g,uzu (1'2)

donde R, es el tensor de curvatura de Ricci:

R;u/ = RZUV y (13)
y su traza
R= RZ .
donde Rg;w es el tensor de curvatura de Riemann y se define como:
ng =0,I'3, — 8,,Fgu + FZ‘MI‘gU — I‘g‘ngu. (1.4)

Finalmente, I'}, son los coeficientes asociados a la conezion de Levi-Civita, también
conocidos como simbolos de Christoffel y se definen como:

1
ng = igaﬁ [8ug,51/ + aug/a’u - aﬁguu] ) (1-5)
los cuales de aqui en adelante son simétricos. Por completés mencionamos que g*?
es la métrica inversa y se define como g'*ga, = 6 con 6} la delta de Kronecker
entre p y v.

Por ser (M, g) pseudo-riemanniana, en ésta se satisfacen las identidades de Bianchi,
las cuales en términos de G/, se escriben:

VHG,, =0, (1.6)

lo que da 4 ecuaciones diferenciales de g,,, por lo cual, realmente se tienen solamente
6 ecuaciones de Einsten independientes entre si.

Lo anterior tiene que ver con el principio de Covariancia general, el cual postula que
las leyes fisicas deben ser expresadas de forma independiente de las coordenadas,
por lo que como se menciona en [6], una solucién a las ecuaciones de Einstein debe
entenderse como la clase de equivalencia de métricas 4-dimensionales que se relacio-
nan entre si mediante una tranfsormacién de coordenadas (una reparametrizacién

de (M, g)).
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TH fisicamente representa el flujo de la componente p del 4-momento de la materia
a lo largo de la superficie ¥ constante [24]. Fisicamente se espera que T"" se con-
serve localmente, lo que se impone como V#T,, = 0. Esto es lo que llevé a Einstein
a formular sus ecuaciones en términos de G, ya que con la igualdad entre G y T,
las identidades de Bianchi implican la conservacién local de T (conservacién local
de energia y momento).

Un tratamiento mucho mas amplio y completo de relatividad general y su trata-
miento matemético puede consultarse en [22],[29],[9],[11] y [24].

1.4. Derivada de Lie

El concepto de la derivada de Lie de un tensor es una forma de describir un
cambio en éste al cambiar de punto sobre la variedad, ya que la base del espacio
tangente a la variedad en un punto en general no es la misma en cada punto. Sea M
una variedad diferencial y sea {®;} una familia de difeomorfismos parametrizados
por t.

La Derivada de Lie de un tensor X5!L2 /'™ a lo largo de un campo vectorial V se
define como:

£ o2 m — {my (pt_1 (2511#22'/%:” ((I)(p)) — lejlll;/gzlﬁflm (p)

Vouns..vn t—0 t

donde p = f“ tal que V=Vr= %. Esto significa que p pertenece a la curva
integral de V' definida por ¢.

La ecuacién anterior se puede reescribir como:

£‘72u1u2..-um = (V@0,) SHkz-tm

Viv2...Un Viv2...Unp
— (DgVI) St — | — (9gVm) Btk
(0, V7) Sl bk (9, V) Shiteam . (18)

Para un vector U” su derivada de Lie a lo largo de V es :
LU =VoV U —UVVH = [V, U* (1.9)
y para el tensor métrico utilizando la conexion de Levi-Civita tenemos,
LoGuw =VuVu +V, V. (1.10)

Estas ecuaciones nos ayudaran mucho para las definiciones de 3+1 y la simetria
esférica. Para mas detalles sobre la derivada de Lie se puede consultar [6] y [9].

1.5. Simetria esférica

Un campo vectorial £# definido sobre (M, g) se denomina campo de Killing si :

Vo + Vi€ =0 (1.11)
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Que por definicion claramente equivale a £ g9 = 0.

Los campos de Killing definen simetrias en el espacio-tiempo y de igual manera,
si queremos que el espacio-tiempo tenga simetrias, entonces suponemos que sobre
este se pueden definir los campos de Killing que las representan. Intuitivamente
la simetria esférica es facil de visualizar, témese S?, la esfera en 2 dimensiones y
parémonos en un punto p de ésta, luego apliquemos una rotacién por el angulo polar
que nos lleve de p a q. Parados en ¢ la esfera se ve idéntica, tanto por fuera como
sobre ella a como se veia cuando estdbamos parados en p . Si ahora aplicamos una
rotacion por el dngulo azimutal que nos lleve de g a r pasard exactamente lo mismo.

Un espacio-tiempo es esféricamente simétrico si sobre él se pueden definir 3 campos
de Killing UMW, U@ y UG tales que:

oW @)=yt (1.12)
U@ v =y, (1.13)
U@ vW) =uy®, (1.14)

lo cual nos da el Algebra de Lie asociada a SO(3), el grupo de rotaciones en 3
dimensiones. Utilizaremos el siguiente resultado debido a Frobenius para incorporar
con mayor fuerza la simetria esférica del espacio tiempo.

Teorema (Frobenius) 1 Sea M wuna variedad diferencial de dimensién n. Sea
T"M un subsepacio m-dimensional de T;M(espacio tangente de M en p) con

m < n. Sea W = U T)*M. W tiene curvas integrales asociadas que forman

peEM
subvariedades m-dimensionales si¥ V*, Z* ¢ W, [V, Z]* ¢ W.

Utilizando los vectores asociados al algebra de Lie de SO(3) para generar los subes-
pacios tangentes T"M que conforman W podemos foliar al espacio-tiempo en 2-
esferas como sus subvariedades. En particular por ser las subvariedades 2-esferas se
puede probar que existen coordenadas z®, 2°, 2%, 27 tales que la métrica del espacio-
tiempo completo se puede escribir como:

ds?® = gab(m“,mb)d:cada:b + f(x%, :cb)’yl-j(xi,a:j)da:ida:j, (1.15)

con v;; la métrica de las 2-esfers en términos de las coordenadas z*, 27 .

Escogemos coordenadas (z%,27) = (0, ¢) tales que la métrica de las 2-esferas se
escribe

dQ? = db? + sin® 0 dy? (1.16)

y elegimos (2, xb) = (t,r) tales que podemos escribir la métrica del espacio- tiempo
completo como

ds® = goo(t,r)dt* + 2go,(t, r)drdt + A(t,r)dr? + r*B(t,r)dQ?, (1.17)
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que corresponde a la métrica mas general de un espacio-tiempo esféricamente simétrico|6]
y con la que ataqueremos el problema particular a resolver en este trabajo.

Para ver distintas versiones (y sus pruebas) del teorema de Frobenius, asi como re-
sultados de topologia diferencial y cdlculo en variedades ttiles para la teoria de la
relatividad y la fisica en general se recomienda al lector revisar [29]. Para ver con
mas detalle las ideas de esta seccién se recomienda [9], que muestra estas ideas con
gran claridad.

1.6. Formalismo 3+1

Si conectamos las definiciones anteriores con las ecuaciones de Einstein:

G = 8Ty,
1
G/,LV = R;uz - iRguuy
R, = RZW,
R=R!, (1.18)

RS, = 0,15, — 8,03, + 5,15, — T, .

ng = %gaﬁ [0u9pv + Ovgpu — Opgun] -
Es facil ver que las ecuaciones de Einstein son 10 ecuaciones en derivadas parcia-
les a 2ndo orden acopladas no lineales con miles de términos. Incluso en el vacio
las tnicas soluciones exactas que se conocen son las que asumen la existencia de
simetrias asociadas al espacio-tiempo. Por esto es indispensable el uso de recursos
computacionales y el andlisis numérico para encontrar soluciones mas generales. El
formalismo 341 es uno de varios caminos que se han desarrollado para formular
los problemas de relatividad general, cada uno con sus ventajas y desventajas en la
resolucion numérica de problemas.

El formalismo 341 es el mas empleado por la comunidad practicante de relatividad
numerica. Existen diversos textos que presentan el formalismo 3+1 y su desarrollo,
en este trabajo se seguird simamente de cerca el texto de Alcubierre, M. [6] y se
seguiran las convenciones de su notacién para la presentancién de 3+1. Al lector
interesado en ahondar mucho més profundo en el formalismo 341 se le recomienda
que consulte ese texto.

Las ecuaciones de campo de Einstein como han sido presentadas hasta ahora estan
escritas en forma covariante, independiente de las coordenadas (observadores). Esta
forma no distingue entre espacio y tiempo por lo que no es la expresion mas 6ptima
para resolver problemas en los que se conocen las condiciones iniciales de un sistema
y se desea estudiar la evolucién en el tiempo de éste, conocido en ecuaciones dife-
renciales parciales como el problema de Cauchy, para el cual se necesita una clara
separacion entre tiempo y espacio. El formalismo 3+1 separa al espacio-tiempo en
3 dimensiones de espacio mas 1 dimensiéon de tiempo, lo que nos permite tratar
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muchos problemas en relatividad general como problemas de Cauchy.
Para hacer la separaciéon en 3+1 necesitamos primero la siguientes definiciones :

Dominio de dependencia futura: Sea A C M, DT (A) = {eventos p € M que estdn
completamente determinados por los eventos ¢ € A }.

Dominio de dependencia pasada: Sea A C M, D™ (A) = {eventos p € M que deter-
minan completamente los eventos ¢ € A }.

Globalmente hiperbolico: Un espacio-tiempo M es globalmente hiperbdlico si 4 ¥ C
M, hiper-superficie espacialoide tal que la unién del futuro causal y pasado causal
de ésta sea el espacio-tiempo completo, es decir DT (Z)U D™ (X) = M. A ¥ se le
conoce como superficie de Cauchy.

Existen muchos ejemplos de espacio-tiempos que no son globalmente hiperbdlicos
tales como los que tienen una singularidad topolégica desnuda (i.e sin horizonte de
eventos). En adelante supondrémos que todos los espacio-tiempos de los que hable-
mos son globalmente hiperbdlicos.

Si M es globalmente hiperbdlico, se puede hacer una foliacion de éste, en hiper-
superficies espacialoides ¥’s tales que cada X sea una variedad pseudo-riemanniana
en si. A cada una de estas la relacionamos con el valor de un parametro ¢t. Notese
que t no corresponde necesariamente al tiempo medido por algin observador.

Témese dos hiper-superficies aledanas ¥; y ¥y 4;.

= Kl lapso de tiempo propio entre las dos hiper-superficies medido por los ob-
servadores que se mueven en la direcciéon normal a éstas, también conocidos
como observadores Fulerianos:

dr = a(t,z") dt . (1.19)
Donde a se le llama la funcién de lapso.

= La relacién entre las coordenadas de los observadores eulerianos y las lineas
de coordenadas constantes:

T g =) — Bt 3" dt. (1.20)
A B = /? se le conoce como el 3-vector de corrimiento.

» Cada hiper-supeficie es pseudo-riemanniana por lo que tiene su 3-métrica ;;
con la cual se pueden medir distancias propias dentro de la hiper-supericie
misma:

di* = v;; da'da? . (1.21)

La foliacién del espacio-tiempo no es tnica, es mds, la manera de foliarlo es escen-
cialmente cuestion de eleccién. Esto tambien ocurre con las lineas de coordenadas
constantes. Por esto la funcién de lapso y el vector de corrimiento son libres y se les
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conoce como funciones de norma.

En términos de estas cantidades podemos escribir las componentes del tensor métrico
g:

_ (o4 BFBy /Bi)
uv = ( 5j ij R (1.22)

y -1 2 i/ 2
g = (Bj//cov; Wij_ﬁﬁ/%j/OéQ) . (1.23)

Con esto podemos escribir el intervalo como :
ds? = (—a2 + mﬁk) dt? + 2B;dtda’ + yijdatdal. (1.24)

Sea n* el vector unitario normal a las hiper-superficies. En las coordenadas que
utilizan a 7;;, o, B podemos escribir las componentes de n* como:

n' = (1/a,—B'/a) , ny = (—a,0,0,0) (1.25)

Al ser n* unitario y normal a las hiper-superficies >’s, éste corresponde a la 4-
velocidad de los observadores eulerianos (por definicién de estos y de 4-velocidad).
En términos de g,, y n* podemos definir las cantidades anteriores, por ejemplo, la
3-métrica asociada a las hiper-superficies puede verse como la proyeccién de la 4-
métrica sobre la hiper-superficie:

Vv = Guv + NpTly (1.26)

Notese que 7, es un 4-tensor cuyas componentes temporales en coordenadas 3+1
son triviales y sus componentes espaciales son 7;; . Es muy importante aclarar que
la 3-métrica v;; tiene inversa v y que ésta en su caracter de métrica puede bajar y
subir indices de 3-tensores, es decir, de tensores con indices latinos. Para definir «
y B en términos de 77 puede hacerse algo similar.

1.6.1. Curvatura Extrinseca

Cuando uno trabaja en geometria pseudo-riemanniana, usualmente se habla de
propiedades intrinsecas de los objetos a estudiar y la curvatura dada por el tensor de
Riemman da la curvatura intrinseca de éste. La curvatura extrinseca de un objeto
es como se ve este en la variedad que estd inmerso. Para dar un ejemplo sencillo
tomemos un cilindro S x R inmerso en R? claramente tiene curvatura extrinseca
pero su curvatura intrinseca es cero.

En este caso queremos estudiar la curvatura extrinseca de la hiper-superficie X
inmersa en M. Claramente la curvatura extrinseca se define en términos de como
varia n#, el vector normal a ¥ al transportarlo paralelamente de un punto a otro
sobre Y. Necesitamos definir el operador de proyeccién a las hiper-superficies Py :

P} =6} +n'n, . (1.27)
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Con esto podemos dar la definicion formal del tensor de curvatura extrinseca:
Ky = —P)Vjn, (1.28)

Esta definicién implica que K, es simétrico e inmediatamente implica que K, n* =
K,,n" = 0 por lo que en las coordenadas del formalismo 3+1 solamente Kj; es no
trivialmente cero. Se puede mostrar que:

1
K = _§£ﬁ7,uu- (1.29)
De lo que se obtiene :
Bt 'Yij - £B”)/ij = —QOZKZ']'. (130)

Que es una ecuacién de evolucién de la 3-métrica 7;;. Nétese que esta ecuacion se
satisface en todo espacio-tiempo aun si éste no satisface las ecuaciones de Einstein,
por lo que esto es pura geometria en las coordenadas elegidas, falta las ecuaciones
de evolucién de Kj; que se presentaran en el capitulo IV.

1.6.2. Constricciones

Las constricciones de Einstein provienen de proyectar las ecuaciones de Einstein
respecto n* y al operador de proyeccion P. Las ecuaciones que obtendremos seran
independientes del tiempo, es decir que deben satisfacerse a todo tiempo (y por eso
el nombre de constricciones). Esto es a nivel analitico, a nivel nimerico debido a que
siempre hay errores asociados a las aproximaciones numéricas esto no serd cierto. Se
tendrd que vigilar como es que las simulaciones numéricas violan las constricciones
y controlar que sea de un modo esperado.

Empezemos por una variante de las ecuaciones de Gauss-Codazzi :

PP R = R+ K? — K, K" = 2G,,n"n” = 16xT,n"n"  (1.31)

Donde ®) R, K son el escalar del 3-tensor de Ricci y la traza de la curvatura extrinse-
ca respectivamente.

Definimos T),,n*n” = papy , esta es un escalar y corresponde a la densidad de
energia local medida por los observadores eulerianos.

En las coordenadas del formalismo 3+1 obtenemos finalmente:
GR+ K? — Kij K = 16mpapu (1.32)
conocida como constriccion de energia o constriccidon Hamiltoniana.

Ahora utilicese una variante de las ecuaciones de Codazzi-Mainards:

V' G, = DK — D, K" (1.33)
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Donde D, = Pﬁ V3 la proyeccién de la derivada covariante hacia la hiper-superficie.
Definimos —P*n"T,,, = j*, donde j* es la densidad de momento local medida por
observadores eulerianos y obtenemos en las coordenadas 3+1:

Dj (KY — ") = 8nj' (1.34)

Conocida como constricciéon de momento. Obsérvese que ambas constricciones no
dependen explicitamente de las funciones de norma. Esto era de esperarse ya que
las funciones de norma son relaciones entre hiper-superficies y las constricciones son
ecuaciones que se deben satisfacer en cada hiper-superficie, independienteme de las
relaciones entre éstas.

1.7. Campos Escalares

La ecuacion de Klein-Gordon nombrada asi por los fisicos Oskar Klein y Walter
Gordon, fue propuesta en 1926 con el interés de describir el comportamiento on-
dulatorio de electrones relativisitas, sin éxito ya que no contabilizaba su espin. Los
campos escalares fundamentales en la naturaleza fueron hipotéticos hasta el reciente
(no del todo confirmado) descubrimiento del bosén de Higgs por el Gran Colisiona-
dor de Hadrones a mediados de 2012, Aun que el Higgs es un campo escalar real, su
existencia puede considerarse como un paso en la direccién de los campos escalares
complejos como los que se presentaran a continuacién. Mientras tanto los campos
complejos seguiran siendo una hipdtesis.

El estudio de los campos escalares se realizé por primera vez en relatividad general a
mediados de los anos 50’s por J. A. Wheeler. Hoy en dia existen muchos trabajos so-
bre campos escalares tanto tedricos como numéricos, este trabajo seguira el desarollo
realizado en [18], cuyo acercamiento al problema es el mismo que se plantea aqui,
ademads de ser un trabajo relativamente reciente.

Un campo escalar se define como:
o(t,2") : (M, g) — F (1.35)

Donde a cada p € M se la asocia un valor sobre el campo F . Aqui se tomard a
F = C, el campo de los nimeros complejos. Si se desea el caso F = R se puede
consultar en [8].

Mas aun, supondremos que la parte temporal del campo escalar es harmomica en el
tiempo, lo que quiere decir que ¢(t, 2) = ¢g(x?)e™?, donde i> = —1 (no confundir la i
en e’ conidez’), w € Ry ¢* = dp(x?)e” ™! es su complejo conjugado (pp* = |¢]?).

El tensor de energia-momento asociado al campo escalar se deduce de la siguiente
forma:

Se define el lagrangiano £P = — (V”gbv,,qb* + m2|¢)]2) don(;e m = & tiene unidades
TB — oL

v =~ ggnv

de 1 sobre metro. Utilizando que por definicién + % g,WEB obtenemos:

1
B __
T8 =

5 [VudVid™ + Vud Vot — g (V76V00" +m?6f?)] . (1.36)
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Como se probaré en el capitulo I1I, las ecuaciones de conservacion para el tensor de
engergia-momento anterior dan la ecuacion de Klein-Gordon:

Op = m2¢ (1.37)

Donde 00 = V#V, es conocido como D’ Alambertiano 1 operador de onda.

1.8. Fluidos

Se sabe por la existencia de los dtomos que los objetos macroscopicos son un
conjunto muy grande de atomos que tienen un comportamiento colectivo. Los flui-
dos son un tipo de comportamiento colectivo y en matematicas asi como en fisica se
toma la aproximacién que los fluidos son un continuo de materia. Esta aproximacién
es en general muy buena ya que se tiene el nimero de Avogadro N4 ( 10?3 moléculas
) en un volumen de alrededor de 10~ ¥m?3 .

Esto quiere decir que trataremos al continuo en términos de elementos, estos seran
lo suficientemente chicos como para poder trabajar con ellos infinitesimalmente pe-
ro cada uno de ellos es un objeto macroscopico y tiene propiedades como presion,
densidad y teperatura que podremos asignar a cada uno de estos, donde estas pro-
piedades son los promedios estadisticos de las propiedades fisicas como la energia
vy el momento de las particulas que lo conforman. En esta aproximacion podemos
asignar estas propiedades macroscopicas a cada punto del espacio-tiempo.

Los fluidos son un tipo particular de continuo, el cual ’'fluye’, con fluir se refiere a
que el continuo practicamente no se opone a esfuerzos cortantes ejercidos por los
objetos con los que colinda. Finalmente es una condicién necesaria que el camino
libre medio de entre las colisiones de las particulas sea mucho menor que el tamaifio
del sistema.

Las ecuaciones completas que describen un fluido perfecto, estatico, esféricamente
simétrico y autogravitante en relatividad general fueron obtenidas por primera vez
por R.C. Tolman, R.J. Openheimer y su estudiante S. Volkoff en 1938, es por eso que
estas ecuaciones llevan sus iniciales como nombre (TOV). En este trabajo utilizare-
mos las ecuaciones derivadas por ellos. La estabilidad de las estrellas conformadas
por fluidos fue analizado por el premio nobel S. Chandrasekhar en 1934 y fué el
primer trabajo en indicar que existe un limite de la masa de las estrellas para que
éstas sean estables y que inevitablemente al superarlo se tendra colapso gravitacio-
nal. Aqui se realizara el mismo andlisis que Chandrasekhar.

El fluido ’perfecto’ es como se puede deducir de la definicién que dimos de fluido,
uno que no ejerce oposicién alguna a los esfuerzos cortantes y no conduce calor. En
términos de tensor de energia momento tendriamos localmente que existe un sistema
de referencia donde T% = T% = 0 cuando i # j donde T” es el flujo de energia
a través de la superficie 2° = cte, T™ es la desidad de momento z* cuya definicién
es equivalente a T% y T% es la desidad de momento z* a través de la superficie
27 = cte. En términos fisicos el fluido perfecto no tiene viscosidad ni flujo de calor.
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Entonces el tensor de energia-momento de un fluido en un sistema localmente inercial
debe verse como:

Tof‘ﬁ, local — (138)

oo o
o o Mg o
oNgo o
o o o

Donde p = T(fg la densidad local del elemento de fluido y P = Tf La presion de
elemento de fluido.

La manera de garantizar que se satisfaga esto localmente en M para algin sistema
de coordenadas es :

Tfﬁ = (p+ P)uqug + Pgap (1.39)

Podemos simplificar este tensor separando la densidad de energia en términos de su
energia cinética interna por unidad de masa € y su parte correspondiente la masa en
reposo de las particulas pg :

p=po(l+e) (1.40)

También nos es util definir la entalpia especifica del fluido A como :
h:1+€+P/p0 (1.41)

En términos de estas variables llegamos la version final del tensor de energia-momento
del fluido :

TYs = (poh)uaus + Pgag (1.42)

Aunque tenemos el tensor de energia-momento del fluido nos falta aiin una ecuaciéon
que relacione a la presién en términos de la densidad, para que el sistema de ecua-
ciones TOV quede cerrado. A esta ecuaciéon P = P(pp, €) se le conoce como ecuacion
de estado.

Utilizando la formulacién clésica de la primera ley de la termodinamica y la ecuacion
clésica de un gas ideal pV = nkT , donde pV es el trabajo realizado por el gas, k es
la constante de Boltzmann, n el niimero de particulas del gas y T' su temperatura,
se obtiene :

P = (v —=1)poe (1.43)
Que se puede mostrar que para un proceso adiabatico equivale a :
P =kp] (1.44)

Donde v = C,/Cy es el indice adiabdtico y k es una constante y al ser asi el fluido
que describe es isentropico, es decir tiene la misma entropia en todo punto de M .
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Para deducir las ecuaciones TOV, tenemos un espacio-tiempo estatico esféricamente
simétrico cuya fuente es un fluido perfecto, veremos en el capitulo III y IV que
la conservacion local de energia-momento V”’Tlf; = 0, para este caso particular
implica:

ap o

== +P), (1.45)

con ® = Ina. De las ecuaciones de Einstein para la componente radial se tiene:

81y =
=8P
- 2m(r)
= Grr
1 r 2m(r) 2d®
=—— -—— 1.46
r2 <r—2m(r)> . R (1.46)
lo que implica
P 4 Pr3
@ _ m(r) +4nPr” (1.47)
dr r[r—2m(r)]
-1
donde g, = (1 — me(r)) y m(r) representa la porcién de la masa de la estrella
contenida en ese radio. La componente temporal implica
87TT00 =
8mp
= Goo
1d
= 5o (2m(r)) (1.48)
por lo que
d
T:;(nr) = 4mpr3. (1.49)

Las ecuaciones (1.45), (1.47) y (1.49) son conocidas como las ecuaciones TOV.

Las ecuaciones de evolucién de un fluido conocidas como las ecuaciones de Fuler
seran introducidas en el capitulo IV. Para estudiar a profundidad los fluidos en rela-
tividad especial se puede revisar [24]. Para estudiar todos los casos de las ecuaciones
de Euler de la fisica Newtoniana a la relatividad general se puede consultar [6]. Sobre
la derivacién de las propiedades macroscopicas de los fluidos usando las propiedades
estadisticas de sus particulas se puede consultar [19] que es una de las grandes obras
de la mecéanica estadistica.
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1.9. Estrellas Boson-Fermion

Las estrellas Boson-Fermién fueron estudiadas por primera vez por A.B.Henriques
et al[3], en 1989, donde se estudiaron las configuraciones posibles de los distintos ca-
sos, para la construccién de datos iniciales en simetria esférica. Los casos estudiados
por Henriques fueron fermiones correspondientes a las ecuaciones TOV y la ecua-
cién de estado de Chandra Sekhar, mientras que los bosones conforman un campo
escalar que no interactua con los fermiones, aun asi, los bosones pueden interactuar
[3] 0 no [4] consigo mismos. Las estrellas Bosén-Fermién siguen siendo un area poco
explorada, probablemente por el hecho que las ecuaciones de Euler son complica-
das cuando no se tiene un espacio-tiempo esféricamente simétrico. Esto empeora si
aunado se tiene que resolver las ecuaciones elipticas asociadas al D’ Alambertiano
de la ecuacién de Klein-Gordon, por lo que la mayoria de los casos estudiados son
en simetria esférica e incluso hay poca informacién sobre la evoluciéon de éstas, o
si pueden haber configuraciones estables con momento angular, lo que hace de este
trabajo, ain que sencillo, una tarea interesante.

Para tener un espacio-tiempo de una estrella Bosén-Fermion hacemos la siguiente
definicién:
B F
Tw =T, +1T,,. (1.50)
Por otro lado haremos la siguiente suposicion,

v, TBw =0, (1.51)
v, TFm =0, (1.52)

Esto quiere decir que los bosones y fermiones solo interactuan gravitacionalmente,
es decir, las ecuaciones de movimiento a resolver son las ecuaciones de Euler y las
de Klein-Gordon donde la diferencia respecto a los casos puros sera la fuente del
campo gravitacional (de la métrica),

Papy = PF + PB (1.53)
S = SE + 573, (1.54)
Faow = JF + 35, (1.55)

que a su vez afectara las ecuaciones de movimiento.

La estabilidad de las estrellas Boson-Fermién es dificil de definir teoricamente ya
que no es trivial extender los resultados que se tiene en los casos puros[5],[27]. En
este trabajo haremos un andlisis similar y probaremos su eficacia.

Cabe mencionar que los espacio-tiempos de estrellas Bosén-Fermién pueden repre-
sentar un gran numero de objetos astrofisicos, por ejemplo, una galaxia(fermiones)
con su halo de materia obscura(bosones), una galaxia(fermiones) con un imitador de
agujero negro(estrella de bosones) asi como la formacién de un agujero negro super-
masivo (colapso de materia fermidnica) en presencia de materia obscura(bosones).
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Si se quiere revisar distintas configuraciones de estrellas Bosén-Fermién se puede
consultar [3],[4],[5]. Si se desea consultar sobre configuraciones con momento an-
gular se puede revisar en [13]. Para un andlisis de estabilidad se puede consultar
[27].

1.10. Agujeros negros y colapso gravitacional

Agujero negro es el nombre que acunio J.A. Wheeler para un tipo de espacios-
tiempo, en los que se forma un horizonte de eventos. Este tipo comportamiento ya
era predicho en la primera solucién analitica a las ecuaciones de Einstein encontrada
por K.Schwarzschild en 1916, en la que r = 2M forma un horizonte de eventos. sin
embargo, la aceptacion de que esto era lo que implicaba la solicién a las ecuaciones de
Einstein tardé casi 60 anos. Fue hasta que M. Kruskal en 1962, reescribié la solucién
en términos de las cartas correctas que se comprobé la existencia del horizonte de
eventos. Para definir formalmente un horizonte de eventos necesitamos las siguientes
definiciones:

Espacio-tiempo conforme: Dado (M, g) espacio-tiempo podemos construir un espacio-
tiempo conforme, M = (M, g) tal que

Juv = Q2g;wa (1.56)

donde 2 es conocido como el factor conforme y es una funcién diferenciable que se
vuelve cero en la frontera de M.

Infinito nulo futuro: Dadas las curvas nulas que se extienden infinitamente hacia
el futuro en M, éstas intersecan a la frontera de M (por construccién de Q). Esta
regién es conocida como Infinito nulo futuro ;™.

Con esto podemos dar la definicién formal de un horizonte de eventos, Horizonte de
eventos: El horizonte de eventos un espacio-tiempo M se define como:

H=0(M~D(j*) |
=9 (D~ , (1.57)

en donde 0A quiere decir la frontera de del conjunto A y A€ el complemento de A.

Esto quiere decir fisicamente que el horizonte de eventos es el conjunto de puntos de
M, de los cuales puedes mandar rayos de luz hacia el futuro y estos no logran llegar
a €l, es decir, quedan atrapados.

Claramente esta definiciéon de un horizonte de eventos, es de caracter global, debido
a que se necesita conocer a todo el espacio-tiempo para poder determinar el hori-
zonte de eventos. Una definicion de caracter local con la que se puede trabajar en
simulaciones numéricas y que estd muy relacionada con la definicién anterior es la
de un horizonte aparente, la cual haremos formal en el capitulo IV, pero que, intui-
tivamente es una 2-superficie de la cual los rayos de luz que tratan de ser mandados
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hacia fuera de ésta quedan atrapados. Con esto podemos presentar uno de los teore-
mas mas espectaculares que existen en relatividad general debido a Roger Penrose,
quién lo enunci6 en 1965,

Teorema (Penrose) 1 Sea (M, gnp) un espacio-tiempo globalmente hiperbolico tal
que X hiper-superficie no compacta y que ¥p € M el tensor de energia-momento
TH satisface KFEYTHY > 0 Vkﬁkrg = 0 (conocida como la condicion de energia nula).
Mads aun si 3C' horizonte aparente C M. Entonces existe una geodésica nula dirigida
hacia el futuro, tal que ésta es inextendible.

Este teorema demuestra que si un espacio-tiempo contiene un horizonte aparente, el
espacio-tiempo contiene una singularidad fisica.

Existen otra clase de teoremas llamados teoremas de No-pelo, en los cuales se prueba
una proposicion similar a la siguiente:

Teorema (No-pelo) 1 Sea (M, gnp) un espacio-tiempo, no existe configuracion
estable en donde M tiene horizonte de eventos y un campo escalar ¢, en el que
¢ # 0 fuera del horizonte de eventos.

Esto quiere decir que el agujero negro no puede tener 'pelo escalar’. Usualmente se
utiliza este teorema como argumento en contra de que un campo escalar conforme
la materia obscura, ya que casi toda galaxia contiene tanto materia obscura como
un agujero negro en su centro. Este teorema sin embargo, no dice nada al respecto
de cuanto tiempo puede durar el pelo escalar antes de ser tragado por el agujero
negro y se ha probado en simulaciones numeéricas que para algunos casos el tiempo
puede ser cosmoldgico [15],[16].

Existen unas leyes que obedecen los agujeros negros llamados ’leyes de mecanica de
agujeros negros’, derivadas por S.Hawking en la cual se tiene que para un observador
en infinito:

SA >0, (1.58)

donde 0A es el incremento del drea del horizonte aparente y es conocida como la
2nda ley de la mecédnica de agujeros negros. Podemos notar la similutud entre la
2nda ley de agujeros negros y la segunda ley de la termodinamica, las cuales son
parte de una sola cosa si se cree en la teoria cudntica de campos en espacios-tiempo
curvos, desarrollada por Hawking.

En simetria esférica My = /Ay /167 por lo que la masa de los horizontes aparentes
debe ser > 0. Esta definicidén sera util en las simulaciones numéricas.

Si se desea revisar con mas detalles las definiciones empleadas para la construccion
de la definicién de un agujero negro se puede consultar [6]. Para més informacién
sobre el teorema de Penrose se puede consultar [29]. Finalmente, si se quiere ver con
més detalle un teorema de no-pelo, se puede encontar uno mas general en [17] y los
ejemplos donde el campo escalar dura establemente periodos cosmolégicos en [16],
[15].
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Capitulo 2

Métodos numeéricos

2.1. Introduccion a métodos numéricos

En matematicas (y cualquier drea que las empleé) en general se llegan a sistemas
de ecuaciones para los que no se tiene una solucién analitca conocida ni un método
general para resolverlas. Por esto se estudia su caracter cualitativo (i.e espacio fase
en EDO) y la tnica alternativa que se tiene para conocer su comportamiento cuan-
titativo es empleando métodos numéricos que se aproximen a la solucién analitica
(muchas veces con la ayuda del comportamiento cualitativo). Es por esto que fue
desarrollado a finales del siglo XIX el analisis numérico para relacionar las compu-
taciones numéricas con las soluciones analiticas del problema que se esta resolviendo.
Con el surgimiento de las computadoras y su méas que exponencial crecimiento en
las tltimas 3 décadas ha hecho de los métodos numéricos una herramienta indispen-
sable en casi cualquier problema cientifico, incluso en areas muy tedricas donde el
pragmatismo no es la principal motivacién de su desarrollo y mas atin podria decirse
que se ha vuelto tan indispensable como los métodos analiticos, convirtiendose en el
principal motor del desarrollo cientifico de estos tiempos.

La cantidad de métodos numéricos existentes es gigantesca, a tal grado que en es-
te trabajo solo se presentaran los relevantes al formalismo 341 de la relatividad
numérica y los que fue necesario implementar para obtener la solucion del problema
aqui presentado.

2.2. Diferencias finitas

En la teoria clasica de campos se quiere conocer el valor del campo para ca-
da evento en el espacio-tiempo. Esto se logra generalmente resolviendo una 6 varias
ecuaciones diferenciales. Cuando se quiere resolver esto numéricente se confronta uno
de entrada con 2 problemas computacionales. El primero es que siendo el espacio-
tiempo una variedad diferencial, este es un continuo y el numero de eventos que lo
compone tiene en cada entrada la cardinalidad de los reales, lo cual hace describir
a un campo solo posible con infinita memoria computacional. La aproximacion en
diferencias finitas a este problema supone que el dominio computacional es de cardi-
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nalidad finita e introduce una malla que representa al dominio computacional, (i.e
espacio-tiempo).

La distancia coordenada entre cada evento se puede dar como Ax*, esta puede ser
diferente para cada p y también puede ser distinta entre eventos (es decir una malla
no uniforme). En este caso se trabajara distinguiendo At como la distancia coorde-
nada temporal y se conoce como ”paso de tiempo” mientras que Ax representard la
separacion coordenada espacial. La separacion coordenada entre eventos no depen-
derd de estos por lo que la malla serd uniforme.

El segundo problema es que al representar al espacio-tiempo como un dominio
computacional finito con una separacion coordenada dada entre eventos de éste,
los operadores diferenciales no pueden evaluarse en ningun evento dado, ya que no
hay eventos vecinos para cualquier vecindad abierta arbitraria y tomar limites no
tiene sentido. La aproximaciéon a esto utilizando diferencias finitas es regresar al
origen algebréico de los operadores diferenciales, lo que convierte ecuaciones dife-
renciales en ecuaciones algebraicas. La ventaja de las ecuaciones algebrdicas es que
son faciles de resolver, mientras que una desventaja de esto es que se tiene una ecua-
cién algebraica distinta para cada evento (distintas incognitas, misma estructura).

Para hacer precisos los conceptos anteriores véase el siguiente ejemplo:

Sea ¢ € D(M) una funcién escalar, para cada (t,x) = (nAt,mAz) en la malla
computacional se tiene:

Py = p(nAt, mAx) (2.1)

m =

Para conocer Omw\(n At;mAz) podemos hacer la expansién en serie de Taylor de ¥},
alrededor de (nAt, mAx):

82 n ak n
Y1 =Yy, + 0 (—Ax) + $$m (—Az)? + ...+ :vlj')m (—Az)* 4 .. (2.2)
Al restarle ¥}, a la ecuacién (3.2) y despejar se obtiene:
D, = Y~ Vo1 | O(Az) (2.3)
m Az

Donde O(Az) son términos de orden superior a Az (proporcionales a Az? Az3...).

Esto muestra que la aproximaciéon que se ha hecho al operador J, tiene un error
asociado, conocido como error de truncado por haber truncado la serie de Taylor y
se denota como 7. El error en éste caso se denomina error a primer orden en Ax.

Se puede hacer una mejor aproximacion calculando la serie de Taylor de v}, ,; al
rededor de (nAt, mAx):

o

- (Ax)F 4+ ... (2.4)

(Az)> 4 ... +

O3t
Uihs = U + O, (Aa) + Bl
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Y al restarle la ecuacién (3.2), despejando se obtiene:

n _ 77[}71

Dy, = L Tmel 4 O(Ax? 2.5

gy, =t (Aa?) (25)

Donde |O(Az?)| < |O(Az)| por lo que es una aproximacién de segundo orden a

0z, Esta aproximacion a 2ndo orden es conocida como diferencia centrada, la
aproximacion que vimos a primer orden es conocida como diferencia hacia atrds.

La idea de diferencias finitas es hacer muy chiquita la separaciéon entre los puntos
de la malla (A) de tal manera que sea similar a tomar el limite cuando A — 0, sin
embargo, como no se puede llegar a este caso se estima el error de la aproximacion.
No sélo ocurre que el error es menor entre mejor aproximacién se tenga sino que
también esto hace que para llegar a un margen de error deseado el nimero de
puntos que tiene que representar al espacio-tiempo es mucho menor lo cual hace
que las simulaciones sean mas rédpidas y se necesite menos memoria, por lo que es
sumamente importante conocer y mejorar el orden de las aproximaciones.

Se puede definir otro error asociado a las diferencias finitas. Si ¢ es el campo escalar
anteriormente mencionado ¥ esta definido sobre M y ¥ A es el campo escalar definido
sobre la malla, entonces se define al error de solucién como:

EA =V — YA (2.6)

El cual es distinto de 7a y solo puede ser evaluado en los puntos de la malla.

2.3. Estabilidad, consistencia y convergencia

Existen muchos maneras de aproximar en diferencias finitas una ecuacién diferen-
cial, pero no todas son tutiles, para dicernir entre éstas se desarrollaron los conceptos
de consistencia, convergencia y estabilidad.

Una aproximacién en diferencias finitas es consistente si :
lim 7o =0 2.7
A—0 ( )

Y si una aproximacién es consistete se tiene:

lim 7o ~ AF (2.8)
A—0
Donde k es el orden de la aproximacion. Si una aproximacién es consistente se esta
resolviendo localmente la ecuacion diferencial que se estd aproximando, por lo que
si una aproximacién no es consistente entonces no se estd resolviendo la ecuacién
deseada ni si quiera a nivel local!

Consistencia es una propiedad local lo cual la hace necesaria pero lejos de ser el
requerimiento completo de una buena aproximacion en diferencias finitas.
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Una aproximacién en diferencias finitas es convergente si:

iy Alyea =0 29

Lo que quiere decir que conforme se refine la malla la solucién que se obtiene debe
tender a la solucién exacta en un tiempo finito. Esto hace que entre mayor sea el
orden de la aproximacion mucho mejor debe ser su parecido a la solucién exacta.

Sea 1), el campo escalar definido sobre la malla , una aproximacién en diferencias
finitas es estable si:

l" |l < K@)l[w°) vn (2.10)

Donde :

1/2
") = | Az \Wnll (2.11)

Es la norma L? (conocida como el valor cuadratico medio) de la aproximacién en
diferecias finitas y |1 | es el valor absoluto de ] .

La definicién de estabilidad pide que la solucién esté acotada a todo tiempo por la
norma inicial de la aproximacion en diferencias finitas multiplicada por una constante
que solo dependa. de t. Esta definicién es la versiéon numérica de bién planteado en
el problema de Cauchy cuya definicién es la siguiente:

Un problema de Cauchy esta bién planteado si:
(¢, )l < ae” 9 (0, t)]| Vt (2.12)

Donde a y v son constantes independientes de los datos iniciales.

Con la definicién de bien planteado se puede relacionar los conceptos de estabilidad
y convergencia mediante el siguiente teorema

Teorema de equivalencia de Lax 1 Dado un problema de Cauchy que esté bién
planteado y una aprorimacion en diferencias finitas a €ste que sea consistente, en-
tonces estabilidad es condicion necesaria y suficiente para que la aproximacion sea
convergente.

Si se quieren ver ejemplos de diferencias finitas explicitas e implicitas se puede
consultar [6],[30]. Para una definicién mas completa de las diferencias finitas se
recomienda [6].

2.4. Analisis de convergencia

En la seccién (2.3) dimos la definicién y la explicacién del concepto de convergen-
cia. En esta seccion explicaremos un método para determinar si una aproximacion
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en diferencias finitas es convergente o no.

Es importante mencionar antes de explicar lo anterior, lo fundamental que es la
convergencia. Si un sistema no es convergente no se esta tendiendo a la solucién
analitica, por lo que tanto el caracter cuantitativo como el cualitativo sera diferente
y estaremos obteniendo un resultado del cual probablemente obtendremos conclu-
siones erroneas con efectos espurios.

Para realizar el andlisis de convergencia, primero tenemos que notar que se puede
escribir la solucién a una aproximacién en diferencias finitas estable como:

Yalt,al) =t a') + et a)(A) . (2.13)
j=1

Donde e; son las funciones error asociadas al orden j de la aproximacién en diferen-
cias finitas y lim (A7)e; = 0. Si una aproximacion es de orden n se tiene que:
Jj—00

ej(t,a’) =0 Vj < n. (2.14)

Para cualquier analisis de convergencia es necesario utilizar 2 o mas resoluciones
distintas de la misma simulacién numeérica. Debido a esto la convergencia solo puede
analizarse en los puntos donde ambas resoluciones coincidan asi como que sean en
el mismo tiempo fisico. En el raro caso de conocer el valor analitico de la solucion,
podemos hacer el siguiente anélisis para revisar convergencia:

Sea YA, ¥ ¥a, las soluciones en diferencias finitas correspondientes a A; y Aa
respectivamente, de una aproximacién en diferencias finitas estable de orden n tal

que:
Aq
— ) = 1. 2.1
<A2> ro> (2.15)
Entonces podemos definir:
EAl = @ZJ - ¢A1 ) (216)
€Ay, =1 —n, (2.17)

Después tomamos la norma L? de €a, v €a, - Una vez hecho esto tomamos el limite
cuando A — 0 de la razén de sus normas L? y obtenemos:

eall
A= 0 ”6A2”

Yt (2.18)

Cuando se realiza un anélisis de convergencia a un ejemplo concreto donde se conoce
el resultado analitico, podemos usar nuestros datos para tomar esta razén. Si el
resultado es distinto de ™ quiere decir que algo estd mal con nuestra aproximacion,
ya sea local o globalmente. En el caso particular de relatividad numérica, en el
caso en que las simulaciones numéricas violen las costricciones, se conoce la solucién
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andlitica de éstas (deben ser 0) por lo que podemos emplear este método para revisar
la convergencia de nuestras simulaciones.

Este método es global, una manera de revisar convergencia local es a través de
mapear a €A, Y €A, en funcién de la posicion y luego multiplicar a ea, por 7™ de tal
manera que deben de coincidir en general ea, y €a, y asi es posible revisar punto a
punto la convergencia.

2.5. Meétodo de la secante

Muchas veces se tiene dentro de las ecuaciones algebraicas que se dese resolver,
una ecuacion cuadratica o de orden mayor y para esto se tiene que encontrar la raiz
que lleva a ésta. Existen muchos métodos para hacer esto con distintas ventajas y
desventajas, en este caso se estudiara el método de la secante que tiene las siguiente
ventajas y desventajas:

Supongase que la funcién f € R a la que se desea encontrar su raiz es casi lineal
en la region donde se sabe que ésta se encuentra. Dado esto, elegimos 2 valores
arbitrarios de las raices de la ecuacién wi,ws € R tal que inicialmente suponemos
que w € [wi,ws] y utilizamos la pendiente de la recta secante para hacer una mejor
aproximacion del intervalo mediante

flw2) = f(w1)

Wy — W1

>ﬂw% (2.19)

Wnueva = W2 — (

luego se cierra el algoritmo recursivo pidiendo que

W1 = wa, (2.20)

W2 = Wnyeva - 221)

Se puede probar que la convergencia a la raiz de este método es mayor que lineal
ya que es igual a ¢ = 1+2\/5’ la proporciéon aurea. Una ventaja es que converge mas
rapido que los métodos lineales ya que su convergencia es semilineal (i.e. ¢ > 1) pero
la desventaja es que existen distintos tipos de funciones para los cuales el método de
la secante no siempre converge, mas aun claramente este método es muy dependiente
de los valores iniciales que se les da la raices y que en la region que éstas acotan, la

funcién sea muy lineal. Si se quiere ver con més detalle revisesé [30].

2.6. Meétodos de lineas

Supongase que se tiene una ecuacién diferencial parcial a primer orden en t para
1), un campo escalar :

Dy = M (%) (2.22)
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Donde M es un operador diferencial espacial con orden k arbitrario. Si se aproxima
M en diferencias finitas se puede reescribir la ecuacién (2.22) como una EDO en t:
dom,

— = Min (2.23)

Donde ), ahora es el vector compuesto de todos los valores del escalar original ¢ a
lo largo del nivel espacial m de la malla computacional y M una matriz.

Al convertir la ecuacién (3.16) en una EDO, se esta separando el operador espacial
de temporal por lo que la aproximacién algebrdica a cada operador puede manejarse
distintamente y la parte temporal se puede resolver numéricamente utilizando los
métodos estandar del siglo XIX como los que se presentaran adelante.

2.6.1. Meétodo de Euler

Sea un problema de valor inicial a primer orden:

L= Fe00), $(0) =t (2.24)

Sea t, = nAt, tyy1 =t + At, Y = P(t,) y "t = (t,11) entonces el método de
Euler hace la siguiente aproximacién:

P = 4 [, ") AL (2.25)

Y el error asociado a éste es de orden O(At). Se puede probar que este método es
incodicionalmente inestable por lo que no es usado en practica pero de él parten
otros métodos que si son estables.

2.6.2. Meétodo Crank-Nicholson iterado

Si se quiere mejorar el método de Euler, existen muchas formas de hacer esto, una
de éstas es el método Crank-Nicholson iterado, el cual se expresa algebrdicamente
como:

Y* ="+ ftn, 9", (226)
97 = 9" St + [t G =2, N, (227)
Yt = (2.28)

La idea de éste método es tomar diferencias hacia adelante y redefinir la solucién ¢*
y después promediar la nueva fuente con el paso anterior y el mas reciente, haciendo
esto iterativamente hasta el paso IN. Se llama Crank-Nicholson iterado por que éste
se convierte en el método Crank-Nicholson cuando N — oo.

La ventaja de éste método iterativo sobre el otro es que el ultimo mencionado es
implicito por lo que muchas veces se puede adaptar a distintos problemas. Se puede
consultar [6] para revisar la simplificacién del método al caso lineal y en [28] se
demuestra que para que este método se estable solo debe iterarse 2 veces ya que el
resto no mejora su estabilidad e incluso puede llegar a empeorarla.
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2.6.3. Método de Runge-Kutta

El método de Runge-Kutta fue desarrollado en el siglo XIX cuando atin no
habia computadoras, sin embargo para muchos problemas sencillos sigue siendo un
excelente método numérico particularmente por que es muy sencillo de emplear.
Toémese nuevamente un problema de valor inicial a primer orden igual que en el caso
del método de Euler:

i

= (L B(0), $(0) = b (229)

E igual tenemos t,, = nAt, t, 11 = t,+At " = P(t,) y " = Y(t,y1) , agregamos
a éstos una evaluacién de las fuentes entre el intervalo [t,,t,+1] de tal manera que
la correccién a las fuentes es hasta orden 4, para hacer esto es necesario:

= [(tn 4", (2:30)

= f(tn, " + k1AL/2), (2.31)

= f(tn, V" + kaAt)2), (2.32)

l<:4 = f(tn, V" + k3At/2), (2.33)
P =y 4 At (k:1 +2(ko + k3) + ky) . (2.34)

Esto puede hacerse hasta un orden arbitrario. La idea de los métodos de Runge-
Kutta, es reevaluar las fuentes en distintos puntos en el intervalo [t,,t,+1] de tal
manera que se cancelen el mayor ntimero de términos secundarios y la aproximacién
sea de mejor orden. Existe mejores aproximaciones con la misma idea de Runge-
Kutta que pueden revisarse en [30] pero no serdn necesarios para el desarrollo de
este trabajo.



Capitulo 3

Datos 1niciales

3.1. Datos Iniciales

Generar datos en relatividad ntimerica es un area de investigacién en si, ya que
existen muchas maneras de hacer esto, debido a la libertad de eleccién de las cartas
coordenadas y las funciones de norma, las cuales producen distintos tipos de condi-
ciones a la frontera y condiciones de evolucion, lo que implica la resolucion de las
ecuaciones diferenciales parciales mediante distintos métodos de andlisis y por ende
distintos métodos numéricos.

Como vimos en e capitulo I, queremos construir una hiper-superficie de Cauchy X
que determine completamente al espacio-tiempo M y podamos construir a éste evo-
lucionando a Y. Esto es claramante la idea del formalismo 341 ya que en la mayoria
de los casos podemos definir a ¥ pero no sabemos como es el espacio-tiempo en
general.!

Para determinar a 3 geométricamente necesitamos conocer la 3-métrica y su cur-
vatura extrinseca {7;;, K;;} que por sus simetrias en realidad en principio serfan
12 cantidades independientes pero como vimos en la seccién (1.6.2) estas deben
satisfacer las ecuaciones de constriccién que en las coordenadas 3+1 son:

GR+ K? — Kij K" = 167papy , (3.1)

D; (K" —~"7) = 8j".
Estas ecuaciones son 4 ecuaciones diferenciales parciales acopladas no lineales que
dicen la relaciéon de la geometria en ¥ y los campos de materia definidos en ésta.

En general se escogen algunos de los grados de libertad segin lo que se sabe del
problema y se obliga al resto a satisfacer las constricciones.

Existen muchos métodos generales para hacer esta separacién, los méas populares
pueden consultarse en [6].

Hos casos en los que se conoce el espacio-tiempo general son las soluciones exactas como Min-
kowski, Schwarzschild, Reissner-Nordstrom y Kerr-Newman entre otros, estos fungen bién como
espacio-tiempos pruebas y se pueden utilizar para revisar que el cédigo que uno estd utilizando
esté funcionando bién.

29
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3.2. Datos temporalmente simétricos

Un problema de Cauchy es temporalmente simétrico si sobre la superficie de
Cauchy las variables son independientes del tiempo. Debido a esto pedimos:

Bli=o =0 (3.3)
Ot Vijli=0 = 0, (3.4)
Orali—o = 0. (3.5)

Por lo que juntando ecuaciones (1.18),(2.4) y (2.5) llegamos a:
Kijlimo = 0. (3.6)

Esto hace que la constriccién de momento se satisfaga trivialmente ( j'l;—o =0 ) y
la constriccién hamiltoniana se convierte en:

G R = 167papu (3.7)

Si un espacio-tiempo es estatico este es temporalmente simétrico.

3.2.1. Espacio-tiempo estatico esféricamente simétrico

El espacio-tiempo que se etudiard no solo sera temporalmente simétrico si no
también serd esféricamente simétrico por lo que la métrica de éste es la métrica
general que se vié en la seccién (1.5) e incorporando la ecuacién (2.4) se expresa en
el formalismo 3+1 como :

ds® = —a?(r)dt® + A(r)dr® + r2B(r)dQ? (3.8)

En términos de A y B la constriccién hamiltoniana se reduce a:

1 1
J— 2 J— p— p—
0ZlnB + 25 (A-B)+ . (0r(InA — 3InB))

. InA)(0,.InB - inB g
+(8 n )2(8 In ) _ 3(8 l4n ) = 87TA,0ADM (3'9)

Un espacio-tiempo estdtico esféricamente simétrico fué la primera solucién exacta a
las ecs. de Einstein presentada por K.Schwarzschild en 1916. Simplifica mucho las
ecuaciones y existen un numero de sistemas astrofisicos que éste puede describir bién
en primera aproximacion, sin embargo la mayoria de los sistemas astrofisicos como
la érbita entre dos objetos compactos no pueden ser descritos asi.

3.3. Coordenadas polares de area

Las coordenadas polares de drea se definen en simetria esférica pidiendo 2 con-
diciones. La primera es la condicién de foliacion polar, la cual se impone sobre la
componente polar de la curvatura extrinseca:

K =0,K) =0=> K =K' Vt,r (3.10)
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La parte de drea viene de lo siguiente: Pensemos en el drea las 2-esferas S? embedidas
(foliaciones de) (M,g) medidas por un observador:

T 2
7{ dA = / / ’I"QB(t,’l“) sin 0 dOd¢ = 4777“23(15, T) (3.11)
S2 0 Jo

Donde hay que recordar que en el caso general B también depende de t. La condicion
de area es pedir que la coordenada r sea tal que el drea de las esferas siempre sea
4772, 1o que quiere decir:

B(r,t) =1 Vr,t (3.12)
Con estas 2 condiciones la métrica en coordenadas polares de area queda:
ds* = —a?(t,r) + A(t,r)dr? + r?dQ? (3.13)
Y juntando ésta con una métrica estatica llegamos a :
ds? = —a®(r) + A(r)dr?® + r2dQ> (3.14)

Esta es la métrica final en la que se desarrollard el resto de este trabajo y las
simulaciones numéricas que se realizen.

En esta métrica obtenemos la version final de la constriccion hamiltoniana:

dA A1 - A)

dar ” + 87TA2TPADM (3.15)

Donde hemos puesto a la hamiltoniana explicitamente como una ecuacién diferencial
ordinaria de primer orden del coeficiente métrico radial A para mostrar que de ella
obtendremos A(r) integando numéricamente en las simulaciones.

Por 1ltimo, en estas coordenadas la definicién de la masa ADM se reduce a

. 1
Mypy = llmr—)oo% (1 - A(T)) . (3.16)

Si empleamos esta definicion en el caso de Schwarzschild, podemos ver que M del
coeficiente métrico y M,py coinciden. Esta cantidad fisica es invariante y para
espacio-tiempos asintoticamente planos es una invariante que podemos calcular en
simulaciones numéricas y estudiar su comportamiento.

En relatividad numérica el uso de las coordenadas polares de drea ha sido muy em-
pleado en [10] pero tiene sus limitaciones ya que no puede penetrar horizontes de
eventos [6]. Las coordenadas polares de drea implican una condicién en el lapso, pe-
ro ya que el espacio-tiempo es estatico, esta condicién es equivalente a la condicién
mazximal que veremos mas adelante. Si el lector desea revisar otros tratamientos de
coordenadas polares de 4rea puede revisar [18] ,[9] y [6].
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3.4. Datos iniciales de bosones

Para un campo de Klein-Gordon, recordemos que se tiene el siguiente tensor de
energia-momento derivado en (1.7):

15 = 2 [Vu0V06" + V6V — g (V69,0 +m2lo)] . (317

Por ser ¢(r,t) un campo escalar se tiene J,¢ = V,¢. También por ser ¢ armédnico
en el tiempo y que el espacio es esféricamente simétrico tenemos:

&sqﬁ(n t) = iwg(r,t), (3.18)
(1, 1) = e“"t&»sﬁo( ), (3.19)
éw(r, ) = Bp(r.1) = 0. (3.20)
o* = 65 - (3.21)

Por lo que con ellas y la ec. (1.13) del lapso se tiene:
pp =n'n"T}, (3.22)

1

= n'n"0,60,6" + 5 (9" 0ud0ue” + m*|6%) , (3.23)

2 2 2

w 9 1 w 2 ar(b() 2.9

= 3%t <—ag¢o + ( 1 ) +m %) ; (3.24)

L[ 2\ o, (Od0\’
—2[<042+m>¢0+< A > (3.25)
Sp=S4', =g PIP]T, (3.26)
=g [Tﬁ, + nPn,TE uatn *n, T8 + ntn” pB} , (3.27)
— TBLH + pB, (328)
= —V,¢*V"¢ — 2m%¢2 + pg (3.29)

1 w? 2\ o (Od0)’
() () o0

Donde Sp es la traza de tensor de esfuerzos puramente espacial que se definird en
el capitulo IV cuando se vean las ecuaciones de evolucién.

Podria generarse la confusién de que ¢ dependa de t y tener un espacio-tiempo
estatico, resulta ser que al tener la condiciéon armonica para el campo escalar, ob-
tenemos cantidades fisicas independientes de t y por eso la ecuacién hamiltoniana
no depende del tiempo cuando se sustituye pg. El campo varia en el tiempo pero el
espacio-tiempo no. Esta es una buena ejemplificacion de la separacion entre espacio-
tiempo y campo.
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Finalmente se hara el desarrollo de las ecuaciones de conservacion:

v, TBm =0, (3.31)
= {V, (V'pV"¢* + VFIp*V ) — V [Vod V0" +m?[p?]} .,  (3.32)

= (V. VFp —m?¢) VV¢* + (V,VFe* —m?¢*) VV¢
+ [V (V, VY 6") = Vag (VIVEY)]

+[VHe" (VuVT9) = V9™ (V'Vao)] . (3.33)

Al ser ¢ escalar, V¥V%p = V*V¥¢ por lo que se tiene :
(VuV¥e —m?e) VV¢" + (Vu V" —m?¢") V¢ =0. (3.34)
Aplicamos el conmutador de Lie respecto a V¥¢ y obtenemos:
(VuV'¢ —m?e) V9", V] = 0. (3.35)
y como en general V¥¢ # VY¢* concluimos que:
V. Vi —m?p=0. (3.36)

la cual es la ecuacion de Klein-Gordon presentada en el capitulo I. En el caso en que
¢ € R no es necesario tomar el conmutador ya que en general V¥¢ # 0 e implica la
misma ecuacion.

La ecuacion Klein-Gordon en un espacio-tiempo estatico esféricamente simétrico se
tiene:

d2¢0 o A(T’) <m2 . w2> ¢O + (87”A)ar¢0 N 287”(;50 - (ara)8r¢0 )

dr? a? 2A r o (3.37)

a2

Que es una ecuacion diferencial ordinaria de 2ndo orden no lineal. Mds adelante se
veran las condiciones de frontera que se impondran y su relacién con w.

3.5. Datos iniciales de fermiones

Recuerdese el tensor de energia-momento para un fluido perfecto deducido en
(1.8):

Ti5 = (poh)uaup + Pgag (3.38)
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En el caso de un fluido perfecto se tiene el siguiente valor para su desidad de energia
visto por los observadores eulerianos:

pr = n“n”Tlf;, (3.39)
= (poh)(u,m*)* = P, (3.40)
= pohW? - P. (3.41)

Donde W = u,n* = ﬁ donde v = (y% vivj)% es la 3-velocidad del elemento de

fluido vista por los observadores de Euler.

Para la traza del tensor de esfuerzos del formalismo 3+1 tenemos:

Sp =S, (3.42)
=T "+ pr, (3.43)
= poh(W? —1) 4+ 3P. (3.44)

Para un espacio-tiempo estatico W = 1 ya que v = 0 por lo que pr = poph — Py
Sp = 3P.

De las ecuaciones de Euler en 341 ( las cuales serdn presentadas en el capitulo IV)
se tiene la conservacion de densidad de momento del fluido:

OtSZ- — £§SZ = —Dk (O&Sﬂ)k) — Di (OéP) — (poh — P) DZ'O& + OZKSZ' . (3.45)

Donde S; = pohWwv; es la densidad de momento en la direcciéon ¢ medida por los
observadores de Euler del elemento de fluido en cuestién.

Para un espacio-tiempo estdtico esféricamente simétrico tenemos:

0S; =85, =0, (3.46)
Bi=0, (3.48)
K =0, (3.49)
O = 0%0;. (3.50)
Por lo que la conservacién de momento (balance de fuerzas) se reduce a:
hoy
9, p = I (3.51)
o
Y junténdola con la definicién de h y la ecuacién de estado (1.32) se llega finalmente
a:
d Or
Loy . (3.52)
dr K"ng vy — 1 (6

La ecuacién (3.52) es una de las ecuaciones TOV. La ecuacién final para pp no es
maés que la ecuacién TOV acoplada a la ecuacién de estado y reescrita en términos
de pg. Més adelante se vera las condiciones a la frontera que se le impondran a esta
ecuacion.
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3.6. Condiciéon maximal de lapso

Las funciones de norma son grados de libertad que dan las ecuaiones de Einstein,
pueden elegirse como a uno le plazca, pero eso no necesariamente hace la resolucién
del problema més sencillo, incluso lo podria hacer més complicado eligiendo funcio-
nes de norma que no se adectian al problema y que sean complicadas de resolver e
incluso se pueden hacer elecciones triviales de estas que hacen al problema ya sea
insoluble (i.e a = 0 donde el tiempo no pasa) o que limite mucho el tiempo de las
simulaciones numéricas (i.e a = 1, lapso geodésico y el espacio-tiempo de Schwarzs-

child).

Un problema muy importante en relatividad numérica es la eleccién de funciones
de norma que faciliten las simulaciones y el analisis fisico del problema. Para esto
se han desarrollado muchisimos tipos de estas. En este trabajo se utilizaré el lapso
mazimal.

Utilizando un resultado que se obtendra en el capitulo IV, tenemos que la evolucion
de la traza de curvatura extrinseca K para un espacio-tiempo general es:

WK = B'0;K — D;D'a + a [KYK;j + 4n( papu + Sapu)] - (3.53)

Podemos siempre imponer la condicion que el volumen de las hiper-superficies no
cambie para los observadores eulerianos, lo cual se escribe matematicamente como
K = 0;K = 0 por lo que la ecuacién anterior queda como:

D'Diac = o [KYK;j + 47 (papy + Sapu)] - (3.54)

Esta es la ecuacién del lapso maximal para el caso estatico. El nombre méximal viene
del hecho que cuando K = 0 el volumen de la hiper-superficie es maximo respecto a
deformaciones de la hiper-superficie misma.

Esta condicion queda muy ad hoc con un espacio-tiempo estatico ya que en ese caso
tenemos también K% = 0 por lo que la ecuacién de lapso maximal se reduce a:

Y finalmente en las coordenadas polares de area se obtiene:

d? 0-A)0, O
T?’g = 47TO[(/)ADM + SADM) + (21)4(1 -2 TOZ .

Se puede notar que es muy similar a la ecuaciéon de Klein-Gordon pero que tiene un
término menos, esta es la diferencia entre el operador de onda en 4 dimensiones y
3. En el caso puramente fermiénico esta ecuacién es equivalente a la ecuacion TOV
para ®(r) = Ina? .

(3.56)

3.7. Condiciones a la frontera

Fl sistema de ecuaciones finales que se obtuvo son ecuaciones ordinarias de primer
y segundo orden acopladas no lineales respecto a al radio. Tanto para las ecuaciones
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de primer y segundo orden se necesitan condiciones en el origen (r = 0) como en
infinito (r = co) de las funciones a encontrar y sus derivadas en el caso de segundo
orden.

3.7.1. Condiciones en el origen

Las coordenadas esféricas son singulares en » = 0 por lo que esto puede producir
que las cantidades fisicas y las variables métricas tengan problemas de regularizacion,
incluso aunque el origen no sea parte del espacio-tiempo como en el caso de un
agujero negro.

En el caso analitico la métrica siempre es regular pero ésta tiene términos que van
como % los cuales debido a errores de truncacién en el caso numérico son un desastre.
La solucién de esto para el caso numérico es imponerlo directamente y pedir que las

cantidades fisicas y geométricas estén bién definidas en el origen.

En coordenadas polares de drea esto se hace pidiendo:

A(r)l,—o =1, (3.57)
do
—| =0, (3.58)
dr|,_,
% o, (3.59)
r=0
dp
L =o. 3.60
dri,._, ( )

Estas condiciones son conocidas como condiciones de simetria en el origen. Las
ecuaciones para pg,¢ y « necesitan una condicién inicial, la cual es:

$o(r)],—o = 0, (3.61)
po(r)],—o = po (3.62)
a(r)],—o = ao- (3.63)

En este caso ¢g y po son parametros libres mientras que «g debe ser tal que se
satisfaga la ecuacién maximal, esto se hace utilizando la condicién al infinito para
éste.

3.7.2. Condiciones al infinito

Se quiere que los tipos de espacio-tiempos que generen estas ecuaciones sean tipo
Schwarzschild, es decir que su comportamiento asintético sea igual al de Schwarzs-
child. Para esto se tiene el siguiente comportamiento asintético:

da _loe (3.64)
dr|,_ r

deo 2 2\1/2

—_— = — — . 3.65
| ( w”) 5 (3.65)
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La primera condicién viene de pedir que o = 14 O(r~!). Con esta ecuacién podemos
utilizar el hecho que si hacemos la reescalacion:

(3.66)
(3.67)

a—=alal .,

w =] Al -
La ecuacién maximal para el lapso que igual (es lineal respecto a «), por lo que
podemos poner cualquier valor para «g y luego reescalar a en todo el espacio-tiempo
haciendo que se satisfaga la condicién al infinito.

La segunda condicién se pide ya que cuando r — oo la ecuacion de Klein-Gordon se
convierte en:

d%¢
dr;) ~ (m? — w?) o (3.68)
Cuya solucién general es:
D0(1) o0 & Alwe T g Bo)elmt (3.69)

Lo que se quiere es encontrar la w tal que B(w) = 0 cuando r — oo . Esto es conocido
como un problema de eigenvalores, donde se impone que el eigenvalor w sea tal que ¢g
satisfaga la condicién anterior. La razén por la que se pide esta condicién es pedirle
al campo escalar que no tenga nodos, es decir que los bosones que constituyen al
campo estén en su estado base o eigenestado.

Numéricamente cuando se trata las coordenadas polares de area no se tiene en el
dominio computacional el punto r = oo por lo que en realidad estas condiciones
se cumplen aproximadamente, lo que se hace es escoger un radio lo suficientemente
grande en el dominio para que éstas se satisfagan al orden deseado.

Si se quiere consultar unas coordenadas donde el infinito se compactifica al intervalo
[0,1] y los métodos numéricos que se utilizan en ese caso se puede consultar [18].
Para consultar con mucho mayor detalle las condiciones de regularizacién de un
espacio-tiempo esféricamente simétrico se recomienda revisar [6] y con mas detalle
el caso de las coordenadas polares de drea en [18] con campo escalar.



38

CAPITULO 3. DATOS INICIALES



Capitulo 4

Ecuaciones de evoluciéon y
horizontes aparentes

4.1. Ecuaciones de evolucion en relatividad numeérica

Las ecuaciones de evolucién son una de las principales areas de investigaciéon en
la relatividad numérica, ya que, para espacios-tiempos con cualidades muy diferen-
tes, existen hasta el momento, distintas formulaciones en 3+1 que se adaptan mejor
0 peor a éstos y por ende son empleados a discresién en los distintos casos.

Las distintas formulaciones en 341 se distinguen entre si, por sus propiedades ma-
tematicas y numéricas. Esto es evidente ya que fisicamente todas deben resolver las
ecuaciones de Einstein. Debido a que numéricamente siempre hay un error asocia-
do a la aproximacion que se utiliza para las simulaciones, siempre se violaran las
ecuaciones de Einstein, lo importante es que sea de manera tal que difieran de la
solucion en un factor muy pequeno y que se mantenga asi durante toda la evolu-
cién de nuestro espacio-tiempo. Esto ltimo es conocido matemaéaticamente como un
problema de Cauchy bien-planteado cuya difiniciéon dimos en el capitulo de métodos
numéricos.

Desde el punto de vista analitico, es posible ver si una formulacién de las ecuaicones
de evolucién en 341 son bien-planteadas a través del estudio de su hiperbolicidad,
que conceptualmente quiere decir si su pasado cuasal es finito o no. Entre las distin-
tas formulaciones se encuentran ADM, ADM-York, BSSN, Z,, Bona-Massé,
Kinder-Scheel-Teukolsky y NOR entre otras. En este trabajo solo se expondran
las formulaciones ADM-York y BSSN.

4.1.1. Ecuaciones ADM

En el capitulo I encontramos las constricciones al contraer las ecuaciones de
campo de Einstein 2 veces respecto a la 4-velocidad de los observadores eulerianos
(constriccién Hamiltoniana) y respecto al operador de proyeccién en las hipersuper-
ficies y la 4-velocidad (constriccién de momento). Nos queda solamente contraer las
ecuaciones de Einstein dos veces respecto al operador de proyeccién hacia las hiper

39
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superficies:
PYPJGyy = 87PIP) T, (4.1)
=8mSuw , (4.2)

después, utilizando las ecuaciones de Gauss-Codazzi, Codazzi-Mainardi y juntando-
las con las ecuaciones anteriores se obtiene una ecuacion de evolucion para la cur-
vatura extrinseca

atKij — £EKU = —DiDjOé+ a{(S)R—i— KKij — 2I('ikK—]’-c + 47 [fVij (S — p) — 25@']} .
(4.3)

Estas ecuaciones describen la evolucién temporal de las seis componentes indepen-
dientes de la curvatura extrinseca, las cuales en conjunto con la ecuacién (1.18),
dan la evolucion total de los grados de libertad de las ecuaciones de Einstein. Estas
ecuaciones son conocidas como ADM-York porque son similares a las ecuacio-
nes publicadas por primera vez en [1] que son las ecuaciones ADM originales pero
reescritas por York en [31] donde hay que sumar un multiplo de la constriccién Ha-
miltoniana y hacer un cambio de variable para regresar a las ecuaciones originales.

Se puede probar que estas ecuaciones son debilmente hiperbdlicas, lo que en términos
de simulaciones computacionales las hace muy inestables. Es por esto que fué nece-
sario desarrollar otras ecuaciones de evoluciéon como las BSSN, sin embargo son el
punto de partida de muchas formulaciones y por eso las presentamos aqui.

4.1.2. Formulacién BSSN

La formulaciéon BSSN (Baumgarte, Shapiro, Shibata y Nakamura) es una re-
formulacién de las ecuaciones ADM que se realizé por primera vez por Shibata y
Nakamura[26], pero no fue hasta 1998[7] que se mostré que era mucho mas estable
esta formulacién en distintos espacios-tiempo ejemplo.

Dada una hiper-superficie ¥ de nuestro espacio-tiempo, construimos una 3-métrica
conforme a partir de la que ya teniamos asociada de la siguiente manera

~ —4

Vi; = e 5, (4.4)

1

donde la eleccion del factor conforme para BSSN es tal que el determinante de la
métrica conforme siempre es uno 4 = 1. Si contraemos la ecuacién (1.18) con la
3-métrica tenemos:

Y90y = —2aK + 2D; 3" (4.6)

utilizando un teorema de algebra lineal, el cual establece que dada una matriz
simétrica se tiene que:

g o
7Y 0vij = % : (4.7)



4.1. ECUACIONES DE EVOLUCION EN RELATIVIDAD NUMERICA 41

por lo tanto de aqui obtenemos la ecuacion de evolucién para el determinante de la
métrica:

Oy =7 (—2aK +2D;B") , (4.8)

lo que implica la siguiente ecuacion de evolucién para ¢:

1 : 4
O = 5 (aK —8;,8") + B'0i¢ . (4.9)
En la formulacion BSSN se separa también a la curvatura extrinseca en su traza
K y su parte sin traza A;;, asi como la misma transformacién conforme en el caso
anterior para la parte sin traza:

1
Aij = Kij - gK’)/Z] 5 (410)
ffi]’ = 6_4¢Aij 5 (411)

de estas definiciones y de las ecuaciones ADM podemos dar la mayor parte de las
ecuaciones de evolucién BSSN:

i — £ 775 = —2aA;;, (4.12)

dud— £ 36 = —éaK, (4.13)
8tA~ij — "55‘4“ —e 1 {—=D;Dja+ aR;; + 4ma[vi; (S — p) — QS’Z-j]}ST

+a (KA}j - sz,-kfi;?) , (4.14)

0K — £5K = —D;D'a + <A}jffia‘ + ;K2> +4ma (S + p) , (4.15)

donde ST quiere decir la parte sin traza. Hay que notar que en las ecuaciones de
evolucién que corresponden a la curvatura extrinseca aparecen derivadas covariantes
respecto a la métrica usual, asi como el tensor de Ricci correspondiente a ésta.
La formulaciéon BSSN describe a_estas cantidades en términos de las conformes,
utilizando unas nuevas variables I'* tales que

Ti = —0;7% (4.16)

ya que
i = T 4 241099, (4.17)
Rij = Rij + Ry}, (4.18)

donde R;; es el tensor de Ricci asociado a la métrica conforme ~;; :

5 1. 3 s
Ri; = *571m8l8m%m + “Yk(z’aj)rk + Fkr(ij)k

+ 3 (20T i ) (4.19)
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donde Z;;) = % {Zij + Zj;} es la parte simétrica del tensor Z.

Podemos también representar las constricciones de Einstein en términos de las va-
riables conformes como:

- -2
R=A;; A — §K2 + 167p, (4.20)
~ =~ ~. 2 ~. ~.

;A1 = —T5 A — 640, + 5790 K + 87j", (4.21)

donde ji = e%?ji. Al expresar las cantidades fisicas en términos de las T', solo ne-
cesitamos una ecuacién de evoluciéon para éstas y tendremos unas ecuaciones de
evolucién en 341 de las ecuaciones de Einstein. Utilizando igualmente la ecuacién
(1.18) , (4.18) y anadiendole un multiplo de la constriccién de momento(4.20) obte-
nemos una ecuacién de evolucién para éstas:

Ot — £ 5T = 77k0;048' + gfwajakﬁk — 2411 9;0
s~ . 2 ~. ~.
+ 20 (F}kAﬂk +6A490;¢ — gwajK - 87rj’> . (4.22)

La razén por la que se anade un multiplo de la constriccién de momento al igual que
en el caso ADM-York es que de lo contrario el sistema de ecuaciones es altamente
inestable debido al término 9;A% que queda eliminado en la ecuacién de evolucién

de las T'’s. Lo que hace que la formulacién final de BSSN sea

Ovig — £ 575 = —20 4y, (4.23)
K — £50 = —éaK, (4.24)

0 Aij — £5A5 = e ' {=DiDjo+ aRyj + dralnij (S — p) — 25,1}
ta (KA}j _ 2A}kfi§) : (4.25)
0K — £5K = —D;D'a + <A~ijA~ij + ;K2> +4ma (S +p) (4.26)

g ngh ~a i ]. ~47
Ot — LT = 37%0;08' + 37 19;0,,8*
~ ~ o~ ~ 2 .. -
— 241 0;a + 2a (r;kAak + 640, — S50 K — 8@@) . (4.27)

También existen razones tedricas para utilizar esta formulacion. La primera de éstas
es que al evolucionar por separado la parte sin traza de la curvatura extrinseca y
su traza permite tener mas control sobre las condiciones de foliacién de las hiper-
superficies, ya que la mayoria de éstas depende de la traza de la curvatura extrinseca.
La segunda y tal vez mas importante es que las ecuaciones BSSN son fuertemente
hiperbdlicas lo que garantiza estabilidad en la evolucién numérica, esto es parti-
cularmente importante ya que en relatividad se trabajan con espacios-tiempo con
singularidades fisicas y en estos casos es muy facil violar numéricamente las cons-
tricciones por lo que la evolucién debe ser lo més estable posible (atin que no basta



4.2. ECUACIONES DE EULER 43

que estas sean estables, hay que hacer un tratamiento analitico de las ecuaciones,
asi como un tratamiento numérico). Una debilidad de las ecuaciones BSSN es que
las T no son tensores por lo que no funciona igual cuando se hace un cambio de
coordenadas. Si se desea consultar una formulacién BSSN en coordenadas curvili-
neas puede consultarse en [21]. Si se desea ver un desarrollo mas completo de las
ecuaciones ADM, BSSN y otros formalismos se puede consultar en [6].

4.1.3. BSSN en simetria esférica

El uso de las ecuaciones BSSN en simetria esférica ha sido problemético, ya que
éstas no estan escritas de forma covariante y mas adn se pide que el determinante de
la métrica conforme sea uno, cuando en coordenadas curvilineas esto en general no
es cierto. La formulacion BSSN que utilizaremos para las simulaciones esté escrita
en simetria esférica y fue hecha en [12] y [21], pero, debido a que el formalismo
necesario para presentarlas es muy extenso, omitiremos presentarlo en este trabajo.
Cabe recordar que el caracter evolutivo de ambas formulaciones es el mismo, y que
la diferencia es solamente la adecuacién a las coordenadas espaciales curvi-lineas.

4.2. FEcuaciones de Euler

Las ecuaciones de Euler son las ecuaciones que describen la evolucién de un
fluido que no sufre esfuerzos cortantes, es decir, un fluido sin viscosidad, donde
la viscosidad es la friccién entre las particulas que constituyen el fluido, como lo
describimos en el capitulo 1. Estas ecuaciones fueron concebidas por primera vez
por el fisico-matemdtico Leonhard Euler en el siglo XVII, aun que claramente para
un espacio-tiempo Newtoniano, aun asi Leonhard Euler se considera el cientifico
mas prolifico que ha habido hasta nuestros dias y conceptualmente al nivel fisico las
ecuaciones siguien siendo las mismas a pesar de llevar méas de 250 anos que fueron
publicadas.

4.2.1. Ecuaciones de Euler para relatividad general
Dado el tensor de energia-momento correspondiente a un fluido perfecto:
T = (poh)uaus + Pgag, (4.28)

Podemos definir las siguientes cantidades:

W =—utn,, (4.29)
b= — 4.30
V= st (4.30)
lo que implica
1
W=—=. (4.31)
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Donde W es claramente el factor de Lorentz que los observadores de Euler asocian
a un elemento de fluido con velocidad v donde v? = ~;;0'v7. W y v ya habfan
sido mencionadas en el capitulo III cuando obtuvimos los datos iniciales del fluido.
Dadas estas cantidades podemos definir otras que son centrales en las ecuaciones de
evolucién:

D = poW , (4.32)
S = pohWu®, (4.33)
€ =phW?-P—-D, (4.34)

Donde D es la densidad de masa en reposo, S’ es la densidad de momento en
la direccion ¢ introducida también en el capitulo III y € es la diferencia entre la
densidad de energia total y la densidad de masa en reposo (€ = p,py — D). Todas
estas cantidades representan estas propiedades fisicas solamente cuando son medidas
por los observadores eulerianos. A través de las ecuaciones de conservacén podemos
obtener lo siguiente:

VoTh =0,
= 0.T5 ™ + PWTB — TG, T, (4.35)
Pero:
o 1 av
Fau - 29 aﬂgal/
0 _
— VY (4.36)
e
Por lo que:

Oa (V=9T§ ) = V=gl T *, (4.37)

En términos de nuestras nuevas variables:

Ty~ = + P53, (4.38)

W
Y utilizando que \/—g = a,/7 llegamos a:

o, (o 15 s p]) = [ pi] 00

+ /70y [S’;/g l,]
=[Sy + P3t] 8, (/)
+ozf{ Sy + 5,0, <Wi>+8 (Pé{j)] . (4.39)
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Ahora computamos la componente espacial en la direccion i y esto nos da la conser-

vecién de momento en en la direccién 2 y usando que u* = Wok — Tﬁ tenemos:

Oy (a\ﬁ [u;VSl + P5f]> = [O{/Ib}u“auﬁ + PO; (ay/7) + \/Z/Si u“@ua}
0 k
+ a/y |:01;uoat5i + (Uk — i) OLS; + Si(?u <;{;> + 8u (P(SZ‘LL):| ,
= 9, [SivA] + (owk - 5k) 1 [Siv/A] + 05 (Pan/A)

S; ’
+ %u“@ua + ay/7Si0, <7{;/> , (4.40)

0

Haciendo un algebra larga y utilizando que W = au” se puede mostrar que:

p S,
ay/vS;0, )= vl “ut 9+ Sin/70k (avk - Bk> , (4.41)
W W
Por lo que podemos escribir la conservacién de momento en la direccién ¢ como:

01 Syl + 0k {7 [ Si (a0* = B°)] + aPot } = ayATH T, (4.42)

Haciendo un procedimiento similar en la componente temporal llegamos a la con-
servacion de la energia expresada a través de una ecuacién de evolucién para £ :

0 (VAE) + 0k { /7 [€ (aw® = B°) + aPo*| }

= o7 (TF%9ylna - T0, TF M) (4.43)

Podemos conocer mas sobre el comportamiento de los fluidos recordando que en
general estos conservan el nimero de particulas. La conservacién del nimero de
particulas se puede expresar como:

V. (pou”) =0, (4.44)

Haciendo un procedimiento similar al caso de la conservacién de energia-momento
(y recordando que V,, (pou”) = 9, (v/—gpou”) ) llegamos a una expresién de la con-
servacién del nimero de particulas en términos de una ecuaciéon de evolucién para

D:
9, (\7D) + 0 [ﬁp (owk - 5’“)} ~0. (4.45)
Cuya forma es la mas simple de las ecuaciones anteriores. Con estas tres ecuaciones,

la ecuacion de estado que dimos en la introduccién y las relaciones entre €, D, .S; con
00, W vy h podemos describir completamente la dindmica de un fluido no viscoso.
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4.2.2. Ecuaciones de Euler en el formalismo 341

Las ecuaciones de Euler en relatividad general que presentamos en la seccién
anterior tienen el defecto de no estar expresadas de manera que sean 3-covariante
asi como involucrar términos como las I'’s que no pueden ser empleadas directamente
con las ecuaciones de Einstein en 3+1, por lo que en esta seccion se presentaran las
ecuaciones de Euler de tal manera que estén expresadas en el formalismo 341. Solo
presentaremos el caso de la conservacién de momento y el resto se puede llegar de
un procedimiento andlogo o uno mas sencillo.

En la seccién anterior vimos que la conversacién de momento en la direccién ¢ es:

8, [Sin/7] + O {ﬁ [SZ- (owk - 5’f)] + apaf} — aATETE (4.46)
Podemos ver que:

a AT TE® = a/AT, {“ V[f £t Pafj} , (4.47)

Ahora,

PTY 5% = PT,
9iv/—g
V=9
_ plileva) : (4.48)
ayy

=P

Y recordando que S* = pghWu* tenemos:

a v
= %pohu“u”@-gw/ ) (4.49)
Por lo que:
aﬁfﬁano‘ = PO, (ay/7) + %aﬁpohu“u”c'hgw, , (4.50)
Luego tenemos que:
L ot dig — - {uuBig00 + 200ut 3, g0k + wlF s | (4.51)
QOéU U OiGuv 204 U~ 0900 U~ 0;gok (0

De las definiciones de la métrica y u/ = W/ — W%J tenemos:

1 0,0 0 p B
—a [uuw digog + 2u"W | v — —
o

k
5 ) aiﬂk] =w? [—aia +hop -0 T8, } ,

«

(4.52)
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Y:
Lo ik k 0 L
Jou'u vy = |u” (un — u’Bn) 37 9iVjk |
3
=« [uk (un — uoﬁn)( ) ?k} ,
2 [(3)m uF oy, ka(3)pn
=W ik 0 + Wu BT, (4.53)
Juntando las dos ecuaciones anteriores llegamos a:
1 2 k (3) ukvn
iau”uVaig#V =W —8104 —+ v Dzﬁk + ?kT s (454)
Mientras que de la ecuacién (1.31) de la evolucién de la 3-métrica tenemos:
1 A
ﬁat (\F’YS@) =0S; — aKS; + SiDjﬁj R (4.55)

(4.56)

Y también podemos ver que:

L (5 o)) =0 (5o~ ) (5o~ ) s
= O (Si (avk — Bk>> +() ISi <avk - Bk> ,

=Dy, (Si (owk — Bk)) +®) I7.Sn (avk — Bk) , (4.57)

Por lo que juntando nuestras ecuaciones anteriores llegamos a que la conservacion
de momento en la direccién ¢ implica:

0,5; — aKS; + Dy (aSh) — B*DyS; + S, (ank — 5) Orgt 4 \%ai (a7 P)
ukoy,

P 2 k 3 n
= ﬁ&' (av/7) + pohW [@'a + 07Dy + )Fikuo} ;
(4.58)

Y despejando llegamos a:
05" — £55" + Dy, [a (Sivk + 'yikP)} — —(E+D)Da+aKk§, (4.59)

La cual es la forma final de la conservacién de momento en la direccién i que esta ex-
presada completamente en cantidades del fluido y cantidades 3+1.

Las otras ecuaciones se transforman en un procedimiento similar y éstas son:
8E — B*OLE + Dy, [owk (€ + P)} = (€ + P + D) (av™" Ky — v Omar)
+aK (E+P) (4.60)

8D — %D + Dy (aka) — oKD, (4.61)
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Por lo que las ecuaciones de Euler en formalismo 341 son:
S’ — £55" + Dy [a (Sivk + 71"“13)} — _(E+D)Dia+ak§, (4.62)
OE — B*OE + Dy [av® (€ + P)| = (€ + P+ D) (a0 0" Ky — 000
+aK (€ 4+ P) (4.63)

8D — 359D + Dy, <ozka) — oKD, (4.64)

En donde las cantidades ADM estén definidas en términos de S;,E y D como

Pabm :8+D, (465)
Fhom =S, (4.66)
S = pohW2vid + 49 P (4.67)

Si se desea consultar mas sobre estas ecuaciones y sus propiedades, asi como el caso
en relatividad especial y sus propiedades matema&ticas como la hiperbolicidad,se
puede consultar el capitulo VII de [6] (aun que se salta varios pasos algebraicos que
aqui se muestran).

4.2.3. Ecuaciones de Euler en simetria esférica

Supongamos ahora que nuestro espacio-tiempo es esféricamente simétrico y par-
tamos de la conservacién de momento en 3+1,

05" — £55' + Dy [a (Siv’“ + v“fP)} =—(€E+D)D'a+aK5', (4.68)
Esto podemos reescribirlo directamente como
D S° — £B~Si + Ok [oz (Sivkﬂ + 0" (aP) 4 « {vk @i st 4 50 (3)kavl}
= —(E4+D)D'a+aKS'.  (4.69)

Utilizando que en simetria esférica S = (S7,0,0), v* = (v",0,0), 8 = (87,0,0) y
que podemos reescribir el tensor de curvatura extrinseca como:

AK 4 0 0
Kij = 0 r’BKp 0 , (4.70)
0 0 r2Bsin? 0K

la forma final queda como

oS" =8"0,5" — 5"9,S" — O [a(S"™V")] — O, (aP) — % {0 (aP) 4+ av"S"0,A — (€ + D) 0,ar}

2 B
— S <T + 6;3 > +a(Ks+2Kp)S". (4.71)
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Este proceso es andlogo para las otras ecuaciones de las que obtenemos:

e 1050t e+t (24 5E) 2]

+(E+ P+ D) [a(w")?Ka —v"0ra] + a(Ka +2Kp)(€ + P), (4.72)

para la conservacion de la densidad de energia en reposo y

2 B A
oD = "0,D — 0, (aDv") — aD { ( + O > + (32TA

D(K 2Kpg).
-t }~I—a (Ka+2Kp)

(4.73)

Si se desea ver mds sobre estas ecuaciones se puede consultar [6].

4.3. Condiciones de norma

Existe un gran nimero de condiciones de norma que han sido empleadas para
la evolucién de las ecuaciones de Einstein. Esto es incluso in area en relatividad
numérica( como se mencioné en el capitulo IIT). Aqui presentaremos las funciones
de norma que mejor se adecuan a la evolucién de las estrellas bosén-fermién para los
casos estables e inestables. Debido a que en las evoluciones se presentan horizontes
aparentes nuestra eleccién sera el lapso maximal y el vector de corrimiento gamma
driver. La explicacion de la eleccién de las condiciones de norma la presentaremos
simultaneamente con éstas.

4.3.1. Lapso maximal

Cuando se forma un horizonte de eventos en el espacio-tiempo que se estd mo-
delando, si se elige arbitrariamente a los observadores, en general, éstos tienden a
cruzar el horizonte de eventos y eventualmente llegan a la singularidad desnuda que
hay dentro (teorema de Penrose). Esto mata rapidamente a las simulaciones numéri-
cas.

Queremos observadores (hiper-superficies) que nunca lleguen a la singularidad. Esto
se logra deteniendo la evolucién de los observadores cercanos a la singularidad.

La eleccién de norma que mejor satisface esto es el lapso maximal presentado en el
capitulo III, donde pedimos ;K = K = 0 y llegamos a:

D'Dia = a [K7K;j + 47 (papu + Sapu)] - (4.74)

En el caso de un agujero negro de Schwarzschild, se puede probar que las hiper-
superficies convergen a una hiper-superficie limite » = 3M /2 que estd dentro del
horizonte de eventos pero no llega a la singularidad ens el caballito de batalla que
se utilizé durante muchos r = 0 [6]. Esto quiere decir que el lapso maximal evade la
singularidad fisica.
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El lapso maximal fué el caballito de batalla para la simulaciones en relatividad
numérica durante muchos anos. Debido a que en 2 o més variables es una ecuacién
eliptica, el lapso maximal se ha vuelto una condicién impractica para estos casos, ya
que consume el 90 % del tiempo de las simulaciones y existen condiciones de lapso
hiperbdlicas que son casi igual de buenas para evitar la singularidad como 1+log y
el lapso armdénicol[6].

4.3.2. Lapso maximal en simetria esférica

Aun que en 2 o mads variables el lapso maximal es una ecuacién eliptica, en
simetria esférica el lapso maximal se convierte en una ecuacién diferencial ordinaria
de segundo orden.

Partiendo de
DiDiOz =« [Kinij + 47T(PADM + SADM)] s (4'75)

y recordando que en simetria esférica la curvatura extrinseca se expresa como

AK 4 0 0
Ki; = 0 r’BKp 0 , (4.76)
0 0 r2Bsin? 0K
llegamos a
d?a (0,A)0r Oro
3 = (AT papy + Sapu] + K4 + 2K3) + 221 — 2T . (4.77)

Esta es la ecuacién que se debe satisfacer en cada paso de tiempo. Debemos notar que
la solucion a esta ecuacién no siempre sera la misma ya que 7hospy s Sapy , A, B, K4
y Kp cambian en el tiempo, por lo que podemos hablar de la evolucion del lapso en
el tiempo.

En simetria esférica resolver para el lapso maximal no representa comparativamente
un mayor gasto de recursos computacionales, mientras que sigue siendo la mejor
condicién de norma en cuanto a evitar la singularidad fisica. Aun asi existen algunos
problemas que veremos a continuacion. Si se desea ver con mas cuidado el desarrollo
del lapso maximal asi como otras condiciones de foliacién puede revisarse [6].

4.3.3. Estiramiento de las hiper-superficies

Las causas conocidas para el estiramiento de las hiper-superficies son dos. Una
causa es debido a que cuando se tiene un agujero negro, las elecciones que se hacen
respecto al lapso, son tales que éstas eviten que los observadores lleguén a la sin-
gularidad fisica, lo que hace que para los observadores Eulerianos el tiempo dentro
del horizonte de eventos tenga un paso mas lento respecto a cada hiper-superficie en
la region del horizonte de eventos. Numéricamente esto hace que la separacién en-
tre hiper-superficies sea muy pequena. Esto puede ser visto como un envolvimiento
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de las hiper-superficies al rededor de la singularidad fisica. Esto genera en el caso
discreto que la distancia espacial entre los observadores cercanos al horizonte cresca
rapidamente conforme pasa el tiempo, lo que produce gradientes fuertes en la com-
ponente espacial de la 3-métrica. Este fenémeno de estiramiento de hiper-superficies
eventualmente produce que cualquier simulaciéon numérica falle.

Si se desea consultar méas respecto al fenémeno de estiramiento de las hiper-superficies,
puede consultarse los capitulos IV y VI de [6].

4.3.4. Vector de corrimiento Gamma driver

El vector de corrimiento es una eleccién de norma, lo que permite escogerlo
de tal manera que facilite o nos permita obtener mas informacién sobre nuestras
simulaciones de un espacio-tiempo. La opcién mas sencilla de implementar es hacer
(% = 0, la cual funciona bastante bién en diversos tipos de espacio-tiempos, pero esta
no es necesariamente la mejor opcién. Por ejemplo, en el caso de los espacio-tiempos
con la formacién de horizontes aparentes, se tiene el fénomeno de estiramiento de las
hiper-superficies que conforman al espacio-tiempo y la eleccién $° = 0 no permite
contrarestar este efecto.

Las primeras elecciones de ¢ # 0 fueron en el espiritu de la condicién de lapso
maximal, donde el vector de corrimiento satisface una ecuacién diferencial parcial de
tipo eliptica tal que los elementos de volumen de las hiper-superficies satisfacieran
algunas propiedades como distorsion minima O esfuerzos minimos. Este tipo de
condiciones elipticas son muy dificiles de resolver y consumen muchisimo tiempo de
las simulaciones. No solo eso si no que, tampoco producen necesariamente algunos
de los efectos deseados como curar el estiramiento de las hiper-superficies|6].

Dado esto uno puede pensar en que el vector de corrimiento satisfaga una ecuacion
de evolucion que tienda a la solucién eliptica. Esto es conocido como una condicién
driver por que se dirige la evolucién del sistema al comportamiento de la solucién
eliptica.

Dentro de las condiciones driver para el vector de corrimiento existen las del tipo
parabdlico(una condicién sobre la primera derivada en el tiempo) y el tipo hiperbdlico
que son de la forma:

9B = ag (DjDi B+ éDiDjﬁj — Ri7 —2D; [aAij]> , (4.78)

Donde £ > 0, R; son las componentes espaciales del Ricci de la 4-métrica y AY es la
parte sin traza del tensor de curvatura extrinseca. Las condiciones de tipo hiperbdli-
co tienen la ventaja de reaccionar rapidamente a cambios en el comportamiento del
sistema y de no volver al sistema que se esta resolviendo muy dependiente del com-
portamiento que éstas tengan.

Cuando uno quiere que la distorsién de elementos de volumen sea minima, llegamos
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a la siguiente condicién sobre la 3-métrica conforme 7 :

D; (057) =0, (4.79)
Esta condicién es igual a primer orden en derivadas de la métrica a:
80577 =0,
= oI, (4.80)

Esta tltima ecuacién es sumamente 1itil cuando se utiliza en conjunto con las ecua-
ciones BSSN por que restringe a las I'* (lo cual hace la evolucién mds sencilla) y se
conoce como gamma freezing, ya que congela a las I'* . En este caso podemos imponer
una condicién sobre el 3-vector de corrimiento del tipo hiperbdlico, haciendo que la
evolucién de este tienda al caso de Gamma freezing conocido como Gamma Driver,
que tiene la forma:

936" = a*€a, T — nd, 5, (4.81)

donde hemos agregado un término disipativo, ya que en la préactica el vector de co-
rrimiento oscila fuertemente y esto genera problemas en las simulaciones numeéricas.
Notemos que el parametro 1 debe ser mayor que cero para que el cumpla su caracter
de término disipativo. Mas atn, si se hace un analisis dimensional de 1 notamos que:

[n] =m™t. (4.82)

Por lo que para que cumpla bién su funcion debe escogerse su valor dependiendo
de las caractéristicas del sistema que se estd resolviendo. Un buen criterio es que
1 .
~ ———— para tener evoluciones estables.
= apw P

En simetria esférica tenemos
OB = Q%I — noy BT . (4.83)

Explicaremos a continuacién la manera en que la condicion Gama driver cura el
estiramiento de las hiper-superficies. Inicialmente (t = 0), el vector de corrimiento
puede tener el valor inicial que sea, usualmente se toma como cero. Conforme evo-
luciona la simulacién y comienza el estiramiento, el vector de corrimiento reacciona
comenzando a jalar puntos de la regién de la hiper-superficie cercana al origen, la
cual es asintéticamente plana, lo que restituye a la hiper-superficie de los puntos
que han sido tragados por el horizonte de eventos, asi como disminuye la separacion
entre estos que habia generado el estiramiento.

Una de las desventajas de la condicién Gamma driver es que no es 3-covariante por
lo que al igual que cuado se usa la formulacién BSSN, debe ser modificada cuando
se cambia de coordenadas.

El vector de corrimiento Gamma driver ha permitido evoluciones estables muy lar-
gas de horizontes aparentes,incluso para el caso de colisiones de agujeros negros.

Si se quiere mas informacién sobre las distintas condiciones que se han empleado
sobre el vector de corrimiento, igualmente puede consultarse en [6].
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4.4. Horizontes aparentes

Vimos en el capitulo I la definicién de un agujero negro y lo que es su horizonte
de eventos en el caso en que el espacio-tiempo es asintéticamente plano. Sin embargo
esta definiciéon no es muy 1til en el formalismo 341, ya que ésta es una condicién
global sobre el espacio-tiempo, por lo que no se puede determinar el horizonte de
eventos hasta haber terminado la simulacién. Esto es probleméatico debido a que no
se puede extraer informacién durante la evoluciéon asi como no es posible aplicar
tratamientos para evitar la singularidad fisica que hay dentro de éste.

Por fortuna, Roger Penrose concebi6 la definiciéon de un horizonte aparente. Para
definir rigurosamente un horizonte aparente, necesitamos las siguientes definiciones:

Fisicamente, un horizonte aparente es la superficie mas externa al origen sobre la
cual, cualquier rayo de luz que es emitido dentro de ésta (o en su interior) queda
atrapado y no logra salir de la superficie.

Supongamos que existe una superficie S de 2 dimensiones, imersa en una hiper-
superficie X . Podemos definir un 4-vector espacialoide § normal unitario, que apunta
en la direccién saliente a S. También podemos definir el 4-vector temporaloide f,
tal que ¢ es normal unitario, que apunta hacia el futuro de S. Con estas definiciones
podemos definir:

- 1,
l:\ﬁ(s—i—f) . (4.84)

Claramente [*l, = 0 por su definicién e igualmente por ésta, [ es un 4-vector nulo
saliente de S.

Dado que S es una subvariedad de M, por lo que la métrica de M, g,,, induce una
métrica By, sobre S,

By = gy + tutv — sus, . (4.85)

Podemos definir la expansién © de las geodésicas nulas, salientes de S como

0= —%B“”£fBMV
- _%BW (£7Byw + £5By) (4.86)
pero tenemos que,
£:B = —2X,,, . (4.87)

Donde claramente X, es el tensor de curvatura extrinseca de S immersa en .
Debido a esto podemos reexpresar a © como

O = D;s' — K + K;js's (4.88)
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donde hemos usado las definiciones de 3,7, By K -

Para que S sea un horizonte aparente, primero pedimos que los elementos de area a
lo largo de | no cambien, es decir

0= Disi - K+ Kijsisj
=0, (4.89)

después para que S sea un horizonte aparente, tenemos que pedir que ésta sea la
superficie més externa que satisfaga ©® = 0, ya que puede haber muchas hiper-
superficies internas que vuelvan a cumplir esta condicién.

Si desea ver con mayor detalle el desarrollo para encontar horizontes aparentes se
puede consultar [6]. Si se desea conocer més informacién sobre las técnicas empleadas
en este desarrollo se puede consultar [29] y [22].

4.4.1. Horizontes aparentes en simetria esférica

Recordando que una métrica general de las hiper-superficies de un espacio-tiempo
esféricamente simétrico es

di? = A(t,r)dr?® + r?B(t,r)dQ?. (4.90)
En este caso tenemos:
s' = (1/V4,0,0) (4.91)

por lo que podemos reescribir la ecuacién para la expansiéon © de las geodésicas
nulas salientes de un horizonte aparente como

0= arsr +(3) Fgrsr - (VZ]KU) + KTT(ST)Z

_ 19,4 1[0A N 4 n 20,B\ 1 n 2K g
2432 2| A " r B J VA 1r2AB
1 /2 0B Kyg
= —| - —_ 4.92
VA (r "B ) ZBA’ (4.92)
por lo que encontrar a el horizonte aparente se reduce a
1 /2 0B Ky
(= =0. 4.
VA <7“ B ) r2AB 0 (4.93)

De esta manera podemos revisar en cada hiper-superficie si se ha formado un hori-
zonte aparente, simultaneamente con el desarrollo de las simulaciones. Esta ecuacién
no debe tomarse como una ecuacién diferencial para la componente angular de la
métrica B, sino una ecuacién algebraica que se satisface para r = rp,,. donde 70,
es la posicion del horizonte aparente.



Capitulo 5

Resultados: Datos iniciales

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos de las simulaciones numeéri-
cas, asi como las caracteristicas de los pardmetros empleados en éstas. Las simula-
ciones fueron hechas con el cédgio Ollinsphere 2.0, el cual fue desarrollado por
el Dr.Miguel Alcubierre y el grupo de relatividad numérica del departamento de
gravitacién en el Instituto de Ciencias Nucleares de la UNAM.

Para construir los datos iniciales que representan un espacio-tiempo estatico esféri-
camente simétrico y en coordenadas polares de area de una estrella bosén-fermion,
donde estos sélo interactuan gravitacionalmente, incorporamos una rutina al cédigo
Ollinsphere 2.0 llamada idata_ fluidboson2.f90. A través de un archivo de pardme-
tros, en el formato que utiliza Ollinsphere 2.0, el usuario le prove a la rutina idata_
fluidboson2.f90 los valores de los siguientes parametros:

{Ar,Cp,ﬁ,’y,pQ(TZO),m,¢0(T:O),wl,w2}, (5'1)

donde Ar es el tamano de nuestra malla espacial, C), es el pardmetro de Courant
que determina el tamano de nuestra malla temporal (en relacién a la espacial) que
fue presentado en el capitulo II. x, v, son la constante del fluido isentrépico y el
indice adiabatico del fluido, m, wi, we son el parametro masa en la ecuaciéon de
Klein-Gordon y los valores iniciales para el algoritmo recursivo que encontrara a la
velocidad de fase en el plano complejo del campo escalar. po(r = 0) y ¢o(r = 0)
son el valor central de la densidad de energia en reposo de los fermiones y el valor
central del campo escalar bosénico respectivamente. Todos estos parametros fueron
presentados en los capitulos I, 1T y III.

95



56 CAPITULO 5. RESULTADOS: DATOS INICIALES

Provista de estos parametros, la rutina resuelve las siguientes ecuaciones:

dA A(1-A
_ = 7( ) + 87TA27’/)ADM, (52)
dr T
d? 0, A)0, O
C£:4ﬂa(pADM+SADM)+(2121(1—2 Ta, (53)
d2¢0 2 w2 (3rA)ar¢o ar(bﬂ (ara)ar¢0
w2_M”G”_@>%+ Y B A (5.4)
d Or
aro _ ’00_1+ Po e (5.5)
dT K;'ypg Y — 1 (8%
y—1 2 2
Kp, 1| [(w 2\ 2 Or o
PADM:PO<1+701>+2 <a2+m>¢0+( A> ) (5~6)
1 w? 2 2 Or o 2
SADM:—3&P8+§ 3<oz2_m>¢0_< A > ) (5.7)

utilizando el método de Runge-Kutta de 4to orden para resolver las ecuaciones dife-
renciales y el método de la secante para encontrar la w que satisface las condiciones

de frontera mencionadas en el capitulo III. Ambos métodos estudiados en el capitulo
II.

Esto quiere decir que se resuelven las ecuaciones diferenciales para cada valor de w
hasta que la diferencia entre las soluciones sea menor que una tolerancia € dada.

En todas las simulaciones tomamos

k=1, (5.8)
=3, (5.9)
m=1. (5.10)

Donde 7 es el indice adiabatico presentado en el capitulo Iy v = 5/3 corresponde a
un fluido no-relativista. El coeficiente k es una funcién de la masa de las particulas,
el indice adiabatico y la densidad de entropia especifica del fluido, por lo que, k = 1
corresponde a un fluido isentrépico [6],[25]. m = & = 1 corresponde a una masa

bosénica del orden de 10742 kg.

Esta eleccion tiene otra ventaja, dados estos valores de los parametros, el compor-
tamiento critico de estabilidad, el cual veremos en los siguientes parrafos, aparece
para valores centrales po(0) v ¢o(0) de la misma magnitud!

Cuando tenemos una estrella puramente fermiénica, se puede ver que la densidad
de la estrella disminuye rapidamente del valor central hasta llegar al radio corres-
pondiente a la frontera de la estrella. El radio de la estrella es el radio para el cual
la densidad se vuelve 0.
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p0(0) = 0.04 ——

0.035 |
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0.025 |
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po(r)

Figura 5.1: La densidad de energia en reposo del fluido pg vs r, caso puramente
fermidnico, con po(0) = 0,04. 7,4, = 40 usando Ar = 0,0025. El radio de la estrella
esta en 2,18879.

La figura 5.1 muestra un caso puramente fermidnico (¢o(r = 0) hasta r = 5
aunque la simulacion fue hecha hasta ry,q,; = 40, ya que este serd el radio empleado
en las simulaciones de los casos mixtos. También se puede observar que alrededor
de r = 2,2, la densidad de la estrella se hace 0, por lo que la densidad es continua
en r = 2,2 pero su derivada es discontinua.

Cuando tenemos una estrella puramente bosdnica, como se muestra en la figura
(5.2), el comportamiento del campo escalar estd determinado por su valor central
¢0(0) y el eigenvalor w que corresponde al estado base de los bosones, el cual es
caracteristico por no tener nodos (nunca cruzar el eje radial).

Podemos ver también el lapso maximal, para los casos puros. Al comparar la figura(5.31)
con (5.3II) podemos ver que el corrimiento al rojo gravitacional es mds intenso en
(5.3I) cuando se estd en el interior de la estrella pero se tiene un rapido decaimento
hacia un espacio-tiempo plano al salir de ésta. En cambio, para la parte bdsonica
(5.311) el corrimiento gravitacional no es tan intenso pero el decaimiento hacia Min-
kowski conforme incrementa r es mucho mas lento.

En el caso del coeficiente métrico radial (figuras 5.41 y 5.411), ocurre algo similar al
lapso.

Podemos estudiar el comportamiento de los datos iniciales cuando se varfan pg(0) y
©0(0) , asi como la diferencia entre el comportamiento de pg g y A para los casos
puros y mixtos:

En los casos puramente fermiénicos ( ver 5.5I), conforme po(0) aumenta, se tiene un
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0.035 |

¢0(0) = 0.04 ——

T

10 12 14

Figura 5.2: La componente real del campo escalar ¢g vs r con ¢o(0) = 0,04 y
p0(0) = 0, que es el caso puramente bosénico (w = 0,9271).
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Figura 5.3: I) la funcién de lapso para el caso puramente fermiénico con p(0) = 0,04
y II) para el caso puramente bosénico con ¢g(0) = 0,04 . Podemos notar que para el
mismo valor central en los casos puros, el tiempo pasa mas lento dentro de la estrella
fermionica que en la bosénica.
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20(0)=0.04 ——

00(0)=0.04 ——

Figura 5.4: Métrica radial A(r): Al igual que en el caso del lapso, el efecto gravi-
tacional es més intenso en el caso fermiénico I) que en el bosénico II) cuando se
esta dentro del interior de la estrella.
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5SS 5S
0.04 |- 0.04 |- g
0.03 | 0.03 g
0.02 | 0.02 g
0.01 f--mn 0.01 g
0 0 .
5 2 3 4 5
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Figura 5.5: I) casos puramente fermiénicos. 7y, = 1,677714 corresponde a p(0) =
0,1 y Tmaz = 3,127816 a po(0) = 0,01 . II) estrellas béson-fermién con ¢g(0) = 0,04,
Tmin = 1,608817 v 1 = 2,523502. Los radios del caso mixto son menores que en
el caso puro.
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Figura 5.6: I) conforme ¢(0) aumenta, el decaimento exponencial se acelera para
los casos puramente bosénicos. II) El comportamiento asintético es el mismo para
las estrellas bosén-fermién con po(0) = 0,04, independientemente de ¢(0) .

radio més chico para la estrella correspondiente. Los casos de estrellas bosén-fermién
con ¢o(0) = 0,04 (figura 5.51I), se tiene el mismo comportamiento pero debido a la
interaccién gravitacional con la componente bosonica, los radios son aiun menores
que en los casos puramente fermidnicos. El efecto es méas notorio conforme menor es
la densidad, ya que Ar,q: = 0,604314! Mientras que Arp,;, = 0,0688974, que es un
orden de magnitud menor que A7 -

Cuando comparamos los casos puramente bésonicos(fig 5.6I), podemos ver que entre
mayor sea ¢o(0), es notorimente més acelerado el comportamiento de decaimento
exponencial, siendo ¢o(0) = 0,075, el valor de nuestra grafica que mds rapido de-
cae. Sin embargo, en los casos mixtos (fig 5.61I) con pp(0) = 0,04, llegan al mismo
comportamiento asintético alrededor de r = 8, independiente del valor central del
campo escalar.

El comportamiento de la métrica radial para los distintos casos se puede ver en las
figuras (5.71), (5.71I), (5.71II) y (5.7IV), donde podemos ver que su comportamiento
estd dominado por la componente fermiénica para toda r hastar =5.

El dominio de la componente fermiénica hasta r» = 5 taimbién puede ser observado
en el lapso en las figuras (5.81),(5.811),(5.811I) y (5.8IV).
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p0(0) = 0.0

Figura 5.7: Métrica radial para los casos I) puramente bdsonico, el efecto gravita-
cional es mayor conforme ¢o(0) aumenta. II) po(0) = 0,04 estd dominada por la
componente fermiénica. IIT) puramente fermiénicos, mayor efecto gravitacional con-
forme se tiene mayor pg. IV) estrellas bosén-fermién con ¢g(0) = 0,04 sufre cambios
minimos respecto a la parte bosénica.
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Figura 5.8: Funcién de lapso para los casos I) Puramente bosénico. II) Estrellas
bosén-fermién con pg(0) = 0,04. III) Puramente fermidénico. IV) Estrellas bosén-
fermién con ¢p(0) = 0,04 . El corrimiento al rojo gravitacional estd dominado por la
componente fermiénica hasta r = 5.
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5.1. Convergencia de datos iniciales

Es indispensable confirmar que nuestros datos iniciales converjan. Para verificar
esto, podemos utilizar la constriccién hamiltoniana, la cual analiticamente es inden-
ticamente cero, pero al ser nuestros datos una aproximaciéon numérica, estos violan
la constriccion hamiltoniana, con la que se le puede asociar un error a la simulacion.

po(0) = 0.1, ¢o(0) = 0.04

0.01 | | |
dr = 0.005 ——
(dr = 0.0025)X4 s
0.001 ]
0.0001 ]
=
§ le — 05 ]
T
le — 06 ;
le — 07 ;
16 — 08 L 1 | ‘ ‘
T

Figura 5.9: El valor absoluto de la constriccién hamiltoniana der = 0 ar = 5 corres-
pondiente al caso py(0) = 0,1 ¢o(0) = 0,04 con dr; = 0,005 y dre = 0,0025 = %drl .
La gréafica estd en escala logaritmica. Se multiplica x 4 los datos correspondientes a
dry. La convergencia es claramente a 2ndo orden.

El error asociado a la simulacion debe converger a 2ndo orden, ya que este es el
orden de nuestros datos iniciales. Obtenemos que la convergencia es exacta a 2ndo
orden como se puede observar en 5.9 y 5.10.

5.2. Datos iniciales perturbados

Nuestras simulaciones estudiaran casos estables e inestables bajo perturbaciones
en la densidad fermidnica po(r) de la siguiente forma:
2

po(r) = po(r) + age °8 , (5.11)

que corresponde a una perturbacién radial gaussiana. Usualmente se exige que
ag << 1 y sg determina el radio al que decae la perturbaciéon. Una vez que ob-
tenemos los datos iniciales, debemos hacer esta perturbacién y resolver nuevamente

<

N
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p0(0) = 0.1, ¢(0) = 0.04, ag = 0.001, 50 = 0.4

0.01 | | ‘
dr =0.006 ——
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Figura 5.10: Valor absoluto de la constriccién Hamiltoniana en escala logaritmica
para el caso perturbado hasta r = 5 con pp(0) = 0,1¢0(0) = 0,04a9 = 0,001 y
so =0,4, dri = 0,005 y dro = 0,0025 = %drl . La convergencia es a 2ndo orden.

la constriccién Hamiltoniana para garantizar que nuestros datos iniciales siguen sa-
tisfaciendo las ecuaciones de Einstein.

5.3. Analisis de estabilidad

Una vez teniendo certeza de la convergencia de los datos iniciales, podemos es-
tudiar a la masa ADM que definimos en el capitulo III como funcién de la densidad
central fermiénica. Asi, variando ¢¢(0), podemos estudiar el comportamiento de la
masa ADM en las estrellas bosén-fermion.

Como se puede ver en la figura (5.11), M,p, max = 0,66 correspondiente a
?0(0) = 0,075 y po(0) = 0, el cual es un estado bosénico puro. El comportamiento
observado en (fig 5.11) es consistente con el observado en [3], a pesar de utilizar una
ecuacién de estado diferente.

En el caso en el que se tiene un espacio-tiempo estatico podemos calcular la masa
de la estrella fermiénica Mg, integrando la componente fermiénica de la densidad
de energia pr = pohW? — P hasta el radio de la estrella.

Testrella
Mp = / Arcpp ridr . (5.12)
0

Con esto, podemos calcular la masa de la estrella fermidnica y estudiar sus propie-
dades de estabilidad en funcién de po(0) y ¢o(0) .
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Figura 5.11: Mapy vs po(0). El valor méximo corresponde al estado puramen-
te bosoénico y este decae conforme aumenta pp(0), excepto en el caso puramente
fermionico, donde el comportamiento se invierte.
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Figura 5.12: My vs pp(0). El valor de Mg crece conforme incrementa pg(0), hasta
que llega a un valor méximo en py(0) ~ 0,055 y luego empieza a decaer. Los valores en
los que decae son la rama inestable, mientras que los valores donde Mg es creciente,
son la rama estable. Se tienen 20 puntos con Apy(0) = 0,005.
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En la figura (5.12) se pueden observar la rama estable e inestable de la componente
fermiénica. La rama inestable corresponde a la que conforme aumenta po(0), Mg
disminuye. La rama estable corresponde al comportamiento contrario. Hay que notar
que conforme aumenta ¢g(0), Mp incrementa sus valores pero mantiene el mismo
comportamiento. Incluso el valor critico (po(0) ~ 0,55) es independiente de ¢¢(0) .

Con esto se puede concluir el estudio de los datos iniciales y dar pie al estudio de la
estabilidad en la evolucion.



Capitulo 6

Resultados: Evoluciones

En este capitulo presentamos los resultados obtenidos de las evoluciones de es-
trellas bosén-fermion para las casos estable, inestable e inestable con vector de corri-
miento. Escogemos los valores correspondientes segin la figura (5.12) que encontra-
mos en el capitulo anterior. Estas evoluciones permitirdan determinar si este andlisis
es correcto, asi como estudiar las propiedades de la materia y la métrica en los
distintos casos.

6.1. Evolucion: caso estable

Si consideramos el caso pp(0) = 0,04, ¢0(0) = 0,04 podemos ver en la figura
(5.12) que esta configuracién de pardametros se encuentra en la rama estable. Pertur-
bamos los datos iniciales utilizando (5.11) con ag = 0,001 y sop = 0,4. Ya que nuestro
codigo es convergente a 2ndo orden, realizamos las simulaciones con dr; = 0,005,
dry = 0,0025 y C), = 0,5 por lo que la perturbacién asociada a nuestros valores de
ap y Sog es mayor que el error numérico y tenemos completo control sobre la manera
en la que el sistema fue perturbado. Utilizamos el método Iterative-Crank-Nicholson
para hacer la integracién correspondiente a la parte temporal.

Como vimos en el capitulo IV, nuestra formulacién de las ecuaciones de Euler en
3+1 esté en términos de las variables € , D y S, conocidas como cantidades conserva-
das. Para obtener las variables primitivas pg, P, y v" de las cantidades conservadas,
el cédigo utiliza una rutina llamada fluidprimitive.f90, la cual utiliza el método de
Newton-Raphson para invertir las ecuaciones. Para hacer esto es indispensable que
las cantidades conservadas numéricamente sean distintas de cero para todo radio
(aunque analiticamente lo sean). Debido a esto agregamos una ”atmdsfera” fuera de
la estrella, es decir, agregamos un valor muy pequeno a la densidad, lo que permite
invertir las ecuaciones numéricamente y obtener pg, P,y v" de €, D y S,. En nues-
tras simulaciones pagmos = 10710,

El campo escalar que hemos utilizado en este trabajo es de la forma ¢(t,7) = ¢o(r)e™?
por lo que su evolucién debe ser armoénica en el tiempo, que es lo que se observa en
la figura (6.1).

67
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p0(0) = 0.04, ¢o(0) = 0.04
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Figura 6.1: La evolucién del campo escalar ¢g(r) en el caso po(0) = 0,04, ¢o(0) = 0,04
perturbado. La evolucién es arménica en el tiempo y la perturbacién no afecta el
comportamiento del campo escalar.

La evolucién fue realizada de t = 0 a t = 300, en esta seccion mostramos la evo-
luciéon de ¢,pp,A,B yaat=0,60,120,180,240 y 300. Esto se muestra en las
figuras (6.1),(6.2), (6.3), (6.4) y (6.5).

En la figura (6.2) podemos apreciar que la evolucién de po(r), la densidad del flui-
do, cuando es perturbada, produce un comportamiento oscilatorio de poca variacién
entre el maximo del caso no perturbado po(r = 0) = 0,04 y un nuevo maximo de
po(r = 0) = 0,045, asi como también oscilan los puntos cercanos a r = 0, ain asi las
soluciones rapidamente llegan a la misma y el radio de la estrella es el mismo V ¢.

La evolucién de la componente radial de la 3-métrica puede observarse en (fig 6.3),
donde se puede ver que ésta tiene un comportamiento oscilatorio de poca variacion,
donde el maximo respecto al radio se hace menor respecto al tiempo, oscilando entre
1,4 y 1,45, que corresponde al maximo en r = 0.

El caso de la componente angular de la métrica B(r) tiene un comportamiento simi-
lar como se muestra en (fig 6.4). Cabe mencionar que la oscilacién es relativamente
pequena, comparada con el resto de las variables de la simulacién, ya que la compo-
nente angular de la métrica oscila entre 1 y 0,99, alejaAndose muy poco de la solucién
estatica B = 1.

La evolucién del lapso maximal (fig 6.5), igual que la parte espacial de la métrica,
tiene un comportamiento oscilatorio entre 0,65 y =~ 0,63.

Es dificil apreciar de la gréafica anterior el comportamiento del lapso, por lo que po-
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Figura 6.2: La evolucién de la densidad del fluido pg(r) para el caso pp(0) =
0,04, ¢(0) = 0,04 perturbado. La densidad en r = 0 oscila entre 0,04 [t =0,120,240]
y 0,045 [t=60, 180, 300] en un proceso estable (dr = 0,0025,dt/dr = 0,5).

demos estudiar el comportamiento de éste en » = 0, el cual mostramos en la figura
(6.6). En ésta se puede apreciar el comportamiento periédico en r = 0, donde la
solucién se asemeja a la forma D cos pt para algin D, p, con méximos en t ~ 0,120
y minimo en t = 60.

Para finalizar el andlisis del caso estable, podemos revisar la convergencia de la cons-
triccién Hamiltoniana (en valor absoluto y escala logaritmica) para ¢ = 120, 300. La
convergencia es evidentemente de 2ndo orden [figuras( 6.71), (6.71I)] asi como pode-
mos notar que el error es muy pequefio (=~ 107%).

El analisis de estabilidad para Mp resulté adecuado en el caso estable, veamos
qué sucede en el caso inestable.
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p0(0) = 0.04 , ¢ (0) = 0.04
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Figura 6.3: La evolucién correspondiente a la métrica radial A(r). La componente
radial de la métrica en r = 0 oscila entre 1,45 [t=60, 120, 240] y 1,4 [t=0, 180, 300]
de manera estable (dr = 0,0025,dt/dr = 0,5).
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Figura 6.4: La evolucién correspondiente a la métrica angular B(r), para el caso
p0(0) = 0,04, ¢9(0) = 0,04 perturbado. Oscila entre 1 y 0,99 para todo r, entre
r=0yr=5 (dr=0,0025,dt/dr =0,5).
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Figura 6.5: La evolucién del lapso a(r), para el caso pp(0) = 0,04, ¢0(0) = 0,04
perturbado. El lapso oscila en 7 = 0 entre 0,65 [t=0, 180, 240] y 0,63 [60, 120, 300]
en forma estable (dr = 0,0025,C), = 0,5).
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Figura 6.6: La evolucion del lapso « en = 0, maximo = 0,645 y min ~ 0,628.
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Figura 6.7: El valor absoluto de la constriccién hamiltoniana, en escala logaritmica
para los tiempos correspondientes. En el caso pg(0) = 0,04, ¢(0) = 0,04, pertur-
bado estable con dry = 0,005,dry = 0,0025(X4),dt/dr = 0,5. La convergencia es
claramente a 2ndo orden.

6.2. Evolucion: caso inestable

Si consideramos el caso po(0) = 0,1, ¢0(0) = 0,04 podemos ver que esta confi-
guracién de pardmetros corresponde a la rama inestable de (5.12). Perturbamos los
datos iniciales utilizando la ecuacién (5.11) con ag = 0,001 y sp = 0,4 para tener
control sobre la perturbacién del sistema.

La evolucién fue realizada de t = 0 a ¢ = 40. En las figuras (6.8), (6.9), (6.10),
(6.11) mostramos ¢,pg,A,B yaat=0,10,20,30 y 40.

En la figura (6.8) vemos la evolucién del campo escalar ¢o(r), en [t = 0,10,20]
el comportamiento del campo escalar es igual que en el caso estable. En ¢t = 30,
la parte del campo escalar que esta en el interior de r = 1, estd congelada y sélo
oscila la parte del campo que se encuentra fuera de r = 1. En ¢t = 40 la parte del
campo que estd adentro de r = 2 estd congelada y sélo los puntos correspondientes
a r > 2 siguen oscilando. La amplitud de la oscilacién es menor conforme se avanza
en el tiempo para t > 30. También podemos observar que se tiene un nuevo minimo
¢o =~ 0,07 en r = 0 el cual permanece congelado. El congelamiento de la solucién
puede ser observado debido a la superposiciéon de t =30y t =40 en r = 1.

La evolucién temporal de la densidad del fluido po(r), correspondiente a po(0) =
0,1,¢0(0) = 0,04 perturbado (fig 6.9). La densidad central va creciendo, a la vez
que el radio de la estrella disminuye hasta que en ¢ = 30 la componente fermiénica
alcanza su densidad central méxima de py(0) ~ 0,9 y se queda estatica hasta t = 40.

La evolucién de la componente radial de la métrica A(r) (fig 6.10), El comporta-
miento de la componente radial es el mismo que en el caso estable hasta ¢t = 20.
En ¢ = 30 ésta empieza a creecer debido al fenémeno de estiramiento de las hiper-
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Figura 6.8: Evolucién del campo escalar ¢o(r), en [t = 0,10, 20] igual al caso estable.

A partir de t = 30 una parte se congela (dentro de r = 1) y el resto oscila. La regién
congelada aumenta con t (dr = 0,0025,C), = 0,5).
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Figura 6.9: La evolucién temporal de la densidad del fluido po(r). La densidad central

llega a un méximo po(r = 0) =~ 0,9, a la vez que el radio de la estrella disminuye.
En t = 30 se queda estética hasta ¢t = 40 (dr = 0,0025,C, =0,5)
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Figura 6.10: La componente radial de la métrica A(r) en escala logaritmica. Igual al
caso estable hasta ¢t = 20. En t = 30 ésta empieza a crecer. El maximo crece de 1,4

en t =0 a 400 en t = 40. El estiramiento de las hiper-superficies es evidente r < 5
(dr =0,0025,C, =0,5).

superficies. La métrica crece de 1,4en t = 0 a 400 en ¢ = 40. La figura (6.10) estd en
escala logaritmica para poder apreciar el estiramiento. El estiramiento genera enor-
mes gradientes en la evolucién de A(r) y eventualmente mata nuestra simulacién.

La evolucién de la componente angular de la métrica B(r) se muestra en la figura
(6.11). El comportamiento es el mismo que en el caso estable hasta ¢t = 20. En
t = 30 ésta, contrario a la componente radial, empieza a decrecer. A diferencia de la
componente radial, el cambio no es comparable, ya que ésta solo pasade 1 ent =0
a0,2ent =40y r <5, lo que no genera problemas con la simulacién.

En el caso del lapso a(r), el corrimiento al rojo gravitacional va incrementando has-
ta que en ¢t = 30 el lapso colapsa (a = 0) para r < 1 y continta colapsando hasta
t =40 o = 0 Vr < 1,5. El colapso del lapso maximal es una caracteristica de la
formacion de horizontes aparentes en ausencia de vector de corrimiento por lo que
revisaremos si hay formacién o no de éstos.

La constricciéon hamiltoniana evaluada en ¢ = 10 y t = 40 . La convergencia es clara-
mente a 2ndo orden en ¢t = 10. En ¢ = 40 la convergencia es a 2ndo orden pero tiene
algunos problemas entre r = 2 y r = 3, aun asi, el error es muy pequeno ~ 1076
asi que la convergencia sigue siendo a 2ndo orden.

Si hacemos una busqueda de un horizonte aparente, encontramos que se forma uno

en t ~ 25, lo que, con la conjetura de censura cosmica, implica que se forma un
agujero negro.
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Figura 6.11: La componente angular de la métrica B(r). Hasta t = 20 igual al caso

estable. En t = 30 empieza a decrecer con méximo = 1 en ¢t = 0 a un méximo = 0,2
ent=40y r <5 (dr =0,0025,C, =0,5).
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Figura 6.12: La evolucién temporal del lapso. El minimo decae hasta que en ¢t = 30

el lapso colapsa (o = 0) para r < 1. Esto continda hasta t = 40 o = 0 Vr < 1,5
(dr =0,0025,C), =0,5).
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Figura 6.13: La constriccién hamiltoniana en ¢ = 0,40 y ¢t = 40. La convergencia
es a 2ndo orden (dr; = 0,005, dry = 0,0025(X4),C, = 0,5).

) (I1)
p0(0) = 0.1, ¢o(0) = 0.04 p0(0) = 0.1, ¢(0) = 0.04
2 : ‘ ‘ 0.35 ‘ : ‘
03 | i
sl ] 0s | r-<
= = 02t i
= dr = 0.005 1 3
< dr = 0.0025 = 0I5 g —0.005
dr = 0.0025
os | 01|
0.05
0 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

t t

Figura 6.14: El radio del horizonte aparente r45(t)y la masa del horizonte aparente
Map(t). El radio y la masa son cero hasta que se forma el primer horizonte apa-
rente t =~ 25. Después de esto, ambos crecen desmedidamente. Estos resultados son
confiables hasta t ~ 40.

Mostramos el comportamiento del radio del horizonte y su masa en funcién
del tiempo a distintas resoluciones. El crecimiento del radio del horizonte aparente
explica el colapso del lapso, asi como el estiramiento de las hiper-superficies y el
congelamiento del campo escalar dentro del radio del horizonte. El comportamiento
del radio es igual en las distintas resoluciones. La masa crece desmedidamente, lo
que implica error numérico en las simulaciones. Este comportamiento empeora a
mayor resoluciéon! Por lo que la simulacién es confiable hasta t ~ 40.

Hemos visto que el analisis de estabilidad funciona también para el caso inestable, ya
que parametros correspondientes a la rama inestable produjeron horizontes aparentes
en t ~ 25. Es necesario emplear un vector de corrimiento distinto de cero para
intentar obtener mas informacién en la evolucién del espacio-tiempo.
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6.3. Evolucion: caso inestable con vector de corrimiento

Volvamos a considerar el caso po(0) = 0,1, ¢(0) = 0,04. Perturbamos los datos
iniciales utilizando (5.12) con a9 = 0,001 y sy = 0,4 para tener control sobre la
perturbacién del sistema.

Escogemos un vector de corrimiento que inicialmente es cero pero evoluciona de
acuerdo a la ecuacién presentada en el capitulo IV conocida como ”gamma driver”.

_3 ~ L~
TomamOS§—z yyaquen= g =

La evolucién fue realizada de t = 0 a t = 300, en las figuras (6.15), (6.16), (6.17),
(6.18), (6.19), (6.20) y (6.21) mostramos la evolucién de ¢, pg, A, B, y [ respec-
tivamente. Los tiempos que se muestran son particulares en cada caso para dar una
imagen completa del comportamiento de nuestras variables durante la evolucion.

El campo escalar ¢g(r) tiene el mismo comportamiento que en el caso estable hasta
que en t = 25 se forma el horizonte apartente. A diferencia del caso donde no habia
vector de corrimiento (donde el campo empezaba a congelarse), el campo oscila V' r,
pero poco a poco va perdiendo amplitud como se aprecia en (fig 6.15). Al igual que
en el caso inestable, se llega a un minimo =~ 0,07 .
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Figura 6.15: La evolucién del campo escalar en ¢t = 0,20,25,30,35, y 40. (dr =
0,0025, dt/dr = 0,5). Igual al caso estable hasta t ~ 25, luego va perdiendo amplitud.
¢ minimo =~ 0,07

Evolucién de ¢o(r) hasta ¢t = 300 (fig 6.16). A esta escala es mucho més evidente
que la amplitud va disminuyendo hasta que en t = 300 el campo escalar parece
haberse desvanecido completamente. Esto es debido a que el vector de corrimiento
es un tipo de excisién, por lo que nuestra coordenada r = 0 no corresponde a la
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Figura 6.16: Evolucién del campo escalar ¢o(r) para t = 0,60,120,180, 240, 300.
El campo escalar se desvanece en t = 300 (dr = 0,0025,dt/dr = 0,5).

singularidad fisica como en el caso de Schwarzschild, sino a una superficie limite y
el campo escalar poco a poco cruza esta superficie y desaparece de la simulacion.

La densidad del fluido po(r). La densidad central va aumentando y ¢ = 26 (cuando
se forma el primer horizonte aparente) alcanza su valor maximo de p(0) =~ 0,85.
Para tiempos posteriores, la densidad disminuye hasta casi desaparecer alrededor de
t = 31. Al igual que el campo escalar, esto es debido a la excisién producida por el
vector de corrimiento, pero a diferencia de éste, el proceso es mucho més réapdio.

La razén principal de implementar el ”gamma driver”, es evitar que se formen gra-
dientes gigantescos en la evolucién de la componente radial de la métrica (fig 6.18).

Podemos observar en la figura (6.18) se congela el crecimiento de la componente ra-
dial, incluso después de haberse formado un horizonte aparente. Esto es el efecto que
deseabamos del ”gamma driver”. Asi podemos ver que el vector de corrimiento cum-
plié su cometido hasta tiempos largos, ya que la componente métrica llega a un esta-
do estacionario con un valor muy cercano a su valor inicial (Apqaz|i=300 — Amaz |lt=0 =~

0,5).

La evolucién de la componente angular de la métrica B(r) ent = 0,60,120, 180,240,
y 300 representada en la figura (6.19). Podemos observar que la componente angular
llega a un minimo de 0,905 en t = 60, en el cual permance durante el resto de la
evolucién hasta t = 300. Al igual que en el caso de la componente radial, la evolucién
se vuelve estacionaria y la diferencia entre el estado inicial y el final es un orden de
magnitud menor que en el caso inestable sin vector de corrimiento.
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Figura 6.17: La densidad del fluido po(r). La densidad central hasta llegar a pg(0) =
0,85 en t = 26. En ¢ = 31 py(r) << 0,01 (dr = 0,0025,C, = 0,5).
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Figura 6.18: La evolucién de la componente radial de la métrica A(r) para t =
0,60,120,180,240 y t = 300. A partir de ¢ = 120 la componente radial de la
métrica, se queda en un valor estacionario con valor maximo de 1,99 hasta ¢ =

300(dr = 0,0025 , dt/dr = 0,5).
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Figura 6.19: La componente angular de la métrica B(r) llega a un minimo de 0,905 en
t = 60. El comportamiento es estacionario hasta ¢t = 300 (dr = 0,0025,dt/dr = 0,5).

En (fig 6.20) mostramos la evolucién del lapso «a(r). Debido a la presencia del vec-
tor de corrimiento, la ecuaciéon de lapso maximal se ve modificada con un término
B0;K, que es el que produce el comportamiento semilineal cerca del origen. El
”gamma driver” cura el colapso del lapso (salvo en el origen donde no debe ser cu-
rado) debido a que "toma” observadores de la regién asintéticamente plana y los
empuja hacia el interior horizonte aparente.

En la gréfica (6.21) podemos ver la evolucion del vector de corrimiento con la con-
diciéon ”gamma driver”. Inicialmente, el vector es cero, conforme creecen las compo-
nentes espaciales de la métrica, el vector de corrimiento crece proporcionalmente y
cuando éstas llegan a un comportamiento estacionario, éste también se vuelve esta-
cionario (por lo que a partir de ¢ = 30 éste casi no crece).

Verificamos la convergencia de la constriccién Hamiltoniana, la cual se puede obser-
var en las figuras (6.221) y (6.22II).

Podemos estudiar las propiedades de los horizontes aparentes que se forman duran-
te la evolucién con vector de corrimiento. El horizonte aparente se forma en t = 25
igual que en el caso anterior, pero en este caso el radio del horizonte aparente (fig
6.23I) tiende a un valor asintético de r4g = 0,5 mientras que la masa (fig 6.2311I)
tiende asintéticamente al valor de la masa ADM. Esto quiere decir que para el vec-
tor de corrimiento ”gamma driver”, el horizonte aparente tiene un tamano limite, lo
cual es lo que esperariamos si la solucién tiende a un estado estacionario debido al
teorema de no-pelo. Ya que la masa del horizonte aparente tiende a la masa ADM,
podemos concluir que la energia en nuestro espacio-tiempo se conserva globalmente
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Figura 6.20: La evolucién del lapso maximal «(r). Tiene un comportamiento semi-
lineal alrededor de 7 = 0 en ¢ = 300 (dr = 0,0025,dt/dr = 0,5).
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Figura 6.21: Evolucién del vector de corrimiento S(r). A partir de ¢t = 30 el compor-
tamiento es casi estacionario. Llega a un méximo =~ 0,23 (dr = 0,0025,dt/dr = 0,5).
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Figura 6.22: La convergencia del valor absoluto de la constriccién hamiltoniana en
escala logaritmica para t = 120, 300. La convergencia es claramente a a 2ndo orden
(dr1 = 0,005 ,dry = 0,0025(X4),dt/dr =0,5).

con una buena aproximacién, asi como el hecho de que tenemos un comportamiento
de un espacio-tiempo estacionario asintéticamente. Podemos concluir algo similar
partiendo de que se cumple la 2nda ley generalizada de la termodinamica. Estos
resultados son iguales a distintas resoluciones lo que garantiza que no es un efecto
numeérico.
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Figura 6.23: El horizonte aparente se forma en t = 25 igual que en el caso anterior,
pero en este caso el radio del horizonte aparente I) tiende a un valor asintético de
rag = 0,5. II) La masa del horizonte aparente tiende asintéticamente a Mapyr =~
0,2978 (dr; = 0,005, dre = 0,0025,dt/dr = 0,5).



Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis presentamos una gran gama de conceptos y técnicas indispensa-
bles para hacer tratable un problema de relatividad general en su formulacién més
sencilla y que a la vez, le pudieramos extraer contenido fisico y matematico de in-
terés. Partimos de la relatividad general, planteada como una ecuacién tensorial en
una variedad pseudo-Riemanniana en 4 dimensiones. Vistas asi, las ecuaciones de
Einstein no distinguen entre espacio y tiempo, por lo que utilizamos conceptos de
topologia diferencial y geometria Riemanniana para replantear estas ecuaciones en
el formalismo 341, el cual hace una fuerte distincién entre espacio y tiempo. Esto
nos permitié plantear las ecuaciones de Einstein como un problema de Cauchy.

También vimos la formulaciéon matematica de agujeros negros, campos escalares y
fluidos, asi como estrellas boson-fermién. Con estos conceptos y el de simetria esféri-
ca pudimos plantear mateméticamente el problema de datos iniciales y evolucion
de estrellas bosén-fermion, es decir, la evolucién de las ecuaciones de Euler y la de
Klein-Gordon en simetria esférica.

Para simular estos espacios-tiempo en una computadora fue necesario introducir
métodos numéricos y algoritmos computacionales tales como los métodos de lineas
para convertir nuestras ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas y el méto-
do de la secante para encontrar el eigenvalor asociado a nuestro campo escalar. Una
vez presentadas las herramientas, hicimos 5 estudios diferentes. El primero fue gene-
rar los datos iniciales de una estrella bosén-fermion, de lo cual fue necesario valerse
de todo lo que presentamos en la tesis. Este proceso es particularmente complicado
ya que primero tiene que entenderse el problema como un problema de eigenvalo-
res asociado a la frecuencia correspondiente al estado base que se obtiene dado un
valor central especifico del campo escalar, el cual se deduce de la ecuacién de Klein-
Gordon. Después, se tiene que disenar un algoritmo que busque eficientemente dicho
eigenvalor, lo cual definitivamente debe considerarse como un proceso arduo.

Una vez hecho esto pudimos hacer un estudio comparativo entre las propiedades de
los datos iniciales correspondientes a los estados puramente bosénico 6 fermidnico
con los datos iniciales de valores mixtos. En este tipo de andlisis se puede hacer un
registro de pardmetros muy extenso, lo cual ya fue hecho en diversas ocasiones. Aun
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asi, pudimos observar resultados interesantes como el hecho que el comportamiento
cercano al origen estd en su mayoria determinado por la componente fermiénica de
la estrella mixta, asi como que el comportamiento asintotico estd determinado por
la componente bosénica. Logramos obtener un resultado ya conocido en [3], donde
se establece que la configuracion de maxima masa corresponde al estado puramente
bosonico. Una posible explicacion a esto podria ser la energia de amarre que pier-
de un sistema gravitacional al mantenerse en equilibrio gravitacional, causando que
aunque haya mas materia en un caso que en otro, esta materia extra provoque una
perdida de energia gravitacional. Utilizando herramientas mateméticas pudimos ge-
nerar una grafica que determina para ciertos valores centrales del campo escalar,
las ramas estables e inestables de la densidad central para el fluido contra la masa
fermionica. Encontramos que a nuestra resolucién, el punto critico era independiente
del campo escalar, pero que, la masa y los radios de las estrellas fermiénicas si se
veian afectados. En particular entre mayor fuera el campo escalar, mayor es la masa
de la componente bdsonica, asi como menor serd su radio. Esto desde el punto de
vista fisico puede entenderse de la siguiente manera: Si tienen materia fermiénica
rodeada por materia bosénica, la materia fermiénica queda atrapada y la unica al-
ternativa que tiene es compactarse, como si unas paredes obscuras nos presionaran
(gravitacionalmente) en todas direcciones, sélo le quedaria a uno hacerse mas chico
para tratar de evitar la presién (gravitacional) de las paredes obscuras. Que el pun-
to critico sea independiente del campo escalar es seguramente debido a que nuestro
estudio de parametros no es lo suficientemente extenso asi como seguramente, no
tiene la resolucién necesaria.

Lo novedoso de este trabajo fue el estudio de la evolucion de estos estados estables
e inestables. Implementando una rutina en el cédigo Ollinsphere 2, encontramos
que efectivamente un caso que se encontraba en nuestra rama estable tolera per-
turbaciones controladas en la densidad fermidnica y oscila ligeramente alrededor de
su estado inicial a lo largo de una evolucién muy larga (¢ = 300). Por otro lado,
una combinaciéon de parametros que se encontraba en la rama inestable forma un
horizonte aparente y la evolucién no es lo suficiente estable para estudiar un poco
el comportamiento del campo escalar en presencia del horizonte aparente, donde el
colapso del lapso y el estiramiento de las hiper-superficies no permite extraer mucha
informacién fisica del sistema.

Asi que implementamos el vector de corrimiento conocido como ”gamma driver”,
que nos permitié extender la evolucién del caso inestable hasta tiempos muy largos
t = 300 (comparable con el caso estable) con la suficiente certeza respecto a su com-
portamiento, debido al anélisis de convergencia que realizamos para todos los casos.
En esta norma pudimos extraer informacién fisica, por ejemplo, que el horizonte
aparente se traga rapidamente al fluido que lo gener6 mientras que el proceso para
absorber el campo escalar es comparativamente mucho més tardado que el otro.
Esto permite especular como se ha hecho anteriormente si el campo escalar puede
fungir como materia obscura, a pesar del teorema de no-pelo. Respecto a los casos
estudiados en esta tesis, estos podrian servir como una comparacién entre uno de
los distintos modelos de creacién de agujeros negros supermasivos correspondiente
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a el colapso de un fluido primitivo en contraste con el modelo de materia obscura
de campo escalar. Esto podria poner constricciones a la compatibilidad entre los
modelos, ya que las configuraciones de estrellas boson-fermién permitidas por las
constricciones de Einstein modifican la frecuencia del campo escalar, lo que hace
diferente el caso de colapso gravitacional con campo escalar a un caso en el que se
tiene incialmente un agujero negro con campo esclar. Sin duda alguna se tienen que
hacer mas simulaciones. En particular podria ser de especial interés que la relacién
de la masa del agujero negro que se forma respecto a la masa bdsonica, sea la misma
razén que la de la materia obscura con los agujeros negros supermasivos (= 10~%)
y de ahi ver si es posible generar configuraciones estables con tal relacién de masa.
Estas son las posibles extensiones que considero plausibles, al trabajo aqui realizado,
en el futuro cercano.
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