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Introduccion

Esta tesis muestra posibles poliedros que se pueden generar partir de un
caleidoscopio finito en el espacio, utilizando fuertemente el programa compu-
tacional Kaleidoscopio 3D.

El programa Kaleidoscopio 3D tiene sus origenes en 2009 cuando el Labo-
ratorio de visualizacion virtual “Ixtli” de la UNAM acept6 la idea de modelar
caleidoscopios en base a un programa a desarrollar por parte del Dr. Javier
Bracho, el Dr. Michael Barot y el matematico/programador Renato Leriche. A
finales de 2009 me incorporé a dicho equipo de trabajo para realizar mi ser-
vicio social en “Aventuras Mateméaticas” (dentro del Instituto de Mateméticas)
disenando paisajes especificos relacionados a los caleidoscopios que fueron mo-
delados en dicho programa. Tras concluir el servicio social en dicho proyecto,
decidi realizar esta tesis. El lector interesado puede encontrar modelos fisicos de
este tipo de caleidoscopios, deisenados por el Dr. Javier Bracho, en Universum,
el museo de la ciencias de la UNAM.

Los caleidoscopios habituales son aquellos que estan hechos por tres espejos
paralelos introducidos en un cilindro; al extremo del cilindro se le ponen pe-
quetios objetos de colores (vidrios, canicas, botones, etc...) que al ser vistos del
otro lado del cilindro producen imagenes muy bonitas. Este caleidoscopio fue
inventado por Sir David Brewster en 1816 y hasta la fecha son los méas conocidos
dentro de su especie. Otro tipo de especie es el caleidoscopio triédrico que exhibe
las transformaciones de un punto bajo un grupo generado por reflexiones, se le
atribuye a Mdebius; este tipo de caleidoscopios tienen forma conica.

El capitulo 1 lo empezaremos con las nociones basicas que necesitamos para
entender la construcciéon de los poligonos y poliedros caleidoscépicos, que son el
motivo de esta tesis. En particular describiremos como ver un caleidoscopio “ha-
bitual” como un objeto matematico y estudiaremos los caleidoscopios finitos del
plano que estan generados por dos espejos, ademas de los caleidoscopios finitos

generados por tres espejos que viven en el espacio tridimensional. El capitulo
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2 explica el modelo matematico que se utilizé pra simular los caleidoscopios y
asi crear el programa Kaleidoscopio 3D. Los capitulos 3 y 4 corresponden a los
poligonos y poliedros caleidoscopicos respectivamente. FEn el capitulo 3, ademés
de dar la construcciéon de estos poligonos daremos todos los posibles ejemplos de
poligonos caleidoscopicos que provienen de caleidoscépios con dos espejos con
angulos 7/2, 7/3, w/4 y w/5. En el capitulo 4 explicaremos los poliedros calei-
doscopicos y utilizaremos los resultados del capitulo 3 para dar la clasificacion
de todos los poliedros caleidoscépicos de los s6lidos platénicos cuyos vértices se
encuentran en la interseccion de dos espejos. Los solidos platénicos, sus grupos
de simetrias y las relaciones entre ellos juegan un importante papel en esta tesis.

Desde el ano 300a.C. aproximadamente, el autor anénimo de Euclides XV,
3-5, inscribié un octaedro en un cubo, un cubo en un octaedro y un dodecaedro
en un icosaedro; también inscribié un octaedro en el tetraedro, observando una
relacion entre dichos poliedros. Pero probablemente Maurolycus (1494-1575) fue

el primero en enteder la relacién entre dos poliedros reciprocos|2].



Capitulo 1

Grupos y caleidoscopios

El objetivo de este capitulo es relacionar los caleidoscopios ordinarios con
ciertos grupos geométricos y estudiar sus propiedades basicas. La teoria general
de los grupos geométricos y sus regiones fundamentales fueron desarrollados por

Schwarz, Klein y Poincaré[4].

1.1. Caleidoscopios y sus grupos asociados

Cuando sostenemos un objeto en frente de un espejo, vemos dos cosas: el
objeto y su imagen. Citando a Coxeter “si Alicia nos pudiera llevar a través de
espejo, aun asi verfamos las mismas dos cosas, para la imagen de la imagen,
es tan solo el objeto original’[1]. En otros términos un espejo y su reflexion
generan un grupo de orden dos, cuyos elementos en el grupo son la identidad y
R, la reflexién en el espejo. No existen mas operaciones ya que R?2 = 1 y como
consecuencia R~! = R.

Un caleidoscopio es un conjunto de espejos en el plano o en el espacio posi-
cionados de tal manera que nos producen imagenes y figuras. Como los caleidos-
copios estan hechos de espejos, vamos a considerar cada espejo como la reflexion
en él. Las reflexiones son isometrias y las isometrias de un espacio euclidiano
las podemos componer de manera que el “producto” de ellas siga siendo una
isometria[5]. Definimos un grupo geométrico como un conjunto de isometrias de
R™ junto con todos sus productos. De esta manera un caleidoscopio se puede
ver geométricamente como el conjunto de planos que forman los espejos y sus
reflexiones en ellos, o mas algebraicamente, como el grupo generado por estas

reflexiones.
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Dado un caleidoscépio, diremos que un espejo virtual del caleidoscopio es la

imagen de un espejo real (Ver Figura 1.1).

Figura 1.1: Espejos reales (rojos) y virtuales (negros) del caleidoscopio.

Sea G un grupo geométrico de R™ y sea F un subconjunto de R™. Para cada
R € G, denotamos por F'e R a la imagen de F bajo la isometria R. Diremos que
F es una region fundamental para G si:

1. FN(F e R)C OF donde OF denota la frontera de F;

2. Upee F ¢ R=R"

T NN N N N N N/

/NINNNN NN

Figura 1.2: Una region fundamental F' € R? tal que |JF' ¢ R =R? con R € G
donde F es la region gris y el grupo G esta generado por tres lineas o espejos
con angulos /3 unas de las otras.

Diremos que LA region fundamental de un caleidoscépio es la region fundamen-
tal F que tiene como frontera a los espejos reales.

Al pensar los caleidoscopios en abstracto, en vez de un espejo plano en el
espacio, podemos utilizar una linea en el plano, o un punto en la linea. Un punto

divide una linea en dos medias-lineas o rayos, y sirve como un espejo para reflejar
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cada rayo en el otro. Si tenemos dos espejos en una linea, no existe un limite
del ntmero de imagenes; por ende existen las imagenes de las imagenes hacia el
infinito. Ver Figura 1.3. Lo mismo sucede si tenemos dos espejos paralelos en el
plano o en el espacio. En estos casos los espejos mismos tienen infinidades de

imagenes.

Ps Py Py
[ 4 @ @

*
(R1R2)(R1R2) R2R1R2

®
R1R2 R2 1 Ri R2R1 R1R2R1

Figura 1.3:

Es decir, dos reflexiones en espejos paralelos R; y R, generan un grupo

infinito cuyos elementos son

1, Ry, Ry, Ri Ry, RoRy, RiRoRy , RoRi Ry, . ..

Como grupo abstracto, a éste se le llama producto libre de dos elementos de orden
dos; tienen las relaciones generadoras R? = 1 = R3. Asi podemos representar
las R 4 como reflexiones en dos lineas paralelas del plano, o en cualesquiera dos

puntos de la linea.

Tomemos el grupo generado por las reflexiones en dos puntos de la linea y
a cada uno de estos dos puntos los pensamos como un espejo. Las imagenes de
estos espejos bajo todos los elementos del grupo son los espejos virtuales de este
caleidoscépio. Notamos que los dos espejos junto con todos los espejos virtuales
dividen la linea en infinitos segmentos iguales, los cuales puden ser asociados

con las operaciones del grupo como sigue:

El segmento determinado por los dos espejos originales (LA region funda-
mental) esta asociado a la identidad, 1; y cada uno de los segmentos esta asociado
con la operacion que transforma el segmento 1 en el otro segmento, como en la
figura 1.3.

Tomemos ahora un punto cualquiera en la linea, al conjunto de este punto con

todas sus imagenes o transformaciones bajo los elementos del grupo G generado
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por Ry y R, lo llamamos un conjunto de puntos equivalentes o la drbita del
punto bajo el grupo G. Entonces cada punto en la linea es equivalente a algin
punto en el segmento 1 (incluyendo los puntos finales), pero dos puntos distintos
del segmento nunca son equivalentes entre ellos mismos. Asi, cualquier segmento
determinado por dos elementos del grupo es una region fundamental para el
grupo G.

En este trabajo daremos especial atencion a caleidoscopios que inducen gru-
pos discretos, ya que, en particular, todo grupo geométrico finito es discreto.
Un grupo geométrico se dice que es un grupo discreto de R™ si cada punto de

R™ tiene una vecindad que no contenga otro punto equivalente al punto dado.

1.1.1. Caleidoscoépios finitos del plano

Dos espejos que se intersequen forman un caleidoscopio ordinario. Fisica-
mente esto lo podemos hacer facilmente uniendo 2 espejos cuadrados con una
cinta adhesiva, para que el angulo entre los espejos pueda variar como queramos,
y ponerlo sobre una mesa (con el borde de la cinta vertical). Tomando una sec-
cion con un plano perpendicular a ambos espejos (o considerando la superficie
de arriba de la mesa sola), reducimos el caleidoscopio a su forma de dimension 2,
donde reflejamos en dos lineas que se cortan. Entonces las imagnes de cualquier
punto (sin considerar el punto de interseccion) estan distribuidas alrededor de
un circulo.

Tomamos 2 espejos Ry y Ry en R? y el grupo generado por ellos. Suponiendo
que este grupo es finito, el orden de la rotacion R; R, tiene que ser un nimero
entero, por lo tanto finito. Entonces podemos ver geométricamente esta rotacion
para concluir que el dngulo entre R; y Ry tiene que ser mz/n con n,m € Z.

Consideramos los ntimeros enteros que cumplan mz/n con n,m € Z ; si
tomamos el angulo jr/p, donde (j,p)=1 (primos relativos), podemos encontrar
un multiplo entero de j/p que sea congruente a 1/p médulo 27, y por lo tanto
un espejo virtual inclinado a 7/p con alguno de los espejos dados. Esto mismo
puede ser visto desde el hecho que los espejos reales y los virtuales forman un
conjunto de lineas concurrentes que son simétricas bajo la reflexién en cada
linea, tales que los angulos entre las lineas vecinas sean todos iguales.

De acuerdo al procedimiento anterior, si colocamos un objeto entre dos espe-
jos inclinados a 7 /p observamos 2p imagenes (incluido el objeto original); cada

uno de los objetos, tanto el real como sus imégenes, esta en una regién angular
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formada por los espejos reales y los virtuales. Ver la Figura 1.4.

Espejo virtual

Espejo

Objeto virtual reflejado

Objeto real

region virtual

Espejo virtal region virtual Espejo

region virtual
region virtual

region virtual

7

Espejo Virtual

Espejo Virtual

Figura 1.4: Caleidoscopio de 2 espejos.

El grupo generado por dos espejos con angulo 7 /p es de orden 2p y su region
fundamental es la region angular de magnitud 7/p formada por los dos rayos
que representan los espejos. Cada elemento del grupo tiene dos represenaciones
alternativas. Por ejemplo, si el 4ngulo entre los espejos es de /3 y Ry, Ry repre-
sentan las reflexiones en estos espejos, entonces Ry RoR1 y RoR1 R representan

el mismo elemento del grupo.

Figura 1.5: Producto de reflexiones en el caleidoscopio.



CAPITULO 1. GRUPOS Y CALEIDOSCOPIOS 9

Estas representaciones son iguales en virtud de las relaciones de generadores:

R?=R%=(RiRy)P = 1.

De aqui en adelante seguiremos la notacién de Coxeter y denotaremos por
[p] a este grupo de orden 2p generado por dos reflexiones, o el grupo abstracto
correspondiente. Afirmamos que [p|=D,: si tomamos un punto A en uno de los
dos espejos, su orbita bajo el grupo [p| son los vértices de un p-agono regular
(al que denotaremos {p}). Entonces D, tiene 2p elementos por lo que [p] es
el grupo completo de simetrias de {p}(Ver Figura 1.6; es decir, [p|=D,. El
subgrupo ciclico C}, de [p| esta generado por la rotacion, de orden p, Ry Rs.

En el caso particular de p=2, las relaciones de [p] pueden ser expresadas

comao:

R2=1,R}=1, RyRy = R\ R,.

Asi [2] es el producto directo de dos grupos de orden dos (generados por las
respectivas reflexiones, que en este caso conmutan). El simbolismo apropiado es
2] = [1] > 1].

Notemos sin embargo que es cuando p=2 el Gnico caso en que R, y Ry conmutan.

“4 (8 [16]

Figura 1.6: Observamos como [p| es el grupo completo de simetrias de {p}
conforme [p| va creciendo.

Resumimos esta discusioén en el siguiente teorema:
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Teorema 1

Sean Ry y Rs las reflexiones en dos espejos del plano que se intersecan y sea G
el grupo generado por Ry y Re. Entonces G es finito si y solo si existe p € Z, tal
que (R1R2)P = Id. Mds ain, en este caso G = Dy, el grupo diédrico de orden

p[1], generado por dos elementos a y b que satisfacen las siguientes condiciones:

a?=1,b2 =1, (ab)™ = 1.

Corolario

Si K es un caleidoscdopio finito en el plano generado por dos espejos Ry y Ra
entonces existen n,m € N tal que el dngulo entre los espejos generadores de K
es Tm/n.

1.1.2. Grupos finitos de rotaciones en R?

Los grupos finitos de rotaciones en R? nos ayudan a entender las transfor-
maciones del espacio en si mismo que preservan sentido, es por eso que en esta
secciéon daremos una breve explicaciéon de sus resultados para posteriormente
observar las rotaciones como producto de reflexiones. Cuando pensamos en un
grupo finito de rotaciones es fécil relacionarlo ya sea con algiun prisma o pira-
mide que nos repite la imagen observada tantas veces como el niimero de lados
de dicho prisma o pirdmide o con alguno de los sélidos platonicos.

Ademas de los tres grupos de rotaciones relacionados a los s6lidos platénicos,
existen dos familias infinitas de grupos finitos de simetria de rotaciones en tres
dimensiones que estan relacionadas a las piramides y prismas de q lados. Los 3
grupos esporadicos finitos de simetrias de rotaciones en tres dimensiones fueron
enumerados y publicados en 1830 por Hessel, en 1897 llega Edmund Hess y
los republica en OSTWALD s Klassiker[1]. La idea fue la siguiente Todo grupo
finito de transformaciones congruentes[5] deja invariante al menos un punto:
el centroide (baricentro) de todas las imégenes de un punto arbitrario bajo
todas las transformaciones del grupo. Cada transformaciéon congruente que deja
invariante un punto es una reflexién en un plano por ese punto o el producto de
2 0 3 reflexiones. Esta preserva o invierte sentido dependiendo si el nimero de
reflexiones es par o impar. Asi, cada transformacion que preserve sentido (con

un punto fijo) es el producto de 2 reflexiones. Esto es una rotacion (con el doble
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del angulo de los planos de reflexion). El punto invariante nos permite ver como
el grupo actta sobre una esfera con centro en dicho punto.

Como cualquier transformacion que preserve sentido es el producto de 2 re-
flexiones, cada transformacion que preserva sentido (con un punto fijo) es una
rotacion. Entonces el producto de 2 rotaciones en ejes concurrentes es otra ro-
tacion (cuando no son concurrentes es una traslacion). Asi todo grupo finito de
transformaciones que preservan sentido es un grupo de rotaciones. Esta demos-
trado que los tinicos grupos de este tipo son los grupos con simetria rotacional
de:

1. las piramides de q lados.

2. las dipiramides o prismas de q lados.
3. el tetraedro regular {3, 3}

4. el cubo {4,3} u octaedro {3,4}

5. el dodecaedro {5,3} o icosaedro {3,5}

El grupo completo de simetrias de cada figura incluye reflexiones, pero por el

momento consideramos el subgrupo que consiste en rotaciones sélamente.

Reconocemos de inmediado (1) y (2) como los grupos ciclicos y diédricos C,; y
D, respectivamente. Los otros 3 serdn utilizados méas adelante.

Los siguientes ejemplos corresponden a las rotaciones de una pirdmide y un
prisma hexagonal.

Figura 1.7: La linea roja es el eje de rotaciéon de la pirdmide con base cuadrada.
Esta rotacion genera el grupo ciclico Cy.
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Figura 1.8: Las linea rojas y azul son ejes de rotacién del prisma triangular. El
grupo generado por estas dos rotaciones es el grupo diédrico Ds.

1.1.3. Caleidoscépios finitos en el espacio

La importancia del estudio de los grupos finitos generados por reflexiones
comienza a mediados del siglo pasado, obteniendo un gran desarrollo hasta lograr
la completa clasificacion de estos grupos finitos generados por reflexiones. Estos
resultados jugaron un papel importantisimo para las areas de fisica teodrica y
quimica.

En esta seccion discutiremos estos grupos y daremos la clasificacion de los
grupos finitos en R? generados por tres reflexiones. Si el grupo es finito, todos los
planos de las reflexiones contenidos en el grupo pasan por un punto invariante (o
puntos). Tomando una esfera con centro en dicho punto invariante, los planos
de reflexién determinan una configuracion de circulos méximos en la esfera.
Los circulos maximos descomponen a la esfera en un ntmero finito de regiones
(hemisferios, lunas, o tridngulos esféricos, dependiendo del grupo). Todas las
regiones son congruentes (con la posible inversion de sentido), ya que es reflejada
en sus vecinos.

Al grupo mas sencillo de este estilo lo hemos denotado [1]. Sabemos que es
de orden 2 y estd generado por una sola reflexion, esta vez, en un plano que

corta a la esfera en 2 hemisferios. Como en la siguiente Figura 1.9.
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Figura 1.9: El grupo [1] generado por una sola reflexion.

Si tomamos dos planos que se intersequen en adngulo 7/q, para algin entero
q > 2, estos planos y sus transformaciones parten a la esfera en un haz de lineas

(gajos) de q-meridianos que se descomponen en 2q lunas.

Figura 1.10: 2q lunas determinadas por dos espejos que se intersecan en angulo
7/q, ¢ € N.

La definicién abstacta de este grupo es un grupo con dos generadores Ry y

Ry que cumplen las relaciones

R? = R2 =(RiRy)" = 1.

Este grupo, como grupo abstracto, es isomorfo al grupo diédrico Dj.
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Otros grupos son generados por las reflexiones Ry, Ra, R3 en tres lados de
un tridngulo esférico formado por los dngulos 7/pa3, 7/ps31, 7/p12 donde los pos,
P31y P12 son enteros y sus inversos cumplen ciertas relaciones que discutiremos

mas adelante.

Figura 1.11: tridngulos esféricos generados por Ri,Rs y Rs

Claramente la reflexiones satisfacen:

R =R:=RI=1

y las 3 relaciones de la forma R;R; satisfacen:

(RiR;)" = 1.

Un grupo generado por 2 o 3 reflexiones puede ser infinito. Por ejemplo
cuando tenemos 2 reflexiones paralelas generadoras.

Sea G un grupo finito de R® generado por tres reflexiones Ri, Ry v Rs.
Denotaremos por “region E” a la region fundamental de G. Observemos que
cualquier elemento S € G del grupo transforma a la region E en una regiéon
congruente a la que denotaremos como “regiéon S”. Es decir, para cada S € G, la
region S es la imégen de la region E bajo esa isometria. En particular, los espejos

generadores transforman la regién E en las regiones vecinas R;’s; el elemento
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S € G transforma la region E junto con sus vecinos R; en la region etiquetada

con S junto con sus vecinos R;S. Cualquier expresiéon de S como una palabra

...RkRjRiG G

corresponde al camino de una posiciéon dentro de la regiéon E a una posicion
dentro de la region S, pasando por el i-ésimo lado de E, a través del j-ésimo
lado de R;, a través del k-ésimo lado de R;R;, y asi de derecha a izquierda y
viceversa, cualquier camino que empiece en un punto dentro de la regiéon E y
cruce el lado ¢ de E llega a la region R;, asi un camino que cruce, digamos lados
10, %1, ..., 1 nos llevara a la region R;, R;, ... Ri, Ri,.

Se sabe que existen s6lamente cinco sélidos regulares: el tetraedro, el cubo, el
octaedro, el dodecaedro y el icosaedro. A cada solido regular le podemos asociar
de forma natural un caleidoscopio de tres espejos en forma conica que puestos
en forma correcta producen imagenes muy bonitas; sin embargo al ser el cubo
v el octaedro, al igual que el icosaedro y el dodecaedro solidos duales, los ca-
leidoscopios asociados son los mismos. Por lo tanto, existen tres caleidoscopios
asociados con las simetrias de los solidos regulares. Estos caleidoscopios se pue-
den ver en las Figuras 12 y 13. Este tipo de caleidoscopios fueron estudiados
por A. Moebius en 1852.

Figura 1.12: Planos de simetria del tetraedro y cubo, que producen sus respec-
tivos caleidoscopios.
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Figura 1.13: Planos de simetria del icosaedro que producen su respectivo calei-
doscopio.

Ademés para cada g > 3 existe otro caleidoscopio de tres espejos cuyo grupo
es isomorfo al producto directo del grupo diédrico D, con el grupo generado por
una reflexion. Estos caleidoscopios se asocian de manera natural con los prismas

de q lados.

Figura 1.14: Un prisma hexagonal y sus espejos asociados con un caleidoscépio.

A continuaciéon veremos que los caleidoscopios antes descritos son los tinicos

caleidoscopios finitos del espacio que estén generados por tres espejos.

Si cualquier namero de planos que reflejen estan puestos de forma perpendicular
a otro plano de reflexiéon, entonces podemos tomar su intersecciéon con ese plano,
y observar la teoria de las reflexiones de lineas en el plano. De manera parecida,

cuando los espejos son concurrentes, entonces tomamos una esfera con centro en
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ese punto (baricentro) para observar las reflexiones como circulos maximos de la
esfera. Ahi, nuestra region fundamental serd un poligono esférico. Los casos méas
triviales son cuando admitimos un hemisferio (cuando el grupo es [1]) y “gajo”
(cuando es [p]). Para cualquier otro caso la region fundamental es un p-agono
esférico, la suma de los angulos de dicho p-agono esférico es siempre mayor que
w(p—2).

Dado un caleidoscopio de tres espejos que generan un grupo finito, el subgru-
po generado por dos de los espejos lo podemos ver en el plano. De esta manera
por el Teorema 1, el angulo entre los espejos es conmensurable con 7. Suponien-
do que el grupo es finito, el 6rden de la rotacién es un numero entero, por lo
tanto finito. Asi podemos relacionar los angulos 7 /p, 7w/q y w/r entre los planos
del caleidoscopio para concluir que el angulo entre dos de los espejos tiene que

ser mm/n con n,m € Z.

El nimero de grupos generados por reflexiones en planos concurrentes se reduce
a encontrar los tridngulos esféricos con angulos internos w/p, w/q y w/r que

satisfagan la siguiente desigualdad:

1 1 1
5+5+;>1'

Resolviendo esta desigualdad encontramos los posibes valores de (p q r) que
son (22p)conp€eN, (233),(234), (2305). Donde los ultimos 3 son los
que nos interesan por el momento y son los que se relacionan con los sélidos

platénicos.

2,2,r)

Figura 1.15: El caleidoscopio cuyo triangulo esférico tiene angulos internos /2,
/2y 7/q.
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O

(2,3,3)

Figura 1.16: El caleidoscopio cuyo triangulo esférico tiene angulos internos /2,
/3y 7/3.

@

(2,3,4)

Figura 1.17: El caleidoscopio cuyo tridngulo esférico tiene dngulos internos /2,
/3y 7/4.

\ ==

(2,3,5)

Figura 1.18: El caleidoscopio cuyo tridngulo esférico tiene dngulos internos /2,
/3y 7/5.

Resumimos esta discusioén en el siguiente teorema.

Teorema 2:

Sean Ry, R1 y Ry en el espacio y el grupo G generado por dichos espejos.
Entonces el grupo G es finito si y sélo si (RgR1)? = (R1R2)? = (RoR2)? =1,
donde (p’Q) - (Q;Q)f (3’3)’ (&4) o (375) con q € N.



Capitulo 2

Kaleidoscopio 3D

En los siguientes capitulos construiremos los poligonos y poliedros calei-
doscopicos. Para esto utilizamos un programa con gréficos tridimensionales e
interactivo, Kaleidoscopio 3D, que simula los reflejos generados por los espejos
de un caleidoscopio tridimensional. Kaleidoscopio 3D es un proyecto académico
sin fines de lucro que ha contado con el apoyo del Observatorio de Visualizacion
“Ixtli” y al Departamento de Realidad Virtual de la UNAM. Esta desarrollado
con el lenguaje de programacion orientado a objetos C++, ademéas con base en

las siguientes bibliotecas:

= OpenSceneGraph. Biblioteca en C++ de graficos 3D, que es una capa
orientada a objetos sobre la biblioteca de programacién estructurada en C
OpenGL, ademas tiene una gran cantidad de clases utiles para el desarrollo

de aplicaciones graficas 3D.

= Qt. Biblioteca en C++ para creaciéon de interfaces graficas con muchos

modulos tutiles.

Usando estas bibliotecas, este programa esté desarrollado con base en un modelo
mateméatico basado en multiplicaciones de matrices, el cual serd explicado a
continuacion.

Pensaremos que el punto de intersecciéon de los tres espejos del caleidoscopio
es el origen de R3. Asi el modelo matematico que usaremos para describir un
espejo que pasa por el origen en R? es un subespacio M de dimension 2, que

puede ser representado por la siguiente ecuacién lineal.

19
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a-v=>0

Donde v = (x, y, z).

Ahora tomamos R? como vectores columna 3x1, el producto interno usual
u-v=wu"vcon u’ la traspuesta del vector fila (con la multiplicacion usual de
matrices), y a # 0. El vector « es perpendicular a M ; lo llamaremos vector
normal del espejo(o vector raiz). Podemos asumir que « tiene norma uno, ya
que cualquier multiplo de « distinto de 0 es también un vector normal del mismo

espejo. Tomamos R como la reflexion en el plano ortogonal a.

Escribimos M = M, y R = R,, si queremos mostrar como M y R dependen
de la direcciéon de « .
Para encontrar la formula para R como matriz utilizamos la proyeccion del

vector v sobre el plano de reflexiéon R, que es:

v1= (v- @)

Con esto tenemos una descomposision ortogonal v = v1 + vy , donde vg= v - v1

esta en el espejo. Asi

R, =v-2(a-v)a
La matriz My asociada a R tiene como vectores columna a las imagenes de
la base canonica (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) bajo la reflexion R. Los planos

asociados a los caleidoscopios de los s6lidos platonicos se pueden representar de

forma que sus vectores normales sean los siguientes:

= Para el tetraedro ay = (1,—1,0), as = (0,1,—-1) y a5 = (0,1,1) .

Para el cubo a; = (1,-1,0) , aa = (0,1,—-1) y a3 = (0,0, 1).

» Para el dodecaedro oy = (0,1,0), as = (0,0,1) y ag = (1/¢, —¢, (1/¢)— )
donde ¢ = (1 ++/5)/2.
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Por lo que las relexiones asociadas son las siguientes: (donde v = (z,y, z))

» Para el tetraedro R, () = (—2+2y,22—y,2), Ra, ) = (v, —y+22,2y—2)
Y Royw) = (x,—y — 22,2y — 2).

= Para el cubo Ry, () = (=7 +2y,20 — ¥y, 2), Rayv) = (T, —y + 22,2y — 2)
Y Rasw) = (2,9, —2).

= Para el dodecaedro Ry, () = (2, =¥, 2), Ray(v) = (2, ¥y, —2)

Y Ragw) = (—22/¢ + 2y — 22/ + 22,20 — 20y + 22 — 2¢°2, 2(—2/¢* 4+ 2) +
y(2 —2¢%) + 2(4 — 2/¢” — 2¢%)).

Por lo tanto las matrices de los caleidoscopios que estamos considerando son:

-1 2 0 0
» Para el tetraedro Mp, = 2 -1 0 [, Mg,=[ 0 -1 2 |y
0 1 2 -1
0
Mg, = —1
0 -1
-1 2 0
» Parael cubo Mg, =| 2 -1 0 |,Mp,,=| 0 -1 2 |y
0 2 -1
1 0 0
MR, 01 0
0 0 -1

1
= Para el dodecaedro Mpm1 =10 -1 0 |,Mgr,=| 0
0
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—2/¢? 2 —2/¢% +2
Mg, = 2 —2¢2 —2¢% 4+ 2
—2/¢?+2 2—-2¢% 4-2/¢%— 242

Asi consideramos los grupos de matrices relacionados con los caleidoscopios
y los utilizaremos con las bibliotecas antes mencionadas para simular los calei-

doscopios tridimensionales en la computadora.



Capitulo 3

Poligonos caleidoscopicos

Un poligono o més especificamente, un p-4gono, p > 3, es una sucesioén ciclica
ordenada de puntos Py, P, ... , P llamados vértices junto con los subconjuntos
A; determinados por los pares de vértices V;, V ;11 adyacentes en orden ciclico,
al que llamaremos el conjunto de aristas del poligono. Cada arista es incidente
tinicamente con los dos vértices que la determinan. Nuestros poligonos son simé-
tricos y planos. Los vértices son puntos coplanares y las aristas son segmentos
de recta entre vértices. Dos vértices diferentes pueden corresponder al mismo
punto del plano.

Sean Ry y Ry dos espejos generadores y un punto original P (negro) dentro o
fuera de la region fundamental. Dado el punto P, tomamos Q y S, sus imégenes
bajo R1 y R respectivamente. Ponemos una arista azul en PQ y una arista roja
en PS. Asi generamos 2 orbitas de aristas, una roja y una azul. Tomamos las
orbitas de las aristas, con la observaciéon que algunas aristas pueden estar en la
misma oOrbita (si P esta en la bisectriz de R; y Rz). Sea 6 el angulo entre Ry
y Ro y un punto P dentro o fuera de la region fundamental. Dado un punto P
entre dos espejos R y Ry generamos dos tipos de aristas que nos generan un
poligono que puede ser regular o no, dependiando su posicion en el plano. A este
poligono generado por dos reflexiones lo llamaremos poligono caleidoscopico. Los
poligonos que nos interesan son aquellos que se generan con valores de p=2, 3,
4 y 5 ya que los utilizaremos en el siguiente capitulo.

Dado p=2, 3, 4 y 5 consideramos 6 = 7/p. Como los vértices son una se-
cuencia ciclica ordenada, podemos mandar cualquier arista roja a otra roja y lo

mismo para las aristas azules.

Existen tres casos para p=2.
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Caso 1: Cuando el punto esta en la region fundamental el poligono es un rec-

tangulo.

R2

R1

Figura 3.1: Poligono p=2. Rectangulo.

Caso 2: Si el vértice esté sobre alguno de los 2 espejos se ve asi:

R2

R1

Figura 3.2: Poligono p=2. Punto sobre el espejo.

Caso 3: Cuando el punto P esté sobre la bisecretiz de Ry y Ro entonces la arista
roja es igual a la arista azul y obtenemos un cuadrado.

Figura 3.3: Poligono p=2. Cuadrado.

Estos son los posibles casos de poligonos caleidoscopicos para p = 3.
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Caso 1: Cuando el punto esta en el interior de la regién fundamental el poligono
es un hexagono. Sélamente es regular cuando el punto esté sobre la bisectriz de

R1 y Rs. Sino es regular, entonces tenemos dos tipos de aristas.

Figura 3.4: Poligono p=3. Hexagono.

Caso 2: Cuando el punto esté sobre alguno de los espejos es un poligono regular,

R2
R1

Figura 3.5: Poligono p=3. Tridngulo equilatero.

y es un triangulo equilatero.

Caso 3: Cuando el punto esta fuera de la regién fundamental el poligono es un

hexagono con aristas cruzadas.

R2

.

ALY

Figura 3.6: Poligono p=3. Hexagono cruzado.
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Cuando p=4, los posibles poligonos caleidoscdpicos son mas que para p=3,
de hecho tenemos todos los siguientes casos.

Caso 1: Cuando el punto esta en la region fundamental el poligono es un octa-
gono. El octagono es regular si y solo si el punto esté sobre la bisectriz de R; y
Ro.

Figura 3.7: Poligono p=4. Octagono.

Caso 2: Cuando el punto esta sobre algin espejo el poligono generado es un

cuadrado regular.

Figura 3.8: Poligono p=4. Cuadrado.

Caso 3: Cuando el punto esta fuera de la region fundamental el poligono es un

octagono con aristas cruzadas.
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N

A2

AN

Figura 3.9: Poligono p=4. Octagono cruzado.

Caso 4: Cuando el punto esta sobre alguno de los espejos virtuales se genera un

octagono de este tipo.

Rz

A1

Figura 3.10: Poligono p=4. Cuadrado con diagonales.

Para finalizar el analisis de los poligonos caleidoscopicos que utilizaremos
en el siguiente capitulo, consideramos p=5. Como veremos a continuacién, los

casos son similares a aquellos de p=4.

Caso 1: Cuando el punto esté en la region fundamental el poligono es un de-
cagono. Es regular tinicamente cuando el punto esté sobre la bisectriz de Ry y
Rs.

Figura 3.11: Poligono p=5. Decagono
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Caso 2: Cuando el punto esta sobre algin espejo real el poligono generado es

un pentagono regular.

Figura 3.12: Poligono p=5. Pentagono regular.

Caso 3: Cuando el punto esta fuera de la region fundamental el poligono gene-

rado es un decigono con aristas cruzadas.

Figura 3.13: Poligono p=>5. Decagono cruzado.

Caso 4: Cuando el punto esta sobre un espejo virtual el poligono generado es

un decagono de este tipo.
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Figura 3.14: Poligono p=>5. Decagono de pentégono con pentagrama.

Caso 5: Cuando el punto estd en una region virtual el poligono generado es un
decagono de este tipo.

R1

Figura 3.15: Poligono p=5. Decégono con aristas cruzadas.

Caso 6: Cuando el punto esta sobre otro espejo virtual el poligono es un decagono

hecho por dos pentagramas regulares.

Figura 3.16: Poligono p=>5. Decagono de pentagramas.
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Poliedros caleidoscopicos

En esta parte construiremos poliedros asociados a cada uno de los tres ca-
leidoscopios finitos del espacio ya mencionados.

Los poliedros son figuras solidas que en sus fronteras tienen poligonos. Saltan
a la mente los mas conocidos que son cinco s6lidos platonicos: el tetraedro, el
cubo, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro. Estos poliedros son de gran
importancia en las mateméticas. En particular si consideramos los Elementos
de Euclides como la base de las matemaéticas, hay que recordar que comienzan
con la construcciéon de un tridngulo equilatero y concluyern con las construccion

de dichos soélidos. Todos estos poliedros tienen las siguientes propiedades:

1. Todos los vértices estan sobre la esfera.

2. Para cada 2 vértices, existe una transformacion rigida de la figura en si

misma mandando el primer vértice al segundo.

Definimos formalmente un poliedro como una grafica (llamada su l-esqueleto)
junto con una coleccion de ciclos distinguidos (llamados caras) que cumplen las

siguientes condiciones:

» Cada arista esté en exactamente dos caras.

= Todas las figuras de vértice son ciclos[l]. Donde para cada vértice v su

figura de vértice es otra grafica, cuyos vértices son las aristas incidentes
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en v y con una arista entre dos de ellos, por cada cara que las contiene a

ambas.

Aqui consideramos tnicamente poliedros que viven en el espacio euclidiano de
dimension 3, es decir, poligonos cuyos vértices y aristas son puntos y segmentos
de recta en R3. Mas atin, estaremos interesados tinicamente en aquellos poliedros
del espacion con caras planas. Notemos que los sélidos platénicos son ejemplos
de poliedros de este tipo.

Las reflexiones en los espejos reales Ry, R1 y Ry nos permiten definir 3 tipos
de aristas entre puntos de la 6rbita, que dependen sobre que espejo estemos
reflejando al punto P. Al unir a P con sus respectivas imagenes Q, R y S definimos

las aristas del poliedro de la siguiente manera:

= Las aristas azules son el conjunto que contiene al segmento PQ y a todas
sus imagenes bajo G. G =< Ry, Ry, Ry >

= Las aristas verdes son la 6rbita de PR bajo G.

= Las aristas rojas son la 6rbita de PS bajo G.

N °

Figura 4.1: Estas son las tres tipos de érbitas de aristas que tenemos. Azules,
verdes y rojas dependiendo sobre que espejo estemos reflejando.
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Estos tres tipos de aristas nos permiten construir poliedros dependiendo la
posiciéon del punto P.

Con la ayuda del programa Kaleidoscopio 3D utilizaremos un método pa-
recido al de Wythoff [1](el cual explicaremos a continuacion). Para construir
poliedros que satisfacen las dos propiedades antes mencionadas a partir de un
punto P y un caleidoscopio finito. Sea P un punto en el espacio, el poligono
caleidoscopico generado por los dos espejos Ry y Ry y el punto P y lo pintamos
de azul. Tomamos la 6rbita de este poligono caleidoscopico azul bajo el grupo G:
= < Ry, Ri1, Ry >. Esta oOrbita sera el conjunto de caras azules. Consideramos
ahora el poligono caleidoscépico generado por los espejos R y Ro y el punto P
v lo pintamos de rojo. Tomamos la érbita de este poligono bajo G. El conjunto
de caras rojas es esta o6rbita. Haciendo lo mismo para los espejos Ry y Ra, ge-
neramos un poligono caleidoscopico con el punto P y lo pintamos de verde. Su
orbita bajo G es el conjunto de caras verdes. Observamos que cada arista esta
en dos caras de las antes mencionadas, por lo que el resultado de unir todas
estas caras es un poliedro. Le llamamos poliedro caleidoscopico a dicho poliedro.

Consideremos alguno de los tres caleidoscopios finitos de R? relacionado con
los solidos platonicos y sean Ry, R; y Rs sus tres espejos. Consideremos al
vértice O (baricentro) como el centro de una esfera que interseca a los planos
(espejos) Ro, Ry y Ra en circulos méaximos. Si tomamos Rg y Re perpendiculares
tenemos que el tridangulo ABC es rectangulo digamos en B. De manera similar
a como lo hicimos en el capitulo 2, consideramos el triangulo esférico ABC
determinado por los espejos Ry, R1 y Rs vy recordamos que este triangulo es la
region fundamental del caleidoscopio y las iméagenes del triangulo esférico ABC
bajo la accion del grupo G del caleidoscopio teselan la esfera con tridngulos

esféricos semejantes al ABC.

Figura 4.2: Caleidoscopio triédrico.
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Ejemplos.

= En la Figura 37 el punto P est4 en un punto dentro del caleidoscopio sin

tocar ningan vértice ni arista y usamos el caleidoscopio del tetraedro.

Figura 4.3:
Este es el caleidoscopio del tetraedro.

En este ejemplo podemos ver como las proyecciones ortogonales definen un

poliedro con tres tipos de aristas.

= En la Figura 4.3 el punto P esta sobre una arista del tetraedro ABCO,

que representa la region fundamental del caleidoscopio del icosaedro.

Figura 4.4:
Este es el caleidoscopio del icosaedro / dodecaedro.
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Aqui observamos que una de las proyecciones ortogonales se hace cero pero

siguen existiendo 3 caras del poliedro alrededor de cada vértice.

= En la Figura 4.5 el punto P esta sobre un vértice, distinto al O, del tetrae-
dro ABCO, correspondiente a la region fundamental del caleidoscépio del

cubo.

Figura 4.5:
Este es el caleidoscopio del cubo / octaedro.

Este dltimo caso es de consideracion especial, debido a que 2 de las proyeccio-
nes otogonales desaparecen, por lo que el poliedro queda determinado por un
solo tipo de cara (en este caso triangulos). Observemos sin embargo que ahora

tenemos cuatro caras por vértice.

El motivo de esta tesis es mostrar todos los posibles poliedros caleidoscopicos
que cumplan estar generados por un punto sobre la interseccién de dos espejos,
reales o virtuales para cada uno de los tres caleidoscopios finitos de 3 espejos
asociados a los sélidos platonicos. Para hacer esto consideramos a K como uno
de estos caleidoscopios generados por Ry, R1 v Rs y le asociamos el tridngulo
esférico ABC como lo habiamos hecho antes. Pintamos el punto A de color rojo
y le aplicamos la accion del grupo G, entonces el conjunto de puntos rojos sobre
la esfera son la orbita de A. Hacemos lo mismo con B y C de color verde y
morado respectivamente y obtenemos los conjuntos de puntos verdes y morados

sobre la esfera que son las o6rbitas de B y C bajo G respectivamente. Asi tenemos
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tres tipos de vértices fijos sobre la esfera. Con esto aseguramos que todas las
imagenes del triangulo ABC tienen un vértice verde, uno rojo y uno morado,
dependiendo de la orbita a la que pertenescan. Se dice entonces que A, By C
son los puntos generadores del caleidoscopio.

Es facil ver que los pntos P que necesitamo considerar para generar todos
los poliedros caleidoscopicos que queremos son precisamente todos los puntos
rojos, verdes y morados.

Las caras de los poliedros caleidoscopicos quedan determinadas por los po-

ligonos caleidoscopicos correspondientes al caleidoscopio que escojamos.

4.0.4. Poliedros caleidoscépicos del tetraedro

En el caso del caleidoscopio del tetraedro usamos el modelo de la Figura 4.6
donde tenemos 14 vértices sobre la esfera (8 morados y 6 rojos) y como cada
punto y su antipoda nos genera exactamente el mismo poliedro mostraremos
los 7 poliedros del caleidoscopio correspondientes con los 7 ejes de simetria del
tetraedro|3].

Figura 4.6: El modelo muestra los espejos del caleidoscopio junto con los espejos
virtuales y sus intersecciones con la esfera.
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Los poliedros correspondientes para los vértices rojos (érbita de A) son el
conjunto de puntos {4, P2, P3}.

AA AA AA

| PuntoA [ PuntoP2 | PuntoP3 |

Cuadro 4.1: Puntos rojos.

Los poliedros correspondientes para los vértices morados (6rbita de B o C,
ya que tienen el mismo angulo entre los espejos) son el conjunto de puntos
{C,B,D,E}.

A A A A

’ Punto C \ Punto B \ Punto D \ Punto E ‘

Cuadro 4.2: Puntos morados.

4.0.5. Poliedros caleidoscopicos del cubo / octaedro

En el caso del caleidoscopio del cubo/octaedro tenemos 26 puntos sobre la
esfera (12 verdes, 6 rojos y 8 morados) y como anélogamente pasa lo mismo con
sus puntos antipodas, mostraremos los 13 poliedros correspondientes a los 13

ejes de simetria del cubo/octaedro[3].
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Figura 4.7:
Modelo esférico de los espejos del caleidoscopio junto con los espejos virtuales
y sus intersecciones con la esfera.

= Poliedros del cubo/octaedro correspondientes al modelo de la Figura 4.7

donde A,B y H son los puntos generadores del caleidoscopio.

Los poliedros correspondientes para los vértices rojos (6rbita de A) son el con-

junto de puntos {A, M, L} sobre la esfera.

A A A

| PuntoA | PuntoM | Punto L ‘

Cuadro 4.3: Vértices rojos.

Los poliedros correspondientes a los puntos morados (6rbita de B) son el
conjunto de puntos {C, B, D, E}.
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X

‘ Punto C \

Punto B ‘

Punto D

Punto E ‘

Cuadro 4.4: Puntos Morados

Los poliedros correspondientes a los puntos verdes (6rbita de H) son el con-
junto de puntos {H, K, G, F, P2, P3}.

A

H A

Punto H

Punto K

Punto G

N

Punto F

Punto P2

Punto P3

Cuadro 4.5: Vértices verdes.
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4.0.6. Poliedros caleidoscopicos del icosaedro / dodecae-
dro

Los siguientes dos modelos (el plano y el esférico) escencialmente son el
mismo, ya que si tomamos una linea de reflexién en el plano, como ya vimos,
nos divide la esfera en 2 hemisferios; por lo que los puntos que no vemos en el
modelo plano son los puntos al infinito que si podemos observar en la esfera.

En el caso del caleidoscopio del dodecaedro/icosaedro tenemos 62 puntos
en la esfera (12 puntos rojos, 20 puntos azules y 30 puntos verdes). Como ca-
da punto y su antipoda nos genera exactamente el mismo poliedro mostrare-
mos los 31 distintos poliedros correspondientes a los 31 ejes de simetria del

dodecaedro/icosaedrol3].

x>

Figura 4.8: Modelo plano de los espejos reales y virtuales del caleidoscopio del
dodecaedro / icosaedro.
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Figura 4.9:
Modelo esferérico del caleidoscopio del icosaedro / dodecaedro.

= Poliedros del dodecaedro/icosaedro correspondientes al modelo de la Fi-

gura 4.9 donde A, O y V son los puntos generadores del caleidoscopio.

Los poliedros correspondientes a los vértices rojos (6rbita de A) para el calei-
doscopio del dodecaedro.
El conjunto de puntos rojos son {A, B,C,D, E, F'}
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A * A

Punto A Punto B Punto C

L A

Punto D Punto E Punto F

Cuadro 4.6: Vértices rojos.

Los poliedros correspondientes a los vértices verdes (6rbita de B) para el
caleidscopio del dodecaedro. Este conjunto esta formado por los puntos
{N,0,P,Q,R,X,Y, Z, PO, P1}.

@ == A A

Punto N Punto O Punto P

Cuadro 4.7: Vértices verdes.
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® -~

Punto R

Punto X

A R

% m~

Punto Y

Punto Z

Punto PO

Cuadro 4.8: Vértices verdes.

@ %

Figura 4.10: Vértice verde. Punto P1.
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Figuras correspondientes a los vértices morados (6rbita de C) para el calei-
doscépio del dodecaedro. Este conjunto de puntos morados esta formado por los

puntos {S,T,U,V,W,G, H, K, L, M, P2, P3, P4, P5, P6}.

*

*x A

Punto S

Punto T

Punto U

y

*

*

Punto V

Punto W

Punto G

Cuadro 4.9: Vértices morados.
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s

4 I AN

Punto H Punto K Punto L

&V # N

Punto P4 Punto P5 Punto P6

Cuadro 4.10: Vértices morados.
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Figura 4.11: Punto K, con dos caras transparentes.
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