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Introduccion

En la busqueda de estudiar al espacio potencia, el cual es demasiado “grande” nos
restringimos a espacios mas conocidos. De aqui obtenemos que, dado un continuo (un
espacio métrico, compacto y conexo) definimos sus hiperespacios como los siguientes
conjuntos:

2X = {A C X | A es cerrado y no vacio};

Co(X) = {A €2¥| A tiene a lo mas n componentes, n € N};
F,(X) = {A € 2% | Atiene a lo mds n puntos, n € N}.

En 1979, el profesor Sam B. Nadler Jr. definé el hiperespacio suspensién como
sigue: Dado un continuo X, decimos que el hiperespacio suspension de X, denotado
por HS(X), es C(X),/Fi(X) con la topologia cociente. Aunque propiamente no es
un hiperespacio, le llamo asi por la similitud con la suspensién topolégica (véase Teo-
rema 2.2.9). Nadler define H.S(X) para presentar una familia de continuos tipo-disco
con la propiedad del punto fijo.

o

Fi(X)

Figura 1

Este trabajo esta basado en el articulo “On the hyperspace suspension of a con-
tinuum” de Ratl Escobedo, Marfa de Jests Lopez y Sergio Macias [12]. En el cual se
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v INTRODUCCION

describen algunas propiedades que tiene el hiperespacio suspension de subcontinuos.

En el capitulo 1, se dan las definiciones y propiedades basicas de topologia, las
cuales nos serviran para diversas pruebas a lo largo de este trabajo y también, para
a partir de ello, poder leer este trabajo.

En el capitulo 2, en la primera parte presentamos y describimos los modelos
del hiperespacio de ciertos continuos, para posteriormente determinar como es su
hiperespacio suspension. En la segunda parte, se muestran propiedades generales
que tiene el hiperespacio suspension, por ejemplo: se determina la métrica que se
usa en HS(X), también se prueba bajo que condiciones HS(X) es homeomorfo a

Sus(X).

En el capitulo 3, se demuestra que dado un continuo X entonces HS(X) es
aposindético. Un resultado més fuerte es que, HS(X) es aposindético por cerrados
de dimension cero.

En el capitulo 4, se presenta la equivalencia entre la conexidad local de un con-
tinuo y la de su hiperespacio suspension. Ademds, se demuestra que el hiperespacio
suspension de un retracto absoluto es un retracto absoluto. Finalmente, se da un
ejemplo de un continuo localmente conexo sin arcos libres tal que su hiperespacio
suspension no es homeomorfo al cubo de Hilbert, @, sin embargo, HS(Q) es homeo-
morfo a Q).

En el capitulo 5, se prueba que dada una funcién continua y suprayectiva que
vaya de un continuo X en un continuo Y que tenga semimargen suprayectivo cero,
la funcion inducida en los hiperespacios suspension es universal. De esto tltimo, se
siguen resultados relacionados con la propiedad del punto fijo.

Finalmente, en el capitulo 6, se muestran algunos resultados con los cuales se
prueba que el hiperespacio suspension de un continuo hereditariamente indescom-
ponible es tnico.



Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo, es mostrar los resultados de la Teoria de los Continuos
y sus Hiperespacios, que nos serviran como base para este trabajo.

1.1. Espacios Métricos

En esta seccién discutiremos las definiciones y propiedades principales sobre es-
pacios métricos que usaremos en el resto del trabajo.

Notacién 1.1.1. Como de costumbre, N denota al conjunto de los ntimeros natu-
rales; R denota al conjunto de los niimeros reales y R™, con n € N, denota al espacio
Euclidiano de dimension n, con la métrica Euclidiana.

Observaciéon 1.1.2. Todos los espacios que consideraremos son métricos.

Notacion 1.1.3. Si X es un espacio métrico, con métrica d, y A un subconjunto
de X, entonces Clx(A) denota la cerradura de A, Intx(A) denota el interior de A
y Fry(A) denota la frontera de A. Ademas, si € > 0 entonces V¢(A) denota la bola
abierta alrededor de A. Si A = {x}, para algtin punto z € X, escribiremos V¢(z) en
lugar de V¢({x}).

Definicién 1.1.4. Sean X un espacio métrico, V' un subconjunto de X y p un punto
de V. Decimos que V es una vecindad de X si existe un abierto U de X tal que
pelUcCV.

Definicién 1.1.5. Sea X un espacio métrico. Decimos que X tiene la propiedad del
punto fijo si para cualquier funcion continua, f : X — X, existe un punto x € X tal

que f(x) =x.



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ya que tenemos esta definicién y algunas notaciones, se enunciaran algunos re-
sultados con respecto a la propiedad del punto fijo.

Teorema 1.1.6. La propiedad del punto fijo es un invariante topoldgico.

Demostracion. Sean X y Y dos espacios métricos homeomorfos, donde X tiene la
propiedad del punto fijo. Tomemos una funcién continua f : Y — Y. Hay que ver
que existe y € Y tal que f(y) = y. Sea h : X — Y un homeomorfismo. Consideremos
la funcién h™' o fo h : X — X. Esta funcién es continua y tiene un punto fijo ya
que X tiene la propiedad del punto fijo. Sea x € X tal que (b= o foh)(x) = x, con
lo que f(h(z)) = h(x); si y = h(x) entonces f(y) =y y f tiene un punto fijo. Por lo
tanto, Y tiene la propiedad del punto fijo. O

Teorema 1.1.7. El intervalo [0, 1] tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sea f :[0,1] — [0, 1] una funcién continua. Hay que ver que existe
z € [0,1] tal que f(x) = z.
Definimos la siguiente funcién continua:

gla) = f(z) — =

Hay que ver que g(z) = 0 para alguna x € [0, 1]. Consideremos los siguientes con-
juntos:
A ={g(x) > 0| para alguna = € [0,1]}

B = {g(z) <0 | para alguna = € [0, 1]}.

Como g es una funcion continua, A y B son cerrados de X.

Como ¢(0) = f(0) > 0, tenemos que 0 € A. Ademds, como ¢g(1) = f(1) =1 < 0;
se tiene que 1 € B. Por tanto, A y B son no vacios. Claramente, [0,1] = AU B.
Como [0, 1] es conexo, AN B # (). De donde, si to € ANB, g(ty) = 0; i.e., f(to) = to.
Por tanto [0, 1] tiene la propiedad del punto fijo. O

El Teorema 1.1.7 es un caso particular del Teorema del punto fijo de Brouwer, el
cual enunciaremos a continuacién. Una demostracion de éste se puede encontrar en
(37, Teorema 9.2].

Teorema 1.1.8. Sin € N entonces el espacio [0,1|" tiene la propiedad del punto

fijo.
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Definicién 1.1.9. El cubo de Hilbert, @, es el espacio H[O, 1], con la topologia

n=1
producto, donde [0, 1], es una copia del intervalo [0,1]. A @ se le da la siguiente
=1
métrica p((,)o 1, (Yn)oey) = Z 2—n\xn — 9| la cual induce la topologia producto.
n=1

Lema 1.1.10. Sean (X, d) un espacio métrico y compacto y f : X — X una funcion
continua. Si para cada € > 0, existe x. € X tal que d(x., f(x:)) < € entonces [ tiene
un punto fijo.

Demostracion. Sea € > 0. Por hipétesis, existe x. € X tal que d(z., f(z.)) < €. Para
1
cada n € N, sea x,, tal que d <xi, f (:cl)) < —. Como X es métrico y compacto,

n
sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la sucesién {z,}°, converge a

un punto zo. Como f es continua y {z,}7>, converge a o, {f(z,)}r>, converge a
f(zo). Por construccién, d(x,,, f(x,)) < —. Lo que implica que d(xg, f(x)) = 0, pues
n

la funcién distancia es continua. Por tanto, f(xy) =z y f tiene un punto fijo. [

o0 [e.e] 1
Lema 1.1.11. H[O, 1],, es homeomorfo a H [0, Q—n]

Demostracion. Sea hy, : [0,1] — [0, 5] definida por: hy,(t) = 5-t,. Claramente h,, es

continua. Sabemos que las funciones proyeccién son continuas. Sean 7/, : H[O, 1 —
k=1
0,1],, dada por: 7}, ((tx)52,) = tn, Ty ﬁ 0 1 — 10 1 tal que m,((pg)p,) =
) n = Y ) 2k. Y 2n =

k=1

Pn. Sea [ : E[O, Uy — H[O, QLm] definida como f((t,)%_1) = (55tm)oe_;.. Vere-

= m=1
mos que f es un homemomorfismo, para ello basta con mostrar que f es biyectiva

y continua, pues la funciéon f entra en un espacio compacto y sale de un espacio
Hausdorff. Para esto, consideremos el siguiente diagrama:

o0 o0 1

H [O> 1]m L) WE {07 2_m:|
I, brn '

N (Y

' m
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m=1 2m

Tomemos (t,)00_, € ﬁ[O,l] tal que f((tn)%,) = (55tm)_,. Observemos

que para cualquier sucesion (t;)52, € H 0, 1],, bajo la proyeccién «/, nos queda

m=1

7, ((t)72,) = ta y esto bajo h, nos da 5rt,. Sea (t,)72, € H[O, 1], vemos que
m=1

Tn 0 f((tk)72)) = 3tn, aplicando la funcién f nos queda, f((tx)72,) = (21k tk)zo LY

bajo la proyeccién m, tenemos 7, ((%ktk)) = 2nt De esto se sigue que h,on!, = m,0f,

entonces el diagrama conmuta. Como h,, o7/, es continua, esto implica que 7, o f es

continua. Por tanto, f es continua.

Veamos que f es biyectiva. Para probar que f es inyectiva, sean (ax)2, (bk)ie, €

r . . b\ k) >
g[(),l]k tales que f((ar)52;) = f((br)52,), esto implica que (2—k)k:1 = (g_k>k:1’

pero esto es ((ax)2,) = ((bg)72,) Por tanto, f es inyectiva.

Probaremos que f es suprayectiva. Sea (s;)52, € H [ Qk]’ observemos que

sk € (0,55, de donde 2%s;, € [0,1]. Lo cual implica que, F(2%s1)22)) = (sp)2,
Entonces, f es suprayectiva. Por tanto, f es un homeomorfismo. O

Como una consecuencia del teorema punto fijo de Brouwer (Teorema 1.1.8) y del
Lema 1.1.11 tenemos:

Teorema 1.1.12. El cubo de Hilbert tiene la propiedad del punto fijo.

e 1
Demostracion. Por el Lema 1.1.11, podemos suponer que () = H [O, Q—n] .

n=1
= 1
Sean ¢ > 0y N € N tales que Z o < gz. Sea A = {(z,);2, € Q |
n=N+1

1
=0sin> N+ 1} Entonces A es homeomorfo a H [ } Definimos las si-
n=1

guientes funciones, f : @ — @ dada por: f(z1,...,2n,0....) = (Y1, -, YN, YN+15---) ¥
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N
1 ~ ~
H [O —n} — H [O’ Q_n} como: f(x1,...,xn5) = (Y1, ..., yn). Claramente, f es con-
n=1

1
tinua. Por el Teorema 1.1.8; existe (ay,...,ax) € [0, Q—n] tal que f(al, anaN) =
n=1

(ay,...,ay). Sea a* = (ay,...,an,0,...). Entonces f(a*) = (ai,...,an,an1,...). De

1
donde p(a*, f(a*)) < ( Z 2—n)1/2 <5 Por tanto, por el Lema 1.1.10, @ tiene la
n=N+1

propiedad del punto fijo. O

La nocién de funcién universal, que definiremos a continuacién, generaliza a la
propiedad del punto fijo.

Definicién 1.1.13. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcién con-
tinua. Decimos que f es universal, si para cualquier funcion continua g : X — Y,
existe z € X tal que f(z) = g(x).

Los siguientes tres resultados nos dan algunas consecuencias de la definicién de
funcién universal.

Teorema 1.1.14. Sean X y Y espacios métricos. St f : X — Y es una funcion
universal entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) f es suprayectiva;

(2) Y tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. (1) Seany € Yy g : X — Y dada por g(z) = y para toda z € X,
note que g es continua. Como f es universal, existe xy € X tal que f(zq) = g(x¢) = y.
Por tanto, f es suprayectiva.

(2) Sea h: Y — Y una funcién continua. Consideremos la siguiente funcién con-
tinua ho f: X — Y. Como f es universal, existe z € X tal que h(f(x)) = f(z). Por
tanto, Y tiene la propiedad del punto fijo. O

Teorema 1.1.15. Sean X y Y espacios métricos. St f : X — Y es una funcion
continua entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) Si Xo es un subespacio de X y la restriccion de f a Xo, f|x, : Xo = Y, es
universal entonces f es universal.
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(2) Si Z es un espacio métrico y g 1 Y — Z es una funcion continua tal que
go f: X — Z es universal, entonces g es universal.

Demostracion. (1) Sea g : X — Y una funcién continua. Como f|x, es universal,
existe zg € X tal que (f|x,)(x0) = (9]x,)(z0). Esto implica que f(xy) = g(x¢). Por
tanto, f es universal.

(2) Sea h : Y — Z una funcién continua. Como g o f es universal, existe x € X
tal que go f(z) = ho f(z). De donde g(f(x)) = h(f(zx)). Por tanto, g es universal. [J

Teorema 1.1.16. Si X es un espacio métrico, conexo y f : X — [0,1] es una
funcion continua y suprayectiva entonces f es universal.

Demostracion. Sea g : X — [0, 1] una funcién continua. Sean

A={ze X | f(z) <g(x)}

B={xeX|glx)<flx)}

Como f es suprayectiva, existe g € X tal que f(zo) = 0. Esto implica que
f(xg) < g(xg). Por tanto, xy € A. Anédlogamente, existe 1 € X tal que f(x;) = 1,
y se tiene que g(z1) < f(z1). Por tanto, x; € B.

De esta forma tenemos que A # @) y B # (). Ademds, por la tricotomia en [0,1],
resulta que X = AU B. Como f y g son continuas, A y B son cerrados en X. Como
X es conexoy X = AU B, se tiene que AN B # (). Por tanto, si z € AN B entonces

f(x) = g(x). 0

Como consecuencia de los Teoremas 1.1.14 y 1.1.16 se tiene el siguiente resultado
que ya conociamos.

Corolario 1.1.17. El intervalo [0, 1] tiene la propiedad del punto fijo.

A continuacién definiremos los conceptos de retracto y retracto absoluto, los
cuales seran utilizados posteriormente.

Definicién 1.1.18. Sean X un espacio métrico y A un subconjunto cerrado de X.
Decimos que A es un retracto de X si existe una funcién continua r : X — A tal que
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r(a) = a, para todo elemento a € A. A la funcién r se le llama retraccion. Diremos
que X es un retracto absoluto si cada vez que Z sea un espacio métricoy f: X — Z
sea un encaje de X en Z, tal que f(X) es cerrado en Z, se tiene que f(X) es un
retracto de Z.

Teorema 1.1.19. El ser un retracto absoluto es un invariante topologico.

Demostracion. Sean X un retracto absoluto, Y un espacio homeomorfo a X y h :
X — Y un homeomorfismo. Sean Z un espacio métricoy f:Y — Z un encaje tal
que f(Y) es cerrado en Z. Como h es un homeomorfismo y f es un encaje, se tiene
foh: X — Z esun encaje. Como X es un retracto absoluto, existe r : Z — foh(X)
tal que r(w) = w, para toda w € foh(X). Como foh(X) = f(Y), podemos concluir
que f(Y) es un retracto de Z. Por tanto, Y es un retracto absoluto. O

Teorema 1.1.20. El intervalo [0,1] es un retracto absoluto.

Demostracion. Sean Z un espacio métricoy h : [0,1] — Z un encaje, donde h([0, 1])
es cerrado. Definimos h([0,1]) = K. Como h es un encaje, existe h™' : K — [0, 1],
la funcién inversa de h. Por el Teorema de extensiéon de Tietze, extendemos h~*
a una funcién continua, f : Z — [0,1]. Consideremos la siguiente composicion,
ho f:Z — K; Notemos que para cada z € K, (ho f)(2) = (hoh™')(z) = 2. De
donde, h o f es una retraccién. Por tanto, [0, 1] es un retracto absoluto. O

La nociéon de homotopia es muy importante, ya que nos da la sensacion de
movimiento dentro de los espacios.

Definicién 1.1.21. Sean X y Y espacios métricos. Una homotopia entre X y Y
es una funcién continua G : X x [0,1] - Y. Sig: X - Yy f:X — Y son
funciones continuas, diremos que f y g son homotopicas si existe una homotopia
G : X x[0,1] = Y tal que G((z,0)) = f(x) y G((x,1)) = g(z), para todo punto
reX.

Definicién 1.1.22. Sea X un espacio métrico. Decimos que X es contraible si la
funcién identidad de X, 1x : X — X, es homotdpica a una funcién constante.

Teorema 1.1.23. Tanto R"™ como [0,1]", con n € N, y el cubo de Hilbert, Q@ son
contraibles.

Demostracion. Veamos que R™ es contraible. Sea G : R" x [0,1] — R"™ dada por
G((z,t)) = (1 — t)z. Entonces G es continua. Si ¢t = 0 entonces G((x,0)) = x y, si
t = 1 entonces G((z,1)) = 0. Por tanto, R" es contraible.

De manera similar se prueba que [0, 1]" y @ son contraibles. O
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Notacién 1.1.24. El simbolo S' denotara a la circunferencia unitaria en R?, con
centro en el origen.

Definicién 1.1.25. Sea X un espacio métrico. Decimos que X tiene la propiedad
(b) si para cualquier funcién continua f : X — S! se tiene que f es homotépica a
una funcién constante.

Observacién 1.1.26. Cuando un espacio métrico tiene la propiedad (b), a veces,
también se dice que X es contraible con respecto a S*.

Teorema 1.1.27. Todo espacio contraible tiene la propiedad (b).

Demostracion. Sea X un espacio contraible. Consideremos una contraccion H X
0,1] = X tal que H((x,0)) =z y H((z,1)) = p para toda z € X y alguna p € X.
Sea f: X — S! una funcién continua. Consideremos la siguiente funcién:

foH:X x|[0,1] — S

Notemos que foH((z,0)) = f(z)y foH((z,1)) = f(p) para toda z € X. Por tanto,
todo espacio contraible tiene la propiedad (b). O

Definicién 1.1.28. Sea X un espacio métrico y conexo. Decimos que X es unicohe-
rente si cada vez que X = AU B, donde A y B son subconjuntos cerrados y conexos,
se tiene que A N B es conexo. Diremos que X es hereditariamente unicoherente si
todo subconjunto conexo de X es unicoherente.

4

@
=

UNICOHERENTE NO UNICOHERENTE

Figura 1.1
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Con respecto a esta definicién tenemos que [0,1] es unicoherente, en cambio S*
no lo es.

Una demostracién del siguiente resultado puede ser encontrada en [39, Teorema
7.3, pag. 227].

Teorema 1.1.29. Si X es un espacio métrico y conexo con la propiedad (b) entonces
X es unicoherente.

Definicién 1.1.30. Sean X y Y espacios métricos y f : X — Y una funcién continua
y suprayectiva. Decimos que f es mondtona si para cualquier subconjunto conexo B
de Y se tiene que f~!(B) es conexa.

Una prueba del siguiente teorema se puede encontrar en [20, Teorema 2, pag. 434].

Teorema 1.1.31. Sean X y Y espacios métricos. Si X tiene la propiedad (b) y
f: X =Y esuna funcion mondtona entonces Y tiene la propiedad (b).

1.2. Espacios Cocientes

Aqui definiremos una forma de construir espacios nuevos basandonos en espacios
conocidos. Esto se hace “identificando” o “pegando”, de una manera adecuada, cier-
tos subconjuntos de nuestro espacio original.

Definicién 1.2.1. Sea X un espacio métrico. Una descomposicion de X es una
coleccion no vacia de subconjuntos no vacios y ajenos dos a dos cuya union es X.

Definicién 1.2.2. Sean X un espacio métrico y § una descomposicion de X . Defini-
mos X /G como el conjunto cuyos elementos son los elementos de la descomposicion
G. A X 79 lo llamamos el espacio cociente. La funcién ¢ : X — X /G que asocia
a cada punto z € X el tnico elemento G de G tal que = € G, se llama la funcion
cociente.

A continuacién definiremos una topologia para los espacios cociente.
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Definicién 1.2.3. Sean X un espacio métrico, § una descomposicién de X y ¢ :
X — X 79 la funcion cociente. Entonces la topologia:

{fUcC G| g (U) es un abierto en X}

es llamada la topologia cociente para X /G.

Observacién 1.2.4. Notemos que, si el espacio cociente tiene la topologia cociente
entonces la funcién cociente es continua. Ademas, un subconjunto U de X G es
abierto (cerrado) en X /G si y sélo si ¢ }(U) es abierto (cerrado) en X.

Un ejemplo importante del espacio cociente es el cono de un espacio:

Definicién 1.2.5. Sean X un espacio métricoy § = {{(z,t)} |z € Xyt €[0,1)}U
{X x {1}}. Entonces G es una descomposicién de X x [0, 1]. El cono (topolégico) de
X, denotado por Cono(X), es el espacio cociente X x [0,1]/G. Sea ¢ : X x [0,1] —
Cono(X) la funcién cociente. Al elemento ¢(X x {1} del Cono(X) se le llama vértice
del cono y se le denota por vy. Al subconjunto ¢(X x {0} del Cono(X) se le llama
la base del cono y se denota por B(X).

U

Figura 1.2: Cono topoldgico

Una propiedad importante que tienen los conos es que son contraibles:

Teorema 1.2.6. Si X es un espacio métrico entonces Cono(X ) es contraible.
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Demostracion. Sea F: (X x [0,1]) x [0,1] — X x [0, 1] definida por:
F((z,t),s) = (z,s + (1 = s))
Claramente F' es continua. Notemos que para toda (z,t) € X x [0, 1],

F((z,t),0) = (x,t)

F((x,t),1) = (x,1).

Sea ¢ : X x [0,1] — Cono(X) la funcién cociente. Consideremos las siguientes
funciones:

(X x[0,1]) x [0, 1]

qXljp 1) qoF

Cono (X)) x [0, 1] Cono (X)

H
Figura 1.3

Notemos que para cada (x,s) € Cono(X) x [0,1], ¢ o F' es constante en (g x
Lio.11) (X, s). Por [36, 3.22], existe una funcién continua:

H : Cono(X) x [0,1] = Cono(X)

tal que H o (¢ x 1) = q o F. Observemos que H cumple con que H(x,0) = x
y H(x,1) = vx para toda x € Cono(X), donde vy es el vértice de Cono(X). Por
tanto, Cono(X) es contraible. O

Aunque en esta seccién aun no hablamos de continuos, daremos la definicién y
se probara el siguiente resultado:

Definicién 1.2.7. Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo. Un sub-
continuo es un continuo el cual esta contenido en un espacio. Diremos que un continuo
es no degenerado si tiene mas de un punto.

Definicién 1.2.8. Un continuo X es arcoconexo si para cualesquiera dos puntos x
y y de X existe un arco «, contenido en X, cuyos puntos extremos son x y .
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Lema 1.2.9. Sea Z un continuo arcoconezxo. Si x1, xo € Cono(Z) entonces Cono(Z)\
{z1, 22} es arcoconexo

Demostracion. Para la demostracién se hara dos casos:

Sizy € Zx{0}yx € Z x {t} para alguna t € (0, 1). Claramente se tiene que
Cono(Z) \ {x1, 22} es arcoconexo, esto por ser Z un continuo con dicha propiedad.

El otro caso es que x; y x5 estén en el mismo nivel. Supongamos que x1,xy €
Z x {t} para alguna ¢t € (0,1). Sea x5 € X x {t} tal que x5 # o # x1, tomamos
un punto y € Z x {0} de tal forma que damos un arco, o, de y a x3 y este no
toca a x1 ni x9, posteriormente extendemos a « hasta el vértice del cono. Por tanto
Cono(Z) \ {x1, 22} es arcoconexo. O

Otro ejemplo importante de espacio cociente es la suspension de un espacio:
Definicién 1.2.10. Sean X un espacio métrico y § = {{(z,t)} | z € Xy t €
(0, DJU{X x{0}}U{X x {1}}. Entonces G es una descomposicién de X x [0, 1]. La
suspension topoldgica de X, denotada Sus(X), es el espacio cociente X x [0,1],/G.

A los elementos {X x {0}} v {X x {1}} se le llama los vértices de la suspension y
se les denota por v~ y v™, respectivamente.

Figura 1.4: Suspension topoldgica
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Observacién 1.2.11. En general la suspensién de un espacio métrico no es con-
traible. Por ejemplo, Sus(S') es homeomorfa a la esfera de dimensién dos, S? =
{z € R3 | ||z|| = 1}, la cual no es contraible.

La siguiente definicion nos habla del tipo de descomposiciones que requeriremos
para obtener las propiedades necesarias en los espacios que estudiaremos en este tra-
bajo.

Definicién 1.2.12. Sean X un espacio métrico y G una descomposicion de X. Deci-
mos que G es una descomposicion semicontinua superiormente si dados G € G y un
abierto U de X tal que G C U, existe un abierto V de X talque G C VysiG' € §
es tal que G’ NV # (), entonces G' C U.

Teorema 1.2.13. Si X es un espacio métrico y G una descomposicion de X entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) G es una descomposicion semicontinua superiormente.

(2) La funcion cociente ¢ : X — X,/G es una funcién cerrada; i.e., manda
subconjuntos cerrados de X en subconjuntos cerrados de X /G.

(8) Si U es un subconjunto abierto de X y Wy =J{G € G| G C U}, entonces
Wy es un subconjunto abierto de X.

(4) Si D es un subconjunto cerrado de X y Kp = J{G € § | GN D # 0},

entonces Kp es un subconjunto cerrado de X.

Demostracion. Supongamos (1) probaremos (2). Supongamos que § es semicontinua
superiormente, veremos que ¢ es cerrada. Sea C' un cerrado de X. Hay que ver que
q(C) es un cerrado de X /G. Basta mostrar que ¢~'(g(C)) es cerrado de X, lo cual es
equivalente a probar que X \ ¢7'(¢(C)) es abierto. Sean x € X \ ¢ '(q¢(C)) y G, € §
tal que x € G,. Sea U = X \ C. Notemos que G, C U. Como G es semicontinua
superiormente entonces existe un abierto V tal que G, C Vysi G € G con GNV # ()
entonces G C U. Afirmamos que VNg~'(q(C)) = 0. Sea z € VNg*(¢(C)). Entonces
existe ¢ € C' tal que ¢(c) = ¢q(z). Esto implica que G, = G.. Como G, NV # (), se
tiene que G, C U. Como G, = G,y ¢ € C, esto implica que G, N C # (), lo cual
es una contradiccién. Por tanto, X'\ ¢ 1(q(C)) es abierto en X y ¢~1(q(C)) es cerrado.

Mostraremos (3) suponiendo (2). Supongamos que ¢ : X — X G es cerrada. Sea
U un abierto de X. Entonces X \ U es un cerrado de X. Como ¢ es cerrada entonces
q(X\U) es un cerrado de X /G. De donde se obtiene que, ¢ (X G\ ¢(X\U)) es un
abierto de X . Afirmamos que ¢~ (X /G\q(X\U)) = Wy. Siz € ¢ (X /G\q(X\U)),
entonces ¢(r) € X /G\q(X\U). De esto se sigue que, ¢~ (¢(x)) € X\¢ Hq(X\U)) C
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X\ (X\U)=U. Entonces x € Wy. La otra contencion es inmediata. Por tanto, Wy,
es un abierto de X.

Supongamos (3) veremos (4). Sea C' un cerrado de X. Entonces X \ C' es un abier-
to de X. Esto implica que Wx\¢ es abierto de X. Afirmamos que K¢ = X \ Wx\c.
Sean x € X \ Wx\c y G, € G, tal que z € G,. De esto se sigue que, G, € X \ C, lo
cual implica que G, N C # . Por tanto, X \ Wx\¢ C K¢. Sean z € K¢ y G, € 9,
tales que z € G, y GNC # (. De esto se sigue que, x € G N C, lo cual implica que
x € C, de aqui tenemos que G, C C, lo cual es equivalente a G, C X \ (X \ O).
Entonces, v € X \ Wx\¢. Por tanto, Ko = X \ Wx\c.

Supongamos (4) mostraremos (1). Sean G € G y U un abierto de X tal que
G C U. Notemos que X \ U es cerrado, de esto se sigue que Kx\; es un cerrado de
X.SeaV =X\ Kx\v. Entonces G C V C U. Ademés, si G’ € Gy G'NV # 0,
entonces G’ C U. Por tanto, se satisface (1). O

Corolario 1.2.14. §i X es un espacio métrico y G es una descomposicion semicon-
tinua superiormente de X entonces los elementos de G son subconjuntos cerrados de

X.

Demostracion. Seanz € X, G, € G con x € G,. Como {z} es cerrado en X y q({z})
es cerrado en X /G ya que ¢ es cerrada (Teorema 1.2.13). Entonces ¢ tq({z}) = G,
es cerrado en X. d

1.3. Continuos

En esta seccién definiremos la clase de espacios en la que estamos interesados;
esto es, la clase de los continuos. También presentaremos las propiedades que nece-
sitaremos posteriormente.

Definicién 1.3.1. Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo no vacio.
Un subcontinuo es un continuo el cual esta contenido en un espacio métrico. Diremos
que un continuo es no degenerado si tiene mas de un punto.

A continuacién presentaremos algunos ejemplos de continuos.

Definicién 1.3.2. Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo [0,1]. A las imagenes
de {0} y {1}, bajo un homeomorfismo, les llamaremos los puntos extremos del arco.
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Definicién 1.3.3. Sea n € N. Una n-celda es un espacio homeomorfo a [0, 1]".

Definicién 1.3.4. Sea n € N. La esfera unitaria de dimensién n en R"!, denotada
como S™, es el conjunto:

S" = {x ¢ R"™ | ||z]| = 1}.

Definicién 1.3.5. Sea n > 2. Decimos que un continuo X es un n-odo simple, si
existen un punto v de X, llamado vértice, y n subarcos Aji,...,A, de X tales que

X=[JA4 y AnAc={v}sij#k

J=1

1
Definicién 1.3.6. SiWW = {(:c, sen <—)) ER?|0<z < 1}, entonces X = Clg2(W)
T

es un continuo llamado la curva sinoidal del topologo.

Figura 1.5: Curva sinoidal del topdlogo

Lema 1.3.7. Sean X es un espacio métrico y compacto y { X}, una sucesion de
subconjuntos cerrados de X tal que para cadan € N, X,,.1 C X,,. St U es un abierto
de X tal que N72 1 X,, C U, entonces existe N € N tal que X,, C U, para todon > N.

Demostracion. Sea U un abierto de X tal que N°2,X,, C U. Entonces X \ U es
cerrado. Como N2, X, C U, de esto se sigue, por las leyes de De Morgan, que
X\U C U (X \ X,). Como X es compacto, entonces X \ U es compacto. De
donde existen ny,...,n, € N tales que X\U C U;_,(X\ X,;;). Sea N = méx{ny,...,n,}.
Entonces Ui_; (X \ X,,;) = X \ Xy. Por tanto, Xy C U. O

Una manera muy utilizada para construir continuos nos la da el siguiente resul-
tado:
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Teorema 1.3.8. Sea {X,,}>°, una sucesion de continuos tal que X,+1 C X, para
todan € N. S1 X = N2, X,, entonces X es un continuo.

Demostracion. Sea X = N>, X,. Como cada X, es un continuo, tenemos que, en
particular, cada X,, es un cerrado de X;. Como X7, es compacto, por la propiedad de
la interseccion finita, X # () y es compacto. Ahora veremos que X es conexo. Supong-
amos que X no es conexo. Entonces X = AUB, donde A y B son cerrados, no vacios
y ajenos de X. Sean U y V abiertos y ajenos de X, talesque A C Uy B C V. Por el
Lema 1.3.7, existe n € N tal que X,, C UUV. De donde X,, = (X,,NU) U (X, NV).
Como AUB = X C X, se tiene que X,, NU # 0 y X, NV # 0, pero esto implica
que X, no es conexo, lo cual es una contradiccién. Por tanto, X es conexo. U

El Teorema 1.3.8 nos permite dar los siguientes ejemplos de continuos.

Definicién 1.3.9. La curva universal de Sierpinski. Empezamos dividiendo el cuadra-
do Sy = [0,1] x [0,1] en nueve cuadrados congruentes y tomamos S; = Sp \ (3, 2) X

(%, %) Andlogamente, dividimos cada uno de los restantes ocho cuadrados en nueve
cuadrados congruentes, y llamamos S al continuo que se obtiene al quitar el interior
de cada uno de los ocho cuadrados centrales. Continuando de esta manera, definimos
Sy, Sy, etc. Sea 8 = NS5, entonces 8 es un continuo, (Teorema 1.3.8) llamado la

curva universal de Sierpnski.

Ooo0ooooooaoao
DDD DDDD ]
Ooo0ooooooaoao
o o o [mi
DDD ] ]
o o o [mi
Ooo0ooooooaoao
DDD DDDD ]
Ooo0ooooooaoao

Figura 1.6: Curva universal de Sierpinski

Definicién 1.3.10. La curva universal de Menger. Consideremos primero al cubo
M =10,1] x [0, 1] x [0, 1]. Dividamos cada una de las caras de M en nueve cuadrados
congruentes y hagamos un agujero a través del interior de cada cuadrado central, lo
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que nos da un continuo M;. Dividamos cada uno de los restantes cuarenta y ocho
cuadrados en nueve cuadrados congruentes y hagamos un agujero a través del interior
de los cuadrados centrales, de esta manera obtenemos un continuo M,. Repetimos
este proceso para obtener continuos M,,. De esta manera definimos M = N2, M,,, el
cual es un continuo, (Teorema 1.3.8) llamado la curva universal de Menger.
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Figura 1.7: Curva de Menger

Lo siguiente sera definir algunas propiedades que tienen los continuos.

Definicién 1.3.11. Sean X un continuo y p un punto de X. Decimos que X es
conexo en pequeno en p si para cualquier abierto U de X tal que p € U, existe
un abierto V de X tal que p € V C U y para cualquier punto z € V, existe un
subconjunto conexo C, de X tal que {z,z} € C, C U.

El siguiente resultado nos proporciona dos definiciones equivalentes a la conexi-
dad en pequeno en un punto.

Teorema 1.3.12. Si X es un continuo y p es un punto de X entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) X es conexo en pequeno en p.

(2) Para cada subconjunto cerrado F de X tal que F' C X \ {p}, existe un
subcontinuo W de X tal que p € Intx(W) CW C X \ F.

(8) Para cada subconjunto abierto U de X tal que p € U, existe un subcontinuo
W de X tal que p € Intx(W)C W C U.
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Demostracion. Supongamos (1) probaremos (2). Sean p € X y F un subconjunto
cerrado de X tal que F* C X \ {p} y U = X \ F. Entonces U es un abierto de X y
p € U. Por ser X métrico, existe un abierto R de X tal que p € R C Clx(R) C U.
Como X es conexo en pequeno en p, existe un subconjunto abierto V' de X tal
que p € V. C Ry six € V entonces existe un subconjunto conexo C tal que
{p,z} C C, C R. Sea W = Clx(U,eyC;). Observemos que W es un subcontinuo de
X, VCcW cCClx(R) CU. Por tanto, W cumple con lo requerido y (2) se satisface.

Supongamos que (2) se satisface y mostraremos (3). Sean p € X y U un abierto
de X tal que p € U. Sea ' = X \ U, se tiene que F' es un cerrado de X y p ¢ F.
Como (2) se satisface, existe un continuo W de X tal quep e W C X \ F = U. Por
tanto, (3) se cumple.

Veremos que (1) se cumple suponiendo (3). Sean p € X y U un abierto de X tal
que p € U. Como (3) se cumple, existe un subcontinuo W de X tal que p e W C U.
Sea V = Intx(W). Con esto, se cumple (1). O

Definicién 1.3.13. Sean X un continuo y p un punto de X. Decimos que X es local-
mente conexo en p si para todo abierto U de X tal que p € U, existe un subconjunto
abierto y conexo V de X tal que p € V C U. Decimos que X es localmente conexo
si X es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Ejemplo 1.3.14. Este continuo es un ejemplo de un continuo que es conexo en
pequeno en el punto p, pero no es localmente conexo en el punto p.

ZZZZ.

Figura 1.8
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Notemos que sélo definimos la conexidad en pequeno puntualmente, la razén
esta dada por el siguiente teorema:

Teorema 1.3.15. Un continuo X es localmente conexo si y sélo si X es conexo en
pequeno en cada uno de sus puntos.

Demostracion. Claramente, si X es localmente conexo, entonces X es conexo en
pequeno en todos sus puntos.

Supongamos que X es conexo en pequeno en todos sus puntos. Sean U un abier-
to de X y C' una componente de U. Hay que ver que C un es abierto en X. Sea
p € C. Como X es conexo en pequeno en p, existe un subcontinuo W de X tal
que p € Intx(W) C W C U (Teorema 1.3.12). Notemos que W es un subconjunto
conexo de U, WNC # 0y C es una componente de U. Entonces W C C. Por tanto,
p es un punto interior de C'. Asi, C' es abierto en X. Por lo tanto, X es localmente
CONEXO. 0

Definicién 1.3.16. Un continuo X es descomponible si existen dos subcontinuos
propios H y K de X tales que X = H U K. Decimos que X es hereditariamente
descomponible si todos sus subcontinuos no degenerados son descomponibles.

Definicién 1.3.17. Un continuo es indescomponible si no es descomponible. Deci-
mos que X es hereditariamente indescomponible si todos sus subcontinuos son indes-
componibles.

Definicién 1.3.18. Un continuo X es arcoconexo si para cualesquiera dos puntos
y v y de X existe un arco «, contenido en X, cuyos puntos extremos son z y y.
Decimos que X es localmente arcoconexo si dado un abierto U de X y dos puntos x
y y en X, existe un arco o en U cuyos puntos extremos son = y y.

Definiciéon 1.3.19. Dado un continuo X, sea A un subcontinuo de X, decimos que
A es un continuo terminal si dado otro subcontinuo B de X tal que AN B # ()
entonces A C Bo B C A.

1.4. Hiperespacios

Aqui damos la definicién de los principales hiperespacios asociados a un continuo
y presentamos algunas de sus propiedades.
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Definicién 1.4.1. Dado un continuo X, definimos sus hiperespacios como los si-
guientes conjuntos:

2X = {A C X | A es cerrado y no vacio};
Cn(X) = {A €2¥| A tiene a lo mas n componentes };
F,(X) = {A€2% | Atiene alo més n puntos}.

A C,(X) se le llama el n-ésimo hiperespacio de X y a F,(X) se le llama el n-
ésimo producto simetrico de X. A C1(X) se le acostumbra denotar por C'(X).

Figura 1.9: Hiperespacios

Observaciéon 1.4.2. Notemos que si n € N entonces:
Fo(X) € Cu(X);
Cn(X) C Cra(X)

vy que:
Fo(X) C For(X).

En el siguiente teorema le definiremos una métrica a 2%, asi tendremos que los
hiperespacios son espacios continuos.

Teorema 1.4.3. Si X es un continuo con métrica d entonces la funcion H : 2% x
2% — 10, 00) definida por:

H(A,B) =mf{e >0 | ACVYB) y BCV(A)}

es una métrica para 2%, la cual es llamada la métrica de Hausdorff.
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Demostracion. Para ver que H es una métrica, probaremos lo siguiente.

1. Veamos que H(A, B) = 0 si y sélo si A = B.

Seane >0y a€ A Como H(A,B) =0y e >0, existe b € B tal que d(a,b) <e.
Esto implica que a € Clx(B). De donde, a € B, pues B es cerrado. Andlogamente
si b € B, entonces b € A. Por tanto, A = B. Claramente si A = B entonces
H(A, B) =0.

2. El hecho H(A, B) = H(B, A), es inmediato de la definicién.

3. Mostraremos que H(A,C) < H(A, B) + H(B,C).

Sean A, By C € 2X yn > 0. Sean My = H(A,B) +2 y Mp = H(B,C) + 1.
Ahora, observemos que A C V4, (B) y B C V4, (C). Entonces, dado a € A, existe
b € B tal que d(a,b) < H(A, B) + 3. Analogamente, dado b € B, existe ¢ € C tal
que d(b,c) < H(B,C) + . De esto se sigue que d(a,c) < H(A, B) + H(B,C) + 1.
Definimos N = H(A, B) + H(B,C) +n, entonces A C V4,(C), siguiendo este mismo
argumento, tenemos que C' C V4, (A). Como 7 fue arbitraria, por la definicién de 3
tenemos, H(A,C) < H(A, B) + H(B,C). O

Definicién 1.4.4. Sean X un continuo y Uy, ..., U,, una coleccién finita de subcon-
juntos no vacios de X. Definimos:

(Ur,..Uny ={A €2 | Ac | JU; y ANU; # 0 para cada j € {1,...,m}}.
j=1
Sea
B = {(Uy,...,Upn) | Uy, ..., Uy, son subconjuntos abiertos y no vacios de X y m € N}.

Una demostracién del siguiente resultado se puede encontrar en [34, (0.13)].

Teorema 1.4.5. St X es un continuo y B es la familia dada en la Definicion 1.4.4
entonces B es una base para una topologia de 2%, llamada Topologia de Vietoris.

El siguiente teorema nos dice que la topologia inducida por la métrica de Haus-
dorff y la topologia de Vietoris coinciden, una prueba esta en [34, (0.11)].

Teorema 1.4.6. St X es un continuo entonces la topologia inducida por la métrica
de Hausdorff en 2% vy la topologia de Vietoris coinciden.
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Definicién 1.4.7. Sean X un continuo y A y B dos elementos de 2. Un arco de
orden de A a B es una funcién continua e inyectiva « : [0, 1] — 2% tal que a(0) = A,
a(l) = By para cualesquiera dos elementos t y s de [0, 1] tales que s < t se tiene

que a(s) & a(t).

El siguiente resultado nos da condiciones necesarias y suficientes para que existan
arcos de orden en 2% [34, (1.8)].

Teorema 1.4.8. Sean X un continuo y A y B dos elementos de 2. Entonces existe
un arco de orden de A a B si y sélo si A C B y toda componente de B intersecta a

A.

Como consecuencia del Teorema 1.4.8 tenemos:

Corolario 1.4.9. Sean X un continuo y A y B dos elementos de C(X). Entonces
existe un arco de orden de A a B si y solo si A C B.

Usando arcos de orden se demuestra el siguiente teorema (véase [34, (1.13)]) y
26, 1.8.12)).

Teorema 1.4.10. Si X es un continuo entonces 2% y, para cadan € N, C,(X) son
continuos arcoconeros.

Teorema 1.4.11. Si X es un continuo y n € N entonces F,,(X) es un continuo.

Demostracion. Sean d una métrica para X y D, la métrica para X" definida como
sigue:
Dp((x1, ooy xn), (Y1y oy yn)) = méax{d(z1,y1), ..., d(Tp, Yn) }-

Consideremos la siguiente funcién:
Gn : X" = F,(X)

definida como:
In((z1, 0y ) = {21, .oy 20}

Probaremos que g,, es continua y suprayectiva. Sean € > 0y (21, ..., Zpn), (Y1, .-, Yn) €
X" tales que D, ((1, ..., 0), (Y1, .o, Yn)) = max{d(x1,y1), ..., d(xn,yn)} < €, de esto
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se sigue que, d(z;,y;) < € para cada j € {1,...,n}. Ademds, se tiene que, z; €
(Y1, - Yn)) ¥ Y € gn((21, ..., 2,)). Esto implica que:

In((71, ..., 2,)) C Vg(gn((ylu e YUn)))

y que:
In((Y1, - 9m)) C V?(gn((azl, e Tp)))

De donde se tiene que:

H(gn((z1, 5 20))s Gn((Y1, 5 Un))) < €.

Por tanto, g, es continua.
La suprayectividad de g, es clara. Como X" es un continuo, por lo antes probado,
se tiene que F,(X) es un continuo. O

Ahora daremos la definicién de la propiedad de Kelley y, posteriormente, pre-
sentaremos algunos resultados que la involucran.

Definicién 1.4.12. Decimos que un continuo X tiene la propiedad de Kelley en un
punto a de X si para cada € > 0, existe un numero o > 0, que depende de € y a,
tal que para cualquier punto b de X con d(a,b) < § y para cada subcontinuo A de
X tal que a € A, existe un subcontinuo B de X tal que b € By H(A,B) < e. Un
continuo X tiene la propiedad de Kelley si la tiene en cada uno de sus puntos. A ¢
se le conoce como un niumero de Kelley.

Lema 1.4.13. Sea X un continuo que tiene la propiedad de Kelley. St W es un
subcontinuo de C(X) tal que no contiene a X e Intc(xy(W) # 0 entonces UW €
C(X) e Intx(UW) # (.

Demostracion. Notemos primero que, por [34, (1.49)], se cumple que UW € C(X).
Sean A € Intc(x)(W), a € Ay escojamos ¢ > 0 tal que V2'(A) C Intox)(W). Sea
§ > 0 un ntimero de Kelley para la € dada. Claramente A C UW. Sea b € V¢(a). Co-
mo X tiene la propiedad de Kelley , existe B € C(X) tal que b € By H(B,A) < ¢.
De lo anterior se sigue que B € W. De donde, B C UW. En particular, b € UW. Por
tanto, V¢(a) C UW e Intx(UW) # (). O

El siguiente teorema nos dice que X es el unico punto de conexidad local de
C(X), siendo X un continuo indescomponible con la propiedad de Kelley.
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Teorema 1.4.14. Si X es un continuo indescomponible que tiene la propiedad de
Kelley entonces X es el unico punto de C(X) en el cual es localmente conezo.

Demostracion. Usando arcos de orden, Corolario 1.4.9, es facil ver que dada € > 0,
VH(X) es arcoconexa. Supongamos que C'(X) es localmente conexo en A # X. Co-
mo C(X) es localmente conexo en A, existe un subcontinuo W de C'(X) tal que
A € Intexy(W) y UW # X. Por el Lema 1.4.13, UW € C(X) e Intx(UW) # (. Lo
cual implica que X es descomponible [26, 1.7.20]. O

Una demostracién del siguiente resultado se obtiene de [34, (1.176)], [26, 6.2.4] y
24, Teorema 8§|.

Teorema 1.4.15. Si X es un continuo entonces lo siquiente se cumple:
(1) 2% es unicoherente;
(2) C,(X) es unicoherente para cada n € N;
(8) F,(X) es unicoherente para cada n > 3.

Para una demostracion del siguiente resultado véase [34, 1.92] y [26, 6.1.4].

Teorema 1.4.16. Si X es un continuo entonces las siguientes condiciones son e-
quivalentes:

(1) X es localmente conexo;

(2) Ch(X) es localmente conexo, para cada n € N;

(3) 2 es localmente conezxo.

Teorema 1.4.17. Si X es un continuo entonces C(X)\ F1(X) es localmente conezo
sty solo si X es localmente conezxo.

Demostracion. Supongamos que C'(X) \ F1(X) es localmente conexo y que X no es
localmente conexo. Entonces existe un punto p en el cual X no es conexo en pequeno,
Teorema 1.3.15. En consecuencia, existe 6 > 0 tal que si V' es una vecindad de p y
V C Vi(p) entonces V no es conexo.

Sean V una vecindad de p tal que Clx (V) C Vi(p) y A’ la componente de Clx (V)
que tiene a p. Entonces, por [39, 12.1, p.18] tenemos que:

l.pec A’
2. A' Vi(p);
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3. Existen un subcontinuo A de A" y una sucesién {4, }2°, de subcontinuos de
X tales que lim,, oo A, = A, A,NA,, =0sin#my A,NA=(. De hecho, ningiin
A, estd contenido en la componente de Vi(p) que tiene a p.

Como A € (Vd(p)) N (C(X)\ Fi(X)) y C(X) \ Fi(X) es localmente conexo,
existe un abierto conexo W de C(X) \ Fi(X) tal que A € W C Clex)(W) C

(Vi'(p)) N (C(X)\ Fi(X)).

Como lim,_, A, = A, existe N € N tal que A, € W si n > N. Entonces
Z = UClox) (W) es un subcontinuo de X ([34, (1.49)]) contenido en V¢(p) y que
contiene a A, para cada n > N. Lo cual es una contradiccién, pues los A, estan
contenidos en diferentes componentes de V4(p). Por tanto, X es localmente conexo.

Ahora supongamos que X es localmente conexo. Notemos que C'(X) \ F1(X) es
abierto y conexo en C'(X). Ya que si A € C(X)\ F1(X), por el Corolario 1.4.9, existe
un arco de orden « : [0,1] — C(X) tal que a(0) = Ay a(l) = X. Es claro que
o((0, 1) N Fy(X) = 0.

Por el Teorema 1.4.16, C'(X) es localmente conexo. De donde, por [36, 8.26],
C(X)\ Fi(X) es localmente conexo. O

A continuacién definiremos una herramienta que ha resultado fundamental para
el estudio de los hiperespacios.

Definicién 1.4.18. Sean X un continuo y £ € {2%, C,(X), F,(X)}. Una funcidn
de Whitney para £ es una funcién continua p : £ — [0, 1] tal que:

(1) p(X) = 1

(2) Si Ay B son dos elementos de £ y A & B entonces u(A) < u(B);

(3) u({x}) =0 para toda = € X.

Observaciéon 1.4.19. Las funciones de Whitney fueron definidas originalmente por
H. Whitney. En [34, (0.50)] se pueden encontrar varias construcciones de una funcion
de Whitney para 2%.

Teorema 1.4.20. Si X es un continuo y p : C(X) — [0,1] es una funcion de
Whitney entonces pn es mondtona y abierta (i.e., p manda abiertos de C(X) en
abiertos de [0, 1]).

Demostracion. Sea p @ C(X) — [0,1] una funcién de Whitney. Veamos que pu es
abierta. Sean P € C(X), ¢ > 0, K € V*(P) y # € K. Veremos que p es abierta.



26 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Consideremos un arco de orden ax que va de {z} a X tal que K € ag. Observemos
que, ax N V(P) es un abierto de ax y que ji|q, es un homeomorfismo. Entonces
p(axg NVIE(P)) es un abierto de [0, 1]. Notemos que

vy = U (axVEP)).

Kevi(p)

Aplicandole la funcién pu, nos queda:

pvEP) = U (e VVEP) ) = U w(aVEP)).

Kevii(p) KevI(P)

pero cada conjunto de la unién es un abierto de [0, 1]. Entonces, (V2 (P)) es abierto
en [0, 1]. Por tanto, p es abierta.

Veamos que p es monétona. Sea ¢ € [0, 1]. Nos fijamos en 1~ (). Notemos que,
w([t, 1]) es arcoconexo, pues para cada S € u([t,1]) podemos encontrar un arco
de orden en C'(X) que va de S hasta X. De manera similar se ve que, p([0,t]) es
conexo. Como C(X) es unicoherente, Teorema 1.4.15, C'(X) = pu([t, 1]) U u([0,%]) ¥
w([t,1]) N ([0, t]) = p=t(¢), u=*(¢) es conexo. Por tanto, p es mondtona. O



Capitulo 2

El Hiperespacio Suspension

2.1. Definiciéon y Ejemplos

Aqui introducimos los espacios que seran nuestro objeto de estudio, los hiperespa-
cios suspensién. El Profesor Sam B. Nadler, Jr. los definié en 1979 [35] para presentar
una familia de continuos tipo-disco con la propiedad del punto fijo. Aunque propia-
mente no es un hiperespacio le llama asi por la similitud con la suspensién topolédgica
(Teorema 2.2.9).

Definicién 2.1.1. Dado un continuo X, definimos el hiperespacio suspension de X,
denotado por HS(X), como: HS(X) = C(X),/Fi(X) con la topologia cociente.

Observacién 2.1.2. Notemos que dado un continuo X, H.S(X) no es, realmente, un
hiperespacio, ya que HS(X) no es un subconjunto de la potencia de X. El Profesor
Nadler le dio este nombre a este espacio por su semejanza a una suspension topolégica
(véase Teorema 2.2.9).

Notacién 2.1.3. Sea X un continuo. Entonces ¢x : C(X) — HS(X) denotard a la
funcién cociente, Ty = qx(X) y Fx representara al punto gx(F3(X)). Notemos que
¢x es mondtona.

Teorema 2.1.4. Si X es un continuo entonces HS(X) es un continuo arcoconezo.

Demostracion. Por el Teorema 1.4.10, C'(X) es un continuo arcoconexo. Como ¢y
es una funcién continua y ¢x(C(X)) = HS(X), HS(X) es arcoconexo. O

Observacién 2.1.5. Si X es un continuo entonces C'(X)\ F1(X) y C(X)\ (F1(X)U
{X}) son homeomorfos a HS(X)\ {Fx}y a HS(X) \ {Fx,Tx}, respectivamente,
usando la restriccion apropiada de ¢x.

27
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Ahora damos los modelos de hiperespacios para algunos continuos, empezaremos
describiendo F3[0, 1], pues este nos servird para el Teorema 2.2.14.

Ejemplo 2.1.6. Si X es [0, 1] entonces su hiperespacio Fi([0,1]) es de la siguiente
forma. Consideremos los elementos de F5([0,1]) de la forma {a, b}, donde se permite
que a = b, esto para incluir los elementos de un sélo punto. Definimos la siguiente
funcién: v : F5(X) — R? como, v({a,b}) = (min{a, b}, max{a,b}). Claramente, 7 es
continua. Ademds, cada conjunto {a,b} estd determinado de manera tunica. Ahora
notemos que 0 < min{a, b} < max{a,b} < 1, y cualquier pareja de la forma (z,y)
con 0 <z <y <1esigual ay({x,y}), por lo que la imagen de v es exactamente el

tridngulo 7' = {(z,y) | 0 < x <y < 1}.

F1(0.1])

Figura 2.1: F5(]0,1])

Ejemplo 2.1.7. Si X es [0,1] entonces su hiperespacio C(X) estd definido de la
siguiente forma C([0,1]) = {[a,b] C [0,1] | 0 < a < b < 1}. Consideremos el
siguiente conjunto, £ = {(a,b) € R? |0 < a < b < 1}. Sea h : C(X) — FE dada
por h([a,b]) = (a,b) el cual es un homeomorfismo. Con esto, podemos concluir que
C'(X) es una 2-celda como se muestra en la Figura ?7.

\\

N

F1(0.1])

Figura 2.2: C([0,1])

Notemos que Fi([0, 1]) es la hipotenusa del tridngulo. De modo que, al identificarlo
a un punto nos da una 2-celda. Por tanto, HS(X) es una 2-celda.
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Figura 2.3: HS([0, 1])

Ejemplo 2.1.8. Consideremos la circunferencia unitaria S'. Para determinar el
hiperespacio de la circunferencia, C'(S'), notemos que, la circunferencia tiene co-
mo subcontinuos a los conjuntos que forman un sélo punto, los subarcos y S mismo.
Cada subarco A estd determinado por su punto medio m(A) y por su longitud [(A).
Con esto, podemos definir una funcién que nos represente todos los puntos de la
circunferencia. Sea f : C'(S') — R? dada por:

(1 - [%D -m(A), st A# S
(0,0), S

f(A) =

Con esta funcion, podemos representar a todos los subcontinuos de la circunfer-
encia, por ejemplo; los continuos de un sélo punto van a dar a la orilla de S*, S* va
a dar al origen y los subarcos que tienen una longitud predeterminada y fija consti-
tuyen una circunferencia con centro en el origen. De aqui, tenemos un modelo para
C(S1Y), el cual es el disco unitario.

Fi(8")
Figura 2.4: C(S1)

Notemos que la orilla de la circunferencia es Fy(S'). Por lo que, al identificarlo a
un punto lo que nos queda es una 2-esfera
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Figura 2.5: HS(S')

Ejemplo 2.1.9. Sea X un triodo simple. Una forma sencilla de visualizar este con-
tinuo es como la unién de tres segmentos que sélo se intersectan en el origen de R3
y tienen longitud uno. Llamemos L, Ly y L3 a los tres segementos y v al origen.
Observemos que hay dos clases de subcontinuos en X, los subcontinuos que tienen a
v y los que no lo tienen. Consideremos un subcontinuo K que contenga a v, defini-
mos M, = K N L, paran € {1,2,3}. Entonces, cada M, es un subcontinuo de L,
que contiene a v. Sea k, la longitud de M,,. De manera que a K podemos asignarle
(k1, ko, k3) en R3. Notemos que, cada longitud de k, puede variar de 0 a 1, entonces la
imagen de esta asociacién es una 3-celda. Ahora veamos cémo son los subcontinuos
que no contienen a v, pero éstos son arcos. Por el Ejemplo 2.1.7, sabemos que forman
una 2-celda. Con esto, determinamos que C'(X) del triodo simple nos queda de la
siguiente forma:

Figura 2.6: C'(X)
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Observemos que, las hipotenusas representan a Fj(X). Al identificar F1(X) a un
punto nos queda una figura muy parecida.

C:,:ﬂﬁfj;:;,

Figura 2.7: HS(X)
Con esto podemos concluir que, C'(X) es homeomorfo a HS(X).

1

Ejemplo 2.1.10. Si X = Clx ({ (x,sen (—)) eR?|0<x< 1}) entonces C'(X)
x

es homeomorfo al Cono(X) [19, 7.0].

Figura 2.8: C(X)

Existe un homeomorfismo de Cono(X) en C(X) que manda a la base del cono
en F(X) (Teorema 2.2.9). Entonces al tomar el cociente C'(X),/Fi(X) nos queda
que HS(X) es homeomorfo a Sus(X).
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Figura 2.9: HS(X)

Nuestro siguiente objetivo es estudiar el hiperespacio suspension de los abanicos
suaves. Para esto, primero daremos la definicién de dendroide.

Definicién 2.1.11. Un dendroide es un continuo arcoconexo y hereditariamente
unicoherente. Definimos el orden de un punto p en un dendroide X, ord(p, X), como
el nimero de arco componentes de X \ {p}. Un punto p de un dendroide X es de
ramificacion si ord(p, X) > 3. Un punto extremo de un dendroide X es un punto de
orden 1, F(X) denota al conjunto de todos los puntos extremos de un dendroide X .

Ejemplo 2.1.12. El siguiente dendroide es el llamado peine, el cual denotamos por
X. En este ejemplo tenemos una infinidad de puntos de ramificacién. El espacio se
define como:

X

(0.1] % {0)) U ({0} x [0, 1)U (U e [0,11)

neN

Figura 2.10: Peine
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Definicién 2.1.13. Un abanico, F', es un dendroide con un tnico punto de ramifi-
cacion. El tnico punto de ramificacion de un abanico F' es llamado el vértice de F,
y lo denotaremos por 7. Una pata de I es el tinico arco en I’ que va de 7 a algin
punto extremo de F.

Ejemplo 2.1.14. El abanico armonico se define de la siguiente forma. Sea F =
{1} x ({£ | n e N} U{0}) CR? y v = (0,0) € R% El abanico arménico es la unién
de todos los segmentos rectilineos que van de v a cada uno de los puntos de F'.

Figura 2.11: Abanico arménico

Notacién 2.1.15. Dado un punto = en un punto F, 7= denota al tinico arco en F
que va de 7 a x.

Definicién 2.1.16. Dado un subconjunto cerrado A de un abanico F', sea Cy(F') =
{KeC(F)|AcCK}. Si A= {p} escribiremos C,(F) en vez de Cp(F).

Definicién 2.1.17. Sea F' un abanico con vértice 7. Definimos la parte de dimension
2 de C(F) como:
TCF) = |J cFe
ecE(F)

T[C(F)] [30, 3.1]. Una cosa que podemos observar es que C(7€) es una 2-celda,
Ejemplo 2.1.7.

Observacién 2.1.18. C(7e) N C(7€’) = {{7}} si y sélo si e # €. Para ver que esto
ocurre, notemos que si e = ¢’ entonces 7€ = ¢/, de donde C(7e) = C(7¢). Sie # €,
entonces los arcos 7e y 7€/ son distintos. Como F es un abanico, 7e N 7¢/ = {7}. De
donde se obtiene que C'(7e) N C(r¢’) = {{7}}.

o o » . . . ., o0
Definicion 2.1.19. Decimos que un abanico F' es suave si dada una sucesion {xi}i_l

., 1Y
de puntos de F' que converge a un punto x, entonces la sucesion de arcos {7‘93,-}2._1
converge al arco 7z, con respecto a la métrica de Hausdorff.
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Teorema 2.1.20. Si F' es un abanico suave, entonces HS(F') es homeomorfo a
C(F).

Demostracién. Por [10, Teorema 3.1], tenemos que C(F) = C.(F)UT[C(F)], donde
C;(F) es homeomorfo al cubo de Hilbert o [0, 1] para alguna n € N. Notemos que:

R(F)= | F(7e U a(C T(C(F)).
)

c€E(F c€E(F

Sea e € E(F'). Observemos que, por el Ejemplo 2.1.7, C(7€) es una 2-celday Fy(Te) C
0C(te). De aqui se sigue que T[C(F)|/Fi(F) es homeomorfo a T[C(F')]. Como
Fy(F)NC.(F)={{7}}, tenemos que HS(F") es homeomorfo a C,.(F)U[T[C(F)]/F\(F)].
Entonces HS(F) es homeomorfo a C(F). O

2.2. Propiedades Generales

Lema 2.2.1. Sean X un continuo y u : C(X) — [0, 1] una funcion de Whitney. Si U
es un abierto de C(X) tal que F1(X) C U entonces existe t > 0 tal que u~([0,¢]) C
u.

Demostracion. Sea U un abierto de C'(X) tal que F1(X) C U. Supongamos que para
cualquier ¢ > 0 pasa que p'([0,¢]) ¢ U. Consideremos una sucesién decreciente
{tn}5°, que converja a 0.

Para cada n € N, sea A, € u~'([0,¢,]) \ U. Como C(X) es compacto, podemos
suponer que {A,}2, converge a A € C( )\U. Como p es continua, A, € u='([0,,])
y {tn}5, converge a 0, se tiene que p(A) = 0. De donde, A € F;(X). Lo cual es una
contradiccion, pues Fl(X) c u. O

Teorema 2.2.2. Si X es un continuo entonces HS(X) es localmente arcoconexo en
Tx yen Fx. Mds aiun, cualquier vecindad de Fx en HS(X) contiene curvas cerradas
simples que pasan por Fx.

Demostracion. Sea U un abierto en HS(X) tal que Fy € U, esto implica que
Fi(X) C ¢x'(U). Sea pp : C(X) — [0,1] una funcién de Whitney. Por el Lema
2.2.1, existe t > 0 tal que u~%([0,#]) C g5 (U), aplicando la funcién gy, nos queda
qx(u~1([0,t])) € U. Notemos que p~*([0,¢]) es un abierto conexo saturado de C(X)
que contiene a F(X). De donde, gx(1*([0,t]) es un abierto conexo de HS(X) que
tiene a F'x y esta contenido en U. Por tanto, HS(X) es localmente arcoconexo en F.
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Sean V un abierto en HS(X) tal que Tx € V. Consideremos al conjunto abierto
qx (V) en C(X). Como las funciones de Whitney llegan hasta X, entonces, para algu-
na ¢t > 0 tenemos que p~*([t,1]) C ¢ (V), de esto se sigue que, gx(p~1([t,1])) C V.
Por tanto, HS(X) es localmente arcoconexo en 7.

Seant € (0,1)y K € u~1(t). Como t > 0, entonces K es no degenerado. Asf pode-
mos tomar dos puntos distintos a; y as en K. Dada j € {1, 2}, sea o : [0,1] = C(X)
un arco de orden tal que a;(0) = {a;} vy a;(1) = K. Sea 5, : [0,1] = HS(X) defini-
da como f; = ¢x o oy, j € {1,2}. Observemos que (3;(0) = Fx y (;(1) = gx(K),
J € {1,2}. De donde £, ([0, 1]) U52([0, 1]) contiene una curva cerrada simple que pasa
por Fx. O

Teorema 2.2.3. Si X es un continuo y x € HS(X) \ {Tx, Fx} entonces HS(X) \
{Tx,x} es arcoconezo.

Demostracion. Sea x' € HS(X) \ {Tx, Fx, x}. Mostraremos que existe un arco que
une a X’ con Fy contenido es HS(X)\ {Tx, x}. Sean A = qx'(x) vy 4’ = ¢ (X))

Sean o’ € A"\ A (si A’ C A, tomamos cualquier punto a’ de A’). Por el Corolario
1.4.9, existe un arco de orden, a : [0,1] — C(X) tal que a(0) = {d'} y a(l) =
A’. Observemos que, por construcciéon, {X, A} N «([0,1]) = 0. Esto implica que
gx oca : [0,1] - HS(X) es un arco tal que gx o a(0) = Fx, gxoa(l) = x ¥y
{Tx, x} N (gx o ([0, 1])) = 0. -

Teorema 2.2.4. Si X es un continuo entonces HS(X) tiene la propiedad (b). En
particular, HS(X) es unicoherente.

Demostracion. Sea qx : C(X) — HS(X) la funcién cociente. Se sabe que C'(X)
tiene la propiedad (b) [39, pag. 226]. Como ¢x es mondtona (Notacién 2.1.3), por
el Teorema 1.1.31, HS(X) tiene la propiedad (b). Por Teorema 1.1.29, HS(X) es
unicoherente. U

El siguiente lema nos da una métrica para ciertos espacios cociente.

Lema 2.2.5. Sean (Y,d) y Z continuos. St A es un subcontinuo de Y y B es un
subcontinuo de Z entonces existe una métrica p para Y /A tal que (Y /A, p) es
homeomorfo a'Y /A con la topologia cociente. Mds ain, sie >0y f:Y — Z es una
funcion continua tal que f(A) = B y didm(f~(f(y))) < € para cada y € Y entonces
la funcion f* Y /A — Z /B dada por f*([y]) = [f(y)], donde |-] representa una
clase de equivalencia, es continua y didm((f*)~'(f*([y]))) < € para toda [y] € Y /A.
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Demostracion. Sea I'y = {{y} U A | y € Y}. Notemos que I'4 es un subconjunto de
2% con la métrica de Hausdorff, J. Definimos ¢ : Y /A — I'4 como:

9([y]) ={yyU A

para cada [y] € Y /A. Es facil ver que g es continua. De hecho, g es un homeomor-
fismo. Definimos p: (Y /A) x (Y /A) — [0,00) como

Pyl [a]) = H(g(lw1]), 9([g2]))

para cualesquiera dos elementos [y1] v [y2] de Y /A. Como g es un homeomorfismo,
p es una métrica tal que (Y /A, p) es homeomorfo a Y A con la topologia cociente.

Sean ¢ > 0y f:Y — Z una funcién continua que cumple que, f(A) = By
didm(f~*(f(y))) < € para toda y € Y. Veremos que f* satisface que:

diam((f*) (/" () <e

para toda [y] € Y /A. Sean [y1] y [yo] dos elementos de (f*)~(f*([y])). Veremos que
p([y1], [y2]) < . Para esto, basta ver que {y1} UA C V2({y2} UA) y que {y2} UA C
Ve({y,}UA). Probaremos que {y; UA C V2({y2}UA), la otra inclusién se demuestra
de manera similar. Primero supongamos que f*([y]) = f*([v1]) = [b], con b € B. Esto
implica que [f(y1)] = B. Como f(A) = B, existe a; € A tal que f(a1) = f(y1). Como
didm(f~1(f(y1))) < &, se tiene que d(ay,y;) < €. De donde {y;} UA C V2({yo} U A)
(bajo la hipdtesis de que f*([y1]) = [b], con b € B). Supongamos ahora que f*([y]) #
[b] para ninguna b € B. En este caso, f*([y]) = [f(y)] = {f(y)}. En consecuencia,
como diam(f~(f(y))) < €, d(y1,y2) < e. Por tanto, {yx1} UA C V¢({y2} U A)
(suponiendo que f*([y]) # [b] para ninguna b € B). O

Observacién 2.2.6. Sea X un continuo. El Lema 2.2.5 puede ser utilizado para
definir una métrica en HS(X) de la siguiente manera. Sea:

FX) ={n(X)u{A} | Ae C(X)}
Observemos que F(X) C Cy(C(X)). Definimos € : HS(X) — F(X) como:
§00) = F(X) U (ax) ™ ().
Entonces £ es un homeomorfismo. Ahora, definimos:

px  HS(X) x HS(X) — [0, 00)
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| Pl x2) = HEC). £(x2)).

donde H? es la métrica de Hausdorff para Cy(C(X)), inducida por la métrica de
Hausdorff en C(X). Entonces py es una métrica.

Definicién 2.2.7. Un continuo X es un continuo C-H si C'(X) es homeomorfo a
Cono(X).

La demostracion del siguiente resultado escapa a los objetivos de este trabajo,
una prueba de él se puede encontrar en [12, Teorema 6.5].

Teorema 2.2.8. Si X es un continuo C-H de dimension finita entonces existe un
homeomorfismo h : C(X) — Cono(X) tal que h(Fy(X))=B(X).

El siguiente teorema justifica la definicién del hiperespacio suspension.

Teorema 2.2.9. Si X es un continuo C-H de dimension finita, entonces HS(X) es
homeomorfo a Sus(X).

Demostracion. Por el Teorema 2.2.8, sabemos que existe un homeomorfismo A :
C(X) — Cono(X) tal que h(F1(X)) = B(X). Por [9, 7.7, pdg. 17], existe una tunica
funcién h* : HS(X) — Sus(X) tal que h*ogx = goh, donde g : Cono(X) — Sus(X)
es la funcién cociente que identifica a B(X) en un sélo punto. Notemos que h* es
continua [9, 4.3, pag. 126]. Para ver que h* es biyectiva, tomamos a # b. Hay que
ver que h*(a) # h*(b). Como a # b, entonces gy (a) # g5 (b) y, como h es inyectiva,
resulta que h(qy' (a)) # h(gx' (b)) de esto se sigue que q(h(qx'(a))) # (h(gx (b))).
Por tanto, h* es inyectiva. Para ver que h* es suprayectiva. Sea k € Sus(X). En-
tonces existe r € Cono(X) tal que ¢(r) = k. Como h es suprayectiva, entonces existe
t € C(X) tal que h(t) = r. De donde h*(¢x(t)) = q(h(t)) = q(r) = k. Por tanto,
h* es suprayectiva. Entonces h* es biyectiva y, por tanto, HS(X) es homeomorfo a
Sus(X). O

Una demostracién del siguiente Teorema se puede encontrar en [12].

Teorema 2.2.10. Si X es un continuo entonces se tiene que dim(C(X)) < oo si y
sélo si dim(HS(X)) < co. Mds ain, dim(C(X)) = dim(HS(X)).
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Teorema 2.2.11. Sea X un continuo. Si Z es un continuo de dimension finita tal que
Cono(Z) es homeomorfo a HS(X) entonces X es hereditariamente descomponible
y X no contiene subcontinuos no degenerados, propios y terminales. Ademas Z es
arcoconero.

Demostracion. Sea h : HS(X) — Cono(Z) un homeomorfismo. Como ningtin punto
de HS(X) lo desconecta por arcos, ninguno de los puntos de Cono(Z) lo desconecta
por arcos. En consecuencia, Z es arcoconexo.

Supongamos que X contiene un subcontinuo indescomponible A. Como C'ono(Z)
tiene dimension finita [34, (8.1)], en consecuencia, H.S(X) también tiene dimension
finita. De donde, dim(HS(X)) = dim(C(X)), Teorema 2.2.10. Asi, C(X) \ {4}
no es arcoconexo [31, 3.4]. Lo que implica que HS(X) \ {¢x(A), Fx} no sea arco-
conexo (véase el Teorema 2.2.3). Por consiguiente, Cono(Z) \ {h(¢x(A)), h(Fx)} no
es arcoconexo, lo cual contradice el Lema 1.2.9. Por tanto, X es hereditariamente
descomponible.

Ahora supongamos que X contiene un subcontinuo no degenerado, propio y ter-
minal B. Entonces C'(X)\ {B} no es arcoconexo [34, Teorema (11.5)]. Repitiendo el
argumento del parrafo anterior, obtenemos, nuevamente, una contradiccion al Lema
1.2.9. Por tanto, X no contiene subcontinuos no degenerados, propios y terminales. []

Teorema 2.2.12. Si X es un continuo contraible, entonces HS(X) es contraible.

Demostracion. Como X es contraible, existe una homotopia R : X x [0,1] — X tal
que R(z,0) =xy R(z,1) = ¢, para toda z € X y alguna ¢,, € X.
Sea:
G:C(X) x[0,1] = C(X)
definida como:
G(A,t) = R(A x {t}).

Observemos que G(A,0) = A, G(A,1) = {q., } para toda A € C(X) ysi A € Fi(X)
entonces G(A,t) € Fi(X) para cada t € [0,1]. Ademas, claramente, G es continua.
Sea:

K:HS(X)x[0,1] - HS(X)

dada por:
qX(G(q)_(l(th)))v si X % FX;
Fx, si X = Fx.

K(X>t):{
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Notemos que K es continua [9, 4.3, pag. 126]. Ademas, K(x,0) = xy K(x,1) =
Fx para todo x € HS(X). Por tanto, HS(X) es contraible. O

Observacién 2.2.13. Notemos que, en general, HS(X) no es contraible. Por ejem-
plo, si X es la circunferencia unitaria, por Ejemplo 2.1.8, HS(X) es la esfera unitaria
52, la cual no es contraible.

Teorema 2.2.14. Sea X un continuo de dimension finita. Entonces HS(X) es
homeomorfo a F»(X) si y solo si X es homeomorfo a [0, 1].

Demostracion. Si X es homeomorfo a [0,1] entonces tanto HS(X) como Fy(X) son
2-celdas, Ejemplos 2.1.6 y 2.1.7. De donde se tiene que HS(X) es homeomorfo a
F5(X).En consecuencia, X es arcoconexo [8, Lema 2.2].

Supongamos que HS(X) es homeomorfo a F»(X). Como X tiene dimension fini-
ta, por la demostracién de [8, Lema 3.1], tenemos que dim(F5(X)) < 2 dim(X).
Como HS(X) es homeomorfo a F»(X), dim(HS(X)) < co. Por el Teorema 2.2.10,
dim(HS(X)) = dim(C(X)). De lo anterior se sigue que dim(X) = 1 [23, Teo-
rema 2.1]. De donde, por [11, Teorema 1], 2 < dim(C(X)) = dim(HS(X)) =
dim(F5(X)) < 2. Por tanto, dim(C(X)) = dim(HS(X)) = 2. Ahora, por [38,
Teorema 1], X es atriodico. Como HS(X) es arcoconexo, Teorema 2.1.4, F5(X)
s arcoconexo.

Supongamos ahora, que X no es unicoherente. Entonces existe una funcién f :
Fy(X) — S, tal que f no es homotépica a una funcién constante [18, 1.5]. De donde,
F5(X) no tiene la propiedad (b). Por otra parte, como HS(X) tiene la propiedad (b),
Teorema 2.2.4, F5(X) tiene la propiedad (b); asi obtenemos una contradiccién. Por
tanto, X es unicoherente. De esta forma tenemos que, por el Teorema de Sorgenfrey
[36, Teorema 11.34], X es irreducible. Por tanto, como X es irreducible y arcoconexo,
tenemos que X es homeomorfo a [0, 1]. O

Teorema 2.2.15. Sea X un continuo de dimension finita. Sin > 3 entonces F,(X)
no es homeomorfo a HS(X).

Demostracion. Sea n > 3y supongamos que F,(X) es homeomorfo a HS(X). Co-
mo X tiene dimensién finita, por la demostracién de [8, Lema 3.1], tenemos que
dim(F, (X)) < n dim(X). Como HS(X) es homeomorfo a F,(X), dim(HS(X)) <
00. Como dim(H S(X)) = dim(C(X)), Teorema 2.2.10, se tiene que dim(X) = 1 [23,
Teorema 2.1]. Por tanto, dim(F, (X)) < n. Ademéds, como X tiene dimensién finita,
dim(F, (X)) = dim(X™) < oo [37, 22.12]. Por otra parte, como dim(X) = 1, por |16,
p. 197], dim(X™) > n. De donde, n = dim(F,,(X)) = dim(HS(X)) = dim(C(X)).
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Por [38, Teorema 1], X no puede contener (n+1)-odos. Por consiguiente, por [24,
Teorema 11], X contiene un arco libre. Esto implica que C'(X) y, por consiguiente,
HS(X) contiene un subconjunto de dimensién 2, el cual tiene interior no vacio. Pero
F,,(X) no contiene subconjuntos de dimensién 2 con interior diferente del vacio. Por
tanto, F,(X) no es homeomorfo a HS(X). O



Capitulo 3

Aposindesis

En este capitulo se demuestra que dado un continuo X entonces HS(X) es
aposindético.

3.1. Definicién y Ejemplos

Comenzaremos con la definicién de aposindesis.

Definicién 3.1.1. Decimos que un continuo X es aposindético en x con respecto a
y, si existe un subcontinuo W de X tal que p € Intx(W) C W C X \ {y}. Diremos
que X es aposindético en x si es aposindético en x con respecto a cualquier punto
y distinto de z. Finalmente, X es aposindético si es aposindético en cualquier punto
de X.

Figura 3.1: Aposindesis

41
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Ejemplo 3.1.2. Es fécil ver que los continuos localmente conexos son aposindéticos.
De hecho, por el Teorema 1.3.12, se tiene que el concepto de aposindesis es una
generalizacion de la conexidad en pequeno.

Definicién 3.1.3. Un continuo X es finitamente aposindético si dados un subcon-
junto finito F' de X y un punto z € X que no esta en F, existe un subcontinuo W
de X tal que z € Intx(W)C W C X\ F.

Definicién 3.1.4. Decimos que un continuo X es aposindético por cerrados de di-
mension cero en x si para cualquier subconjunto cerrado de dimension cero Z de X
tal que x ¢ Z, existe un subcontinuo W de X tal que x € Intx(W)C W C X \ Z.
Decimos que X es aposindético por cerrados de dimension cero si lo es en cada uno
de sus puntos.

Definiciéon 3.1.5. Un continuo X es colocalmente conexo si dados un punto x € X
y un abierto U de X tales que x € U, entonces existe un abierto V' de X tal que
xeV CcUyX\V es conexo.

Lema 3.1.6. Si X es un continuo colocalmente conexo entonces X es aposindético.

Demostracion. Sean x, y € X tales que x # y y U un abierto de X tal que z € U.
Como X es colocalmente conexo, existe V' un abierto de X tal que z € V, V C
Clx(V) c Uy X\ V es conexo. Notemos que x # y, esto implica que y € X \ V.
Observemos que X \ V' es un subcontinuo de X y y € Int(X \V) C X \V C
X \ {z}. Por tanto, como fue para cualesquiera dos puntos de X, se tiene que X es
aposindético. O

Ejemplo 3.1.7. Como un ejemplo de un continuo colocalmente que no es localmente
conexo, tenemos a la suspensién sobre el conjunto de Cantor.

Figura 3.2: Suspension de Cantor
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3.2. Aposindesis en HS(X)

En esta parte, probamos que para cualquier continuo X, el hiperespacio sus-
pensién, HS(X), es colocalmente conexo, aposindético, finitamente aposindético y
aposindético por cerrados de dimension cero.

Teorema 3.2.1. Si X es un continuo entonces HS(X) es colocalmente conexo.

Demostracion. Sea A € HS(X). Consideremos tres casos:

Caso 1. A = Fx.

Sean ¢ > 0y U. = V*(F(X)). Notemos que {gx(U.) | ¢ > 0} es una base de
abiertos de Fx en HS(X).

Fijamos € > 0 y sea B € HS(X) \ ¢x(U.). Notemos que ¢ (B) € C(X)\ U..

Sea B un arco de orden que va de ¢y’ (B) a X. Observemos que 8 C C(X)\ U..
Asi que gx () es un arco que une a B con T'x en HS(X) \ gx(U:).

Caso 2. A=T¥.

Para cada € > 0, sea W. = V(X). Tenemos que {gx(W.) | € > 0} es una base
de abiertos de Tx en HS(X).

Fijamos € > 0y sea C' € HS(X) \ gx(W.). Notemos que ¢5' (C) € C(X)\ W..

Sean ¢ € ¢;'(C) y v un arco de orden que va de {c} a ¢x'(C). Entonces gx(7)
es un arco que une a C' con Fy en HS(X) \ gx(Ws).

Caso 3. Ae HS(X)\ {Tx, Fx}.

Sean € > 0y T. = V¥(q;'(A)). Entonces {gx(7.) | € > 0} es una base local de
abiertos alrededor de A.

Fijamos ¢ > 0 tal que ¢x(7.) N{Tx, Fx} = 0. Sea E € HS(X)\ gx(T.), observe-
mos que gy'(E) € C(X)\ T.. Si ¢ (E) € qx'(A) entonces cualquier arco de orden
o que va de ¢! (F) a X satisface que a C C(X) \ V'(¢x'(A)). Entonces si a es un
arco de orden que une a ¢y’ (E) con X, se tiene que gx(a) es un arco que une a E
con Ty en HS(X) \ ¢x(71%).

Supongamos que ¢y’ (E) C ¢ (A). Sean e € ¢ (E) y & un arco de orden que
une a {e} con ¢i'(F). Entonces k C C(X)\ V¥(q;1(A)) y, por tanto, gx (k) es un
arco que une a F con Fyx en HS(X) \ gx(7%). O

Como consecuencia del Lema 3.1.6 y del Teorema 3.2.1, se sigue:

Corolario 3.2.2. Si X es un continuo entonces HS(X) es aposindético.
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Corolario 3.2.3. 5i X es un continuo entonces HS(X) es un continuo finitamente
aposindético.

Demostracion. Por Teorema 2.2.4, HS(X) es unicoherente. Cualquier continuo apo-
sindético y unicoherente es finitamente aposindético, [1, Corolario 1]. Por tanto,
HS(X) es finitamente aposindético. O

A continuacién, probaremos un resultado mucho mas fuerte que los anteriores,
que es la aposindesis por cerrados de dimensién cero de HS(X).

Teorema 3.2.4. Si X es un continuo entonces HS(X) es aposindético por cerrados
de dimension cero.

Demostracion. Como HS(X) es localmente conexo en Tx y en Fy, es facil ver que
HS(X) es aposindético por cerrados de dimensién cero en Tx y en F.

Sean xy € HS(X) \ {Tx, Fx} y Z un subconjunto cerrado de dimensién cero de
HS(X) tal que x ¢ Z. Como Z es cerradoy x € HS(X) \ (ZU{Fx}), existe ¢ > 0
tal que:

Clopy (VEiax' (X)) N Fi(X) =0

y
Clisix) (4x (Clogo (Vi (ax' (0))))) N Z = 0.

Sean Z' = Z \ {Fx}. Entonces dim(Z) < 0y V' (q5x'(x)) N ¢~ 4(Z') = 0. Por [33,
Teorema 7], existe un subcontinuo M de C(X) tal que ¢y (x) € Intox)(W) vy
W Nqx'(Z") = . Observemos que el tinico lugar en la demostracién de [33, Teorema
7] en el cual se usa la hipdtesis de que el conjunto de dimension cero, Z, es cerrado es
para construir un conjunto abierto alrededor del punto tal que la cerradura del abierto
es ajena a Z. Para construir M sélo se utiliza el hecho de que dim(Z) < 0. Notemos
que M puede ser construido de tal forma que MNF;(X) = (). En consecuencia, gx (M)
es un subcontinuo de HS(X) tal que x € Intysx)(qx(M)) y gx(M)NZ" = .
Como M NF(X) =0, Fx ¢ qx(M). Ast que gx(M)N Z = (). Por tanto, HS(X)
es aposindético por cerrados de dimension cero. O



Capitulo 4

Conexidad Local

En este capitulo presentaremos la equivalencia entre la conexidad local de un
continuo y la de su hiperespacio suspension. También mostraremos que tanto el ar-
co como la curva cerrada simple tienen hiperespacios suspension tnicos. Veremos
que el hiperespacio suspension de un retracto absoluto es un retracto absoluto, pre-
sentaremos un ejemplo de un continuo localmente conexo sin arcos libres tal que su
hiperespacio suspensién no es homeomorfo al cubo de Hilbert. También, probaremos
que el hiperespacio suspension del cubo de Hilbert es homeomorfo al cubo de Hilbert.

4.1. Propiedades Generales

Recordemos la siguiente:

Definicién 4.1.1. Decimos que un continuo X es localmente conexo en x si para
todo abierto U de X tal que z € U, existe un subconjunto abierto y conexo V de X
tal que x € V. C U. Decimos que X es localmente conezo si lo es en cada uno de sus
puntos.

Ejemplo 4.1.2. Como ejemplos de continuos localmente conexos tenemos un arco,
una curva cerrada simple, un toro, las esferas, la curva universal de Sierpinski y la
curva universal de Menger.

Teorema 4.1.3. Un continuo X es localmente conexo si y sdlo si HS(X) es local-
mente conexo.

Demostracion. Si suponemos que X es localmente conexo, entonces por Teorema
1.4.16 C'(X) es localmente conexo, por tanto, HS(X) es localmente conexo. Ahora si
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Figura 4.1: Localmente conexo

suponemos que HS(X) es localmente conexo, entonces el conjunto abierto HS(X) \
{Fx} es localmente conexo. Por la Observacién 2.1.5, HS(X) \ {F'x} es homeomorfo
a C(X)\ F1(X), entonces C'(X)\ F1(X) es localmente conexo y, por Teorema 1.4.17,

se tiene que X es localmente conexo. O

Teorema 4.1.4. Si X es un continuo entonces HS(X) se puede encajar en R? si y
solo si X es un arco.

Demostracion. Primero supongamos que HS(X) es encajable en R%. Como HS(X)
es contraible con respecto a S*, Teorema 2.2.4, HS(X) no separa a R? [17, pag. 100].
Por el Corolario 3.2.2, HS(X) es aposindético y, por [21, Teorema 1], HS(X) es
localmente conexo. Esto implica que X es localmente conexo, Teorema 4.1.3. Pero
esto nos lleva a que C'(X) es localmente conexo [34, 1.92]. Por [34, 1.109] se afirma
que X es una grafica finita. Usando [34, (1.109) y (1.100)], se tiene que X es un
arco o una curva cerrada simple, pero se sabe que el hiperespacio suspension de una
curva cerrada simple es un 2-esfera, Ejemplo 2.1.8, la cual no es encajable en R2. Por
tanto, X es un arco.

Ahora supongamos que X es un arco. Entonces, por Ejemplo 2.1.7, HS(X) es
una 2-celda. Por tanto, HS(X) es encajable en R O

El siguiente teorema nos dice que un arco tiene un hiperespacio suspensién unico.

Teorema 4.1.5. Si X es un continuo tal que HS(X) es homeomorfo a HS([0,1])
entonces X es homeomorfo a [0, 1].

Demostracion. Como HS(X) es homeomorfo a HS([0,1]), se tiene que HS(X) se
puede encajar en el plano. Por tanto, se sigue del Teorema 4.1.4, X es homeomorfo
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a [0,1]. O

Los siguientes resultados involucran a continuos homogéneos, para ello, enuncia-
remos la definicion.

Definicién 4.1.6. Decimos que un continuo X es homogéneo, si para cada par de
puntos z,y € X, existe un homeomorfismo h : X — X tal que h(z) = y.

Definicién 4.1.7. Sean X un continuo y A un arco de X, decimos que A es un arco
libre de X, si A sin sus puntos extremos es un abierto en X.

Teorema 4.1.8. Si X es un continuo tal que HS(X) es homogéneo entonces X es
un continuo localmente conexo sin arcos libres o X es una curva cerrada simple.

Demostracion. Supongamos que HS(X) es homogéneo. Por el Teorema 2.2.2, HS(X)
es localmente conexo en Tx. Entonces, por su homogeneidad, HS(X) es localmente
conexo. Por Teorema 4.1.3, X es localmente conexo.

Ahora supongamos que X contiene un arco libre. Entonces la dim(HS(X)) = 2.
Como HS(X) es localmente conexo y de dimensién finita, tenemos que X es una
grafica finita [34, 1.109]. Usando [34, (1.109) y (1.100)], se tiene que X es un arco o
una curva cerrada simple. Como el hiperespacio suspension de un arco es una 2-celda,
Ejemplo 2.1.7, la cual no es homogénea, entonces X es una curva cerrada simple. [

Corolario 4.1.9. Si X es un continuo tal que HS(X) es homogéneo y de dimension
finita entonces X es una curva cerrada simple.

Demostracion. Supongamos que HS(X) es homogéneo, entonces por Teorema 4.1.8,
X es un continuo localmente conexo sin arcos libres o es una curva cerrada sim-
ple. Supongamos que X es localmente conexo sin arcos libres, entonces C'(X) es
homeomorfo a @ [7, Teorema 4.1]. Por tanto, dim(C(X)) = oo, lo que implica que
dim(HS(X)) = oo, Teorema 2.2.10, lo cual contradice nuestra hipétesis. Por tanto,
X es una curva cerrada simple. O

El siguiente resultado muestra que una curva cerrada simple tiene hiperspacio
suspension unico.

Teorema 4.1.10. Si X es un continuo tal que HS(X) es homeomorfo a HS(S')
entonces X es homeomorfo a S*.

Demostracion. Como HS(X) es homeomorfo a HS(S'), resulta que HS(X) es ho-
mogéneo y tiene dimension finita. Por tanto, por el Corolario 4.1.9, X es homeomorfo
a St O
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4.2. Retractos Absolutos y el cubo de Hilbert

Definicién 4.2.1. Sea f : X — Y una funcién entre continuos. Definimos la funcion
inducida C(f): C(X) — C(Y) entre sus hiperespacios como:

C(f)(A) ={f(a) | a € A, para cada A € C(X)}.

Observemos que como f(A) € C(Y) para toda A € C(X), C(f) estd bien definida y
por [34, 0.49] C(f) es continua.
Definicién 4.2.2. Dada una funcién continua f : X — Y. La funcién inducida
HS(f): HS(X) — HS(Y) esta dada por:
av(C(f)(ax'(A))), si A# Fx;
HS(f)(4) = : .
Fy, si A= Fy;

esta funcion es llamada, la funcion inducida entre el hiperespacio suspension de X y
el de Y. Notemos que por [9, 4.3, pag. 126], HS(f) es continua.

Lema 4.2.3. Sean X un continuo y Z un subcontinuo de X. Sir: X — Z es una
retraccion entonces HS(r) : HS(X) — HS(Z) es una r-funcion.

Demostracion. Sear : X — Z unaretraccién. La funcién inducida, HS(r), estd dada
por:

1z(C(r)(ax' (A))), si A# Fx;
Fz, si A= FX;

Ahora veamos que es una retraccion, para ello tenemos dos casos:

HS(r)(A) = {

Si A€ HS(Z)\ {Fy}, entonces q,'(A) € (Z) \ F1(Z). Es fécil ver que C(r)
es una retraccién. De aqui se sigue que, C' (r) 1( Y(A)) € C(X)\ Fi(X). Entonces,
aplicandole la funcién gx, se tiene gx(C(r)"*(¢5 (A))) € HS(X)\{F X} ahora apli-
cando la funcién HS(r), nos queda: HS(r)(A) = qz(C(r)(gx (gx (C(r) " g, (A)))))) =

qz(C(r)(C(r)"az'(4)))) = qz(qz' (4)) = A.

Si A = F, podemos dar un homeomorfismo h tal que para todo {z} € Fy lo
mande a Fy entonces F; = Fx. Por tanto, HS(r) es una r- funcion. O

El siguiente teorema nos indica que el teorema de Curtis y Schori [7, Teorema
4.1], para el hiperespacio de subcontinuos de un continuo localmente conexo y sin
arcos libres ya no es valido en el caso de los hiperespacios suspension.
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Teorema 4.2.4. FEzxiste un continuo localmente conexo y sin arcos libres X tal que
HS(X) no es homeomorfo al cubo de Hilbert.

Demostracion. Sean S! la circunferencia unitaria en R*, X = S x [0,1] yr: X —
St x {0} la funcién proyeccién. Entonces r es una retraccién de X en S* x {0}.

Ahora, consideremos la funcién inducida HS(r) : HS(X) — HS(S! x {0}), la cual
es una retraccion, Lema 4.2.3.

Por otro lado, tenemos que, HS(S* x {0}) es una 2-esfera. Asi que, HS(X) no
tiene la propiedad del punto fijo. Entonces, HS(X) no es homeomorfo al cubo de
Hilbert, pues el cubo de Hilbert si tiene la propiedad del punto fijo, Teorema 1.1.12. [J

El teorema de Curtis y Schori se puede obtener agregando una hipotesis extra:

Teorema 4.2.5. Si X es un continuo contraible, localmente conexo y sin arcos libres

entonces HS(X) es homeomorfo al cubo de Hilbert, Q.

Demostracion. Como X es un continuo localmente conexo sin arcos libres, entonces
C(X) es homeomorfo a @ [7, Teorema 4.1]. Ahora, como X es contraible también
F(X) es contraible. Entonces Fj(X) tiene la forma de un punto [3, 5.5]. Esto im-
plica que C'(X) \ F1(X) es homeomorfo a @ \ {p} para algiun p € @ [6, 25.2]. Como
HS(X)\ {Fx} es homeomorfo a C(X) \ Fi(X), entonces @ \ {p} es homeomorfo a
HS(X)\ {Fx}; por tanto HS(X) es homeomorfo a @ [5, 2.23]. O

Corolario 4.2.6. Si X es el cubo de Hilbert entonces HS(X) es homeomorfo al cubo
de Hilbert.

Demostracion. Como @) es contraible, Teorema 1.1.23, y @) es homeomorfo a C(Q)
[7, Teorema 4.1}, HS(X) es homeomorfo a @ por el Teorema 4.2.5. O

Teorema 4.2.7. Si X es un continuo que es un retracto absoluto entonces HS(X)
es un retracto absoluto.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos que X estd encajado en el
cubo de Hilbert @ [26, 1.1.16]. Como X es un retracto absoluto, existe una retra-
ccién r : @ — X. Entonces la funcién inducida HS(r) : HS(Q) — HS(X) es una
retraccién, Lema 4.2.3. Como HS(Q) es homeomorfo a @), Teorema 4.2.6, HS(X) es
un retracto absoluto [20, Teorema 7, pag. 341]. O
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Como los retractos absolutos tienen la propiedad del punto fijo [20, Teorema 11,
pag. 343], tenemos lo siguiente:

Corolario 4.2.8. Si X es un continuo que es un retracto absoluto, entonces HS(X)
tiene la propiedad del punto fijo.



Capitulo 5

Continuos de semimargen
suprayectivo cero

En este capitulo se mostrara que si tenemos una funcién continua y suprayectiva
que va de un continuo X en un continuo Y que tiene semimargen suprayectivo cero
entonces la funcion inducida a los hiperespacios suspension es universal. Como una
consecuencia de esto se daran algunos resultados relacionados con la propiedad del
punto fijo.

5.1. Definicion y Ejemplos

Daremos la definicion de semimargen suprayectivo cero y probaremos que los
continuos encadenables satisfacen esta propiedad.

Empezaremos recordando la definicién de funcion universal.

Definicién 5.1.1. Sean X y Y dos espacios métricos y f : X — Y una funcion
continua. Decimos que f es universal, si para cualquier funciéon continua g : X — Y,
existe un punto = € X tal que f(z) = g(x).

Proposicién 5.1.2. 57 X es un espacio métrico entonces X tiene la propiedad del
punto fijo si y solo si la funcion identidad, 1x, es universal.

Demostracion. Supongamos que X tiene la propiedad del punto fijo. Esto es, dada
una funcién continua f : X — X existe un punto z € X tal que f(x) = x. Por
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definicién de Iy(x) = x, se tiene que Ix(x) = z = f(z). Por tanto, Iy es universal.

Ahora supongamos que [y es universal. Entonces para toda funcién continua
g: X — X, existe x € X tal que Ix(x) = g(z) = z. Por tanto, X tiene la propiedad
del punto fijo. O

Definicién 5.1.3. Sean X y Y espacios métricos, f : X — Y una funcién continua
y € > 0. Decimos que f es una e-funcién si didm(f~'(y)) < € para cada y € Y.

Definicién 5.1.4. Decimos que un continuo X es encadenable, si para cada ¢ > 0
existe una e-funcion f. : X — [0, 1].

Teorema 5.1.5. 57 X un continuo, Y es un continuo encadenable y f: X — Y es
una funcion continua y suprayectiva entonces f es universal.

Demostracion. Sea € > 0. Como Y es un continuo encadenable, existe una e-funcion
fe Y — [0, 1]. Observemos que la e-funcién es universal, Teorema 1.1.16. Definimos
g: X —[0,1] dada por:

g = fe © f

Por el Teorema 1.1.16, ¢ es universal. Entonces por [14, Lema 1, pag 436], f es uni-
versal. U

Como consecuencia de los Teoremas 1.1.14 y 5.1.5 tenemos:

Corolario 5.1.6. 57 X es un continuo encadenable, entonces X tiene la propiedad
del punto fijo.

Notacién 5.1.7. Dado un espacio métrico X, el conjunto:
Ax ={(z,z) | v € X},
es llamado la diagonal de X.

Definicién 5.1.8. Decimos que un continuo X tiene semimargen suprayectivo cero
si para cada subcontinuo Z de X x X tal que m(Z) = X, se tiene que ZNAx # &,
donde 7 es la proyeccién de X x X al primer factor.

Teorema 5.1.9. Un continuo Y tiene semimargen suprayectivo cero si y solo i
cualquier funcion continua y suprayectiva de un continuo X en 'Y es universal.
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Demostracion. Supongamos que Y tiene semimargen suprayectivo cero. Sea f : X —
Y una funcion continua y suprayectiva. Consideremos otra funcién continua g : X —
Y. Definimos:

Z ={(f(x),9(x)) | x € X}.

Observemos que Z es un subcontinuo de Y x Y y satisface que m(Z) =Y. Como Y
tiene semimargen suprayectivo cero, entonces Z N Ay # (). De donde, existe z € X
tal que f(z) = g(z). Por tanto, f es universal.

Ahora, supongamos que toda funcién continua y suprayectiva en Y es universal.
Sea Z un subcontinuo de Y x Y tal que m(Z) = Y. Notemos que, m|z : Z — Y
es universal, por hipétesis. Consideremos la funcién proyeccion m|y : Z — Y. En-
tonces m y o tienen un punto de coincidencia, es decir, existe un punto zy € Z tal
que 71 (29) = m2(20). Esto implica que, Z N Ay # (). Por tanto, Y tiene semimargen
suprayectivo cero. 0

Como consecuencia de los Teoremas 5.1.5 y 5.1.9, se tiene:

Teorema 5.1.10. Si X es un continuo encadenable, entonces X tiene semimargen
suprayectivo cero.

Observacién 5.1.11. Notemos que el inverso del Teorema 5.1.10 no es cierto [13].

5.2. Hiperespacios

Definicién 5.2.1. Sean X un espacio métrico y conexo y A y B subconjuntos no
vacios de X. Decimos que un subconjunto cerrado H de X corta débilmente a X
entre Ay B, si cada vez que C sea un cerrado conexo de X que intersecta a Ay B
entonces C intersecta a H.

Definicién 5.2.2. Decimos que un espacio métrico X es s-conexo entre A y B si
cada vez A y B sean subcontinuos ajenos y H un subconjunto cerrado de X tal que
H corta débilmente a X entre A y B, se tiene que alguna componente K de H, corta
débilmente a X entre A y B. Diremos que X es s-conezxo, si dados dos subcontinuos
ajenos Ay B de X es s-conexo entre Ay B.

El siguiente resultado se puede encontrar en [32, Lema 1]

Teorema 5.2.3. Si X es un espacio s-conexo, entonces X es unicoherente.
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Teorema 5.2.4. Sean X y Y dos continuos y f : X — Y wuna funcion mondétona.
Si X es s-conexo entonces Y también es s-conexo.

Demostracion. Sean f : X — Y una funcién monétona, A y B dos subcontinuos
disjuntos de Y y H subconjunto cerrado de Y tal que H corta débilmente a Y entre
Ay B. Como f es mondtona, en particular, f es suprayectiva, de esto se tiene que
f~Y(H) corta débilmente a X entre f~1(A) y f~4(B).

Como X es s-conexo, existe una componente K de f~'(H) tal que K cor-
ta débilmente a X entre f~'(A) y f~1(B). Como f es una funcién suprayectiva,
f(f71(A)) = Ay f(f~%B)) = B. Esto implica que, f(K) corta débilmente a Y
entre Ay B. De donde, la componente de H que tiene a f(K) corta débilmente a Y
entre Ay B. Por tanto, Y es s-conexo. 0

Una demostracién del siguiente teorema se puede encontrar en [4, Teorema 2.1]
Teorema 5.2.5. Si X es un continuo entonces C(X) es s-conexo.

Teorema 5.2.6. Sea f : X — Y una funcion continua y suprayectiva de un continuo

X a un continuo Y con semimargen suprayectivo cero. Entonces la funcion inducida
C(f): C(X) = C(Y) es universal.

Demostracion. Sean g : C(X) — C(Y) una funcién continua y p : C(Y) — [0, 1]
una funcién de Whitney para C(Y"). Definimos:

L={AecCX)[uC(f)A) =ng(A)}.

Notemos que £ es cerrado en C'(X ). Como C(f) es débilmente confluente, [34, 0.49.1],
de esto se sigue que, C(f) es suprayectiva. Por tanto, po C(f) : C(X) — [0,1] es
universal, Teorema 1.1.16. Entonces £ # (). Esto implica que existe A € C(X) tal
que p(C(f)(A)) = u(g(A)). Por lo tanto, £ # 0.

Veremos que £ corta débilmente a C(X) entre F;(X) y {X}. Sea C' un sub-
continuo de C(X) que intersecta a Fy(X) y tiene a {X}. De esto se sigue que,
w(C(f)(C)) =[0,1]. Entonces o C(f)|c : C — [0, 1] es una funcién universal. Con-
sideremos o gl : C — [0,1]. Como po C(f)|c es universal, existe A € C' tal que
w(C(f)(A)) = u(g(A)). Entonces, LN C # (). Por tanto, £ corta débilmente a C'(X)
entre F1(X) y {X}.

Por el Teorema 5.2.5, C'(X) es s-conexo. Entonces, existe una componente X de £,
tal que K corta débilmente a C'(X) entre F;(X) y {X}. Afirmamos que existe A € K
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tal que C(f)(A) C g(A) o g(A) C C(f)(A). Supongamos que no es cierto. Sea £ > 0
tal que para cada A € K se tiene que C(f)(A4) € VI (g(A4)) y g(A) € V(C(f)(A)).
Definimos:
[A] = (C(F)(A) x g(A))\ (VI(g(A)) x VI(C(f)(A)))

Por [15, Lema 3.1], se tiene que [A] es un subcontinuo de Y x Y tal que 7 ([4]) =
C(f(A) vy [A]N Ay = (. Sea M = U{[4] | A € K} el cual es un subcontinuo de
Y x Y, pues cada integrando de la componente X es un subcontinuo de Y x Y.
Observemos que, X = U{A | A € K}, sean x € X y [ un arco de orden que va de
{z} a X en C(X), como X corta débilmente a C'(X) entre F;(X) y {X}, entonces
KNB #0 seaDe XN}, de donde x € D. Por tanto, X C U{A | A € K}, la
otra inclusién es inmediata. Como m([A4]) = C(f(A)) y X = U{A | A € K} esto
implica que m (M) = U{C(f(A)) | Ae K} =C(f(U{A]| AeX})) =C(f(X)) =Y.
Como para A € K se tiene [A] N Ay = () de esto se sigue que, M N Ay = (), lo cual
es una contradiccién, pues Y tiene semimargen suprayectivo cero. Entonces existe
A e X tal que C(f)(A) C g(A) o g(A) C C(f)(A), de donde C(f)(A) = g(A), ya
que u(C(f)(A)) = u(g(A)). Por tanto, C(f) es universal. O

Teorema 5.2.7. Si X es un continuo, entonces HS(X) es s-conexo.

Demostracion. Sea qx : C(X) — HS(X) la funcién cociente. Por el Teorema 5.2.5,
C(X) es s-conexo. Como gx es mondtona (Notacién 2.1.3), por el Teorema 5.2.4, se
tiene que HS(X) es s-conexo. O

Teorema 5.2.8. 57 X es un continuo, Y es un continuo con semimargen suprayec-
tivo cero y f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva, entonces la funcion

inducida HS(f) : HS(X) — HS(Y) es universal.

Demostracion. Sea g : HS(X) — HS(Y) una funcién continua, veremos que existe
A € C(X) tal que g(qx(A)) = HS(f)(qx(A)).

Sean p : C(Y) — [0, 1] una funcién de Whitney para C(Y) y ¢/ : HS(Y) — [0, 1]
definida por p//(Fy) = 0y i/ (B) = u(qy*(B)) para cada B € HS(Y)\{Fy}. Notemos
que 4/ es continua, pues es una composiciéon de funciones continuas y p/(B) =0 siy
solo si B = Fy. Sea:

R={AeCX) | u(glax(A))) = W (HS(f)(ax(A)))}-

Notemos que ' o HS(f) o qx : C(X) — [0, 1] es continua y suprayectiva, por consi-
guiente universal, Teorema 1.1.16. Entonces existe A € C(X) tal que p/(g(gx(A))) =
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wW(HS(f)(gx(A))). Por tanto, R es un subconjunto cerrado, no vacio de C'(X).

Observemos que R corta débilmente a C'(X) entre F;(X) y {X}. Para ver que esto
pasa, sea J un subconjunto cerrado y conexo de C'(X) tal que X € Ty F(X)NT # (.
Como ocurre esto, se tiene que:

o HS(f) 0 qx(T) = [0,1];
lo que implica que:

p o HS(f)oqx|y: T —[0,1]
es una funcién universal, Teorema 1.1.16. En consecuencia, existe B € T tal que
W(g(gx(B))) = W' (HS(f)(gx(B))). De aqui se sigue que B € R. Por tanto, RNT # ()
y R corta débilmente a C'(X) entre Fy(X) y {X}.

Como C(X) es s-conexo, Teorema 5.2.5, y R corta débilmente a C'(X) entre
Fi(X) y {X}, entonces existe una componente A de R con la misma propiedad.

Ahora mostraremos algunas propiedades de A que nos ayudaran a demostrar el
teorema.

(1) X =U{C | C € A}. Sean = € X y v un arco de orden que va de {z} a X en
C(X). Como A corta débilmente a C(X) entre Fy(X) y {X}, entonces v N A # 0.
Sea C' € yN A esto implica que z € C. Por tanto, X C |J{C | C € A}. La otra
inclusion es clara.

Otra cosa que es importante notar es que si Fy € g(gx(A)) entonces g(¢x(A)) =
HS(f)(gx(A)) para alguna A € C'(X). Para ver esto, supongamos que existe A € A
tal que g(gx(A)) = Fy. Entonces 1/'(g(gx(A))) = 0. Como A € A C R, tenemos que
0 = 1/(9(ax(A))) = ' (HS(f)(gx(A))). EﬂtOHCGS ' (HS(f)(ax(A))) = 0 si y s6lo si
HS(f)( x(A)) = Fy. Por tanto g(qx(A)) = HS(f)(ax(A)).

Con esto ya tenemos que las funciones coinciden en Fx. Entonces hay que ver
ué r rTi r r r ra otra propi .
é pasa en la parte de “arriba”, pero para llegar a eso antes se dara otra propiedad

(2) Existe A € A tal que f(4) C gv'(9(ax(A))) o que gy (9(qx(A)) C f(A).

Supongamos que la afirmacién no es cierta; esto es, para cada A € A se tiene que

A) € 7' (9(gx(A))) v que ¢ (9(gx(A))) € f(A). Sea e > 0. Por la continuidad
de las funciones y la compacidad de A, se tiene que:

A) €V (ay' (9(ax(4))))
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y que:
oy (9(gx(A))) € VI(f(A)).

Ahora, para cada A € A, sea:
[[A]] = [£(A) x g (glax (DN [VE (a5 (9(ax(A)))) x VE(F(A))].

Por [15, Lema 3.1], [[A]] es un subcontinuo de Y x Y tal que m([[A4]]) = f(A)
v [[A] N Ay = 0. Sea M = [{[[A]] | A € A}. Notemos que M es un subcon-
tinuo de Y X Y, esto es claro porque cada [[A]] también es un subcontinuo del
producto. Sabemos que m([[A]]) = f(A) y que X = [J{A | A € A}, entonces
m(M) = U{f(A) | Ae A} = f(U{A | A € A}) = f(X) = Y. Sabemos que para
A € A [[A]] N Ay = 0. De aqui se obtiene que M N Ay = (). Lo cual es una con-
tradiccion, pues Y tiene semimargen suprayectivo cero. Por tanto, existe A € A tal

que f(A) C gy (9(ax(A))) 0 &' (g(ax(A))) C f(A).
Sea A € A como en (2). Como A C R, se tiene que:

1 (g(ax(A))) = W' (HS(f)(qx(A))),
es decir, 1/'(g(gx(A))) = i (qv (f(A))).

Por las definiciones de HS(f) y de 1/, tenemos que:

1 (9(ax(A))) = i (qv (f(A))),

de donde:
gy (9(ax(A)))) = play (av (F(A)))) = p(f(A)).

Ahora, por la manera como escogimos a A y por propiedades de la funciones de
Whitney, tenemos:

¢y (9(ax(A))) = f(A)

y
9(ax(4)) = ay' (f(A)).
Por la definicién de HS(f), se tiene que:

9(gx(A)) = HS(f)(gx(A)).

Por tanto, la funciéon HS(f) es universal. O

Como consecuencia de los Teoremas 1.1.14 y 5.2.8, obtenemos que:
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Corolario 5.2.9. 57 Y es un continuo con semimargen suprayectivo cero, entonces
HS(Y) tiene la propiedad del punto fijo.

Una consecuencia del Corolario 5.2.9 obtenemos una prueba diferente de [35, 3.1],
esto es:

Corolario 5.2.10. Si X es un continuo encadenable, entonces HS(X) tiene la
propiedad del punto fijo.



Capitulo 6

Continuos hereditariamente
indescomponibles

En este capitulo se mostrara que los continuos hereditariamente indescomponibles
tienen hiperespacio suspension tnico.

6.1. Definicion y Ejemplos

Empezaremos recordando las definiciones de continuos indescomponibles y here-
ditariamente indescomponibles.

Definicién 6.1.1. Un continuo X es indescomponible si cada vez que a X se le puede
ver como la unién de dos subcontinuos A y B de X, se tiene que X = Ao X = B.
Decimos que X es hereditariamente indescomponible si todos sus subcontinuos son
indescomponibles.

Ejemplo 6.1.2. Sea F' el conjunto de Cantor y, para cada n > 1, consideremos

2 1 1
al conjunto G,, = {x e F ‘ <3—n) <z< (37) } Utilizando (5,0) como centro,

constriyase el conjunto de semicircunferencias con ordenada no negativa y teniendo

5 1
a los puntos de F' como puntos extremos. Para cada n > 1, los puntos (5) (@)
se utilizan como los centros de las semicircunferencias con ordenada no positiva y
teniendo a los puntos de G, como puntos extremos. El conjunto construido como
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la union de todas estas semicircunferencias, para toda n > 1, es conocido como el
continuo de Knaster y es un continuo indescomponible [20, pag. 213].

Figura 6.1: Continuo de Knaster

Definicién 6.1.3. Una familia {Uy,...,U,} de subconjuntos de un espacio métrico
X es una cadena simple en X si se tiene que U; NU, # O siy sélosi [j — k| <1. A
cada Uy se le llama eslabon de la cadena simple.

Definicién 6.1.4. Sean X es un continuo y {C), }>°; una sucesién de cadenas simples
en X. )11 es un refinamiento propio de C, si la cerradura de cada eslabén de C), 1
esta contenida en algin eslabén de C,,.

Ejemplo 6.1.5. Presentaremos la construccién de un continuo indescomponible. To-
do se llevard en el plano. Sean a, b y ¢ tres puntos no colineales de R? y construyamos
una cadena simple C; consistiendo de discos abiertos, de didmetro menor que uno,
empezando en a, pasando por b y terminando por c. Dentro de C, construyamos una
cadena simple (5 de discos abiertos, de diametro menor que un medio, que empiece
en b, que pase por ¢ y que termine en a, de tal forma de que C5 sea un refinamiento
propio de C;. Dentro de Cy, contruyamos una tercera cadena simple C3 de discos
abiertos, de didmetro menor que un tercio, empezando en ¢, pasando por a y termi-
nando en b, de tal manera que Cj sea un refinamiento propio de C5 (como lo muestra
la figura ?77.

Todo el procedimiento comienza otra vez con una cadena simple C; que esta con-
tenida en C5 y sigue el patrén a — b — c¢. En general, para cualquier n € NU {0}, se
contruyen cadenas simples: C3, 1 que sigue el patron a — b — ¢; Cs,10 que sigue el
patrén b — ¢ — a y Cs,13 que sigue el patrén ¢ — a — b. Ademads, el didmetro de cada

eslabén de Cj es menor que —, con [ € N.

[
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Figura 6.2: Continuo indescomponible

Para cada | € N, sean K; = Jper, CUC) y X = (N2, K;. Entonces X es un
continuo indescomponible [27, pags. 33 y 34].

Ejemplo 6.1.6. El pseudoarco es un continuo encadenable y hereditariamente in-
descomponible [2, Teorema 1].

El siguiente resultado nos muestra que los continuos indescomponibles con la
propiedad de Kelley sélo podrian “compartir” su hiperespacio suspensiéon con con-
tinuos indescomponibles. Empezaremos recordando la definicién de propiedad de
Kelley.

Definicién 6.1.7. Decimos que X tiene la propiedad de Kelley en un punto a de
X si para cada € > 0, existe un nimero 6 > 0, que depende de € y a, tal que para
cualquier punto b de X con d(a,b) < § y para cada subcontinuo A de X tal que
a € A, existe un subcontinuo B de X tal que b € By H(A,B) < €. X tiene la
propiedad de Kelley si la tiene en cada uno de sus puntos. A J se le conoce como un
numero de Kelley.

Teorema 6.1.8. Sean X yY continuos, donde X es indescomponible con la propiedad
de Kelley. St HS(X) es homeomorfo a HS(Y), entonces Y es indescomponible.

Demostracion. Sea h : HS(X) — HS(Y) un homeomorfismo. Como X es indes-
componible con la propiedad de Kelley, por el Teorema 1.4.14, X es el inico punto
de C(X) en el cual es localmente conexo. De aqui se sigue que Tx y Fx son los
unicos puntos de HS(X) en los cuales HS(X) es localmente conexo (Observacién
2.1.5 y Teorema 2.2.2). De donde, h(T%) y h(F%) son los tnicos puntos en los cuales
HS(Y) es localmente conexo. Como HS(Y') siempre es localmente conexo en Ty y en
Fy, Teorema 2.2.2; se tiene que {h(Tx), h(Fx)} = {1y, Fy}. Como X es indescom-
ponible, HS(X) \ {Tx, Fx} no es arcoconexo [12, Teorema 3.3]. En consecuencia,
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HSY)\{h(Tx),h(Fx)} = HS(Y) \ {1y, Fy} no es arcoconexo. Por tanto, ¥ es
indescomponible [12, Teorema 3.3]. O

6.2. Unicidad del hiperespacio suspension

Lema 6.2.1. Sean X un continuo hereditariamente indescomponible, Y un continuo
tal que HS(Y') es homeomorfo a HS(X) yh: HS(X) — HS(Y') un homeomorfismo.
Si By y By son dos elementos distintos de C(X)\ F1(X) tales que By C By entonces

¢y hgx(B1) C qy ' hqx (Bs).

Demostracion. Como X es hereditariamente indescomponible, C'(X) es inicamente
arcoconexo [34, 1.61]. En consecuencia, se tiene que vecindades arbitrariamente
pequenas de T'x en HS(X), que no contienen curvas cerradas simples. Ademads, como
las vecindades arbitrariamente pequenas de Fx y Fy, si contienen curvas cerradas
simples, Teorema 2.2.2, h(Tx) =Ty y h(Fx) = Fy.

Sean By, By € C(X) \ F1(X) tales que By C By y a un arco de orden que va
de ¢y hgx(B;) a Y en C(Y). Entonces gx'h~'gy(a) es un arco que va de By a X.
Como este es el inico arco en C'(X) que va de By a X y ademads contiene a By, esto
implica que ¢y hgx (Bs) € a.

Notemos que g¢x |c(x)\rm(x)s P |HS(XO)\{Tx,Fx} ¥ @V |cov)\m(x) son homeomorfis-
mos. Como B; # Bs, entonces q;lh_qu(Bl) #* q;lh_qu(Bg).

Como a es un arco de orden. Entonces, ¢y hqx(B1) C ¢y hqx(Bs).
O

Lema 6.2.2. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible. St Y es un con-
tinuo tal que HS(Y) es homeomorfo a HS(X), entonces Y es hereditariamente in-
descomponible.

Demostracion. Sean h : HS(X) — HS(Y) un homeomorfismo, p : C(Y) — [0, 1]
una funcién de Whitney y ¢ € (0,1). Sea B = ¢ h~*qy (n~(t)). Entonces queremos
demostrar que B es un nivel de Whitney en C(X).

Para esto, sean © € X y 7 un arco de orden que va de {z} a X, entonces hay
que demostrar que B N~y # (). Supongamos que no, B N~y = (), esto implica que,

ax(ax h~lay (= () Ny) = 0, hlay (' (1) Nax (Y \ {{z}}) = 0, h(h ™ ay (! ()N
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ax(v\ {{z}}) = 0, v ( (1)) N hax (v \ {{z}}) = 0, ¢ (av (' (1)) N hax (v \
Hz3}) = 0, (u= () N gy hgx (v \ {{z}}) = 0, lo cual es una contradiccién [19,
23.8], por Lema 6.2.1, se tiene que, B N~y # (.

Sean Bi, By € B tales que By C By y supongamos que By # Bs. Tenemos que

4y hax (B1), qy hax (Bs) € u(t).

Por el Lema 6.2.1, ¢, 'hqx(B1) C ¢y hax(Bs) v ¢y hax(B1) # gy hgx(Bs) lo cual
es una contradiccién a [19, 23.8]. Como B; y Bs estan en el mismo nivel de Whitney,
entonces By = Bs.

Por tanto, B es un nivel de Whitney en C(X). Como X es hereditariamente
indescomponible, p~(¢) es hereditariamente indescomponible [34, 14.1]. Como B
es homeomorfo a p~'(t), B es un continuo hereditariamente indescomponible. Por
tanto, Y es hereditariamente indescomponible [34, 14.54]. O

Notacion 6.2.3. Si X es un continuo hereditariamente indescomponible y o es un
arco de orden en C(X) con X como uno de sus puntos extremos, entonces al otro
punto extremo de « se le denota como ep(«). Si A € C'(X)\ {X} entonces a4 denota
al arco de orden que va de A a X.

Lema 6.2.4. Sea X un continuo y {a,}52, es una sucesion de arcos de orden que
tienen a X como uno de sus puntos extremos. Si {a, }5°, converge al arco de orden
«, entonces la sucesion de puntos extremos {ep(a,)}>2, converge a ep(a).

Demostracion. Sea {a,}7, una sucesion de arcos de orden que tiene a X como uno
de sus puntos extremos. Consideremos A, B, € C(X) tales que A4, € «,, para cada
n € N, {4, }°2, es una sucesién de puntos que converge a Ay { B, }22, también es una
sucesion de puntos en {a,}22, que converge a B tal que {B,}22; = {ep(a,)}> ;.
Observemos que como {B,}5°, es una sucesiéon de puntos extemos, se tiene que
B, C A,. Esto implica que B C A. De aqui se sigue que, B = ep(«). O

Ya podemos probar el teorema principal de este capitulo:

Teorema 6.2.5. Sea X un continuo hereditariamente indescomponible. Si'Y es un
continuo tal que HS(Y') es homeomorfo a HS(X), entonces Y es homeomorfo a X.

Demostracion. Por el Lema 6.2.2, Y es hereditariamente indescomponible. Sea h :
HS(X) — HS(Y) un homeomorfismo. Observemos que h(Tx) =Ty y h(Fx) = Fy
por Lema 2.2.2. Ahora definimos la siguiente funcién h : C'(X) — C(Y) como:

() = {q;lth(A), siAeC(X)\ Fi(X):
ep(qy hax(oa \ {A})), si A€ Fi(X);

=)
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Como X y Y son hereditariamente indescomponibles, h estd bien definida por
Lema 6.2.1.

Ahora hay que ver que h es inyectiva. Sean {z1} v {22} dos puntos distintos de
F1(X). Entonces hay dos abiertos Uy, Uy de C'(X) tales que {z1} € Uy, {z2} € Us y
Ui NU; = 0. Entonces tenemos que oy3 NUs = 0y ayeyy NUp = 0. Esto implica

que gx(afwi}) # qx(af{z2}) v eplay hax(a{z1})) # ep(gy hax(afz2})). Por tanto
h es inyectiva.

Sea {y} € Fi(Y), tomemos {z} € F1(X) tal queA{x} = ep(gx'hay (a{x1}\ {y})).
Entonces se satisface que h({x}) = {y}. Por tanto h es suprayectiva.

Y finalmente hay que ver que T es continua. Sea {A,}22, una sucesion de ele-
mentos en C'(X) que converge a {z}. Observemos que la sucesién {a4, }°°, converge
a Oé{x}.

Sean p : C(Y) — [0,1] una funciéon de Whitney y t € (0,1). Pero por el Lema
6.2.2 tenemos que B = ep(q; ' h1qy (=1 (¢))) es un nivel de Whitney en C'(X).

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que para cadan € N, A,, ¢ ay, NB.
Para cada n € N, sea o/, y o/ los subarcos de ay, que van de ay, N B a X y de
A, a ay, N B, respectivamente. Sean o/{x} y a’{’x} los subarcos de oy, que van de
ey NB a X yde {z} a agy N B, respectivamente.

Como C'(X) es unicamente arcoconexo [34, 1.61] tenemos que {agn}:}:l converge

a a/f,,. Por continuidad en h= ¢y hqx en C(X)\ F1(X), entonces {?L(O‘;xn)}zozl con-

verge a /H(O/{x}).
Observemos que para cada n € N:

También notemos que:

Por continuidad de h:

i (o) N A(ah,) = B(alyy Naty).

n—oo
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Como C(Y) es tinicamente arcoconexo, tenemos que

lim /}\L(OzAn) = ﬁ(a{x}),

n— o0

por el Lema 6.2.4, tenemos que limn_,ooﬁ(An) = ﬁ({x}) Entonces / es un homeo-
morfismo.

Por tanto Y es homeomorfo a X. O
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