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Nomenclatura

Propiedades del fluido

Primer coeficiente de esfuerzos normales dividido entre la densidad
Primer coeficiente de esfuerzos normales

Segundo coeficiente de esfuerzos normales

Coeficiente viscoso (fluidos no newtonianos)

Viscosidad (del fluido newtoniano)

Coeficiente de difusion térmica

Densidad

Coeficiente difusivo de momentum (viscosidad cinematica)
Capacidad calorifica a presién constante

Constantes, Variables y Numeros adimensionales

Numero Pi 3.141592...

Frecuencia lineal del movimiento oscilatorio
Variable de posicién en el espacio de Fourier
Velocidad adimensional

Tiempo adimensional

Temperatura adimensional

Variable espacial adimensional

Variable espacial escalada

Tamano de paso empleado en la aproximacién numérica
Presion

Presién dividida entre la densidad

Diferencia de temperaturas (6y-4,)

Flux de energia

Temperatura

Temperatura de la superficie de la placa(y=0) a t>0
Temperatura del sistema a t=0

Tiempo

Amplitud de la velocidad (movimiento oscilatorio)
Direccidn de movimiento de la placa

Direccidn de difusién de movimiento y energia
Numero de Weissenberg (om/v)

Numero de Débora (tiempo caracterisitico/tiempo de observacién)
Numero de Eckert (V?/p Cp)

Numero de Prandtl (7 Cp/x)

Numero de Reynolds (7L V/p)
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Funciones, Vectores y Tensores

Funcién gamma
Derivada k de la funcién Mittag-Leffler de dos pardmetros (¢,y)

Funcién de Green de la variable t’
Transformada inversa de Laplace
Transformada seno inversa de Fourier

Tensor n de Rivlin-Ericksen

Componente ij del tensor n de Rivlin-Ericksen
Primer tensor de Rivlin-Ericksen

Segundo tensor de Rivlin-Ericksen

Tensor rapidez de deformacién

Tensor identidad

Tensor gradiente de velocidades

Tensor de esfuerzos totales

Componente ij del tensor de esfuerzos totales
Vector de velocidades

Componente i del vector de velocidades
Componente i (x,y o z) del vector aceleracidn de la gravedad
Componente del vector de posicién
Componente y del flux de energia

Constantes y variables relacionadas a la derivada fraccionaria

Exponente fraccionario

Constante temporal para homogeneizar dimensiones
Variable temporal de convolucién

Variable del espacio de Laplace

Derivada temporal de orden fraccionario



Introduccion

El empleo y aplicacién de fluidos que no presentan comportamiento newtoniano (lubricantes,
polimeros, alimentos, etc.) y en especial de aquellos que exhiben propiedades viscoeldsticas ha
ido en aumento en las décadas recientes y, como consecuencia, el estudio del
comportamiento de estos fluidos bajo ciertas condiciones de flujo, asi como las soluciones de
las ecuaciones de balance con ecuaciones constitutivas correspondientes, se ha vuelto

relevante.

Las soluciones exactas de las ecuaciones de movimiento son ampliamente estudiadas ya que
permiten comprender situaciones fisicas basicas, como herramientas para plantear y resolver
otros problemas que involucren flujos de mayor complejidad fisica (cuya solucién analitica no
sea posible) y como criterio de comparacion para los resultados obtenidos con métodos de

solucion aproximados [1].

El fluido de segundo grado es el modelo diferencial mas simple capaz de describir algunos
efectos de viscoelasticidad no lineal (diferencia de esfuerzos normales) [4] y, con la ecuacidn
de movimiento permite obtener algunas soluciones exactas [1]. Sin embargo, existen
restricciones que acotan el modelo a ciertos materiales y situaciones de flujo [5], por lo que
para extender su aplicacidon o generalizarlo se han empleado diferentes métodos; uno de ellos
es el denominado modelo fraccionario, que consiste en remplazar la derivada temporal por
una derivada temporal de orden fraccionario logrando asi describir con mayor exactitud

ciertos fendmenos de viscoelasticidad lineal y no lineal [6].

El segundo problema de Stokes (SPS) ha sido clasificado como un problema con solucién
exacta [40] y tiene aplicaciones en diversas dreas como quimica, biomedicina, reologia, microy
nanotecnologia. Por ejemplo, en microfluidica se emplean bombas impulsadas por esfuerzos
de corte como alternativa para producir flujos rapidos a través de canales, sin la necesidad de
ejercer presiones elevadas [33,34], y los fendmenos que ocurren en estos dispositivos pueden
ser descritos inicialmente con el SPS, para posteriormente refinar la descripcién fisica
afadiendo o quitando algunas restricciones al sistema; en reologia y reometria puede servir

como conocimiento bdsico de pruebas oscilatorias en geometrias rectangulares.



En este trabajo se estudia el SPS con placa calentada para un modelo fraccionario del fluido de
segundo grado con la finalidad de acrecentar el acervo de soluciones exactas de los problemas
mas relevantes y con aplicacion en la mecanica de fluidos y reologia, comprobar la validez del
modelo fraccionario y observar la influencia de la derivada fraccionaria en las ecuaciones

constitutivas y en las soluciones.

El trabajo desarrollado se divide en cinco capitulos. En el capitulo 1 se introducen conceptos
basicos sobre el fluido de segundo grado (FSG) y sus generalizaciones, haciendo énfasis en el
modelo fraccionario del FSG. En el siguiente capitulo se realiza una descripcién mas amplia del
SPS y se reducen las ecuaciones de movimiento y energia con la ecuacién constitutiva
seleccionada, asi como el respectivo anadlisis dimensional. En el capitulo 3 se aborda la
ecuacién de movimiento, se resuelve y analizan resultados, mientras que en el cuarto capitulo
se desarrollan las expresiones para el balance de energia. Las conclusiones se muestran en el

capitulo 5.



Objetivos

General

Obtener la solucidn exacta del segundo problema de Stokes con placa calentada para un
fluido viscoelastico descrito por el Modelo Fraccionario del Fluido de Segundo Grado (MFFSG)

y compararla con los casos limite de este modelo: el fluido newtoniano y el

fluido de segundo grado.

Especificos

Para cumplir con el objetivo general se desarrollan los siguientes puntos:

1. Realizar el analisis dimensional de las ecuaciones resultantes del balance de
movimiento y energia, ya que la consistencia dimensional es indispensable para
obtener una solucién adecuada

2. Emplear herramientas del calculo fraccionario, transformaciones integrales y funciones
de Green para obtener una solucidn analitica de la ecuacién de movimiento y validar la
solucién mediante la reproduccion de los casos limite seleccionados

3. Analizar el significado fisico del valor del exponente fraccionario de la derivada, ya que
es el elemento que hace cambiar la ecuacién constitutiva del FSG y por tanto es
indispensable revisar su impacto en la distribucidon de temperatura

4. Analizar la ecuacidon de energia y obtener una expresion, para la distribucion de
temperaturas del sistema mediante funciones de Green, que permita comprender el

efecto de la viscoelasticidad en la transferencia de energia.



Capitulo 1

Fluido de Segundo Grado y Modelo Fraccionario del Fluido de
Segundo Grado

Los fluidos no newtonianos adquirieron dicha denominacién debido a que su comportamiento
no sigue la ley de viscosidad de Newton [1] y, por tanto, las ecuaciones de Navier-Stokes. Estos
fluidos han sido clasificados de acuerdo a diversos criterios, sin embargo, uno de los mas

empleados es aquel que los divide segun la variacion de la velocidad de deformacién, en:

a) Fluidos independientes del tiempo, también denominados fluidos puramente viscosos,
inelasticos o fluidos newtonianos generalizados. Son aquellos en los cuales la
viscosidad es dependiente de la velocidad de deformacién (y no del tiempo) como los
fluidos dilatantes o adelgazantes [2,3]

b) Fluidos dependientes del tiempo. Son aquellos en los que la viscosidad depende
también de la duracién del esfuerzo y de la historia de las deformaciones (materiales
tixotrépicos o reopécticos)

¢) Fluidos viscoelasticos. Exhiben caracteristicas viscosas y elasticas, es decir, pueden
mostrar recuperacion eldstica parcial posterior a la deformacién. La respuesta del
material depende no solamente de su estructura o respuesta viscoeldstica, si no de las

condiciones de flujo al que es sujeto.

En algunos casos, los materiales existentes presentan mas de uno o combinaciones de los
comportamientos mencionados en la clasificacion anterior (su complejidad estructural supera
las abstracciones realizadas en cualquier clasificacidn), sin embargo, se debe identificar cual de
ellos es el dominante y establecer las consideraciones necesarias para que sélo uno de ellos

pueda representar con buena exactitud las caracteristicas y el flujo del fluido [2].

El objeto de estudio de este trabajo se limita a los fluidos viscoelasticos debido a que muchos
de los materiales de interés practico (polimeros fundidos, fluidos bioldgicos como sangre o
liguido sinovial, etc.) exhiben caracteristicas viscoeldsticas [2], ademas de que a partir de las

ecuaciones constitutivas empleadas para éstos se pueden obtener algunas soluciones exactas.
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Las ecuaciones constitutivas son aquellas que relacionan adecuadamente el esfuerzo aplicado
con la rapidez de deformacion [36] del fluido. Pueden clasificarse, bajo la teoria del medio

continuo, de acuerdo a cdmo se expresa matematicamente el esfuerzo en:

a) Modelos Integrales. El esfuerzo se encuentra de forma explicita [4] y depende
fuertemente de la historia de las deformaciones (efectos de memoria) del material [5]

b) Modelos de rapidez o cambio. Estas ecuaciones incluyen al menos la primera derivada
temporal del esfuerzo, éste no se encuentra de forma explicita y depende fuertemente
de la historia de las deformaciones (efectos de memoria) del material [4]

¢) Modelos Diferenciales. El esfuerzo se encuentra de forma explicita y sélo una pequefia
parte de la historia de las deformaciones lo influye [5], por tanto, se considera que sélo
es funcién de la velocidad de deformacién y de un numero finito de sus derivadas

temporales [6].

La ecuacién mas general en los modelos diferenciales supone que el esfuerzo es funcién de los
tensores A, de Rivlin-Ericksen [37], los cuales representan los gradientes de desplazamiento,
velocidad y aceleracidon en un material isotrépico al tiempo t. El fluido de segundo grado (FSG)
pertenece al grupo de las ecuaciones diferenciales de Rivlin-Ericksen y es una de las mas
empleadas [1] debido a su sencillez y capacidad de predecir algunos efectos viscoelasticos no

lineales.

Fluido de Segundo Grado (FSG)

Esta ecuacion relaciona el tensor de esfuerzos de Cauchy (simétrico) con la deformacién

mediante los tensores de Rivlin-Ericksen, para un fluido incompresible e isotrdpico.

Se expresa matematicamente de la siguiente forma
T=—pl+nd +o A, +a,4-4 (1)

del lado izquierdo de la ecuacidn se expresa el tensor de esfuerzos totales, mientras que del
lado derecho, el primer término representa la presién que es un esfuerzo normal, por lo que se
encuentra multiplicada por el tensor identidad para asegurar que contribuya Unicamente a los
esfuerzos normales; el término es negativo debido a la convencidn de signos (los esfuerzos de

compresion son negativos) [7]. El segundo término se refiere a la contribucidn viscosa del



material, siendo 7 la viscosidad; los términos sucesivos representan el comportamiento no

newtoniano del fluido; los médulos materiales «; y «a, generalmente son referidos como

coeficientes de las diferencias de esfuerzos normales [5]. Los tensores 4, y 4, son los primeros
dos de la serie de tensores de Rivlin-Ericksen [5]; el primero representa el doble del tensor
rapidez de deformacion (D) que corresponde a la parte simétrica del tensor gradiente de

velocidades ( Vw=L) y se expresa como

A =2D=L+L =Vy+Vy'

= === (2)

mientras el segundo tensor de Rivlin-Ericksen 4,, que representa el cambio del gradiente de
velocidad en el espacio, en la direccién del movimiento, y la deformaciéon del medio, se
expresa de la siguiente forma:

A= A+ Ae
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En la ecuacién (1) es posible observar que los primeros dos términos del lado derecho son
practicamente iguales a los del modelo del fluido newtoniano, es por ello que algunos autores
[10, 11,26] la consideran una expansion de este fluido hasta el segundo orden, cuyos términos
adicionales representan las desviaciones debidas a los efectos elasticos. Desde este punto de
vista, el modelo se denomina fluido de segundo orden, ademas se considera que los mdédulos

materiales 77,a,,a, son constantes, que no dependen de los invariantes del tensor gradiente

de velocidades y se encuentran a partir de datos experimentales [9]. Por lo tanto, se considera
que el fluido de segundo grado presenta funciones materiales dependientes del movimiento
del fluido (funciones lineales y no lineales del tensor rapidez de deformacién y de los

invariantes del gradiente de velocidades) y de las condiciones termodinamicas.

Otra de las caracteristicas del fluido de segundo grado es que estd sometido a ciertas

restricciones importantes:

1. Compatibilidad termodindmica. Para que se cumpla la desigualdad de Clausius-Duhem
(expresion matematica para la segunda ley de la termodinamica para sistemas en el
continuo), se requiere que los moddulos materiales tengan los siguientes valores:

n>20, >0 o+a,=0]I5]



2. El flujo debe ser lo suficientemente lento. Es decir, bajas velocidades, amplitudes
pequefias y con variaciones de velocidad pequenas [4]

3. La historia de las deformaciones del material. Es decir, las deformaciones que
ocurrieron en un pasado lejano deben tener una influencia menor que las del pasado

reciente sobre el esfuerzo actual (memoria no permanente) [25].

Respetando las restricciones es posible obtener resultados comparables con modelos mas
complejos (ej. Oldroyd), tanto con el fluido de segundo grado como con fluido de segundo
orden [5, 6]. Sin embargo, con la finalidad de que estos modelos reproduzcan con mayor
fidelidad las situaciones de flujo, se han empleado algunos métodos para mejorarlos o

generalizarlos y asi, ampliar su aplicabilidad.

Generalizaciones del Fluido de Segundo Grado

Algunos de los comportamientos mas recurrentes en los procesos con fluidos viscoelasticos
gue se desean reproducir con las ecuaciones constitutivas, son el aumento o disminucion de la
viscosidad respecto al esfuerzo, la dependencia de los esfuerzos normales con la rapidez de

deformacién y los efectos de memoria del material.

Existen dos formas principales de generalizar el modelo de FSG, la primera consiste en
modificar los coeficientes materiales (viscosidad y coeficientes de diferencias de esfuerzos
normales) y la segunda en el empleo del calculo fraccionario. En la Tabla 1 se exponen algunas

de las generalizaciones mas reportadas en la bibliografia [5].

El empleo del cdlculo fraccionario en viscoelasticidad es considerado como un método
“empirico” de descripcidn de propiedades viscoeldsticas de los materiales. Se ha demostrado
que esta generalizacién permite una descripcidn mds exacta, que los modelos convencionales,

de ciertos fendmenos de viscoelasticidad lineal y no lineal, como:

a) Procesos de relajacion y recuperacion, que pueden ser descritos adecuadamente con
un numero bajo de parametros de ajuste

b) Comportamientos de relajacidon no exponenciales



c¢) Movimientos aleatorios (microbrownianos) de las moléculas en la descripcidn

fenomenoldgica de medios viscoelasticos [10, 11, 13, 14,30]

El modelo fraccionario del fluido de segundo grado es uno de los modelos mas flexibles para
describir fendmenos viscoelasticos [5], asi como para obtener soluciones exactas que permitan

analizar fisica y matematicamente situaciones de flujo.



Tablal. Generalizaciones mas reportadas para el fluido de segundo grado

Modelo

Modificacién/Generalizacién

Ecuacion

Observaciones

Fluido
Generalizado

Tipo | (FSGGTI)

Tipo Il (FSGGTII)

Con el modelo de
viscosidad

variable

Tipo Il (FSGGTIIN)

Con la funcion de

viscoplasticidad

Modelo
Fraccionario

(MFFSG)

Se sustituye el término de
viscosidad en el FSG por un
modelo constitutivo capaz de
predecir el aumento o

disminucién de la viscosidad, en

este caso, la ley de la potencia
generalizada.

Incluye la dependencia de la
viscosidad respecto a la
temperatura (0)y la
concentracion (¢).

Dependencia de los esfuerzos
normales con el gradiente de
velocidades.

Introduce un esfuerzo de
cedencia con la funcién de
viscoplasticidad de Shulman.

Incluye algunos efectos de
memoria y variacion de la

viscosidad.

— _ ml2 2
z_ p£+77H él+0{1£2+0{2£1

I~

— ml2 2
- p£+H (ni1+ali2+a2i1)

donde

1
IT =—tr(A12)
2 \= y tr=traza del tensor

£=—p£+77(9,¢)H’”1’2A1+a1A2+a2A22
R
00, 9)=m(1- % |

my ma 2
T=—pl+ull™" 4, 411" (a4, + a, A7)

L=—pl+M(pd,+ad,+a,4;)
M=[g ()" 11

La ecuacidn (1) mantiene la forma, el cambio es
en el tensor A,
4, = (Dtﬂ 4 +‘_"VAi) + AL+ LT 4

El valor de m define si existe adelgazamiento (m<0)
o espesamiento (m>0) del fluido [8,10]
Estos modelos han sido utilizados para describir
algunas interacciones de fluidos de estructura mas
compleja como lodos de carbono [5,11].

Fluidos como la lava basaltica o compuestos
fundidos siguen la relacién Einstein-Roscoe para la
viscosidad, la cual es mostrada en la ecuacion.
También puede emplearse en fluidos donde la
disipacion viscosa es significativa (lubricantes,
polimeros, etc.) [9].

Puede reducirse al modelo del fluido de Boger
cuando m;=0, asimismo, los modelos FSGGTI y
FSGGTII son casos especiales de éste [5].

Este modelo es utilizado en calculos de caidas de
presiéon en molduras de diversas geometrias [5,10].

Puede representar eficientemente el

comportamiento de los médulos de almacenamiento

o pérdida en flujos cortantes simples, en geometrias

rectangulares y cilindricas [12,18,19,21].




Generalizacion Fraccionaria del FSG

El concepto de derivada fraccionaria ha sido estudiado desde hace mds de doscientos afios
[20], sin embargo, ha ganado importancia recientemente debido a que se ha demostrado que
estas derivadas son Utiles para la descripcidn espacial o temporal de ciertos fendmenos fisicos
[17, 18, 22]. Las derivadas temporales fraccionarias se emplean en viscoelastidad debido a que

se considera que éstas incluyen efectos de memoria del material [23].

Existen diferentes definiciones para las derivadas fraccionarias temporales, siendo las mas
empleadas las de Riemann-Liouville de limite inferior igual a cero (R-L) y Caputo [15, 16]. En las
ecuaciones (4) y (5) se expresan respectivamente las derivadas temporales fraccionarias de la

funcion f(t)

o? 1 dm | 1
s = —_— =
D f(t) ot (t) F(m—ﬂ) dt” ‘([(t—r)ﬁﬂ_mf(r)dr @
cp _ﬁ B 1 t f(m)(T)
Dlf(e)= or” (1)= F(m—ﬂ)o(t—f)ﬂﬂmdr (5)

En ambas definiciones se debe cumplir que el exponente fraccionario cumpla con las

siguientes caracteristicas: € R_, asicomo >0 y (m—l) < f<m. Estas expresiones son

las mas generales, frecuentemente, en viscoelasticidad, se define m=1.

I'(z) representa la funcién gamma, la cual posee propiedades muy Uutiles para el manejo y
desarrollo matematico de las ecuaciones diferenciales fraccionarias y estd definida de la

siguiente manera [15]
F(z) = je_“uz_ldu para toda z€ R (6)
0

La ecuacion (4) es una de las primeras expresiones desarrolladas para este tipo de derivadas,
por tanto, se ha utilizado con mayor frecuencia en diferentes areas ya que es considerada
como una generalizacién razonable de la derivada “cldsica” y un operador lineal continuo con
respecto a S [24]. Sin embargo, esta definicion presenta algunas desventajas para la

interpretacion fisica de los fendmenos a describir; por ejemplo, la derivada de una constante
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no es igual a cero y que para las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario (f) se
requieren un numero de condiciones iniciales igual £*; el cual es el valor del menor nimero
entero mayor que el valor de f. A pesar de estas caracteristicas, es innegable el hecho de que
la introduccion de la derivada temporal R-L a un sistema de ecuaciones, tiene un impacto en la
fisica del problema y que proporciona una aproximacidn mds adecuada a algunas situaciones

reales [17, 23, 27].

Por otro lado, la derivada de Caputo es utilizada para describir sistemas dindmicos con
memoria a largo plazo y su principal ventaja es que las condiciones iniciales se mantienen en la
misma forma que en las ecuaciones diferenciales de orden entero correspondientes, sin
embargo suelen ser mas restrictivas matematicamente que las derivadas de R-L, ya que
requieren la integrabilidad absoluta de las derivadas de orden m de la funcion f(t), y a que sélo
presentan consistencia superior de orden fraccionario [15,17,24].A pesar de las diferencias
existentes entre ambas derivadas, algunos estudios [23,24] concluyen que cuando las

condiciones iniciales de las ecuaciones son homogéneas, el valor de ambas coincide.

En mecdnica de fluidos y reologia se ha utilizado la derivada de R-L con mayor frecuencia
[5,8,10,11,19,21] que la de Caputo, esto puede explicarse de acuerdo a las fuertes
restricciones matematicas de la derivada de Caputo, a que en gran parte de los problemas a
estudiar se presenta la condicién inicial igual a cero y que puesto que en fendmenos de
viscoelasticidad el exponente fraccionario tiene los valores 0< £ <1; el nimero de condiciones
iniciales suficientes es igual a uno y esta condicién es la homogénea[23]. Por dichas razones,
en el presente trabajo también se empleara la derivada R-L, ademds de que sera posible

apreciar similitudes o diferencias con otros estudios.

Modelo Fraccionario del Fluido de Sequndo Grado (MFFSG)

En este modelo se sustituye la derivada temporal por una de orden fraccionario (R-L) en el

segundo tensor de Rivlin-Ericksen, quedando como

A= (DA vV A AL g "
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Expresando la derivada temporal fraccionaria en términos de (4) y el tensor 1 en notacién
indicial, con la finalidad de observar con mayor claridad la diferencia que existe entre la

ecuacioén del FSG y el MFFSG, se obtiene

o7 1 d: 1
DA = A = - A (7)d 8
t 2T atﬁ ij F(l—ﬂ) dl"([(t—z')ﬂ z/(’[) 4 ( )

Es importante resaltar que con el MFFSG es posible recuperar dos casos especiales, el fluido
newtoniano (cuando a; = a, =0 o a;=0 y f=1) y el FSG (cuando f=1), que se vuelven

indispensables para validarlo y comparar los resultados obtenidos [21,28].

El valor de B, generalmente en el intervalo 0<B<1, es de gran relevancia en este modelo
debido a que la velocidad y el esfuerzo dependen fuertemente de él, provocando que se
puedan describir algunos fendmenos de flujo como el adelgazamiento o engrosamiento de la

viscosidad [13,18,21,28].

Los efectos de memoria descritos por esta generalizacion estan vinculados a la integral y
derivada fraccionaria de R-L, ya que su definicién es equiparable a un modelo de relajacién de
esfuerzo para un material viscoelastico (tipo no exponencial) y para una dinamica restringida a
tiempos positivos, es decir, el esfuerzo y la deformacion son nulos a tiempos menores o igual a
cero [31,32]. De acuerdo a estas ideas, es posible decir que los efectos de memoria no son tan

restrictivos para el MFFSG.
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Capitulo 2

Segundo Problema de Stokes con placa calentada para el

MFFSG. Planteamiento y Analisis Dimensional

El Segundo Problema de Stokes (SPS) describe el movimiento de un fluido que se encuentra
inicialmente en reposo sobre una placa plana lo significativamente larga (“de longitud infinita”)
para que los efectos de borde entre el fluido y la superficie no se consideren. En cierto
instante, la placa se movera con oscilaciones unidireccionales, armdnicas y de amplitud

constante sobre su propio plano, induciendo el movimiento del fluido [33,40].

El SPS ha sido clasificado como un problema con soluciéon exacta y tiene aplicaciones en
diversas areas como quimica, biomedicina, micro y nanotecnologia. Por ejemplo, en
microfluidica se emplean bombas impulsadas por esfuerzos de corte como alternativa para
producir flujos rapidos a través de canales, sin la necesidad de ejercer presiones elevadas
[33,34]. Los fendmenos que ocurren en estos dispositivos pueden ser descritos inicialmente
con el SPS y posteriormente refinar la descripciéon anadiendo o quitando algunas restricciones

al sistema.

Este problema de Stokes ha sido ampliamente estudiado para fluidos newtonianos y algunos
modelos no newtonianos (especialmente viscoeldsticos lineales) [33]; sin embargo, para el FSG
y MFFSG no existe tanta informacién y ésta se reduce, auin mds, cuando se considera que la
temperatura de la placa es distinta que la del fluido, es decir, un proceso no isotérmico. En la
tabla 2 se enlistan los trabajos realizados con el MFFSG y el movimiento de un placa plana
infinita, donde se observa que el estudio de este problema ha adquirido reciente atencion. Los
desarrollos mdas importantes sobre estos temas se han llevado a cabo principalmente en
paises de oriente, han empleado los operadores R-L y como herramienta de solucién las
transformadas de Fourier y Laplace. En la mayoria de los trabajos se proporciona un enfoque

meramente matematico, sin darle énfasis al analisis fisico del fendmeno.
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Tabla 2. Antecedentes del empleo del modelo fraccionario del fluido de segundo grado para la soluciéon
de los problemas de Stokes

Autor(es) [ Pais (es) [ Contribucion [ Ao
Movimi I | Pri Probl k
Tan, Xu [14] China ovimiento de u.na placa plana (Primer Prob erpa de Stokes) en 2002
un fluido de segundo grado generalizado
Khan Movimientos no estacionarios de un fluido de segundo grado
! Pakistan/EUA generalizado 2005
Nadeem, .
Hayat [13] - Primer problema de Stokes
¥ - Movimientos en placas planas con gradientes de presién
Shen, Tan, El problema de Rayleigh-Stokes (primer problema de Stokes) para
Zhao, China, Japén | un modelo fraccionario del fluido de segundo grado generalizado | 2006
Masouka calentado
(38]
Soluciones exactas para flujos oscilatorios de un modelo
Khan, Ali, Qi Pakistan, fraccionario del fluido de segundo grado.
21] China -Segundo Problema de Stokes 2009
- Flujo entre dos platos paralelos debido al movimiento de uno de
ellos
- Flujo debido a un gradiente de presidn oscilatorio
Khan, Wang Pakl.?tan, F|L.JJO entre dos placas paralelas y un plato per.pendlcular.de u.n 2009
(39] China fluido de segundo grado generalizado con derivada fraccionaria

Planteamiento del SPS con placa calentada para el MFFSG

Se considera un fluido viscoelastico inicialmente en reposo y con temperatura 0, sobre

una placa plana infinita a temperatura 0, (Figura 1), en el instante t; la placa comienza a oscilar

sobre su mismo eje y el fluido se mueve gradualmente.

0y
y
I

90V ; A

|
Fig. 1 Esquema del Segundo Problema de Stokes Y =VCosat

Las consideraciones generales del problema son:

- Coordenadas rectangulares

- fluido incompresible

- movimiento oscilatorio de amplitud pequefia (lento)

- modelo fraccionario (R-L) del fluido de segundo grado

- transporte unidireccional de movimiento y energia (en direccién y)

- campo de velocidades no estacionario, no homogéneo v = \_/( y,t)

14




- 0=0(y.t)
- propiedades fisicas constantes 1 = 1(8), p = p(6),x = x(0)
- el fluido sigue la ley de Fourier (conduccién de energia)

- el flujo se da por arrastre (fuerzas externas despreciables)

Se expresan las ecuaciones resultantes, sujetas a las restricciones, de continuidad, movimiento

y energia.

Al ser un fluido incompresible y sélo existir movimiento de la placa en direccién X, la ecuacién

de continuidad (9) se reduce a la ecuacion (9.1)

op ov,
o Dil_o 9
ot +p£8x.] ©)

50
OX (9.1)

Los componentes de la ecuaciéon de movimiento (10) se reducen a los mostradas en (10.1)-

(10.3) debido a que el campo de velocidades sélo tiene componente en direccion X y

transporte en direccién y

i aVi arriJ'
pl—+V

Zii=_" 4 H0 10
FR (10)

Componente X:

ov, _ot, T,

X XX

Pa T x| oy

(10.1)

Componente y:

or, oT

OX oy

Componente z:

La energia se transfiere en direccidén Yy y sigue la ley de Fourier, por lo que la ecuacién de

balance de enegia (11) se reduce a (11.1)
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pCp| —-+V,——|=T L (11)

(11.1)

Para conocer el sistema de ecuaciones a resolver, se debe determinar e introducir la ecuacién

constitutiva, ecuacién (1), en las de balance. Por tanto, se desarrolla y expresa el tensor de

esfuerzos:
8 2
0 ov, 0 0 a_ﬁ{avxj 0 (avxj 0 0
oy at” oy oy
1 00 s 2 2
T=-p/0 1 0|+7 x, 0 0|+ a—ﬂavx 2(%j O|+a,| O (%j 0
= 00 1 oy at” oy oy oy
0 0 0 0 0 0 0 0 0
(12)
Escribiendo los componentes normales (12.1) y los tangenciales (12.2)
2 2
To=-ptay| 2| 5 T, =—p+(20,+a,)| (12.1)
XX 2 5y 4 yy 1 2 ay :
oV ov
Ty =Tyn=n" *“Ptﬁ( ayxj P T, =T, =0 (12.2)

Los componentes de la ecuacion de movimiento involucran la divergencia del tensor de
esfuerzos, la cual es causante de la aceleracion del fluido [35,43]. En las ecuaciones (13.1 -
13.3) se expresan estas derivadas, incluyendo la consideracidn de que el flujo es por arrastre

(no existen gradientes de presidn en ninguna direccion)
2
oT 0 ov,
= — aZ
oX  OX oy

oT
o _ 0 (,0n), 2, pof 2%
gy oy oy ) oy ay

(13.1)

(13.2)

16



My _0 (2¢, +a2)(%]
oy

¥ o (13.3)
Tensor de esfuerzos en las ecuaciones de movimiento.
Sustituyendo las ecuaciones (12 — 13) en las de movimiento, se obtiene
2 2
Componente X: % = la_vzx + ialDtﬂ (8 sz )
A % (14.1)
2
1 v
Componentey: 0= _(zal + az)i(a xj
r v\ o (14.2)

Considerando las restricciones termodinamicas del FSG (oy+ a,=0), las ecuaciones (14) se

reducen a:
2 2
Componente X: N, - 0 sz + lalDtﬂ [a_VZX]
aopo » (14.4)
Componentey =0 (14.5)

Los componentes de la ecuacion de movimiento proporcionan valiosa informacién fisica, sin
embargo, la Unica que describe qué es lo que pone en movimiento al fluido es la ecuacidn
(14.4), por lo tanto, es la que se requiere resolver para obtener el campo de velocidades en el
fluido. El término del lado izquierdo de esta ecuacion representa la aceleracion del fluido,
mientras los términos del lado derecho indican que el cambio del sistema se debe a un
proceso difusivo, que cuenta en el primer término con una parte viscosa, siendo el segundo
término una contribucion eldstica. En esta ultima se observa la presencia de una derivada
cruzada que permite describir el desarrollo de fendmenos difusivos en procesos transitorios de

fluidos viscoelasticos.
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Tensor de esfuerzos en la ecuacién de energia.

Introduciendo el componente tangencial de la ecuacidn constitutiva y la ley de Fourier en la

ecuacion (11), se obtiene

00 ov.)  av. of (ov 020
pPCp—=n| = | +ta——5| = |-k
ot dy oy ot oy oy

(15)

La derivada fraccionaria sigue siendo un operador lineal, por lo tanto, es posible realizar la

derivada del producto
o” (ov, v,
ot? oy oy

y la ecuacién (15) se puede expresar como:

2 B 2 2
a(pCpH):n(é’vXJ +a18_(8vxj o

% L —
ot oy 2 ot” { oy oy (15.1)

La ecuacién (15.1) es el balance de energia para el SPS con el MFFSG, donde el término del
lado izquierdo indica cémo varia la concentracion de energia respecto al tiempo, mientras que
los términos del lado derecho indican la disipacion de energia, el primero debido a las
propiedades viscosas; el segundo a la respuesta eldstica del fluido y por ultimo, Ia
transferencia de energia por difusion (conduccién). Retomando el segundo término, se hace
notar la presencia de una derivada cruzada que representa el desarrollo del fendmeno

disipativo en un proceso transitorio del fluido viscoelastico.

Las expresiones (14.7 y 15.1) pueden clasificarse de la misma manera que las ecuaciones
diferenciales de orden entero, por tanto, éstas son diferenciales parciales lineales, no
homogéneas, de orden fraccionario respecto al tiempo (EDPF-LNH). Ambas expresiones

forman un sistema de ecuaciones semi acoplado por la velocidad, por lo que para conocer las
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distribuciones de velocidad y temperatura, primero se debe resolver la ecuacién de

movimiento para posteriormente sustituir la solucidn en la ecuacién de energia.

De acuerdo a Podlubny [42] es posible hacer una clasificacién de los métodos mas empleados
en la solucion de EDF y EDPF de acuerdo a si las ecuaciones son lineales o no. Las primeras se
resuelven, con mayor frecuencia, mediante transformaciones integrales (Fourier, Laplace,
Mellin) o funciones de Green fraccionarias; mientras que para las no lineales se emplean otros

métodos, como los homotdpicos o numéricos.

Andlisis dimensional

Comprobar la homogeneidad dimensional de las ecuaciones que describen un fendémeno fisico
es indispensable, ya que ésta es indicadora de la consistencia entre las matematicas y la fisica
del problema, asi como un medio util para verificar que se realizaron operaciones correctas

durante el desarrollo matematico [41].

Para facilitar la comprensidn y lectura del andlisis dimensional del SPS con el MFFSG, en la
Tabla 3 se enlistan las dimensiones basicas (de acuerdo al Sistema Internacional de Unidades)

de las magnitudes fisicas involucradas en las ecuaciones de balance obtenidas.

Tabla3. Magnitudes fisicas y sus dimensiones.

Magnitud fisica Simbolo dimensional
Longitud, Area, Volumen L2 Le
Tiempo t
Masa M
Fuerza ML/t
Energia M L%/t
Temperatura 0
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Primeramente se analizan las dimensiones de cada término del MFFSG y posteriormente las de

la ecuacion de movimiento (14.7) y de energia (15.1).

Ecuacién constitutiva (MFFSG)

Se expresa al tensor de esfuerzos en notacién indicial:

Ty =—po; +nA, +a A, +aA A (16)
y sus dimensiones

M M oV, oV
Ti[=l— pl=l— nA, =77[—J+—'J[=] 5

Lt Lt oX  OX; Lt (16.1)

Previo al siguiente término de la ecuacidn, es necesario introducir las dimensiones de la

derivada fraccionaria, siguiendo la definiciéon dada en la ecuacién (4)

o’ g+ T 1
6t_ﬂ f (t)[_] (t)m (t)ﬁ+l—m 7 17

posteriormente las del segundo tensor de Rivlin-Ericksen, dado en la ecuacion (7), del cual se

expresan anticipadamente las dimensiones de los ultimos términos y después el que involucra

a la derivada temporal fraccionaria (17)

ov oV, 1
A S Zn
% 0% (18.1)
0 1
YW =~ Ajﬁ =l
X t (18.2)
o’ 11 1
ﬁAL-,- [_]FE[_] e (18.3)

La expresion (18.3) tiene dimensiones de orden fraccionario (-£#1) que la convierten en un
término no homogéneo dimensionalmente respecto a los anteriores. Sin embargos, se

recupera la homogeneidad dimensional cuando =1 (FSG).
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Es importante sefialar que en la mayoria de los estudios realizados para modelos viscoelasticos
fraccionarios (como los mencionados en la Tabla 2) se elude el andlisis dimensional, ya que el
énfasis principal estd dado al desarrollo matemdtico. Por tanto, una de las principales
aportaciones del presente trabajo reside en la elaboracién del andlisis, asi como en la

propuesta de homogeneizacién de dimensiones y sus efectos en la solucion del problema.

Propuesta de homogeneizacion dimensional

Recientemente algunos autores [44,45,46] han desarrollado un método matematico
denominado Procedimiento de Incorporacion Fraccionaria (Fractional Embedding Procedure,
FEP por sus siglas en inglés) empleado con mayor frecuencia para formulaciones variacionales
de sistemas lagrangianos con derivadas fraccionarias temporales tipo R-L, en los que se
considera que sdlo existe un exponente fraccionario. Esta metodologia esta considerada como
parte de una teoria global de sistemas dinamicos denominada Teorias de incorporacién de
sistemas dinamicos (Embedding theories of dynamical systems) que también se ha

desarrollado para procesos estocasticos.

De acuerdo con Inizan [45] existen tres metodologias mediante las que se pueden

homogeneizar dimensionalmente las ecuaciones de orden fraccionario:

- Constantes Fraccionarias. Se preserva la homogeneidad de las dimensiones asociando
los términos fraccionarios a alguna constante del sistema de ecuaciones, por ejemplo,

algunas propiedades fisicas, etc.

- Adimensionalizacién temporal. Se introduce una constante temporal que modifica las

variables lagrangianas y adimensionaliza todas las expresiones temporales

- Eleccién de un operador con dimensiones homogéneas. Se introduce una constante

temporal de orden fraccionaria que mantenga las dimensiones enteras de la derivada
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fraccionaria, por lo que las soluciones y los operadores fraccionarios mantienen las

dimensiones del tiempo t.

Las dos ultimas técnicas introducen a la ecuacién una constante temporal, la cual condiciona la
dindamica del sistema vy, por tanto, la ecuacion diferencial de orden fraccionario debe ser
caracterizada por el exponente fraccionario (B) y la constante temporal (t). Respecto al
significado fisico de esta constante se dice estd determinado por el problema a resolver, es
decir, el contexto en donde se planteen las ecuaciones, y tiene igual importancia fisica que la

de las constantes de la ecuacidn inicial.

Con base en las ideas mencionadas en los puntos anteriores y disminuyendo
considerablemente la rigurosidad matematica presentada en [44,45], se propone introducir
una constante temporal con exponente fraccionario que homogeneice la derivada fraccionaria
y solucione el problema de inconsistencia dimensional presentado en la expresion (18.3). El
orden fraccionario de esta constante debe preservar la homogeneidad inicial de la ecuacion y

estar igualmente definido para todos los operadores en donde esté involucrado [45].

Se seleccioné 7%* como la constante temporal con exponente fraccionario que permitird la

consistencia dimensional de las ecuaciones carentes de ésta. Se definen las expresiones (17) y

(18.3) como:
B-1
O =
o’ t" ot
(19)
11, ;1
s e
atﬂ A11 [ ] [ ]tz
(20)
Por lo tanto, el segundo tensor Rivlin-Ericksen sera:
ol ov, 8v
ﬂ -1 Tk
P, = Ed AT Al A ox X, ax %, (21)
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Esta propuesta permite que el tensor de esfuerzos cumpla con el criterio de homogeneidad

deseado. En lo siguiente, continuara el andlisis de las ecuaciones de balance para confirmar la

consistencia dimensional del SPS con el MFFSG.

Ecuacidén de movimiento

Considerando la propuesta realizada, la ecuacion (14.4) se expresa como:

ETE N ()
B 2
ot ploy) p o’ oy (23)

Cada término de la ecuacion debe tener dimensiones de aceleracidn, corroborandolo:

v, Lt L
al e
(23.a)

n o, [ ] [L/tJ L
p oy’ LtM I3 (23.b)
o ﬂl a v, /L 1 /
o ot | 1

L3 (23.c)

Ecuacion de energia

Reescribiendo la ecuacidn de energia (15.1) debido a la introduccién del operador homogéneo

fraccionario:

20 __n (), @ .0 () k(&0
& pcplay) pCp \dy) Aol (24)
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Cada término de la ecuacidn (24) debe satisfacer las dimensiones expresadas en (24.1), ya que

este balance expresa como se modifica la temperatura del sistema de acuerdo al transcurso

del tiempo:
00; 410
ot t (24.3)
Analizando los términos del lado derecha de la ecuacién, se obtiene:
L(GVXJZH 2 Mo (L/t)z 0
=l | =~
Cpl dy t ML2/t2( L t (24.5)
v, ) Mo 1(Lt) 6
&5 e ) <
p y /2t t (24.c)
ML
K (az_ej_ K tz/‘g't"-(aj 0
21" w2z /. 7217+
pCpP\ oy M Ntll‘ /Mg L t (24.d)

Se comprueba que el sistema de ecuaciones a resolver es consistente dimensionalmente.
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Capitulo 3
Solucion a la ecuacion de Movimiento

La ecuacién de movimiento para el SPS con un MFFSG proporciona informacidon de cdmo se
mueve el fluido viscoelastico debido a un proceso difusivo inducido por una placa que oscila.
En este apartado se resuelve la ecuacién (23) y se muestra la solucién de la ecuacion (14.7),
con el objetivo de compararlas y asi comprobar la importancia de la homogeneidad

dimensional de las ecuaciones.

Solucion de la ecuacién de movimiento con dimensiones homogéneas

Se presenta la EDPF a resolver
()l ae(
t) ploy p y (23)

Cuyas condiciones inicial y de frontera estadn definidas por:

Condicién inicial homogénea (placa en reposo)
vV, (y,0)=0 (C.1)

Condiciones de frontera

de primera clase o Dirichlet (placa en movimiento oscilatorio )

v, (0,t) =V cos(mt) (C.F1)

de segunda clase o Neumann (no existe flujo demomentum en un lugar muy alejado de la
placa)

(C.F2)

v, (y > o,t)
oy

0
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Para resolver esta ecuacidn se utilizaron transformaciones integrales y funciones de Green,

con la finalidad de observar las diferencias presentes entre ellas.

Solucién mediante transformaciones integrales (Fourier y Laplace)

Las transformadas de Laplace se emplean con frecuencia para resolver problemas de valor
inicial de EDF, mientras que las de Fourier para problemas con valores en la frontera [42], por
lo tanto, se utiliza la de Laplace para transformar el tiempo y la de Fourier para la parte

espacial.

Debido a que el problema se define en un dominio espacial semiinfinito, se aplica la
transformada seno de Fourier (TF)

0

2

()= 1sen(erpy

0 (TF)

a cada término de la ecuacidn (23)

©

R J 2 LY
x sen(gy)dy+\/:jarﬁ D/ (—;Jsen(éy)dy
oy & oy (24)

y se sustituye la condicién de frontera, tal que se obtiene la ecuacion diferencial ordinaria

©

0

fraccionaria en el espacio de Fourier:

M - (V " mﬂ—lDtﬂ)(_gz v, (&) + \/%v cos(a)t)}

dt (24.1)

Se requiere realizar la derivada temporal fraccionaria (R-L) de cos(mt) previo a transformar al

espacio de Laplace [15]
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B

0 pPr pr
——cos(mt) = o”cos cos(wt) — w”sen| == |sen(wt
& eas(o) = o’cos| 27 Jeos(t) - o'sen| £ Jsen ot
= w”cos (&+ a)tJ (25)
2
Sustituyendo la derivada fraccionaria en la expresién (24), aplicando la transformada de

Laplace, considerando (C.F1) y factorizando, se obtiene el campo de velocidades en el espacio

de Fourier y Laplace:

_ 1 2 S
Vx(fls) (s+v§ +01¢'z 5= lsﬂj\/;vgv s? + @? "

( > ! — Ja\/zg‘Vr“a)/{cos(&) > > 2—sen[ﬁj za) 2}
S+VvE +alt’s! 7 2 )+ o 2 )s*+w (26)

Antes de aplicar las transformadas inversas de Laplace y Fourier, para conocer el campo de

velocidades en las variables deseadas, se expande en serie de Taylor (alrededor de cero) el

comun denominador de la ecuacidn (26)

St
S+VEL + s k! (Slﬂ+a§2 ﬁ'l)k+1

B ~ (_1)k K kls—ﬂk p+1
VX(g'S)_\/; gs +a) VZ k! (V‘f) (lﬁ+a§2 ﬂl)

. (_1)k Ik K1 g Ak Br
! a)ﬁ; k! L) (s +a&’e) e [7) (26.1)
a)ﬂ”i:(_l)k (v‘fz)k kis ™7 Sen(ﬁj
— k! (Sl—ﬂ+angﬂ—1)k*l 2

O bien, expresando

l vE? _l 1_ s+aé?s’
Els+vE?+as?s? ) & s+vEl +aéls’
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se obtiene:

~ [z, v (D) L ks
vx(f-s)—\/;i‘”_szmz Z: a %) (et
. (1), L ks Br
ast’ a)ﬁz Kl (Vé) (SlﬁJrVgngﬁ)k“COS(Tj_
me(—l) (ve?) kis ™7 _ sen(&j
k! (s +we’s7) 2

Aplicando la transformada inversa de Laplace, asi como las propiedades de la derivada de la

(26.2)

funcién Mittag-Leffler (Apéndice 1) y el teorema de Convolucién (donde * es el operador de

convolucidn), se tiene

0

V(&)= \/%V [vé +aéa’ 7" 'cos (%DZ(_;) (wfz)k cos(at) *tEY) ., (- )

k=0

0

- \/%Vag*a)ﬂ "7/ sen (%}Z( kl') (ve? ) sen(at)* tk[ ©) o (a2 )J

k=0

(26.3)

regresando al dominio espacial, se obtiene:

v(y,t)= %j'j{sen(fy)(vf + a.fw"rﬂ‘lcos(%ni(_kl!)k (vgz)k cos(a(t-t))t*EY) |, 5 (-t )}dt'd(,E

k=0

T

—Eacfa)ﬂ*l p- 1sen J. 'Hsen &y) ) (v ) sen(a(t —t)*EY) 5 (-a&" )}dt’df

(27)

La ecuaciodn anterior representa el campo de velocidades no homogéneo (unidireccional), no
estacionario para el SPS con MFFSG. En la solucidn intervienen, ademads de la posicion vy el
tiempo (y,t), las variables t’ y & La primera es una medida del tiempo, resultante de expresar el

teorema de convolucién en su forma integral. La variable £ proviene de la definicién de la
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transformada de Fourier y tiene dimensiones inversas a la posicion (y). Aun no se ha definido el

valor o interpretacidn fisica de la constante temporal fraccionaria.

Con el auge del calculo fraccionario en las décadas recientes, se han desarrollado nuevas
métodos de solucion de EDO y EDP de orden fraccionario que pueden disminuir el empleo de
tantas herramientas algebrdicas como las empleadas en esta seccidn. Por lo tanto, se aborda
en lo siguiente las funciones de Green fraccionarias para resolver nuevamente la ecuacién (23)

y comparar las soluciones obtenidas por ambos métodos.

Solucion mediante funciones de Green fraccionarias

Las funciones de Green son ampliamente utilizadas para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) no homogéneas de valor inicial. Este método de solucién se ha extendido
exitosamente para las ecuaciones diferenciales fraccionarias (EDF) no homogéneas de
coeficientes constantes [42], donde las soluciones se obtienen con ayuda de las transformadas

de Laplace o Fourier combinadas con la funcidon Mittag-Leffler [47].

Una EDF de tres términos (no homogénea) con condicién inicial no homogénea, como la
expresada en la ecuacion (28), puede ser resuelta mediante funciones de Green, siendo la
solucion la expresidon mostrada en la ecuacion (29)

2,D;"y(t) +b, D/ y(t) +cy(t) = f (1) (28)

t

y(t) = Zn:bk\yk ()+[G(t-t)f (t')dt’

0 (29)

donde el primer término introduce las condiciones iniciales no homogéneas de la ecuacidn

diferencial fraccionaria no homogénea (28)

b, = [thJkily(t):L:O (29.1)
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Wi (1) = oD 7G(1)
(29.2)

Generalmente se emplean transformaciones integrales (Laplace) para obtener las funciones de
Green, obteniendo:

1N D () agenr b .

a k! \a
k=0

(30)

Como se ha mencionado, estas ecuaciones son Utiles para resolver EDF ordinarias, es decir que
su Unica variable sea el tiempo, para lograr que la ecuacidn (23) sea ordinaria, se empled la
transformada de Fourier. Este procedimiento fue realizado en la expresion (23.2) de la solucién

anterior y con base en (28) se reescribe la expresion, obteniendo:

IlEY | perteappy (1) e, (1) = )
dt (31)
donde
f(t)= ng [ veos(at) +ar”Df'cos(at) |
T (31.1)

El primer término de la solucién propuesta por funciones de Green se vuelve cero, ya que este

problema presenta condicidn inicial homogénea; por lo tanto, la expresion (29), resulta:

y(t) = jG(t —t')f (t')dt’
0 (32)

La cual puede reescribirse, con las variables de este problema, de la siguiente manera:

v, (&.1) = jG (t)f (t—t")dt’

(33)
Donde la ecuacién (30) y la funcidén f(t-t’), para este caso, son:
’ n (_1)k k _ 1 B—
G(t) = E T(sz) tkEl(f)ﬁ,Mk(_aTﬁ 4 l)
k=0 ] (33.1)
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ft-t)= \/sz |:V Cos(a)(t —t')) +ar’ e’ cos (& +o(t —t')ﬂ
d 2 (33.2)

Introduciendo las ecuaciones (33.1) y (33.2) en la solucion mediante FG, se obtiene el siguiente

campo de velocidades (todavia en el espacio de Fourier):

wen= j ov ol Y 0

a 1) T (34)
+ar’” 1a)ﬁcos( w(t-t) JZ t’kE1 ﬂhﬁk(—az’ﬁ e 1)

Regresando la expresidon anterior al dominio del espacio fisico:

v (yt)——VJ‘J. Evsen(£y)Cos(m(t-t') Z( 1) t’kEf")ﬁMk(—arﬂ’lfzt’ﬂ’l) dt'd&

00

+3v'” {a L ”sen(gy)Cos( o(t-t) J E (G 1) "‘El(k’ﬁwk(—ar”‘lgzt’”‘l) dt'd¢
v
00

(35)

La ecuacidn anterior representa el campo de velocidades no homogéneo (unidireccional), no
estacionario para el SPS con MFFSG obtenido mediante funciones de Green. Al igual que en la
ecuacion (27) en ésta también intervienen, ademas de la posicidn y el tiempo (y,t), las variables
t' y & La primera representa una variable temporal de la funcién de Green, la cual permite que
ésta sélo dependa del tiempo transcurrido (t-t’), mientras que la & la variable espacial de

Fourier.

Esta solucion se obtiene de manera mas directa y rapida que la solucion mediante
transformaciones integrales y se sefiala que es necesario conocer conceptos relacionados con

las funciones de Green.
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La identificacién de las variables caracteristicas del sistema, asi como de los numeros
adimensionales presentes en las ecuaciones, es basica para tener mayor comprensién de los
fendmenos fisicos que ocurren, ademads de simplificar las condiciones de frontera y las
soluciones; por lo que se desarrolla este procedimiento en la seccién siguiente, empleando las

funciones de Green fraccionarias como método de obtencidn de la solucidn.

Solucién adimensional

Definiendo las variables caracteristicas (velocidad, tiempo y posicién) y adimensionales para la

ecuacién de movimiento:

(36.1-36.3)

Se emplea como velocidad caracteristica la constante V de la (C.F1), que representa la
amplitud del movimiento oscilatorio de la placa y la frecuencia es asociada a la variable
temporal caracteristica. Para el espacio se utiliza una longitud que esta determinada por el
proceso difusivo en términos de la frecuencia, por lo que se define como la relacion entre la
variable disipativa del sistema y el tiempo caracteristico de éste, que a su vez se asocia a la

capa limite (inverso de su orden de magnitud).

Anteriormente no se definié qué valor y significado fisico tendria la constante temporal con
exponente fraccionario que homogeneiza las dimensiones de las ecuaciones. Ahora, una vez
definida la frecuencia del movimiento oscilatorio de la placa, como tiempo caracteristico del
sistema, se plantea que se le relacione con la constante temporal. Esta frecuencia
caracteristica posee gran importancia fisica, ya que delimita la aplicaciéon del FSG y MFFSG
(bajas frecuencias), asi como el comportamiento del fluido que estd definido por el
movimiento de la placa. Sin embargo, la frecuencia per se no puede ser empleada como

constante temporal ya que no brinda las dimensiones adecuadas a la derivada fraccionaria, por
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lo tanto, se propone emplear al inverso de ésta para homogeneizar las dimensiones y realizar

los calculos requeridos.

Considerando al inverso de la frecuencia como constante temporal y adimensionalizando la

ecuacion de movimiento (23) se obtiene:

MV _oU o o [azuj

oT _av: g CeT?av? 37)

En el segundo término del lado derecho estd presente un factor que afecta la derivada
cruzada, el cual puede ser visto como una relaciéon temporal o una escala de tiempo del
proceso, ya que incluye el tiempo cacteristico del fluido (at/77 = a/v) y un tiempo caracterisitico
del proceso (w), esta relacion entre tiempos es conocida como nimero de Weissenberg (Wi).
Este numero adimensional y el nimero de Débora (De), que relaciona el tiempo caracterisitico
del fluido es uno de los mds importantes en reologia ya que determina el comportamiento del

fluido.

Considerando la ecuacidn anterior y resolviéndola mediante funciones de Green, se obtiene el

siguiente campo de velocidades adimensional:

U(Y,T)z%jj. Esen(&Y)cos((7 - T))Z(kll) (& ) THEY), 1 p (WIET™) AT dE

+ 2w ” o ysen| 22 (7-1) | ) e (Wi o

(38)

Es importante resaltar que la variable del espacio de Fourier (§), en este caso, también es

adimensional, ya que la transformada se realiza sobre la variable que es adimensional.

Con la finalidad de comparar las soluciones obtenidas hasta ahora, éstas se enlistan en la Tabla
4, donde ya se considera al inverso de la frecuencia como la constante temporal de orden

fraccionario.
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En la tabla 4 se muestra que las soluciones contienen sumas infinitas, integrales definidas y
funciones especiales, es por ello que obtener una expresién cerrada para ellas resulta
improbable. Por tanto, inicialmente se abordan algunas formas reducidas (o casos limite) de
las soluciones, con la finalidad, ademas de validar la solucién, de analizar el comportamiento
de éstas cuando son simplificadas y adquirir experiencia en el procedimiento de solucidn. Los

casos a analizar son el FSG (f=1) y el newtoniano (f=1, a=0).
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Tabla4. Comparacion entre las soluciones obtenidas por métodos de transformacion integral, ecuacion (27), funciones de Green, ecuacion (35) y la solucién adimensional respectivamente

ecuacion(38).

Comentarios

Soluciones obtenidas para el campo de velocidades

Estas distribuciones de velocidades son equivalentes si se

%+ ot 4')]

Cos(
considera que en el segundo término,

puede escribirse como:

Cos(a+b)=Cos(a)Cos(b)-Sin(a)Sin(b)

Tiene la misma estructura que las anteriores y si se
regresa a la forma dimensional puede obtenerse la

misma solucidn.

(y,t)= J.'Hsenn &y)| vé +a§a)cos(ﬂ ”DZ(_kl') (véz)k cos((t—t)*EY) ., (-’ 1t )}dt’dg
—mfa)sen I I {sen §y

o t

j Evsen(&y)cos(w(t—t) E (l) t’kEl‘f)ﬂwk( aw ™ EV ) dtdE

0 0
t
o(t- t)) E (G0N l) t’kE(k) ( awl‘/’gzt’ﬁ‘l) dt'de
1- 81+ Bk

) (wf) sen(o(t —t))t* (E;Mk(—agzaf”t'”)}dt’dg

v (v =2v
T

+—=V .[ aéwsen(& y)cos(

U(Y,7)= I gsen(&Y)cos((7 — T))Z%(é ) THES) 0 ((WIETHP) AT dE

A k=0

zw s INTEDE (o (s o L
= J-J. §sen(§Y)cos(7ﬁ+(T—T)j . (¢ )T EY) g (FWIET™) 1T de

k=0
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Casos limite

El MFFSG puede reducirse cuando el valor de S es igual a uno. Una vez establecido el valor de
este exponente se obtienen dos casos limite, dependiendo del valor de a,el FSG vy el fluido

newtoniano.

Para f=1 la solucién obtenida para el MFFSG, mediante FG, se reduce a:

2&sen( yé) vcos[a)t t') |- casen| ot - t])exp[—lfzté;z}
(07
t
y jj 7[(1+a§2) (39)

Las derivadas de la funcidn Mittag-Leffler se redujeron a exponenciales que disminuyen la
dificultad del argumento de las integrales. Sin embargo, esta distribucion de velocidades
tampoco tendra forma cerrada ya que sélo la integral temporal presenta solucidn analitica. A
pesar de esto, se compara la expresidn reducida del caso limite (#=1) con la solucién reportada
para el problema resuelto con el modelo del FSG sin generalizar [46], asi como con el fluido
newtoniano. Lo anterior se expresa en la tabla 5, la cual muestra que todas las soluciones
presentan flujos oscilatorios en direccién “y“ y con frecuencias especificas, debido a Ila

naturaleza del movimiento de la placa.

En la tabla 5 se comparan los casos especiales del MFFSG con las soluciones para los dos
fluidos distintos. Se observa que la obtenida resolviendo el segundo problema de Stokes para
un FSG (ll)y el caso limite presentado (l), tienen una expresién matemadtica similar y se
considera que las diferencias pueden surgir debido a que las soluciones expresadas en [46]
fueron obtenidas mediante transformaciones integrales y durante el desarrollo de éstas se
recurren a pasos algebraicos distintos, asi como a alguna expansién en serie de Taylor que
modifican la forma final de la expresion. Respecto al fluido newtoniano es muy evidente la

diferencia entre las expresiones matematicas del caso limite (lll) y la soluciéon directa (IV), sin
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embargo ambas se compararan cualitativa y cuantitativamente mediante las distribuciones
graficas mas adelante presentadas.

Tabla 5. Soluciones analiticas para el SPS con diferentes ecuaciones constitutivas

Ecuacion constitutiva Campo de velocidades para el SPS
v + aa) 1+a
v (Y, t)——Vcos wt)j < & )] Esen(ys)dé+
v 288 4 @? 1+ aét) )
I
2 ésen(yé
MFFSG con =1 —vasen(wt)'[ o 2( ) " 7dS -

4 viE +w (1+ aé )

0

(caso limite: FSG)

EVJ'V Etaw 5(1+a52)sen(y§)exp{— v§:t }dg

7 d V2E + 0 (1+ ad?)

v, (y,t) =Vcos(at) —%Vcos(ﬂ)jg(vzgff::gi (152) ) sen(yg)ds +

©

- EVva;sen(a)t) gen(y¢) dé-
Jpesiner

FSG [46] 4 V2§4 +(02 (1+ a§2)2

E\/J’vf + 0w §(1+a§ )sen(yéf)exp[ Vézztz}df
) (v2§4+a)z(l+a§ ) ) 1+ag

T

v (Y, t)=—Vcos wt)j §sen(y§)d§+
1.
MFFSG con =1, a=0 Eszen(a)t)JA%sen(yf)dé—
(caso limite: d A vieto
Newtoniano) 2 v2Es 2
;ijsen(yé)exp[—vg t]d¢

0

V. | v, (y.t)=V exp[—g Y]COS(\/gy_“’tJ

Fluido Newtoniano [40]

Para resolver las integrales espaciales (que no presentan solucidn analitica) expresadas en las
soluciones de la tabla anterior, se empleé un método numérico incorporado al paquete de
computo Mathematicab, que consiste en una aproximacion mediante expansién de
polinomios (denominado método oscilatorio de integraciéon [52]). Las soluciones son

reportadas graficamente con la finalidad de ilustrar con mayor claridad las distribuciones de
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velocidad, que fueron obtenidas para distintos drdenes de magnitud de las propiedades del
fluido (elasticas y viscosas) y de frecuencia, que pretenden representar diversos materiales y
situaciones de flujo.

En la figura 2 se presentan las distribuciones de la velocidad (normalizada v/V) en el espacio a
diferentes tiempos (t,=nm/4®; n=1,8). En las figuras 2 y 3 se comparan las distribuciones para

los casos especiales del MFFSG con el fluido newtoniano y el de segundo grado.

Caso a=o (III) y fluido newtoniano (IV)

Para obtener esta solucidn se trabajo sobre la expresion (I) mostrada en la tabla 5, a la cual se

asigné el valor de a=0.

En la figura 2 se muestra cdmo se distribuye la velocidad a diferentes coeficientes difusivos y
amplitudes; para el fluido newtoniano se presentan con lineas punteadas de color verde,
mientras que la del caso a=0, con lineas continuas de color azul. Ambas soluciones presentan,
cualitativamente el mismo comportamiento, en el cual la amplitud mdaxima de la velocidad es
la del movimiento oscilatorio a y=0 (v/V=1), éste se transfiere desde la placa hasta una
distancia en el eje “y”, denominadad capa limite. La presencia de valores negativos de la
velocidad se debe a la naturaleza oscilatoria del movimiento de la placa (coseno) y a la
localizacién del sistema coordenado en la placa (para despreciar los efectos de borde). En el
caso de las distribuciones que inician con valores positivos de velocidad, se presenta un valor
minimo valor negativo para después aumentar hasta cero; mientras que las que inician en
valores negativos, presentan un valor maximo positivo que después desciende hasta cero, esta

es una oscilacion debido a que la placa tiene este tipo de movimiento.

Se comparan las distribuciones del fluido newtoniano y las del caso especial a=0, donde las
mayores diferencias cuantitativas se presentan en los primeros tiempos (t;,t,,t3), que pueden
considerarse los mas cercanos al inicio del movimiento (to). El valor maximo de las diferencias
entre ambas distribuciones es de 31% y aparece en el t;=n/4®. Se considera que dichas

diferencias se incrementan en el tiempo mas pequefio debido a que el modelo del FSG y el
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v/V

v/V

MFFSG tienen como restriccidn bajas frecuencias, por lo que si éstas se asocian al tiempo, los
modelos presentardn mejor resultado a tiempos largos.

La relacién @/v (con dimensiones de 1/L%) se emplea ya que en este caso especial la parte
eldstica del fluido es despreciable y por tanto, se resalta al proceso difusivo empleando una
variable caracteristica (inverso de la longitud al cuadrado) asociada a él. Es apreciable que al
aumentar el orden de magnitud de la relacién a/v, la transferencia de movimiento se reduce
respecto a la posicion perpendicular a la placa; por lo que a que a bajas frecuencias y grandes

viscosidades la difusion de momento es mayor y la capa limite aumenta.

1.0 4 ®/v=0.05 1.0 4 w/v=0.15
0.8 4 0,3_-
0.6 0.6—-
0.4 0.4
0.2 0.2 -
0.0 > 0.04
4 I~
> ]
-0.2 1 -0.2 1
-0.4 4 -0.4
-0.6 -0.6
0.8 _ ts=5n/40 -0.8 —-
-1.0 4 -1.0 1
I e N B e B o B B A m e —T 77777
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a (b)
y y
1.0
w/v=1.5 ] o/v=15
0.8 4
0.6 |
0.4+ \
0244\
> 0.0
S ]
-0.2 4
0.4
-0.6
-0.8
—T— 7 A0t T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(c) y (d) y

Figs. 2(a).-3(d) Distribuciones de velocidad para diferentes 6rdenes de magnitud de la relacién w/v del fluido

newtoniano y el caso especial del MFFSG (a=0).
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Caso azo (I) y FSG (1I)

La relacion temporal adimensional (a/v)w es empleada para hacer el andlisis entre las
distribuciones debido a que el nimero de Wi es uno de los principales referentes de
viscoelasticidad (Wi~1), por lo que manteniendo esta relacion cercana a uno, lo cual asegurara
gue exista consistencia con la fisica del problema, es decir, que sea un material viscoelastico.
Cabe sefialar que dentro de este numero adimensional estd involucrado el tiempo
caracteristico del material, por lo que también puede referirse a distintos materiales cuando

éste varia.

De las figuras 3(a)-3(e), si el nimero de Wi es de magnitud pequefia la parte viscosa del fluido
tiene mayor contribucién que la elastica, por tanto, las distribuciones de velocidad son
cualitativamente comparables a las del fluido newtoniano. Por otro lado, cuando el Wi se
incrementa y los efectos elasticos tienen mas significancia, el comportamiento cualitativo de
las distribuciones se aleja ligeramente de las del fluido newtoniano, sin cambiar demasiado ya
que el fendémeno difusivo es el dominante en ambos casos. Se observa también que los valores
de la velocidad disminuyen y el valor de la capa limite aumenta respecto al fluido newtoniano,

por lo que este comportamiento se considera causa de la viscoelasticidad de los materiales.

A pesar de tratarse de fluidos diferentes, se observan similitudes en el comportamiento
cualitativo de las distribuciones mostradas en el caso anterior y éste, como la existencia de la
capa limite y de una amplitud maxima para la velocidad. Las diferencias sustanciales se
presentan en el analisis que se realiza para este caso, los valores de la capa limite y las
diferencias cuantitativas entre las soluciones del FSG y el caso especial, ya que éstas son
practicamente iguales, con una diferencia maxima del 1%, en todos los Wi presentados en la

figura 3.
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Figs. 3 (a)-3(e). Distribuciones de velocidad, a diferentes drdenes de magnitud (ascendentes) del Wi, para el FSG y el

caso especial del MFFSG (f=1,a#0).
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Para la obtencidn de las distribuciones de velocidad en los casos limite, a pesar de las
simplificaciones generadas al asignar el valor de f=1, fue necesario emplear un método
numérico para resolver la integral de la variable espacial (transformada inversa de Fourier),
por lo que las soluciones del MFFSG sin simplificaciones, mostradas en la tabla 4, resultan
integrales poco manejables desde el punto de vista analitico, lo que sugiere que deben
resolverse mediante integracion numérica, o bien, encontrar una metodologia alternativa que

facilite la obtencion de valores para la velocidad.

Las unidades para la posicion y el tiempo son generales, es decir, no se emplearon en
especifico o del sistema internacional o del cegesimal para realizar los célculos y las graficas.
Por lo tanto, se recomienda que al emplear este modelo para un fluido especifico, se cuide que

las unidades, asi como las dimensiones, sean consistentes.

Evaluacion de la solucién con el MFFSG

Con la finalidad de enfocar los esfuerzos en el analisis de resultados para el MFFSG y no
emplear a fondo algun método de integracién numérica, se propone un método alternativo
para obtener los valores numéricos de las distribuciones de velocidad; el cual consiste en
retomar la ecuacion diferencial ordinaria (31) obtenida mediante una transformacion integral,
expresar las derivadas de la velocidad con la definicién de limite y posteriormente realizar la
transformada inversa de Fourier mediante un método numérico sencillo, lo cual sera una
aproximacion bdasica de las distribuciones, pero permitird observarlas y asi poder analizar este

modelo de manera mas sencilla.

Retomando la definicion de la enésima derivada [49]:

n N Tt -n : m( M
D"f (t)=lim b > (-1)7| |t (t-mh) o
m=0
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m

donde [”J representa el coeficiente binomial. Esta definicidn cldsica de derivada puede ser
generalizada para valores no enteros de n, incorporando a la funcién gamma en el coeficiente

binomial y puede reescribirse de manera mas adecuada como [49]:

t-t,

D’f (t) = lim hﬂzh:(—l)"‘ [fjf (t—mh)

m=0

(40.1)

Introduciendo la ecuacién (40.1) en la (23.2) se obtiene:

t t

h

lim h* (—l)m[i)vx(t—mh)+0!T”162 Iim h52(—1)m(fjvx(t-mh)+§2Vx(§,t)

m=0 m=0

= \Egv [v cos(ot) + arﬂlwﬁcos(ﬂ—; + a)tﬂ
7

(41)

Expandiendo el primer término de las sumas y sustituyendo la constante temporal, se obtiene:

v, (é’,t)(h’1 +aw"EN + v§2) = \Egv |:V cos(a)t) + aa)cos(%+ a)tﬂ -
T

t t

h

lim h™ (—1)m(i)vx (t—mh)—1im h‘ﬁZ(—l)m ﬁ}/x(t—mh) (41.2)

Para los calculos de los valores de velocidad (como funcién del tiempo y de la posicién en el
espacio de Fourier) se debe establecer un valor para h, el cual debe ser suficientemente
pequeno para que esta definicion de limite sea representativa. Este calculo se realiza tantas

veces como valores de & sean asignados.

Para obtener los valores representativos de la velocidad en el espacio real y el tiempo, es
necesario realizar la transformada inversa seno de Fourier para los valores obtenidos. Esto fue

realizado mediante la definicién de integral a un tamafio de paso adecuado.

43



En la figura 4 se muestra la variacidn de la velocidad respecto al tiempo a diferentes posiciones
espaciales y para tres valores distintos del exponente fraccionario (£=0.2, £=0.5 y =0.8), con
(o/v)@=0.15. La velocidad, para diferentes posiciones espaciales en el fluido, sigue
manteniendo la forma del movimiento oscilatorio (coseno) de la placa y conforme aumenta la
distancia entre el fluido y la placa, la magnitud de la velocidad decrece, hasta que el

movimiento cesa (lo cual confirma la existencia de la capa limite).

Se comparan las formas obtenidas para el MFFSG con las del FSG (linea discontinua) y fluido
newtoniano (FN) (linea punteada) y se observa que, en general, la magnitud de la velocidad
para el MFFSG es mayor que la del FSG y del FN. En todos los casos se observa que el valor de
la amplitud de la velocidad a tiempos menores a tres es diferente al que de los tiempos
restantes. Se observa que las velocidades del MFFSG en posiciones mds cercanas a la placa
(y=0.1) estan en fase con las del FSG (excepto (=0.2) y FN, pero tienen menor amplitud.
Conforme existe mayor distancia entre la placa y el fluido, el MFFSG empieza a desfasarse y a
aumentar su amplitud respecto del FSG y al FN. También se observa que el MFFSG requiere
mayor tiempo para que el comportamiento de la velocidad sea un movimiento periddico y que

conforme [ disminuye el tiempo requerido para lograrlo es el mas largo.

Que el valor de la velocidad sea mayor para el MFFSG que para el FSG y el FN es compatible
con la fisica, ya que el fluido newtoniano, al ser solamente viscoso, presenta mayor oposicion a
la transferencia de movimiento, mientras que el FSG y el MFFSG tienen caracteristicas
viscoelasticas que oponen menor resistencia que la viscosa. Esta situacion es diferente cuando
y=0.1 (muy cerca de la placa) en donde el FN y FSG tienen valores de velocidad mayores que el
MFFSG, esto se puede atribuir al efecto de memoria que se incorpora con el exponente
fraccionario, es decir, muy cerca de la fuente de movimiento el fluido “recuerda” con mayor

fuerza su estado anterior (reposo), resultando que exista una oposicion momentanea mayor.

Se observa, a través de las diferentes posiciones espaciales, que el valor del exponente
fraccionario tiene un impacto importante en el comportamiento del fluido, conforme -0, la
magnitud de la velocidad aumenta y cuando -1, disminuye. Por lo tanto, se puede deducir
que el significado del exponente se relaciona con la disipacién del movimiento, o directamente
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con los efectos de memoria, que pueden ser mas fuertes cuando beta tiene un valor pequefio

(ver la ecuacién (4)).

La ultima figura (posicién mas alejada de la placa) muestra que la capa limite es mayor en el

MFFSG que en el FSG y FN (MMFSG>FSG>FN) y que dentro del MFFSG la capa limite es mayor

cuando S~ 0.

----FsG \
\

MFFSG ‘
fffff B=0.2
e B=0.5
——p=0.8

v/V

(c)

(d)

Fig 4(a)-4(d). Distribuciones de velocidad respecto al tiempo para (a/v)@=0.15 a diferentes posiciones espaciales

(y=0.1,y=1,y=5,y=7
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Comentarios sobre las condiciones de frontera

Cuando se obtienen soluciones a las ecuaciones de balance es de gran importancia comprobar
que las condiciones inicial y de frontera se cumplan, ya que es una forma mas de validar la
expresion. En el caso de las soluciones aqui obtenidas, es evidente que la condicién inicial se
cumple, cuando la placa estd en reposo (t=0) el fluido también se encuentra en reposo.
Respecto a la condicidén de frontera (de adhesion), con las soluciones dadas no es posible
reproducirla; ya que las soluciones mostradas involucran el producto de una funcién seno dey,

por lo que cuando y=0, la velocidad es también igual a cero.

Con base en el trabajo de Khan et al [21] se desarrolla (ver Apéndice 2) un procedimiento de
solucién mediante transformadas integrales, con pequefias modificaciones respecto al
elaborado previamente, con la finalidad de poner la solucién en términos similares a la
encontrada por estos autores y que aparentemente cumple la condicion de frontera. La

expresion resultante es:

v(y,t)=Vcos(awt)—

jj sen(¢) ( ) (ve?)' cos(@(t =t 'EY) , (- ™7 )drdé -

EVoca) J‘I gsen(&y) Z( 2) (ve? ) cos(a(t—t)*PEL), |, 5 (-a&e 17 )dtds +

0

2 -1 NP -1)' 2\ ok = (k 2 1-arl- /
;avf/’ wﬂjj §sen(§y){cos(a)(t—t)+77[ﬂz( k!) (V.f ) t El(j]ywk(az; ot ﬂ)dtd§

k=0

(42)
La ecuacién (42) se diferencia de las presentadas en la tabla 4 en el primer término, que
posibilita el cumplimiento de la condicion de frontera, sin embargo, al realizar algunos cdlculos

para la solucidn propuesta, se observan diferencias importantes.

En la figura 5, se presentan las distribuciones de velocidad obtenidas con la ecuacion (42) y con
el caso (I) de la tabla 5, de color rojo oscuro y verde respectivamente. La tendencia
(cualitativamente) de las distribuciones es similar, pero con un desfasamiento en el valor de
velocidades, por lo que cuantitativamente existe una variacién muy significativa entre los

resultados. Ahora bien, analizando las distribuciones presentadas, es indudable el hecho de
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que la condicién de frontera se cumple, sin embargo, el resto de los valores de velocidad a lo
largo del eje vertical son mayores que la velocidad de la placa y no existe la presencia de la
capa limite, estas caracteristicas no describen la fisica del problema y por tanto, impiden que la
solucion sea valida en todo el eje vertical. Sin embargo, si se elimina el primer término, se
obtienen nuevamente los valores expedidos por la solucion de la tabla 5, por tanto, esta
solucidn sélo es valida en y=0. Esto se debe a que en la nueva solucién, ahora no se cumple la
condicidn inicial, ya que la expresidon (42) mostraria que a tiempo cero ya existe un

movimiento V en el sistema, afirmando la validez de ésta a y=0.

Con base en lo anterior, es importante resaltar que las soluciones presentadas en la tabla 5
son vélidas para valores de y>0 o y=0°, es decir, en una posicién muy cercano a la placa (y=0)
pero no especificamente sobre la placa. Se afirma que son validas para el resto de la escala
espacial (y>0") dado que las distribuciones (figuras 3 y 4) describen adecuadamente la fisica del

problema y se reducen a los casos del FSG y fluido newtoniano.

] (/v)o =0.15

v/V

e

o
o))

0 2 4 6 8 10

Fig.5 Comparacién entre la solucién que cumple la condicién de adherencia y la que es valida para y=0"
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Capitulo 4
Ecuacion de Energia

El balance de energia para el SPS con el MFFSG sujeto a las consideraciones correspondientes
proporciona informacidn sobre el proceso difusivo de ésta, que ocurre en el fluido viscoelastico,
inducido por el movimiento oscilatorio de una placa calentada, asi como del impacto de las

propiedades viscoeldsticas del fluido (¢, 77) en el transporte.

En la ecuacion (42) se presenta la ecuacidn resultante del balance de energia, en la cual se incluye
al inverso de la frecuencia caracteristica como la constante temporal que homogeneiza las
dimensiones de la ecuacién (15.1). Del lado izquierdo, se expresan los términos que involucran a la
variable dependiente de interés, la temperatura; mientras que del lado derecho estan los términos
de disipacion de energia debido a las propiedades viscosas y la respuesta eldstica al movimiento

del fluido, respectivamente.

) 2
%+L(gjz(i+id—wj@] “2)

ot pCpl oy pCp - pCp oy

Esta ecuacion debe cumplir con la condicidn inicial y de frontera, definidas por las consideraciones

fisicas y expresadas matematicamente de la siguiente manera:
6(y,0)=6, Condicién inicial (C.IE)

Condiciones de frontera

de primera clase o Dirichlet (temperatura de la placa)

0(0,t) =6, (C.FE1)
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de segunda clase o Neumann (no existe flujo de energia en un lugar muy alejado de la placa)
00(y > o,t)

0 (C.FE2)
oy

Forma adimensional de la ecuacion de energia

Empleando las variables adimensionales del capitulo anterior y adicionando la de la temperatura
0-0,
6,-6

o , se obtiene una forma adimensional para la ecuacién (42) que se expresa como:

2 B 2
2, 1(70) oyl )
o7 PrloY o7’ \ oY

®=

(43)
Donde
2 2

Ec = v = il ;

Cpad pCp (90 _Hb) (43.1)
Pr :77—Cp; Wi=—wo

k 1% (43.2-43.3)

Con condicidn inicial y de frontera:
0(Y,0)=0 (C.IE-A)
00,7)=1 (C.FE1-A)
00(y >, 7) 0

oY - (C.FE2-A)

La presencia del nimero de Prandtl (Pr) y el nUmero de Eckert (EC) son esperados para este tipo
de procesos de transferencia de energia, ya que mediante éstos se comparan los procesos
difusivos de momento y energia (Pr) y qué tanto se transfiere la energia debido al movimiento

(energia cinética) o qué tanto se concentra (EC). Asimismo, resulta interesante observar la
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existencia del producto de los nimeros adimensionales Wi y Ec, el cual resalta que las
propiedades viscoeldsticas del fluido impactan la transferencia de energia en el sistema, esto se
aprecia mejor arreglando las variables de ese producto adimensional, de la siguiente forma:

2
Wikce %o N L awpV /L
v pCpAT n pCpAT

(44)

En este nuevo acomodo del producto de los niumeros Wi y Ec, se encuentra de forma explicita el
numero de Reynolds (Re), que es representativo de la relacién de las escalas temporales difusiva y
convectiva, el cual estd multiplicando a una relacion de energias, la del numerador puede
asociarse a la energia del fluido viscoeldstico durante el movimiento, mientras que el
denominador a la concentracién de energia del sistema; es decir, cuanta energia se transfiere en

el flujo del fluido viscoelastico.

Gradiente de velocidades

Debido a que la ecuacién de energia y la de movimiento forman un sistema de ecuaciones semi
acoplado por la velocidad, es necesario conocer el gradiente de velocidades del fluido para
comenzar a resolver la ecuacién de energia, el cual puede expresarse de manera sencilla
considerando que la integral impropia es convergente (comprobado en los resultados obtenidos
en el capitulo anterior). En la ecuacion (45) y (46) se expresan los gradientes de velocidad
generales, en su forma dimensional y adimensional respectivamente; mientras que en la tabla 6,

los gradientes de velocidad de los casos especiales abordados en el capitulo anterior.
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o (y t) J.J. {5 vcos(éy)COS t v Z( 1" t'kEl(kﬂHﬂk(—awlﬂézt'ﬂl)}dt'df

+= VJJ. {a§ cocos(gy)cos[ o(t-t jz( 1) "‘El(kﬁwk( awl‘”fzt’”‘l)}dt'dg

(45)

oY k!

2 (0 ! -1 k= (k 21l ,
; |J.j {§COS(§Y)COS[ +(T-T jZ( ) 7 Ell()ﬂl+ﬁk( Wi T ﬁ)}de§

—U(Y 7T)= JI {ézcos(fY)Cos((T—T')) (G0 (¢ ) TEY, Wing'lﬁ)}dT'dg

(46)

Se ha elegido resolver la forma adimensional de la ecuacién de energia dado que ésta implica la
condicion inicial y una de frontera homogéneas, lo que sera muy apreciado en los procedimientos

y medios de solucion.

Las distribuciones de velocidad (Tabla 5) y los gradientes de velocidad (Tabla 6) obtenidos para el
MFFSG y FSG podrian describirse entre si como movimientos oscilatorios desfasados, dado que la
estructura matematica de ambos es similar, cambiandose la funcion coseno por la funcién seno. A
pesar de que los términos involucrados en las expresiones son funciones especiales, sumas e
integrales impropias, y que éstos limiten la posibilidad de obtener una solucion analitica de forma
cerrada, el simple hecho de desarrollar y analizar la ecuacidon de energia para este problema,
resulta una aportacion importante ya que existen pocos trabajos [33] que aborden el balance de

energia, incluso para fluidos newtonianos.

51



Tabla 6. Gradiente de velocidades para el MFFSG y sus casos especiales, FSGy FN .

Ecuacion constitutiva

Gradiente de velocidades

l.
MFFSG con =1

(caso limite: FSG)

FSG [46]

L.
MFFSG con =1, a=0

(caso limite: Newtoniano)

V.

Fluido Newtoniano [40]

v, (y.t) 2 jvzfz +[aa)2(1+ ag‘z)}

——=—==Vcos(ot) £°Cos(y¢)
) (v2§4 + o’ (1+ acfz)z)

2 d§—
ViE + o (1+ afz)

Elcos(ye)de +£chosen(a)t)“-
T

0

oy V4
EVIV Etaw §(1+a§2)§cos(y§)exp[— VEH }dg
) v2§4+w2(1+a§2)

r 1+ aé?

v (y.1) :—EVcos(a)t)J. @ (l+a§ ) —cos(y&)d& + EVva)sen(a)t)J‘ §°Cos(y2) ~dé—
¥ o7 (et + o1+ a2)) ™ ) (Ve v (1 ac)

0

EVJ‘V &y an*s (1+a§2 )cos(yg) exp{— ngztz}dg

T ) (V2§4+w2<1+a§2)) 1+aé

2 ()= 2veos o) [ 7€z 2 [ ]
ayVX(y't)_ ”Vcos(a)t)-‘-(vzé4 +w2).§ cos(y.};)déJr”Vcosen(a)t)J.Vzé4 e cos(y&)de

0 0
2y icos(yg)exp[—vfzt]dgg
7 v+ o
0

%vx(y,t) =V\/%exp[—\/g y](sen(a)t - \/g y] - Cos[a)t —\/g VB
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Solucion de la ecuacién de energia mediante funciones de Green

Una vez desarrollada la expresién para el gradiente de velocidades, éste se introduce en la

ecuacion (43) y se obtiene la ecuacién de energia correspondiente:

©, 1(0e)_
oT Priov?)

Ew 2 e nﬂzkm(k) i £25 ,
. £°cos(£Y)cos((T-7")) - (&) THEY) ., p ((WIETH ) dT dE

n

2 'OO 2 ﬂ ’ (_l)k 2\K ik = (k s g2 '
+;lej 3 cos(éY)cos(Tﬂ+(T—T)JzT(§ ) T Ef]ﬂvhﬁk(—wg T ﬂ) d7'd¢

k=0

aﬂ
Ec| 1+Wi——
o7’

(47)

La parte no homogénea de la EDP contiene la derivada fraccionaria, la cual debe efectuarse sobre
el gradiente de velocidades elevado al cuadrado. Dado que el objetivo de este trabajo es obtener
una solucion analitica y realizar un analisis del fenédmeno fisico, éste se enfoca en obtener alguna
expresion general que permita entender que comportamiento térmico presenta el MFFSG, ya que

la obtencién de una forma cerrada para esta solucion resulta muy complicado.

Con la finalidad de obtener una ecuacidn que no contenga escalares que multipliquen las

derivadas de la ecuacién (47), se introduce la variable S, la cual tiene la siguiente forma:

S =Y/Pr (48)

La ecuacidn (48) es una variable espacial escalada ya que al multiplicar el espacio por un multiplo
del nimero de Pr, se hace énfasis en la importancia en la relacion entre los procesos difusivos,

tanto de momento como térmico, asi como en sus respectivas capas limite, que son las distancias
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gue caracterizan a estos sistemas. Por lo tanto, si el Pr es de gran magnitud la escala espacial hara
referencia al proceso de difusion de momentum, ya que la capa limite hidrodindmica sera mayor

que la térmica, y viceversa si el Pr es pequefio.

Introduciendo la variable S en (47), se obtiene:

00 [GZG)]
— 4| —|=
0T | 852

j j {5 cos| 52 Joos(7-7) Y () e vviww}dw

EcPr(1+Wla -
1 p— . L2 ’
II {cos gf cos( +(T - T)) 4 (kl) (¢ )T EY o (-WiET /’)}dT dée
(49)
O bien:
2

(s T)
o7 OS (50)
donde

ijj {é‘cos(érjcos (T-17)) Z( 1)k T,kEl(k}jWk( Wing,lﬂ)}dT,dg

J.J- {e; cos cos('g2 +(T- T)j %(gz)k']"k (:)/’v“/jk(—WigﬂT'lﬂ)}d'f'dg

k=0

6/7
w(S,T)= EcPr[1+W| ]

(50.1)

Una vez simplificada la ecuacion (49) en la (50) es posible observar que, mas alla de las funciones
especiales, integrales y derivada fraccionaria involucradas en la parte no homogénea, ésta puede
representarse como una funcién de las variables independientes. Con base en los métodos de
solucion de EDP non homogéneas conocidos, en especial el de funciones de Green para las
ecuaciones de energia unidireccional en medios semiinfinitos [51], se puede escribir que:

T
ST:J'
0

T t

G(0,7"

G(T )ardT" +[[G(7) ©(r,0)drdT" - -A A1) C0T) 47
ox

00 0 (51)

© Sy 8
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Siendo la funcién de Green y su derivada:

. 1 ox (s-Y) R +Y)*
G(T)_J“”(T‘T')L ) p{ 4(7‘7')}] (51.1)
aG(O,T')_ 1 S ox |:_ 52 :| B S N |:_ g2 }

or _\/472'(’2'—’]") (T—T') P HT-T') a 2\/;(7_7,)3/2 p 4(7_7,)

(51.2)

Las ecuaciones (51.1-51.2) cumplen con las condiciones de frontera (Y=5=0) ya que ambas son

iguales a cero al aplicarla.

Por lo tanto, la distribucion de temperaturas puede quedar representada como:

2 (5-Y) (5+Y) , ,
@(Y,T)_!.!‘\/M(T_T)[exp WT-T) —exp —4(7_—_7,) ]z//(Y,T)deT +

i S s? ,

! 2 (T-T)" eXp{M(T—T)}” (52)

Sustituyendo el valor de la funcién y en la solucién anterior, se obtiene:
T « ) )
©(S,7)=EcPr ! exp| — (S_Y)' —LY), x
JJ Jax(T-T) AT-T') AT-T')

”. {g cos cos(T—T')Z( kll)k( ) T'kEfk)ﬁMk(—Wing'l/’)}drdg

—exp

k=0

j dYd7”

1)k K= (k - g2 '
J.J- {cos cos(%Jr(T—T’)) (k')( )T' o (WiET ”)}d?’dg

k=0

S i .
" _[ Nz (T-1)" ex'{ 4T —T/)}dT

(53)
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La ecuacion (52) es una solucion general para la EDP parabdlica, unidireccional, no homogénea,

con una condicién de frontera no homogénea de primer tipo. En la funcién y(Y,7) se encuentra la

informaciéon particular del sistema abordado, por lo cual, a partir de esta ecuacién es posible
obtener las soluciones para los casos abordados en el capitulo anterior, las cuales se muestran en

la tabla 7.

La solucién general de la EDP no homogénea presenta dos términos, el primero corresponde a la
parte no homogénea de la EDP y el segundo a la solucion homogénea con la condicidn de frontera
correspondiente. Por lo tanto, es posible decir que las dos contribuciones principales de la
distribucion describen el decaimiento de la temperatura maxima (la de la placa) en el eje vertical,
debido a un proceso difusivo de transferencia de energia y a la respuesta del tipo de fluido en ese
fendmeno de difusién transitorio; este comportamiento indica que sélo existe transferencia de

energia en una region especifica de fluido y por tanto, una capa limite térmica.

Para el MFFSG, la primera parte de la ecuacién (53) representa la contribucién de la respuesta
viscoelastica a la distribucion térmica del sistema en un punto determinado (dada por la funcién
de Green). Cabe resaltar que con el término (1+Wi D) es posible hacer un simil de la ecuacién
constitutiva adimensional de Maxwell, lo que permite analizar qué tanto impacta la respuesta
viscoelastica a la distribucion térmica, es decir, si la rapidez de cambio del gradiente de velocidad
es grande o el Wi, la derivada temporal fraccionaria dominara el término y por tanto, la
viscoelasticidad del fluido impactara altamente la distribucion de temperaturas. Por otro lado, si la
rapidez de cambio es despreciable o el Wi—=>0, la respuesta viscoelastica del fluido tendrd un
impacto casi nulo, ya que el fluido presentara un comportamiento similar al newtoniano. El valor
del exponente fraccionario de la derivada permite confirmar que la viscoelasticidad y el

movimiento del material tendrd un papel determinante en el proceso de difusiéon de energia,
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cuando S0 el gradiente de velocidad serd el factor que afecte con mayor fuerza el proceso
difusivo, mientras que para -1 serd la rapidez de cambio del gradiente de velocidad quien

influenciara la difusion.

Con esta solucidn analitica, ecuacién (52), se ha analizado brevemente el efecto no newtoniano o
viscoelastico en la transferencia de energia (ademas, puede ser extendida a cualquier tipo de

fluido no newtoniano).

Se reconoce que la obtencién de gréficas de distribucién de temperatura ilustrarian
explicitamente el comportamiento del fluido, sin embargo, con lo presentado en este trabajo es
posible inferir, sin involucrar técnicas computacionales o métodos numéricos, como se distribuira
la temperatura con sélo con analizar las ecuaciones obtenidas, por lo que se considera que es una

aportacion muy valiosa en el area de mecanica de fluidos no newtonianos y reologia.
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Tabla 7. Forma que adquiere la funcién y(S,T) para diferentes ecuaciones constitutivas y algunos casos especiales del MFFGS.

Ecuacion constitutiva

ws,7)

l.
MFFSG con B=1

(caso limite: FSG)

FSG [46]

.
MFFSG con =1, a=0
(caso limite: Newtoniano)
Iv.

Fluido Newtoniano [40]

©

EJ. L exp(— T(’E_Z }fzxos( ¢S jx
EcPr( 0 Jﬂ (1+2\Ni§2+(1+Wi2)§4) 1+Wié JPr

1+Wi— 0
1T
1+ Wi &2

{—Wi —E2_WikE? ¢ exp( ](Wi + &2 (1+Wi2))cos(7')+ sen(T)}dé

1 cpelnoe ol 5 o

2 (&5 (1+(1-&)wig) S i
7] 1+ (Wi +&2)° Cos(ﬁc’g)se (7)ae

0

Ec Pr£l+Wia—J
oT

2

EcPr EJ. {15; cos(j%j(§2cos(T)—§2exp(—sz)+sen(T))}df

?[exp[_\/gsj{sen(T—\/%S)_COS(T_\/%SHZJ
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Conclusiones

Se obtuvieron soluciones analiticas equivalentes, para la ecuacién de movimiento, mediante
transformaciones integrales y funciones de Green fraccionarias, las cuales se validaron y a su
vez a la propuesta de homogeneizacion fraccionaria, ya que reprodujeron con gran exactitud
los casos limite estudiados. Estas soluciones son validas para valores de la escala espacial
mayores a cero (y=0") y mostraron un error maximo de 31% respecto al fluido newtoniano y de

1% respecto al FSG.

Las distribuciones de velocidad obtenidas presentaron un valor maximo para la amplitud y una
capa limite., la cual resulté ser mayor en el MFFSG que en el FSG y FN (MMFSG>FSG>FN) y
dentro del MFFSG la capa limite es mayor cuando /- 0. Se otorgd significado fisico al
exponente fraccionario de la derivada (que representa a un fluido diferente con cada valor de
£ ), relaciondndolo con la disipacion del movimiento, o directamente con los efectos de

memoria, que pueden ser mas fuertes cuando beta tiene un valor pequefio.

Con el tratamiento dado a la ecuacion de energia se obtuvo una solucién analitica que puede
ser extendida a cualquier tipo de fluido no newtoniano y con la cual se analizd, a pesar de no
haber obtenido graficas de la distribucién de temperatura, el impacto de la viscoelasticidad en

el proceso de transferencia de energia, de forma andlaga a la ecuacion de Maxwell.

En general, las soluciones exactas obtenidas para los balances de momento y energia del SPS
para un MFFSG, asi como el desarrollo y andlisis desarrollado a partir de ellas, permiten

corroborar que éstas son muy importantes para comprender situaciones fisicas basicas, asi
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como medios para plantear y resolver otros problemas que involucren flujos de mayor

complejidad fisica.
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Apéndice 1

Transformadas integrales y Funciones Mittag Leffler

Las funciones Mittag Leffler y su derivada se expresan de la siguiente manera:

© n

Z
E. ()= ) —— (A.1.1)
(2) ;F(ﬂnw)
= k)!z"
EX = (n+ A.1.2
2u(2) HZ_O: n! T'(An+ Ak + u) (A1

Se presentan las transformadas de Laplace y Fourier empleadas en una de las solucién de la

ecuacion de movimiento [42,48,50].

Transformadas de Laplace

if__ S _
L (Serwzj_cos(a)t) (A.1.3)
E’l( > @ 2j:sen(a)t) (A.1.4)
s+
L (sf(s)-F(0))=F'(t) (A.L.5)
n-1 d?
El(sﬂ f(s)-> sDf**f (tzo)j:dt_ﬂ':(t) (A.1.6)
k=0
LM (s)g(s))=[F()G(t-t)dt' = F(t)*G(t) (A.17)
0
A-p
o o1 | = ED) (£t (A.18)
(s"¢)
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Transformadas seno de Fourier

7 @ - [2siony

donde sign es la funcidn signo, la cual esta determinada por la siguiente

-1  y<O0

sign(y)z{ L ooy

FHEF(S)=F'(y)

FH=1(E)=F(y)

g1 Ler))-Fy

(A.1.9)

(A.1.10)

(A.1.11)

(A.1.12)

(A.1.13)
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Apéndice 2

Procedimiento de solucion de la ecuacion de movimiento
mediante transformadas integrales, anadlogo al trabajo de Khan
et al [21].

A partir de la ecuacion (23.4):

. _ 1 2 s
V(&)= [S+v§ *yafir ”%”j\/;év Sz+a)2+

[ : j(erﬂlﬂ{cos(ﬁj > —sen[&j @ }
S+vE: + af s 2 )s*+ o’ 2 )s*+a’ (A.2.1)

Reescribiendo el factor comin como:

1[ VE? j 1[ s+ afls’ }
= oy =yl el ey sy vy
S\s+vé +al s SU s+vé+ad’s (A.2.2)

Y sustituyendo en (A.2.1) se obtiene:

_ (. s+al’ 2, s
VX(QK’S)_@/( s+w§2+a§21ﬁ'15ﬁJ v

[ 1 e ﬁ)a\/zfvﬁ‘la)ﬁ{cos(ﬁj > > 2—sen[&) 2(0 2}
S+VvE +af s Vg 2 )S“+w 2 )s"+w (A.2.3)

7 P+

Si se desarrolla el denominador como:

1 _i(—l)k (ve) ks 7 (A.2.4)

s+vE + gt/ Lt K (31—ﬂ+vézzrﬂ—1)k“

Y se introduce en la ecuacién (A.2.3):

o

1 }2 S s 2 : -1)" k k1 grx=r s 5: -1)¢ K kls™*
(5 S) V 2 2 2 2 ( |) (Véz) - 2 1 1 g2 Zafz ( |) (ng) - 2_p-1\*t
§v S‘+w° ST+ k! (s e S“+w - k! S Py arh )
=0

k=0

ool e S et
T 2 )s°+w 2 )s“+w e k! (Slﬂ+a§2/}l)

(A.2.5)
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Se aplica la transformada inversa de Laplace a cada término

Segundo término

0

~ = _1k Ik K1 glpk=s _1k . .
£ 1{52;5(022( k!) () (s ﬂ:/ggz pe 1)k+1}cos(a)t)*z( k!) (v’ ) tE") (&)

k=0

(A.2.6)

Tercer término

(Y ‘ s Q) 2\ 1k k 2 1
El{SZEQZ afzz( kl) (V§2) (slﬂ-tlsTﬁ)m}zcos(wt)*z( kl) (v§ ) t _ﬁEl(—,)B,l—ﬁ+/ik(_a§ RN _/,)
! o )

(A.2.7)

Cuarto término
-1 R Br s pr ( K1g k7

£ { \/7§VT |:COS( 5 ]s +a) Sen[ js +CO :|z lﬂ+a§2 ﬂl)k”'
a\/%v P lgh {cos(%)cos(wt)— sen( jsen(wt)} Z ( ) t El(k}? - (a(:zz_ﬂ—ltl—ﬂ)

(A.2.8)
El campo de velocidades en el espacio de Fourier y la escala temporal queda:
V(&) :é\/%Vcos(a)t)—
cos(at) *2(_‘(—12'(( v ) B () -
Py
cos(at) *iﬁ(—ll)k(vfz)ktkﬁEﬁl)g,l_ﬁmk (et )+
\/7§Vrﬁ ‘o’ {cos(ﬁ jcos(a)t) -~ sen(%jsen(wt)} * 2%(%# tEL) 1 (O%EZT/}_]TH})
- (A.2.9)
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Finalmente, se aplica la transformada inversa de Fourier a la ecuacion (A.2.9) para obtener la

nueva forma de la solucion:

v(&,t)=Vcos(at) -

0

cos(a)« Y o vty (veterrr)-
()2 > 5

k=0

cos(at)* ﬂ Vézz ktkiﬂEfl_() 1-B+ K —0!4:21'/}7]1:17'3 +
(et) Kl pA-+p

a\/%v PP [cos (%] cos(mt) - sen(ﬂ—zﬁj sen (a)t)} % Z%(Vsﬂ )k N El(lj)ﬂ,hﬁk (agzrﬂ,ltl,ﬁ)
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(A.2.10)
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