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IInnttrroodduucccciióónn  
 

El empleo y aplicación de fluidos que no presentan comportamiento newtoniano (lubricantes, 

polímeros, alimentos, etc.) y en especial de aquellos que exhiben propiedades viscoelásticas ha 

ido  en  aumento  en  las  décadas  recientes  y,  como  consecuencia,  el  estudio  del 

comportamiento de estos fluidos bajo ciertas condiciones de flujo, así como las soluciones de 

las  ecuaciones  de  balance  con  ecuaciones  constitutivas  correspondientes,  se  ha  vuelto 

relevante.  

 

Las soluciones exactas de  las ecuaciones de movimiento son ampliamente estudiadas ya que 

permiten comprender situaciones físicas básicas, como herramientas para plantear y resolver 

otros problemas que involucren flujos de mayor complejidad física (cuya solución analítica no 

sea posible) y  como  criterio de  comparación para  los  resultados obtenidos  con métodos de 

solución aproximados [1].  

 

El  fluido  de  segundo  grado  es  el modelo  diferencial más  simple  capaz  de  describir  algunos 

efectos de viscoelasticidad no  lineal  (diferencia de esfuerzos normales) [4] y, con  la ecuación 

de  movimiento  permite  obtener  algunas  soluciones  exactas  [1].  Sin  embargo,  existen 

restricciones que acotan el modelo a ciertos materiales y situaciones de  flujo  [5], por  lo que 

para extender su aplicación o generalizarlo se han empleado diferentes métodos; uno de ellos 

es el denominado modelo  fraccionario, que  consiste en  remplazar  la derivada  temporal por 

una  derivada  temporal  de  orden  fraccionario  logrando  así  describir  con  mayor  exactitud 

ciertos fenómenos de viscoelasticidad lineal y no lineal [6]. 

 

El  segundo  problema  de  Stokes  (SPS)  ha  sido  clasificado  como  un  problema  con  solución 

exacta [40] y tiene aplicaciones en diversas áreas como química, biomedicina, reología, micro y 

nanotecnología. Por ejemplo, en microfluídica se emplean bombas  impulsadas por esfuerzos 

de corte como alternativa para producir flujos rápidos a través de canales, sin la necesidad de 

ejercer presiones elevadas [33,34], y los fenómenos que ocurren en estos dispositivos pueden 

ser  descritos  inicialmente  con  el  SPS,  para  posteriormente  refinar  la  descripción  física 

añadiendo o quitando algunas  restricciones al sistema; en  reología y  reometría puede servir 

como conocimiento básico de pruebas oscilatorias en geometrías rectangulares.  
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En este trabajo se estudia el SPS con placa calentada para un modelo fraccionario del fluido de 

segundo grado con la finalidad de acrecentar el acervo de soluciones exactas de los problemas 

más relevantes y con aplicación en la mecánica de fluidos y reología, comprobar la validez del 

modelo  fraccionario  y  observar  la  influencia  de  la  derivada  fraccionaria  en  las  ecuaciones 

constitutivas y en las soluciones.   

 

El trabajo desarrollado se divide en cinco capítulos. En el capítulo 1 se  introducen conceptos 

básicos sobre el fluido de segundo grado (FSG) y sus generalizaciones, haciendo énfasis en el 

modelo fraccionario del FSG. En el siguiente capítulo se realiza una descripción más amplia del 

SPS  y  se  reducen  las  ecuaciones  de  movimiento  y  energía  con  la  ecuación  constitutiva 

seleccionada,  así  como  el  respectivo  análisis  dimensional.  En  el  capítulo  3  se  aborda  la 

ecuación de movimiento, se resuelve y analizan resultados, mientras que en el cuarto capítulo 

se desarrollan  las expresiones para el balance de energía. Las conclusiones se muestran en el 

capítulo 5.  
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OObbjjeettiivvooss  
 

General 

Obtener la solución exacta del segundo problema de Stokes con placa calentada para un 

fluido viscoelástico descrito por el Modelo Fraccionario del Fluido de Segundo Grado (MFFSG) 

y compararla con los casos límite de este modelo: el fluido newtoniano y el 

 

 fluido de segundo grado. 

 

 

Específicos 

Para cumplir con el objetivo general se desarrollan los siguientes puntos: 

1. Realizar  el  análisis  dimensional  de  las  ecuaciones  resultantes  del  balance  de 

movimiento  y  energía,  ya  que  la  consistencia  dimensional  es  indispensable  para 

obtener una solución adecuada  

2. Emplear herramientas del cálculo fraccionario, transformaciones integrales y funciones 

de Green para obtener una solución analítica de la ecuación de movimiento y validar la 

solución mediante la reproducción de los casos límite seleccionados  

3. Analizar el significado físico del valor del exponente fraccionario de la derivada, ya que 

es  el  elemento  que  hace  cambiar  la  ecuación  constitutiva  del  FSG  y  por  tanto  es 

indispensable revisar su impacto en la distribución de temperatura 

4. Analizar  la  ecuación  de  energía  y  obtener  una  expresión,  para  la  distribución  de 

temperaturas del sistema mediante funciones de Green,   que permita comprender el 

efecto de la viscoelasticidad en la transferencia de energía.  
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CCaappííttuulloo  11  
 

Fluido de Segundo Grado y Modelo Fraccionario del Fluido de 
Segundo Grado 

 

Los fluidos no newtonianos adquirieron dicha denominación debido a que su comportamiento 

no sigue la ley de viscosidad de Newton [1] y, por tanto, las ecuaciones de Navier‐Stokes. Estos 

fluidos  han  sido  clasificados  de  acuerdo  a  diversos  criterios,  sin  embargo,  uno  de  los más 

empleados es aquel que los divide según la variación de la velocidad de deformación, en:  

a) Fluidos independientes del tiempo, también denominados fluidos puramente viscosos, 

inelásticos  o  fluidos  newtonianos  generalizados.  Son  aquellos  en  los  cuales  la 

viscosidad es dependiente de la velocidad de deformación (y no del tiempo) como los 

fluidos dilatantes o adelgazantes [2,3] 

b) Fluidos  dependientes  del  tiempo.  Son  aquellos  en  los  que  la  viscosidad  depende 

también de  la duración del esfuerzo y de  la historia de  las deformaciones (materiales 

tixotrópicos o reopécticos) 

c) Fluidos  viscoelásticos.  Exhiben  características  viscosas  y  elásticas,  es  decir,  pueden 

mostrar  recuperación  elástica  parcial  posterior  a  la  deformación.  La  respuesta  del 

material depende no solamente de su estructura o respuesta viscoelástica, si no de las 

condiciones de flujo al que es sujeto.  

 

En  algunos  casos,  los materiales  existentes  presentan más  de  uno  o  combinaciones  de  los 

comportamientos mencionados en la clasificación anterior (su complejidad estructural supera 

las abstracciones realizadas en cualquier clasificación), sin embargo, se debe identificar cuál de 

ellos es el dominante y establecer  las consideraciones necesarias para que sólo uno de ellos 

pueda representar con buena exactitud las características y el flujo del fluido [2].  

 

El objeto de estudio de este trabajo se limita a los fluidos viscoelásticos debido a que muchos 

de  los materiales de  interés práctico  (polímeros  fundidos,  fluidos biológicos  como  sangre o 

líquido sinovial, etc.) exhiben características viscoelásticas  [2], además de que a partir de  las 

ecuaciones constitutivas empleadas para éstos se pueden obtener algunas soluciones exactas.  
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Las ecuaciones constitutivas son aquellas que relacionan adecuadamente el esfuerzo aplicado 

con  la  rapidez de deformación  [36] del  fluido. Pueden  clasificarse, bajo  la  teoría del medio 

continuo, de acuerdo a cómo se expresa matemáticamente el esfuerzo en: 

a) Modelos  Integrales.  El  esfuerzo  se  encuentra  de  forma  explícita  [4]  y  depende 

fuertemente de la historia de las deformaciones (efectos de memoria) del material [5] 

b) Modelos de rapidez o cambio. Estas ecuaciones  incluyen al menos la primera derivada 

temporal del esfuerzo, éste no se encuentra de forma explícita y depende fuertemente 

de la historia de las deformaciones (efectos de memoria) del material [4] 

c) Modelos Diferenciales. El esfuerzo se encuentra de forma explícita y sólo una pequeña 

parte de la historia de las deformaciones lo influye [5], por tanto, se considera que sólo 

es  función  de  la  velocidad  de  deformación  y  de  un  número  finito  de  sus  derivadas 

temporales [6]. 

 

La ecuación más general en los modelos diferenciales supone que el esfuerzo es función de los 

tensores An de Rivlin‐Ericksen  [37],  los cuales  representan  los gradientes de desplazamiento, 

velocidad y aceleración  en un material isotrópico al tiempo t. El fluido de segundo grado (FSG) 

pertenece  al  grupo  de  las  ecuaciones  diferenciales  de  Rivlin‐Ericksen  y  es  una  de  las más 

empleadas [1] debido a su sencillez y capacidad de predecir algunos efectos viscoelásticos no 

lineales. 

 

Fluido de Segundo Grado (FSG) 

Esta  ecuación  relaciona  el  tensor  de  esfuerzos  de  Cauchy  (simétrico)  con  la  deformación 

mediante los tensores de Rivlin‐Ericksen, para un fluido incompresible e isotrópico. 

Se expresa matemáticamente de la siguiente forma 

1 1 2 2 1 1η α αΤ = − + + + ipI A A A A
 

  (1) 

del  lado  izquierdo de  la ecuación se expresa el tensor de esfuerzos totales, mientras que del 

lado derecho, el primer término representa la presión que es un esfuerzo normal, por lo que se 

encuentra multiplicada por el tensor identidad para asegurar que contribuya únicamente a los 

esfuerzos normales; el término es negativo debido a la convención de signos (los esfuerzos de 

compresión  son  negativos)  [7].  El  segundo  término  se  refiere  a  la  contribución  viscosa  del 
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material,  siendo η  la  viscosidad;  los  términos  sucesivos  representan  el  comportamiento  no 

newtoniano  del  fluido;  los módulos materiales  1α   y  2α   generalmente  son  referidos  como 

coeficientes de las diferencias de esfuerzos normales [5]. Los tensores A1 y A2 son los primeros 

dos de  la  serie de  tensores de Rivlin‐Ericksen  [5]; el primero  representa el doble del  tensor 

rapidez  de  deformación  (D)  que  corresponde  a  la  parte  simétrica  del  tensor  gradiente  de 

velocidades (∇v=L) y se expresa como 

1 2 T TA D L L v v= = + = ∇ + ∇
    (2) 

mientras el segundo  tensor de Rivlin‐Ericksen A2, que  representa el cambio del gradiente de 

velocidad  en  el  espacio,  en  la  dirección  del movimiento,  y  la  deformación  del medio,  se 

expresa de la siguiente forma: 

2 1 1 1 1 1 1 1
∂⎛ ⎞= + + = + ∇ + +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

i i i i iT TDA A A L L A A v A A L L A
Dt t   (3) 

 

En  la ecuación  (1) es posible observar que  los primeros dos  términos del  lado derecho  son 

prácticamente iguales a los del modelo del fluido newtoniano, es por ello que algunos  autores 

[10, 11,26] la consideran una expansión de este fluido hasta el segundo orden, cuyos términos 

adicionales representan  las desviaciones debidas a  los efectos elásticos. Desde este punto de 

vista, el modelo se denomina fluido de segundo orden, además se considera que los módulos 

materiales η α α1 2, ,  son constantes, que no dependen de  los  invariantes del tensor gradiente 

de velocidades y se encuentran a partir de datos experimentales [9]. Por lo tanto, se considera 

que el  fluido de segundo grado presenta  funciones materiales dependientes del movimiento 

del  fluido  (funciones  lineales  y  no  lineales  del  tensor  rapidez  de  deformación  y  de  los 

invariantes del gradiente de velocidades) y de las condiciones termodinámicas. 

 

Otra  de  las  características  del  fluido  de  segundo  grado  es  que  está  sometido  a  ciertas 

restricciones importantes: 

1. Compatibilidad termodinámica. Para que se cumpla la desigualdad de Clausius‐Duhem 

(expresión matemática para  la segunda  ley de  la  termodinámica para sistemas en el 

continuo),  se  requiere  que  los   módulos materiales  tengan  los  siguientes  valores: 

1 1 20, 0, 0η α α α≥ ≥ + =  [5] 
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2. El  flujo  debe  ser  lo  suficientemente  lento.  Es  decir,  bajas  velocidades,  amplitudes 

pequeñas y con  variaciones de velocidad pequeñas [4] 

3. La  historia  de  las  deformaciones  del  material.  Es  decir,  las  deformaciones  que 

ocurrieron en un pasado  lejano deben tener una influencia menor que las del pasado 

reciente sobre el esfuerzo actual (memoria no permanente) [25]. 

 

Respetando  las  restricciones  es  posible  obtener  resultados  comparables  con modelos más 

complejos    (ej. Oldroyd),  tanto con el  fluido de  segundo grado como con  fluido de  segundo 

orden  [5,  6].  Sin  embargo,  con  la  finalidad  de  que  estos modelos  reproduzcan  con mayor 

fidelidad  las  situaciones  de  flujo,  se  han  empleado  algunos  métodos  para  mejorarlos  o 

generalizarlos y así, ampliar su aplicabilidad. 

 

Generalizaciones del Fluido de Segundo Grado 

Algunos de  los  comportamientos más  recurrentes en  los procesos  con  fluidos  viscoelásticos 

que se desean reproducir con las ecuaciones constitutivas, son el aumento o disminución de la 

viscosidad  respecto al esfuerzo,  la dependencia de  los esfuerzos normales con  la  rapidez de 

deformación y los efectos de memoria del material.  

 

Existen  dos  formas  principales  de  generalizar  el  modelo  de  FSG,  la  primera  consiste  en 

modificar  los  coeficientes materiales  (viscosidad  y  coeficientes  de  diferencias  de  esfuerzos 

normales) y la segunda en el empleo del cálculo fraccionario. En la Tabla 1 se exponen algunas 

de las generalizaciones más reportadas en la bibliografía [5]. 

 

El  empleo  del  cálculo  fraccionario  en  viscoelasticidad  es  considerado  como  un  método 

“empírico” de descripción de propiedades viscoelásticas de  los materiales. Se ha demostrado 

que esta generalización permite una descripción más exacta, que los modelos convencionales, 

de ciertos fenómenos de viscoelasticidad lineal y no lineal, como: 

 

a) Procesos de relajación y recuperación, que pueden ser descritos adecuadamente con 

un número bajo de parámetros de ajuste 

b) Comportamientos de relajación no exponenciales 
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c) Movimientos  aleatorios  (microbrownianos)  de  las  moléculas  en  la  descripción 

fenomenológica de medios viscoelásticos [10, 11, 13, 14,30] 

 

El modelo fraccionario del fluido de segundo grado es uno de  los modelos más flexibles para 

describir fenómenos viscoelásticos [5], así como para obtener soluciones exactas que permitan 

analizar física y matemáticamente situaciones de flujo. 
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Modelo  Modificación/Generalización  Ecuación  Observaciones 

Fluido 

Generalizado 

Tipo I (FSGGTI) 

 

Tipo II (FSGGTII) 

 

Se sustituye el término de 
viscosidad en el FSG por un 
modelo constitutivo capaz de 

predecir el aumento o 
disminución de la viscosidad, en 
este caso, la ley de la potencia 

generalizada. 

2/ 2
1 21 2 1

η α α= − + Π + +mT p I A A A
 

 

( )2/ 2
1 21 2 1

η α α= − + Π + +mT p I A A A
 

donde  ( )2
1

1
2

tr AΠ =
     y   tr= traza del tensor 

El valor de m define si existe adelgazamiento (m<0) 
o espesamiento (m>0) del fluido [8,10] 

Estos modelos han sido utilizados para describir 
algunas interacciones de fluidos de estructura más 

compleja como lodos de carbono [5,11]. 

Con el modelo de 

viscosidad 

variable 

Incluye la dependencia de la 
viscosidad respecto a la 

temperatura (θ ) y la 
concentración (φ). 

( )

( ) ( )

1 2/ 2
1 1 2 2 2

2.5

0

,

, 1 γ θ θ

η θ φ α α

φη θ φ η φ

−
−

= − + Π + +

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

o

m

máx

T pI A A A

e

 

Fluidos como la lava basáltica o compuestos 
fundidos siguen la relación Einstein‐Roscoe para la 
viscosidad, la cual es mostrada en la ecuación. 
También puede emplearse en fluidos donde la 
disipación viscosa es significativa (lubricantes, 

polímeros, etc.) [9]. 

Tipo III (FSGGTIII) 
Dependencia de los esfuerzos 
normales con el gradiente de 

velocidades. 

( )1 2 2/ 2 / 2
1 21 2 1

m mT p I A A Aμ α α= − + Π + Π +

 

Puede reducirse al modelo del fluido de Boger 
cuando m1=0, asimismo, los modelos FSGGTI y 

FSGGTII son casos especiales de éste [5]. 

Con la función de 

viscoplasticidad  

Introduce un esfuerzo de 
cedencia con la función de 
viscoplasticidad de Shulman. 

( )2
1 21 2 1

T p I M A A Aμ α α= − + + +
 

( )1/1/ 1/2
0

nmnM Aτ μ −⎡ ⎤= + Π⎣ ⎦  

Este modelo es utilizado  en cálculos de caídas de 
presión en molduras de diversas geometrías [5,10]. 

Modelo 

Fraccionario  

(MFFSG) 

Incluye algunos efectos de 

memoria y variación de la 

viscosidad. 

La ecuación (1) mantiene la forma, el cambio es 
en el tensor A2 

( )2 1 1 1 1
T

tA D A v A A L L Aβ= + ∇ + +i i i
 

Puede representar eficientemente el 

comportamiento de los módulos de almacenamiento 

o pérdida en flujos cortantes simples, en geometrías 

rectangulares y cilíndricas [12,18,19,21].  

Tabla1. Generalizaciones más reportadas para el fluido de segundo grado
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  Generalización Fraccionaria del FSG 

El  concepto de derivada  fraccionaria ha  sido estudiado desde hace más de doscientos años 

[20], sin embargo, ha ganado importancia recientemente debido a que se ha demostrado que 

estas derivadas son útiles para la descripción espacial o temporal de ciertos fenómenos físicos 

[17, 18, 22]. Las derivadas temporales fraccionarias se emplean en viscoelastidad debido a que 

se considera que éstas incluyen efectos de memoria del material [23]. 

 

Existen  diferentes  definiciones  para  las  derivadas  fraccionarias  temporales,  siendo  las más 

empleadas las de Riemann‐Liouville de límite inferior igual a cero (R‐L) y Caputo [15, 16]. En las 

ecuaciones (4) y (5) se expresan respectivamente las derivadas temporales fraccionarias de la 

función f(t) 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )1

0

1 1tm

t mm

dD f t f t f d
t m dt t

β
β

ββ τ τ
β τ + −

∂
= =
∂ Γ − −∫

 

(4) 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

1
0

1β
β

ββ

τ
τ

β τ + −

∂
= =
∂ Γ − −∫

mt
C

t m

f
D f t f t d

t m t   (5) 

 

En  ambas  definiciones  se  debe  cumplir  que  el  exponente  fraccionario  cumpla  con  las 

siguientes características:  β +\Є , así como  ( )0 1β β> − < <y m m . Estas expresiones son 

las más generales, frecuentemente, en viscoelasticidad, se define m=1. 

Γ(z)  representa  la  función  gamma,  la  cual  posee  propiedades muy  útiles  para  el manejo  y 

desarrollo  matemático  de  las  ecuaciones  diferenciales  fraccionarias  y  está  definida  de  la 

siguiente manera [15] 

( ) 1

0

∞
− −Γ = ∫ \u zz e u du para toda zЄ   (6) 

La ecuación (4) es una de  las primeras expresiones desarrolladas para este tipo de derivadas, 

por  tanto,  se  ha  utilizado  con mayor  frecuencia  en  diferentes  áreas  ya  que  es  considerada 

como una generalización razonable de la derivada “clásica” y un operador lineal continuo con 

respecto  a  β  [24].  Sin  embargo,  esta  definición  presenta  algunas  desventajas  para  la 

interpretación física de  los fenómenos a describir; por ejemplo,  la derivada de una constante 
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no  es  igual  a  cero  y  que  para  las  ecuaciones  diferenciales  de  orden  fraccionario  (β)  se 

requieren un número de condiciones  iniciales  igual β*; el cual es el valor del menor número 

entero mayor que el valor de β. A pesar de estas características, es innegable el hecho de que 

la introducción de la derivada temporal R‐L a un sistema de ecuaciones, tiene un impacto en la 

física del problema y que proporciona una aproximación más adecuada a algunas situaciones 

reales [17, 23, 27].  

 

Por  otro  lado,  la  derivada  de  Caputo  es  utilizada  para  describir  sistemas  dinámicos  con 

memoria a largo plazo y su principal ventaja es que las condiciones iniciales se mantienen en la 

misma  forma  que  en  las  ecuaciones  diferenciales  de  orden  entero  correspondientes,  sin 

embargo  suelen  ser  más  restrictivas  matemáticamente  que  las  derivadas  de  R‐L,  ya  que 

requieren la integrabilidad absoluta de las derivadas de orden m de la función f(τ), y a que sólo 

presentan  consistencia  superior  de  orden  fraccionario  [15,17,24].A  pesar  de  las  diferencias 

existentes  entre  ambas  derivadas,  algunos  estudios  [23,24]  concluyen  que  cuando  las 

condiciones iniciales de las ecuaciones son homogéneas, el valor de ambas coincide. 

 

En mecánica  de  fluidos  y  reología  se  ha  utilizado  la  derivada  de  R‐L  con mayor  frecuencia 

[5,8,10,11,19,21]  que  la  de  Caputo,  esto  puede  explicarse  de  acuerdo  a  las  fuertes 

restricciones matemáticas de  la derivada de Caputo, a que en gran parte de  los problemas a 

estudiar  se  presenta  la  condición  inicial  igual  a  cero  y  que  puesto  que  en  fenómenos  de 

viscoelasticidad el exponente fraccionario tiene los valores 0≤ β ≤1; el número de condiciones 

iniciales suficientes es  igual a uno y esta condición es  la homogénea[23]. Por dichas razones, 

en  el  presente  trabajo  también  se  empleará  la  derivada  R‐L,  además  de  que  será  posible 

apreciar similitudes o diferencias con otros estudios.   

 

  Modelo Fraccionario del Fluido de Segundo Grado (MFFSG) 

En este modelo  se  sustituye  la derivada  temporal por una de orden  fraccionario  (R‐L) en el 

segundo tensor de Rivlin‐Ericksen, quedando como 

( )2 1 1 1 1
T

tA D A v A A L L Aβ= + ∇ + +i i i
  

(7) 
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Expresando  la derivada  temporal  fraccionaria en  términos de  (4) y el  tensor         en notación 

indicial,  con  la  finalidad  de  observar  con mayor  claridad  la  diferencia  que  existe  entre  la 

ecuación del FSG y el MFFSG, se obtiene 

( ) ( )
( )

0

1 1
1

β
β

ββ τ τ
β τ

∂
= =
∂ Γ − −∫

t

t ij ij ij
dD A A A d

t dt t
    (8) 

Es  importante resaltar que con el MFFSG es posible recuperar dos casos especiales, el  fluido 

newtoniano  (cuando  α1  =  α2  =0  o  α1=0  y  β=1)  y  el  FSG  (cuando  β=1),  que  se  vuelven 

indispensables para validarlo y comparar los resultados obtenidos [21,28]. 

 

El  valor  de  β,  generalmente  en  el  intervalo    0≤β≤1,  es  de  gran  relevancia  en  este modelo 

debido  a  que  la  velocidad  y  el  esfuerzo  dependen  fuertemente  de  él,  provocando  que  se 

puedan describir algunos fenómenos de flujo como el adelgazamiento o engrosamiento de  la 

viscosidad [13,18,21,28].  

 

Los  efectos  de memoria  descritos  por  esta  generalización  están  vinculados  a  la  integral  y 

derivada fraccionaria de R‐L, ya que su definición es equiparable a un modelo de relajación de 

esfuerzo para un material viscoelástico (tipo no exponencial) y para una dinámica restringida a 

tiempos positivos, es decir, el esfuerzo y la deformación son nulos a tiempos menores o igual a 

cero [31,32]. De acuerdo a estas ideas, es posible decir que los efectos de memoria no son tan 

restrictivos para el MFFSG. 

 

 

 

 

1A
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CCaappííttuulloo  22  
 
Segundo  Problema  de  Stokes  con  placa  calentada  para  el 

MFFSG. Planteamiento y Análisis Dimensional  

 

El Segundo Problema de Stokes  (SPS) describe el movimiento de un  fluido que se encuentra 

inicialmente en reposo sobre una placa plana lo significativamente larga (“de longitud infinita”) 

para  que  los  efectos  de  borde  entre  el  fluido  y  la  superficie  no  se  consideren.  En  cierto 

instante,  la  placa  se  moverá  con  oscilaciones  unidireccionales,  armónicas  y  de  amplitud 

constante sobre su propio plano, induciendo el movimiento del fluido [33,40].  

 

El  SPS  ha  sido  clasificado  como  un  problema  con  solución  exacta  y  tiene  aplicaciones  en 

diversas  áreas  como  química,  biomedicina,  micro  y  nanotecnología.  Por  ejemplo,  en 

microfluídica  se emplean   bombas  impulsadas por esfuerzos de corte como alternativa para 

producir  flujos  rápidos  a  través  de  canales,  sin  la  necesidad  de  ejercer  presiones  elevadas 

[33,34].  Los  fenómenos que ocurren en estos dispositivos pueden  ser descritos  inicialmente 

con el SPS y posteriormente refinar la descripción añadiendo o quitando algunas restricciones 

al sistema. 

 

Este problema de Stokes ha sido ampliamente estudiado para fluidos newtonianos y algunos 

modelos no newtonianos (especialmente viscoelásticos lineales) [33]; sin embargo, para el FSG 

y MFFSG no existe  tanta  información y ésta se reduce, aún más, cuando se considera que  la 

temperatura de la placa es distinta que la del fluido, es decir, un proceso no isotérmico. En la 

tabla 2  se enlistan  los  trabajos  realizados  con el MFFSG  y el movimiento de un placa plana 

infinita, donde se observa que el estudio de este problema ha adquirido reciente  atención. Los 

desarrollos más  importantes  sobre  estos  temas  se  han    llevado  a  cabo  principalmente  en 

países  de  oriente,  han  empleado  los  operadores  R‐L  y  como  herramienta  de  solución  las 

transformadas de Fourier y Laplace. En  la mayoría de  los trabajos se proporciona un enfoque  

meramente matemático, sin darle énfasis al análisis físico del fenómeno.  
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Tabla 2. Antecedentes del empleo del modelo fraccionario del fluido de segundo grado para la solución 
de los problemas de Stokes  

 Autor(es)  País (es)   Contribución Año

Tan, Xu [14]  China 
Movimiento de una placa plana (Primer Problema de Stokes) en 

un fluido de segundo grado generalizado 
2002 

 
Khan, 

Nadeem, 
Hayat [13] 

Pakistán/EUA 
Movimientos no estacionarios de un fluido de segundo grado 

generalizado 
‐ Primer problema de Stokes 

‐ Movimientos en placas planas con gradientes de presión 

2005 

 
Shen, Tan, 
Zhao, 

Masouka 
[38] 

China, Japón 
El problema de Rayleigh‐Stokes (primer problema de Stokes) para 
un modelo fraccionario del fluido de segundo grado generalizado 

calentado 
2006 

Khan, Ali, Qi 
[21] 

Pakistán, 
China 

Soluciones exactas para flujos oscilatorios de un modelo 
fraccionario del fluido de segundo grado. 

‐Segundo Problema de Stokes 
‐ Flujo entre dos platos paralelos debido al movimiento de uno de 

ellos 
‐ Flujo debido a un gradiente de presión oscilatorio 

2009 

 
Khan, Wang 

[39] 

Pakistán, 
China 

Flujo entre dos placas paralelas y un plato perpendicular de un 
fluido de segundo grado generalizado con derivada fraccionaria 

2009 

 
 

Planteamiento del SPS con placa calentada para el MFFSG 

Se considera un fluido viscoelástico  inicialmente en reposo y con temperatura θb sobre 

una placa plana infinita a temperatura θo (Figura 1), en el instante ti la placa comienza a oscilar 

sobre su mismo eje y el fluido se mueve gradualmente. 

 

             

 

 

Las consideraciones generales del problema son: 

‐ Coordenadas rectangulares 
‐ fluido incompresible 
‐ movimiento oscilatorio de amplitud pequeña (lento) 
‐ modelo fraccionario (R‐L) del fluido de segundo grado  
‐ transporte unidireccional de movimiento y energía (en dirección y) 
‐ campo de velocidades no estacionario, no homogéneo  ( ),v v y t=  

θ0 

θb 

Fig. 1 Esquema del Segundo Problema de Stokes 

x
y

sω=xv VCo t
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‐ ( ),θ θ= y t  

‐ propiedades físicas constantes  ( ) ( ) ( ), ,η η θ ρ ρ θ κ κ θ≠ ≠ =  

‐ el fluido sigue la ley de Fourier (conducción de energía)  

‐ el flujo se da por arrastre (fuerzas externas despreciables) 

Se expresan las ecuaciones resultantes, sujetas a las restricciones, de continuidad, movimiento 

y energía. 

Al ser un fluido incompresible y sólo existir movimiento de la placa en dirección x, la ecuación 

de continuidad (9) se reduce a la ecuación (9.1) 

0ρ ρ
⎛ ⎞∂ ∂

+ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
i

i

v
t x

  (9) 

0xv
x

∂⎛ ⎞ =⎜ ⎟∂⎝ ⎠   (9.1) 

Los  componentes de  la ecuación de movimiento  (10)  se  reducen a  los mostradas en  (10.1)‐

(10.3)  debido  a  que  el  campo  de  velocidades  sólo  tiene  componente  en  dirección  x y 

transporte en dirección y 

ρ ρ
⎛ ⎞ ∂Τ∂ ∂

+ = +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

iji i
j i

j j

v vv g
t x x

  (10) 

Componente x:  

ρ
∂Τ∂ ∂Τ

= +
∂ ∂ ∂

xyx xxv
t x y

  (10.1) 

Componente y:  

0
∂Τ ∂Τ

= +
∂ ∂

yx yy

x y
  (10.2) 

Componente z:  

0
∂Τ

=
∂

zy

y
 

La  energía  se  transfiere  en  dirección  y  y  sigue  la  ley  de  Fourier,  por  lo  que  la  ecuación  de 

balance de enegía (11) se reduce a (11.1) 
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θ θρ
⎛ ⎞ ∂ ∂∂ ∂

+ = Τ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

j j
j ij

j i j

v q
Cp v

t x x x
  (11) 

θρ
∂∂ ∂

= Τ −
∂ ∂ ∂

yx
yx

qvCp
t y y   (11.1) 

 

Para conocer el sistema de ecuaciones a resolver, se debe determinar e introducir la ecuación 

constitutiva, ecuación  (1), en  las de balance. Por  tanto,  se desarrolla y expresa el  tensor de 

esfuerzos:  

2

2 2

1 2

0 0 0 00 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0
0 1 0 2
0 0 1

β

β

β

βη α α

∂∂
∂∂

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟Τ = − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x

x x

x x

x x

v
ty

v v
y t y

v v
y y

v vp
y y

 (12) 

Escribiendo los componentes normales (12.1) y los tangenciales (12.2) 

 
2

2α
⎛ ⎞∂

Τ = − + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
x

xx
vp
y

  ;     ( )
2

1 22α α
⎛ ⎞∂

Τ = − + + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠
x

yy
vp
y

  (12.1) 

1
βη α
⎛ ⎞∂ ∂

Τ = Τ = + ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
x x

xy yx t
v vD
y y

 ;  0Τ = Τ =y z z y   (12.2)   

 

Los  componentes  de  la  ecuación  de  movimiento  involucran  la  divergencia  del  tensor  de 

esfuerzos,  la  cual es  causante de  la aceleración del  fluido  [35,43]. En  las ecuaciones  (13.1  ‐ 

13.3) se expresan estas derivadas,  incluyendo  la consideración de que el flujo es por arrastre 

(no existen gradientes de presión en ninguna dirección) 

2

2α
⎛ ⎞⎛ ⎞∂Τ ∂ ∂
⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

xx xv
x x y

 (13.1) 

1
xy x x

t

T v vD
y y y y y

βη α
∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂

= + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠   (13.2) 
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( )
2

1 22α α
⎛ ⎞∂Τ ⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟= + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

yy xv
y y y   (13.3)   

 

Tensor de esfuerzos en las ecuaciones  de movimiento.         

Sustituyendo las ecuaciones (12 – 13) en las de movimiento, se obtiene  

Componente x:   
2 2

12 2

1 βη α
ρ ρ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

x x x
t

v v vD
t y y   (14.1)

 

Componente y:     ( )
2

1 2
10 2α α
ρ

⎛ ⎞∂ ∂
= + ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

xv
y y   (14.2)

 

 

Considerando  las  restricciones  termodinámicas  del  FSG  (α1+  α2=0),  las  ecuaciones  (14)  se 

reducen a:  

Componente x:   
2 2

12 2

1 βη α
ρ ρ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

x x x
t

v v vD
t y y   (14.4)

 

Componente y = 0  (14.5) 

Los componentes de  la ecuación de movimiento proporcionan valiosa  información  física,  sin 

embargo,  la única que describe qué es  lo que pone en movimiento al  fluido es  la ecuación 

(14.4),  por lo tanto, es la que se requiere resolver para obtener el campo de velocidades en el 

fluido.  El  término  del  lado  izquierdo  de  esta  ecuación  representa  la  aceleración  del  fluido, 

mientras  los  términos  del  lado  derecho  indican  que  el  cambio  del  sistema  se  debe  a  un 

proceso difusivo, que cuenta en el primer  término con una parte viscosa, siendo el segundo 

término  una  contribución  elástica.  En  esta  última  se  observa  la  presencia  de  una  derivada 

cruzada que permite describir el desarrollo de fenómenos difusivos en procesos transitorios de 

fluidos viscoelásticos.   
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Tensor de esfuerzos en la ecuación de energía. 

Introduciendo el componente  tangencial de  la ecuación constitutiva y  la  ley de Fourier en  la 

ecuación (11), se obtiene 

2 2

1 2

β

β

θ θρ η α
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x x xv v vCp k

t y y t y y   (15) 

La derivada  fraccionaria  sigue  siendo un operador  lineal, por  lo  tanto, es posible  realizar  la 

derivada del producto  

β

β

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

x xv v
t y y    

y la ecuación (15) se puede expresar como: 

( ) 2 2 2
1

22

β

β

ρ θ α θη
∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
x xCp v v k

t y t y y   (15.1) 

La ecuación  (15.1) es el balance de energía para el SPS con el MFFSG, donde el  término del 

lado izquierdo indica cómo varía la concentración de energía respecto al tiempo, mientras que 

los  términos  del  lado  derecho  indican  la  disipación  de  energía,  el  primero  debido  a  las 

propiedades  viscosas;  el  segundo  a  la  respuesta  elástica  del  fluido  y  por  último,  la 

transferencia de energía por difusión  (conducción). Retomando el  segundo  término,  se hace 

notar  la  presencia  de  una  derivada  cruzada  que  representa  el  desarrollo  del  fenómeno 

disipativo en un proceso transitorio del fluido viscoelástico.  

 

Las  expresiones  (14.7  y  15.1)  pueden  clasificarse  de  la misma manera  que  las  ecuaciones 

diferenciales  de  orden  entero,  por  tanto,  éstas  son  diferenciales  parciales  lineales,  no 

homogéneas,  de  orden  fraccionario  respecto  al  tiempo  (EDPF‐LNH).  Ambas  expresiones 

forman un sistema de ecuaciones semi acoplado por la velocidad, por lo que para conocer las 
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distribuciones  de  velocidad  y  temperatura,  primero  se  debe  resolver  la  ecuación  de 

movimiento para posteriormente sustituir la solución en la ecuación de energía. 

 

De acuerdo a Podlubny [42] es posible hacer una clasificación de los métodos más empleados 

en la solución de EDF y EDPF de acuerdo a si las ecuaciones son lineales o no. Las primeras se 

resuelven,  con  mayor  frecuencia,  mediante  transformaciones  integrales  (Fourier,  Laplace, 

Mellin) o funciones de Green fraccionarias; mientras que para las no lineales se emplean otros 

métodos, como los homotópicos o numéricos.  

 

Análisis dimensional 

Comprobar la homogeneidad dimensional de las ecuaciones que describen un fenómeno físico 

es indispensable, ya que ésta es indicadora de la consistencia entre las matemáticas y la física 

del problema, así como un medio útil para verificar que  se  realizaron operaciones correctas 

durante el desarrollo matemático [41]. 

 

Para  facilitar  la  comprensión  y  lectura del  análisis dimensional del  SPS  con  el MFFSG, en  la 

Tabla 3 se enlistan las dimensiones básicas (de acuerdo al Sistema Internacional de Unidades) 

de las magnitudes físicas involucradas en las ecuaciones de balance obtenidas.  

Tabla3. Magnitudes físicas y sus dimensiones. 

Magnitud  física Símbolo  dimensional

Longitud, Área, Volumen L, L2 , L3

Tiempo  t

Masa  M

Fuerza  M L / t2 

Energía  M L2/ t2 

Temperatura  θ
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Primeramente se analizan las dimensiones de cada término del MFFSG y posteriormente las de 

la ecuación de movimiento (14.7) y de energía (15.1). 

 

 

Ecuación constitutiva (MFFSG) 

Se expresa al tensor de esfuerzos en notación indicial: 

 

1 1 2 2 1 1δ η α αΤ = − + + +
ij ij ip pjij ijp A A A A   (16)

 
 

y  sus dimensiones  

2[ ]=ij
MT
Lt

                 
2[ ]= Mp

Lt
               

[ ]1 2η η
⎛ ⎞∂ ∂

= + =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
ij

j i

i j

v v MA
x x L t

    (16.1) 

Previo  al  siguiente  término  de  la  ecuación,  es  necesario  introducir  las  dimensiones  de  la 

derivada fraccionaria, siguiendo la definición dada en la ecuación (4)  

 

( )[ ]
( ) ( ) 1

1 1β

ββ β+ −

∂
= =

∂ m m

Tf t
t tt t   (17) 

posteriormente  las del segundo tensor de Rivlin‐Ericksen, dado en  la ecuación (7), del cual se 

expresan anticipadamente las dimensiones de los últimos términos y después el que involucra 

a la derivada temporal fraccionaria (17) 

1 1 2

1[ ]∂ ∂
+ =

∂ ∂kj kj

k i

i k

v vA A
x x t   (18.1) 

1 2

1[ ]∂
=

∂ ijk
k

v A
x t   (18.2) 

[ ] [ ]1 1

1 1 1β

β β β +

∂
= =

∂ ij
A

t t t t   (18.3) 

La  expresión  (18.3)  tiene dimensiones de orden  fraccionario  (‐β‐1) que  la  convierten  en un 

término  no  homogéneo  dimensionalmente  respecto  a  los  anteriores.  Sin  embargos,  se 

recupera la homogeneidad dimensional cuando β=1 (FSG).  
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Es importante señalar que en la mayoría de los estudios realizados para modelos viscoelásticos 

fraccionarios (como los mencionados en la Tabla 2) se elude el análisis dimensional, ya que el 

énfasis  principal  está  dado  al  desarrollo  matemático.  Por  tanto,  una  de  las  principales 

aportaciones  del  presente  trabajo  reside  en  la  elaboración  del  análisis,  así  como  en  la 

propuesta de homogeneización de dimensiones y sus efectos en la solución del problema.  

 

  
Propuesta de homogeneización dimensional

  

Recientemente  algunos  autores  [44,45,46]  han  desarrollado  un  método  matemático 

denominado Procedimiento de  Incorporación  Fraccionaria  (Fractional Embedding Procedure, 

FEP por sus siglas en inglés) empleado con mayor frecuencia para formulaciones variacionales 

de  sistemas  lagrangianos  con  derivadas  fraccionarias  temporales  tipo  R‐L,  en  los  que  se 

considera que sólo existe un exponente fraccionario. Esta metodología está considerada como 

parte de  una  teoría  global de  sistemas dinámicos denominada  Teorías de  incorporación de 

sistemas  dinámicos    (Embedding  theories  of  dynamical  systems)  que  también  se  ha 

desarrollado para procesos estocásticos. 

 

De  acuerdo  con  Inizan  [45]  existen  tres  metodologías  mediante  las  que  se  pueden 

homogeneizar dimensionalmente las ecuaciones de orden fraccionario: 

‐ Constantes Fraccionarias. Se preserva la homogeneidad de las dimensiones asociando 

los términos fraccionarios a alguna constante del sistema de ecuaciones, por ejemplo, 

algunas propiedades físicas, etc. 

‐ Adimensionalización temporal. Se introduce una constante temporal que modifica  las 

variables lagrangianas  y adimensionaliza  todas las expresiones temporales  

‐ Elección de un operador  con dimensiones homogéneas. Se  introduce una  constante 

temporal de orden fraccionaria que mantenga las dimensiones enteras de la derivada 
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fraccionaria,  por  lo  que  las  soluciones  y  los  operadores  fraccionarios mantienen  las 

dimensiones del tiempo t.  

 

Las dos últimas técnicas introducen a la ecuación una constante temporal, la cual condiciona la 

dinámica  del  sistema  y,  por  tanto,  la  ecuación  diferencial  de  orden  fraccionario  debe  ser 

caracterizada  por  el  exponente  fraccionario  (β)  y  la  constante  temporal  (τ).  Respecto  al 

significado  físico de esta  constante  se dice está determinado por el problema a  resolver, es 

decir, el contexto en donde se planteen las ecuaciones, y tiene igual importancia física que la 

de las constantes de la ecuación inicial. 

 

Con  base  en  las  ideas  mencionadas  en  los  puntos  anteriores  y  disminuyendo 

considerablemente  la  rigurosidad matemática  presentada  en  [44,45],  se  propone  introducir 

una constante temporal con exponente fraccionario que homogeneíce la derivada fraccionaria 

y  solucione el problema de  inconsistencia dimensional presentado en  la expresión  (18.3). El 

orden fraccionario de esta constante debe preservar la homogeneidad inicial de la ecuación y 

estar igualmente definido para todos los operadores en donde esté involucrado [45].  

 

Se  seleccionó  τβ‐1  como  la  constante  temporal  con  exponente  fraccionario  que  permitirá  la 

consistencia dimensional de las ecuaciones carentes de ésta. Se definen las expresiones (17) y 

(18.3) como: 

 

( )[ ]
1

1
1

1β β
β

β βτ
−

−
+ −

∂
= =

∂ m m

t tf t
t t t t

  (19) 

[ ] [ ]1
1 2

11 1β
β

βτ − ∂
= =

∂ ij
A

t t t t
  (20) 

Por lo tanto, el segundo tensor Rivlin‐Ericksen será: 

1
2 1 1 1 1ij ij ij kj kj

k i
k

k i k

v vA A v A A A
t x x x

β
β

βτ − ∂ ∂∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂   (21)
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Esta propuesta permite que el  tensor de esfuerzos cumpla con el criterio de homogeneidad 

deseado. En lo siguiente, continuará  el análisis de las ecuaciones de balance para confirmar la 

consistencia dimensional del SPS con el MFFSG. 

 

  Ecuación de movimiento  

Considerando la propuesta realizada, la ecuación (14.4) se expresa como: 

2 2
11

2 2

β
β

β

η α τ
ρ ρ

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x x xv v v
t y t y

  (23) 

Cada término de la ecuación debe tener dimensiones de aceleración, corroborándolo: 

[ ] 2

∂
= =

∂
xv L t L
t t t

                                                  (23.a)

2 3

2 2 2

η
ρ

⎛ ⎞∂
=⎡ ⎤ ⎜ ⎟⎣ ⎦∂ ⎝ ⎠

=xv M L L t L
y Lt M L t   (23.b) 

2
11

2 2 2
3

1β
β

α τ
ρ

−
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ⎜ ⎟⎡ ⎤ =⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂ ∂ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=x
M

L
Lv Lt

Mt y t L t
L  

(23.c) 

 

  Ecuación de energía 

Reescribiendo la ecuación de energía (15.1) debido a la introducción del operador homogéneo 

fraccionario:  

2 2 2
11

2

β
β

β

θ η α θτ
ρ ρ ρ

− ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x xv v k
t Cp y Cp t y Cp y

  (24) 
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Cada término de la ecuación (24) debe satisfacer las dimensiones expresadas en (24.1), ya que 

este balance expresa cómo se modifica  la  temperatura del sistema de acuerdo al  transcurso 

del tiempo: 

[ ]θ θ∂
=

∂t t   (24.a) 

Analizando los términos del lado derecha de la ecuación, se obtiene: 

[ ]
2 22

2 2

ν θ θ⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠
xv L M L t

Cp y t M L t L t   (24.b) 

[ ]
22

1 2
2 2

1β βα θ θτ − ⎛ ⎞⎛ ⎞∂
= =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x
t

v M L tD L
Cp y ML t t L t   (24.c) 

2

2 3 2

22 2

2

θθ θ θ
ρ θ

⋅ ⋅⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

ML t Lk L t
MLCp y M L tM
t

  (24.d) 

Se comprueba que el sistema de ecuaciones a resolver es consistente dimensionalmente. 
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CCaappííttuulloo  33  
 

Solución a la ecuación de Movimiento 

 

La ecuación de movimiento para el SPS con un MFFSG proporciona  información de cómo se 

mueve el fluido viscoelástico debido a un proceso difusivo  inducido por una placa que oscila. 

En este apartado se resuelve  la ecuación  (23) y se muestra  la solución de  la ecuación  (14.7), 

con  el  objetivo  de  compararlas  y  así  comprobar  la  importancia  de  la  homogeneidad 

dimensional de las ecuaciones.  

 

Solución de la ecuación de movimiento con dimensiones homogéneas 

Se presenta la EDPF a resolver  

2 2
11

2 2
β βη α τ

ρ ρ
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x x x
t

v v vD
t y y

  (23) 

Cuyas condiciones inicial y de frontera están definidas por: 

Condición inicial homogénea (placa en reposo) 

  (C.I) 

Condiciones de frontera  

de primera clase o Dirichlet (placa en movimiento oscilatorio ) 

  (C.F1) 

de  segunda  clase o Neumann  (no  existe  flujo demomentum  en un  lugar muy  alejado de  la 

placa) 

  (C.F2) 

( ,0) 0xv y =

( , ) 0∂ → ∞
=

∂
xv y t

y

( )(0, ) ω=xv t V cos t
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Para  resolver  esta  ecuación  se utilizaron  transformaciones  integrales  y  funciones de Green, 

con la finalidad de observar las diferencias presentes entre ellas. 

 

 

Solución mediante transformaciones integrales (Fourier y Laplace) 

Las  transformadas  de  Laplace  se  emplean  con  frecuencia  para  resolver  problemas  de  valor 

inicial de EDF, mientras que las de Fourier para problemas con valores en la frontera [42], por 

lo  tanto,  se  utiliza  la  de  Laplace  para  transformar  el  tiempo  y  la  de  Fourier  para  la  parte 

espacial. 

 

Debido  a  que  el  problema  se  define  en  un  dominio  espacial  semiinfinito,  se  aplica  la 

transformada seno de Fourier (TF) 

( ) ( ) ( )
0

2ξ ξ
π

∞

= ∫F f y sen y dy

  (TF)
 

 a cada término de la ecuación (23) 

( ) ( ) ( )
2 2

1
2 2

0 0 0

2 2 2 β βξ ν ξ ατ ξ
π π π

∞ ∞ ∞

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫ ∫x x x

t
v v vsen y dy sen y dy D sen y dy
t y y (24) 

y  se  sustituye  la  condición  de  frontera,  tal  que  se  obtiene  la  ecuación  diferencial  ordinaria 

fraccionaria en el espacio de Fourier:  

( ) ( ) ( ) ( )1 2, 2,β βξ
ν ατ ξ ξ ξ ω

π
− ⎛ ⎞

= + − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

x
t x

d v t
D v t V cos t

dt
  (24.1) 

Se requiere realizar  la derivada temporal fraccionaria (R‐L) de cos(ωt) previo a transformar al 

espacio de Laplace [15] 
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( ) ( ) ( )
2 2

2

β
β β

β

β

βπ βπω ω ω ω ω

βπω ω

∂ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

cos t cos cos t sen sen t
t

cos t   (25) 

Sustituyendo  la  derivada  fraccionaria  en  la  expresión  (24),  aplicando  la  transformada  de 

Laplace, considerando (C.F1) y  factorizando, se obtiene el campo de velocidades en el espacio 

de Fourier y Laplace: 

( ) 2 2 1 2 2

1
2 2 1 2 2 2 2

1 2,

1 2
2 2

β β

β β
β β

ξ νξ
νξ αξ τ π ω

βπ βπ ωα ξ τ ω
νξ αξ τ π ω ω

−

−
−

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

x
sv s V

s s s

sV cos sen
s s s s

 

(26)
 

Antes de aplicar  las  transformadas  inversas de Laplace y Fourier, para conocer el  campo de 

velocidades en  las variables deseadas,  se expande en  serie de Taylor  (alrededor de  cero) el 

común denominador de la ecuación (26)  

( ) ( )
( )

2
12 2 1 1 2 1

0

11 !
!

β β

β β β β
νξ

νξ αξ τ αξ τ

∞
− −

+− − −

=

−
=

+ + +∑
k kk

k

k

k s
s s k s  

Por lo tanto (26) se reescribe como:  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1
2

12 2 1 2 1
0

1
1 2

11 2 1
0

1 2
11 2 1

0

12 1 !,
!

1 !
! 2

1 !
! 2

β β

β β

β β
β β

β β

β β
β

β β

ξ ξ ν νξ
π ω αξ τ

βπαξτ ω νξ
αξ τ

βπω νξ
αξ τ

∞
− − +

+− −

=

∞
− − +

−
+− −

=

∞
− −

+
+− −

=

⎧ −⎪= +⎨
+ +⎪⎩

⎡ − ⎛ ⎞⎢ −⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠+⎣
⎫⎤− ⎪⎛ ⎞⎥⎬⎜ ⎟⎥⎝ ⎠+ ⎪⎦⎭

∑
∑
∑

k kk

x k

k

k kk

k

k

k kk

k

k

k sv s V
s k s

k s cos
k s

k s sen
k s

 

(26.1) 

 

O bien, expresando  

2 2

2 2 2 2

1 1 1 s s
s s s s

β

β β

νξ αξ
ξ νξ αξ ξ νξ αξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
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se obtiene: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1
2

12 2 1 2
0

1
1 2

11 2
0

1 2
11 2

0

12 !,
!

1 !
! 2

1 !
! 2

β β

β β

β β
β β

β β

β β
β

β β

ξ ξν νξ
π ω νξ

βπαξτ ω νξ
νξ

βπω νξ
νξ

∞
− − +

+− −

=

∞
− − +

−
+− −

=

∞
− −

+
+− −

=

⎧ −⎪= +⎨
+ +⎪⎩

⎡ − ⎛ ⎞⎢ −⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠+⎣
⎫⎤− ⎪⎛ ⎞⎥⎬⎜ ⎟⎥⎝ ⎠+ ⎪⎦⎭

∑
∑
∑

k kk

x k

k

k kk

k

k

k kk

k

k

V k sv s
s k s s

k s cos
k s s

k s sen
k s s

  (26.2)

 

Aplicando  la  transformada  inversa de Laplace, así como  las propiedades de  la derivada de  la 

función Mittag‐Leffler  (Apéndice 1) y el teorema de Convolución  (donde * es el operador de 

convolución), se tiene 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 ( ) 2 1 1
1 ,1

0

1 1 2 ( ) 2 1 1
1 ,1

0

12, *
2 !

12 *
2 !

β β β β
β β

β β β β
β β

βπξ νξ αξω τ νξ ω αξ τ
π

βπαξω τ νξ ω αξ τ
π

∞

− − −
− +

=

∞

+ − − −
− +

=

−⎛ ⎞⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎡ ⎤− −⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∑
∑

k
k k k

x k

k

k
k k k

k

k

v t V cos cos t t t
k

V sen sen t t t
k

E

E

  (26.3) 

 

regresando al dominio espacial, se obtiene: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 ( ) 2 1 1
1 ,1

00 0

1 1 2 ( ) 2 1 1
1 ,1

0

12,
2 !

12 ( )
2 !

β β β β
β β

β β β β
β β

βπξ νξ αξω τ νξ ω αξ τ ξ
π

βπαξω τ ξ νξ ω αξ τ
π

∞ ∞

− − −
− +

=

∞

+ − − −
− +

=

⎧ ⎫−⎛ ⎞⎪ ⎪⎛ ⎞ ′ ′ ′ ′= + − −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ −⎪⎛ ⎞ ′ ′ ′− − −⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩

∑∫∫
∑

t
k

k k k
k

k

k
k k k

k

k

Vv y t sen y cos cos t t t t dt d
k

sen V sen y sen t t t t
k

E

E
0 0

ξ

∞
⎫⎪ ′⎬

⎪ ⎪⎭∫∫
t

dt d

  (27) 

 

La ecuación anterior representa el campo de velocidades no homogéneo  (unidireccional), no 

estacionario para el  SPS  con MFFSG.  En  la  solución  intervienen,  además de  la posición  y  el 

tiempo (y,t), las variables t’ y ξ. La primera es una medida del tiempo, resultante de expresar el 

teorema de  convolución en  su  forma  integral.  La variable ξ   proviene de  la definición de  la 
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transformada de Fourier y tiene dimensiones inversas a la posición (y). Aún no se ha definido el 

valor o interpretación física de la constante temporal fraccionaria.   

Con  el  auge  del  cálculo  fraccionario  en  las  décadas  recientes,  se  han  desarrollado  nuevas 

métodos de solución de EDO y EDP de orden fraccionario que pueden disminuir el empleo de 

tantas herramientas algebráicas como  las empleadas en esta sección. Por  lo tanto, se aborda 

en lo siguiente las funciones de Green fraccionarias para resolver nuevamente la ecuación (23) 

y comparar las soluciones obtenidas por ambos métodos.  

 

 

Solución mediante funciones de Green fraccionarias
 

Las  funciones  de  Green  son  ampliamente  utilizadas  para  resolver  ecuaciones  diferenciales 

ordinarias  (EDO) no homogéneas de  valor  inicial.  Este método de  solución  se ha  extendido 

exitosamente  para  las  ecuaciones  diferenciales  fraccionarias  (EDF)  no  homogéneas  de 

coeficientes constantes [42], donde las soluciones se obtienen con ayuda de las transformadas 

de Laplace o Fourier combinadas con la función Mittag‐Leffler [47]. 

 

Una  EDF  de  tres  términos  (no  homogénea)  con  condición  inicial  no  homogénea,  como  la 

expresada  en  la  ecuación  (28),  puede  ser  resuelta mediante  funciones  de Green,  siendo  la 

solución la expresión mostrada en la ecuación (29) 

  (28) 

( ) ( ) ( )
1 0

( )
tn

k k
k

y t b t G t t f t dt
=

′ ′ ′= Ψ + −∑ ∫
  (29) 

donde  el primer  término  introduce  las  condiciones  iniciales no homogéneas de  la  ecuación 

diferencial fraccionaria no homogénea (28) 

1
0 0

( )k
k t t

b D y tσ −

=
⎡ ⎤= ⎣ ⎦   (29.1) 

0 0( ) ( ) ( ) ( )t ta D y t b D y t cy t f tα β+ + =
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( ) 0 ( )n k

k tt D G tσ σ−Ψ =
    (29.2) 

Generalmente se emplean transformaciones integrales (Laplace) para obtener las funciones de 

Green, obteniendo: 

( )1 1 ( )
,

0

1 ( 1)( )
!

α α β
α β α β

+ − −
− +

=

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑

n kk
k k

k

k

c bG t t t
a k a a

E
  (30) 

 

Como se ha mencionado, estas ecuaciones son útiles para resolver EDF ordinarias, es decir que 

su única variable sea el  tiempo, para  lograr que  la ecuación  (23) sea ordinaria, se empleó  la 

transformada de Fourier. Este procedimiento fue realizado en la expresión (23.2) de la solución 

anterior y con base en (28) se reescribe la expresión, obteniendo: 

( ) ( ) ( )1 2 2,
, , ( )x

t x x

d v t
D v t v t f t

dt
β βξ

ατ ξ ξ νξ ξ−+ + =
  (31) 

donde  

( ) ( )12( ) β βξ ν ω ατ ω
π

−⎡ ⎤= +⎣ ⎦tf t V cos t D cos t
  (31.1) 

El primer término de la solución propuesta por funciones de Green se vuelve cero, ya que este 

problema presenta condición inicial homogénea; por lo tanto, la expresión (29), resulta: 

( ) ( )
0

( )
t

y t G t t f t dt′ ′ ′= −∫
  (32) 

La cual puede reescribirse, con las variables de este problema, de la siguiente manera: 

( ) ( )
0

( , )
t

xv t G t f t t dtξ ′ ′ ′= −∫
  (33) 

Donde la ecuación (30) y la función f(t‐t’), para este caso, son:  

( ) ( )2 ( ) 1 2 1
1 ,1

0

( 1)( )
!

β β
β βνξ ατ ξ− −

− +

=

−′ ′= −∑
n

k k k k
k

k

G t t t
k

E
  (33.1) 



31 
 

( )( ) ( )12( )
2

β β βπξ ν ω ατ ω ω
π

−⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′ ′− = − + + −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
f t t V cos t t cos t t

  (33.2) 

Introduciendo las ecuaciones (33.1) y (33.2) en la solución mediante FG, se obtiene el siguiente 

campo de velocidades (todavía en el espacio de Fourier): 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 ( ) 1 2 1
1 ,1

0

1 2 ( ) 1 2 1
1 ,1

0

0

2 ( 1)( , )
!

( 1)
2 !

β β
β β

β β β β
β β

ξ ξ ν ω νξ ατ ξ
π

βπατ ω ω νξ ατ ξ

− −
− +

=

− − −
− +

=

⎧ −⎪ ′ ′ ′ ′= − −⎨
⎪⎩

⎫− ⎪⎛ ⎞′ ′ ′ ′+ + − − ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪⎭

∑

∑
∫

n
k k k k

x k

k

n
k k k k

k

k

t

v t V cos t t t t dt
k

cos t t t t dt
k

E

E
¨  (34) 

Regresando la expresión anterior al dominio del espacio físico: 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 ( ) 1 2 1
1 ,1

00 0

1 2 ( ) 1 2 1
1 ,1

00 0

2 ( 1)( , ) ( )
!

2 ( 1)( )
2 !

β β
β β

β β β β
β β

ξν ξ ω νξ ατ ξ ξ
π

βπαξτ ω ξ ω νξ ατ ξ ξ
π

∞

− −
− +

=

∞

− − −
− +

=

⎧ ⎫−⎪ ⎪′ ′ ′ ′= − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫−⎪ ⎪⎛ ⎞′ ′ ′ ′+ + − −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∑∫∫
∑∫∫

t n
k k k k

x k

k

t n
k k k k

k

k

v y t V sen y Cos t t t t dt d
k

V sen y Cos t t t t dt d
k

E

E

  (35) 

La ecuación anterior representa el campo de velocidades no homogéneo  (unidireccional), no 

estacionario para el SPS con MFFSG obtenido mediante funciones de Green. Al igual que en la 

ecuación (27) en ésta también intervienen, además de la posición y el tiempo (y,t), las variables 

t’ y ξ. La primera representa una variable temporal de la función de Green, la cual permite que 

ésta  sólo  dependa  del  tiempo  transcurrido  (t-t’), mientras  que  la  ξ  la  variable  espacial  de 

Fourier.  

Esta  solución  se  obtiene  de  manera  más  directa  y  rápida  que  la  solución  mediante 

transformaciones integrales y se señala que es necesario conocer conceptos relacionados con 

las funciones de Green.   
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La  identificación  de  las  variables  características  del  sistema,  así  como  de  los  números 

adimensionales presentes en  las ecuaciones, es básica para tener mayor comprensión de  los 

fenómenos  físicos  que  ocurren,  además  de  simplificar  las  condiciones  de  frontera  y  las 

soluciones; por lo que se desarrolla este procedimiento en la sección siguiente, empleando las 

funciones de Green fraccionarias como método de obtención de la solución.  

 

 
Solución adimensional 

Definiendo las variables características (velocidad, tiempo y posición) y adimensionales para la 

ecuación de movimiento: 

1
2

; ;xvU t Y y
V

ωω
ν

⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

T
  (36.1‐36.3) 

Se  emplea  como  velocidad  característica  la  constante  V  de  la  (C.F1),  que  representa  la 

amplitud  del movimiento  oscilatorio  de  la  placa  y  la  frecuencia  es  asociada  a  la  variable 

temporal  característica. Para el espacio  se utiliza una  longitud que está determinada por el 

proceso difusivo en términos de  la frecuencia, por  lo que se define como  la relación entre  la 

variable disipativa del sistema y el  tiempo característico de éste, que a su vez se asocia a  la 

capa límite (inverso de su orden de magnitud). 

 

Anteriormente no  se definió qué valor y  significado  físico  tendría  la constante  temporal con 

exponente  fraccionario que homogeneíza  las dimensiones de  las ecuaciones. Ahora, una vez 

definida  la  frecuencia del movimiento oscilatorio de  la placa, como  tiempo característico del 

sistema,  se  plantea  que  se  le  relacione  con  la  constante  temporal.  Esta  frecuencia 

característica  posee  gran  importancia  física,  ya  que  delimita  la  aplicación  del  FSG  y MFFSG 

(bajas  frecuencias),  así  como  el  comportamiento  del  fluido  que  está  definido  por  el 

movimiento  de  la  placa.  Sin  embargo,  la  frecuencia  per  se  no  puede  ser  empleada  como 

constante temporal ya que no brinda las dimensiones adecuadas a la derivada fraccionaria, por 
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lo tanto, se propone emplear al inverso de ésta para homogeneizar las dimensiones y realizar 

los cálculos requeridos.  

 

Considerando al  inverso de  la  frecuencia  como  constante  temporal  y adimensionalizando  la 

ecuación de movimiento (23) se obtiene:  

2 2
1

2 2

β

β

α ω
η

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

U U U
Y YT T   (37) 

En  el  segundo  término  del  lado  derecho  está  presente  un  factor  que  afecta  la  derivada 

cruzada,  el  cual  puede  ser  visto  como  una  relación  temporal  o  una  escala  de  tiempo  del 

proceso, ya que incluye el tiempo cacterístico del fluido (α1/η = α/ν) y un tiempo caracterísitico 

del proceso (ω), esta relación entre tiempos es conocida como número de Weissenberg (Wi). 

Este número adimensional y el número de Débora (De), que relaciona el tiempo caracterísitico 

del fluido  es uno de los más importantes en reología ya que determina el comportamiento del 

fluido. 

 

Considerando la ecuación anterior y resolviéndola mediante funciones de Green, se obtiene el 

siguiente campo de velocidades adimensional:  
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  (38) 

Es  importante  resaltar  que  la  variable  del  espacio  de  Fourier  (ξ),  en  este  caso,  también  es 

adimensional, ya que la transformada se realiza sobre la variable que es adimensional.  

 

Con la finalidad de comparar las soluciones obtenidas hasta ahora, éstas se enlistan en la Tabla 

4, donde  ya  se  considera  al  inverso de  la  frecuencia  como  la  constante  temporal de orden 

fraccionario. 
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En  la  tabla 4  se muestra que  las  soluciones contienen  sumas  infinitas,  integrales definidas y 

funciones  especiales,  es  por  ello  que  obtener  una  expresión  cerrada  para  ellas  resulta 

improbable. Por  tanto,  inicialmente se abordan algunas  formas  reducidas  (o casos  límite) de 

las soluciones, con  la finalidad, además de validar  la solución, de analizar el comportamiento 

de éstas cuando son simplificadas y adquirir experiencia en el procedimiento de solución. Los 

casos a analizar son el FSG (β=1) y el newtoniano (β=1, α=0).  
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Tabla4. Comparación entre las soluciones obtenidas por métodos de transformación integral, ecuación (27), funciones de Green, ecuación (35) y  la solución adimensional respectivamente, 

ecuación(38).

Comentarios  Soluciones obtenidas para el campo de velocidades

Estas distribuciones de velocidades son equivalentes si se 

considera que en el segundo término, 
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Tiene la misma estructura que las anteriores y si se 

regresa a la forma dimensional puede obtenerse la 

misma solución. 
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Casos límite 

El MFFSG puede reducirse cuando el valor de β es igual a uno. Una vez establecido el valor de 

este exponente  se obtienen dos  casos  límite, dependiendo del valor de α,el FSG y el  fluido 

newtoniano. 

 

Para β=1 la solución obtenida para el MFFSG, mediante FG, se reduce a: 

( )
( ) ( ) ( )( )

( )

2

2

2

0 0

2 exp
1

,
1

νξξ ξ ν ω αω ω
αξ

ξ
π αξ

∞ ′⎡ ⎤′ ′− − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ +⎣ ⎦ ′=
+∫∫

t

x

tsen y cos t t sen t t
v y t dt d

  (39) 

 

Las  derivadas  de  la  función Mittag‐Leffler  se  redujeron  a  exponenciales  que  disminuyen  la 

dificultad  del  argumento  de  las  integrales.  Sin  embargo,  esta  distribución  de  velocidades 

tampoco tendrá forma cerrada ya que sólo  la  integral temporal presenta solución analítica. A 

pesar de esto, se compara la expresión reducida del caso límite (β=1) con la solución reportada 

para el problema resuelto con el modelo del FSG sin generalizar  [46], así como con el  fluido 

newtoniano.  Lo  anterior  se  expresa  en  la  tabla  5,  la  cual muestra que  todas  las  soluciones 

presentan  flujos  oscilatorios  en  dirección  “y“  y  con  frecuencias  específicas,  debido  a  la 

naturaleza del movimiento de la placa.  

 

En  la  tabla  5  se  comparan  los  casos  especiales  del MFFSG  con  las  soluciones  para  los  dos 

fluidos distintos. Se observa que la obtenida resolviendo el segundo problema de Stokes para 

un  FSG  (II)y  el  caso  límite  presentado  (I),  tienen  una  expresión  matemática  similar  y  se 

considera que  las diferencias pueden  surgir debido a que  las  soluciones expresadas en  [46] 

fueron  obtenidas mediante  transformaciones  integrales  y  durante  el  desarrollo  de  éstas  se 

recurren  a pasos  algebraicos distintos,  así  como  a  alguna expansión en  serie de  Taylor que 

modifican  la  forma  final de  la expresión. Respecto  al  fluido newtoniano es muy evidente  la 

diferencia entre  las expresiones matemáticas del caso  límite (III) y  la solución directa (IV), sin 
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embargo  ambas  se  compararán  cualitativa  y  cuantitativamente mediante  las  distribuciones 

gráficas más adelante presentadas. 

Tabla 5. Soluciones analíticas para el SPS con diferentes ecuaciones constitutivas 

Ecuación constitutiva  Campo de velocidades para el SPS 

I.  
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III. 

MFFSG con β=1, α=0  

(caso límite: 

Newtoniano) 
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IV. 

Fluido Newtoniano [40] 
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ν ν
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Para resolver las integrales espaciales (que no presentan solución analítica) expresadas en las 

soluciones de  la  tabla  anterior,  se  empleó un método numérico  incorporado  al paquete de 

cómputo  Mathematica6,  que  consiste  en  una  aproximación  mediante  expansión  de 

polinomios  (denominado  método  oscilatorio  de  integración  [52]).  Las  soluciones  son 

reportadas gráficamente con  la  finalidad de  ilustrar con mayor claridad  las distribuciones de 
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velocidad, que  fueron obtenidas para distintos órdenes de magnitud de  las propiedades del 

fluido (elásticas y viscosas) y de frecuencia, que pretenden representar diversos materiales y 

situaciones de flujo.  

En la figura 2 se presentan las distribuciones de la velocidad (normalizada v/V) en el espacio a 

diferentes tiempos (tn=nπ/4ω; n=1,8). En las figuras 2 y 3 se comparan las distribuciones para 

los casos especiales del MFFSG con el fluido newtoniano y el de segundo grado.  

 

  Caso α=0 (III) y fluido newtoniano (IV) 

Para obtener esta solución se trabajó sobre la expresión (I) mostrada en la tabla 5, a la cual se 

asignó el valor de α=0.  

En  la figura 2 se muestra cómo se distribuye  la velocidad a diferentes coeficientes difusivos y 

amplitudes;  para  el  fluido  newtoniano  se  presentan  con  líneas  punteadas  de  color  verde, 

mientras que la del caso α=0, con líneas continuas de color azul. Ambas soluciones presentan, 

cualitativamente el mismo comportamiento, en el cual la amplitud máxima de la velocidad es 

la  del  movimiento  oscilatorio  a  y=0  (v/V=1),  éste  se  transfiere  desde  la  placa  hasta  una 

distancia  en  el  eje  “y”,  denominadad  capa  límite.  La  presencia  de  valores  negativos  de  la 

velocidad  se  debe  a  la  naturaleza  oscilatoria  del movimiento  de  la  placa  (coseno)  y  a  la 

localización del sistema coordenado en  la placa  (para despreciar  los efectos de borde). En el 

caso de las distribuciones que inician con valores positivos de velocidad, se presenta un valor 

mínimo  valor  negativo  para  después  aumentar  hasta  cero; mientras  que  las  que  inician  en 

valores negativos, presentan un valor máximo positivo que después desciende hasta cero, esta 

es una oscilación debido a que la placa tiene este tipo de movimiento.  

 

Se comparan  las distribuciones del  fluido newtoniano y  las del caso especial α=0, donde  las 

mayores diferencias cuantitativas se presentan en  los primeros tiempos (t1,t2,t3), que pueden 

considerarse los más cercanos al inicio del movimiento (t0). El valor máximo de las diferencias 

entre  ambas  distribuciones  es  de  31%  y  aparece  en  el  t1=π/4ω.  Se  considera  que  dichas 

diferencias  se  incrementan en el  tiempo más pequeño debido a que el modelo del FSG y el 



39 
 

MFFSG tienen como restricción bajas frecuencias, por lo que si éstas se asocian al tiempo, los 

modelos presentarán mejor resultado a tiempos largos. 

La  relación ω/ν  (con dimensiones de 1/L2)  se emplea  ya que en  este  caso especial  la parte 

elástica del  fluido es despreciable y por  tanto, se  resalta al proceso difusivo empleando una 

variable característica  (inverso de  la  longitud al cuadrado) asociada a él. Es apreciable que al 

aumentar el orden de magnitud de  la relación ω/ν,  la transferencia de movimiento se reduce 

respecto a la posición perpendicular a la placa; por lo que a que a bajas frecuencias y grandes 

viscosidades la difusión de momento es mayor y la capa límite aumenta.  

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)             (b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c)               (d) 

Figs.  2(a).‐3(d)  Distribuciones  de  velocidad  para  diferentes  órdenes  de magnitud  de  la  relación  ω/ν  del  fluido 

newtoniano y el caso especial del MFFSG (α=0). 
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  Caso α≠0 (I) y FSG (II) 

La  relación  temporal  adimensional  (α/ν)ω  es  empleada  para  hacer  el  análisis  entre  las 

distribuciones  debido  a  que  el  número  de  Wi  es  uno  de  los  principales  referentes  de 

viscoelasticidad (Wi∼1), por lo que manteniendo esta relación cercana a uno, lo cual asegurará 

que exista consistencia con  la física del problema, es decir, que sea un material viscoelástico. 

Cabe  señalar  que  dentro  de  este  número  adimensional  está  involucrado  el  tiempo 

característico del material, por  lo que  también puede referirse a distintos materiales cuando 

éste varía. 

 

De las figuras 3(a)‐3(e), si el número de Wi es de magnitud pequeña la parte viscosa del fluido 

tiene  mayor  contribución  que  la  elástica,  por  tanto,  las  distribuciones  de  velocidad  son 

cualitativamente  comparables  a  las  del  fluido  newtoniano.  Por  otro  lado,  cuando  el Wi  se 

incrementa y  los efectos elásticos  tienen más significancia, el comportamiento cualitativo de 

las distribuciones se aleja ligeramente de las del fluido newtoniano, sin cambiar demasiado ya 

que el fenómeno difusivo es el dominante en ambos casos. Se observa también que los valores 

de la velocidad disminuyen y el valor de la capa límite aumenta respecto al fluido newtoniano, 

por lo que este comportamiento se considera causa de la viscoelasticidad de los materiales.  

 

A  pesar  de  tratarse  de  fluidos  diferentes,  se  observan  similitudes  en  el  comportamiento 

cualitativo de las distribuciones mostradas en el caso anterior y éste, como la existencia de la 

capa  límite  y  de  una  amplitud  máxima  para  la  velocidad.  Las  diferencias  sustanciales  se 

presentan  en  el  análisis  que  se  realiza  para  este  caso,  los  valores  de  la  capa  límite  y  las 

diferencias  cuantitativas  entre  las  soluciones  del  FSG  y  el  caso  especial,  ya  que  éstas  son 

prácticamente  iguales, con una diferencia máxima del 1%, en todos  los Wi presentados en  la 

figura 3.  
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Figs. 3 (a)‐3(e). Distribuciones de velocidad, a diferentes órdenes de magnitud (ascendentes) del Wi, para el FSG y el 

caso especial del MFFSG (β=1,α≠0). 
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Para  la  obtención  de  las  distribuciones  de  velocidad  en  los  casos  límite,  a  pesar  de  las 

simplificaciones  generadas  al  asignar  el  valor  de  β=1,  fue  necesario  emplear  un  método 

numérico para  resolver  la  integral de  la variable espacial  (transformada  inversa de Fourier), 

por  lo  que  las  soluciones  del MFFSG  sin  simplificaciones, mostradas  en  la  tabla  4,  resultan 

integrales  poco  manejables  desde  el  punto  de  vista  analítico,  lo  que  sugiere  que  deben 

resolverse mediante integración numérica, o bien, encontrar una metodología alternativa que 

facilite la obtención de valores para la velocidad.  

 

Las  unidades  para  la  posición  y  el  tiempo  son  generales,    es  decir,  no  se  emplearon  en 

específico o del sistema  internacional o del cegesimal para realizar  los cálculos y  las gráficas. 

Por lo tanto, se recomienda que al emplear este modelo para un fluido específico, se cuide que 

las unidades, así como las dimensiones, sean consistentes.  

 

Evaluación de la solución con el MFFSG 

Con  la  finalidad  de  enfocar  los  esfuerzos  en  el  análisis  de  resultados  para  el MFFSG  y  no 

emplear a  fondo algún método de  integración numérica,  se propone un método alternativo 

para  obtener  los  valores  numéricos  de  las  distribuciones  de  velocidad;  el  cual  consiste  en 

retomar la ecuación diferencial ordinaria (31) obtenida mediante una transformación integral, 

expresar  las derivadas de  la velocidad con  la definición de  límite y posteriormente realizar  la 

transformada  inversa  de  Fourier mediante  un método  numérico  sencillo,  lo  cual  será  una 

aproximación básica de las distribuciones, pero permitirá observarlas y así poder analizar este 

modelo de manera más sencilla.  

 

Retomando la definición de la enésima derivada [49]: 

( ) ( ) ( )
0

0

1−

→
=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠∑
n

mn n

h
m

m
D f t lím h f t mh

n   (40) 
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donde 

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

m
n   representa el coeficiente binomial. Esta definición clásica de derivada puede ser 

generalizada para valores no enteros de n, incorporando a la función gamma en el coeficiente 

binomial y puede reescribirse de manera más adecuada como [49]: 

( ) ( ) ( )

0

0
0

1β β β
−

−

→
=

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠∑
t t

h
m

h
m

D f t lím h f t mh
n   (40.1) 

 

Introduciendo la ecuación (40.1) en la (23.2) se obtiene:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2

0 0
0 0

1

1
1 1 ,

2
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∑ ∑
t t
h h

m m
x x xh h

m m

lím h v t mh lím h v t mh v t
n n

V cos t cos t

  (41) 

 

Expandiendo el primer término de las sumas y sustituyendo la constante temporal, se obtiene: 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2

1

0 0
1 1

2,
2

1 1
1 1

β β

β
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x

t t
h h

m m
x xh h

m m

v t h h V cos t cos t

lím h v t mh lím h v t mh
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  (41.1) 

 

Para  los cálculos de  los valores de velocidad (como función del tiempo y de  la posición en el 

espacio  de  Fourier)  se  debe  establecer  un  valor  para  h,  el  cual  debe  ser  suficientemente 

pequeño para que esta definición de  límite sea  representativa. Este cálculo  se  realiza  tantas 

veces como valores de ξ sean asignados.  

 

Para  obtener  los  valores  representativos  de  la  velocidad  en  el  espacio  real  y  el  tiempo,  es 

necesario realizar la transformada inversa seno de Fourier para los valores obtenidos. Esto fue 

realizado mediante la definición de integral a un tamaño de paso adecuado. 
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En la figura 4 se muestra la variación de la velocidad respecto al tiempo a diferentes posiciones 

espaciales y para tres valores distintos del exponente fraccionario (β=0.2, β=0.5 y β=0.8), con 

(α/ν)ω=0.15.  La  velocidad,  para  diferentes  posiciones  espaciales  en  el  fluido,  sigue 

manteniendo la forma del movimiento oscilatorio (coseno) de la placa y conforme aumenta la 

distancia  entre  el  fluido  y  la  placa,  la  magnitud  de  la  velocidad  decrece,  hasta  que  el 

movimiento cesa (lo cual confirma la existencia de la capa límite). 

 

Se comparan  las formas obtenidas para el MFFSG con  las del FSG (línea discontinua) y fluido 

newtoniano  (FN)  (línea punteada) y se observa que, en general,  la magnitud de  la velocidad 

para el MFFSG es mayor que la del FSG y del FN. En todos los casos se observa que el valor de 

la  amplitud  de  la  velocidad  a  tiempos menores  a  tres  es  diferente  al  que  de  los  tiempos 

restantes. Se observa que  las velocidades del MFFSG en posiciones más  cercanas a  la placa 

(y=0.1)  están  en  fase  con  las  del  FSG    (excepto  β=0.2)  y  FN,  pero  tienen menor  amplitud. 

Conforme existe mayor distancia entre la placa y el fluido, el MFFSG empieza a desfasarse y a 

aumentar su amplitud  respecto del FSG y al FN. También se observa que el MFFSG  requiere 

mayor tiempo para que el comportamiento de la velocidad sea un movimiento periódico y que 

conforme β disminuye el tiempo requerido para lograrlo es el más largo.  

 

Que el valor de  la velocidad sea mayor para el MFFSG que para el FSG y el FN es compatible 

con la física, ya que el fluido newtoniano, al ser solamente viscoso, presenta mayor oposición a 

la  transferencia  de  movimiento,  mientras  que  el  FSG  y  el  MFFSG  tienen    características 

viscoelásticas que oponen menor resistencia que la viscosa. Esta situación es diferente cuando 

y=0.1 (muy cerca de la placa) en donde el FN y FSG tienen valores de velocidad mayores que el 

MFFSG,  esto  se  puede  atribuir  al  efecto  de memoria  que  se  incorpora  con  el  exponente 

fraccionario, es decir, muy cerca de  la fuente de movimiento el fluido “recuerda” con mayor 

fuerza su estado anterior (reposo), resultando que exista una oposición momentánea mayor. 

 

Se  observa,  a  través  de  las  diferentes  posiciones  espaciales,  que  el  valor  del  exponente 

fraccionario tiene un impacto importante en el comportamiento del fluido, conforme β→0, la 

magnitud de  la velocidad aumenta y cuando β→1, disminuye. Por  lo tanto, se puede deducir 

que el significado del exponente se relaciona con la disipación del movimiento, o directamente 
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con los efectos de memoria, que pueden ser más fuertes cuando beta tiene un valor pequeño 

(ver la ecuación (4)).  

 

La última figura (posición más alejada de  la placa) muestra que  la capa  límite es mayor en el 

MFFSG que en el FSG y FN (MMFSG>FSG>FN) y que dentro del MFFSG la capa límite es mayor 

cuando β→ 0.  
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(d) 

Fig 4(a)‐4(d). Distribuciones de velocidad  respecto al  tiempo para  (α/ν)ω=0.15 a diferentes posiciones espaciales 
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Comentarios sobre las condiciones de frontera 

Cuando se obtienen soluciones a las ecuaciones de balance es de gran importancia comprobar 

que  las condiciones  inicial y de  frontera  se cumplan, ya que es una  forma más de validar  la 

expresión. En el caso de  las soluciones aquí obtenidas, es evidente que  la condición  inicial se 

cumple,  cuando  la  placa  está  en  reposo  (t=0)  el  fluido  también  se  encuentra  en  reposo. 

Respecto  a  la  condición  de  frontera  (de  adhesión),  con  las  soluciones  dadas  no  es  posible 

reproducirla; ya que las soluciones mostradas involucran el producto de una función seno de y, 

por lo que cuando y=0, la velocidad es también igual a cero. 

 

Con base en el trabajo de Khan et al [21] se desarrolla (ver Apéndice 2) un procedimiento de 

solución  mediante  transformadas  integrales,  con  pequeñas  modificaciones  respecto  al  

elaborado  previamente,  con  la  finalidad  de  poner  la  solución  en  términos  similares  a  la 

encontrada  por  estos  autores  y  que  aparentemente  cumple  la  condición  de  frontera.  La 

expresión resultante es:  
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  (42)   

La  ecuación  (42)  se  diferencia  de  las  presentadas  en  la  tabla  4  en  el  primer  término,  que 

posibilita el cumplimiento de la condición de frontera, sin embargo, al realizar algunos cálculos 

para la solución propuesta, se observan diferencias importantes.   

 

En la figura 5, se presentan las distribuciones de velocidad obtenidas con la ecuación (42) y con 

el  caso  (I)  de  la  tabla  5,  de  color  rojo  oscuro  y  verde  respectivamente.  La  tendencia 

(cualitativamente) de  las distribuciones es similar, pero con un desfasamiento en el valor de 

velocidades,  por  lo  que  cuantitativamente  existe  una  variación muy  significativa  entre  los 

resultados. Ahora bien, analizando  las distribuciones presentadas, es  indudable el hecho de 
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que la condición de frontera se cumple, sin embargo, el resto de los valores de velocidad a lo 

largo del eje vertical son mayores que  la velocidad de  la placa y no existe  la presencia de  la 

capa límite, estas características no describen la física del problema y por tanto, impiden que la 

solución  sea válida en  todo el eje vertical. Sin embargo,  si  se elimina   el primer  término,  se 

obtienen  nuevamente  los  valores  expedidos  por  la  solución  de  la  tabla  5,  por  tanto,  esta 

solución sólo es válida en y=0. Esto se debe a que en la nueva solución, ahora no se cumple la 

condición  inicial,  ya  que  la  expresión  (42)  mostraría  que  a  tiempo  cero  ya  existe  un 

movimiento V en el sistema, afirmando la validez de ésta a y=0.  

 

Con base en  lo anterior, es  importante resaltar que  las soluciones   presentadas en  la tabla 5 

son válidas para valores de y>0 o y=0+, es decir, en una posición muy cercano a la placa (y=0) 

pero no específicamente sobre  la placa. Se afirma que son válidas para el  resto de  la escala 

espacial (y≥0+) dado que las distribuciones (figuras 3 y 4) describen adecuadamente la física del 

problema y se reducen a los casos del FSG y fluido newtoniano.  

 

 
Fig.5 Comparación entre la solución que cumple la condición de adherencia y la que es válida para y=0+ 
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CCaappííttuulloo  44  
 

Ecuación de Energía 

 

El  balance  de  energía  para  el  SPS  con  el MFFSG  sujeto  a  las  consideraciones  correspondientes 

proporciona  información sobre el proceso difusivo de ésta, que ocurre en el fluido viscoelástico, 

inducido  por  el movimiento  oscilatorio  de  una  placa  calentada,  así  como  del  impacto  de  las 

propiedades viscoelásticas del fluido (α, η) en el transporte.  

 

En la ecuación (42) se presenta la ecuación resultante del balance de energía, en la cual  se incluye 

al  inverso  de  la  frecuencia  característica  como  la  constante  temporal  que  homogeneíza  las 

dimensiones de la ecuación (15.1). Del lado izquierdo, se expresan los términos que involucran a la 

variable dependiente de interés, la temperatura; mientras que del lado derecho están los términos 

de disipación de energía debido a  las propiedades viscosas y  la respuesta elástica al movimiento 

del fluido, respectivamente.  

22
11

2
β βθ θ η α ω

ρ ρ ρ
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂

+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
x

t
k vD

t Cp y Cp Cp y
  (42)

 

Esta ecuación debe cumplir con la condición inicial y de frontera, definidas por las consideraciones 

físicas y expresadas matemáticamente de la siguiente manera: 

 Condición inicial  (C.IE) 

Condiciones de frontera  

de primera clase o Dirichlet (temperatura de la placa ) 

0
(0, )θ θ=t   (C.FE1)

 

( ,0)θ θ= by
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de segunda clase o Neumann (no existe flujo de energía en un lugar muy alejado de la placa) 

( , ) 0θ∂ →∞
=

∂
y t

y
  (C.FE2) 

 

Forma adimensional de la ecuación de energía  

Empleando  las variables adimensionales del capítulo anterior y adicionando  la de  la temperatura 

θ θ
θ θ
−

Θ =
−

o

b o , se obtiene una forma adimensional para la ecuación (42) que se expresa como: 

22
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1 1
Pr

β

β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂Θ ∂ Θ ∂ ∂⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

UEc Wi
Y YT T

  (43) 

Donde  

2 2

;
( )
ρ

θ ρ θ θ
= =

Δ −o b

V VEc
Cp Cp       (43.1) 

Pr ;η
=

Cp
k     

αω
ν

=Wi
  (43.2‐43.3) 

Con condición inicial y de frontera: 

( ,0) 0Θ =Y   (C.IE‐A) 

(0, ) 1Θ =T   (C.FE1‐A) 

( , ) 0∂Θ → ∞
=

∂
y

Y
T

 
(C.FE2‐A)

 

La presencia del número de Prandtl (Pr) y el número de Eckert (Ec) son esperados para este tipo 

de  procesos  de  transferencia  de  energía,  ya  que  mediante  éstos  se  comparan  los  procesos 

difusivos de momento y energía  (Pr) y qué  tanto se  transfiere  la energía debido al movimiento 

(energía  cinética)  o  qué  tanto  se  concentra  (Ec).  Asimismo,  resulta  interesante  observar  la 
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existencia  del  producto  de  los  números  adimensionales  Wi  y  Ec, el  cual  resalta  que  las 

propiedades viscoelásticas del  fluido  impactan  la  transferencia de energía en el sistema, esto se 

aprecia mejor arreglando las variables de ese producto adimensional, de la siguiente forma: 

2α ρ ρ αω ρω
ν ρ η ρ

= =
Δ Δ

V VL V LWi Ec
Cp T Cp T   (44) 

En este nuevo acomodo del producto de los números Wi y Ec, se encuentra de forma explícita el 

número de Reynolds (Re), que es representativo de la relación de las escalas temporales difusiva y 

convectiva,  el  cual  está  multiplicando  a  una  relación  de  energías,  la  del  numerador  puede 

asociarse  a  la  energía  del  fluido  viscoelástico  durante  el  movimiento,  mientras  que  el 

denominador  a la concentración de energía del sistema; es decir, cuánta energía se transfiere en 

el flujo del fluido viscoelástico.  

 

Gradiente de velocidades  

Debido a que  la ecuación de energía y  la de movimiento forman un sistema de ecuaciones semi 

acoplado  por  la  velocidad,  es  necesario  conocer  el  gradiente  de  velocidades  del  fluido  para 

comenzar  a  resolver  la  ecuación  de  energía,  el  cual  puede  expresarse  de  manera  sencilla 

considerando que  la  integral  impropia es convergente  (comprobado en  los resultados obtenidos 

en  el  capítulo  anterior).  En  la  ecuación  (45)  y  (46)  se  expresan  los  gradientes  de  velocidad 

generales, en su forma dimensional y adimensional respectivamente; mientras que en  la tabla 6, 

los gradientes de velocidad de los casos especiales abordados en el capítulo anterior. 
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T

T
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  (46) 

 

Se ha elegido resolver  la forma adimensional de  la ecuación de energía dado que ésta  implica  la 

condición inicial y una de frontera homogéneas, lo que será muy apreciado en los procedimientos 

y medios de solución. 

 

Las distribuciones de velocidad (Tabla 5) y los gradientes de velocidad (Tabla 6) obtenidos para el 

MFFSG y FSG podrían describirse entre sí como movimientos oscilatorios desfasados, dado que la 

estructura matemática de ambos es similar, cambiándose la función coseno por la función seno. A 

pesar  de  que  los  términos  involucrados  en  las  expresiones  son  funciones  especiales,  sumas  e 

integrales impropias, y que éstos limiten la posibilidad de obtener una solución analítica de forma 

cerrada,  el  simple hecho de desarrollar    y  analizar  la  ecuación  de  energía para  este  problema, 

resulta una aportación  importante ya que existen pocos trabajos [33] que aborden el balance de 

energía, incluso para fluidos newtonianos.  
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Tabla 6. Gradiente de velocidades para el MFFSG y sus casos especiales, FSG y FN . 

   

Ecuación constitutiva  Gradiente de velocidades

I. 

MFFSG con β=1 

(caso límite: FSG) 

( ) ( )
( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

2 2 2 2 2
2
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0 0
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FSG [46] 
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III. 

MFFSG con β=1, α=0 

(caso límite: Newtoniano) 
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Solución de la ecuación de energía  mediante funciones de Green 

 

Una  vez  desarrollada  la  expresión  para  el  gradiente  de  velocidades,  éste  se  introduce  en  la 

ecuación (43) y se obtiene la ecuación de energía correspondiente:  
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  (47) 

La parte no homogénea de la EDP contiene la derivada fraccionaria, la cual debe efectuarse sobre 

el gradiente de velocidades elevado al cuadrado. Dado que el objetivo de este trabajo es obtener 

una solución analítica y realizar un análisis del fenómeno físico, éste se enfoca en obtener alguna 

expresión general que permita entender que comportamiento térmico presenta el MFFSG, ya que 

la obtención de una forma cerrada para esta solución resulta muy complicado. 

 

Con  la  finalidad  de  obtener  una  ecuación  que  no  contenga  escalares  que  multipliquen  las 

derivadas de la ecuación (47), se introduce la variable S, la cual tiene la siguiente forma: 

 

                    (48)   

 

La ecuación (48) es una variable espacial escalada ya que al multiplicar el espacio por un múltiplo 

del número de Pr, se hace énfasis en  la  importancia en  la  relación entre  los procesos difusivos, 

tanto de momento como térmico, así como en sus respectivas capas límite, que son las distancias 

Pr=S Y
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que caracterizan a estos sistemas. Por lo tanto, si el Pr es de gran magnitud la escala espacial hará 

referencia al proceso de difusión de momentum, ya que la capa  límite hidrodinámica será mayor 

que la térmica, y viceversa si el Pr es pequeño.  

 

Introduciendo la variable S en (47), se obtiene: 
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O bien:  
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    (50.1) 

Una vez simplificada la ecuación (49) en la (50) es posible observar que, más allá de las funciones 

especiales, integrales y derivada fraccionaria involucradas en la parte no homogénea, ésta puede 

representarse  como una  función de  las  variables  independientes.  Con  base  en  los métodos de 

solución  de  EDP  non  homogéneas  conocidos,  en  especial  el  de  funciones  de  Green  para  las 

ecuaciones de energía unidireccional en medios semiinfinitos [51], se puede escribir que:  
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Siendo la función de Green y su derivada:  
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Las  ecuaciones  (51.1‐51.2)  cumplen  con  las  condiciones de  frontera  (Y=S=0)  ya que  ambas  son 

iguales a cero al aplicarla. 

 

Por lo tanto, la distribución de temperaturas puede quedar representada como: 
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Sustituyendo el valor de la función ψ en la solución anterior, se obtiene: 
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La ecuación  (52) es una solución general para  la EDP parabólica, unidireccional, no homogénea, 

con una condición de frontera no homogénea de primer tipo. En la función ψ(U,T) se encuentra la 

información  particular  del  sistema  abordado,  por  lo  cual,  a  partir  de  esta  ecuación  es  posible 

obtener las soluciones para los casos abordados en el capítulo anterior, las cuales se muestran en 

la tabla 7.  

 

La solución general de la EDP no homogénea presenta dos términos, el primero corresponde a la 

parte no homogénea de la EDP y el segundo a la solución homogénea con la condición de frontera 

correspondiente.  Por  lo  tanto,  es  posible  decir  que  las  dos  contribuciones  principales  de  la 

distribución describen el decaimiento de la temperatura máxima (la de la placa) en el eje vertical, 

debido a un proceso difusivo de transferencia de energía y a la respuesta del tipo de fluido en ese 

fenómeno de difusión  transitorio;  este  comportamiento  indica que  sólo  existe  transferencia de 

energía en una región específica de fluido y por tanto, una capa límite térmica.  

Para el MFFSG,  la primera parte de  la ecuación  (53)  representa  la  contribución de  la  respuesta 

viscoelástica a  la distribución térmica del sistema en un punto determinado (dada por  la función 

de Green). Cabe resaltar que con el término (1+Wi Dt
β ) es posible hacer un símil de  la ecuación 

constitutiva  adimensional  de Maxwell,  lo  que  permite  analizar  qué  tanto  impacta  la  respuesta 

viscoelástica a la distribución térmica, es decir, si la rapidez de cambio del gradiente de velocidad 

es  grande  o  el  Wi→∞,  la  derivada  temporal  fraccionaria  dominará  el  término  y  por  tanto,  la 

viscoelasticidad del fluido impactará altamente la distribución de temperaturas. Por otro lado, si la 

rapidez  de  cambio  es  despreciable  o  el  Wi→0,  la  respuesta  viscoelástica  del  fluido  tendrá  un 

impacto casi nulo, ya que el fluido presentará un comportamiento similar al newtoniano. El valor 

del  exponente  fraccionario  de  la  derivada  permite  confirmar  que  la  viscoelasticidad  y  el 

movimiento  del material  tendrá  un  papel  determinante  en  el  proceso  de  difusión  de  energía, 
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cuando  β→0  el  gradiente  de  velocidad  será  el  factor  que  afecte  con mayor  fuerza  el  proceso 

difusivo, mientras  que  para  β→1  será  la  rapidez  de  cambio  del  gradiente  de  velocidad  quien 

influenciará la difusión.  

 

Con esta solución analítica, ecuación (52), se ha analizado brevemente el efecto no newtoniano o  

viscoelástico  en  la  transferencia  de  energía  (además,  puede  ser  extendida  a  cualquier  tipo  de 

fluido no newtoniano). 

 

 Se  reconoce  que  la  obtención  de  gráficas  de  distribución    de  temperatura  ilustrarían 

explícitamente el comportamiento del fluido, sin embargo, con  lo presentado en este trabajo es 

posible inferir, sin involucrar técnicas computacionales o métodos numéricos, cómo se distribuirá 

la temperatura con sólo con analizar las ecuaciones obtenidas, por lo que se considera que es una 

aportación muy valiosa en el área de mecánica de fluidos no newtonianos y reología.  
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Tabla 7.  Forma que adquiere la función ψ(S,T) para diferentes ecuaciones constitutivas y algunos casos especiales del MFFGS. 

 
Ecuación constitutiva  ψ(S,T)

I. 

MFFSG con β=1 

(caso límite: FSG) 

( )( )

( )( ) ( ) ( )

2

2
2
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III. 

MFFSG con β=1, α=0 

(caso límite: Newtoniano) 

( ) ( ) ( )( )
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CCoonncclluussiioonneess  
 

Se obtuvieron  soluciones analíticas equivalentes, para  la ecuación de movimiento, mediante 

transformaciones  integrales y funciones de Green fraccionarias,  las cuales se validaron y a su 

vez a  la propuesta de homogeneización fraccionaria, ya que reprodujeron con gran exactitud 

los  casos  límite  estudiados.  Estas  soluciones  son  válidas  para  valores  de  la  escala  espacial 

mayores a cero (y=0+) y mostraron un error máximo de 31% respecto al fluido newtoniano y de 

1% respecto al FSG.  

 

Las distribuciones de velocidad obtenidas presentaron un valor máximo para la amplitud y una 

capa  límite.,  la cual  resultó  ser mayor en el MFFSG que en el FSG y FN  (MMFSG>FSG>FN) y 

dentro  del  MFFSG  la  capa  límite  es  mayor  cuando  β→  0.  Se  otorgó  significado  físico  al 

exponente fraccionario de la derivada (que representa a un fluido diferente con cada valor de 

β  )  ,  relacionándolo  con  la  disipación  del movimiento,  o  directamente  con  los  efectos  de 

memoria, que pueden ser más fuertes cuando beta tiene un valor pequeño. 

 

Con el tratamiento dado a la ecuación de energía se obtuvo una solución analítica que puede 

ser extendida a cualquier tipo de fluido no newtoniano y con la cual se analizó, a pesar de no 

haber obtenido gráficas de la distribución de temperatura, el impacto de la viscoelasticidad en 

el proceso de transferencia de energía, de forma análaga a la ecuación de Maxwell. 

 

En general,  las soluciones exactas obtenidas para  los balances de momento y energía del SPS 

para  un MFFSG,  así  como  el  desarrollo  y  análisis  desarrollado  a  partir  de  ellas,  permiten 

corroborar  que  éstas  son muy  importantes  para  comprender  situaciones  físicas  básicas,  así 
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como  medios  para  plantear  y  resolver  otros  problemas  que  involucren  flujos  de  mayor 

complejidad física.  
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AAppéénnddiiccee  11  
  

Transformadas integrales y Funciones Mittag Leffler 

Las funciones Mittag Leffler y su derivada se expresan de la siguiente manera: 

( ) ( ),
0

λ μ λ μ

∞

=

=
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n

n

zE z
n

  (A.1.1) 

( ) ( ),
0

( )!
!λ μ λ λ μ

∞

=

+
=

Γ + +∑
n

k

n

n k zE z
n n k
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Se presentan  las transformadas de Laplace y Fourier empleadas en una de  las solución de  la 

ecuación de movimiento [42,48,50]. 

 

Transformadas de Laplace 
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Transformadas seno de Fourier 
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(A.1.9) 

donde sign es la función signo, la cual está determinada por la siguiente  
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AAppéénnddiiccee  22 

 
Procedimiento  de  solución  de  la  ecuación  de  movimiento 
mediante transformadas integrales, análogo al trabajo de Khan 
et al [21]. 
 
 
A partir de la ecuación (23.4):  
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Reescribiendo el factor común como: 
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Y sustituyendo en (A.2.1) se obtiene: 
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Si se desarrolla el denominador como: 
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Y se introduce en la ecuación (A.2.3):  
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Se aplica la transformada inversa de Laplace a cada término 
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Tercer término 
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Cuarto término 
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El campo de velocidades en el espacio de Fourier y la escala temporal queda: 
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Finalmente, se aplica  la transformada  inversa de Fourier a  la ecuación (A.2.9) para obtener  la 

nueva forma de la solución: 
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