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Capitulo 1

Introduccion

El siguiente trabajo es una soluciéon a problemas de distribucién en Teoria
de Graficas, se trabajara con algunas familia de digréaficas con caracteristicas
especificas. Estas digraficas pueden modelar una infinidad de situaciones o
problemas, como la distribuciéon de un bien en una poblacién o un flujo
eléctrico en un circuito. Se demostrara que se pueden encontrar un conjunto
de puntos en la digrafica tal que se pueda asegurar que estos puntos cumplen
con caracteristicas predeterminadas de proximidad tanto entre los puntos
seleccionados como los diferentes puntos de la digrafica. Se demostraran en
algunos casos que con agregar una condicion extra dependiendo del tipo
de digrafica se podra asegurar que, no importa la proximidad o lejania que
se necesite entre dichos puntos, se podrd garantizar la existencia de ellos.
Ademas, sin agregar condiciones se verificara a partir de que proximidad o
lejania entre los puntos mismos y los demés puntos de la digrafica se garantiza
la existencia de éstos.

Comenzaremos el primer capitulo con los conceptos bésicos y teoremas
base de Teorfa de Graficas. En el segundo capitulo demostraremos la existen-
cia de nucleos en algunas digraficas, de los cuales, en el tercer capitulo exten-
deremos algunos de esos resultados a (k,!)—nicleos y demostraremos tam-
bién su existencia para otras digraficas. En el cuarto capitulo demostraremos
condiciones para que digraficas 3-transitivas y 3-cuasitransitivas tengan ni-
cleo y en el quinto capitulo demostraremos que las digraficas conexas local-
mente semicompletas y localmente semicompletas lineales tienen k—ncleo,
para diferentes valores de k. Por ultimo haremos un recuento de los resultados
importantes en las conclusiones del capitulo 6.



2 Introduccién

1.1. Conceptos basicos

Nuestro campo de trabajo seran las digraficas, generalmente denotadas
por D, que consisten en un conjunto finito no vacio de vértices V(D) y un
conjunto de pares ordenados de vértices (u,v) llamados flechas, A(D), con
vértice u distinto del vértice v, sin tener flechas repetidas o miltiples. Para
una flecha (u,v) el primer vértice sera llamado cola y el segundo cabeza,
diremos que la flecha sale del vértice u y entra al vértice v, también podemos
decir que el vértice v domina al vértice v y lo denotamos por v — v, y
analogamente el vértice v absorbe al vértice u. Decimos que un vértice v
incide en una flecha a si v es la cola o la cabeza de a, de la misma manera
la flecha a incide en el vértice v. El orden de una digrafica es la cardinalidad
del conjunto de vértices, el cual siempre sera finito, |V (D)]; el tamafio de
una digrafica es la cardinalidad del conjunto de flechas, |A(D)|. La digrafica
trivial es aquella de orden 1, y por lo tanto es un solo vértice sin flechas.

Uy U2 U1 V2
O «—m8mm— OO O «—O
 S——— © ©

Uy Uus V4 U3

D’ D

Figura 1.1: La figura D’ es un ejemplo de las flechas que no se permiten en
una digréfica, es decir, flechas multiples y lazos, la figura D es la digrafica
que resulta al borrar las flechas prohibidas.

El ex-grado (in-grado) de un vértice v, es el nimero de flechas que salen
(entran) de v, y es denotado por d*(v), (d~(v)). La in-vecindad de un vértice
v, es el conjunto de vértices los cuales son absorbidos por v el cual general-
mente es denotado por N~ (v), de esta manera la ex-vecindad de un vértice
v es el conjunto de vértices los cuales absorben al vértice v, que denotaremos
por NT(v); en la digrafica D de la Figura 1.1 el vértice v; es de ex-grado 1
e in-grado 2, del cual su in-vecindad es {v9,v4} y su ex-vecindad es {v3}.
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Decimos que un vértice u es adyacente a un vértice v si existe una (u,v)
flecha o una (v, u) flecha en D, al tener cualquiera de las dos flechas o ambas
diremos que u es adyacente a v y el vértice v es adyacente a u. Una flecha
(u,v) que pertenece a A(D) es llamada una S;S>—flecha cuando el vértice u
pertenece a S7 y el vértice v pertenece a Sy, donde S7, S5 son subconjuntos
de los vértices de D.

Una digrafica H es subdigrafica de D si V(H) C V(D); A(H) C A(D),
y cada flecha en A(H) tiene a sus extremos en V' (H); si cada flecha de A(D)
con sus dos extremos en V(H) estd en A(H), decimos que H es una subdi-
grafica inducida de D; si los vértices de H son los mismos que los vértices
de D decimos que H es una subdigréfica generadora. Una flecha (u,v) que
pertenece a A(D) es llamada asimétrica (respectivamente simétrica) si la
flecha (v,u) no pertenece a A(D), (respectivamente la flecha (v, u) pertenece
a A(D)), en la digrafica D de la Figura 1.2 la vsv,—flecha es simétrica con la
vgvz—flecha, el resto de las flechas de la digrafica son asimétricas. La parte
asimétrica de una digrafica D (respectivamente parte simétrica de D), que
sera denotada por Asym(D) (respectivamente Sym(D)), es la subdigrafica
generadora formada a partir de las flechas asimétricas (simétricas) de D; una
digrafica D es llamada digrafica asimétrica si Asym(D) = D.

Un camino dirigido C' = (zg, x1, ..., z,) en una digrafica D es una sucesion
alternada de vértices y (x;,z;41) flechas de D, con vértice inicial xy y vértice
terminal x,, también llamados extremos. Decimos que tenemos un camino
dirigido cerrado cuando sus extremos son iguales, es decir, oy = x,. Una
trayectoria dirigida es un camino dirigido que no repite vértices; definimos
una uv—trayectoria como una trayectoria dirigida con vértice inicial u y vér-
tice final v. La longitud de un camino dirigido C, denotado por ¢(C), es el
ntmero de flechas que recorre. Un camino dirigido generador de una digrafica
D es aquel que contiene a todos los vértices de D. Un ciclo dirigido es una
trayectoria dirigida (z¢, x1, ..x,) unién la flecha (z,,x¢), n > 1, cuando una
digrafica no contiene ciclos decimos que es aciclica. Si tenemos un camino
C = (zo,21,...,T,), entonces z;Cx;, con i < j, denotard al subcamino di-
rigido de C, x;,Cx; = (x;, Tiy1,...,Tj_1,2;); por comodidad nos referiremos
a las definiciones anteriores s6lo como caminos, trayectorias y ciclos. Sea
D una digrafica y x1, o, ..., x, una etiquetacion de los vértices de D, se lla-
ma una etiquetacion aciclica si para toda z;z;-flecha en D tenemos que @ < j.
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Una cuerda de un ciclo, llamémosle C, que pertenece a una digrafica D,
es una flecha (i, 7) que esta en A(D) — A(C) tal que 1 < £(iCy) < ¢(C) — 1
con i,i+1,...,j que pertenecen a V(C); un polo de un ciclo C' en D es el
vértice terminal de una cuerda (i,j) de C, en la digrafica H' de la Figura
1.2 una cuerda del ciclo C' = (vy, vg, v3,v4,v1) es la vguy—flecha. Cuando dos
vértices estan unidos por una flecha que pertenece a un ciclo C' diremos que
son consecutivos en C. La unién de caminos, trayectorias, conjuntos, etc.,
sera denotada por U, y la diferencia sera denotada por \. La distancia de u a
v en una digrafica D es la longitud de la uv—trayectoria dirigida més corta,
y se denota por d(u,v), cuando no existe tal trayectoria en D decimos que
la distancia es infinita. Entre las distancias de cualquier pareja de vértices
distintos de D, el valor mayor es definido como el didmetro de la digrafica,
denotado por diam(D), de esta manera el didmetro de una digrafica puede
ser infinito.

La digrafica dual de una digrafica D, denotada por B, es la digrafica obteni-
da al cambiar de direccion todas las flechas de D. Sea H una subdigrafica
de D, la contraccién de H en D es una digrafica D\ H con V(D \ H) =
{h} U{V(D) — V(H)), donde h es un vértice nuevo que no esta en D, las
flechas de = a otro vértice y en D \ H son las mismas que en D, la flecha de
x a hestd en D\ H si existe una flecha de z a v en D con v en H, del mismo
modo la flecha de h a y estd en D \ H si la flecha de v a y estdi en D y v
pertenece a H, para todo par de vértices distintos z, y en V(D) -V (H). La
contraccion para conjuntos de vértices puede verse con la definicién anterior
como una subdigrafica que no contiene flechas la cual se convierte en un solo
vértice.

1.2. Teoremas base

A continuacién demostraremos teoremas sencillos pero basicos, los cuales
estaremos usando como constante referencia a lo largo de este trabajo.

Proposicion 1.2.1. St una digrdfica D tiene un uv—camino, digamos T,
con el vértice u distinto del vértice v entonces D tiene una uv—trayectoria.

Demostracion. La Proposiciéon serd demostrada por inducciéon sobre la lon-
gitud del camino T
Sea la longitud del camino 7" igual a 1, como es un uv—camino implica que
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U1 (%1

o TN

(%1
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Vg \ Uy
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@) O O«—O OC«——=5©O
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—
() U3

D H H'

Figura 1.2: Una digrafica D, subdigrafica H de D y subdigrafica inducida H’
de D.

T = (u,v), es decir, que el camino es una uv—flecha y como u, v son vértices
distintos, tenemos que es una uv—trayectoria.

Supongamos el resultado valido para ¢(7) < n, y lo demostraremos para
UT) =n.

Sea T' = (u,x1,%2,..,2n—_1,v) un uv—camino en D, si x; # z; para toda
i,j € {1,2,...,n — 1} implicaria que el camino 7" es una uv—trayectoria.
En otro caso tenemos que x; = x; para alguna 4,j € {1,2,...,n — 1}. Sea

Ty = z/Tz; y consideremos el uv—camino Tp = (uT'z;) U (z;7v), como
0(Ty) > 2 eso implica que ¢(Ty) < n y por hipotesis inductiva T contiene
una uv—trayectoria. |

Proposicion 1.2.2. Sea una digrifica D que contiene un camino cerrado C
que pasa por el vértice u entonces D contiene un ciclo que pasa por el vértice
u.

Demostracion. La Proposicion serd demostrada por induccion sobre la lon-
gitud del camino cerrado C.

Como C' es un camino cerrado tenemos que su longitud es al menos dos, si
(C) =2, C = (x1,u,x1), claramente C solo repite x1, y por lo tanto C' es
un ciclo que pasa por u.

Supongamos el resultado valido para £(C') < n. Por demostrar para ¢(C') = n.
Sea C' = (z1, s, ..., Ty, 1) camino cerrado tal que x; = u para alguna i que
esta entre {1,2,...n} con ¢(C) = n. Si no existe z; € C tal que z; = x; para
algunas 7,7 € {1,2,..n}; entonces C' es un ciclo que pasa por u.

De otra manera tomamos x; = z; para alguna ¢ # j € {1,2,...n} el
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primer vértice que se repite en C, y por lo tanto ) = z;Cz; es un ciclo,
si u € (1, entonces C7 es un ciclo que pasa por u. Si u ¢ C4, hacemos
Cy = (1Cz;) U (2;Cz1) y como £(Cy) > 2 tenemos que ¢(Cy) < n 'y por
hipotesis inductiva C5 contiene un ciclo que pasa por el vértice u. |

Cuando trabajamos con digraficas aciclicas el siguiente teorema es bas-
tante 1util ya que a partir de un vértice de ex-grado o in-grado cero podremos
construir o encontrar diferentes estructuras en nuestra digréfica.

Proposicion 1.2.3. Toda digrifica aciclica D tiene al menos un vértice x
tal que su ex-grado es igual a cero.

Demostracion. Supongamos que no existe un vértice x en D tal que d™(x) =
0. Tomamos una trayectoria T' = (xg, 1, ..., ;) de longitud maxima en D, por
hipotesis sabemos que d™(z;) # 0, lo que implica que existe una z,v—flecha
para algin vértice v en D, observemos que el vértice v no puede pertenecer
a T, es decir que v = z; para alguna ¢ € {1,2,...;t} ya que de otra manera
podemos construir C' = x;Tx; U{v} el cual es un ciclo de D, lo cual no puede
suceder ya que D es aciclica. Hacemos entonces 7" = (xg, 21, ..., T, v) una
nueva trayectoria de D, pero ¢(T") = ¢(T') + 1 lo cual es una contradiccion
va que elegimos a T' como una trayectoria de longitud maxima de D. Por lo
tanto existe al menos un vértice x; en D tal que su ex-grado es igual a cero.

Corolario 1.2.4. Toda digrdifica aciclica D tiene al menos un vértice x tal
que su in-grado es cero.

Demostracion. Consideremos la digrafica dual % de D, observemos que %
es aciclica, por la Proposicion 1.2.3 D’ tiene un vértice x tal que su ex-grado
es igual a cero, lo que implica que en la digrafica original D, el vértice x es
de in-grado cero. [ |

Teorema 1.2.5. Toda subdigrdfica de una digrdfica aciclica es aciclica.

Demostracion. Sea D una digrafica aciclica, consideramos H subdigrafica
de D. Supongamos que existe un C' ciclo en H, como H es subdigrafica, por
definicion C esta en D, lo cual no puede suceder, por lo tanto H es aciclica.
[ |
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Teorema 1.2.6. Todo camino dirigido cerrado C' con longitud no congruente
a 0 mddulo k contiene un ciclo dirigido de longitud no congruente a 0 modulo
k.

Demostracién. El Teorema serd demostrado por induccion sobre la longi-
tud del camino cerrado C.

Caso 1: Si tenemos que k = 2, entonces ((C') = 3 ya que £(C) # 0(mod k)
por hipotesis, de esta manera C' = (x,x9,x3,71) con z; # x; para toda
i # 7 € {1,2,3}, ya que si x; = x; para alguna i,j € {1,2,3}, tendriamos
que C' 0 no es un camino cerrado o ¢(C') # 3, por lo tanto z; # x; para todo
vértice en C'y por lo tanto C' es un ciclo con £(C') # 0(mod k).

Caso 2: k # 2. Entonces £(C') = 2. Claramente C' es cicloy £(C) #£ 0 (mod k),
y por lo tanto C es el ciclo que buscamos.

Supongamos el resultado valido para ¢(C) = m < n. Por demostrar para
(C) =n.

Sea C' = (x4, x, ..., T,) un camino dirigido cerrado de ¢(C') # 0 (mod k), con
((C') = n, sino existe z en C tal que x = z; = x; para alguna i, j € {1,2,..n},
entonces C' es el ciclo que buscamos.

De lo contrario tomamos x; el primer vértice que se repite en C, sea C =
x;Cz; ciclo dirigido.

Si £(Ch) # 0 (mod k), Cy es el ciclo buscado.

Si ¢(Cy) =0 (mod k), tenemos que z; = x; = x; para alguna j < [, entonces
hacemos un nuevo camino dirigido cerrado Cy = (1Cx;) U (2,Cx,,), como
0(C) =£(Cy) + £(Cy) v tenemos que £(C) Z 0 (mod k) y £(Cy) =0 (mod k),
entonces podemos observar que ¢(Cy) #Z 0 (mod k), con ¢(Cy) < n, entonces
por hipdtesis inductiva Cy contiene un ciclo dirigido de longitud # 0 (mod k).
[ |

Una gréafica, que generalmente denotaremos por GG es un par ordenado
(V(G), E(G)), que consiste en un conjunto V(G) de vértices y un conjunto
E(G) de parejas no ordenadas de vértices distintos de G. Para las graficas
definimos analogamente los conceptos anteriores con la observacion de que
no seran dirigidos en G. Una grafica de lineas de GG, denotada por L(G), es la
grafica que tiene como vértices a las aristas de GG, los cuales son adyacentes
si tienen como aristas un vértice en comtn en G.

Si T1,T5 son trayectorias distintas de Gy s6lo inciden en un extremo comin,
entonces decimos que 77 y 715 son trayectorias adyacentes. La grafica de
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trayectorias de una grafica G es la grafica T(G) = (V(T(Q)), E(T(G))),
cuyo conjunto de vértices es el conjunto de trayectorias de GG cuya longitud
es al menos uno y para h,k vértices de V(T'(QG)), la arista (h,k) estd en
E(T(G)) siy solo si son trayectorias adyacentes en G. Denotamos la trayec-
toria h = (zg, 1, ..., Tn_1, T,) y el vértice h de V(T'(G)) por el mismo simbolo.

Una digrafica D es unilateralmente conexa si para todo par de vértices u, v
en V(D), tenemos que existe un uv—camino o un vu—camino; decimos que
es fuertemente conexa cuando para todo par de vértices u, v en V (D), existe
un uv—camino. Para una digrafica fuertemente conexa D = (V, A), un sub-
conjunto S de V' es un conjunto separador si D — S no es fuertemente conexa.

Una componente fuertemente conexa de D es una subdigréafica inducida méax-
ima de D la cual es fuertemente conexa. Tenemos que V(D;) UV (D) U...U
V(D;) = V(D) con D; componente fuertemente conexa, y V(D;)NV(D;) = ()
para toda ¢ # j; cuando a una componente D; no le entran flechas de ningu-
na otra componente D; decimos que es una componente inicial, de la misma
manera cuando no le salen hacia ninguna otra componente decimos que es
una componente terminal. Observemos que una digrafica con solo un vér-
tice es fuertemente conexa. La digrafica de condensacion o de componentes
fuertemente conexas de D es obtenida al contraer las componentes fuerte-
mente conexas de D y borrando todas las flechas paralelas obtenidas. La
subdigréfica inducida por los vértices de un ciclo de D es fuertemente conexa
y por lo tanto esta contenida en una componente fuertemente conexa, en-
tonces se deduce que la digrafica de condensacion es aciclica, con al menos
una componente inicial y una componte terminal.

Teorema 1.2.7. Todo vértice v de una digrdfica D tiene una trayectoria a
una componente terminal de D.

Demostracion. Sea D digrafica y Si, S, ...,.5; componentes fuertemente
conexas de D. Sea v en 5; si S; es una componente terminal, entonces el vér-
tice es la trayectoria. Si S; no es una componente terminal, sabemos existe
una 5;9;,1-flecha para alguna otra componente, si S;;1 no es componente ter-
minal sabemos existe una flecha hacia otra componente; como la digrafica de
condensacioén es aciclica implica que las flechas entre componentes llevan una
sola direccion, ademés como la digrafica es finita sabemos que encontraremos
una componente S;_1 la cual tendré una flecha hacia S; componente terminal.
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Supongamos entonces que tenemos las S;S5;1-flechas parat=1,...,t —1, con
Sy componente terminal. Sean v;,, Viy1,, Vitly, s Vt—1,5 Vt—1,, Uty , 10S Vértices
de D tal que tenemos la vj;,v;41, —flecha, con v;, en S; y v, en Sj;q, para
J=1,1+1,...,t—1. Como entre cualquier par de vértices de la misma compo-
nente conexa existe una trayectoria entre ellos, hacemos: vv;, —trayectoria=

T;, Vit1,Viq1, —trayectoria= T;1q, ..., v;_1,v;_1,—trayectoria= T;_;. Constru-
imos T' = V130,041, Tit1Vis1, - Ve—1, L1—101—1,7;, Una vy, -trayectoria con vy,
que pertenece a una componente terminal de D. |

Teorema 1.2.8. Sea una digrdfica D fuertemente conexa no trivial, entonces
D tiene al menos un ciclo.

Demostracién. Sean u,v € V(D), como D es fuertemente conexa en-
tonces sabemos que existe un uv—camino y un vu—camino. Por la proposi-
cion 1.2.1 sabemos que ese uv—camino contiene una uv—trayectoria, digamos
Ty y analogamente también tiene una vu—trayectoria= T,. Consideramos
C =T, UT, el cual es un camino dirigido cerrado, y por la Proposiciéon 1.2.2
tenemos que C' contiene un ciclo. |

Una digrafica D es p—partita si existe una particiéon Vi, Vs, ..., V), de los
vértices de D, con V; # @ paral <i<p, VNV, =@, paral <i<j<p

p
y U Vi = V(D), y para toda flecha la cabeza y la cola estan en diferentes
i=1

conjuntos de la particién, cuando p = 2 decimos que la digréfica es bipartita.
Decimos entonces que una digrafica D es ciclicamente k—partita si existe una
particion de V (D), V(D) = {4, V4, ..., Vi.} en k conjuntos independientes, es
decir, para cualquier par de vértices en el mismo conjunto no existe una flecha
entre ellos, y tenemos que toda flecha de D es de la forma V;V;1; (mod k).

Una digrafica D de orden n es redonda si podemos etiquetar a los vértices
U1, Vg, .., Uy tal que para cada v; tenemos N (v;) = {vip1, . Vivat ()} ¥

N~ (v;) = {Vi—a-(v;),---» Vi=1} modulo n; nos referiremos a esta manera de
etiquetar a los vértices como una etiquetacion redonda.

Teorema 1.2.9. Si D es fuertemente conera entonces todo ciclo dirigido
tiene longitud equivalente a 0 modulo k si y solo st D es ciclicamente k-
partita.
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Demostracion. Sea v € V(D), hacemos una particion basandonos en las
distancias de los demés vértices respecto a v, es decir, V; = {u € V(D)|d(v, u)
=i (mod k)}, para 0 <i <k — 1.

Por hipotesis todo ciclo dirigido es de longitud congruente a 0 modulo &, y
sabemos que existe al menos un vértice = tal que d(v,z) =k — 1, pues D es
fuertemente conexa, lo que implica que al menos tenemos un ciclo dirigido
en D, teniendo asi que el conjunto {0, 1,2...k — 1} es un sistema completo de
representantes modulo k.

Supongamos que existe v € V(D) tal que u € V;(V; para alguna 1, j.

Por construccion de V;, V; tenemos que existe C; un vu—camino dirigido de
longitud = ¢ (mod k) y Cy un vu—camino dirigido de longitud = 5 (mod k).
Sabemos que existe un uv—camino dirigido, digamos T', por ser D fuerte-
mente conexa.

Por el Teorema 1.2.6 todo camino dirigido cerrado de longitud # 0 (mod k)
contiene un cliclo dirigido de longitud # 0 (mod k).

Pero C; UT y C5UT son caminos dirigidos cerrados, y por la observacion
anterior tenemos que: £(C1UT) =0 (mod k) y £(CoUT) =0 (mod k) de otra
forma D tendria un ciclo de longitud # 0(mod k) lo cual no puede suceder
por hipétesis. Entonces ¢(C; UT) = £(Cy) +4(T) = ¢+ 4T) =0 (mod k),
de lo cual se sigue que ((T') = —i (mod k).

Anéalogamente, {(T) = —j (mod k) y por lo tanto —i = —j (mod k) entonces
i = j (mod k) lo cual implica que i = j.

Si V; = () para algin 0 < ¢ < k — 1 implicarfa que D serfa aciclica lo cual
no puede ocurrir por el Teorema 1.2.8 pues D es fuertemente conexa y por
lo tanto tenemos que V; # ) para toda 0 < < k — 1.

Como D es fuertemente conexa, tenemos que para cada u € V (D), existe una

vu—trayectoria dirigida. Y por construccion tenemos que d(v, u) = i(mod k)
k-1

para algin 0 < i < k — 1, y por lo tanto se puede ver que U V; = V(D).
=0

Sea (u,w) € A(D), como {V;}}=] es una particién, supongamos entonces
que u € V;, w € Vj, para algunos 0 < 7,5 < k — 1. Por ser D fuerte-
mente conexa, podemos afirmar que existe un wv—camino dirigido, llamé-
mosle C, y como u € V,, se sigue que existe un vu—camino dirigido, diga-
mos 17 con ¢(Ty) =i (mod k), y como w € V; entonces existe también un
vw—camino dirigido, digamos Ty, con ¢(T) = j (mod k). Observemos que
Ty U (u, w) UC es un camino dirigido cerrado entonces se puede afirmar que
Ty U (u,w) UC) =0 (mod k); y como cualquier flecha es de longitud 1 y
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conocemos la equivalencia de la longitud de la T} trayectoria sustituyendo en
la ecuacion tenemos que £(T) +1+4(C) = (i+ 1) +£(C) = 0 (mod k), asi
despejando podemos ver que ((C') = —(i + 1)(mod k).

Por otro lado como C' U T, es un camino dirigido cerrado se puede ver que
(C'UTy) = 0(mod k) entonces se sigue que £(C) 4+ ¢(T3) = 0(mod k), y como
tenemos la equivalencia de la longitud de 75 podemos sustituir en la ecuacion
lo que nos da que ¢(C) + j = 0(mod k), asi despejando y sustituyendo lo de
la ecuacion anterior se sigue que ¢(C) = (—j) = —(i + 1)(mod k), lo cual es
igual a j =i+ 1(mod k), y por lo tanto j =i + 1.

Por lo tanto cualquier flecha (u,w) en D es de la forma V;V,, queda de-
mostrado que D es ciclicamente k—partita si D es fuertemente conexa y todo
ciclo dirigido tiene longitud= 0(mod k).

Sea D ciclicamente k—partita, con Vi, Vs, ..., V. particion. Todo ciclo dirigido
empieza y acaba en un mismo vértice, y por lo tanto en una misma clase de
la particién, como D es ciclicamente k—partita, las flechas son de la forma
ViVii1(mod k) entonces la tinica manera de regresar a la misma clase de la
particion es recorrer las otras k — 1 clases de la particion y por lo tanto la
longitud de todo ciclo de D es multiplo de £. |

Corolario 1.2.10. Sea D una digrdfica fuertemente conexa, D es bipartita
sty solo st D no contiene un ciclo impar.

Demostracion. Sea D una digrafica fuertemente conexa, si D es bipartita
entonces es facil ver que D no contiene un ciclo impar ya que si lo tuviera
implicaria que un vértice de D esta en los dos conjuntos de la particion lo
cual no puede suceder. Si D no contiene un ciclo impar, por el Teorema 1.2.9
D es ciclicamente 2-partita, y por lo tanto D es bipartita. |

Una orientacién de una digrafica D es una subdigrafica de D obtenida a
partir de ella al borrar exactamente una flecha entre el vértice x y el vértice
y, para cada par de vértices con distintos tales que tenemos tanto la flecha
(x,y) como la flecha (y,x) en D. Una digrafica D es completa si para cada
par de vértices distintos x,y de D, la flecha (x,y) y la flecha (y, ) estan en D.

Una biorientacion de una grafica GG es una digrafica D obtenida a partir
de G reemplazando cada arista (z,y) de la grafica G por la flecha (x,y) o la
flecha (y,x) o ambas; una orientaciéon de G es reemplazar cada arista de G
por solo una flecha. Reciprocamente, dada una digrafica D, existe una tnica
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grafica UG(D) tal que V(UG(D)) = V(D) y tal que wv € E(UG(D)) si y
solo si (u,v) € A(D) o (v,u) € A(D); a UG(D) se le conoce como la grafica
subyacente de D. Una grafica completa G es aquella que para todo par de
vértices distintos de GG, son adyacentes. Una digrafica semicompleta es una
biorientacion de una grafica completa. Una biorientacion completa de una

grafica GG, denotada por 8’7 es una biorientacion D de G tal que si la flecha
(x,y) esta en A(D) implica que la flecha (y,z) estd en A(D). Decimos que
una grafica GG es conexa cuando la biorientacion de G es fuertemente conexa.
Una arista e de G es puente cuando G — {e} no es conexa.

Teorema 1.2.11. Sea D una digrdfica fuertemente conezra tal que UG(D)
no tiene puentes, entonces D tiene una orientacion fuertemente conexa.

Demostracion. Sea D fuertemente conexa con (z,y) flecha simétrica. Sea
D" =D —{(z,y),(y,z)}, st D" es fuertemente conexa entonces D — (z,vy)
y D — (y,z) son fuertemente conexas. Si no, como zy € E(UG(D)) no es
un puente, entonces D’ es conexa y por lo tanto su condensaciéon también es
conexa. Como D es fuertemente conexa, la condensacion de D’ tiene una tni-
ca componente inicial S; y una tinica componente terminal S;, de otra manera,
D = D'+{(z,y), (y,z)} no serfa fuertemente conexa, contradiciendo nuestra
hipotesis. Ademaés, sin pérdida de generalidad, necesariamente y € V(S;) y
x € V(S;), de otra manera, D no seria fuertemente conexa. Pero por el Lema
1.2.7, existe una yz-trayectoria en D’ por lo tanto, D — {(y,z)} es una ori-
entacion fuertemente conexa de D. Si (x,y) era la tnica flecha simétrica de
D, ya terminamos. De otro modo, podemos usar un razonamiento inductivo
para terminar la demostracion. [ |

Como el teorema anterior habla de una digrafica D tal que su grafica
subyacente no tiene puentes el siguiente corolario es inmediato.

Corolario 1.2.12. Toda digrifica semicompleta D fuertemente conexa tiene
una orientacion fuertemente conexa.

Una digrafica D es localmente interior(exterior) semicompleta si para
todo vértice v de D, la in-vecindad (ex-vecindad) de v induce una digrafica
semicompleta, por comodidad llamaremos a D una digréfica local-in(local-
out). De esta manera una digrafica D es localmente semicompleta si es tanto
local-in como local-out semicompleta. Una digrafica D es local-in (local-out)
semicompleta lineal, si para todo par de vértices adyacentes x, y, cada vértice
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en la in-vecindad (ex-vecindad) de x y cada vértice en la in-vecindad (ex-
vecindad) de y, o son adyacentes o son el mismo vértice. Una digrafica es
localmente semicompleta lineal si para todo par de vértices adyacentes z, y,
todo in-vecino z de = es adyacente a cada in-vecino w de y, (z # w), y cada
ex-vecino u de z es adyacente a cada ex-vecino v de y, (u # v).

U1
o)

V2 U3
\o—>o

T\m/\\ w "
ANV g

D Us D’

Figura 1.3: Una digrafica D localmente semicompleta y una digrafica D’
localmente semicompleta lineal.

Una digrafica D es llamada torneo cuando para todo par de vértices u, v,
tenemos que u,v son adyacentes con exactamente una flecha entre ellos, el
cual puede ser también definido como una orientaciéon de una grafica comple-
ta. Una digrafica localmente semicompleta que no tiene 2—ciclos la definire-
mos como torneo local.

Teorema 1.2.13. Todo torneo T, tiene una trayectoria generadora.

Demostracion. Demostraremos el Teorema por induccién sobre n.

Sin = 2, entonces por ser torneo, sabemos que los vértices vy, v en T son ad-
yacentes, as{ que supongamos sin pérdida de generalidad que existe la flecha
(v1,v9) y por lo tanto tenemos una trayectoria generadora C' = (vy, vs).
Supongamos el resultado valido para toda k < n, y sea T" un torneo con
n vértices, consideramos T} = T\{v} para algin vértice v de T. Sabe-
mos por hipoétesis inductiva que T} tiene una trayectoria generadora, C' =
(vo, 1, ..., Up—1). Nos fijamos en las flechas incidentes en v de T'. Si para vy
tenemos una flecha (v,vp), hacemos C; = ((v,v9) U C), el cual es trayec-
toria generadora de T. Supongamos entonces que tenemos la flecha (v, v),
verificamos las adyacencias de los siguientes vértices de acuerdo al orden de
aparicion en C' y para el primer vértice v; € C tal que tenemos una flecha
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(v,v;), hacemos el camino Cy = (voCv;—1 U (v;-1,v) U (v,v;) U v;Cvy,q), el
cual es una trayectoria generadora de T'. Si para todo v; € C' tenemos que la
flecha es (v;, v), hacemos C3 = C'U (v,,_1,v), trayectoria generadora de T. Y
por lo tanto todo torneo T tiene una trayectoria generadora. |

Teorema 1.2.14. Sea T un torneo fuertemente conexo de orden n > 3. Para
todo vértice x de T y para todo entero k = 3,4, ...,n, existe un k—ciclo en T
que conliene al vértice x.

Demostracion. Sea x un vértice de un torneo T’ fuertemente conexo con
n > 3. Probaremos el resultado por inducciéon sobre k.

Como T es fuertemente conexo tenemos que N (x) = O y N~ (z) = I son no
vacios, de lo cual por ser T' torneo fuertemente conexo sabemos que existe un
vértice y € Oy z € I tal que hay una yz—flecha; construimos C' = (z,v, 2, x)
3-ciclo de T" que contiene a .

Sea C' = (zg,x1,...,2¢) un ciclo en T con x = xog = x; para t = 3,4, ....,n — 1.
Probaremos que T tiene un (¢ + 1)—ciclo que pasa por z. Si existe un vértice
yen V(T)—V(C) tal que domina a un vértice en C'y es dominado por un
vértice en C, entonces es facil ver que existe un subindice 7 tal que x; —
Yy, vy también y — x;,1, de lo cual construimos C' = xqCx;yz;;1Cx; un
(t + 1)—ciclo de T' que contiene a x. Por lo tanto podemos asumir que todo
vértice que no esta en C' o domina a todo vértice en C' o es dominado por
todo vértice de C. Construimos dos subconjuntos, R formado por todos los
vértices de V(T')—V (C') que dominan a V' (C) y S formado por el resto. Como
T es fuertemente conexo tanto S como R son no vacios y ademés existe al
menos una sr—flecha con s en S y el vértice r que pertenece a R, hacemos
C" = xgsrxaCrxy un (t + 1)—ciclo de T' que contiene a x. [ |

Corolario 1.2.15. Sea D una digrdfica semicompleta fuertemente coneza de
orden n > 3. Para todo vértice x de D y para todo entero k = 3,4,...,n,
existe un k—ciclo en D que contiene al vértice x.

Demostracion. Sea D digrafica semicompleta fuertemente conexa de orden
n > 3, por el Corolario 1.2.12 D tiene una orientacion fuertemente conexa,
digamos D', observemos que D’ es un torneo, ya que entre cualesquiera par de
vértices de D existe exactamente una flecha, entonces por el Teorema 1.2.14
tenemos que para todo vértice en D’ y para todo entero k = 3,4, .., n, existe
un k—ciclo en D’ que contiene a x. Como D’ es subdigrafica generadora de
D, entonces tenemos que para todo vértice x de D y k = 3,4, ..., n, existe un
k—ciclo en D que contiene a x. |
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El ex-grado minimo de una digrafica D, denotado por 67 (D), es el minimo
valor de los ex-grados de los vértices de D, es decir, 07(D) = d*(v) tal que
dt(v) < dt(z) para todo vértice z de D. A continuacion demostraremos un
resultado que nos servird mas adelante para probar la existencia de k—ntcleos
en torneos redondos fuertemente conexos.

Lema 1.2.16. Si R es un torneo local redondo de orden o con 67(R) = k
entonces diam(R) < |2].
Demostracion. Sea R torneo local redondo de orden o con etiquetacion
redonda vy, vs, ..., v,. Como 67 (R) = k, sabemos que al menos tenemos la
v1v14p-flecha, por ser R redonda. Por el mismo razonamiento tenemos la
V14xV1+2k—flecha, y en general las flechas de la forma (viqjk, vi4(j+1)6) con
J=0,1,.i — 1. Sea v, vértice de R tal que no existe vy (41), vértice con
tal subindice, lo que implica que a — (i + ik) < k, y por 67(R) tenemos la
V11ikVo-flecha. Lo que implica que se necesitan a lo més ¢ 4+ 1 flechas para
llegar de v, a «, lo que implica que d(vy,v,) < i, donde i es el mayor entero
para el cual ¢k cabe en «, es decir, L%J = 1, como v1, v, fueron tomados lo
més alejados posible, tenemos que diam(R) < [%J |
Corolario 1.2.17. Si R es un torneo local redondo de orden o con §— (R) = k
entonces diam(R) < |2].
Demostracion. Basta considerar la digrafica dual de R y aplicar el Lema
1.2.16. |

Definimos ahora algunas operaciones entre digraficas:

» Una composicion de una digrafica D con vértices V(D) = {vy,vg, ..., v, },
con G1,G,, ..., G, digraficas ajenas por vértices dos a dos, denotada
por D[Gy,Gs,...,Gy], como la digrafica L con conjunto de vértices

V(G1) UV(Gs) U ... U V(G,) v conjunto de flechas (U A(Gi)> U
=1

{(9:,9))|9: € V(Gy), g; € V(G)),(vi,v;) € A(D)}, observemos que
en la composicion de dos digraficas, Dy[D;], D; funcionard como las
G,’s digraficas de la definicion anterior.

= El producto cartesiano o producto cuadro de dos digraficas Dy, D, es
la digrafica denotada por D;[1Ds, la cual tiene por conjunto de vértices
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al producto del conjunto de vértices de D por el conjunto de vértices
de Dy, y conjunto de flechas A(D0D,) = {((«/, ), (z,y))}, con flecha
(', x) de Dy y la condicion y' = y o flecha (v/,y) de Dy y la condicion
=

El producto normal o producto fuerte de dos digraficas, Dy, Do, deno-
tada como la digrafica D1 X Dy, con conjunto de vértices V(DX Dy) =
V(Dy) x V(Ds), v la flecha ((2/,y), (x,y)) pertenece al conjunto de
flechas A(D; X Ds) si y sélo si la flecha (2/, x) pertenece a A(D;) y se
cumple la condicion de que iy’ =y, 6 la flecha (', y) pertenece a A(Ds)
y se cumple que 2’ = z, o la flecha (2/, ) pertence a A(D;) y la flecha
(¢, y) pertenece a A(Dy).

El producto tache de dos digraficas Dy, D5, como la digréfica denotada
por Dy X Dy, con conjunto de vértices V(D) x V(D3), y la flecha
((«',y), (x,y)) pertenece a A(D; x D) si se cumple que la flecha (2/, x)
pertence a A(D;) y la flecha (y/,y) pertenece a A(D,).

El producto débil de dos digréficas, Dy, Ds, es la digrafica denotada
por Dy V Ds, con conjunto de vértices V(Dy V Dy) = V(Dq) x V(Ds),
y la flecha ((2/,v'), (z,y)) pertenece a A(D; V Ds) si se cumple que la
flecha (2/, z) pertence a A(D;) y la flecha (¢, y) no pertenece a A(Ds),
o se cumple que la flecha (2/, z) no pertenece a A(D;) y la flecha (v, y)
pertenece a A(Dy).

Cuando tenemos una expresion de la forma Dy ¢ Dy o D3 o ... o D, deci-
mos que denota el producto de n digraficas definidas como D; ¢ ...o D, =
(D1 ¢ ...0D,_1) ¢ D,, donde ¢ se refiere a algunas de las operaciones antes
mencionadas: [ |, x,V, 0, X.

Sea una digrafica D de orden n, definimos la digréfica extendida como la
composicion de D con n conjuntos de vértices independientes, cuando tene-
mos un ciclo extendido las etiquetas se toman modulo k; esto es, tenemos que
las flechas son de la forma V; — Vo — ... — Vi, — V| y no hay mas flechas
en este ciclo extendido. Observemos que el ciclo extendido es ciclicamente
k—partito.
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Nucleos

2.1. Nucleos

Un conjunto de vértices () es independiente o estable en D si para todo
par de vértices x,y € (), x no es adyacente a y en D. Un conjunto de vértices
P es absorbente en D si para todo vértice x que no pertenece a P, existe un
vértice y que pertence a P tal que existe la xy—flecha en D.

Decimos que una digréfica D tiene ntcleo N cuando existe un subcon-
junto N C V(D) que es tanto independiente como absorbente. Una digrafica
D es niicleo perfecta si para cada subgrafica inducida H de D, H tiene nu-
cleo; una digrafica es niicleo imperfecta si no es niicleo perfecta, decimos que
una digrafica D es niicleo imperfecta critica si D es niicleo imperfecta pero
toda subdigréifica inducida propia de D es niicleo perfecta. Un seminticleo
de D es un subconjunto S C V(D) que es independiente y cumple que si
tenemos una flecha del conjunto S hacia algun vértice x en V(D) denotada
por (S, ) entonces existe una flecha del vértice al conjunto S, (z, ).

Teorema 2.1.1. Toda trayectoria T tiene un unico nicleo.

Demostracion. El Teorema serd demostrado por induccion sobre la longi-
tud de la trayectoria 7.

Si {(T) = 1 entonces T" = (u,v) y se puede ver que N = {v} es el tnico
nicleo de T, ya que es independiente por ser un solo vértice, y absorbe al
otro vértice de la grafica u, por la uv—flecha.

Supongamos el resultado valido para ¢(T) < k. Sea T" = vy, vy, ..., U, con-
sideramos 7" = v1Tv, como ¢(T) < k ya que le quitamos un vértice a T
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tenemos por hipotesis inductiva que 7" tiene un tnico nicleo digamos N. Sea
v; el primer vértice que aparece en T’ tal que v; pertenece a N; si v; = vy
entonces N es niicleo tinico de T' ya que so6lo faltaba verificar que vy quedara
absorbido y como tenemos la vyv;—flecha en T' tenemos que cumple esta
condicién, y como N ya era absorbente y no le estamos agregando nada no
afecta su independencia. Si v; # v; entonces N’ = NU{wvg} es el iinico nicleo
de T ya que se tiene que agregar vy al nicleo, podemos observar que no afecta
independencia ya que s6lo tenemos la vgv;—flecha en T' y v; no pertenece a
N y todos los demés vértices ya quedaban absorbidos por N. Por lo tanto
toda trayectoria T tiene un tnico nicleo. [

A continuacién con una demostracion similar a la anterior puede de-
mostrarse un resulado méas fuerte para digréaficas aciclicas, el cual sera uti-
lizado més adelante.

Teorema 2.1.2. Toda digrifica aciclica D tiene nicleo.

Demostracion. El Teorema serda demostrado por inducciéon sobre n.

Si D es la digrafica trivial es claro que el tnico vértice es nicleo de D. Si
V(D) = {u, v} nos fijamos en las flechas de D, si no contiene ninguna hace-
mos N = {u, v} el cual es independiente y absorbente y por lo tanto nicleo
de D, si D contiene flechas s6lo puede contener una digamos la uv—flecha, ya
que si no D contendria un ciclo lo cual no puede suceder ya que D es aciclica,
y por lo tanto hacemos N = {v} conjunto independiente y absorbente y por
lo tanto nucleo de D. Supongamos el resultado valido para |V (D)| =k < n.
Sea una digrafica D de orden n. Como D es aciclica sabemos por el Corolario
1.2.4 que D contiene al menos un vértice de in-grado cero digamos v. Consi-
deramos D' = D\ {v}, D’ tiene nucleo por hipotesis inductiva digamos N, si
existe una vr—flecha en D con x que pertenece a N entonces N es nicleo de
D ya que so6lo faltaba verificar que v quedara absorbido. Si no existe tal flecha
hacemos un nuevo subconjunto N’ = NU{v} el cual es independiente ya que
por hipotesis N lo es y no existe vez—flecha por suposicion ni zv—flecha ya
que d~(v) = 0, con x que pertenece a N, y como N absorbe a todo vértice
que no esta en N excepto a v tenemos que N’ es absorbente e independiente
y por lo tanto N’ es niicleo tinico de D. |

Teorema 2.1.3. Todo ciclo de longitud par tiene 2 nicleos distintos.
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Demostracién. Consideremos C' ciclo de longitud par, es decir, ((C) = 2k
para alguna k ntimero natural, digamos C' = xg, 71, ..., T9;. Hacemos una par-
ticion de los vértices de la siguiente manera: X = {x;|i = 2n, n € {0,1,...k}}
yY ={xli=2n+1, ne€ {0,1,..,k — 1}}. Claramente X es distinto de Y.
Afirmamos que X, Y son nicleos distintos de C'. Sea un vértice x, tal que no
pertenece a X. Por construccion de X implica que p = 2n + 1 para alguna
n € {0,1,...,k — 1}. Tomamos x,; en C, por observacién anterior tenemos
que p+1 = (2n+1)+1, asi se sigue que p+1 = 2(n+1) y por lo tanto x4,
pertence a X; entonces x, es absorbido por X. Tomamos z;,z; en X, como
C' es ciclo podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ < j, lo cual
implica que i + 2t = j para alguna ¢ € {1, ...,k — 2}, se sigue que d(i,j) > 2
para todo par de vértices en X, y por lo tanto X es independiente. El caso
para Y es andlogo, y por lo tanto C' tiene 2 ntcleos distintos. |

Para los ciclos impares el resultado no es cierto, pues al intentar construir
un nucleo algin vértice del ciclo no quedara absorbido o se perdera la inde-
pendencia en el conjunto construido. Podemos observar que pedir que una
digréfica tenga semintcleo es un resultado més débil, sin embargo en algunos
casos a partir de un seminicleo podremos construir nicleos o demostrar re-
sultados més fuertes.

Proposicion 2.1.4. Todo nicleo de D es seminicleo de D.

Demostracion. Sea N nicleo de D, por ser N nucleo es claro que N es un
conjunto independiente, si existe una flecha (u,v) con u € N, sabemos que
v es absorbido por algin w € N pues N es ntcleo de D, entonces tenemos
una flecha (v, w), y por lo tanto IV es semintcleo de D. |

Para una digrafica semicompleta, basta pedir una condiciéon respecto a
las flechas de un vértice para garantizar la existencia de un ntcleo.

Proposicién 2.1.5. Una digrdfica D semicompleta tiene nicleo si y solo si
existe un vértice v en D que absorbe a todos los demds a distancia 1.

Demostracion. Sea D semicompleta, con nicleo N. Como para todo par
de vértices u,v en D son adyacentes, por ser D semicompleta, la cardinalidad
de N es 1, pues N tiene que ser independiente, esto es, existe un vértice v en
D que absorbe a todos los demés a distancia 1.

Sea v un vértice en D que absorbe a todos los demas a distancia 1, entonces
N = {v} es nicleo de D. |
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Una digréafica bipartita semicompleta es una digrafica bipartita para la
cual entre cualesquiera par de vértices que pertenecen a diferentes clases de
la particiéon existe al menos una flecha entre ellos.

Lema 2.1.6. Toda digrdfica bipartita semicompleta D tiene nicleo.

Demostracion. Sea D digrafica bipartita semicompleta con X,Y biparti-
cion de D. Si tenemos un vértice y; de D tal que d* (y;) = 0 con y; sin pérdida
de generalidad en Y, entonces Y es niicleo de D ya que y; absorbe a todos
los vértices de X pues D es semicompleta, y por definicion de biparticion Y
es independiente. Si no existe vertice y; en D tal que su exgrado sea igual
a cero, nos fijamos en una clase de la particion digamos X, como para todo
vértice en Y su exgrado es al menos uno tenemos que existe al menos una
yr—flecha para alguna x en X, y por lo tanto X absorbe a todo vértice en
Y y X es independiente por definicion, de lo cual se sigue que X es ntcleo
de D, del mismo modo Y es niicleo de D. [ |

Una digrafica transitiva es tal que si tenemos dos flechas consecutivas,
es decir (z,y) v (y, 2) flechas con x,y, z vértices distintos entonces también
tenemos la zz—flecha.

Teorema 2.1.7. Sea D digrdfica transitiva y vértices distintos x,y de D, si
existe xy—trayectoria en D entonces D contiene la xy—flecha.

Demostracion. Sea D transitiva con zy—trayectoria, digamos 7T'. Probare-
mos el resultado por induccion sobre (7). Si ¢(T) = 1, entonces T' = zy, lo
cual implica que D contiene la zy—flecha. Si (T') = 2, entonces T' = x, 21, v,
como tenemos xx;—flecha y xyy—flecha de T, por ser D transitiva tene-
mos que existe la xy—flecha en D. Supongamos el resultado vélido para
T) < k.SeaT = zg,xq,...,T)_1, Tk, CON Tog = x, T = y de D, considere-
mos a 1" = zoTx_1, como ((T") < k, entonces por hipotesis inductiva existe
la xgz,_1—flecha, ademés tenemos la zy, xi-flecha en 7', entonces por ser D
transitiva, tenemos la xqry—flecha, es decir, la xy—flecha en D. |

Corolario 2.1.8. Sea D digrdifica transitiva fuertemente conexa, entonces D
es completa.

Demostracion. Como D es fuertemente conexa, para todo u, v vértices de
D tenemos la uv—trayectoria, por el Teorema 2.1.7 tenemos que existe la
uv—flecha. Como también tenemos la vu—trayectoria por ser D fuertemente
conexa, tenemos analogamente la vu—flecha. Por lo tanto D es completa. B



2.1 Nucleos 21

Lema 2.1.9. Sea un vértice v de D digrdfica transitiva entonces v pertenece
a una componente terminal Sy o v — S;.

Demostracion. Sea v vértice de D tal que v pertenece a S; componente no
terminal, sabemos por el Teorema 1.2.7 que existe una vv;—trayectoria para
todo v; en S; componente terminal, por el Teorema 2.1.7 tenemos que existe
vv;—flecha para todo v; en Sy, por lo tanto v — S;. |

Corolario 2.1.10. Todo torneo transitivo tiene nicleo.

Demostracion. Sea un torneo 7', sabemos por el Teorema 1.2.13 que tiene
una trayectoria generadora C' = (v, ..., vy,), por el Teorema 2.1.7 tenemos
las v;v,,—flechas para i = 0,1, ...,n — 1. Por lo tanto v, absorbe a todos los
demés vértices a distancia 1, lo que implica que N = {v,,} es nicleo de . B

La siguiente demostracion es similar a la demostracion para la existencia
de ntucleos en digraficas semicompletas, con la observacion de que en tor-
neos basta encontrar un vértice de ex-grado cero, lo cual no necesariamente
es cierto para digraficas semicompletas, ya que éstas pueden tener flechas
simétricas entre dos vértices.

Lema 2.1.11. Todo torneo T' tiene nicleo si y solo si existe un vértice v de
T tal que d*(v) = 0.

Demostracion. Sea un torneo 71" con nicleo N, es claro que el nicleo es un
vértice digamos v, como entre todo par de vértices existe exactamente una
flecha por ser T torneo, entonces se sigue que d*(v) = 0 ya que si existiera
una vz—flecha para algin vértice z de T' tendriamos que x no seria absorbido
por v, y v es niucleo de T'.

Sea T torneo tal que existe un vértice v de T tal que d*(v) = 0, por ser torneo
sabemos que entre cualquier par de vértices existe una flecha, entonces para
todo x en T distinto de v, sabemos que tenemos la rv—flecha, y por lo tanto
todo vértice queda absorbido por v y entonces N = {v} es niicleo de 7. W

En la siguiente demostracion se utiliza un resultado anterior y ademas
se construye un niicleo a partir de un semintcleo, este lema se utilizard mas
adelante en esta seccion para demostrar un resultado de digraficas bipartitas.

Lema 2.1.12. Una digrifica D es nicleo perfecta si y sélo si toda subdigrdfica
inducida tiene semintcleo no vacio.
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Demostracion. Sea D ntucleo perfecta, lo cual implica que toda subdigrafica
inducida tiene niicleo, y por lo tanto por la Proposiciéon 2.1.4 toda subdigra-
fica inducida tiene semintcleo no vacio.

Supongamos que toda subdigrafica inducida tiene semintcleo no vacio. Sea
H subdigrafica inducida de D, sabemos que existe seminticleo no vacio de H,
digamos S. Supongamos que S es semintcleo de cardinalidad maxima de H,
es decir, si existe S” tal que S’ es semintcleo de H, entonces |S’| < [S|. Si S
absorbe a todo vértice v que no pertence a S de H, entonces S es niicleo de
H. Sean v, ...v;, los vértices que no son absorbidos por S y no pertenecen a
él. Consideramos la subdigrafica inducida por estos vértices, llamémosla H'.
Sabemos que H’ tiene seminucleo no vacio. Sea S; tal seminiicleo, entonces
tenemos que S U S; es semintcleo de H, pues S; no es absorbido por S,
y si tuvieramos la S.S;—flecha por ser S seminiicleo tendriamos también la
S1S—flecha lo cual no puede suceder ya que S; esta formado por los vértices
que no son absorbidos por S, y por lo tanto S U .S; es independiente y para
toda flecha (S, z) de algin vértice x € V(H), sabemos que existe la flecha
(z,S) pues S es semintcleo de H y para toda flecha (57, z) tenemos la flecha
(x,S1) si x no era absorbido por S o tenemos la flecha (z,5) si ya lo era.
Pero |[S U Si| > |S], pues S; es no vacio, lo cual resulta una contradiccion
pues S era seminticleo de cardinalidad maxima de H.

Esto implica que S es nicleo de H, y por lo tanto D es niicleo perfecta. W

La siguiente observacion se demuestra reduciendo una subdigrafica in-
ducida hasta encontrar una subdigrafica nicleo imperfecta critica.

Observacion 2.1.13. Toda digréfica D sin nicleo contiene como inducida
una digrafica nicleo imperfecta critica.

Demostracion. Sea D digréfica sin nicleo, si todas sus subdigraficas in-
ducidas propias tienen nicleo entonces D es niicleo imperfecta critica. Si no,
tomamos una subdigrafica inducida propia sin nticleo y la denotamos por
D;. Si toda subdigrafica inducida de D, tiene nticleo entonces D es la sub-
digrafica inducida nicleo imperfecta critica buscada, si no, tomamos D, la
subdigréfica inducida propia de D; que no contiene nicleo y definimos recur-
sivamente a D, alguna subdigrafica inducida propia de D; que no contenga
ntucleo, si D; no contiene tal subdigrafica hacemos D; .1 = D;. Como son sub-
digraficas inducidas propias, sabemos que en algin subindice tendremos que
Dj = Dji1 = Djio = ..., con D; de orden a lo menos 2, de lo cual tenemos
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que a partir de D;_; toda subdigrafica inducida propia tiene nicleo, y por lo
tanto D;_; es nicleo imperfecta critica la cual estd contenida en D. n

Demostraremos a continuacién otro resultado, el cual nos garantiza la
existencia de un semintcleo para una digrafica bipartita.

Teorema 2.1.14. Toda digrdfica bipartita D tiene seminicleo no vacio.

Demostracion. Caso 1: Existe al menos un vértice v en D tal que d*(v) = 0.
Hacemos S = {v;|d*(v;) = 0,v; € V(D)}. Claramente S es semintcleo de D,
pues es independiente y no hay flechas que salgan de S y es no vacio pues
por hipotesis existe al menos un vértice v € S.

Caso 2: Para todo vértice v de D tenemos que d™(v) > 1. Sea X,Y la
biparticion de D. Entonces X es independiente y no vacio por definicion de
particion, y para toda flecha (X, y;), por ser particion sabemos que y; € Y,
y tenemos que por hipotesis d*(y;) > 1, y como no puede existir en D una
flecha (y;,y;) con y; € Y, tenemos que necesariamente es una flecha (y;, x;),
para alguna x; € X, y por lo tanto tenemos que X es semintcleo no vacio de

D. En este caso tenemos analogamente que Y es seminticleo no vacio de D.
[ |

Debido a los resultados anteriores podemos ver que es inmediata la si-
guiente demostracion, la cual nos da un resultado més fuerte de las digraficas
bipartitas.

Corolario 2.1.15. Toda digrdfica bipartita es nicleo perfecta.

Demostracion. Por el Lema 2.1.12 y el Teorema 2.1.14 se deduce la de-
mostracion de este corolario. |

El siguiente resultado es una demostracion de [1] la cual nos da una
caracteristica de las digraficas nicleo imperfectas criticas la cual nos ayudaré
a definir la estructura de las digraficas sin ciclos impares.

Teorema 2.1.16. Toda digrdfica D nicleo imperfecta critica es fuertemente
conera.

Demostracion. Supongamos que D no es fuertemente conexa, hacemos su
digrafica de condensacién y como es aciclica sabemos por la Proposicion
1.2.3 que tiene componentes terminales, entonces tomamos 7' componente
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fuertemente conexa terminal de D y sea S; niicleo de T. Como D no tiene
nucleo por hipdtesis tenemos que el conjunto M = V(D) — N~[S;] es no
vacio. Como D es niicleo imperfecta critica, lo cual implica que D[M] tiene
nticleo Sy. El conjunto S7 U Sy es independiente ya que ninguna flecha va de
S1 a S por definicién de componente terminal y ninguna flecha va de Sy a
S1 por construccion de M. Claramente todo vértice que no esta en S; U Ss
queda absorbido por su nitcleo local S7 0 .S,. Por lo tanto S; U .Ss es ntcleo
de D lo cual es una contradiccion ya que D es nicleo imperfecta critica de
lo cual se pude deducir que D es fuertemente conexa. |

A través de los teoremas anteriores hemos construido una base para la
cual el siguiente resultado se puede seguir sencillamente.

Teorema 2.1.17. Si una digrdfica D no contiene ciclos impares, D tiene
nicleo.

Demostracion. Supongamos que D no tiene ntcleo, entonces por la obser-
vacion 2.1.13 D contiene una nicleo imperfecta critica digamos D’ y por el
Teorema 2.1.16 tenemos que D’ es fuertemente conexa y como D no contiene
ciclos impares por el Teorema 1.2.9 se puede deducir que D’ es ciclicamente
2-partita, es decir, D’ es bipartita, y por el Corolario 2.1.15 D’ es ntcleo
perfecta lo cual es una contradiccion pues D’ es nucleo imperfecté critica.
Por lo tanto D tiene ntcleo. |

Corolario 2.1.18. Sea D digrifica tal que para todo ciclo C de D, C' tiene
una flecha simétrica, entonces D tiene nicleo.

Demostracion. Sea H subdigrafica inducida de D. Consideremos H' =
Asym(H), como H' no tiene flechas simétricas, H' no tiene ciclos, lo que
implica por la Proposicion 1.2.3 que H' contiene al menos un vértice de ex-
grado cero, digamos v. Hacemos S = {v} en H'. Observemos que si v no es
de ex-grado cero en H, implica que las flechas de A(H) \ A(H’) que inciden
en v son simétricas. Por lo tanto para toda Sx—flecha, como es simétrica
tenemos también la xS—flecha. Por lo tanto S es semintcleo no vacio de H,
y por el Lema 2.1.12 D es niicleo perfecta y por lo tanto D tiene ntucleo. W

Se ha demostrado en [6] que si todo ciclo impar C' = (x1, ..., o,11, 1) €n
una digrafica D tiene al menos 2 cuerdas de la forma (z;, z;12), (Tit1, Tits),
entonces D tiene niicleo. En |5 se verifica que si en todo ciclo impar de D
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tiene al menos dos flechas simétricas, entonces D tiene ntcleo. Se ha probado
en [16] que si todo ciclo C' de longitud impar en una digrafica D tiene 2
flechas cuyos polos son consecutivos en C' entonces D es ntcleo-perfecta.

Se ha probado en [14] que en una grafica G, con T'(G) grafica de trayectorias
de G y D una orientacion de T'(G) tal que todo triangulo dirigido es simétri-
co, si todo ciclo impar C = (0,1,...,n—1,0) de D cuyas 6(5) > 5 tienen una
cuerda (i, 7) tal que al menos una de las dos propiedades se cumple:

1.Sijgi—2,i+206

2. Sij €i— 2,1+ 2 entonces otra cuerda de é, digamos (r, s), entonces
D tiene ntcleo.



Capitulo 3

(k,l)—Ncleos

3.1. Familias de digraficas con (k,[)-nticleo

Sea D una digrafica, un conjunto de vértices N C V(D) es (k,I)-
nucleo si es k-independiente, es decir, que para todo par de vértices z,y
que estan en N, d(z,y) > k, y es [-absorbente, es decir, para todo vértice
x que no pertenece a N, existe un vértice y en N tal que d(z,y) < [, si
k es el mayor nimero y [ es el menor nimero para los cuales las condi-
ciones se cumplen, entonces N es llamado un (k,l)-nucleo fuerte; sea N un
(k,l)—ntucleo de una digrafica D, entonces por definicion tenemos que N es
también un (kg, ly)—nicleo de D donde kg < k, y lp > [. Decimos que una
digrafica D que tiene (k,l)—ntcleo es (k,l)—ntcleo minima si al remover
una flecha cualquiera de la digrafica D la digréafica resultante ya no contiene
un (k,l)—ntucleo. Decimos que una digréfica tiene k—niicleo cuando tiene un
(k, k — 1)—ntcleo.

Demostraremos a continuacion diversos resultados, en general, la existencia
de (k,l)—nucleos para diferentes digréficas.

Teorema 3.1.1. Toda digrifica D tiene (2,2)—nicleo.

Demostracion. La demostracion se hard por induccién sobre n.

Si n =1, entonces {v} es (2,2)—nucleo para D = {v}.

Supongamos el resultado valido para todo k£ < n. Sean D una digrafica con
V(D) =ny xen V(D). Consideramos D\ (N~ (x)U{z}) = Dy, si D; =0
entonces D tiene (2,2)—nicleo= {z}. En otro caso tenemos por hipotesis
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inductiva que D; tiene (2,2)—ntcleo N, pues |V(D;)| < n. Tenemos dos
Casos.

Caso 1: Existe al menos una flecha (z,y) en D tal que y € N, entonces N
es (2,2)—nicleo de D, pues x queda absorbido a distancia 1 y su in-vecindad
queda absorbida a distancia 2.

Caso 2: No existe una flecha (z,y) en D tal que y € N, entonces hacemos
N’ = N U{z}, claramente N’ es 2-independiente ya que = esta al menos a
distancia 2 de algin x; € N por hipotesis y N es 2-independiente pues es
(2,2)—nitcleo de Dy, ademéas para toda z; € Dy tal que z; no pertenece a N,
x; queda absorbido a distancia menor o igual que 2 por N y la in-vecindad
de x queda absorbida a distancia 1, por lo tanto, N’ es (2,2)—ntcleo de D.
[ |

En la secciéon anterior se demostré que una digrafica aciclica tiene nicleo,
a continuacién extendemos la demostracion para probar el resultado para
k—ntucleos, con k > 2.

Teorema 3.1.2. Toda digrifica aciclica D tiene k—naicleo con k > 2.

Demostracion. El resultado se probaré por inducciéon sobre n. Sea D digra-
fica aciclica, si D es la digrafica trivial {v}, es claro que {v} es k—nucleo para
toda k > 2. Si V(D) = {u,v}, tenemos dos casos, si |A(D)| = 0 entonces
hacemos N = {u, v} el cual claramente es k—independiente ya que no existen
flechas en D para k > 2, y (k — 1)—absorbente ya que no quedan vértices
sin ser absorbidos; si |A(D)| = 1, supongamos que tenemos la uv—flecha,
hacemos N = {v} k—niucleo de D ya que claramente es k—independiente y
(k—1)—absorbente ya que absorbe a u a distancia 1, para k > 2. Supongamos
el resultado valido para |V (D)| = k < n. Por demostrar para |V (D)| = n.
Como D es aciclica tenemos por el Corolario 1.2.4 que existe un vértice v de
D tal que d~(v) = 0. Consideramos D' = D \ {v}, por hipotesis inductiva
D’ tiene k—nicleo= N, si existe un vértice z en N tal que d(v,z) < k — 1,
entonces N es k—ntcleo de D. Si para todo vértice x de N tenemos que
d(v,z) > k, hacemos N’ = N U{v}, el cual es k—independiente, y para todo
vértice que no esta en N’ queda (k — 1)-absorbido por N, y por lo tanto N’
es k—nucleo de D. |

Recordemos que el didmetro de una digrafica es el mayor valor de las
distancias entre dos vértices distintos de la digrafica. Cuando esta distancia
estd acotada podemos contruir a partir de esto un (k, [)—ntcleo.
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Teorema 3.1.3. Si diam(D) <[ entonces D tiene (k,l)-nicleo para k > 2.

Demostracién. Como diam(D) < [ sabemos que no existe un vértice x en
D tal que d*(z) = 0 ya que si no diam(D) seria infinito. Entonces tenemos
que para todo vértice z en D, d*(x) # 0. Afirmamos que todo vértice de D es
(k,l)—nucleo de D. Sea x en D, como para todo vértice y de D, d(y,z) <,
tenemos que x es [—absorbente y como x es k—independiente con k > 2
implica que N = {z} es (k,l)—nicleo de D, para todo vértice x de D. N

Teorema 3.1.4. Toda digrifica transitiva D tiene (k,l)—nicleo, para k >
2. 1>1.

Demostracion. Sean Si,...,.S; componentes terminales de D. Tomamos
V1, ..., vy vértices de D con v; que corresponde a una S; componente terminal
y cada vértice corresponde a una componente terminal distinta.. Hacemos
N ={vy,...,u:}. Sea x vértice de D tal que z no pertenece a N. Supongamos
que x pertenece a S; componente terminal, como S5; es fuertemente conexa
tenemos que existe xv;—trayectoria con v; en N, como D es transitiva en-
tonces por Teorema 2.1.7 existe xv;—flecha. Si x pertenece a S; componente
no terminal, entonces, por Teorema 1.2.7 existe una xv;-trayectoria con v;
en S; componente terminal, en particular existe una xv;—trayectoria con v;
en S; que pertenece a N, como D es transitiva entonces por Teorema 2.1.7
existe xv;—flecha, y por lo tanto = es absorbido por N a distancia 1. Sean v;
en S;, vy en S; con v;,v; en N, v;, v; son k—independientes ya que si existiera
v;u;—flecha implicaria que S; no es componente terminal o que pertenecen
a la misma componente lo cual no puede suceder ya que sélo tomamos un
vértice por cada componente terminal. Por lo tanto N es (k,[)—niucleo de D,
para k> 2, [ > 1. [ |

La siguiente demostracion se sigue a partir de una restriccion respecto a
los vértices de ex-grado cero de una digrafica ciclicamente k—partita.

Teorema 3.1.5. 57 D es ciclicamente k—partita y todos sus vértices de ex-
grado cero pertenecen a la misma clase de equivalencia implica que D tiene
k—naicleo, a saber, la clase que contiene a estos vértices.

Demostracion. Sea V; la clase de la particion tal que si d*(v) = 0, en-
tonces v € V;. Sea v € V; # V, sabemos que existe una flecha (z,x),
pues si no d¥(z) = 0, como z € Vj, tenemos que z; € Vj;; por ser D
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ciclicamente k—partita, e inductivamente podemos observar que existe una
flecha (z,,2,41) con x,.1 € V;. Esto implica que para todo vértice = en
D\{V;}, existe una xy—trayectoria dirigida con y € V; de longitud a lo mas
k — 1, ademés V; es k—independiente ya que por estructura de ciclicamente
k—partita para regresar a una misma clase de la particiéon es a través de
trayectorias de longitud moédulo k, y por lo tanto V; es k—ntcleo de D. N

El siguiente corolario se demuestra con una idea similar al teorema an-
terior, la restriccion para la digrafica sin embargo es distinta, se pide que
la digrafica sea fuertemente conexa para que asi no contenga vértices de
ex-grado cero y ademés que la longitud de sus ciclos sea congruente a cero
modulo k, asi todas las clases de la particion seran k—ntcleos de la digrafica.

Corolario 3.1.6. Si D es fuertemente conexa y todo ciclo dirigido tiene
longitud congruente a 0 modulo k, entonces D tiene k—naicleo.

Demostracion. Como todo ciclo dirigido tiene longitud = 0 (mod k), tene-
mos por Teorema 1.2.9 que D es ciclicamente k—partita. Sea D1, Do, ..., Dy, la
k—particion de D. Como D es fuertemente conexa tenemos por la Proposicion
1.2.3 que D no tiene vértices de ex-grado cero, de lo cual se sigue que por el
Teorema 3.1.5 todo D; es k—nucleo de D. Sean z,y en D;, como son elemen-
tos de un conjunto independiente y las flechas de D son de la forma D;D; 4,
tenemos que se tiene que recorrer las £ — 1 clases distintas de lo que se sigue
que d(z,y) > k y por lo tanto D; es k—independiente; tomamos ahora un
vértice z que no pertenece a D;, por argumentacion anterior d(z, D;) < k—1,
y por lo tanto D; es (k — 1)—absorbente. De lo cual se sigue que D tiene
k—ntcleo. [ |

Hemos definido en la primera seccion diferentes productos de digréficas,
a continuacion demostramos condiciones para que una composicion de digra-
ficas tenga (k,l)—ntcleo utilizando resultados demostrados previamente en
[18].

Teorema 3.1.7. Sean k > 2, 1 < | < k — 1 enteros. La digrdifica D' =
D[Hy, ..., H,)] tiene (k,l)—nicleo= N* si y solo si D tiene (k,l)—nicleo= N
tal que N* = U;erN;, donde I = {ilx; € N} y N; pertenece a H; y para todo
1 en 1.

1. N; es un (k,l)—nicleo de H; si el vértice correspondiente x; no pertenece
a un ciclo de longitud menor o igual que k —1 en D ¢
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2. |N;| =1 tal que contiene un vértice de H;, si el vértice correspondiente
x; pertenece a un ciclo de longitud menor o igual que | en D o6

3. |N;| =1 tal que contiene un vértice |—absorbente de H; en otro caso.

Demostracion. Sean k£ > 2,1 < [ < k — 1. Etiquetamos los vértices de
D’ de manera que el primer subindice corresponde al H; que pertenece, el
cual a su vez, corresponde a un vértice v; en D, Sea N* un (k,l)—ntcleo de
D'. Denotamos a N = {x; € V(D)|N* N H; # 0}. Demostraremos que N es
(k,l)—ntcleo de D. Sean z;,z; en N, con i # j, lo que implica que existen
Ty, Tq; €0 N*, de lo cual se sigue que d(x;, z;) > k pues d(wz;,,x;,) > k en
D', y por lo tanto N es k—independiente en D.

Sea x; que no pertenece a IV, entonces para todo z;, en H;, x; no pertenece
a N* pero como N* es (k,l)—nucleo tenemos que existe x;, en N*, con i # j,
tal que d(xj,,z;,) <, y como x; pertenece a N tenemos que d(z;,z;) <l en
D, entonces N es [—absorbente y por lo tanto N es (k,l)—nucleo de D. La
definicion de N implica que N* = U;erN;, donde I = {i|x; € N}.
Consideremos los siguientes casos:

Caso 1.1. Todo ciclo C' de longitud menor o igual a k — 1 en D tenemos que
Cn{x;} =0, con x; vértice correspondiente a H; en D. Demostraremos que
N; es (k,l)—ntcleo de H;.

Sabemos que N; es k—independiente ya que N* es k—independiente, y como
[ < k—1 entonces para cada j € I, con j # i, tenemos que d(x;,x;) > k > [+1
en D, entonces no existe una trayectoria 1" = x;, ..., x; en D tal que ((T) <,
ademas C'N{z;} = 0 para todo z; en H; con C de longitud menor o igual que
k—1en D ycomo!l < k—1 tenemos que para todo ciclo C de longitud menor
o igual que [ en D tenemos que C' N {z;} = 0 entonces N; es [—absorbente
en Hiy por lo tanto N; es (k,l)—ntcleo de H; en este caso.

Caso 1.2. Todo ciclo C' de longitud menor o igual que £k — 1 en D tenemos
que C' N {x;} # (; entonces N; contiene exactamente un vértice x;, de H;, lo
que implica que NN; es k—independiente en H;. Como [ < k—1y para todo z;
en N, con j # i, tenemos que d(x;,x;) > k> 1+ 1 en D, entonces no existe
trayectoria 1" = x;, ..., x; de longitud menor o igual que {. Como suponemos
que existe C' de longitud menor que k en D que contiene a x; existen varios
subcasos:

Caso 1.2.1. La longitud de C' es menor o igual que [ en D tal que C contiene
a z;, de lo cual por [18] se sigue que |N;| = 1, es decir, N; = {z;.} con z;,
vértice arbitrario de H;.
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Caso 1.2.2. La longitud de C' es menor o igual que [ y C' no contiene a x;,
ademas existe C’ ciclo de D de longitud mayor que [+ 1 y menor que k—1 tal
que C’ contiene a x;, tenemos por [18] que N; es [—absorbente de H;. Como
|N;| = 1, tenemos que N; = {x;,} donde x;, es un vértice [—absorbente de
Hi-

Caso II. Sea N un (k,l)—nticleo de D. Sea I = {ilx; € N*} y N; que
cumpa las condiciones del Teorema. Demostraremos que N* = U;cr/V; es un
(k,l)—ntcleo de D'. Sean x;, # x;, en N*.

Caso II.1. Sea z;, que pertenece a N; y x;, pertenece a IN; con i # j. Como
z;, x; pertenecen a N y como N es k—independiente, por [18] tenemos que
dD(ZEZ‘,(L'j) = dD’(l'ipaqu) Z k.

Caso II.2. Sean w;,,z;, que pertenecen a N; para alguna 7 en I. Como N;
contiene al menos 2 vértices y por suposicion N; es (k,l)—niucleo de H;, en-
tonces d(x;,, z;,) > k en H;. Supongamos que d(z;,,x;,) < k en las Hs. Si
k = 2, es una contradicciéon a la k—independencia de N; en H;. Si k > 3,
entonces existe una trayectoria 7' = x; ,...,x;, en D' de longitud menor a k
tal que al menos un vértice de 7' no pertenece a H; lo que implica que existe
un ciclo C' en D de longitud menor que k que contiene al vértice x; y por
Teorema N; contiene exactamente un vértice de H; lo que es una contradic-
cion a la suposicion de que x;,, z;, pertencen a Nj.

Tomando los dos casos anteriores tenemos que para x;,,z; en N* cumplen
que d(z;,,z;,) > k en D', lo que implica que N* es k—independiente en D’.
Demostraremos ahora que N* es [—absorbente en D’. Consideremos los si-
guientes casos:

Caso II1.3. Sea x;, con j que no pertenece a I lo que implica que x; no
pertenece a N. Entonces como N es [—absorbente en D tenemos que existe
i en I tal que x; pertence a N y d(x;,z;) <l en D lo que implica que existe
zi,en N* tal que d(zj,, z;,) < 1.

Caso I1.4. Sea w;, que no pertenece a N*, con j que pertence a I. Si
N; es (k,l)—nticleo de H;, entonces N; es [—absorbente en H;, entonces
d(zj,, N;) < len Hj, lo que implica que d(z;,, N*) <l en D'. Si N; contiene
exactamente un vértice de H; entonces por suposicion del teorema existe en
D un ciclo C que contiene al vértice z; de longitud menor o igual que [, lo
que implica que existe en D’ una trayectoria 7' = x; , ..., N; con £(T) <[, de
lo cual tenemos que d(x;,,N;) < I. Si |[N;| = 1 tal que contiene un vértice
de H; l—absorbente entonces por definicion de [—absorbente tenemos que
d(zj,, N;) <l en H;. Entonces d(z;,, Nx) < [ en D'. Se sigue que N* es
[—absorbente en D’.
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En cualquier caso tenemos que N* es un (k,l)—nicleo de D’. |

Se ha definido el in-grado de un vértice, definimos ahora el in-grado maxi-
mo de una digrafica como A~ (D) = d~(v) tal que para todo vértice z distinto
de v tenemos que d~(x) < d~(v), es decir, es igual al mayor in-grado de los
vértices de D. Para digraficas semicompletas se ha demostrado una condi-
cion para que tengan nicleo, a continuacion se demuestra que toda digrafica
semicompleta tiene k—ntcleo para k > 3.

Teorema 3.1.8. Toda digrifica semicompleta tiene k—niicleo, a saber el con-
junto N = {v} tal que d~(v) = A= (D) para k > 3.

Demostracion. Sea D digrafica semicompleta con V(D) = {vy, va, ..., v, }.
Tomamos v; que pertenece a V(D) tal que d (v;) < d~(v;) para todo vér-
tice v; # v; con vj en V(D),i,j € {1,2,...,n}. Sea N~ (v;) la in-vecindad de
v;. Supongamos que existe un vértice v; en V(D) tal que v; no pertenece a
N~ (v;), entonces tenemos la v;u;—flecha porque D es semicompleta. Si tene-
mos una v; N~ (v;)—flecha en A(D) entonces v; es absorbido por v; a distancia
2; supongamos que no existe una v; N~ (v;)—flecha, esto implicaria que tene-
mos todas las N~ (v;)v;—flechas por ser D semicompleta, y ademas tenemos
la v;vj—flecha por observaciéon anterior, se sigue que d(v;) > N~ (v;) + 1y
como N~ (v;) = d~(v;) por definicién, entonces d~(v;) > d~(v;), lo cual es
una contradiccion, de esta manera se sigue que existe una v; N~ (v;)—flecha,
y por lo tanto para todo vértice v; que no esta en la in-vecindad de v;, v; es
absorbido por v; a distancia 2. Como v; es un vértice, v; es independiente y
por lo tanto v; es k-niicleo de D digréafica semicompleta para k > 3. |

Corolario 3.1.9. Sea D digrifica semicompleta tal que no contiene C3, en-
tonces D tiene nicleo.

Demostracion. Sea D semicompleta, por el Teorema 3.1.8 D tiene 3-nticleo
N = {v;} tal que d™(v;) = A~ (D), supongamos que existe v; en D tal que
v; no es absorbido por N, es decir, que v; no pertenece a N~ (v;), como
D es semicompleta sabemos que tenemos la v;v;-flecha, ademas como D
no contiene C5 tenemos también las N~ (v;)v;—flechas, lo que implica que
d~(vj) = d™(v;) + 1 lo cual no puede suceder ya que d~(v;) = A~ (D). Por lo
tanto IV es ntucleo de D. |
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A continuacion defnimos el concepto de T'—digrafica y demostramos un
resultado que seré utilizado mas adelante: si tenemos H; y Hj digraficas sin
flechas, H, la digrafica trivial y H, una digrafica semicompleta, y hacemos
H la digrafica con conjunto de vértices V(Hy) UV (Hy) U V(H;) U V(Hy),
y conjunto de flechas A(H,) U {(u,v) : uw € V(H3) UV (Hy), v € V(H))} U
{(z,y) : ® € V(Hy), y € V(H3)} U{(z,w) : z € V(Hy), w € V(Hs)},
donde Hy, Hy, H3, H, son ajenas por vértices dos a dos, donde V (Hs) o V(Hy)
puede ser vacio, y se afiaden flechas de V(H) a V(H;) UV (H,) en H para
que nuestra grafica resultante sea fuertemente conexa y el vértice en Hy es
adyacente a cada vértice en Hy; U Hy, entonces nos referiremos a nuestra
digrafica resultante como una T-digrafica.

Ty
0

T2
0

ow

n O

Figura 3.1: Una T-digrafica con T-particion (Hy = {1, 22}, Ho = {y}, Hs =
{Sv w}7 Hy = {Z})

Recordemos que una digrafica D local-in es aquella tal que la in-vecindad
de todo vértice de D induce una digrafica semicompleta. Se ha demostrado en
[19] que una digrafica fuertemente conexa local-in puede ser solo de 4 formas.
Con un resultado anterior y la siguiente demostracioén iremos caracterizando
para los diferentes casos cuando estas digréaficas tienen k—nftcleo.

Lema 3.1.10. La subdigrdifica Hy es k-nicleo para cualquier T—digrdfica,
con k > 3.
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Demostracion. Sea D una T'—digrafica. Sabemos por como esta definida
una T'—digréafica que Hy — Hy, Hy — H,, Hy — Hs3, H, — Hj. Ademas, el
vértice en H,, llamémosle v, tiene que ser adyacente a todo vértice en Hy, de
tal manera que D sea fuertemente conexa, esto implica que para todo vértice
v en Hy, tenemos necesariamente una flecha (v, vy), pues si solo hubiera una
flecha (vq,v) no puede ser que D sea fuertemente conexa, asi tenemos que
H, — H,. Esto implica que todo vértice en H; queda absorbido a distancia
1 por vy, y como para todo vértice u € V(H3) UV (H,) hay una flecha (u,v),
con v € V(H;), tenemos todo vértice en H3U H, queda absorbido a distancia
2. Y por lo tanto Hs es un k-niicleo para toda T'—digrafica con k > 3. ]

Para que una T'—digrafica tenga niicleo basta pedir que para algin vér-
tice v € Hy, exista también una flecha (ve,v), y asi H; es independiente y
absorbe a todo vértice v ¢ H; a distancia 1, y por lo tanto H; es nticleo
de la T'—digrafica. A continuacién demostraremos un resultado con una de-
mostraciéon muy similar a la anterior para la digrafica dual de la T'—digréfica.

Lema 3.1.11. Sea ? digrdfica dual de una T—digrdfica, entonces ? tiene
k—naicleo para k > 3.

Demostracion. Sea ? digrafica dual de una T'—digrafica. Lo que implica
que tenemos H, — Hs, Hy — H4, H3 — H4, ademas por el Lema 3.1.10
tenemos que Hy — H; en la digrafica dual. Ademéas por el Teorema 3.1.8
tenemos que para toda digrafica semicompleta Hy, H4 tiene k—ntcleo para
k > 3 digamos N. Es claro que todo vértice v de Hy que no pertenece a N
queda absorbido a distancia 2. Por otro lado H;, H3 quedan absorbidos por
N a distancia 1, y como para H, tenemos que Hy — H; y que H; — Hy
tenemos que H, queda absorbido por N a distancia 2. Es claro que N es
independiente ya que es un solo vértice. Por lo tanto N es k—ntcleo de T',
para k > 3. [ |

3.2. Resultados previos

A continuaciéon mencionamos resultados para digraficas con (k, [)—nicleos
demostrados anteriormente principalmente en articulos.

Para productos de digraficas se ha demostrado en [20] el siguiente re-
sultado. Sea un conjunto de digraficas fuertemente conexas {D;}" ,, con
N; = (k;, l;)—nucleo de D; respectivamente. Construimos un nuevo conjunto
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N = Ny X Ny x ... x N, el cual esta contenido en V(D) X V(D3) x ... x V(D,,)
que es el conjunto de vértices del producto cartesiano (OJ), del producto nor-
mal (K), del producto tache (x), del producto débil (V) y del cual el con-
junto de vértices de la composicion ([]) esta contenido, de Dy, D, ..., D,,.
Se ha probado en [20] que para D; X Dy X ... X D,, tiene un (2,2)—nicleo,
para D;0D,0...00D,, tiene un (min{k;,i = 1,...,n},> ., l;)—nucleo, para
DX DyX...K D, tiene un (min{k;,i = 1,..,n}, max{l;,i = 1,...,n})—nicleo.
ParaD,[D;,_1[...[Di]...] tiene un (min{k;,dp,(J;); i = 1,..,n j = 2,...,n},
max{l;,i = 1,..,n})—nicleo, donde dp,(.J;) = min{dp,(y)} y dp,(y) deno-
ta la longitud del ciclo de menor longitud que contiene a y en D;; y para
D,V Dy V ...V D, tiene un (2, 2)—nicleo.

Hemos demostrado que una digréafica aciclica tiene k—ntcleo para k > 2,
mencionamos un resultado que muestra condiciones para que digraficas con
ciclos contengan k—niucleos. Se ha demostrado en [3] que si una digrafica
fuertemente conexa D tiene a lo méas un ciclo dirigido, llamémosle C, de lon-
gitud ¢(C) £ 0 (mod k), con C = (21, .., Tpgsr, 1), conn > 1, k>2 0<
r < k, y tenemos r + 1 flechas de la forma (z;, xi1ri1), (Tit1, Tizri2), -
(Titr, Tiyors1), para alguna i fija, con 1 < ¢ < nk + r, entonces D tiene
k—ntcleo; ademas, para cualquier digrafica D sin ciclos de longitud ¢(C) #
0 (mod k), con k > 2, basta verificar que para cada una de las subdigraficas
fuertemente conexas méaximas por contencion, llamemosle H;’s, coni =1, ...p
donde p > 1 de D, se cumple que o existe exactamente un vértice x que
pertenece a H; tal que la cardinalidad de su in-vecindad més la cardinali-
dad de su ex-vecindad es mayor o igual a 3, o si existen dos vértices x,z’
pertenecientes a H; tal que la cardinalidad de la in-vecindad de x mas la car-
dinalidad de la ex-vecindad de = es mayor o igual a 3, con el mismo caso para
x', pasa que la distancia de z a 2’ es igual a 0 (mod k), entonces podemos
afirmar que D tiene k—ntcleo.

Ademas en [21]| se demuestra que si D es una digrafica fuertemente conexa
sin ciclos de longitud nk+r, paran > 1,k > 2y 0 < r < k, entonces D tiene
k—ntcleo. Por otro lado se ha probado en [16] que para toda digrafica fuerte-
mente conexa tal que todo ciclo dirigido tiene longitud = 0(mod k) k > 2,
entonces D tiene k—nucleo. Ademas en [7] esta demostrado que una digrafica
D tal que Asym(D) es fuertemente conexa y tenemos que todo ciclo dirigido
de longitudz 0 (mod k) tiene al menos 2 flechas simétricas entonces D tiene
k—nucleo para k > 2.



3.2 Resultados previos 37

Por otro lado se ha probado en [14] que para una grafica G, L(G) su grafi-
ca de lineas y D una orientacion de L(G) tal que Asym(D) es fuertemente
conexa y cada tridAngulo dirigido tiene 2 flechas simétricas, y tenemos que

cada ciclo de D, C = (0,1,...,n — 1,0) con £((C)) £ 0 (mod k) tiene una
cuerda (i, 7) tal que al menos se cumple una de las siguientes propiedades:

1. jdi—2i+20

2. Sij€i—2, 75+ 2, entonces existe otra cuerda de 6, digamos (r, s), tal
que (r,s) # (j, 1), entonces D tiene k—nucleo para k > 3.

—

En este ultimo teorema observemos que si pedimos que (C') tenga 2 cuerdas,
cumple con la hipotesis y por lo tanto D tiene k—niicleo para k& > 3.

Se ha probado en [11| que para un torneo m—partito 7" = (Vi, Va, ..., Vi),
T tiene k—nucleo para toda m > 2, k > 4; si todo ciclo dirigido de longitud
4 en T intersecta 4 clases diferentes de T', entonces T tiene 3-nicleo para
todo m > 2. Como corolario también se demuestra el mismo resultado para
una digrafica m—partita semicompleta.

Estas tultimas observaciones seran utilizadas mas adelante para demostrar
otros resultados.



Capitulo 4

Digraficas 3-cuasitransitivas

4.1. Digraficas 3-cuasitransitivas

Una digrafica D es transitiva cuando para todo par de flechas (z,y), (v, 2)
de D tal que el vértice x es distinto al vértice z tenemos que la xz—flecha
también pertenece a D; una digrafica D es k—transitiva si para toda trayec-
toria dirigida (vo, vy, ..., vx) de longitud k de D, la flecha (v,,vy) esta en D.
Una digrafica D es cuasitransitiva si para toda tercia de vértices distintos
x,y,z de D tal que las flechas (z,y), (y,z) estan en D tenemos que existe al
menos una flecha entre x y el vértice z. Una digrafica D es k—cuasitransitiva
si para toda trayectoria (vg, vy, ..., vx) de longitud k de D, la flecha (vg, vg) 6
la flecha (vg,vg) esta en D.

Observemos que toda digrafica transitiva es cuasitransitiva, en general una
digrafica k—transitiva es k—cuasitransitiva, ademas las digraficas semicom-
pletas son digraficas cuasitransitivas y en algunos casos transitivas. Se ha
probado en el Teorema 3.1.4 que una digréfica transitiva tiene (k,[)—ntcleo,
en [10] se demuestra que las digraficas cuasitransitivas tienen (k,!)-nicleo
parak >4, 1>36k=3,1=2.

Definimos a C, como la digrafica con conjunto de vértices {vy, vo,v3} v con
conjunto de flechas {(vy,vs), (va,v3), (vs,v1), (v1,v3)} y C5* el tridngulo con
dos flechas simétricas.

Si D es una digrafica fuertemente conexa 3-transitiva, se ha probado en
|15] que D es de la forma:
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Figura 4.1: Casos de digraficas fuertemente conexas 3-transtivas

1. Una digrafica completa
2. Una digrafica bipartita completa
3. C5, C5, C5*. Figura 4.1

Para una componente fuertemente conexa S de una digrafica D 3-transitiva
que pertenece al Caso 3, puede ser vista como una digrafica que contiene una
subdigréafica isomorfa a Cj, también se prob6 que para cualquier vértice v
de D que pueda ser alcanzado por S implica que tenemos la Sv—flecha en
D, ademas que cuando tenemos una Xwv—flecha en una digrafica bipartita
completa 3-transitiva implica que X — v.

Teorema 4.1.1. Sea D digrdfica 3-transitiva, entonces D tiene nicleo si y
solo si las componentes terminales fuertemente conexas de D no son isomor-

fas a Cj.

Demostracion. Sea D digrafica 3-transitiva y supongamos que una com-
ponente terminal S es isomorfa a Cs, sean {vg, vy, v2} los vértices de Sy sean
{(vo,v1), (v1,v2), (v2,v9) } las flechas de S. Como para todo v; de S s6lo puede
ser absorbido por otro v; de S ya que S es componente terminal podemos
ver que S no tiene nticleo y por lo tanto D no tiene niicleo lo cual es una
contradiccion a la hipoétesis, por lo tanto S no puede ser isomorfa a Cs.

Probaremos el regreso por induccién sobre el nimero de componentes fuerte-
mente conexas. Sea una componente fuertemente conexa Sy, si es completa
es facil verificar que cualquier vértice es nicleo de S;; si es una digrafica bi-
partita completa, las clases de la particion son ntucleos de ella; S; no puede
ser Cy por hipotesis, si es (5 el vértice en el cual incide la flecha simétrica y
absorbe al otro vértice por flecha del ciclo es nicleo de S, y si es C3* el vértice
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en el cual inciden las dos flechas simétricas es niicleo de ella. Supongamos
el resultado valido para n componentes fuertemente conexas de D. Sea D
con n + 1 componentes fuertemente conexas y sus componentes terminales
no isomorfas a C3. Nos fijamos en una componente inicial .S, por hipotesis
inductiva D — S tiene nucleo N; S puede ser una bipartita completa, un solo
vértice 6 contiene una subdigrafica isomorfa a C3. Si S es un sélo vértice
digamos v y el vértice v es absorbido por N entonces N es nicleo de D, si v
no es absorbido por N entonces Ny = N U {v} es niicleo de D ya que v es la
componente inicial y Ny es independiente. Si S contiene a C3, tenemos que
para todo vértice v de D tal que v puede ser alcanzado por S implica que
tenemos la Sv—flecha, y por el Teorema 1.2.7 sabemos que para todo vértice
u de D, en particular u que pertenece a S, existe una uS;—trayectoria, con
S; componente terminal, lo que implica que S — S; con S; componente ter-
minal de D, pero como S; es terminal al menos un vértice de S; estd en N y
por lo tanto S es absorbido por N. Si S es una digrafica bipartita completa
tenemos 3 casos. Sea (X, Y') biparticion de S, si ni X ni Y es absorbida por
N entonces consideramos N U X, como S es componente inicial tenemos que
toda flecha entre X y N es una X N—flecha lo cual implicaria que X — N
contradiciendo la suposicién, y por lo tanto N U X es independiente, y co-
mo X absorbe a Y porque S es bipartita completa tenemos que N U X es
nucleo de D. Si un vértice x de X es absorbido por N entonces por la obser-
vacion anterior tenemos que N absorbe a X, supongamos entonces que Y no
es absorbido por NN, pero por argumentacion anterior no puede existir una
yN —flecha con vértice y que pertenece a Y, pero entonces N UY es inde-
pendiente y absorbente en D y por lo tanto niicleo de D; el caso en el que Y
es absorbido y X no es absorbido es analogo. Finalmente .S es absorbido por
N entonces N es nicleo de D. Por lo tanto D tiene ntcleo. |

Sea D una digrafica fuertemente conexa 3-cuasitransitiva de orden n. Se
ha probado en [9] que D es de la forma:

1. Una digrafica semicompleta.
2. Una digrafica bipartita semicompleta.

3. Una digrafica isomorfa a F),. Figura 4.2

Lema 4.1.2. Sea D una digrdfica 3-cuasitransitiva. Para un par de vértices
x,y de D si existe una xy—trayectoria de longitud impar entonces x y el
vértice y son adyacentes.
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Figura 4.2: Digrafica fuertemente conexa 3-cuasitransitiva F),

Demostracion. Sea T = xgr;...Tory1 una zy—trayectoria donde zg = =
V Toryr1 = y. Si k = 0 se sigue el resultado por la T trayectoria. Como D
es 3-cuasitransitiva entonces x; y x;.3 son adyacentes para ¢ = 0,1, ...,2k —
2, entonces cuando k = 1 queda verificado. Para k > 2 ser4 demostrado
por induccién sobre k. Suponemos por induccién que toda trayectoria de
longitud impar menor que 2k implica que los extremos son adyacentes, de
lo cual se sigue que zg y xor_1 son adyacentes. Si zyg — xor_1 entonces
Ty — Top_1 — Tok — Toky1 implica que g, Torpy1 son adyacentes, asumimos
entonces que xop_1 — Tg, observemos que Tog_o, Topyi Son adyacentes, si
Topr1 — Togp_o tenemos que Topy1 — Top_1 — T, 10 que implica que xg y
Topr1 son adyacentes. Ahora podemos asumir que To,_o — Topy1 entonces
T" = xoxy...Top_2T941 €8 una trayectoria de longitud 2(k — 1) + 1, entonces
por hipotesis inductiva tenemos que g y a1 son adyacentes y por lo tanto
los vértices x,y de D son adyacentes. |

Lema 4.1.3. Sea D' una subdigrifica fuertemente conexa no trivial de una
digrifica 3-cuasitransitiva D. Para cualquier vértice v en V(D) — V(D'), si
existe una trayectoria entre v y D', entonces v y D' son adyacentes.

Demostracion. Como la digrifica dual de una 3-cuasitranstivia es una di-
grafica 3-cuasitransitiva entonces podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que existe una trayectoria entre v y D’. Sea T = vx...x;, la trayectoria
mas corta de v a D’. Si k es impar entonces por el Lema 4.1.2 sabemos que
vy D’ son adyacentes. Supongamos entonces que k es par. Como D’ no es
trivial y es fuertemente conexa entonces existe un vértice u de V(D') — {z}
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tal que xp — w. Como T" = T es una vu—trayectoria de longitud impar

tenemos por el Lema 4.1.2 la vu—flecha y por lo tanto v y D’ son adyacentes.
[ |

Teorema 4.1.4. Una digrdfica 3-cuasitransitiva D tiene nicleo si y solo si
todas sus componentes terminales tienen nicleo.

Demostracion. Sea D una digrafica 3-cuasitransitiva con nicleo N y com-
ponentes terminales Sy, Si,, ..., Si,. Por definicién de componente terminal
sabemos que no hay una Sy, S;-flecha con S; alguna componente fuertemente
conexa de D. Sea una S;, y hacemos N, = N N V(S;,). Claramente Ny, es
nicleo de Sy, ya que para cualesquiera dos vértices de Ny, son no adyacentes
por N ser nucleo y si suponemos que un vértice v de Sy, no es absorbido por
N, implicarfa que no es absorbido por N ya que S;, es terminal. Por lo tanto
todas las componentes terminales de D tienen ntcleo.

Tomamos ahora una digrafica D tal que todas sus componentes terminales
tienen nucleo. Demostraremos el resultado por induccién sobre las compo-
nentes. Si D es fuertemente conexa entonces D es una sola componente, que
es terminal, y por hipotesis D tiene niicleo. Supongamos que para toda D con
n componentes, D tiene nucleo. Sea D con n + 1 componentes fuertemente
conexas, nos fijamos en una componente inicial Sy consideramos D' = D—S
por hipotesis inductiva D’ tiene nicleo N. Consideramos D, como antes men-
cionado, si S no es trivial, S puede ser de 3 formas, podemos suponer ademas
que S esta conectada a al menos otra componente ya que si no .S no seria
inicial. Como sabemos hay una flecha entre S y otra componente digamos
S1, supongamos que S es trivial. Verificamos si para N (S) existe un vértice
en N, si es el caso entonces N es nucleo de D ya que todos los vértices son
absorbidos, si no existe tal flecha, hacemos un nuevo conjunto Ny = NU{S}
el cual claramente es independiente ya que S es trivial, y absorbente y por
lo tanto nicleo.

Sea S tal que S — S; con S; componente terminal trivial. Sea N nucleo de
D — S, es claro que S; pertenece a N ya que S; es una componente terminal
y es trivial. Si S es semicompleta, como es fuertemente conexa sabemos por
el Corolario 1.2.15 que para todo k = 3,4,...,n y por cualquier vértice v
de S pasa un k—ciclo, etiquetamos los vértices de S respecto al n-ciclo= C
que pasa por el vértice v,, tal que tenemos la v, S;-flecha. Si S es de orden
impar, por el Lema 4.1.2, tenemos las v;5;—flechas con 7 impar ya que hay
una v;CS—trayectoria de orden impar, y por lo tanto con éstas flechas te-
nemos también v;5; —trayectorias de orden impar con j par y por lo tanto
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las v;S;—flechas, entonces S; absorbe a S y como S es independiente por
ser trivial, tenemos que N es niicleo de D. Si S es semicompleta de orden
2, y tenemos las v1.57—flecha y la v9S5;—flecha entonces N es niicleo de D;
si s6lo tenemos la v9S;—flecha hacemos N = S; U {v1} el cual claramente
es nicleo de D. Si S es semicompleta de orden par mayor a 2, por el Coro-
lario 1.2.15 podemos tomar un ciclo que pase por v, de longitud n, digamos
C' = vvy...v,01 ciclo de S, tal que tenemos la flecha (v, S1); para i par y
por la existencia de la v;5;-trayectoria impar por el Lema 4.1.2 tenemos las
v1.57—flechas. Sean vy,v3 de S, como S es semicompleta sabemos que esta
la vyv3—flecha 6 la vsv;—flecha 6 ambas. Si S contiene la v;v3—flecha, como
también esta la vsvy—flecha y la v4S;—flecha por ser D 3-cuasitransitiva y S
componente inicial sabemos que también esta la v157—flecha. Si S contiene
la v3v;—flecha, entonces como también esta la viv,—flecha y la v9S;—flecha,
tenemos por argumentacion anterior la v3S; —flecha. Supongamos sin pérdida
de generalidad tenemos la v,.5]—flecha, tomamos ahora el vértice v,,_; y sabe-
mos por C' que tenemos la v,_jv,—flecha y la v,v;—flecha y por lo tanto la
v,_151—fecha, si tomamos ahora v,,_3 es claro que tenemos la v, _35;—flecha,
repitiendo el paso recursivamente implica que también estén las v;S; —flechas
para j impar y por lo tanto S7 absorbe a Sy asi N es ntcleo de D.

Si S es bipartita semicompleta con biparticion (X,Y) y S; trivial, entonces
supongamos sin pérdida de generalidad que tenemos la x.S;—flecha con = en
X. Como S es fuertemente conexa sabemos que hay una trayectoria entre
cualesquiera par de vértices, en particular para el vértice x; y el vértice x de
X la cual claramente es de longitud par por ser S bipartita, lo que implica
que hay una z;S5;-trayectoria de longitud impar y por lo tanto por el Lema
4.1.2 X — S, si existiera también una yS;—flecha para algin vértice y de
Y entonces analogamente Y — S; y por lo tanto S; absorbe a S y tenemos
que N es nucleo de D, si no existiera tal flecha hacemos N = N UY el cual
claramente es nicleo de D pues N es independiente, no existe NY —flecha
yva que Y, el cual es independiente, pertenece a una componente inicial y por
suposicion no tenemos la Y.S;—flecha, y S queda absorbido por N.

Si S es isomorfa a F, tenemos 4 casos. Sabemos que al menos existe una
flecha de S hacia S;. Si suponemos que tenemos la v1.57—flecha, entonces co-
mo tenemos las (vs, v4), (v4,v1), (v1,S7) flechas por ser 3-cuasitransitiva y S
componente inicial tenemos también la v3S;—flecha, lo que implica que como
tenemos las (vg,v3), (vs,v1), (v1,S1) flechas también tenemos la vS;—flecha
y analogamente por las (v;, v1), (v1,v2) (va, S1) flechas tenemos la v;S;—flecha
para i = 4,...,n. Si suponemos que tenemos la v9.57—flecha, como estan las
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(vi,v1), (v1,v2), (ve,S1) flechas tenemos la v;S;—flecha para i = 4, ..., n;
como tenemos las (vs,v1), (v1,v2), (ve,S1) flechas implica que tenemos la
v3S1—flecha, y como también estan las (vy,v2), (ve,v3), (vs,S1) flechas esta
la v1.S;—flecha. Si suponemos que tenemos la v;S;—flecha para ¢ = 4,..,n,
como tenemos las (vov3), (vs,v;), (v, S1) flechas entonces tenemos la v9.5]-
flecha, como tenemos las (v;,v1), (vi,v2), (ve,S1) con j # ¢ entonces v;5,
como tenemos las (v3,v1), (v1,v2), (v2,S57) flechas entonces tenemos la v3.51-
flecha, como tenemos las (vy,v2), (v2,v3), (vs3,S1) flechas entonces tenemos
la v157—flecha. Como en cualquier caso S; absorbe a S, entonces IV es nticleo
de D.

Supongamos ahora que Sy es no trivial. Consideramos las componentes a las
que esta conectada S, digamos Sy, .., Sy como S; es no trivial, D — S es no
trivial, observemos que para cualquier vértice v de S por el Teorema 1.2.7 te-
nemos que existe la v.S;—trayectoria para S; componente terminal, entonces
por el Lema 4.1.3 v y .S; son adyacentes y como v esta en una componente
inicial entonces tenemos que S — .S;, como S; es componente terminal para
algin vértice v de S; tenemos que v pertenece a N, ya que si no S; no seria
absorbido por N ntucleo de D', lo que implica que S es absorbido por N y
por lo tanto N es ntcleo de D. |

En el siguiente corolario se utiliza el resultado anterior para asi sélo veri-
ficar las componentes terminales de la subdigrafica de D.

Corolario 4.1.5. Sea D digrdifica 3-cuasitransitiva, D es nicleo perfecta si
y solo st toda subdigrdfica semicompleta es nicleo perfecta.

Demostracion. Sea D nucleo perfecta, entonces toda subdigrafica induci-
da tiene ntucleo, en particular las subdigréaficas inducidas de las digraficas
semicompletas contenidas en D, lo que implica que toda subdigréafica semi-
completa de D es niicleo perfecta.

Sea H subdigrafica de D y sea S; componente terminal de H, S; no puede
ser F,, ya que F}, contiene como subdigrafica inducida a (' la cual no tiene
nucleo y por lo tanto no es ntcleo perfecta, si S; es bipartita semicompleta
tenemos por el Lema 2.1.6 que S; tiene ntucleo, y si S; es semicompleta tene-
mos por hipotesis que S; es nucleo perfecta, lo que implica por el Teorema
4.1.4 que H tiene ntucleo y por lo tanto D es niicleo perfecta. |



Capitulo 5

Digraficas conexas localmente
semicompletas

5.1. Digraficas conexas localmente semicomple-
tas

Una digrafica localmente semicompleta D es redonda factorizable si exis-
te un torneo localmente redondo R con r > 2 vértices tales que D =
R[S, ..., S;], donde cada S; es una digrafica semicompleta fuertemente conexa.
Decimos que R[Sj,...S,] una descomposicion redonda de D.

Sea D una digrafica conexa localmente semicompleta que no es fuertemente
conexa y sean Dy, ...D, el etiquetamiento aciclico de sus componentes fuerte-
mente conexas, entonces D puede ser descompuesta en r > 2 subdigraficas
inducidas semicompletas D/, D), ...., D! como:
Di = Dy M = p, A1 = min{j | N*(D;) 0 V(D)) # 0}
y Dg—i—l = D[V(DMH) U V(D)\i+1+1) u..uJ V(Dkifl)}‘
La secuencia tnica D}, D), ..., D! es llamada la descomposiciéon semicompleta
de D.

En [1] se demuestra el siguiente teorema que caracteriza a las digraficas
conexas locales semicompletas.

Teorema 5.1.1. Una digrdfica D conexa local semicompleta es de exacta-
mente una de las 3 formas:

1. D es redonda factorizable con una unica factorizacion dada por D =
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Figura 5.1: Ejemplo de la descomposicion semicompleta de una digrafica D.

R[Dy, Dy, ..., D,], donde R es un torneo local redondo con o > 2 vér-
tices y D; es una digiafica fuertemente conexa semicompleta para toda
i=1,2,..., a.

2. D no es redonda factorizable ni semicompleta y tiene una estructura
tal que satisface que:

a) Eriste un minimo conjunto separador S tal que D — S no es una
semicompleta y para cada S, D[S] es semicompleta y la descom-
posicion semicompleta de D — S tiene exactamente 3 componentes
semicompletas DY, Dy, Dy,

b) FEzisten enteros a, B, p,v con g <a<f<p—1lyp—1<pu<
v < p+q tal que:
N™(Da) V(D) #0 y N*(D.) N V(D,) £
6 N-(D,) N V(D) 0 y N*(D,) 0 V(Dy) # 0.
Donde Dy, Dy, ...,D, y Dyy1, ..., Dpyq son los etiquetamientos acicli-
cos de las componentes fuertemente coneras de D — S y D[S] res-
pectivamente y D), es la componente inicial de D).

3. D es semicompleta no redonda factorizable.

Definimos un producto de digraficas con respecto a una lista de digraficas
k—partitas D,,, D,,, ..., D,, etiquetando sobre los vértices de una digrafica
arbitraria D, con conjunto de vértices V(D) = {vy, va, ..v,, } para asi obtener
una nueva digrifica k—partita, denotada por K = D[D,,, D.,, ...., D,,,]¥', una
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P—composicion. Escogemos P(D,,) = (V{, VJ, ..., Vi) una particién ordenada
de D,,, para cada D,,. El producto tiene a V(K) = UYL (V(D,,) x i) como
conjunto de vértices, P = (U, (V¥ x {i}), Ul (V5 x {i}), ..., U (Vi x {i}))
como k—particion ordenada y (u, ), (v, j) que estan en V' (K') son adyacentes
si y solo si

l.i=jyu—venD, 0

2. i#j, uen V), ven VJconp#q,yv; —vjen D.

u @) () (s1)
Xr O O oS O O O

e XX
Yo o ow o o o

v v.2)  (v,2) (w,2)
D, D, Ds P, Py[Dy, Dy, D3]

Figura 5.2: P—composicién de P, con biparticiones Dy = (V! = {z},V}} =
{y}), D2 = (VP = {u},V§ = {v}), Ds = (17’ = {s}, V5 = {w}).

Denotamos FE; el conjunto independiente de ¢ > 1 vértices, entonces
C5E1, E,, Ey] es la composicion sobre un 3-ciclo con una flecha simétrica y
conjuntos independientes de vértices. En [8] se demuestra el siguiente teorema
que caracteriza a las digraficas conexas localmente semicompletas lineales.

Teorema 5.1.2. Si una digrdfica D es coneza localmente semicompleta lineal
entonces D es de la forma:

1. Subdigrifica de una extension de una flecha.

2. Fxtension de una trayectoria dirigida o ciclo dirigido extendido.
3. Subdigrifica de la digrdfica completa de 3 vértices.

4. C5[Ey, En, Ey).

5. TT3|Ey, E,, Ey|, donde TT; es el torneo transitivo de 3 vértices.
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6. Bipartita semicompleta subdigrdfica de Py|Eny,, Co[Ey, Emy), B,
mg > 1, entonces la biparticion de la P-composicion es P = (Ey, Ey,
En, UEL,) y Py es una trayectoria de longitud 2.

1P, si

U

0

7. Digrifica Ps|Eny, D', Ep,)F < D < TT3|Epg, D', E,]T, donde < de-
nota la relacion de las subdigrdficas, D’ es una digrdfica bipartita semi-
completa (la cual puede no tener flechas).

—

8. Py[Ey, D', Ey] con D' digrdfica semicompleta.
9. Una digrdfica bipartita semicompleta.

10. Una digrdfica semicompleta.

5.2. (k,l)—Nucleos para digraficas conexas lo-
calmente semicompletas

A continuacién probaremos en los diferentes casos de las digréaficas conexas
localmente semicompletas que (k,!)—nicleo podemos encontrar.

Lema 5.2.1. Sea D redonda factorizable con una unica factorizacion dada
por D = R[Dy, Dy, ..., D,], donde R es un torneo local redondo tal que R no
es fuertemente conexo con o > 2 vértices y D; es una digrdfica fuertemente
conexa semicompleta para toda 1 = 1,2, ..., entonces D tiene k—naiicleo para
k> 3.

Demostracion. Sea D redonda factorizable, como D es una composicién
sobre un torneo local redondo que no es fuertemente conexo, tenemos que R
es aciclico y por el Teorema 3.1.2 R tiene k—ntcleo para k > 2. Por otro lado
como cada D; es una digrafica semicompleta por el Teorema 3.1.8 sabemos
que D; tiene k—ntcleo para k > 3. Y por el Teorema 3.1.7 tenemos que D
tiene k—nicleo para k > 3. [

Lema 5.2.2. Sea D redonda factorizable con una iunica factorizacion dada
por D = R[Dy, D, ..., D,|, donde R es un torneo local redondo fuertemente
conexo con o > 2 vértices y D; es una digiafica fuertemente conexra semi-
completa para toda i = 1,2,...,a0 y sea | = L%J, 0T (R) = m, entonces D
tiene (k,l 4+ 1)—nicleo para k > 2.
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Demostracién. Sea D redonda factorizable, tal que D = R[D1, Do, ...D,],
sabemos por Lema 1.2.16 que diam(R) < L%J para 0T(R) = m, entonces
para todo par de vértices z,y de D sabemos que la distancia entre ellos sera
a lo mas diam(R) + 1 ya que si = pertenece a D;, y a D;, avanzando sobre
las flechas de R tenemos que d(x,y) < diam(R), si x,y pertenecen a D; y
tenemos que d(z,y) > diam(R)+ 1 en D;, podemos avanzar sobre las flechas
de R y regresar a cualquier vértice de D; en a lo mas diam(R) + 1 y por lo
tanto d(x,y) < diam(R)+ 1 en D. Por lo tanto diam(D) < diam(R) + 1, es
decir diam(D) < I+ 1. Por otro lado, se ha demostrado en Teorema 3.1.3,
que para toda digrafica D, si diam(D) < I’ entonces D tiene (k,l")—ntcleo,
como I <1+ 1, de lo cual se sigue que D tiene (k,[+ 1)—ntcleo para k > 2,
1~ 2] .

Figura 5.3: Una digrafica D = R[Dy, .., D,] redonda factorizable donde R es
un torneo local redondo y Dy = {v1}, Dy = {vs,v3}, D3 = {v4,v5} digréficas
fuertemente conexas semicompletas.

A continuacién enunciamos un lema demostrado en 1], el cual utilizare-
mos en la demostracion siguiente.

Lema 5.2.3. St una digrdfica localmente semicompleta fuertemente conexa
no es semicompleta, entonces existe un conjunto separador minimo S C
V(D) tal que D—S no es semicompleta. Si Dy, Da, ..., D, es el etiquetamiento
aciclico de las componentes fuertemente conexas de D y D}, D, ..., D! es la
descomposicion semicompleta de D—S entoncesr > 3, D[S] es semicompleta
y Dp— S+ Di.
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Lema 5.2.4. Sea D no redonda factorizable ni semicompleta con la estruc-
tura descrita en el Teorema 5.1.1 Caso 2, entonces D tiene k—naicleo para
k > 4.

Demostracion. Sea D no redonda factorizable ni semicompleta, con des-
composicion semicompleta de D — S, D}, D), D}, las cuales son subgréaficas
inducidas semicompletas, por el Teorema 3.1.8 sabemos tienen k—ntcleo para
k > 3. Por otro lado tenemos por el Lema 5.2.3 que D, — S +— D; y ademas
S es semicompleta. Como por construccion de la descomposicion semicomple-
ta tenemos que D, pertence a D} y D; pertence a Dj, tenemos que D} — Sy
S — Dj. Observemos que d(Dj, D)) = 1,d(Dj, D) = 2,d(S, D}) = 3, yaque
por construccion de la descomposicion semicompleta tenemos las flechas de
las D;’s en D5 a la primera componente de Dy, y de la misma forma tenemos
las flechas de las componentes de D hacia la primera y unica componente
de Dj, que es D,, donde p es la etiqueta maxima en la etiquetacion aciclica
de D — Sy por lo tanto D, = D/. De lo cual se sigue que el k—ntcleo de D]
es k—ntcleo de D para k > 4. [ |

7

Figura 5.4: Digrafica no redonda factorizable ni semicompleta con la estruc-
tura descrita en el Teorema 5.1.1 Caso 2.

Lema 5.2.5. Toda digrdfica semicompleta no redonda factorizable tiene k—
niucleo para k > 3.
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Demostracion. Por el Teorema 3.1.8 tenemos v; que pertenece a V(D)
tal que d~(v;) < d (v;) para todo vértice v; # v; con v; en V(D),1,j

{1,2,...,n} es un k—nicleo de D. i
(%
o
10 O Us
V%
V4
D

Figura 5.5: Una digrafica D semicompleta no redonda factorizable.

El siguiente lema se sigue de los resultados demostrados en esta seccion.

Lema 5.2.6. Sea una digrifica D conexa localmente semicompleta tiene
k—nucleo para k > 3 si es redonda factorizable o semicompleta no redon-
da facotrizable y tiene k—naicleo para k > 4 en otro caso.

Corolario 5.2.7. Sea digrdfica D conexa localmente semicompleta, si todo
ciclo de D tiene longitud menor o igual a k entonces D tiene k—niicleo, para
k> 2.

Demostracion. Basta verificar dos casos para cuando k = 2. Si D es redon-
da factorizable con una tnica factorizacion dada por D = R[Dy, D, ..., D,],
donde R es un torneo local redondo tal que R no es fuertemente conexo con
a > 2 vértices y D; es una digrafica fuertemente conexa semicompleta, tene-
mos que como D; es fuertemente conexa |V (D;)| > 2 ya que de otra forma
D contendria un ciclo de mayor longitud, lo que implica que D; contiene
un vértice que absorbe al otro a distancia 1 y por lo tanto D; tiene niicleo
N = {v;}, y como D es una composiciéon sobre un torneo local redondo que
no es fuertemente conexo, tenemos que R es aciclico y por el Teorema 3.1.2
R tiene k—ntcleo para k > 2y por lo tanto D tiene nicleo. El caso R fuerte-
mente conexo para k = 2 no existe pues R no permite ciclos de longitud 2.
De la misma manera el caso queda anulado para k = 2,3, para D no re-
donda factorizable ni semicompleta y que tiene la estructura descrita en el
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Teorema 5.1.1 Caso 2, ya que siempre contiene un ciclo de longitud 4. Para
D semicompleta no redonda factorizable y como no puede contener a Cj te-
nemos por el Corolario 3.1.9 D tiene ntcleo, y como los demés casos quedan
verificados en el Lema 5.2.6, tenemos que D tiene k—nucleo para k > 2. R

5.3. (k,l)—Nucleos para digraficas conexas lo-
calmente semicompletas lineales

A continuacion demostraremos para los casos del Teorema 5.1.2 cuando
tienen k—nicleo.

Lema 5.3.1. Toda subdigrifica H de una extension de una flecha tiene
k—naicleo para k > 2.

Demostracion. Como toda subdigrafica de una extensiéon de una flecha es
aciclica, se ha probado en el Teorema 3.1.2 que H tiene k—nicleo para k > 2.
[ |

Lema 5.3.2. Toda trayectoria extendida T tiene k—nicleo, para k > 2.

Demostracion. Sea T una trayectoria extendida, como T es aciclica tene-

mos que por el Teorema 3.1.2 T tiene k—ntcleo para k > 2. |
V1 O——> 0O Uy VY O———>O0—> 0 Uy
U4
Vg O O Vs V2 O O O Ug
Us
U3 O— 0 Vg U3 O——O0——0 Vg
Ve
D D’

Figura 5.6: Una extension de una flecha D y una trayectoria extendida D.

Lema 5.3.3. Toda digrifica D ciclo extendido de longitud k, tiene n—niicleo
con nlk.
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Demostracion. Observemos que D es ciclicamente k—partita, sean Dy, Do,
..., Dy, las clases de D, como k es miltiplo de n podemos construir N =
{Dy, Daop, ..., Di,} con In = k, claramente N es nicleo de D ya que cada D;
estd formada por un conjunto independiente de vértices, cada D; en N ab-
sorbe a distancia n—1 por propiedades de digraficas ciclicamente k—partitas,
y entre ellas estan a distancia n por construccion de N; esta construccion la
podemos hacer para cada divisor de k. Por lo tanto D tiene n—nftcleo con
n|k. |

Lema 5.3.4. Toda subdigrifica H de la digrdfica completa de 3 vértices D
tiene k—nicleo para k > 2 cuando Cs5 # H y k—niicleo con k > 3 cuando
H=C5.

Demostracion. Sea D subdigrafica de la digrafica completa de 3 vértices.
Tomamos v; que pertenece a V(D), si no existe v; # vy tal que vy pertenece
a V(D) tenemos que {v;} es nicleo de D y por lo tanto 3-ntcleo de D. Si
V(D) = {v1,v2} con vy # vg, nos fijamos en la cardinalidad de A(D), si
|A(D)| = 0 tenemos que N = {vy,v,} es nicleo ya que es independiente
porque la subdigréfica no tiene flechas y no queda ningtn vértice sin ser ab-
sorbido, entonces se sigue que N es 3-nucleo de D. Si |A(D)| = 1 podemos
suponer sin pérdida de generalidad que tenemos la v,vy—flecha y por lo tanto
es facil de ver que {vy} es niicleo de D y asi 3-ntcleo de D; si |A(D)| = 2
nuestra subdigrafica queda definida y tenemos las flechas (vy,v9) y (vo, v1),
lo que implica que tanto {v1} como {vs} son nicleos de D.

En el caso que V(D) = {v1,v9,v3}, cuando |A(D)| = 0 por el caso anterior
tenemos que N = {v1,vq,v3} es 3-nicleo de D. Cuando |A(D)| = 1, supon-
gamos la vyvy—flecha, podemos ver que N = {v9,v3} es 3-niicleo de D. Si
|A(D)| = 2, tenemos tres casos, cuando tenemos las (vy,v2), (v2,vs) flechas
es claro que N = {v3} es 3-nticleo de D; si tenemos las (vq, v2), (v, v1) flechas
tanto N1 = {vy,v3} como Ny = {v9,v3} son 3-nucleos de D, si tenemos las
flechas (v1,v2), (vs,v2) se puede observar que N = {vy} es 3-nuicleo de D. Si
|A(D)| = 3, podemos tener el caso del 3-ciclo para el cual qualquier vértice es
3-ntcleo de D; podemos tener las flechas (vy,vs), (ve,v3), (v1,v3) en el cual
tomamos N = {v3} 3-ntcleo de D. Si tenemos las flechas (v, vs), (ve,vs),
(vg,v1) es claro que N = {vs} es 3-nicleo de D. Si |A(D)| = 4, podemos
tener el 3-ciclo con una flecha simétrica en el cual por las mismas razones
cualquier vértice de D es 3-nicleo de D; si tenemos dos flechas simétricas es
facil ver que cualquier vértice es 3-nicleo de D. Para los casos |A(D)| =5y
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|A(D)| = 6 cualquier vértice es 3-nticleo de D por argumentos anteriores. Por
lo tanto cualquier subdigrafica de la digrafica completa de 3 vértices tiene
2-ntcleo cuando es diferente a C3 y 3—nicleo cuando lo es. |

U3

V2
o)
o)

(51 U4 Vs

o) O

o o

v —
U1 v

O
3

D D’

Figura 5.7: Un ciclo extendido D y la digrafica completa D" de 3 vértices.

Lema 5.3.5. La digrdfica C§[E\, E,,, E1] tiene k—niicleo para k > 2.

Demostracion. Sea v} el vértice Ey de la composicion C5[Ey, E,, E1] que le
corresponde a vz en C5. Afirmamos que N = {v}} es nicleo de C3[Ey, E,, E].
Sea v} el vértice Ey de Ci[Ey, E,, E1] que le corresponde a vy en CF, por
construccion de Cj tenemos la vjvs—flecha y por lo tanto en C3[E1, E,,, F|
tenemos la vivj—flecha. Sea v} un vértice de E, en Ci[E,, E,, F4], como en
C3 tenemos la vyvs—flecha, por definicién de composiciéon implica que en
C;[En, By, Eq] tenemos la vhvi—flecha. Como v} es un vértice, v} es inde-
pendiente y por lo tanto N = {v}} es niicleo y por lo tanto es 3—nucleo de
C:[Ey, Ey, B]. m

Lema 5.3.6. La digrdfica TT3|Ey, E,, E1], con TTs torneo transitivo de 3
vértices tiene k—nicleo con k > 2.

Demostracion. Sea TTs|Ey, E,, E1], como es transitivo por argumento en
el Corolario 2.1.10 tenemos que d*(E;) = 0, para algin E;, i = 1,n, lo
cual implica que E; es ntcleo de TT3[Ey, E,, E1], ya que es independiente
por definicion, y por otro lado como es torneo para todo vertice v; que no
pertenece a E;, existe la vjv;-flecha con v; que pertenece a E; ya que d* (v;) =
0. Por lo tanto TT3[Ey, E,, E] tiene k—nicleo con k > 2. [ |
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Figura 5.8: Una digrafica D = Ci[FEy, E,, E1] v una digrafica D' =
TT3[E1aEn7E1}~

Lema 5.3.7. Toda digrdfica bipartita semicompleta tiene nicleo.

Demostracion. Sea D digrifica bipartita semicompleta con X, Y biparti-
cion de D. Por el Lema 2.1.6 D tiene ntcleo. |

Observacién 5.3.8. Toda digréfica bipartita semicompleta D tiene k—ntcleo
para k > 4.

Demostracion. Se ha mencionado en la seccioén 3.2, que este resultado se
ha demostrado en [11], y por lo tanto D tiene k—nticleo para k > 4. |

Lema 5.3.9. Sea D digrdfica bipartita semicompleta subdigrdfica de

Py Ery, Co[Er, By, Emy|E, simy > 1 entonces la biparticion de la P-compo-
sicion es P = (Ey, Epy U Epy, UER,) y P, es una trayectoria de longitud 2,
entonces tiene k—naicleo para k > 2.

Demostracion. Como D es una digrafica bipartita semicompleta por el
Lema 2.1.6 D tiene k—nucleo para k > 2. [ |

Lema 5.3.10. Sea digrifica Py[Ep,, D', Ep,|’ < D < TTs|Epg, D', Ep,)”,
donde < denota la relacion de las subdigrdficas, D' es una digrdfica bipartita
semicompleta (la cual puede no tener flechas), entonces D tiene k—nicleo
para k > 2.

Demostracion. Sea D digrafica que cumple la hipotesis, sabemos que E,,,,,
E,,., tienen nicleo ya que son conjuntos independientes, ademas D’ también
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U3
vl/, o U1 U3 Us
o) 0 o) o)
Vg
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V2 (@) V2 () Vg
D D’

Figura 5.9: Una digrafica D bipartita semicompleta y una P—composicion
D’ bipartita semicompleta.

tiene ntcleo por el Lema 2.1.6, por otro lado por el Lema 5.3.6 tenemos que
TT5 tiene nucleo. Como las flechas de la P—composicion o son las flechas de
Erg, By, D' 0 son las flechas de T'T3 en la composicién con la restriccion
que tienen que ir a diferentes conjuntos de la P—particioén, entonces es claro
que FE,,, es k—nucleo de la P—composicion de TT3 para k > 2.

2
Sea ahora la P—composicion sobre ?’2 , por argumentacion anterior E,,,, E,,,
D' tienen ntucleo, ademas por el Teorema 2.1.1 P, tiene nicleo, es claro que
N ={E,, UE,,} es nicleo de la P—composicion de P, y N' = {E,,,} es
k—ntcleo de la P—composicion para k& > 3.

Basta verificar que flechas hay entre £,  y E,,, en D. Si no existe ninguna
flecha, entonces D tiene nicleo N = {E,,, U E,,,} y k—ntcleo {E,,,} para
k > 3; si hay construimos X = {vg,} con vy, en E,,, tal que existe una
vo,v2, —flecha con vy, que pertenece a E,, en D y hacemos N = {E,,, U
(Em, —X)} el cual claramente es nicleo de D, ya que solo estamos agregando
los vértices que no son absorbidos por E,,, los cuales son independientes por
definicién de Emy, para un k—ntcleo de D con k > 3 tomamos el conjunto
E,., el cual absorbe a todo vértice que no pertenece al k—ntcleo de D a
distancia a los més 2. Por lo tanto D tiene k—nucleo para k > 2. [ |

Lema 5.3.11. Toda digrifica D semicompleta tiene k—nicleo para k > 3.
Demostracion. Por el Teorema 3.1.8 tenemos que v; que pertenece a V(D)

tal que d”(v;) < d~(v;) para todo vértice v; # v; con vj en V(D),i,j €
{1,2,...,n} es un k—nucleo de D. [ |
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U1 V3 Vs (Vs (%1 V4q
e o 0 O—————0
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U2 Vg Vs Ug U2 Us
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Figura 5.10: Una digrafica D que cumple las condiciones del Teorema 5.1.2
Caso 7 y una digréafica D’ semicompleta.

Teorema 5.3.12. Sea D digrifica conezxa localmente semicompleta lineal
entonces D tiene k-nicleo con k > 3 si D es semicompleta ¢ Cs, D tiene
n—mnicleo si D es ciclo extendido de longitud k con n|k, D tiene nicleo o
k—nacleo para k > 4 si D es bipartita semicompleta y D tiene k—naicleo
para k > 2 en cualquier otro caso.

Demostracion. El resultado se sigue de los lemas de esta seccion. ]

El siguiente colorario se sigue de una restricciéon para las digraficas local-
mente semicompletas lineales, para asi poder garantizar la existencia de un
k—nucleo para k£ > 2 en cualquier caso.

Corolario 5.3.13. Sea D una digrdfica localmente semicompleta lineal, si
todo ciclo de D tiene longitud menor o iqual a k, entonces D tiene k—nicleo
para k > 2.

Demostracion. Basta verificar los casos para cuando D no tiene k—nitcleo
con k = 2, k = 3. Sea k = 2, como todo ciclo de D tiene longitud menor
o igual a 2, D no es (5. Si D es semicompleta y no contiene a Cj3, por el
Corolario 3.1.9 D tiene ntcleo. Si D es un ciclo extendido de longitud 2, te-
nemos que 2|2 y por lo tanto D tiene nucleo, los demas casos son inmediatos.
Cuando k = 3, falta verificar para D bipartita semicompleta. Como antes
mencionado en la seccion 3.2 y demostrado en [11], cuando todo ciclo dirigi-
do de D bipartita semicompleta no contiene ciclos de longitud 4 entonces
tenemos queD tiene 3—nicleo. Como por el Teorema 5.3.12 los demés casos
quedan verificados, tenemos que D tiene k—ntcleo para k > 2. |
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Observemos que las digraficas localmente semicompletas lineales son tam-
bién digraficas local-in semicompletas lineal y local-out semicompletas linea-
les. Se ha probado en [19] que una digrafica D fuertemente conexas local-in
semicompleta lineal es de la forma:

1. Semicompleta

2. Bipartita semicompleta
3. Ciclo extendido

4. T—digrafica

De lo cual podemos enunciar una serie de corolarios que para digraficas
local-in y local-out se siguen inmediatamente de los teoremas demostrados
anteriormente.

Corolario 5.3.14. Una digrdfica D fuertemente conexa local-in semicom-
pleta lineal tiene n—nicleo si D es el ciclo extendido de longitud k y n|k, D
tiene nicleo y k—nicleo para k > 4 st es bipartita semicompleta y D tliene
k—naicleo para k > 3 en cualquier otro caso.

Demostracion. Por el Lema 3.1.10 y el Teorema 5.3.12 la demostracion es
inmediata. |

Corolario 5.3.15. Sea digrifica fuertemente conexa local-in semicompleta
lineal D, si todo ciclo de D tiene longitud menor o iqual a k, entonces D
tiene k—naicleo para k > 2.

Demostracion. Observemos que D no puede ser una T'—digréfica para k =
2,k = 3 ya que T contiene un ciclo de longitud 4. Entonces por el Corolario
5.3.13 los demas casos quedan verificados y por lo tanto D tiene k—ntcleo
para k > 2. [ |

Ademas se ha probado en [19] que una digrafica D fuertemente conexa
local-out semicompleta lineal es de la forma:

1. Semicompleta
2. Bipartita semicompleta

3. Ciclo extendido
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4. Dual de T—digréfica

Corolario 5.3.16. Una digrifica D fuertemente conexa local-out semicom-
pleta lineal tiene n—nicleo si D es el ciclo extendido de longitud k y n|k, D
tiene nucleo y k—nicleo para k > 4 si es bipartita semicompleta y D tiene
k—naicleo para k > 3 en cualquier otro caso.

Demostracion. Por el Lema 3.1.11 y el Teorema 5.3.12 la demostraciéon es
inmediata. ]

Corolario 5.3.17. Sea digrifica fuertemente conexa local-out semicompleta
lineal D, si todo ciclo de D tiene longitud menor o igual a k, entonces D
tiene k—nucleo para k > 2.

Demostracion. La digrafica dual de una T'—digrafica contiene un ciclo de
longitud 4 y por lo tanto para k = 2,k = 3, D no puede ser ?, y por el
Corolario 5.3.13 los demaés casos quedan verificados y por lo tanto D tiene
k—nucleo para k > 2. |



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se encontraron condiciones suficientes para la existencia
de (k,l)—nucleos en 3 familias de digraficas. En las digréaficas 3-transitivas se
demostré que si las componentes terminales no son isoformas a C3 entonces
la digrafica tiene niicleo, para las digraficas 3-cuasitransitivas basta pedir que
sus componentes terminales tengan niicleo. En las digraficas conexas local-
mente semicompletas se demostrdé que tienen k—ntcleo para k£ > 3 si son
redondas factorizables o semicompletas, en otro caso tienen k—ntcleo para
k > 4; si adicionalmente se pide que para todo ciclo de la digrafica sea de lon-
gitud menor o igual a k entonces en cualquier caso la digréfica tiene k—ntcleo
para k > 2. En las digraficas conexas locales semicompletas lineales se de-
mostrd que D tiene k-niicleo con k > 3 si D es semicompleta 6 C5, D tiene
n—nicleo si D es ciclo extendido de longitud & con n|k, D tiene nicleo o
k—nucleo para k£ > 4 si D es bipartita semicompleta y D tiene k—nftcleo
para k > 2 en cualquier otro caso; si adicionalmente se pide que todo ciclo
de D sea de longitud menor o igual a k£ entonces D tiene k—ntcleo para k > 2.

Los resultados antes mencionados son resultados originales y dada la difi-
cultad de determinar si una digréfica tiene (k,l)—nucleo y de encontrarlo
son de gran importancia los resultados generales y las condiciones faciles de
verificar como las demostradas en este trabajo.
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