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Introducción

La relación que existe entre la F́ısica y las Matemáticas es la base fun-
damental de la Ciencia. Dentro de las Matemáticas, la Geometŕıa, durante
mucho tiempo, ha demostrado poseer principios que van de acuerdo con la
realidad existente, es decir, sus conceptos, proposiciones y resultados son
inspirados por la realidad. Aśı, la Termodinámica, como parte de ella, no ha
escapado a la interpretación geométrica. En esta introducción revisaremos
algunos aspectos de esa historia.

Geometŕıa y F́ısica

La geometŕıa de Euclides es con la que primero se tiene contacto (recorde-
mos que la palabra geometŕıa etimológicamente significa medida de la Tierra
[1]). Fue esta geometŕıa la que utilizaron las antiguas civilizaciones como la
mesopotámica, la egipcia y la babilónica para darle una utilidad práctica en
la edificación de sus ciudades. Sin embargo, fueron los griegos quienes por
primera vez le dieron un cuerpo teórico al dotarla de axiomas y teoremas,
que implican los resultados prácticos ya conocidos; el teorema de Pitágoras
es uno de estos admirables ejemplos.

La axiomatización adquiere una mayor importancia cuando se incluye al
álgebra, dando como resultado los inicios de lo que conocemos como Geo-
metŕıa Anaĺıtica, aportación de René Descartes y contemporáneos suyos co-
mo Fermat y Pascal. Dicha axiomatización fue clarificada posteriormente por
David Hilbert en 1899 en su libro Fundamentos de la Geometŕıa.

En 1872, la Geometŕıa Anaĺıtica alcanza su madurez con los trabajos
de Julius Wilhelm Richard Dedekind [2] acerca de los números reales. Aśı,
con la Geometŕıa Anaĺıtica se pudo concebir el concepto de espacio como
un conjunto de puntos, cada uno de ellos caracterizado por tres coordenadas
numéricas. Este concepto fundamental nos ha permitido, en la actualidad,
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poder manejar diferentes objetos anaĺıticos, los cuales son elementos de ese
espacio.

Después, en el transcurso del siglo XIX, Nikolái Ivánovich Lobachevski,
Johann Carl Friedrich Gauss y János Bolyai crearon otras geometŕıas lógi-
camente autoconsistentes, pero que difieren de la de Euclides en un aspecto
crucial: abandonan el quinto postulado relacionado con las paralelas. Éste
afirma que [3]

“si una ĺınea recta corta a dos ĺıneas rectas, de manera tal que los dos
ángulos interiores que se formen en el mismo lado no sumen más de dos
ángulos rectos, estas ĺıneas rectas prolongadas indefinidamente se cortarán a
la larga en el lado en el cual los ángulos son menores que dos ángulos rectos.”

Una forma equivalente es la siguiente: dos rectas diferentes en un plano
son paralelas o se cortan sólo en un punto. Estas nuevas geometŕıas no eucli-
dianas revolucionaron la forma de estudiar la realidad. Por ejemplo, la geo-
metŕıa de la superficie de la Tierra es claramente no euclidiana y solamente
parece euclidiana cuando se estudia de manera local. La Teoŕıa General de la
Relatividad de Einstein es el ejemplo más sorprendente de la aplicación de la
geometŕıa no euclidiana a la F́ısica, al describir apropiadamente el Universo
en el que vivimos.

La Relatividad General de Einstein emplea otra forma de geometŕıa, cono-
cida como Geometŕıa de Variedades, introducida por Georg Friedrich Bern-
hard Riemann en 1854 [4]. La idea principal en la que se basa esta nueva
teoŕıa es proponer a la geometŕıa como una variedad dada en una álgebra
de funciones. Esto significa que los sistemas de referencia no están definidos
en la totalidad del espacio y, además, se permiten cambios de coordenadas
que vengan dados por funciones reales de cierto tipo general. Una variedad
se define como un espacio continuo que localmente se ve como euclidiano [5].

Geometŕıa y Termodinámica

La sección precedente nos permite observar que algunas de las ramas de
la F́ısica son factibles de ser geometrizadas. Por tal motivo, es válido pregun-
tarnos si otras de sus ramas, diferentes a la mencionada, pueden ser descritas
en términos de conceptos geométricos. En particular, estamos interesados en
la Termodinámica. La respuesta a esta pregunta resulta ser afirmativa. A
continuación describiremos brevemente cómo ha ocurrido este hecho.

El estudio geométrico de la Termodinámica comenzó con la reformulación
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de Gibbs de la teoŕıa de estados de equilibrio [6]. Gibbs interpretó el conjunto
de estados de equilibrio de un sistema termodinámico como una superficie.
Este fue el comienzo de la que hoy conocemos como Geometŕıa Diferencial
de Variedades.

En su art́ıculo de 1873 titulado Métodos gráficos en la termodinámica
de los fluidos, Gibbs comenta que de cualquier ecuación de la forma: U =
U(S, V ) , se pueden deducir todas las propiedades termodinámicas del fluido,
en lo que concierne a procesos reversibles. Además, analiza las ventajas de
considerar diferentes diagramas: P vs. V , S vs. T , S vs. V , log V vs. logP , S
vs. log T , etc., en los que P representa la presión, V el volumen, S la entroṕıa
y T la temperatura.

En otro de sus trabajos, publicado también en 1873, denominado Un
método de representación geométrica de las propiedades termodinámicas de
las sustancias por medio de superficies, Gibbs afirma que de la superficie
S = S(U, V ), a la que llama superficie termodinámica del sistema, se puede
deducir otra superficie como P = P (V, T ), y analiza cómo se representaŕıan
sistemas en los que coexisten varias fases (estados) de la materia en equili-
brio termodinámico, e infiere la ecuación: dP

dT
= Sb−Sa

Vb−Va
, conocida, hasta ese

momento, solamente de manera emṕırica.
Finalmente, en su art́ıculo titulado Sobre el equilibrio de las sustancias

heterogéneas, expresa que cualquier cambio en un sistema aislado está acom-
pañado de un aumento de entroṕıa y que cuando la entroṕıa haya alcanzado
un máximo el sistema se encuentra en equilibrio termodinámico. Además,
propone que, para el equilibrio de cualquier sistema aislado, es necesario y
suficiente que, en todas las posibles variaciones del estado del sistema que no
alteran su enerǵıa interna, la variación de su entroṕıa sea mayor o igual a ce-
ro. Esto se conoce en la actualidad como la segunda ley de la termodinámica,
que es considerada como una de las primeras aplicaciones de la Geometŕıa
Diferencial a la Termodinámica.

Gibbs envió una copia de su art́ıculo a James Clerk Maxwell. El trabajo
de Gibbs asombró a Maxwell a tal grado que inmediatamente lo divulgó entre
los cient́ıficos de Cambridge y lo incluyó en las posteriores ediciones de su
teoŕıa del calor [7]. Un dato interesante es que Maxwell construyó un modelo
en yeso de una superficie termodinámica, donde se representaban los estados
de equilibrio del agua, elaborado a partir de la ecuación fundamental, y se lo
envió a Gibbs como regalo.

Mucho tiempo después, en los años setenta del siglo XX, Frank Weinhold
publicó 5 art́ıculos [8] basados en la siguiente observación:



x INTRODUCCIÓN

Si se interpreta a las diferenciales como cantidades vectoriales, y se usa
a la matriz de segundas derivadas de la enerǵıa interna como una métrica,
entonces muchas de las identidades termodinámicas pueden ser interpretadas
de manera geométrica.

A la matriz de la enerǵıa interna U se le conoce como la métrica de Wein-
hold, que se define en un espacio llamado espacio de equilibrio termodinámico
denotado comúnmente por la letra E , y matemáticamente se expresa como

gWab =
∂2U

∂Ea∂Eb

=











∂2U
∂E1∂E1

∂2U
∂E1∂E2

. . . ∂2U
∂E1∂En

∂2U
∂E2∂E1

· · ·
... · · ·

∂2U
∂En∂E1

· · ·











, (1)

en donde las Ea representan a las variables extensivas del sistema, con lo cual
el elemento de ĺınea toma la forma:

ds2
W

=
∂2U

∂Ea∂Eb

dEadEb . (2)

Siguiendo la misma idea, George Ruppeiner, en 1979 [9], para entender
el significado de la longitud termodinámica, propone una métrica conformal-
mente equivalente a la métrica de Weinhold. En la teoŕıa de Ruppeiner se
considera a la entroṕıa, en lugar de la enerǵıa, como la función fundamen-
tal de las variables extensivas, y a la matriz construida a partir de ésta se le
conoce como la métrica de Ruppeiner. Como en el caso de Weinhold, la métri-
ca se define en el espacio de equilibrio termodinámico E . Su representación
matemática es

gRab = − ∂2S

∂Fa∂Fb

= −











∂2S
∂F1∂F1

∂2S
∂F1∂F2

. . . ∂2S
∂F1∂Fn

∂2S
∂F2∂F1

· · ·
... · · ·

∂2S
∂Fn∂F1

· · ·











, (3)

en donde Fa representa a las variables extensivas del sistema.Aqúı el elemento
de ĺınea será

ds2
R
= − ∂2S

∂Fa∂Fb

dFadFb . (4)
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La relación entre las métricas está dada por

ds2
R
=

1

T
ds2

W
. (5)

Las teoŕıas de Weinhold y Ruppeiner permiten geometrizar diferentes sis-
temas termodinámicos. Sin embargo, a pesar de las múltiples investigaciones
realizadas en esta dirección, sus teoŕıas carecen de un ingrediente esencial
que todo análisis termodinámico debe cumplir, nos referimos a la Invarian-
za de Legendre. Este problema trae como consecuencia que ambas teoŕıas
entreguen resultados inconsistentes para un mismo sistema termodinámico
[10], ya que la Invarianza de Legendre tiene como finalidad que las propieda-
des termodinámicas sean independientes del potencial termodinámico usado
para describirlas 1. En el caso de Weinhold y Ruppeiner, es claro que esta
condición no se cumple, porque la diferencia fundamental entre ambas teoŕıas
radica en que utilizan distinto potencial termodinámico: la enerǵıa interna
U en el caso de Weinhold, y la entroṕıa S en el caso de Ruppeiner. No obs-
tante, la elección de uno u otro potencial no tendŕıa por qué dar resultados
distintos en el análisis de un mismo sistema termodinámico, como sucede en
varios ejemplos al aplicar estas teoŕıas.

En 2007 el problema referente a las métricas de Ruppeiner y Weinhold
fue resuelto por Hernando Quevedo, al elaborar el formalismo conocido co-
mo Geometrotermodinámica [11], que tiene como bases fundamentales
la Geometŕıa Diferencial y la Invarianza de Legendre, y ha mostra-
do, hasta el momento, ser la teoŕıa más consistente para analizar cualquier
sistema termodinámico desde el punto de vista geométrico [12]-[19].

Aqúı se utilizará la Geometrotermodinámica para analizar la geometŕıa de
sustancias paramagnéticas y ferromagnéticas representadas por el gas ideal
paramagnético y el modelo unidimensional de Ising, respectivamente.

La tesis se organiza de la siguiente manera:

1. En el caṕıtulo 1, revisaremos los conceptos que le dan sustento al gas
ideal paramagnético y al modelo unidimensional de Ising.

2. En el caṕıtulo 2, estudiaremos la clasificación de las transiciones de fase
para los modelos termodinámicos ordinarios.

1El potencial termodinámico también es llamado función fundamental o ecuación fun-
damental.
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3. En el caṕıtulo 3, analizaremos los fundamentos de la Geometrotermo-
dinámica.

4. En el caṕıtulo 4, aplicaremos la Geometrotermodinámica al gas ideal
paramagnético y al modelo unidimensional de Ising.

5. Finalmente, el caṕıtulo 5 lo dedicaremos a las conclusiones.



Convenciones y notaciones

En esta tesis se utilizan las siguientes convenciones y notaciones:

Z denota el campo de los números enteros.

Se usan unidades geometrizadas tales que las constantes de gravitación
universal (G), la velocidad de la luz en el vaćıo (c), la constante de
Planck entre 2π y la constante de Boltzmann son iguales a la unidad,
es decir, G = c = ~ = kB = 1 (ver apéndice A).

gab denota el tensor métrico.

ds
W

denota el elemento de ĺınea de Weinhold.

ds
R
denota el elemento de ĺınea de Ruppeiner.

∂a indica derivación parcial.

d denota la diferencial no exacta.

Los śımbolos de Christoffel Γa
bc son definidos por:

Γa
bc =

1

2
gad
[

∂cgbd + ∂bgcd − ∂dgbc

]

.

Z denota la función de partición.

F denota la enerǵıa libre de Helmholtz.

G denota la enerǵıa libre de Gibbs.

U denota la enerǵıa interna.

xiii



xiv CONVENCIONES Y NOTACIONES

S denota la entroṕıa.

V denota el volumen.

T denota la temperatura.

N denota el número total de part́ıculas.

P denota la presión.

Q denota el calor.

α denota el coeficiente de dilatación.

β = 1
kBT

.

κ denota la compresibilidad.

χ denota la susceptibilidad magnética.

C denota la capacidad caloŕıfica.

~E denota el campo eléctrico.

~B denota el campo magnético.

~H =
~B
µ0

denota la intensidad magnética.

~M denota la magnetización.

µ0 denota la permeabilidad magnética para el vaćıo.

~µ denota el momento dipolar magnético.

m denota la masa.

~p denota el momento lineal.

ǫ denota la enerǵıa total.

k
B
denota la constante de Boltzman.

K denota la unidad de temperatura Kelvin.



xv

µ
B
denota el magnetón de Bohr.

T denota el espacio fase.

E denota el espacio de equilibrio termodinámico.

ΘG denota la uno forma de Gibbs.

G denota el elemento de ĺınea en el espacio fase T .

g denota el elemento de ĺınea en el espacio de equilibrio termodinámico
E .

ZA denota las coordenadas en el espacio fase.

Ea denota las variables extensivas.

Ia denota las variables intensivas.

Φ denota el potencial termodinámico.

Los ı́ndices repetidos se suman (convención de suma de Einstein).
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4.3. La métrica del modelo unidimensional de Ising . . . . . . . . . 21
4.4. Curvatura e interacción termodinámica . . . . . . . . . . . . . 23
4.5. Curvatura y transiciones de fase . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Caṕıtulo 1

Sustancias paramagnéticas

1.1. Introducción

Las sustancias paramagnéticas, en presencia de un campo magnético ex-
terno, se imanan y adquieren una polarización magnética proporcional al
campo magnético externo y en el mismo sentido; por esa razón, son atráıdas
por un imán. Tal comportamiento se debe a que, en las sustancias, los átomos
que las constituyen tienen un electrón sin aparear en su última órbita o capa
electrónica; electrón cuyo esṕın queda alineado en presencia de un campo
magnético.

En el presente caṕıtulo, haremos una revisión de los modelos que describen
este tipo de sistemas f́ısicos.

1.2. Gas ideal paramagnético

Los átomos de estas sustancias tienen un momento dipolar magnético ~µ.
Si las sustancias son sujetas a un campo magnético externo ~H, el dipolo trata
de alinearse en la dirección de dicho campo. En este caso, la enerǵıa potencial
de cada dipolo se define por −~µ · ~H, y todos los momentos magnéticos de
los átomos se sumarán al momento de magnetización total ~M 1 de la sus-
tancia. También sabemos que la temperatura tiende a desalinear los dipolos
magnéticos. Por tanto, cuando existen temperaturas altas, la magnetización
desaparece, porque el movimiento estad́ıstico de los dipolos contrarresta el

1 ~M es conocido como el vector de magnetización y representa el momento dipolar
magnético por unidad de volumen.

1
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alineamiento y los dipolos son estad́ısticamente distribuidos, cancelándose los
momentos magnéticos unos con otros. La dependencia de la magnetización
respecto a la temperatura se conoce como la ley de Curie y tiene la siguiente
forma:

~M ∝
~H

T
, (1.1)

con T que representa a la temperatura. Cuando en el estudio de dichas sus-
tancias no se considera la interacción entre los espines de los átomos que
las constituyen, se dice que estamos analizando un gas ideal paramagnético.
En caso contrario, el modelo se conoce como modelo de Ising. En la sección
actual analizaremos el caso ideal.

Para encontrar la función fundamental, calculamos primero la función de
partición del modelo. También debemos considerar un sistema constituido
por N dipolos que no interaccionan. La enerǵıa del sistema es, entonces,

ǫ =
p2

2m
−

N
∑

i=1

~µi · ~H , (1.2)

en la cual se ha ignorado la enerǵıa de rotación de los dipolos. De acuerdo
con [20], la función de partición del sistema tiene la forma2:

Z =
1

N !

[(

m

2πβ

) 3

2

V

]N[

4π
sinh (βµH)

βµH

]N

, (1.3)

y de acuerdo con [21], la enerǵıa libre de Helmholtz F para este sistema será:

F = −N

β

[

lnV − lnN − 3

2
ln β + ln

∣

∣

∣

∣

∣

4π
sinh (βµH)

βµH

∣

∣

∣

∣

∣

+ F0

]

, (1.4)

donde F0 es una constante.
De acuerdo con [22], la ecuación (1.4) es una ecuación o función funda-

mental del sistema termodinámico, en este caso del gas ideal paramagnéti-
co. Decimos, entonces, que tenemos dicha expresión en la representación de

2Ver el apéndice B.
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Helmholtz. Ésta es fundamental porque a partir de ella es posible conocer
toda la termodinámica del sistema, por ejemplo sus ecuaciones de estado o
su capacidad caloŕıfica.

Si utilizamos los conocimientos de la Termodinámica, podemos calcular
la entroṕıa S del sistema, misma que se define por la expresión

S = β2∂F

∂β
. (1.5)

Si se sustituye la ecuación (1.4) en la relación (1.5), se obtiene

S = N

[

lnV − lnN −
3

2
lnβ + ln

∣

∣

∣

∣

∣

4π
sinh (βµH)

βµH

∣

∣

∣

∣

∣

− βµH coth (βµH) + S0

]

, (1.6)

donde S0 es una constante.
Ahora, si consideramos que la magnetización M se expresa como

M = − ∂F

∂H
, (1.7)

también la podemos calcular utilizando la relación (1.4). El resultado de la
operación es

M = − N

βH

[

1− βµH coth (βµH)

]

, (1.8)

y sustituyendo esta última expresión en la ecuación (1.6), obtenemos que la
entroṕıa se puede escribir en la forma:

S = N

[

lnV − lnN − 3

2
lnβ + S0

]

− βHM +N ln

∣

∣

∣

∣

∣

4π
sinh (βµH)

βµH

∣

∣

∣

∣

∣

. (1.9)

La ecuación (1.9) es la entroṕıa para un gas ideal paramagnético.
Ahora bien, si queremos obtener la enerǵıa interna del sistema, debemos

aplicar la relación:

U = − ∂

∂β
lnZ , (1.10)
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en la que, si utilizamos nuevamente la relación (1.3), se transforma en

U =
N

β

[

3

2
+
(

1− βµH coth (βµH)
)

]

. (1.11)

1.3. Temperaturas altas

Si el campo magnético aumenta para temperaturas finitas, la magnetiza-
ción M crece linealmente con el campo magnético H. Esta región es intere-
sante porque los momentos dipolares atómicos son del orden de la magnitud
del magnetón de Bohr µ

B
= 9,27 × 10−24Coulomb

Kg
, por ejemplo, a tempe-

ratura ambiente, T = 293,15K y también para campos magnéticos intensos
βµH << 1. Solamente en el caso de temperaturas muy bajas, cuando T → 0,
la región de saturación βµH >> 1 puede ser alcanzada, en donde casi todos
los dipolos se alinean en dirección del campo.

Si consideramos la región βµH << 1, podemos hacer la siguiente apro-
ximación:

1− βµH coth (βµH) = 1− βµH

[

1

βµH
+

1

3
βµH − (βµH)3

45
+ . . .

]

,

≈ −1

3
β2µ2H2 , (1.12)

sinh (βµH) = βµH +
(βµH)3

3!
+ · · · ≈ βµH . (1.13)

En ella, la magnetización M se obtiene sustituyendo la relación (1.12) en
(1.8), con lo cual se logra que

M =
1

3
Nβµ2H , (1.14)

de aqúı concluimos que el campo magnético se expresa como

H =
3M

Nβµ2
. (1.15)
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Si utilizamos la aproximación (1.13) junto con la ecuación (1.15) en la
expresión para la entroṕıa (1.9), obtenemos:

S = N

[

ln
(V

N

)

+
3

2
lnT − 3

µ2

M2

N2
+ s0

]

, (1.16)

donde s0 es un valor constante y consideramos que β = 1
T
. Esta última

ecuación tiene la forma de la ecuación (3.3) en [25], que ha sido empleada en
estudios de geometrización de la Termodinámica.

Para el caso de la representación energética, sustituimos la aproximación
(1.12) en la relación (1.11) para obtener

U =
3N

2β
− 1

3
Nβµ2H2 , (1.17)

y utilizando la expresión (1.15) para el campo magnético, llegamos a la rela-
ción

U =
3N

2β
− 3

βµ2

M2

N
, (1.18)

que es la ecuación fundamental, en la representación de la enerǵıa, para esta
aproximación.

Ahora, la ecuación (1.18) implica que la temperatura T queda represen-
tada por la relación

T =
2

3

U

N

1
[

1− 2M2

µ2N2

] , (1.19)

en donde utilizamos la ecuación β = 1
T
. Si sustituimos la ecuación anterior

para la temperatura en la ecuación (1.16), obtenemos

S = N

[

ln
(V

N

)

+
3

2
ln

(

U

N

)

− 3

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

1− 2M2

µ2N2

∣

∣

∣

∣

∣

− 3

µ2

M2

N2
+ s′0

]

, (1.20)
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donde s′0 es una constante. Finalmente, con la última ecuación podemos
obtener la enerǵıa que tiene la forma:

U = N

(

N

V

) 2

3
(

1− 2M2

µ2N2

) 2

3

e
2

3
[ S
N
+s′

0
+ 3M2

µ2N2 ]. (1.21)

Las relaciones (1.20) y (1.21) son las ecuaciones o funciones fundamentales
en la representación de la entroṕıa y de la enerǵıa, respectivamente, en esta
aproximación, y son de vital importancia, porque a partir de ellas es posible
conocer toda la termodinámica del sistema.

1.4. Modelo unidimensional de Ising

Cuando en un sistema paramagnético consideramos la interacción entre
los espines de los átomos, estamos en presencia del llamado modelo de Ising,
que se ha utilizado para describir diferentes fenómenos en los cuales los efec-
tos colectivos son producidos por interacciones locales entre part́ıculas en dos
estados cuánticos (espines), como es el caso de los materiales ferromagnéticos.
El modelo de Ising se ha estudiado en una y dos dimensiones, siendo el uni-
dimensional el de mayor simplicidad, pues el modelo unidimensional simple
de Ising es de los pocos que describen part́ıculas interactuantes; además, se
conoce su solución exacta. El modelo unidimensional de Ising igualmente nos
permite la comprensión del fenómeno de transición de fase. Del mismo modo,
si se extiende a dos dimensiones, es la base de diversos métodos de cálculo
en la f́ısica estad́ıstica de los fenómenos cŕıticos. Aśı mismo se sabe que el
modelo sirve no sólo para explicar fenómenos f́ısicos, sino también de carácter
biológico [23] [24]. A continuación, estudiaremos la función fundamental para
este sistema termodinámico.

1.5. Función fundamental

La mecánica estad́ıstica nos dice que el elemento principal para encontrar
la función fundamental es la función de partición. De acuerdo con [26], el
logaritmo de la función de partición, para el modelo unidimensional de Ising,
tiene la forma:
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lnZ =
J

T
+ ln

∣

∣

∣

∣

∣

cosh

(

µH

T

)

+

√

sinh2

(

µH

T

)

+ e−4 J
T

∣

∣

∣

∣

∣

, (1.22)

donde µ es el momento dipolar magnético y J es un parámetro que depende
de la separación entre átomos, que mide la fuerza del cambio de interacción.

Entonces, la mecánica estad́ıstica indica que la enerǵıa libre de Helmholtz
F está dada por la expresión:

F = −T lnZ. (1.23)

Si sustituimos la relación (1.22) en la ecuación (1.23), obtenemos:

F = −
{

J + T ln

∣

∣

∣

∣

∣

cosh

(

µH

T

)

+

√

sinh2

(

µH

T

)

+ e−4 J
T

∣

∣

∣

∣

∣

}

. (1.24)

De acuerdo con [22], la relación (1.24) es la ecuación fundamental en la
representación de Helmholtz.

Nuevamente, como en la sección 1.2, la enerǵıa interna U se determina
por la ecuación

U = −∂[lnZ]

∂β
, (1.25)

con β = 1
T
. Usando otra vez la ecuación (1.22) en la ecuación para la enerǵıa

(1.25), obtenemos:

U =
Je−4

J

T − µH sinh
(

µH

T

) [

I + cosh
(

µH

T

)]

− J
[

I cosh
(

µH

T

)

+ sinh2
(

µH

T

)]

I
[

I + cosh
(

µH

T

)] , (1.26)

donde

I(T,H) =

√

sinh2

(

µH

T

)

+ e−4 J
T . (1.27)
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De esta manera, de acuerdo con (1.5), la entroṕıa tiene la forma:

S =
T ln

[

cosh
(

µH
T

)

+ I
][

sinh2
(

µH
T

)

− I cosh
(

µH
T

)

− e−4 J

T

]

+ µH sinh
(

µH
T

) [

I + cosh
(

µH
T

) ]

− 2Je−4 J

T

TI
[

cosh
(

µH
T

)

+ I
] ,

(1.28)

Cuando J = 0, las ecuaciones (1.24), (1.26) y (1.28) toman la siguiente
forma:

F = −T ln

(

2 cosh

(

µH

T

))

, (1.29)

U = −µH tanh

(

µH

T

)

, (1.30)

S = −
ln
[

2 cosh
(

µH

T

)]

cosh2
(

µH

T

) +
µH

T
tanh

(µH

T

)

, (1.31)

cuyas ecuaciones son las correspondientes para el caso en que no existe in-
teracción entre espines.



Caṕıtulo 2

Transiciones de fase

2.1. Introducción

Las transiciones de fase suceden en muchas situaciones del mundo f́ısico,
por ejemplo, en la evaporación de un ĺıquido o en la condensación de un gas.
Lo interesante del fenómeno es que presenta similitudes en una cierta región
del espacio de parámetros llamada región cŕıtica. El problema que enfrenta la
termodinámica en equilibrio es explicar estas transiciones. En este caṕıtulo
haremos una revisión de dichos conceptos.

2.2. Transición de fase

Las propiedades termodinámicas de un sistema están dadas por los atri-
butos f́ısicos macroscópicos observables en él, mediante la observación directa
o mediante algún instrumento de medida. Por esta razón, se puede decir que
un sistema está en equilibrio termodinámico cuando no se observa ningún
cambio en sus propiedades termodinámicas a lo largo del tiempo. Los sis-
temas en equilibrio termodinámico cumplen con un requisito de estabilidad
que se refiere a que la entroṕıa debe ser máxima. Tal requisito lleva a los
siguientes criterios de estabilidad [22] que están en la representación de la
enerǵıa interna U , donde S y V representan a la entroṕıa y al volumen res-
pectivamente:

∂2U

∂S2
> 0 ,

∂2U
∂S2

∂2U
∂V 2 − [ ∂2U

∂S∂V
]2

∂2U
∂S2

> 0 ,
∂2U

∂V 2
> 0 . (2.1)

9
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Estos criterios deben ser satisfechos simultáneamente por la ecuación fun-
damental de todo sistema que deba permanecer homogéneo y estable; si no
se cumplen, el sistema se separa en dos o más partes. Dicha separación se
conoce como transición de fase.

2.3. Capacidad caloŕıfica

Cuando un sistema absorbe calor, puede o no tener lugar una variación
de temperatura, dependiendo de la naturaleza del proceso. Si un sistema
termodinámico experimenta un cambio de temperatura ∆T de una Ti a una
Tf , durante la transferencia de calor Q, se define como capacidad caloŕıfica
media C̄ del sistema a la cantidad [27]

C̄ =
Q

Tf − Ti

. (2.2)

Por tanto, la capacidad caloŕıfica instantánea se expresará como

C = ĺım
Tf→Ti

Q

Tf − Ti

=
dQ

dT
, (2.3)

donde d representa la diferencial inexacta. Para un proceso infinitesimal cua-
siestático, la primera ley de la Termodinámica tiene la forma:

dQ = dU − dW , (2.4)

donde dW es el trabajo cuasiestático asociado con los diferentes procesos
termodinámicos. Por eso, la capacidad caloŕıfica queda definida como

CX =

(

dU

dT

)∣

∣

∣

∣

∣

X

, (2.5)

donde X denota el conjunto de parámetros que se mantienen constantes
durante el proceso.

Si un sistema absorbe una cantidad infinitesimal de calor dQ durante un
proceso reversible, la variación de la entroṕıa del sistema es igual a
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dS =
dQ

T
. (2.6)

Por tanto, la cantidad total de calor transferido en el proceso se expresa
como

Q =

∫ f

i

TdS . (2.7)

El calor se representa por el área bajo la curva en un diagrama de Tempe-
ratura contra Entroṕıa. La naturaleza de la curva del diagrama se determina
por la clase de proceso reversible que experimenta el sistema. Un proceso
isotérmico quedará representado geométricamente por una ĺınea recta hori-
zontal. En el caso de un proceso adiabático reversible, tenemos que dQ = 0,
y en consecuencia, dS = 0, lo que supone una entroṕıa constante. La re-
presentación geométrica de un proceso a entroṕıa constante, en un diagrama
TS, es una ĺınea recta vertical.

Si dos sistemas están infinitesimalmente próximos, se tiene que dQ =
TdS, lo que implica que

dQ

dT
= T

dS

dT
. (2.8)

Entonces, a X constante tenemos

CX =

(

dQ

dT

)∣

∣

∣

∣

∣

X

= T

(

∂S

∂T

)∣

∣

∣

∣

∣

X

. (2.9)

2.4. Orden de las transiciones de fase

Las transiciones de fase de un sistema termodinámico se pueden clasificar
de acuerdo con las discontinuidades de las derivadas del potencial termo-
dinámico conocido como la enerǵıa libre de Gibbs. A tal clasificación se acos-
tumbra llamarla clasificación de Ehrenfest. A continuación la describiremos
brevemente.
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La enerǵıa libre de Gibbs G es una función de las variables termodinámicas
Ea, tales como N (número de part́ıculas), T (temperatura), P (presión), ~E

(campo eléctrico), ~H (campo magnético), etc., es decir,

G = G(N , T , P , ~E , ~H , . . . ) , (2.10)

también tendremos variables Ia asociadas a las variables Ea que se calculan
mediante la expresión

Ia = ± ∂G
∂Ea

. (2.11)

Entonces, tendremos una transición de fase de primer orden en los puntos
donde la primera derivada de la enerǵıa libre de Gibbs presente discontinui-
dades:

S = −∂G
∂T

∣

∣

∣

∣

∣

N,P,...

, V =
∂G
∂P

∣

∣

∣

∣

∣

N,T,...

, M = − ∂G
∂H

∣

∣

∣

∣

∣

N,T,...

. (2.12)

Una transición de fase de segundo orden ocurrirá en puntos donde la
enerǵıa libre de Gibbs G y sus primeras derivadas son continuas, pero sus
segundas derivadas sean discontinuas:

C = −T
∂2G
∂T 2

∣

∣

∣

∣

∣

N,P,...

, κ = − 1

V

∂2G
∂P 2

∣

∣

∣

∣

∣

N,T,...

, α =
1

V

∂2G
∂P∂T

∣

∣

∣

∣

∣

N,...

, χ = − ∂2G
∂H2

∣

∣

∣

∣

∣

N,T,...

.

(2.13)

Las transiciones de fase de orden superior se definen de forma análoga.



Caṕıtulo 3

Geometrotermodinámica
(GTD)

3.1. Introducción

El estudio de cualquier sistema termodinámico requiere especificar las va-
riables extensivas, las variables intensivas y el potencial termodinámico que
lo describen. Por ejemplo, en el caso más sencillo donde se involucran única-
mente dos grados de libertad termodinámico, el potencial termodinámico es
solamente una función de dos variables independientes.

En el presente caṕıtulo, mostraremos cómo la Geometrotermodinámica
geometriza la Termodinámica al considerar como coordenadas de una varie-
dad diferenciable T las variables termodinámicas. A partir de ello, se pueden
estudiar todas las propiedades f́ısicas de los sistemas termodinámicos; en
particular, las transiciones de fase y la interacción termodinámica.

3.2. Espacios en GTD

En Geometrotermodinámica partimos del hecho de que podemos cons-
truir una variedad diferenciable, a la cual llamaremos espacio fase y que
denotaremos con la letra T . En él se pueden introducir diferentes objetos
geométricos, como los que mencionaremos a continuación.

El primer objeto geométrico que definiremos en nuestro espacio T se
conoce como uno forma de Gibbs:

13
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ΘG = dΦ− δabI
adEb , (3.1)

que, como veremos más adelante, contiene la información relacionada con la
primera ley de la Termodinámica.

El siguiente objeto, igualmente valioso, que definiremos en el mismo es-
pacio, será la métrica G, que dependerá de todas las coordenadas de T . El
conjunto de elementos T , ΘG y G recibe el nombre de variedad Riemanniana
de contacto, y representa una estructura auxiliar necesaria para implemen-
tar de manera consistente las propiedades termodinámicas del sistema en
estudio.

Otro elemento fundamental en GTD es el espacio de estados de equilibrio
termodinámico E . Es aqúı donde los sistemas en equilibrio termodinámico
existen y sus propiedades pueden ser investigadas. El espacio E es un sub-
espacio del espacio fase T , donde se cumple:

ΘG

∣

∣

∣

E

= 0 . (3.2)

Dicha ecuación significa que la proyección de la forma fundamental de Gibbs,
sobre el espacio de estados de equilibrio termodinámico, desaparece. De la
misma forma, si proyectamos la métrica G, ésta inducirá una métrica g en
E , es decir,

G
∣

∣

∣

E

= g , (3.3)

que además heredará las propiedades de G, como por ejemplo la invarianza
de Legendre.

3.3. Invarianza de Legendre

Es por todos conocido que las propiedades termodinámicas de los sistemas
f́ısicos que se estudian, no deben depender del potencial termodinámico utili-
zado para su descripción [22], porque diferentes potenciales termodinámicos
se relacionan por medio de una transformación de Legendre, caracteŕıstica
conocida como invarianza de Legendre. Por tanto, en GTD se requiere que la
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estructura del espacio fase T sea invariante de Legendre. La transformación
de Legendre se define en T como el cambio de coordenadas

(

Φ, Ea, Ia
)

−→
(

Φ̃, Ẽa, Ĩa
)

, (3.4)

tal que [28]

Φ = Φ̃− δklẼ
kĨ l ; Ei = −Ĩ i ; Ej = Ẽj; I i = Ẽi; Ij = Ĩj . (3.5)

Donde i
⋃

j es cualquier disposición ajena del conjunto de ı́ndices {1, . . . , n},
y k, l,= 1, . . . , i. En particular, para i = {1, . . . , n} e i = ∅, se obtiene la
transformación total de Legendre y la identidad, respectivamente. La tilde
indica las nuevas coordenadas. Para ejemplificar la citada transformación,
consideremos el caso de un espacio fase con coordenadas U , S, V , T y P .
Entonces, la transformación de Legendre será

(

U , S , V , T , P
)

−→
(

Ũ , S̃ , Ṽ , T̃ , P̃
)

, (3.6)

con las siguientes posibilidades:

Ũ1 = U − TS , S = −T̃ , T = S̃ , V = Ṽ , P = P̃ , (3.7)

Ũ2 = U + PV , S = S̃ , T = T̃ , V = P̃ , −P = Ṽ , (3.8)

Ũ3 = U − TS + PV , S = −T̃ , T = S̃ , V = P̃ , −P = Ṽ . (3.9)

En los libros de texto de Termodinámica, los potenciales Ũ1, Ũ2 y Ũ3 son
conocidos como la enerǵıa libre de Helmholtz, la entalṕıa y la enerǵıa libre
de Gibbs, respectivamente.

Si denotamos por ΘGi, con i = 1 , 2 , 3 , el resultado de aplicar cualquiera
de las transformaciones de Legendre precedentes a la uno forma de Gibbs,
entonces encontramos que

Θ̃Gi = dŨi − T̃ dS̃ + P̃ dṼ , (3.10)

lo que muestra que la uno forma de Gibbs es un objeto geométrico invariante
de Legendre. Es en este mismo sentido que se pide que la métrica G en T
sea invariante de Legendre.
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3.4. Métrica en GTD

Al incorporar la invarianza de Legendre en la estructura geométrica del
espacio fase y en el espacio de estados de equilibrio termodinámico, se logra
que los resultados obtenidos en GTD no dependan de la elección del potencial
termodinámico usado para su descripción.

El punto de partida en GTD es construir una métrica invariante de Le-
gendre en el espacio T y proyectarla en el espacio de equilibrio termodinámico
para obtener una métrica igualmente invariante de Legendre en E [11]

g = gabdx
adxb . (3.11)

Aqúı, las xa son las coordenadas en E , y gab son las componentes de la métri-
ca que, en general, son funciones de las coordenas xa. Por consiguiente, el
espacio de estados de equilibrio termodinámico se convierte en una variedad
Riemanniana, cuyas propiedades geométricas se relacionan con las propieda-
des del correspondiente sistema termodinámico que se está estudiando.

Los objetos geométricos más importantes en una variedad Riemanniana
son los śımbolos de Christoffel, que se definen por

Γa
bc =

1

2
gad
(∂gdb

∂xc
+

∂gcd

∂xb
− ∂gbc

∂xd

)

, (3.12)

y el tensor de curvatura

Ra
bcd =

∂Γa
bd

∂xc
− ∂Γa

bc

∂xd
+ Γa

ecΓ
e
bd − Γa

edΓ
e
bc , (3.13)

los cuales serán utilizados a lo largo de la tesis para investigar las propiedades
del espacio de estados de equilibrio.

Además del tensor de curvatura, también es posible construir el tensor de
Ricci

Rab = gcdRacbd , (3.14)

y el escalar de curvatura
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R = gabRab . (3.15)

En GTD, el tensor de curvatura es una medida de la interacción termo-
dinámica, es decir, si el tensor de curvatura es cero indicará la ausencia de
interacción termodinámica, y será diferente de cero para sistemas con inter-
acción termodinámica intŕınseca. Por tal motivo, la curvatura en el espacio
de estados de equilibrio termodinámico se llama Curvatura termodinámica.

Otro elemento geométrico importante, para el espacio considerado, son
las ecuaciones geodésicas, las cuales son curvas que satisfacen la ecuación
diferencial

d2xa

dt2
+ Γa

bc

dxb

dt

dxc

dt
= 0 , (3.16)

donde t es un parámetro a lo largo de la geodésica.
En GTD, el concepto de geodésica termodinámica es la solución de las

ecuaciones geodésicas (3.16), que cumplen con las leyes de la Termodinámi-
ca. El estudio de las ecuaciones geodésicas permite analizar ecuaciones de
estado y transiciones de fase, al relacionar las variables termodinámicas o al
examinar la incompletez geodésica.

En este trabajo utilizaremos la métrica invariante de Legendre, dada por
la GTD, en el espacio T , que tiene la forma [18]:

G =
(

dΦ− IadE
a
)2

+ Λ
(

EaIa

)2k+1

dEadIa , (3.17)

donde Λ es una constante arbitraria. Se exige que las proyecciones de la uno
forma de Gibbs y la métrica satisfagan

ΘG

∣

∣

∣

E

= 0 , G
∣

∣

∣

E

= g . (3.18)

Obtenemos, aśı, la primera ley de la Termodinámica y las condiciones de
equilibrio termodinámico

dΦ = δabI
adEb ,

∂Φ

∂Ea
= δabI

b , (3.19)
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donde δab = diag(1, 1, ..., 1) y la métrica termodinámica es:

g = G
∣

∣

∣

E

= Λ

(

Ea

∂Φ

∂Ea

)2k+1
∂2Φ

∂Eb∂Ec
δabdE

adEc . (3.20)

La ecuación (3.20) nos informa que la métrica en E queda completamente
determinada, si el potencial termodinámico Φ nos es proporcionado. Por tan-
to, esta construción geométrica, llamada GTD, puede ser aplicada a cualquier
sistema termodinámico para investigar sus propiedades geométricas. En esta
tesis ejemplificaremos lo anterior analizando el gas ideal paramagnético y el
modelo unidimensional de Ising.



Caṕıtulo 4

GTD de los modelos
paramagnéticos

4.1. Introducción

En este caṕıtulo aplicaremos lo aprendido en el caṕıtulo precedente, a dos
sistemas termodinámicos ordinarios conocidos con los nombres de gas ideal
paramagnético y modelo unidimensional de Ising. Calcularemos sus métricas
termodinámicas y analizaremos sus propiedades termodinámicas mediante la
geometŕıa que se obtiene de éstas.

4.2. La métrica del gas ideal paramagnético

Para el espacio fase del gas ideal paramagnético, vamos a considerar una
variedad Riemanniana de siete dimensiones con coordenadas

ZA = {S , U , V ,M ,
1

T
,−P

T
,
H

T
} . (4.1)

Entonces, la uno forma de Gibbs se define por la expresión

ΘG = dS − 1

T
dU +

P

T
dV − H

T
dM , (4.2)

y de acuerdo con (3.17), la métrica en este espacio toma la forma:

19
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G = (dS −
1

T
dU +

P

T
dV −

H

T
dM)2 +

+ Λ

[(

U

T

)2k+1

dUd
( 1

T

)

+

(

−
V P

T

)2k+1

dV d
(

−
P

T

)

+

(

MH

T

)2k+1

dMd
(H

T

)]

. (4.3)

Aplicando la primera de las condiciones (3.18), obtenemos

dS =
1

T
dU − P

T
dV +

H

T
dM, (4.4)

ecuación que es equivalente a la primera ley de la Termodinámica, si se hace
un despeje algebraico, e implica las condiciones de equilibrio

1

T
=

∂S

∂U
, −P

T
=

∂S

∂V
,

H

T
=

∂S

∂M
. (4.5)

Las condiciones anteriores nos conducen a la siguiente métrica termo-
dinámica:

g = Λ

{[

U
∂S

∂U

]2k+1
∂2S

∂U∂U
(dU)2 +

+

[(

U
∂S

∂U

)2k+1

+

(

V
∂S

∂V

)2k+1]

∂2S

∂U∂V
dUdV +

+

[(

U
∂S

∂U

)2k+1

+

(

M
∂S

∂M

)2k+1]

∂2S

∂U∂M
dUdM +

+

[

V
∂S

∂V

]2k+1
∂2S

∂V ∂V
(dV )2 +

+

[(

V
∂S

∂V

)2k+1

+

(

M
∂S

∂M

)2k+1]

∂2S

∂V ∂M
dV dM +

+

[

M
∂S

∂M

]2k+1
∂2S

∂M∂M
(dM)2

}

. (4.6)

Para calcular expĺıcitamente la métrica (4.6) del gas ideal paramagnético,
utilizamos el potencial S, que se obtuvo en la sección 1.3. Si empleamos la
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ecuación (1.20),

S = N

[

ln
(V

N

)

+
3

2
ln

(

U

N

)

− 3

2
ln

∣

∣

∣

∣

∣

1− 2M2

µ2N2

∣

∣

∣

∣

∣

− 3

µ2

M2

N2
+ s′0

]

, (4.7)

en la relación (4.6), conseguimos que

g = −Λ

{(

3

2
N

)2(k+1)[

dU2

U2
+

(

2

3

)2(k+1)
dV 2

V 2

]

−

− 22k+1

(

2

µN

)2(

2M2

µ2N2

)4k+3
[

3− 2M2

µ2N2

]

[

1− 2M2

µ2N2

]2k+3
dM2

}

. (4.8)

4.3. La métrica del modelo unidimensional de

Ising

Ahora vamos a utilizar la métrica para el modelo unidimensional de Ising,
que, como vimos en la sección 1.5, tiene por ecuación fundamental

F = −
{

J + T ln

∣

∣

∣

∣

∣

cosh

(

µH

T

)

+

√

sinh2

(

µH

T

)

+ e−4 J
T

∣

∣

∣

∣

∣

}

. (4.9)

Para el espacio fase del modelo, vamos a considerar una variedad Rie-
manniana de cinco dimensiones con coordenadas

ZA = {F , T ,H ,−S ,−M} . (4.10)

Entonces, la uno forma de Gibbs queda representada por la expresión:

ΘG = dF + SdT +MdH , (4.11)

y de acuerdo con (3.17), la métrica en este espacio tiene la forma:

G = Θ2
G + Λ

[

(−TS)2k+1dTd(−S) + (−HM)2k+1dHd(−M)

]

. (4.12)
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Aplicando la primera de las condiciones (4.12), obtenemos

dF = −SdT −MdH, (4.13)

ecuación que es equivalente a la primera ley de la Termodinámica,después de
una transformación de Legendre, e implica las condiciones de equilibrio

−S =
∂F

∂T
, −M =

∂F

∂H
. (4.14)

La segunda condición nos dirige a la métrica termodinámica

g = Λ

{[

T
∂F

∂T

]2k+1
∂2F

∂T∂T
(dT )2 +

+

[(

T
∂F

∂T

)2k+1

+

(

H
∂F

∂H

)2k+1]

∂2F

∂T∂H
dTdH

}

+

+

[

H
∂F

∂H

]2k+1
∂2F

∂H∂H
(dH)2

}

. (4.15)

Para calcular expĺıcitamente la métrica (4.15) en el modelo unidimensio-
nal de Ising, utilizamos el potencial F , encontrado en la sección (1.5). Al
utilizar la ecuación (1.24) en la relación (4.6), obtenemos:

g = Λ

{[

− T (f ln f + TfT )

f

]2k+1[

T (f2
T − ffTT )− 2ffT

f2

]

dT 2 +

+

[[

− T (f ln f + TfT )

f

]2k+1

+

[

µH sinh (µH
T
)

f − cosh (µH
T
)

]2k+1]

×

×
e−

4J
T

[

µH cosh (µH
T
) + 2J sinh (µH

T
)
]

T 2
[

f − cosh (µH
T
)
]3 dTdH +

+

[

µH sinh (µH
T
)

f − cosh (µH
T
)

]2k+1[

e−
4J
T cosh (µH

T
)

T
[

f − cosh (µH
T
)
]3

]

dH2

}

. (4.16)
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Aqúı el sub́ındice simboliza derivadas parciales, y la función f tiene la forma:

f = cosh

(

µH

T

)

+

√

√

√

√sinh2

(

µH

T

)

+ e−4 J
T . (4.17)

4.4. Curvatura e interacción termodinámica

Cuando hacemos uso del programa de computación Maple 13, podemos
calcular el escalar de curvatura para el gas ideal paramagnético y para el
modelo unidimensional de Ising.

Si utilizamos la métrica (4.8), obtenemos:

R = 0 . (4.18)

De acuerdo con la GTD, el resultado nos indica que para el gas ideal
paramagnético, independientemente del valor de las constantes Λ y k, no
existe interacción termodinámica. Para el modelo unidimensional de Ising,
usamos la métrica (4.16) y obtenemos que

R 6= 0 . (4.19)

Desafortunadamente no es posible escribir de forma compacta el escalar
de curvatura. Sin embargo, de acuerdo con la GTD , el resultado indica que
en el modelo unidimensional de Ising existe interacción termodinámica y esta
interacción se debe al esṕın, como mostraremos a continuación.

Cuando no existe interacción entre espines, el valor de la constante J es
cero. En este caso la relación (4.17) toma la forma:

f = 2 cosh

(

µH

T

)

, (4.20)

entonces la métrica (4.16) adopta la forma:
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g = Λ

{[

T ln
[

2 cosh
(µH

T

)

− µH tanh
(µH

T

)]

]2k+1
[H2

T 3
sech2

(µH

T

)]

dT 2 +

+

[[

µH tanh
(µH

T

)

− T ln
[

2 cosh
(µH

T

)]

]2k+1

−

[

µH tanh
(µH

T

)

]2k+1]

×

×

[

µH

T 2
sech2

(µH

T

)

]

dTdH +

[

µH tanh
(µH

T

)

]2k+1[

1

T
sech2

(µH

T

)

]

dH2

}

. (4.21)

El uso del programa de computación Maple 13 nos permite calcular el
escalar de curvatura y obtenemos

R = 0 . (4.22)

El resultado muestra que la curvatura es una medida de la interacción
termodinámica entre espines, es decir, si no hay interacción entre espines
(J = 0) entonces no hay curvatura (R = 0).

4.5. Curvatura y transiciones de fase

Como ya explicamos en la sección 2.4, tendremos una transición de fase de
orden n en los puntos donde las derivadas de ese orden presenten divergencias
o discontinuidades. En particular, serán de segundo orden cuando el problema
se presente en la capacidad caloŕıfica. Hasta el momento, la GTD ha interpre-
tado geométricamente las transiciones de segundo orden como singularidades
del escalar de curvatura. Esto se cumple para el Gas ideal paramagnético,
cuya capacidad caloŕıfica está dada, de acuerdo con las ecuaciones (1.16) y
(2.13), por la expresión

C

∣

∣

∣

∣

∣

V,P

=
3

2
, (4.23)

la cual no posee puntos de divergencia. En consecuencia, no hay transiciones
de fase de segundo orden. La GTD confirma esto al no existir singularidades
en su escalar de curvatura (el escalar de curvatura es cero).

En el modelo unidimensional de Ising, el análisis del escalar de curvatura
presenta una mayor dificultad para saber si existen singularidades, ya que no
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es posible escribir su expresión anaĺıtica expĺıcitamente. Para solucionar este
problema, utilizamos el programa computacional Maple 13, y graficamos el
escalar de curvatura RGTD en función de los parámetros temperatura T y
campo magnético H. La gráfica obtenida se muestra en la figura 4.1. Esta
gráfica señala que el escalar de curvatura RGTD tiene muchas singularidades,
lo que indicaŕıa, de acuerdo con la GTD, que el modelo unidimensional de
Ising presenta transiciones de fase. Esto lo podemos observar más claramente
si hacemos cortes en un campo magnético dado; por ejemplo, cuandoH = 85,
se obtienen las gráficas que aparecen en las figuras 4.2 y 4.3.

Figura 4.1: Escalar de curvatura RGTD como una función de la temperatura
T y el campo magnético H.Para la gráfica fueron considerados los valores
k = −1 y J = 1.

Para saber si alguna de estas singularidades corresponde a una transición
de fase de segundo orden, es necesario calcular la capacidad caloŕıfica del
sistema C. Y como estamos trabajando en la representación de Helmholtz
F , la capacidad caloŕıfica C, de un campo magnético H y magnetización M
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Figura 4.2: Escalar de curvatura RGTD como una función de la temperatura
T . Aqúı hemos considerado el valor del campo magnético H = 85 .

Figura 4.3: Escalar de curvatura RGTD como una función de la temperatura
T .En la gráfica hemos usado el valor del campo magnético H = 85 .

constantes, puede ser calculada en esta representación. Para ello partimos de
la definición
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C

∣

∣

∣

∣

∣

H,M

=
∂U

∂T
|H,M . (4.24)

Utilizamos la transformación de Legendre U = F+TS+HM , y la capacidad
caloŕıfica toma la forma:

C

∣

∣

∣

∣

∣

H,M

=
∂

∂T

[

U = F + TS +HM
]

=
∂F

∂T
+ T

∂S

∂T
+ S . (4.25)

Si empleamos la condición de equilibrio termodinámico −S = ∂F
∂T

en esta
última ecuación, obtenemos

C

∣

∣

∣

∣

∣

H,M

=
∂F

∂T
− T

∂

∂T

[

∂F

∂T

]

− ∂F

∂T
,

= −T
∂2F

∂T 2
. (4.26)

Si aplicamos la ecuación (1.24), obtenemos expĺıcitamente

C

∣

∣

∣

∣

∣

H,M

= − e−
4J
T W (T,H)

T
[

sinh2 (H
T
) + e−

4J
T

] 3

2
[

cosh (H
T
) +

√

sinh2 (H
T
) + e−

4J
T

]2
,(4.27)

con

W (T,H) = 4HJ sinh
(H

T

)[

e−
4J

T − 1
]

+ 2

√

sinh2
(H

T

)

+ e−
4J

T

[

H cosh
(H

T

)

+ 2J sinh
(H

T

)]2

+

+ cosh
(H

T

)[

8HJ sinh
(H

T

)

cosh
(H

T

)

+
[

H2 + 4J2
]

e−
4J

T +

+ H2 cosh2
(H

T

)

+
[

H2 + 8J2
]

sinh2
(H

T

)]

. (4.28)

Esta capacidad caloŕıfica no presenta puntos de divergencia. Por tanto,
de acuerdo con la clasificación de Ehrenfest, no tenemos transiciones de fase
de segundo orden. Este hecho se puede constatar también en la gráfica que
se muestra en la figura 4.4
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Figura 4.4: Capacidad caloŕıfica C como una función de la temperatura T .
Para esta gráfica, tomamos el valor del campo magnético H = 85.

Por eso suponemos que las singularidades del escalar de curvatura deben
representar otro tipo u orden de transiciones de fase.

4.6. Invarianza de la capacidad caloŕıfica

Como vimos en la sección 4.5, para el modelo unidimensional de Ising, la
GTD, mediante el escalar de curvatura, predice transiciones de fase que no
corresponden a las de segundo orden, de acuerdo con la clasificación de Eh-
renfest , es decir, la capacidad caloŕıfica de este sistema, calculada utilizando
el potencial F no presenta divergencias.

Sin embargo, veamos qué sucede si calculamos la capacidad caloŕıfica C

utilizando la regla de la cadena, cuando el campo magnético H y la magne-
tización M son constantes

C

∣

∣

∣

∣

∣

H,M

=
∂U

∂T
=

∂U

∂S

∂S

∂T
= T

∂S

∂T
=

∂U
∂S

∂2U
∂S2

. (4.29)

Usamos la regla de la cadena, ya que U = U(T,H) y S = S(T,H). De
esta manera, calculamos la primera y segunda derivadas:



4.6. INVARIANZA DE LA CAPACIDAD CALORÍFICA 29

∂U

∂S
=

∂U

∂T

∂T

∂S
+

∂U

∂H

∂H

∂S
, (4.30)

∂2U

∂S2
=

∂

∂T

[

∂U

∂T

∂T

∂S
+

∂U

∂H

∂H

∂S

]

∂T

∂S
+

∂

∂H

[

∂U

∂T

∂T

∂S
+

∂U

∂H

∂H

∂S

]

∂H

∂S
, (4.31)

sustituimos estas cantidades en la ecuación (4.29) y obtenemos

C =
T

∂
∂T

[

∂U
∂T

∂T
∂S

+ ∂U
∂H

∂H
∂S

]

∂T
∂S

+ ∂
∂H

[

∂U
∂T

∂T
∂S

+ ∂U
∂H

∂H
∂S

]

∂H
∂S

. (4.32)

Empleamos las relaciones (1.26) y (1.28) para calcular el valor expĺıcito
de la capacidad caloŕıfica, que resulta demasiado extenso para escribirlo aqúı.
No obstante, para conocer si existen puntos donde la función no está bien
comportada, graficamos la capacidad caloŕıfica. Para ello utilizamos Maple
13 y obtenemos la gráfica que aparece en la figura 4.5

Figura 4.5: Capacidad caloŕıfica C como una función de la temperatura T y
el campo magnético H.
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La gráfica muestra que existe una divergencia en la capacidad caloŕıfica,
lo que indica una transición de fase de segundo orden en el modelo unidi-
mensional de Ising. Si realizamos un corte en H = 85, obtenemos la gráfica
que se presenta en la figura 4.6, la cual señala, más claramente, este punto
de divergencia.

Figura 4.6: Capacidad caloŕıfica C como una función de la temperatura T y
el campo magnético H.

De acuerdo con este cálculo, existen regiones donde pueden ocurrir tran-
siciones de fase de segundo orden a nivel de la capacidad caloŕıfica cuando se
usa U como potencial termodinámico en (4.29); sin embargo, si en su lugar
usamos F , la capacidad caloŕıfica correspondiente, es decir (4.26), no predi-
ce ninguna transición. Para corroborar este resultado calculamos C usando
diferentes potenciales y representaciones, y obtuvimos que en particular la
capacidad caloŕıfica

CM = T

(

∂S

∂T

)

M

= − 4
√
1−M2 e−

2

T

T 2

√

M2[e−
4

T − 1] + 1

[

√

M2[e−
4

T − 1] + 1 + e−
2

T

] ,(4.33)

presenta regiones con transiciones de fase, tal como se observa en la gráfica
4.7.
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Figura 4.7: La capacidad caloŕıfica como función de M y T , y la capacidad
caloŕıfica como función de M para T = 5. En ambos casos se ha utilizado
J = 1.

Estos resultados demuestran que es necesario investigar todas las posi-
bles capacidades caloŕıficas para poder asegurar si existen o no transiciones
de fase. Además, resulta claro que la definición de la capacidad caloŕıfica,
mediante derivadas parciales de un potencial termodinámico con respecto a
una variable termodinamica, no es una definición invariante con respecto a
cambios del potencial.

Por otra parte, en GTD interpretamos las transiciones de fase como sin-
gularidades en el escalar de curvatura, criterio que es obviamente invariante
ante transformaciones de Legendre. Surge entonces la pregunta si es posible
en GTD definir la capacidad caloŕıfica de tal manera que sea invariante de
Legendre. Ciertamente ésta es una interrogante que merece ser investigada
per se, pero estaŕıa fuera del contexto y del alcance de la presente tesis.

4.7. Geodésicas y transición de fase

En el espacio de estados de equilibrio termodinámico E , el elemento de
ĺınea g es una medida de la distancia entre un punto de coordenadas Ea y
otro de coordenadas Ea + dEa.
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Figura 4.8: g es una medida entre la distancia existente entre dos puntos en
el espacio E .

Asumiendo que estos puntos pertenecen a la curva γ(t), la longitud ter-
modinámica se define como [13]

L =

∫ Ea+dEa

Ea

g =

∫ Ea+dEa

Ea

√

gabdEadEb =

∫ Ea+dEa

Ea

√

gab
dEa

dt

dEb

dt
dt , (4.34)

donde t es el parámetro a lo largo de la curva.

Figura 4.9: Geodésica en E (ĺınea de mı́nima longitud que une dos puntos en
una superficie dada y está contenida en esa superficie).

Las ecuaciones que describen estas curvas termodinámicas se obtienen a
partir de considerar que la longitud termodinámica es un extremo, es decir,
que δL = 0, donde δL es una operación matemática conocida como la varia-
ción de L. Dichas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones geodésicas y
tienen la forma
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d2Ea

dt2
+ Γa

bc

dEb

dt

dEc

dt
= 0 , (4.35)

donde Γa
bc son los śımbolos de Christoffel de la métrica termodinámica gab.

Las soluciones a la ecuación diferencial (4.35) representan a las ecuacio-
nes geodésicas en el espacio de estados de equilibrio termodinámico E con
parámetro t.

F́ısicamente aquellas geodésicas en donde a lo largo de ellas se satisfacen
las leyes de la termodinámica, representan procesos cuasiestáticos, es decir,
conectan estados de equilibrio termodinámico que son compatibles con las
leyes de la Termodinámica. Por tanto, en GTD un proceso cuasiestático tiene
la misma interpretación que en la Termodinámica ordinaria [22], o sea, se
interpreta como una sucesión de estados de equilibrio termodinámico. En
este caso, el parámetro t etiqueta cada uno de estos estados que son parte de
la geodésica.

En GTD, la transiciones de fase de los sistemas termodinámicos están
representadas por las singularidades en el espacio de estados de equilibrio
termodinámico, porque son los puntos en donde el escalar de curvatura se
indetermina. La interpretación geométrica de los sistemas termodinámicos
permite considerar a las geodésicas de este espacio como una manera de de-
terminar los puntos de singularidad correspondientes a las transiciones de
fase. La manera de hacerlo se conoce como incompletez geodésica y significa
que existen geodésicas que están indeterminadas a partir de cierto valor del
parámetro af́ın ts. En un cálculo numérico, por ejemplo, la incompletez se
veŕıa en el hecho de que para cualquier t > ts resulta imposible integrar las
ecuaciones de las geodésicas, debido a que por lo menos uno de sus térmi-
nos diverge, tiene discontinuidades o no está bien definido. De esta forma,
una incompletez geodésica en GTD indicará que existe una singularidad en
el espacio de estados de equilibrio termodinámico y, en consecuencia, una
transición de fase en el sistema.
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Figura 4.10: Incompletez geodésica. Significa que existen geodésicas que están
indeterminadas a partir de cierto valor del parámetro af́ın ts.

4.7.1. Geodésicas del gas ideal paramagnético

Las ecuaciones geodésicas del gas ideal paramagnético, de acuerdo con
(4.35), tienen la siguiente forma:

d2U

dt2
− 1

U

[

dU

dt

]2

= 0 , (4.36)

d2V

dt2
− 1

V

[

dV

dt

]2

= 0 , (4.37)

P1
d2M

dt2
+ P2

[

dM

dt

]2

= 0 , (4.38)

en la cual P1 y P2 son polinomios en M

P1 = 16M9 − 32N2M7 − 4N4(µ4 + 2µ2 − 6)M5 −
− 8N6(1− µ2)M3 +N8(µ4 − 2µ2 + 1)M , (4.39)

P2 = 16(2k + 1)M8 − 16N2[2 + k(µ2 + 4)]M6 +

+ 4N4(µ4 + 2µ2 + 6)M4 + 4N6[3kµ2 + µ4(k + 2)− 2(2k + 1)]M2 +

+ N8[µ4(2k + 1) + (2k + 1)− 2µ2(2k + 1)] . (4.40)
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Las ecuaciones geodésicas (4.36) y (4.37)tienen por solución

U = aebt , (4.41)

V = cedt , (4.42)

donde a, b, c y d son constantes de integración. En virtud de que la solución
de la ecuación (4.38) no se puede determinar de manera anaĺıtica, es necesa-
rio utilizar métodos numéricos. Con el programa de computación Maple 13,
obtenemos que las geodésicas que dan la solución a la ecuación diferencial
(4.38) tienen la forma mostrada en la figura 4.11.

Con base en las expresiones (4.41) y (4.42), junto con las gráficas 4.11,
podemos afirmar que el gas ideal paramagnético no presenta incompletez
geodésica porque las curvas se pueden continuar indefinidamente para cual-
quier valor del parámetro t. Por tanto, no se encuentran singularidades en el
espacio de estados de equilibrio termodinámico. En consecuencia, de acuerdo
con la GTD, se carece de puntos de transiciones de fase.

Figura 4.11: La enerǵıa interna U y el volumen V como función del parámetro
af́ın t.
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Figura 4.12: La magnetización M como función del parámetro af́ın t.

Figura 4.13: La magnetización M en función de la enerǵıa y el volumen .

Figura 4.14: El volumen V como función de la enerǵıa interna U .
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4.7.2. Geodésicas del modelo unidimensional de Ising

De acuerdo con (4.35), las ecuaciones geodésicas tienen la forma

d2T

dt2
+ ΓT

TT

[

dT

dt

]2

+ 2ΓT
TH

dT

dt

dH

dt
+ ΓT

HH

[

dH

dt

]2

= 0 , (4.43)

d2H

dt2
+ ΓH

TT

[

dT

dt

]2

+ 2ΓH
TH

dT

dt

dH

dt
+ ΓH

HH

[

dH

dt

]2

= 0 . (4.44)

Desafortunadamente, las ecuaciones geodésicas del modelo unidimensio-
nal de Ising son demasiado extensas para escribirlas de forma simplificada en
este trabajo. No obstante, es posible analizarlas de manera numérica. Cuando
utilizamos el programa Maple 13, encontramos que el comportamiento de las
geodésicas es como lo muestran las siguientes figuras:

Figura 4.15: Gráfica de T en función del parámetro af́ın t.
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Figura 4.16: Gráfica de H en función del parámetro af́ın t.

Figura 4.17: Gráfica H vs. T .

El programa Maple 13 evidencia, en todas las gráficas, que probablemente
existe una singularidad en el punto t = 21,464854. Entonces las gráficas 4.15,
4.16 y 4.17 indican que hay incompletez geodésica. Por tanto, de acuerdo
con la GTD, existen puntos de transición de fase para este modelo, lo cual
es consistente con lo que se encuentra utilizando el escalar de curvatura.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

El propósito fundamental de este trabajo fue aplicar la Geometrotermo-
dinámica a dos sistemas termodinámicos ordinarios:

Gas ideal paramagnético.

Modelo unidimensional de Ising.

A fin de poder comprobar si esta nueva teoŕıa es capaz de:

1. Describir correctamente, desde el punto de vista geométrico, carac-
teŕısticas f́ısicas ya conocidas, tales como la interacción termodinámica
y la capacidad caloŕıfica de este tipo de sistemas termodinámicos.

2. Proporcionar nueva información sobre las propiedades f́ısicas de estos
sistemas.

Para llevar a cabo este trabajo, de todas las posibles métricas de la
Geometrotermodinámica, se eligieron las más generales, ecuaciones (3.17)
y (3.20), porque son invariantes ante transformaciones parciales y totales de
Legendre. En esta tesis, a diferencia de los trabajos que se han efectuado en la
misma dirección, las transiciones de fase también fueron estudiadas utilizando
las geodésicas del espacio de equilibrio termodinámico. Esto permitió tener
un elemento más de interpretación geométrica de dicha caracteŕıstica f́ısica.
Los cálculos fueron verificados, y algunos de ellos obtenidos, con el programa
de computación Maple 13. También para elaborar las gráficas aqúı presenta-
das se utilizó el mismo programa.

39
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Durante el desarrollo de esta investigación hemos llegado a las siguientes
conclusiones:

1. La métrica (3.20) describe correctamente la interacción termodinámi-
ca y las transiciones de fase del gas ideal paramagnético mediante el
escalar de curvatura, que tiene la función de indicarnos estas propie-
dades cuando es igual o diferente de cero y al observar sus posibles
singularidades. Los resultados se resumen en la siguiente tabla:

Gas ideal paramagnético

Termodinámica Geometrotermodinámica

No hay interacción termodinámica El escalar de curvatura es cero

No hay transiciones de fase porque No hay singularidades en el escalar

la capacidad caloŕıfica C = 3

2
no posee divergencias de curvatura

2. La métrica (3.20) describe correctamente la interacción termodinámica
del modelo unidimensional de Ising. Encontramos que esta interacción
se debe a los espines (sección 4.4), ya que al hacer J (el parámetro res-
ponsable de la interación) igual a cero, el escalar de curvatura también
es cero. Resumimos los resultados en la siguiente tabla:

Modelo unidimensional de Ising

Termodinámica Geometrotermodinámica

Śı hay interacción termodinámica El escalar de curvatura es diferente de cero

3. La métrica (3.20) nos revela que el modelo unidimensional de Ising
presenta transiciones de fase. Este resultado se encontró al analizar
gráficamente el escalar de curvatura, debido a la imposibilidad de rea-
lizar un estudio anaĺıtico de este objeto geométrico (gráficas 4.1-4.3),
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ya que es imposible escribir de manera compacta y simplificada la for-
ma expĺıcita de dicho escalar. El resultado contradice lo reportado en
la literatura especializada, en la que se afirma que el modelo carece de
transiciones de fase.

4. Una explicación posible a la discrepancia que hemos encontrado con
respecto a las transiciones de fase, es que la capacidad caloŕıfica, que
ha sido nuestra referencia para describir estas transiciones, no es in-
variante de Legendre. Esto nos conduce a observar que la capacidad
caloŕıfica calculada en la representación que hemos utilizado, no mues-
tra el comportamiento encontrado con el escalar de curvatura (sección
4.6 y gráficas 4.5-4.7). Sin embargo, como vimos en la sección 4.6, al
calcular todas las posibles capacidades caloŕıficas encontramos algunas
que śı indican la presencia de transiciones de fase. Concluimos, enton-
ces, que es necesario investigar todas las posibles capacidades caloŕıficas
para poder asegurar si existen o no transiciones de fase. Es interesante
mencionar que recientemente también se descubrió este tipo de dificul-
tades con las capacidades caloŕıficas en el contexto de sistemas termo-
dinámicos asociados con hoyos negros en teoŕıas de cuerdas [29] y se le
dio el nombre de ”the phase transition puzzle”.

5. Otra explicación factible seŕıa que la Geometrotermodinámica ha des-
cubierto otras transiciones de fase que no se relacionan con la divergen-
cia de la capacidad caloŕıfica, y que por tal razón, es necesario realizar
una investigación más detallada con respecto a la termodinámica de
este sistema.

6. El análisis de las ecuaciones geodésicas (sección 4.7) confirma lo ob-
tenido, con respecto a las transiciones de fase, para el gas ideal para-
magnético, porque no existe incompletez geodésica (gráficas 4.11-4.14).
Aśı que, no existen transiciones de fase, como lo muestra el escalar de
curvatura al no tener singularidades.

7. Al estudiar las ecuaciones geodésicas (sección 4.7), confirmamos lo en-
contrado, con respecto a las transiciones de fase, para el modelo unidi-
mensional de Ising, es decir, que existe incompletez geodésica (gráficas
4.15-4.17). Por tanto, hay transiciones de fase como lo señala el análisis
gráfico del escalar de curvatura.
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Finalmente, con base en lo anterior, podemos concluir que el forma-
lismo de la Geometrotermodinámica -que tiene como bases fundamentales
la Geometŕıa Diferencial y la Invarianza de Legendre- es consistente para
analizar sistemas termodinámicos ordinarios, como es el caso del gas ideal
paramagnético y el modelo unidimensional de Ising. Además, la Geometro-
termodinámica nos permite predecir propiedades f́ısicas que no se observan
utilizando la Termodinámica clásica. Esta es otra evidencia de que śı es posi-
ble la geometrización de conceptos termodinámicos de forma adecuada, como
los aqúı estudiados, y esto sólo se puede lograr aplicando la Geometrotermo-
dinámica.



Apéndice A

Sistema Internacional de
Unidades (SI)

En el SI, las variables y constantes que estamos utilizando tienen las
siguientes unidades:

Enerǵıa libre de Helmholtz F :

[

F
]

U
= Joules . (A.1)

Momento dipolar magnético ~µ:

[

~µ
]

U
= (Amperes)(metro)2 . (A.2)

Vector de intensidad magnética ~H:

[

~H
]

U
=

(Ampere)

(metro)
. (A.3)

Constante de permeabilidad µ0 = 4π × 0−7 (Tesla)(metro)
(Ampere)

:

[

µ0

]

U
=

(Tesla)(metro)

(Ampere)
. (A.4)
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Temperatura T :

[

T
]

U
= Kelvin = K . (A.5)

Constante de Boltzman kB = 1, 3806504× 10−23 Joules
K

:

[

kB

]

U
=

Joules

K
. (A.6)

Constante de Planck ~:

[

~

]

U
= (Joules)(segundo) . (A.7)

Ahora bien, la expresión expĺıcita de F para el modelo unidimensinal de
Ising es

F = −
{

J + kBT ln

∣

∣

∣

∣

∣

cosh

(

µµ0H

kBT

)

+

√

√

√

√sinh2

(

µµ0H

kBT

)

+ e
−4 J

kBT

∣

∣

∣

∣

∣

}

.(A.8)

De acuerdo con las convenciones de las unidades antes mencionadas, tenemos
que

[µµ0H

kBT

]

U
=

(Ampere)(metro)2 (Tesla)(metro)
(Ampere)

(Ampere)
(metro)

(

Joules
K

)(

K
) ,

=
(Ampere)(metro)2Tesla

Joules
,

=
(Ampere)(metro)2 Newton

(Ampere)(metro)

(Newton)(metro)
,

= 1 , (A.9)

porque Tesla = Newton
(Ampere)(metro)

y Joule = (Newton)(metro). Por tanto,
este término no tiene unidades.
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[

kBT
]

U
=

(Joules

K

)(

K
)

,

= Joules . (A.10)

Aśı que, para ser consistentes, la constante de acoplamiento J debe
tener las unidades

[

J
]

U
= Joules . (A.11)

Entonces,

[ J

kBT

]

U
=

(Joule)

(Joules
K

)(K)
,

= 1 . (A.12)

Por eso, este término no tiene unidades.

La Enerǵıa libre de Helmholtz F se mide en Joules, como debe ser en este
sistema de unidades.

A.1. Nuestra convención de Unidades

En este trabajo consideraremos la siguiente convención de unidades:

Constante de Boltzman kB:

[

kB

]

U
= 1, ⇒ Joules = K . (A.13)

Constante de permeabilidad µ0:

[

µ0

]

U
= 1 , ⇒ (Tesla)(metro) = Ampere . (A.14)
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Constante de Planck ~:

[

~

]

U
= 1 , ⇒ 1

segundo
= Joule . (A.15)

De conformidad con esta convención tenemos que:

Para la enerǵıa las unidades son

[

U
]

U
=
[

F − T
∂F

∂T

]

U
=
[

F
]

U
−
[

T
]

U

[∂F

∂T

]

U
= Joules . (A.16)

La entroṕıa tiene por unidades

[

S
]

U
=
[

− 1

kB

∂F

∂T

]

U
= −

[ 1

kB

]

U

[∂F

∂T

]

U
=

Joule

K
=

Joule

Joule
= 1 . (A.17)

Por lo que, la entroṕıa es adimensional.

[

M
]

U
= −

[ 1

µ0

]

U

[ ∂F

∂H

]

U
=

Joule
(Ampere)
(metro)

=
(Joule)(metro)

(Ampere)
. (A.18)

Por tanto, con nuestra convención de unidades, las relaciones termo-
dinámicas que utilizaremos en este trabajo tendrán la siguiente forma:

F = −
{

J + T ln

∣

∣

∣

∣

∣

cosh

(

µH

T

)

+

√

√

√

√sinh2

(

µH

T

)

+ e−4 J
T

∣

∣

∣

∣

∣

}

, (A.19)

U =
Je−4

J

T − µH sinh
(

µH

T

) [

I + cosh
(

µH

T

)]

− J
[

I cosh
(

µH

T

)

+ sinh2
(

µH

T

)]

I
[

I + cosh
(

µH

T

)] ,(A.20)
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S =
T ln

[

cosh
(

µH
T

)

+ I
][

sinh2
(

µH
T

)

− I cosh
(

µH
T

)

− e−4 J

T

]

+ µH sinh
(

µH
T

) [

I + cosh
(

µH
T

) ]

− 2Je−4 J

T

TI
[

cosh
(

µH
T

)

+ I
] ,

(A.21)

M =
µ sinh

(

µH

T

)

I
, (A.22)

donde

I(T,H) =

√

sinh2

(

µH

T

)

+ e−4 J
T . (A.23)

Aqúı µ es el momento magnético de los espines.
La magnitud del momento magnético de esṕın total -medido a lo largo

de la dirección del campo magnético aplicado- se calcula, de acuerdo con la
mecánica cuántica, por medio de la relación

µ = −gµ
B

√

s(s+ 1) , (A.24)

donde

µ
B
= 9, 27400915× 10−24 Joules

Teslas
es el magnetón de Bohr.

gs es un número adimensional, que depende de cada part́ıcula:

• g = 2 para el electrón.

• g = 5,586 para el protón

• g = 3,86 para el neutrón

s es el número cuántico del esṕın.

Como un ejemplo de lo anterior, cuando se tiene un único electrón, obte-
nemos
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s = 1
2

µ = −
√
3

2
gµB =

√
3µB = 1,732µB . (A.25)

Para momentos magnéticos t́ıpicos de diversos complejos metálicos, te-
nemos los valores mostrados en la tabla siguiente:

Metal Momento magnético del esṕın µ

Cobre 1.73 µB

Cromo 3.87 µB

Hierro 5.92 µB

Nı́quel 2.83 µB



Apéndice B

Deducción de la función de
partición del GIP

B.1. Introducción

Los átomos de las sustancias poseen un momento dipolar magnético ~µ. Si
tales sustancias están sujetas a un campo magnético externo ~H, los dipolos
tratarán de alinearse en la dirección del campo. La enerǵıa potencial de cada
dipolo es −~µ · ~H, y todos los momentos magnéticos de los átomos se suman
para constituir el momento magnético total ~M de la sustancia.

También a una temperatura dada, el movimiento estad́ıstico de los dipolos
contrarresta el alineamiento. Por eso, cuando la temperatura es muy alta
todos los dipolos se encuentran estad́ısticamente distribuidos, y los momentos
magnéticos se cancelan unos a otros, aśı que el momento total ~M desaparece.
En el caso de una temperatura finita, el momento total promedio 〈 ~M〉 se
encuentra en algún lugar entre estos casos extremos.

B.2. Función de partición

Consideramos un sistema de N dipolos libres. Por esta razón, debemos
calcular la función de partición de un sistema con enerǵıa

ǫ =
p2

2m
−

N
∑

i=1

~µi · ~H , (B.1)
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en el que hemos ignorado la enerǵıa de rotación de los dipolos. De acuerdo
con [20], la función de partición de este sistema tiene la forma:

Z =
1

N !

[

∫ ∫ ∫

e−β[ p
2

2m
−µH cos θ]d

3~pd3~rdΩ

h3

]N

, (B.2)

donde d3~r = d3~r1d
3~r2 . . . d

3~rN ,d3~p = d3~p1d
3~p2 . . . d

3~pN , h es una constante ,
β = 1

kBT
y hemos usado ~µ · ~H = µzHz = µH cos θ . Aqúı, ~r es el vector de

posición de los dipolos con momento ~p. Al resolver la integral con respecto a
~p y ~r, la ecuación (B.2) toma la forma:

Z =
1

N !

[

∫ ∫ ∫

e−β[ p
2

2m
−µH cos θ]d

3~pd3~rdΩ

h3

]N

,

=
1

N !

[

∫ ∞

−∞

d3~r

h3

∫ ∞

−∞

e−β p2

2md3~p

∫ ∞

−∞

eβµH cos θdΩ

]N

,

=
1

N !

[

V

h3

∫ ∞

−∞

e−β
p2x
2mdpx

∫ ∞

−∞

e−β
p2y
2mdpy

∫ ∞

−∞

e−β
p2z
2mdpz

∫ ∞

−∞

eβµH cos θdΩ

]N

,

=
1

N !

[

V

h3

[

√

2πm

β

][

√

2πm

β

][

√

2πm

β

]

∫ ∞

−∞

eβµH cos θdΩ

]N

,

=
1

N !

[(

2πm

h2β

) 3

2

V

]N[
∫

dΩeβµH cos θ

]N

,

=
1

N !

[(

2πm

h2β

) 3

2

V

]N[
∫

eβµH cos θ sin θdθdφ

]N

, (B.3)

donde hemos utilizado la relación
∫∞

0
e−ax2

dx = 1
2

√

π
a
.

Resolviendo la última integral obtenemos:
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Z =
1

N !

[(

2πm

h2β

) 3

2

V

]N[
∫

eβµH cos θ sin θdθdφ

]N

,

=
1

N !

[(

2πm

h2β

) 3

2

V

]N[
∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

eβµH cos θ sin θdθ

]N

,

=
1

N !

[(

2πm

h2β

) 3

2

V

]N[[

2π

][

− 1

µβH

(

e−µβH − eµβH
)

]]N

,

=
1

N !

[(

2πm

h2β

) 3

2

V

]N[[

2π

][

2 sinh(βµH)

µβH

]]N

,

=
1

N !

[(

2πm

h2β

) 3

2

V

]N[

4π
sinh (βµH)

βµH

]N

, (B.4)

donde hemos utilizado la relación trigonométrica sinh x = ex−e−x

2
.

La ecuación (1.3) es la función de partición para el Gas Ideal Para-
magnético (GIP).



Bibliograf́ıa

[1] Diccionario Hispánico Universal, Tomo 2, W. M. Jackson, Inc., Edito-
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