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Introducción

El contenido de este trabajo y los resultados que se presentan conciernen
principalmente al área del álgebra no conmutativa, en particular se buscará
explicar el signi�cado del Teorema de densidad de Jacobson, introducido
por Nathan Jacobson en la publicación �Structure Theory of Simple Rings
Without Finiteness Assumption� en el año 1945 , dicho teorema permite el
estudio de módulos simples concentrándose en sus anillos de endomor�smos.

El nombre del teorema proviene del concepto de densidad en topología,
pues es posible dar una topología al anillo de endomor�smos de un módulo
U de tal forma que dos elementos estan �cerca� si coinciden en submódu-
los �nitamente generados su�cientemente grandes de U . En este sentido un
subanillo denso de un anillo de endomor�smos es un subconjunto denso bajo
esta topología.

Este texto tiene la intención de que cualquier lector con conocimientos de
teoría de grupos y que esté familiarizado con el álgebra lineal pueda leerlo
sin necesidad de referirse a otros textos, por lo que en el primer capítulo se
presentan de�niciones, lemas y teoremas que se necesitarán para la lectura
del texto, asi como la mayoría de sus pruebas.

En la primera sección de este capítulo se concentrará la atención en la
teoría de anillos e ideales, de�niendo algunas de las diferentes clases que
hay de estos. En la segunda se introducirá la de�nición de módulo sobre
un anillo, además de dar dos importantes caracterizaciones del radical de
Jacobson. También se de�ninirá la clase de anillos primitivos, que será uno
de los principales objetos de estudio del trabajo, estos anillos son aquellos
que cuentan con un módulo simple y �el.

Es en el segundo capítulo donde se comenzará a trabajar con el concepto
de densidad y el de subanillos densos de un anillo de endomor�smos. Este
capítulo consta de dos secciones, la primera enfocada en la demostración del
Teorema de densidad de Jacobson y en concluir que los anillos primitivos son
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isomorfos a un subanillo denso de un anillo de endomor�smos.
La segunda sección presenta una de las aplicaciones mas importantes del

teorema, la caracterización de los anillos primitivos artinianos, este resultado
es también conocido como el Teorema de Wedderburn-Artin.

Finalmente, en el tercer capítulo se exiende en dos sentidos el concepto
de primitividad para anillos, primero introduciendo los anillos semiprimiti-
vos cuya propiedad es que su radical de Jacobson es el ideal trivial y que
resultan ser la suma directa de anillos primitivos. Y segundo, al debilitar la
hipótesis de simplicidad para anillos primitivos, surge la de�nición de anillo
casi-primitivo, tema principal del artículo �The Jacobson density theorem
and some aplications� escrito por B.S Chwe y J. Neggers, en el cual está
basada esta última sección.



Capítulo 1

Preliminares

1.1. Anillos, ideales y anillos con división.

Mucha de la importancia del estudio de anillos radica en que su de�nición
generaliza a la estructura de un campo, ejemplos de anillos son los enteros,
las matrices de n × n, el anillo de endomor�smos de un grupo abeliano, etc.

De�nición 1.1.1. Sea R un conjunto dotado con dos operaciones suma y
producto (denotadas con + y · respectivamente) y sean r, s y t en R. Entonces
R es un anillo si se cumple:
i) (R,+) es un grupo abeliano
ii) (r · s) · t = r · (s · t)
iii) r · (s+ t) = r · s+ r · t
iv) (s+ t) · r = s · r + t · r

Si R es un anillo y además cumple que existe un elemento en R, usual-
mente denotado como 1, tal que r · 1=1 · r = r ∀r ∈ R, entonces se dice que
R es un anillo con identidad.
En este texto, cuando se re�era a un anillo se supondrá que contiene al 1 y
para facilitar la escritura de r · s simplemente se escribirá rs.
La condición de que el producto sea conmutativo no forma parte de la de-
�nición de anillo. Si R es un anillo y además rs=sr para cualquier par de
elementos r y s en R, se dice que R es un anillo conmutativo.

Un ejemplo de anillo es End(G), el conjunto de todos los homomor�smos
de un grupo abeliano G sobre si mismo. Si se de�ne la suma como la suma
puntual de funciones, es decir, si α y β son dos elementos de End(G),
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de�nimos α+β : G→ G como (α+β)(x) = α(x)+β(x) para toda x ∈ G, por
ser G un grupo abeliano se tiene que α+β es un homomor�smo de grupos y
por lo tanto está en End(G). Además si de�nimos la composición de funciones
como producto (que es asociativa y distribuye la suma puntual), concluimos
que End(G) satisface la de�nición de anillo con estas dos operaciones.

De�nición 1.1.2. Si {Ri}i∈I es una familia de anillos, consideramos el pro-
ducto cartesiano como el conjunto de funciones∏

i∈I

Ri = {σ : I →
⋃
i∈I

Ri|σ(i) ∈ Ri}

Sea σ ∈
∏
i∈I

Ri, denotamos por {σ(i)} a la imagen de σ. De�nimos la suma

y el producto de σ1, σ2 ∈
∏
i∈I

Ri coordenada a coordenada, es decir:

(σ1 + σ2)(i) = σ1(i) + σ2(i)
(σ1 · σ2)(i) = σ1(i) · σ2(i)

Con estas operaciones
∏
i∈I

Ri es un anillo y se le conoce como el producto

directo de {Ri}i∈I .

En el contexto de la de�nición anterior, si I = {1, 2..., n}, el producto
directo de {Ri}i∈I se denota como R1 ⊕R2 ⊕ ...⊕Rn .

Dado que en este trabajo se discutirán principlamente resultados rela-
cionados con la teoría de anillos no-conmutativos es importante de�nir el
concepto de ideal izquierdo, ideal derecho e ideal bilateral (o simplemente
ideal), que para el caso de anillos conmutativos estos tres coinciden.

De�nición 1.1.3. Un subconjunto I de un anillo R es un ideal si cumple
que:
i) I es un subgrupo de R con la suma.
y además para cualesquiera a ∈ I y r ∈ R
ii) ra ∈ I
iii) ar ∈ I
usualmente se denota como I ≤ R (y en el caso de ser un ideal propio se
denotará como I < R)

Si I cumple (i) y (ii) entonces se denota como RI y se dice que es un
ideal izquierdo de R, análogamente si I cumple las condiciones (i) y (iii)
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se denota como IR y se dice que es un ideal derecho de R.

El concepto de ideal(bilateral) para anillos es similar al de subgrupo nor-
mal para grupos, en el sentido de que su existencia nos permite de�nir un
cociente, el cual conserva la estructura de anillo.

Sea I un ideal de un anillo R, de�nimos la siguiente relación para elemen-
tos de R

r ∼ s ⇔ r − s ∈ I

Como r− r = 0 ∈ I la relación es re�exiva. Si r− s ∈ I entonces −(r− s) =
s − r ∈ I y por lo tanto la relación es simétrica. Si r − s ∈ I y s − t ∈ I
entonces (r − s) + (s− t) = r − t ∈ I entonces la relación es transitiva.
De lo anterior se concluye que la relacion ∼ es de equivalencia. La clase de
equivalencia de un elemento r ∈ R esta dada por [r] = r+ I = {r+ i|i ∈ I}.
El conjunto de todas estas clases de equivalencia forman un anillo con las
operaciones de suma y producto de�nidas de la siguiente forma.
(r + I) + (s+ I) = (r + s) + I
(r + I) · (s+ I) = (r · s) + I

Este anillo se denota como R/I y se le conoce como el anillo cociente
de R con I. Es claro que de las propiedades de ideal ambas operaciones estan
bien de�nidas (no dependen del representante).

Un ejemplo de esto es la construcción del anillo Z/nZ, si consideramos I
un ideal de Z notamos que I = nZ para algún natural n ∈ N y la relación de
equivalencia a ∼ b ⇔ a − b ∈ nZ es equivalente a decir que a ≡ b (mod n).
Entonces las clases de equivalencia resultan ser [a] = {b ∈ Z|a ≡ b(mod n)}.

Así Z/nZ se puede describir eligiendo un sistema completo de residuos
de la siguiente forma Z/nZ = {[1], [2], ...., [n − 2], [n − 1]} y las operaciones
quedan de�nidas como [a] + [b] = [a+ b] y [a][b] = [ab].
Como nZ es un ideal de Z para toda n ∈ N, podemos construir anillos de
orden �nito para cualquier natural que se deseé. Usualmente a Z/nZ se le
denota como Zn.

De�nición 1.1.4. Sea I un ideal propio de un anillo R, decimos que I es
máximo, si para todo ideal J tal que I ⊆ J ⊆ R, entonces J = I o J = R.

Análogamente se de�ne un ideal izquierdo o derecho máximo.
El siguiente lema se probará para ideales bilaterales, sin embargo la misma

prueba puede ser empleada para ideales izquierdos o derechos.
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Lema 1.1.5. Sea R 6= 0 un anillo, entonces todo ideal propio A de R esta
contenido en un ideal máximo de R

Demostración. Sea A un ideal propio de R y consideremos F = {M <
R|A ⊆ M} la familia de todos los ideales propios de R que contienen a
A. Observamos que F 6= ∅ pues A ∈ F y observemos también que F es un
conjunto parcialmente ordenado bajo la contención. Veamos que toda cadena
de ideales de F tiene una cota superior para aplicar el lema de Zorn.

Sea C = {Mi}i∈I una cadena de ideales en F y consideremos a
M =

⋃
i∈I

Mi. A�rmamos que M es un ideal.

Sean a, b ∈ M , entonces a ∈ Mi y b ∈ Mj para algunas i, j ∈ I. Como C
es una cadena se tiene que Mi ⊆Mj o Mj ⊆Mi. Sin perdida de generalidad
suponemos la segunda, entonces a, b ∈ Mi que es un ideal, entonces a − b y
ra están en Mi ⊆M . Por lo tanto M es un ideal. Veamos ahora que M ∈ F .
Como Mi < R y A ⊆ Mi para toda i ∈ I, se deduce que M < R y A ⊆ M
por lo que M ∈ F . Además Mi ⊆ M para toda i ∈ I, entonces M es una
cota superior de C. Por lo tanto se cumplen las hipotesis del Lema de Zorn
lo que implica que existe un elemento máximo en F que es un ideal máximo
de R que contiene a A. �

De�nición 1.1.6. Sea P un ideal propio de un anillo R, decimos que P es
primo, si para cualesquiera ideales A ≤ R y B ≤ R tales que AB ⊆ P ,
entonces A ⊆ P o B ⊆ P .

Claramente todo ideal máximo es un ideal primo, sin embargo el recíproco
no es cierto. A continuación se hace una caracterización de los ideales primos
de un anillo.

Lema 1.1.7. Sea P un ideal propio de un anillo R. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:
i)P es un ideal primo.
ii)Si x, y ∈ R tales que xRy ⊆ P , entonces x ∈ P o y ∈ P .
iii) Si A,B ≤ R son ideales izquierdos (derechos) de R tales que AB ⊆ P ,
entonces A ⊆ P o B ⊆ P .

Demostración. i)⇒ ii) Sean x, y ∈ R tales que xRy ⊆ P . Sean A = RxR
y B = RyR los ideales generados por x y y respectivamente. Ahora como
xRy ⊆ P y P es un ideal bilateral se tiene que RxRyR ⊆ P y entonces
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(RxR)(RyR) ⊆ P , por i) se obtiene que RxR ⊆ P o RyR ⊆ P de lo que se
concluye que x ∈ P o y ∈ P

ii)⇒ iii) Sean A,B dos ideales izquierdos tales que AB ⊆ P , por ser B un
ideal izquierdo se tiene que RB ⊆ B y entonces ARB ⊆ AB ⊆ P . Si A ⊆ P
terminamos, si no, A− P 6= ∅. Sea x ∈ A− P , como ARB ⊆ P se sigue que
xRy ⊆ P para toda y ∈ B. Por ii) se tiene que x ∈ P o y ∈ P , pero x /∈ P ,
entonces y ∈ P para toda y ∈ B. Por lo tanto B ⊆ P .
Analogamente se obtiene el resultado para ideales derechos, sólo que AR ⊆ A.

iii)⇒ i) Sean A,B ideales de R tales que AB ⊆ R, en particular A y B
son ideales izquierdos (derechos) de R, entonces por iii) A ⊆ P o B ⊆ P . �

Cuando p es un número primo, el anillo Zp resulta ser un campo, esto
ocurre por el hecho de que pZ es un ideal máximo de Z y en el siguiente
lema cuya demostración puede encontrarse en [3], paginas 321-322.

Lema 1.1.8. Sea R un anillo conmutativo e I ≤ R, entonces:
i) I es un ideal primo de R si y sólo si R/I es un dominio entero.
ii) I es un ideal máximo de R si y sólo si R/I es un campo.

De�nición 1.1.9. Sean R y S dos anillos y f : R→ S una función. Decimos
que f es un homomor�smo de anillos si para todo r, s ∈ R se cumple que:
i) f(r + s) = f(r) + f(s)
ii) f(rs) = f(r)f(s)
iii) f(1R) = 1S

Sin perder de vista que, en los miembros derechos de las ecuaciones (i)
y (ii) las operaciones se efectuan en el anillo S y que 1R y 1S denotan a la
identidad en R y S respectivamente. Todo homomor�smo de anillos es un
homomor�smo de grupos, pues cumple la condición (i).

Cuando un homomor�smo de anillos es una biyección decimos que es un
isomor�smo de anillos. Si existe un isomor�smo entre dos anillos R y S,
decimos que son isomorfos y lo denotamos por R ∼= S

Una de las cualidades de los homomor�smos de anillos es que su núcleo
resulta ser un ideal y esto hace posible extender los teoremas de isomor�smo
a la teoría de anillos.

Teorema 1.1.10. (Primer teorema de isomor�smo) Sean R y S anillos y
f : R→ S un homomor�smo de anillos. Entonces se cumple que:
i) Nuc(f) es un ideal de R
ii) Img(f) es un subanillo de S
iii) Img(f) ∼= R/Nuc(f)
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Demostración. (i) Sabemos que f en particular es un homomor�smo de
grupos entre (R,+) y (S,+) y así Nuc(R) es un subgrupo de R.
Sean r ∈ R y x ∈ Nuc(f), si evaluamos f en xr y en rx notamos que:

f(xr) = f(x)f(r) = 0 · f(r) = 0 = f(r) · 0 = f(r)f(x) = f(rx)

Por lo tanto xr y rx estan contenidos en Nuc(f) para cualquier r ∈ R y
x ∈ Nuc(f), entonces Nuc(f) es un ideal de R.
El inciso (ii) se sigue directamente de que Img(f) ⊆ S y debido a que
1 ∈ Im(f).
Para (iii) sea K = Nuc(f) y de�namos ϕ : R/K → Im(f) de�nido como
ϕ(r+K) = f(r), por el primer teorema de isomor�smo para grupos sabemos
que ϕ es un ismor�smo de grupos, basta ver que ϕ es tambien un isomor�smo
de anillos, es decir, que abre el producto.
Sean r +K, s+K ∈ R/K, entonces
ϕ([r +K] · [s+K]) = ϕ(rs+K) = f(rs) y como f es un homomor�smo de
anillos se tiene que f(rs) = f(r)f(s) = ϕ(r +K)ϕ(s+K). �

A continuación se enuncian el segundo y tercer teorema de ismor�smo
para anillos. Su demostración se sigue directamente de los teoremas corres-
pondientes para la teoría de grupos. (para mayor detalle ver [4] páginas 125-
126)

Teorema 1.1.11. (Segundo teorema de isomor�smo) Sea R un anillo, S un
subanillo de R e I un ideal de R. Entonces:
i) S+ I = {s+ i|s ∈ S, i ∈ I} es un subanillo de R y S ∩ I es un ideal de S.
ii) (S + I)/I ∼= S/(S ∩ I)

Teorema 1.1.12. (Tercer teorema de isomor�smo) Sea R un anillo, sean I
y J dos ideales de R tales que J ⊆ I ⊆ R, entonces I/J es un ideal de R/J
y además (R/J)/(I/J) ∼= (R/I)

Es fácil observar que todo anillo siempre contiene como ideales al trivial
(i.e. {0}) y a sí mismo, cuando estos son los únicos ideales que contiene se
dice que el anillo es simple.

Dentro de la clasi�cación de anillos es de particular importancia para
este texto aquellos en los que todos sus elementos son unidades, es decir,
aquellos que cuentan con un inverso multiplicativo
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De�nición 1.1.13. Si R es un anillo tal que para todo elemento r 6= 0 de
R existe r−1 ∈ R tal que rr−1 = r−1r = 1, entonces R es un anillo con
división.

Por de�nición, un campo siempre es un anillo con división, sin embargo,
un anillo con división no siempre es conmutativo, por lo que el reciproco en
general no se cumple.

Teorema 1.1.14. Si D es un anillo con división, entonces el anillo de ma-
trices Mn(D) es simple.

Demostración. Para facilitar la escritura de la demostración se de�nen
las matrices canónicas de la siguiente forma: Eij ∈ Mn(D) con i, j ∈
{1, 2, ...n} es aquella matriz cuya entrada ij es 1 y todas las demás son 0.
Observemos que cumplen la siguiente regla al multiplicarse

EijEkl =

{
0 si j 6= k
Eil si j = k

Sea I 6= 0 un ideal de Mn(D) y sea A ∈ I distinta de cero, llamamos
Aij a la entrada ij de A y notemos que A =

∑
i,j

AijEij, entonces al operar

podemos observar que EiiAEjj = AijEij para toda i, j ∈ {1, 2, ...n} y como
A ∈ I, que es un ideal, AijEij ∈ I. Sabemos que A 6= 0 entonces Aij 6= 0
para algunos i, j ∈ {1, 2...n}

Tenemos Aij ∈ D y D es un anillo con división, por lo cual existe b ∈ D
tal que bAij = 1.

Operando obtenemos que Ekk = (bEik)(AijEij)(Ejk) ∈ I y además pode-

mos escribir a la matriz identidad como Id =
n∑
k=1

Ekk. Finalmente debido a

que I es cerrado bajo la suma, tenemos que Id ∈ I y entonces I = Mn(D).
Por lo tanto Mn(D) es simple. �

Es importante resaltar que un anillo puede ser simple y contener ideales
izquierdos o derechos.

Por ejemplo, sea D un anillo con división, consideremos el anillo de ma-
trices M2(D). Por el Teorema 1.1.14 M2(D) es simple. Sin embargo M2(D)
contiene ideales izquierdos y derechos propios distintos del trivial, a saber:

RI =

(
D 0
D 0

)
=

{(
x 0
y 0

)∣∣∣∣x, y ∈ D}
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Veamos que es un ideal izquierdo: Si r ∈M2(D) y A ∈ I, operando obtenemos

rA =

(
a b
c d

)(
x 0
y 0

)
=

(
ax+ by 0
cx+ dy 0

)
∈ I

entonces I es un ideal izquierdo de M2(D)

Análogamente JR =

(
D D
0 0

)
es un ideal derecho de M2(D).
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1.2. R-módulos y el radical de Jacobson

La de�nición de módulo es una generalización de la de�nición de espacio
vectorial sobre un campo, sólo que en un módulo los �escalares� son elementos
de un anillo y como éste puede ser no conmutativo, se hace una distinción
entre módulos izquierdos y módulos derechos.

De�nición 1.2.1. Sea (M,+) un grupo abeliano, R un anillo y una función
R×M →M . EntoncesM es unR-módulo izquierdo si para todo x, y ∈M
y r, s ∈ R se tiene que:
i) (rs)x = r(sx)
ii) (r + s)x = rx+ sx
iii) r(x+ y) = rx+ ry
iv) 1x = x

Un R-módulo derecho se de�ne de manera análoga de�niendo la acción
M ×R→M .

Un R-módulo izquierdo usualmente se denota por RM y a un R-módulo
derecho por MR. En este trabajo se trabajara principlamente con módulos
izquierdos, sin embargo es importante mencionar que si R es un anillo conmu-
tativo no existe diferencia entre un R-módulo izquierdo y un R-módulo de-
recho. Para transformar un módulo izquierdo a un módulo derecho podemos
de�nir un nuevo anillo invirtiendo el orden de su producto. Si R es un anillo
de�nimos el anillo opuesto Rop como el anillo cuyo conjunto subyacente y
suma estan de�nidos igual que en R, pero el producto de dos elementos r y s
en Rop se de�ne como r · s = sr donde sr esta calculado en R. Claramente si
R es conmutativo R = Rop.(Los detalles se pueden consultar en [3] páginas
529-530)

Lema 1.2.2. Si M es un R-módulo izquierdo, entonces M es un Rop-módulo
derecho.

Demostración. De�nimos la acciónM×Rop →M como (m, r) = rm(donde
rm es la acción de�nida para M como R-módulo izquierdo). Denotamos co-
mo · el producto en Rop.
Sean x, y ∈ M y r, s ∈ Rop y veamos que se cumplen las condiciones de la
de�nición de R-módulo derecho.
i) (x+ y)r = r(x+ y) = rx+ ry = xr + ry
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ii) x(r + s) = (r + s)x = rx+ sx = xr + xs
iii) x(r · s) = x(sr) = (sr)x = s(rx) = s(xr) = (xr)s
iv) x1 = 1x = x
Por lo tanto M es un Rop-módulo derecho �

Todo anillo R es también un R-módulo izquierdo donde la acción de�nida
es el mismo producto en R, a este módulo se le llama el R-módulo regular
izquierdo y se le denota por RR.
Un espacio vectorial sobre un campo K es tambien un K-módulo.
Otros ejemplos de módulos son los grupos abelianos sobre el anillo de los
números enteros. Si (M,+) es un grupo abeliano, y la acción Z×M →M se
de�ne como nx = x+x+...+x (sumar n veces el elemento x) y −nx = n(−x)
con x ∈M y n ∈ Z. Entonces M es un Z-módulo.

Si N es un subconjunto de un R-módulo izquierdo M y además N es
tambien un R-módulo izquierdo, se dice que N es un submódulo de M .
Por ejemplo los submódulos de RR coinciden con los ideales izquierdos de R
y los submódulos de un K-espacio vectorial son justamente sus subespacios.

A continuación se de�nirán el producto directo y la suma directa (externa)
de R-módulos, desde el punto de vista categórico estos son el producto y
coproducto (respectivamente) en la categoría de los R-módulos. Para ver la
de�nición de categoría, asi como de producto y coproducto se puede consultar
[4] en el capítulo I, secciones 7 y 8.

De�nición 1.2.3. Si R es un anillo y {Mi}i∈I es una familia de R-módulos
izquierdos, consideramos el producto cartesiano como el conjunto de funcio-
nes ∏

i∈I

Mi = {σ : I →
⋃
i∈I

Mi|σ(i) ∈Mi}

Sea σ ∈
∏
i∈I

Mi denotamos por {σ(i)} a la imagen de σ. De�nimos la suma

de σ1, σ2 ∈
∏
i∈I

Mi como (σ1 + σ2)(i) = σ1(i) + σ2(i), así {(σ1 + σ2)(i)} =

{σ1(i)+σ2(i)} (la suma coordenada a coordenada). Con esta operación
∏
i∈I

Mi

es un grupo abeliano. Y si de�nimos la acción R×
∏
i∈I

Mi →
∏
i∈I

Mi de�nida
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para cada σ ∈
∏
i∈I

Mi por r{σ(i)} = {rσ(i)} se tiene que
∏
i∈I

Mi es un R-

módulo izquierdo, al cual se le conoce como el producto directo de {Mi}i∈I .

En el contexto de la de�nición anterior, si I = {1, 2..., n}, el producto
directo de {Mi}i∈I se denota como M1 ⊕M2 ⊕ ...⊕Mn.

De�nición 1.2.4. Sea R un anillo y {Mi}i∈I una familia de R-módulos
izquierdos. De�nimos la suma directa de Mi como:∑
i∈I

Mi = {f ∈
∏
i∈I

Mi|f(i) = 0 exepto para un número �nito de i ∈ I}

Si I es �nito con |I| = n claramente se tiene que∏
i∈I

Mi =
∑
i∈I

Mi = M1 ⊕M2 ⊕ ...⊕Mn

También es posible de�nir el cociente en módulos. Si N es un submódulo
de un R-módulo izquierdo M , en particular N es un subgrupo de M , como
este es abeliano sabemos que N es normal en M y así M/N es un grupo
abeliano bien de�nido.

Si consideramos la acción R×M/N →M/N de�nida como r(m+N) =
rm + N claramente se cumplen las condiciones para que M/N sea un R-
módulo izquierdo.

De�nición 1.2.5. Sean M y N son dos R-módulos izquierdos, decimos que
una función f : M → N es un R-homomor�smo si para todos x, y ∈ M y
r ∈ R, se tiene que f(x+ y) = f(x) + f(y) y f(rx) = rf(x).

Si M y N son dos R-módulos izquierdos, al conjunto de todos los R-
homomor�smos de�nidos de M en N de le denota como HomR(M,N).

Si f : M → N es un R-homomor�smo, el núcleo de f es un submódulo
de M y la imagen de f es un submódulo de N .

Al igual que en anillos, a un R-homomor�smo que es biyectivo se le llama
R-isomor�smo(o simplemente isomor�smo, si es claro que es entre dos R-
módulos) y si existe un R-isomor�smo entre dos R-módulos M y N diremos
que son isomorfos y se denotará por N ∼= M

Por lo anterior es natural extender los teoremas de isomor�smo y el teore-
ma de la correspondencia a R-módulos izquierdos, los cuales son enunciados
a continuación y cuyas demostraciones pueden ser revisadas en [3] en las
páginas 429-430.
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Teorema 1.2.6. (Primer teorema de isomor�smo) Sean M y N son dos
R-módulos izquierdos y f : M → N un R-homomor�smo, entonces:
i) Nuc(f) es un submódulo de M .
ii) Img(f) es un submódulo de N .
iii) Img(f) ∼= M/Nuc(f).

Teorema 1.2.7. (Segundo teorema de isomor�smo) Sea M un R-módulo
izquierdo y sean N y S dos submódulos de M , entonces:
i) N + S = {n+ s|n ∈ N, s ∈ S} y N ∩M son submódulos de M .
ii) (N + S)/S ∼= N/(N ∩ S).

Teorema 1.2.8. (Tercer teorema de isomor�smo) Sea M un R-módulo iz-
quierdo, N y S dos submódulos de M tales que S ⊆ N ⊆ M , entonces N/S
es un submódulo de M/N y (M/S)/(N/S) ∼= M/N .

Teorema 1.2.9. (Teorema de la correspondencia) Sea U un submódulo de
un módulo M , entonces hay una biyección entre los submódulos de M que
contienen a U y los submódulos de M/U . Dicha biyección esta dada para
cada submódulo T de M tal que U ⊆ T por:

T → T/U

Mas aún, T ⊆ T ′ en M si y sólo si T/U ⊆ T ′/U .

De�nición 1.2.10. Si M es un R-módulo izquierdo, de�nimos al anillo
de endomor�smos de M como el conjunto de todos los R-homomr�smos
de M en M (HomR(M,M)) y cuyas operaciones son la suma puntual y la
composición de funciones, se le denota como EndR(M).

De�nición 1.2.11. Si R es un anillo y M es un R-módulo izquierdo no
trivial tal que sus únicos submódulos son {0} y M decimos que M es un
R-módulo izquierdo simple.

De�nición 1.2.12. Sea R un anillo, decimos que un R-módulo izquierdo M
es �nitamente generado si existe X ⊆M de cardinalidad �nita n tal que

M = RX =

{
n∑
i=1

rixi|ri ∈ R, xi ∈ X

}
.

Si X = {x}, es decir, M esta generado por un sólo elemento x, entonces
decimos que M = Rx es un R-módulo izquierdo cíclico.
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SiM es un R-módulo izquierdo simple, entonces es cíclico, pues para toda
x 6= 0 se tiene que Rx es un submódulo de M distinto de {0}, como M es
simple se tiene que M = Rx.

El recíproco no siempre es cierto, por ejemplo, si consideramos a Z como
un Z-módulo, sabemos que esta generado por el elemento 1, sin embargo Z
contiene submódulos no triviales, a saber, nZ con n ≥ 2.

Los módulos simples se comportan de manera similar a los grupos simples,
en el sentido de que no pueden ser expresados como la suma directa de
submódulos distintos de los triviales.

Teorema 1.2.13. (Lema de Schur) Si M es un R-módulo simple, entonces
EndR(M) es un anillo con división (con la composición y la suma puntual).

Demostración. Sea α ∈ EndR(M) con α 6= 0, basta probar que α tiene
inverso.
Como α es un R-homomor�smo, Nuc(α) es un submódulo de M , que es
simple, entonces Nuc(α) = 0 o M pero Nuc(α) 6= M pues α 6= 0. Entonces
Nuc(α) = 0 y por el primer teorema de isomor�smoM/Nuc(α) = Imgα, así
α es un isomor�smo y por lo tanto existe α−1 ∈ EndR(M) tal que αα−1 =
α−1α = Id. �

Lema 1.2.14. Sea R un anillo y M un R-módulo izquierdo, si S es un
subanillo de R y EndR(M) es el anillo de endomor�smos de M . Entonces
M es tambien un S-módulo izquierdo y un EndR(M)-módulo izquierdo.

Demostración. Para ver que M es un S-módulo izquierdo simplemente
restringimos la acción de R a S.

De�namos la acción EndR(M)×M →M como αx = α(x). De esta forma
M cumple todas las condiciones para ser un EndR(M)-módulo izquierdo. �

Los módulos izquierdos (derechos) sobre anillos con división se comportan
de forma muy similar a los espacios vectoriales, es por esto que si D es
un anillo con división, a los D-módulos izquierdos (derechos) se les suele
llamar D-espacios vectoriales o simplemente D-espacios. En este texto
un D-espacio se referirá a un D-módulo izquierdo donde D es un anillo con
división. Al igual que en espacios vectoriales, en los D-espacios es posible
de�nir independencia lineal, base y dimensión.
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De�nición 1.2.15. Sea D anillo con división y V un D-espacio. Un sub-
conjunto X de V es D-linealmente independiente si para toda combi-
nación lineal, α1x1 + α2x2... + αnxn = 0 con xi ∈ X ,αi ∈ D implica que
αi = 0 ∀i ∈ {1, 2, ...n}

De�nición 1.2.16. Sea D anillo con división y V un D-espacio. Un subcon-
junto X ⊆ V es una base para V si es D-linealmente independiente y para
toda v ∈ V se tiene v = α1x1 +α2x2...+αnxn con xi ∈ X ,αi ∈ D (X genera
a V ).

En los D-espacios toda base tiene la misma cardinalidad, así se puede
de�nir la dimensión de un D-espacio vectorial V como dimD(V ) = |X|
donde X es una base para de V (para ver la demostración de esto revisar [4]
páginas 183-186).

De�nición 1.2.17. Sea R un anillo, M un R-módulo izquierdo y S ⊆ M .
De�nimos el aniquilador izquierdo de S sobre R como:
Rann(S) = {r ∈ R|rx = 0∀x ∈ S}

Por ejemplo consideremos a Z4 como un Z-módulo y {2} ⊂ Z4 entonces
Zann(2) = {r ∈ Z|r ·2 = 0} la condición r ·2 = 0 implica que r ·2 ≡ 0(mod 4),
entonces r = 2t para algun t ∈ Z, por lo que que r ∈ 2Z, concluimos que
Zann(2) = 2Z

No es coincidencia que Zann(2) = 2Z sea un ideal de Z, el siguiente lema
generaliza este resultado además de darnos información sobre los módulos
simples.

Lema 1.2.18. Sea M un R-módulo izquierdo y S ⊆M , entonces:
i) Rann(S) es un ideal izquierdo de R
ii) Si S es un submódulo de M , entonces Rann(S) es un ideal de R
iii) Si M es simple y S = {x}, x 6= 0, entonces Rann(x) es un ideal izquierdo
máximo de R y M ∼=RR/Rann(x)

Donde RR denota al R-módulo regular y así RR/Rann(x) denota el co-
ciente de dos R-módulos.

Demostración. Si a, b ∈Rann(S) entonces, (a+ b)x = ax+ bx = 0 + 0 = 0
∀x ∈ S entonces (Rann(S),+) es un subgrupo de R.
Sea a ∈Rann(S) y r ∈ R, si operamos (ra)x = r(ax) = r(0) = 0, entonces
ra ∈Rann(S), por lo tanto Rann(S) es un ideal izquierdo de R y así (i) queda
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demostrado. Para (ii) falta ver que ar ∈Rann(S), notamos que si S es un
submódulo de M se tiene que rS ⊆ S y entonces arS ⊆ aS = 0 por lo que
ar ∈Rann(S)

Finalmente para demostrar (iii) primero veamos que M ∼=RR/Rann(x),
para esto de�nimos θ :RR → M como θ(r) = rx. Claramente θ es un R-
homomor�smo y Nuc(θ) = {r ∈RR|rx = 0} = {r ∈ R|rx = 0} =Rann(x),
ademas Imgθ es un submódulo de M distinto del trivial pues θ(1) = 1x =
x 6= 0 ∈ Imgθ, pero M es simple, entonces Imgθ = M y por el primer
teorema de isomor�smo tenemos que M ∼=RR/Nuc(θ) =RR/Rann(x).

Supongamos que Rann(x) no es un ideal máximo, entonces existe un ideal
propio I de R tal que Rann(x) < I < R, por el teorema de la correspondencia
I/Rann(x) es un submódulo propio no trivial de RR/Rann(x) = M , lo que
es una contradicción pues M es simple. Por lo tanto Rann(x) es máximo. �

El Lema 1.2.18 nos dice que cualquier R-módulo izquierdo simple esta
completamente determinado por el anillo R salvo isomor�smo.

De�nición 1.2.19. Un R-módulo izquierdo M es �el cuando Rann(M) = 0

Veamos otra vez a Z4 como un Z-módulo y observemos que

Zann(Z4) = {z ∈ Z|zx = 0 ∀x ∈ Z4|} = 4Z 6= 0

por lo tanto Z4 no es un Z-módulo �el. Sin embargo Z4ann(Z4) = 0, entonces
Z4 es un Z4-módulo �el. Del ejemplo anterior podemos observar que si M es
un R-módulo izquierdo, el que sea �el o no depende tanto de R como de M .

De�nición 1.2.20. Si R es un anillo, entonces I es un ideal primitivo
izquierdo de R si I =Rann(M) para algún R-módulo izquierdo simple M .

De�nición 1.2.21. Un anillo R es un anillo primitivo izquierdo si y sólo
si existe un R-módulo izquierdo �el y simple.
Análogamente R es un anillo primitivo derecho si y sólo si existe un
R-módulo derecho �el y simple.

En este texto trabajaremos principalmente con anillos primitivos izquier-
dos y por lo tanto nos referiremos a ellos simplemente como anillos primitivos,
en caso contrario se especi�cará. Es claro que R es un anillo primitivo si y
sólo si 0 es un ideal primitivo.
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De�nición 1.2.22. El radical de Jacobson de un anilloR es la intersección
de todos los ideales primitivos de R, se denota como J(R).

La siguiente caracterización del radical de Jacobson es concecuencia di-
recta de la de�nición de ideal primitivo.

Lema 1.2.23. El radical de Jacobson J(R) es la intersección de todos los
aniquiladores Rann(M) de todos los R-módulos simples M .

Demostración. Sabemos que J(R) es la intersección de todos los ideales
primitivos de R, por la de�nición de ideal primitivo se tiene que cada uno
estos es de la forma Rann(M) para algún R-módulo izquierdo simple M .
Además si un ideal es de la forma Rann(M) con M un R-módulo izquierdo
simple, entonces es un ideal primitivo de R. �

El siguiente lema caracteriza a los ideales izquierdos máximos de un anillo
además de ser necesario para probar las dos caracterizaciones del radical de
Jacobson que se incluirán en este texto.

Lema 1.2.24. Todo ideal máximo izquierdo de R es de la forma Rann(x)
para algún elemento x ∈M para algún R-módulo simple M .

Demostración. Sea I un ideal máximo de R y sea M =RR/I, que es un
R-módulo izquierdo simple. Sea x = 1 + I ∈ M y r ∈Rann(x), entonces r
anula a x por lo que rx = r(1 + I) = I, por lo tanto Rann(x) ⊆ I.

Sea r ∈ I, se tiene que r(1 + I) = r + I = I, y entonces r ∈Rann(x) y
I ⊆Rann(x), por tanto I =Rann(x). �

Teorema 1.2.25. El radical de Jacobson J(R) de un anillo R es la inter-
sección de todos los ideales izquierdos máximos de R

Demostración. Sea µ el conjunto de todos los ideales izquierdos máximos
de R e I ∈µ, por el Lema 1.2.24 existe un R-módulo simple M y x ∈M tal
que I =Rann(x). Como J(R) es la intersección de todos los Rann(M) conM
un R-módulo simple, se tiene que J(R) ⊆Rann(M) ⊆Rann(x) = I entonces
J(R) ⊆ I para todo I ∈µ y por lo tanto J(R) ⊆

⋂
µ.

Ahora sea r ∈
⋂
µ yM unR-módulo simple arbitrario. Por el Lema 1.2.18(iii)

r ∈ Rann(x) ∀x ∈ M . Entonces r ∈Rann(M) para todo R-módulo simple
M . Entonces r ∈ J(R). Se sigue de ambas contenciones que J(R) =

⋂
µ. �
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Esta caracterización facilita encontrar el radical de Jacobson para muchos
anillos.

De�nición 1.2.26. Un anillo local es un anillo conmutativo que contiene
a un único ideal máximo.

Dentro de los anillos locales se encuentran los campos pues {0} es su
único ideal máximo, entonces por el Teorema 1.2.25 se tiene que J(K) = 0
para cualquier campo K.

Otro ejmplo de anillo local es el de las series formales de potencias sobre
un campo F .
De forma general, una serie formal de potencias sobre un anillo cualquie-
ra R se de�ne como el conjunto RN (el conjunto de sucesiones in�nitas de
elementos de R con índices en N) con las operaciones de suma y producto
de�nidas para {ai}i∈N, {bi}i∈N ∈ RN de la siguiente forma:
{ai}i∈N + {bi}i∈N = {ai + bi}i∈N

{ai}i∈N · {bi}i∈N = {
i∑

k=0

akbi−k}i∈N

A este anillo se le denota como R[[x]]. Notamos que el producto es el
mismo que se de�ne para polinomios, a dicho producto se le conoce como el
producto de Cauchy.

Observamos que la identidad es el elemento 1 = (1, 0, 0, ...) y denotamos
a x = (0, 1, 0, 0...).

Claramente cualquier serie de la forma (a0, a1, a2, ..., an, 0, 0, ...) puede

ser expresada como
n∑
i=0

aix
i, por esto se denotará a {ai}i∈N ∈ R[[x]] como

∞∑
i=0

aix
i. A a0 se le llama el termino constante.

Teorema 1.2.27. Sea R un anillo, entonces se cumple que:

i) f =
∞∑
i=0

aix
i ∈ R[[x]] es unidad si y sólo si el termino constante de f es

unidad en R.
ii) Si R es un anillo con división, entonces la unidades de R[[x]] son aquellas
series de potencias con termino constante distinto de cero. Además (x), el
ideal generado por x, consta de los elementos que no son unidades y es el
único ideal máximo de R[[x]].
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Demostración. i) Como f es unidad, entonces existe g =
∞∑
i=0

bix
i ∈ R[[x]]

tal que fg = gf = 1 que por la de�nición de producto tenemos que a0b0 =
b0a0 = 1 y así a0 es invertible en R.

Reciprocamente si suponemos que a0 es unidad, entonces existe b0 ∈ R tal
que a0b0 = b0a0 = 1. De�nimos recursivamente a b0 = a−1

0 y para i ≥ 1 como

bi = −a−1
0

i∑
k=1

aibn−i. De esta manera si consideramos a g =
∞∑
i=0

bix
i ∈ R[[x]] y

operamos obtenemos que fg = 1. Análogamente si de�nimos c0 = a−1
0 y para

i ≥ 1 como ci = −

(
i∑

k=1

cn−iai

)
a−1

0 obtenemos que h =
∞∑
i=0

cix
i ∈ R[[x]]

cumple que hf = 1. Pero entonces tenemos que g = 1g = (hf)g = h(fg) =
h1 = h y entonces fg = gf = 1 por lo que f es unidad en R[[x]]

ii) Si R es un anillo con división, el único elemento que no es unidad es el
0, entonces por el insiso i) cualquier serie de potencia con termino constante
distinto de cero es unidad. Para ver que (x) consta de los elementos que
no son unidades notamos que fx = xf para toda f ∈ R[[X]] y entonces
(x) = {xf |f ∈ R[[x]]}.

Todo elemento de la forma xf ∈ (x) tiene termino constante igual a 0

y entonces no es unidad. Sea f =
∞∑
i=0

aix
i ∈ R[[x]] tal que no es unidad,

entonces a0 = 0. Consideramos a g =
∞∑
i=0

bix
i donde bi = ai+1 para toda

i ≥ 0. Observamos que xg = f y entonces f ∈ (x).
Ahora, como 1 /∈ (x) tenemos que (x) 6= R[[X]]. Y sabemos que cualquier

ideal propio I de R[[x]] esta compuesto por elementos que no son unidades
(de otra forma I = R[[x]]) y por lo tanto I ⊆ (x). Así (x) es el único ideal
máximo de R[[x]]. �

Corolario 1.2.28. Si F es un campo, entonces F [[x]] es un anillo local y
J(F [[x]]) = (x).

Demostración. Se sigue del hecho de que F es conmutativo y de los Teo-
remas 1.2.27 y 1.2.25. �

Algunas veces encontrar la intersección de todos ideales izquierdos má-
ximos de un anillo no resulta tan sencillo, además de que no nos ofrece



1.2 R-módulos y el radical de Jacobson 19

mucha información sobre los elementos de J(R), la siguiente caracterización
del radical de Jacobson establece una propiedad para todos sus elementos.
Es necesario antes introducir una de�nición.

De�nición 1.2.29. Sea R un anillo y r ∈ R, decimos que r es cuasirregular
si (1− r) tiene inverso en R.

Si (1−r) tiene inverso izquierdo (derecho) decimos que r es cuasirregular
izquierdo (derecho).

Teorema 1.2.30. Sea R un anillo, entonces todo elemento de J(R) es cuasi-
rregular izquierdo y es el ideal izquierdo mayor con esta propiedad, es decir, si
I es un ideal izquierdo de R tal que todos sus elementos son cuasirregulares,
entonces I ⊆ J(R).

Demostración. Sea r ∈ J(R) y supongamos que R(1 − r) es un ideal iz-
quierdo propio de R, por el Lema 1.1.5 existe un ideal izquierdo máximo I de
R tal que R(1−r) ⊆ I, entonces (1−r) ∈ I y como r ∈ J(R), por el Teorema
1.2.25 se tiene que r ∈ I y entonces 1 ∈ I, lo que es una contradicción pues
I es un ideal propio de R. Por lo tanto R(1− r) = R. Entonces existe s ∈ R
tal que s(1− r) = 1.

SeaK un ideal izquierdo de R tal que todo elemento deK es cuasirregular
izquierdo. Supongamos que existe un ideal izquierdo máximo I de R tal que
K * I. Entonces I < K + I y como I es máximo K + I = R. Así existen
k ∈ K, i ∈ I tales que 1 = k + i y despejando obtenemos que i = 1 − k,
además como k es cuasirregular izquierdo tenemos la siguiente contención
R = R(1 − k) = Ri ⊆ I lo que es una contradicción ya que I es un ideal
propio de R.
Por lo tanto K ⊆ I para todo ideal máximo I de R. Entonces K ⊆ J(R). �

Para ejempli�car el uso que se le puede dar a esta caracterización se
probará la siguiente proposición.

Proposición 1.2.31. Sea R un anillo y S =

{(
x y
0 z

)∣∣∣∣x, y, z ∈ R}.
Entonces J(S) =

{(
a r
0 b

)∣∣∣∣ r ∈ R, a, b ∈ J(R)

}
.

Demostración. Sea K =

{(
a r
0 b

)∣∣∣∣ r ∈ R, a, b ∈ J(R)

}
demostremos

primero que K ⊆ J(S)
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Sea A ∈ K, entonces A =

(
a r
0 b

)
, con a, b ∈ J(R) y r ∈ R. Sea B ∈ S

con B =

(
u v
0 w

)

BA =

(
u v
0 w

)(
a r
0 b

)
=

(
ua ur + vb
0 wb

)
Como J(R) es un ideal izquierdo de R, ua, wb ∈ J(R), por lo tanto BA ∈ K
∀B ∈ S. Entonces K es un ideal izquierdo de S

Además todo elemento de J(R) es cuasirregular izquierdo, es decir existen
x, y ∈ R tales que x(1−a) = 1 y y(1−b) = 1. Veamos que A es cuasirregular
izquierdo. (

x −xry
0 y

)[(
1 0
0 1

)
−
(
a r
0 b

)]
=

(
1 0
0 1

)
Entonces K es un ideal izquierdo de S tal que todos sus elementos son cua-
sirregulares izquierdos. Por el Teorema 1.2.30 se tiene que K ⊆ J(S)

Para probar la otra contención notamos que los ideales izquierdos máxi-

mos de S son de la forma

(
I1 R
0 I2

)
con I1 e I2 ideales izquierdos máximos

de R. Por el Teorema 1.2.25 sabemos que J(S) es la intersección de todos

estos ideales. Entonces si A =

(
a r
0 b

)
∈ J(S) concluimos que a y b estan

contenidos en cada ideal izquierdo máximo de R y por lo tanto a, b ∈ J(R).
Asi A ∈ K para toda A ∈ J(S), es decir J(S) ⊆ K. �

Es posible dar mas información sobre los elementos de J(R) ya que sus
elementos además de ser cuasirregulares izquierdos, son tambien derechos y
por ende cuasirregulares.

Lema 1.2.32. Todo elemento de J(R) es cuasirregular.

Demostración. Sea r ∈ J(R), por el Teorema 1.2.30 sbemos que r es cua-
sirregular izquierdo y por lo tanto existe s ∈ R tal que s(1− r) = 1
Ahora sea y = 1− s, entonces s = 1− y y tenemos que

(1−y)(1−r) = 1−r−y+yr = 1−r−1+s+(1−s)r = −r+s+r−sr = s(1−r) = 1
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entonces −r− y+ yr = 0, despejando y obtenemos: y = (−1 + y)r, debido a
que J(R) es un ideal y ∈ J(R).
De nuevo por el Teorema 1.2.30 podemos concluir que (1−y) tiene un inverso
izquierdo x. Entonces x(1− y) = 1 = (1− y)(1− r) y así x = (1− r), por lo
tanto (1− y) es un inverso para (1− r), es decir r es cuasirregular. �

Teorema 1.2.33. Sean R1, R2, ...., Rn una familia de anillos, entonces

J(⊕ni=1Ri) = ⊕ni=1J(Ri)

Demostración. Por inducción sobre n, claramente el teorema se cumple
para n = 1. Si n = 2 observamos que si (x, y) ∈ J(R1) ⊕ J(R2) existe
r ∈ R1 y s ∈ R2 tales que r(1 − x) = 1 y s(1 − y) = 1 y por lo tanto
(r, s)((1, 1)− (x, y)) = (1, 1). Entonces J(R1)⊕J(R2) es un ideal de R1⊕R2

tal que todos sus elementos son cuasirregulares, por el Teorema 1.2.30 se
tiene que J(R1)⊕ J(R2) ⊆ J(R1 ⊕R2).
Ahora de�nimos πi : R1⊕R2 → Ri las proyecciones canónicas sobre Ri donde
i = 1, 2.
Sea Ii = πi(J(R1 ⊕ R2)). Notamos que si z ∈ Ii existe (x, y) ∈ J(R1 ⊕ R2)
tal que πi((x, y)) = z y además (x, y) es cuasirregular por lo que existe un
elemento (r, s) ∈ R1 ⊕R2 tal que (r, s)((1, 1)− (x, y)) = (1, 1), aplicando πi:

πi[(r, s)((1, 1)− (x, y))] = πi[(1, 1))]⇒ πi[(r, s)](1− z) = 1

entonces Ii es un ideal de Ri tal que todo elemento es cuiasirregular, de nue-
vo por el Teorema 1.2.30 se tiene que Ii ⊆ J(Ri) para i = 1, 2, por lo tanto
I1 ⊕ I2 ⊆ J(R1) ⊕ J(R2) lo que implica que J(R1 ⊕ R2) ⊆ J(R1) ⊕ J(R2).
Por ambas contenciones se cumple la igualdad.
Supongamos que ∀ k < n se cumple que J(⊕ki=1Ri) = ⊕ki=1J(Ri) y conside-
ramos ⊕ni=1J(Ri) = ⊕n−1

i=1 J(Ri)⊕J(Rn) que por hipótesis inductiva y el caso
n = 2 se obtiene ⊕ni=1J(Ri) = J(⊕n−1

i=1 Ri)⊕ J(Rn) = J(⊕ni=1Ri) �

Los submódulos de un R-módulo izquierdo con la contención forman un
conjunto parcialmente ordenado, y las cadenas que se forman proporcionan
mucha información sobre el módulo que las contiene.

De�nición 1.2.34. Sea M un R-módulo izquierdo, entonces decimos que
M cumple la condición ascendente de cadena(ACC) si para toda cadena
ascendente de submódulos de M tales que

S1 ≤ S2 ≤ S3 ≤ S4...

existe n ∈ N tal que Sn = Sn+1 = Sn+ 2...
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De�nición 1.2.35. SeaM un R-módulo izquierdo, decimos queM cumple la
condición descendente de cadena(DCC) si para toda cadena descendente
de submódulos de M tales que

...S4 ≤ S3 ≤ S2 ≤ S1

existe n ∈ N tal que Sn = Sn+1 = Sn+2...

Un módulo izquierdo que cumple ACC se le llama módulo neteriano y
si cumple DCC decimos que es un módulo artiniano.

Esta de�nición se puede extender de forma natural a anillos. Un anillo
es neteriano izquierdo (derecho) si RR (RR) es neteriano. Y un anillo es
artiniano izquierdo (derecho) si RR (RR) es artiniano.

Teorema 1.2.36. Sea M un R-módulo izquierdo y N ⊆ M un submódulo
de M . Se cumple lo siguiente:
a) Si N y M/N son neterianos entonces M es neteriano.
b) Si N y M/N son artinianos entonces M es artiniano.

Demostración. Para demostrar b) sea U1 ≥ U2 ≥ U3 ≥ ... una cadena
descendente de submódulos de M . Entonces

U1 ∩N ≥ U2 ∩N ≥ ... y (U1 +N)/N ≥ (U2 +N)/N ≥ ...

Son dos cadenas descendentes de N y M/N respectivamente. Como N y
M/N son artinianos ambas cadenas se estacionan y por lo tanto podemos
elegir n ∈ N tal que si m ≥ n se tiene que

Un ∩N = Um ∩N y Un +N = Um +N

Sabemos que Un ⊇ Um. Para probar la otra contención consideramos x ∈ Un,
entonces x ∈ Un + N = Um + N y denotamos x = um + n con um ∈ Um y
n ∈ N . Como um ∈ Um ⊆ Un vemos que n = x − um ∈ Un ∩ N = Um ∩ N .
Por lo tanto x− um ∈ Um, de aquí que x ∈ Um y por lo tanto Un = Um.
De lo anterior se concluye que U1 ≥ U2 ≥ U3 ≥ ... se estaciona y entonces M
es artiniano. La demostración de a) es análoga. �

Corolario 1.2.37. Sea M un R-módulo tal que es la suma �nita de submó-
dulos artinianos(neterianos). Entonces M es artiniano(neteriano).
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Demostración. Tenemos que M = N1 +N2 + ...+Nk y la demostración se
hara por inducción sobre k. Si k = 1 claramente M es artiniano(neteriano).
Supongamos que k > 1 y entonces M = N1 + N2 + ... + Nk, consideramos
N = N1 + N2 + ... + Nk−1 y así M/N = (N + Nk)/N ∼= Nk/Nk ∩ N que es
artiniano(neteriano) pues Nk lo es. Se sigue que M es artiniano(neteriano)
por el Teorema 1.2.36. �

La siguiente de�nición y lema son una extención a R-módulos de la de-
�nición de series de composición para grupos y nos resultarán útiles para
determinar cuando un R-módulo es artiniano y neteriano simultaneamente.

De�nición 1.2.38. Sea M un R-módulo. Una serie de composición para
M es una familia de submódulos Si ⊆M i ∈ {0, 1, ...n} tales que:
i) S0 = 0 y Sn = M
ii) Si es submódulo de Si+1 con 0 ≤ i < n
iii) Si+1/Si es un R-módulo simple con 0 ≤ i < n

La longitud de una serie de composición se de�ne como el número de
incluciones propias que hay en la serie.

Lema 1.2.39. Si M es un R-módulo izquierdo. Entonces M tiene una serie
de composición de longitud �nita si y sólo si M es artiniano y neteriano.

La prueba de este lema puede encontrarse en [1].



Capítulo 2

Densidad y anillos artinianos

2.1. Teorema de densidad de Jacobson

En el capítulo anterior de�nimos el radical de Jacobson para facilitar el
estudio de todos los módulos simples de un anillo determinado, el teorema de
densidad nos ofrece aún mas informacion cuando enfocamos nuestra atención
a uno de estos módulos simples.

El teorema fue primero enunciado y probado en la publicación �Structure
Theory of Simple Rings Without Finiteness Assumptions� escrita por Nathan
Jacobson en 1945. En este capitulo se da una prueba del teorema y algunas
de las consecuencias mas importantes que se deslindan de él.

Para la demostración del Teorema de densidad de Jacobson se necesitará
lo siguiente:

De�nición 2.1.1. Sean D un anillo con división, V un D-espacio y R un
subanillo de EndD(V ). Decimos que R es un subanillo denso de EndD(V )
si para todo subconjunto �nito D-linealmente independiente {x1, x2, ...xn}
de V y cualquier subconjunto {y1, y2, ...yn} de V , existe r ∈ R tal que
rxi = yi ∀i ∈ {1, 2, 3....n}

Teorema 2.1.2. Sean M un R-módulo izquierdo simple, D = EndR(M) y
X un subconjunto �nito de M . De�namos a I =Rann(X). Si u ∈ M es tal
que Iu = 0, entonces u ∈ DX el D-espacio generado por X.

Tomando en cuenta que DX =
∑
x∈X

αx, α ∈ D.
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Demostración. La demostración se hará por inducción sobre el número de
elementos de X.
Si X = ∅ entonces DX = {0}, con esto Rann(X) = R y por lo tanto I = R.
Ahora si Iu = Ru = 0 tenemos que u = 0 con lo cual obtenemos u ∈ DX.
Supongamos el resultado válido para cualquier subconjunto con n−1 elemen-
tos y consideremos X 6= ∅ con |X| = n. Sea x ∈ X, de�namos Y = X−{x} y
J =Rann(Y ). Observemos que J∩Rann(x) = {r ∈ R|ry = 0 ∀y ∈ Y y rx =
0} = I. Consideremos dos casos:

-Jx = 0. Entonces J ⊆Rann(x) lo que implica que J = I, entonces
Iu = 0 = Ju, usando la hipotesis inductiva obtenemos que u ∈ DY ⊆ DX.

-Jx 6= 0. Sabemos que J es un ideal izquierdo de R con lo que Jx es
un submódulo no trivial de M , pero sabemos que M es simple por lo que
Jx = M , de aquí que para todo v ∈M se tenga v = jx para algún j ∈ J .
De�namos α : M →M dada por α(jx) = ju. Veamos que esta bien de�nida.
Sean jx = kx con j, k ∈ J . Como (j − k)x = 0 entonces (j − k) anula a x y
por lo tanto (j − k) ∈ J∩Rann(x) = I. Además Iu = 0 con lo que se deduce
(j− k)u = 0. Distribuyendo y despejando obtenemos α(jx) = α(kx). Lo que
demuestra que α esta bien de�nido.
Para ver que α es R-homomor�smo, consideremos r ∈ R y v ∈ M entonces
v = jx para alguna j ∈ J . Notemos que rj ∈ J ya que J es un ideal izquierdo
de R y si operamos obtenemos que

α(rz) = α(rjx) = rju = rα(jx) = rα(v)

De esta manera α ∈ EndR(M) = D. Ahora sea j ∈ J y multipliquemos por
u− αx.

j(u− αx) = ju− jα(x) = ju− α(jx) = ju− ju = 0

Entonces J(u− αx) = 0 y por la hipótesis inductiva se tiene que (u− αx) ∈
DY por lo tanto

u− αx = α1x1 + α2x2 + ....αn−1xn−1

y si se despeja u se tiene que u = α1x1 + α2x2 + ....αn−1xn−1 + αx. Por lo
tanto u ∈ DX �

Teorema 2.1.3. (Teorema de densidad de Jacobson)Sean R un anillo y M
un R-módulo simple. Denotemos D = EndR(M), para cada r ∈ R de�nimos
αr : M →M como αr(u) = ru y a RM = {αr|r ∈ R}. Entonces RM es denso
en EndD(M).
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Antes de comenzar la demostración observemos que como M es simple,
el Teorema 1.2.13 nos dice que D es un anillo con división y M puede ser
visto como un D-espacio vectorial con la acción D×M →M , de�nida como
(α, u)→ α(u).

Notemos tambien que RM ⊆ EndD(M) ya que si tomamos αr ∈ RM ,
α ∈ D y u ∈M . Tenemos que

ααr(u) = α(ru) = rα(u) = αrα(u)

entonces αr es un D-homomor�smo. Por lo cual αr ∈ EndD(M).

Demostración. Sea φ : R→ EndD(M) dado por φ(r) = αr.
φ está bien de�nido pues Imgφ = RM ⊂ EndD(M), además αr+s = αr+αs y
αrs = αrαs, entonces φ es un homomor�smo de anillos. Por lo tanto Imgφ =
RM es un subanillo de EndD(M). Falta ver que es denso.

Sea X = {x1, x2, ..., xn} ⊆M un conjunto D-linealmente independiente
y Y = {y1, y2, ..., yn} ⊆ M . Queremos demostrar que RM es denso en
EndD(M), es decir, que existe αr ∈ RM tal que αr(xi) = yi ∀i ∈ {1, 2, 3....n}

Esto se probará por inducción sobre |X| = |Y | = n.
Si n = 0 se tiene que X = Y = ∅ y entonces RM es denso en EndD(M) por
vacuidad.

Sea n ≥ 1, de�nimos X = X − {xn} y Y = Y − {yn}. Por la hipotesis
inductiva existe s ∈ R tal que αs(xi) = yi con 1 ≤ i ≤ n − 1. De�namos
J =Rann(X), como X es linealmente independiente xn /∈ DX y por el Teo-
rema 2.1.2 Jxn 6= 0, pero J es un ideal izquierdo de R, entonces Jxn es un
submódulo izquierdo no trivial de M , que es simple. Entonces Jxn = M .
Como yn, sxn ∈M existe j ∈ J tal que yn − sxn = jxn.

Sea r = j + s y veamos que αr(xi) = yi ∀i ∈ {1, 2, 3....n}.
Si 1 ≤ i ≤ n − 1, tenemos que xi ∈ X, entonces jxi = 0 y αs(xi) = yi.

Operando

αr(xi) = αj+s(xi) = (j+s)xi = jxi+sxi = αj(xi)+αs(xi) = j(xi)+αs(xi) = yi

Si i = n

αr(xn) = αj+s(xn) = j + s(xn) = jxn + sxn = yn

Entonces RM es denso en EndD(M). �
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Corolario 2.1.4. Sea R un anillo primitivo, entonces R es isomorfo a un
subanillo denso de un anillo de endomor�smos.

Demostración. Como R es primitivo, existe un R-móduloM que es simple
y �el.
De�namos φ : R → EndD(M) como en la demostración del Teorema 2.1.3.
Por el primer teorema de isomor�smo R/Nuc(φ) ∼= Imgφ. Veamos quien es
Nuc(φ)

Nuc(φ) = {r ∈ R|αr = 0} = {r ∈ R|rx = 0, ∀x ∈M} =R ann(M)

Como M es �el Rann(M) = {0} y entonces R ∼= Imφ que es un subanillo
denso de EndD(M). �

En la situación del corolario anterior, si suponemos que la dimensión de
M es �nita, se probará en la próxima sección que Imφ = EndD(M) y por
lo tanto R ∼= EndD(M), también veremos que una condición su�ciente para
que esto ocurra es que R sea artiniano.

Para concluir la sección veamos un ejemplo de un D-espacio con dimen-
sión in�nita.

Proposición 2.1.5. Sea V un D-espacio de dimensión in�nita con base X =
{xi}i∈I . Sea S = {α ∈ EndD(V )|dimD(Img(α)) <∞} y de�nimos a R como
el subanillo de EndD(V ) generado por S ∪ {Id} donde Id es el operador
identidad. Entonces V es un R-módulo simple, D = EndR(V ) y R es denso
en EndD(V ).

Demostración. Para ver que V es un R-módulo simple, consideramos un
submóduloW ≤ V tal queW 6= 0 y probaremos que V = W . Sea w 6= 0 ∈ W .
Como X es una base de V , w =

∑n
i=1 aixi. Tenemos que w 6= 0 y entonces

ajxj 6= 0 para alguna j ∈ {1, 2, ...n}. Consideramos πj : V → V la proyección
de V sobre el subespacio generado por xj.

Para cada i ∈ I de�nimos αi : V → V dada por αi(xj) = xi y α(xk) = 0
si k 6= j. Claramente para toda i ∈ I se tiene que αi ∈ EndD(V ) y también
πj ∈ EndD(V ), además sus imágenes son de dimensión 1 y por lo tanto
πj, αi ∈ S ⊂ R.

Observamos que w′ = a−1
j (w) = a−1

j a1x1 + a−1
j a2x2 + ...+xj + ...a−1

j anxn.
Entonces αiπj(w′) = xi y así xi ∈ W para toda i ∈ I. Por lo tanto X ⊆ W
y entonces W = V .
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Para ver que R es denso en EndD(V ) consideramos un subconjunto L =
{x1, x2, ...xn} ⊆ V linealmente independiente y a Y = {y1, y2, ...yn} ⊆ V . Sea
U el subespacio generado por L. De�nimos la función α dada por α(xi) = yi
y α(v) = 0 si v /∈ U . Notamos que α tiene su imagen de dimensión �nita y
por lo tanto α ∈ R. �
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2.2. Anillos primitivos artinianos

Una de las mas importantes aplicaciones del Teorema de densidad es que
nos permite dar una prueba de la caracterización de los anillos primitivos
artinianos izquierdos (Teorema de Wedderburn-Artin). Para esto se demos-
trarán dos teoremas sobre el anillo de matrices de n× n con entradas en un
anillo con división.

Teorema 2.2.1. Si D es un anillo con division, entoncesMn(D) es artiniano
y neteriano izquierdo.

Demostración. Veamos que Mn(D) tiene una serie de composición de lon-
gitud �nita y por el Teorema 1.2.39 habremos terminado.

Denotaremos Aij la entrada ij de la matriz A y Eij la matriz canonica
que tiene a 1 como entrada ij y 0 en todas las demás.
Sea Ik = {A ∈ Mn(D)|Aik ∈ D,Aij = 0 cuando j 6= k} así Ik es el conjunto
de todas las matrices que tienen 0 en todas las columnas exepto en la columna
k.

Ahora de�namos a Uk =
k∑
i=1

Ik y observamos que

0 < U1 < U2 < U3... < Un = Mn(D)

Como Ik−1 ∩ Ik = 0 se tiene que Uk/Uk−1=Uk−1 + Ik/Uk−1
∼= Ik. Veamos

que Ik es simple.
Supongamos que J 6= 0 es un ideal tal que J ≤ Ik, entonces existe A ∈ J

tal que A 6= 0 y por lo tanto existe l ∈ {1, 2....n} tal que Alk 6= 0, como D es
un anillo con división existe b ∈ D tal que bAlk = 1 y además Ekk = bEklA ∈
J y entonces EikEkk = Eik ∈ J para toda i ∈ {1, 2, ...n}.

Ahora sea B ∈ Ik, entonces B =
n∑
i=1

BikEik y como Eik ∈ J , se tiene que

B ∈ J . De aquí que J = Ik y por lo tanto Ik es simple.
De lo anterior concluimos que la cadena 0 < U1 < U2 < U3... < Un = Mn(D)
es una serie de composición de Mn(D) que tiene longitud n. �

Teorema 2.2.2. Sea V un D-espacio con dimD(V ) = n, entonces
EndD(V ) ∼= Mn(Dop)
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Demostración. Sea X = {v1, v2, ...vn} un base para V como D-espacio.
Sea α ∈ EndD(V ) y escribimos

α(vi) =
n∑
j=1

aijvj

Denotamos a Aα ∈Mn(D) a la matriz que tiene como entrada ij igual a aij.
Sea θ : EndD(V ) → Mn(D) dada por θ(α) = Aα y veamos que es un anti-
isomor�smo de anillos, es decir, un isomor�smo de grupos tal que para
todo α, β ∈ EndD(V ) se tiene que θ(α ◦ β) = θ(β)θ(α).

Sea α ∈ Nuc(θ), entonces θ(α) = 0 la matriz cero, lo que implica que
α(vi) = 0 para toda i ∈ {1, 2, ....n} y entonces α = 0. Por lo tanto θ es
inyectiva.

Si A ∈Mn(D) con tiene la entrada ij igual a aij, de�nimos a α tal que

α(vi) =
n∑
j=1

vjaij

Como α esta de�nida en la base de V , se tiene que α ∈ EndD(V ) y θ(α) = A.
Por lo tanto θ es suprayectiva.

Para demostrar que θ es un anti-ismor�smo de anillos consideramos a α
y β en EndD(V ).Y veamos que Aα◦β = AβAα Para esto notamos que:

α(β(vi)) = α

(
n∑
j=1

bijvj

)
=

n∑
j=1

bijα(vj) =
n∑
j=1

n∑
k=1

bijajkvk =
n∑
k=1

(
n∑
j=1

bijajk

)
vk

Por lo tanto la entrada ik de Aα◦β es
n∑
j=1

bijajk que es justamente la

entrada ik de AβAα. Entonces Aα◦β = AβAα y se sigue que

θ(α ◦ β) = Aα◦β = AβAα = θ(β)θ(α)

Ahora de�namos ϕ : Mn(D)→Mn(Dop) dado por ϕ(A) = AT que claramen-
te es un anti-isomor�smo de anillos. Entonces ϕθ : EndD(V )→ Mn(Dop) es
un isomor�smo de anillos y por lo tanto EndD(V ) ∼= Mn(Dop) �

Teorema 2.2.3. Sea R un subanillo denso de un anillo de endomor�smos
de un D-espacio V . Entonces R es artiniano izquierdo si y sólo si dimD(V )
es �nita, en este caso R = EndD(V ).
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Demostración. Si suponemos que dimD(V ) = n, entonces V tiene una base
X = {v1, v2, ...vn}.

Sea α ∈ EndD(V ) y u ∈ V , entonces u =
n∑
i=1

αivi con αi ∈ D. Y como R es

denso, existe r ∈ R tal que α(vi) = rvi ∀i ∈ {1, 2...n}. Entonces:

αu = α

n∑
i=1

αivi =
n∑
i=1

ααivi =
n∑
i=1

αiαvi =
n∑
i=1

αirvi = r

n∑
i=1

αivi = ru

por lo tanto α(u) = ru para todo u ∈ V . Entonces α = r ∈ R. Tenemos
que R = EndD(V ) y por el Teorema 2.2.2 R ∼= Mn(Dop) que por el Teorema
2.2.1 es artiniano.

Resiprocamente si suponemos que R es artiniano izquierdo y que la di-
mensión de V es in�nita entonces existe un conjunto in�nito D-linealmente
independiente {u1, u2, u3, ...} ⊆ V . Por el Lema 1.2.14 V es un EndD(V )-
módulo izquierdo y por lo tanto un R-módulo izquierdo.
De�nimos In =Rann({u1, u2, ...un}). Entonces por el Lema 1.2.18(i) I1 ≥
I2 ≥ I3... es una cadena descendente de ideales izquierdos.

Sea x ∈ V , x 6= 0. Como {u1, u2, ....un+1} es un conjunto D-linealmente
independiente y R es un subanillo denso, existe r ∈ R tal que rui = 0 con
1 ≤ i ≤ n y run+1 = x 6= 0. Entonces r ∈ In, pero r /∈ In+1. Así In 6= In+1

∀n ∈ N lo que contradice el hecho de que R es artiniano. Por lo tanto
dimD(V ) es �nita. Ya vimos que en este caso R = EndD(V ).

�

Teorema 2.2.4. (Wedderburn-Artin)Sea R un anillo artiniano izquierdo,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
i) R es simple.
ii) R es primitivo.
iii) R es isomorfo al anillo de endomor�smos de un D-espacio no trivial V
de dimensión �nita sobre un anillo con división D.
iv) ∃n ∈ N tal que R es isomorfo al anillo Mn(D) donde D es un anillo con
división.

Demostración. (i)⇒ (ii) Si M es un R-módulo izquierdo simple, entonces
Rann(M) es un ideal propio de R, y como R es simple Rann(M) = 0, por lo
tanto M es un R-módulo simple y �el. Entonces R es primitivo.
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(ii)⇒ (iii) Por el Corolario 2.1.4 R es isomorfo a un subanillo denso A del
anillo de endomor�smos de unD-espacio V . Entonces A ∼= R que es artiniano
izquierdo, por el Teorema 2.2.3 dimD(V ) es �nita y R ∼= A = EndD(V ).
(iii) ⇒ (iv) Por el Teorema 2.2.2 R ∼= EndD(V ) ∼= Mn(Dop) y Dop es un
anillo con división, pues D lo es.
(iv)⇒ (i) R ∼= Mn(D) que es simple por el Teorema 1.1.14 �

Como ejemplos de anillos primitivos podemos encontrar a los campos,
pues si K es un campo, entonces el K-módulo regular KK es un K-módulo
simple y �el.

En general, por el teorema anterior, todo anillo que es simple y artiniano
izquierdo es primitivo.

Sin embargo podemos encontrar anillos primitivos que nos sean simples,
por ejemplo si consideramos un D-espacio vectorial V de dimensión in�nita
y R = EndD(V ). Sabemos que V es un R-módulo izquierdo. Sea u 6= 0 ∈ V .
Entonces podemos encontrar una base X para V que contenga u.

Ahora sea v ∈ V . De�nimos θv : V → V de�nido como θv(u) = v y
θv(w) = 0 para todo w ∈ X distinto de u. Como θv esta de�nido sobre los
elementos de la base sabemos que θv ∈ R para toda v ∈ V . Así Ru = V para
cualquier u 6= 0 ∈ V . Entonces V sólo contiene como submódulos propios al
trivial, por lo que es simple. Veamos que es �el.

Supongamos que existe α ∈ R tal que αV = 0, lo que implica que α(v) = 0
∀v ∈ V y por lo tanto α = 0, se sigue que Rann(V ) = 0 y entonces V es un
R-módulo �el. Por lo anterior tenemos que R es un anillo primitivo.
Consideramos a S = {α ∈ R|dimD(Imgα) < ∞} el conjunto de endomor-
�smos de rango �nito y notamos que α ◦ θ y θ ◦ α son de rango �nito para
todo θ ∈ R y α ∈ S, por lo tanto S es un ideal propio (pues id /∈ S) de V .
Concluimos que R es un anillo primitivo que no es simple.



Capítulo 3

Anillos semiprimitivos y
casi-primitivos

3.1. Anillos semiprimitivos artinianos y módu-

los semisimples

En esta sección se buscará extender la carcaterización de los anillos primi-
tivos artinianos izquierdos a anillos con estructuras mas complejas, es decir,
a anillos que resulten ser la suma directa de anillos primitivos artinianos iz-
quierdos. Veremos que para que un anillo artiniano izquierdo cumpla esto
basta que sea semiprimitivo, y con esto se enunciará y probará el teorema de
Wedderburn-Artin para anillos semiprimitivos.

Antes necesitamos ver que un anillo semiprimitivo y artiniano izquierdo es
la suma directa �nita de ideales izquierdos mínimos y para eso son necesarias
las siguientes de�niciones, así como varios lemas y teoremas.

De�nición 3.1.1. Un ideal izquierdo mínimo I de un anillo R 6= 0 es un
ideal izquierdo no trivial con la propiedad de que si J es otro ideal izquierdo
de R tal que 0 ≤ J ≤ I entonces J = 0 o J = I.

Si consideramos un anillo R y al R-módulo izquierdo regular RR, sabemos
que los ideales izquierdos de R coinciden con los submódulos de RR, es fácil
observar que un ideal izquierdo mínimo no contiene a ningún ideal izquierdo
distinto del trivial, y por lo tanto los ideales izquierdos mínimos de un anillo
R son justamente los submódulos simples de RR.
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Lema 3.1.2. Si R es un anillo artiniano izquierdo (derecho), entonces to-
da familia no vacía de ideales izquierdos (derechos) contiene un elemento
mínimo.

Demostración. Sea F una famiia no vacía de ideales izquierdos de R, y
suponemos que F no contiene un elemento mínimo. Sea I0 ∈ F , como F
no contiene elementos mínimos, existe I1 ∈ F tal que I0 > I1, de igual
forma existe I2 ∈ F tal que I1 > I2, inductivamente podemos construir una
cadena descendente de ideales I0 > I1 > I2 > I3... que nunca se estaciona, lo
que contradice el hecho de que R sea artiniano, por lo tanto F contiene un
elemento mínimo. �

De�nición 3.1.3. Decimos que R es un anillo semiprimitivo si y el radical
de Jacobson J(R) es el ideal trivial.

Dicho de otra forma, un anillo es semiprimitivo si la intersección de todos
sus ideales primitivos es el ideal trivial.

Entonces para entender la estructura de los anillos semiprimitivos es ne-
cesario estudiar la propiedades del ideal J(R) y para esto se introducen mas
conceptos de teoría de anillos.

De�nición 3.1.4. Sea R un anillo y r ∈ R, decimos que r es nilpotente
si existe un natural n tal que rn = 0. Si I es un ideal izquierdo de R tal
que todo elemento de I es nilpotente entonces decimos que I es un nil-ideal
izquierdo y si existe n ∈ N tal que In = 0 decimos que I es un ideal
izquierdo nilpotente de R .

Lema 3.1.5. Sea R un anillo, entonces todo elemento nilpotente de R es
cuiasirregular.

Demostración. Sea r ∈ R nilpotente, entonces existe n ∈ N tal que rn = 0.
Consideremos a x = 1 + r2 + r3 + ... + rn−1 y veamos que es un inverso de
1− r. Si operamos x(1− r) = (1 + r2 + r3 + ...+ rn−1)(1− r) = 1− rn = 1,
análogamente (1− r)x = 1 y por lo tanto r es cuasirregular. �

Lema 3.1.6. Si I es un nil-ideal izquierdo de un anillo R, entonces I ⊆ J(R).

Demostración. Se sigue directamente de que todo nil-ideal izquierdo es un
ideal izquierdo tal que todos sus elementos son cuasirregulares izquierdos y
por el Teorema 1.2.30 �
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De�nición 3.1.7. Si R es un anillo tal que su único ideal nilpotente es {0}
entonces R es un anillo semiprimo.

Veamos que en el caso de los anillos artinianos izquierdos ser semiprimi-
tivo es equivalente a ser semiprimo.

Teorema 3.1.8. Sea R un anillo artiniano izquierdo, entonces J(R) es un
ideal nilpotente de R.

Demostración. Sea J = J(R), como es un ideal izquierdo de R tenemos
que J ≥ J2 ≥ J3 ≥ ... es una cadena descendente de ideales izquierdos de R,
por hipótesis existe n ∈ N tal que Jn = Jn+1. De�nimos a I = Jn y notamos
que I = I2. Veamos que I = 0.

Supongamos que I 6= 0, lo que implica que I2 6= 0. Consideramos la
familia de ideales izquierdos F = {K ≤ R| IK 6= 0}. Como I ∈ F tenemos
que F 6= ∅ y por le Teorema 3.1.2 sabemos que F contiene un elemento
mínimo K0. Sea k ∈ K0 tal que Ik 6= 0. Como R(Ik) ⊂ Ik ⊂ K0 tenemos
que Ik es un ideal izquierdo de R tal que:

I(Ik) = I2k = Ik 6= 0

Por la minimalidad de K0 obtenemos que Ik = K0 y por lo tanto podemos
elegir i ∈ I tal que ik = k y entonces (1− i)k = 0 pero i ∈ I ⊆ J y entonces
(1 − i) es cuasirregular, cancelado por la izquierda obtenemos k = 0 y así
Ik = 0 lo que es una contradicción. Se sigue que I = Jn = 0 y entonces J es
nilpotente. �

Corolario 3.1.9. Sea R un anillo artiniano izquierdo, entonces R es semi-
primitivo si y sólo si es semiprimo.

Demostración. Si R es semiprimitivo tenemos que J(R) = 0. Sea I un
ideal izquierdo nilpotente de R, entonces I es un nil-ideal izquierdo y por el
Lema 3.1.6 I ⊆ J(R) = 0.

Reciprocamente, como R es semiprimo, el único ideal nilpotente de R es
el trivial, en particular J(R) es nilpotente por el Teorema 3.1.8 y entonces
J(R) = 0. �

Lema 3.1.10. Si R es un anillo, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.
i)R es semiprimo
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ii)Si I es un ideal de R tal que I2 = 0, entonces I = 0.
iii) Si I es un ideal izquierdo de R tal que I2=0, entonces I = 0.
iv) Si I es un ideal derecho de R tal que I2=0, entonces I = 0.
v) Si xRx = 0, entonces x = 0.

Demostración. i)⇒ ii) Sea I un ideal de R tal que I2 = 0 entonces I es un
ideal nilpotente de R, que es semiprimo, se sigue que I = 0.

ii)⇒ iii) Sea I un ideal izquierdo tal que I2 = 0. Como I es un ideal
izquierdo se tiene que IR es un ideal e (IR)2 ⊆ I2R = 0, entonces por ii)
IR = 0 e I ⊆ IR = 0. Por lo tanto I = 0 Analogamente ii)⇒ iv).

Como los ideales son en particular ideales izquierdos y derechos, clara-
mente iv)⇒ ii) y iii)⇒ ii).

iv)⇒ v) Si xRx = 0, entonces (xR)2 = 0 y por iv) xR = 0 lo que implica
que x = 0.

v)⇒ iv) Si I es un ideal derecho tal que I2 = 0. Sea x ∈ I, entonces
xRx ⊆ I2 = 0. Por v) x = 0. Como x es arbitraria se tiene que I = 0. �

De�nición 3.1.11. Si r es un elemento de un anillo R tal que r2 = r,
decimos que r es idempotente.

Lema 3.1.12. Sea I un ideal izquierdo mínimo de un anillo R. Si I2 6= 0,
entonces existe e ∈ I idempotente tal que Re = I

Demostración. Si I2 6= 0 entonces existe a ∈ I tal que Ia 6= 0. Y como
I es un ideal izquierdo de R notamos que Ia ⊆ Ra ⊆ I. Pero como I es
mínimo se tiene que Ia = I y por lo tanto existe e ∈ I tal que ea = a. Ahora,
sabemos que 0 6= Ia = Iea y entonces Ie 6= 0. Además e ∈ I, por lo que
0 6= Ie ⊆ Re ⊆ I que es mínimo. Por lo tanto Re = I.
Para probar que e es idempotente notamos que ea = a, al multiplicar por
e se se obtiene que e2a = ea y entonces (e2 − e)a = 0. Ahora de�namos el
ideal izquierdo J = {x ∈ I|xa = 0} y observamos que e ∈ I pero e /∈ J pues
ea = a 6= 0. Entonces J esta contenido propiamente en I que es un ideal
mínimo. Por lo tanto J = 0 y así e2 − e = 0, �nalmente despejando e2 = e.
�

Lema 3.1.13. Sean R un anillo, I = Re con e2 = e. Si U es un ideal
izquierdo de R tal que I ⊆ U , entonces U = I ⊕K para algún ideal izquierdo
K de R tal que Ke = 0
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Demostración. Sea u ∈ U . Tenemos que ue ∈ Re = I ⊆ U , entonces
ue ∈ U y por lo tanto u−ue = u(1−e) ∈ U , de esto se sigue que U(1−e) ⊆ U .
NombramosK = U(1−e) y observamos queKe = U(1−e)e = U(e−e2) = 0.
Además rU(1 − e) ⊆ U(1 − e) para toda r ∈ R, entonces K es un ideal
izquierdo de R. Ahora veamos que U = I +K y que I ∩K = 0.

Como I ⊆ U y K ⊆ U se tiene que I + K ⊆ U . Y para cualquier u ∈ U
podemos escribir u = ue+ u(1− e) ∈ I +K. Por lo tanto U = I +K.

Sea x ∈ I ∩ K, entonces x ∈ I = Re por lo cual existe r ∈ R tal que
x = re y como e es idempotente se tiene que x = re = re2 = xe ∈ Ke = 0.
Por lo tanto I ∩K = 0. �

Teorema 3.1.14. Sea R 6= 0 un anillo semiprimitivo y artiniano izquierdo,
entonces todo ideal izquierdo distinto del trivial (incluyendo a R) es la suma
directa de una familia de ideales izquierdos mínimos.

Demostración. Supongamos que el teorema es falso, es decir que existe
K 6= 0 ideal izquierdo de R tal que no es la suma directa �nita de ideales
izquierdos mínimos de R. Consideramos la familia F1 de los ideales izquierdos
de R tales que no son la suma directa �nita de ideales izquierdos mínimos.
Notamos que F1 6= ∅ pues K ∈ F1 y por el Lema 3.1.2 podemos encontrar
un ideal izquierdo mínimo I0 ∈ F1.

Ahora de�nimos a F2 = {RJ ≤ R|J ⊆ I0, J 6= 0} que también es distinta
del vacío pues I0 6= 0, de nuevo por el Lema 3.1.2 elegimos un ideal izquierdo
mínimo J0 ∈ F2. Claramente J0 es un ideal mínimo de R y por lo tanto
J0 6= 0. Entonces J2

0 6= 0 por el Lema 3.1.10 que por el Lema 3.1.12 se tiene
que J = Re donde e es idempotente. Aplicando el Lema 3.1.13 I0 = J0 ⊕ L
para algún ideal izquierdo L de R. Como J0 6= 0 concluimos que L < I0

que es mínimo con la propiedad de no ser la suma directa �nita de ideales
izquierdos de R, entonces L = ⊕nk=1Ik donde Ik es un ideal izquierdo mínimo
de R para toda k ∈ {1, 2, ..., n}. Pero entonces I0 = J0 ⊕ (⊕nk=1Ik) lo que
contradice la elección de I0. �

De�nición 3.1.15. Decimos que un R-módulo M es semisimple si M es
la suma de (equivalentemente, esta generado por) sus submódulos simples.

Corolario 3.1.16. Sea R un anillo semiprimitivo y artiniano izquierdo. En-
tonces todo R-módulo izquierdo U es semisimple.
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Demostración. Sea U un R-módulo izquierdo y F la familia de sus sub-
módulos simples. Demostraremos que U =

∑
S∈F

S. Claramente
∑
S∈F

S ⊆ U

Por el el Teorema 3.1.14 tenemos que R =
n∑
k=1

Ik donde para toda k se

tiene que Ik es un ideal izquierdo mínimo de R.
Sea u ∈ U y de�nimos para cada k el R-homomor�smo θk : Ik → U como

θk(x) = xu, entonces por el primer teorema de isomor�smo se obtiene que
θk(Ik) ∼= Ik/Nuc(θk), como Nuc(θk) es un R-submódulo de Ik que es simple,
entonces Nuc(θk) = 0 o Nuc(θk) = Ik de lo que se deduce que θ(Ik) = 0
o θ(Ik) ∼= Ik para toda k ∈ {1, 2, ..., n}. Entonces θk(Ik) es simple y por lo
tanto esta en F . De lo anterior se sigue que Iku ⊆

∑
S∈F

S para toda k, por

lo cual

(
n∑
k=1

Ik

)
u = Ru ⊆

∑
S∈F

S. Como u fue arbitraria se concluye que

U ⊆
∑
S∈F

S y por lo tanto U es semisimple. �

El siguiente teorema es la parte medular de la prueba del Teorema de
Wedderburn-Artin para anillos semiprimitivos y para su prueba es necesario
una de�nición y un lema.

Si R es un anillo, decimos que Ω es un conjunto representativo de
R-módulos izquierdos simples si para cualquier R-módulo izquierdo simple
M , existe un único S ∈ Ω tal que S ∼= M .

De�nición 3.1.17. Sea S un R-módulo izquierdo simple y M cualquier
R-módulo izquierdo, de�nimos la componente S-isotípica de M al sub-
módulo de M generado por todos los submódulos de M que son isomorfos a
S.

Notamos que si ningún submódulo de M es isomorfo a S, entonces la
componente S-isotípica de M es el submódulo trivial.

Lema 3.1.18. Sea M un R-módulo izquierdo tal que M = S1 +S2 + ...+Sn
y donde Si es un submódulo simple para toda i ∈ {1, 2, ..., n}. Si S es un
R-módulo izquierdo simple, entonces la componente S-isotípica de M es la
suma de todos los sumandos Si que son isomorfos a S.
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Demostración. Podemos enumerar los sumandos de tal forma que M =
S1 + S2 + ... + Sr + ... + Sn con 0 ≤ r ≤ n y se tenga que Si ∼= S si i ≤ r y
Si � S si i > r. Llamamos U a la componente S-isotípica de M y de�nimos

a V =
r∑
i=1

Si. (Notamos que si ningún Si es isomorfo a S, entonces r = 0 y

V = 0) Como U es el submódulo generado por los Si que son isomorfos a S,

tenemos que Si ⊆ U para toda i ≤ r y entonces V =
r∑
i=1

Si ⊆ U . Para la

otra contención basta probar que para cualquier submódulo T de M tal que
T ∼= S se tiene que T ⊂ V .

Sea T un submódulo de M tal que T ∼= S. De�nimos para cada i ∈
{1, 2, ..., n} la proyección conónica πi : M → Si (que es un R-homomor�smo)

y notamos que para toda m ∈M podemos escribir m =
n∑
i=1

πi(m). Sabemos

que πi(T ) es un submódulo de Si, que es simple, entonces πi(T ) = 0 o πi(T ) =
Si. Como a su vez T es simple tenemos que πi(T ) = Si implica que Si ∼= T ∼=
S y entonces i ≤ r. De lo anterior se sigue que πi(T ) = 0 si i > r. Así para

toda i ∈ {1, 2, ..., n} se tiene que πi(T ) ⊆ V y por lo tanto T ⊆
n∑
i=1

πi(T ) ⊆

V . Concluimos que U ⊆ V y entonces U = V . �

Teorema 3.1.19. Sea R 6= 0 un anillo semiprimitivo y artiniano izquierdo.
Sea Ω un conjunto de representantes de los R-módulos izquierdos simples.
Para cada S ∈ Ω sea IS la suma de todos los ideales mínimos de R isomorfos
a S. Entonces:
i) R = ⊕S∈ΩIS.
ii) Si S, T ∈ Ω tales que S 6= T , entonces IST = 0.
iii) |Ω| es �nito.
iv) IS es un ideal mínimo de R para todo S ∈ Ω.
v) IS es un anillo simple y artiniano izquierdo para toda S ∈ Ω.

Demostración. i) Por el Teorema 3.1.14 sabemos que R es la suma directa
�nita de ideales izquierdos mínimos, lo que implica que RR (el R-módulo
regular) es la suma directa �nita de submódulos simples, es decir RR =
S1⊕S2⊕ ...⊕Sn donde Si es un submódulo simple. Notamos que para cada
S ∈ Ω, IS es la componente S-isotípica de RR. Por el teorema 3.1.18 se tiene
que R = ⊕ni=1Si = ⊕S∈ΩIS.
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ii) Sea I un ideal izquierdo mínimo de R tal que I ∼= S y t ∈ T . De�nimos
el R-homomor�smo θ :RI → T dado por θ(x) = xt. Sabemos que I ∼= S � T
y por lo tanto θ no es un isomor�smo. Pero T es simple, lo que implica que
Img(θ) = 0 por lo que θ = 0 y entonces θ(I) = It = 0, concluimos que
IT = 0 para todo ideal I tal que I ∼= S. Como IS es la suma de estos ideales
tenemos que IST = 0.

iii) Sabemos que M = ⊕ni=1Si = ⊕S∈ΩIS, si suponemos que |Ω| es in�nito
entonces existe T ∈ Ω tal que IT = 0 (pues M es una suma directa �nita de
módulos simples) entonces por ii) tenemos que IST = 0 para todo S ∈ Ω,
incluso para T pues ITT = 0(T ) = 0. Entonces T (⊕S∈ΩIS) = TR = 0 lo que
es una contradicción pues R 6= 0 6= T . Por lo tanto |Ω| es �nito.

iv) IS es un ideal izquierdo por como esta de�nido. Por ii) sabemos que
si T 6= S tenemos que IST = 0, y esto ocurre para cualquier submódulo
isomorfo a T , entonces ISIT = 0 para todo T 6= S. Entonces ISR = ISIS ⊆ IS
y por lo tanto IS tambien es un ideal derecho de R.

Para ver que es mínimo, suponemos que existe I ideal de R tal que I < IS.
Veamos que I = 0, como I es propio podemos elegir J ⊆ IS tal que J ∼= S
y J * I. J ∩ I es un ideal izquierdo contenido en J y entonces J ∩ I = 0.
Como I es un ideal derecho y J un ideal izquierdo tenemos que IJ ⊆ I e
IJ ⊆ J , por lo tanto IJ ⊆ J ∩I = 0. IS es la suma de ideales isomorfos a J y
entonces I(IS) = 0. Para S 6= T sabemos que I(IT ) ⊆ IS ∩ IT = 0. Entonces
I(IS) = 0 para todo S ∈ Ω por lo que IR = 0, se sigue que I = 0.

v) Sea S ∈ Ω. Veamos que IS es un anillo simple y artiniano.

Como R = ⊕S∈ΩIS podemos escribir 1 =
∑
T∈Ω

eT con eT ∈ IT . Si x ∈ IS

tenemos que x = 1x =
∑
T∈Ω

eTx, pero si S 6= T sabemos que xeT ∈ IS∩IT = 0

por lo que x = x1 = xeS, analogamente x = eSx y así eS es un elemento
identidad de IS y por lo tanto es un subanillo (anillo). Sea I ≤ IS, como
ISIT = 0IT IS si S 6= T tenemos que RI = ISI y RI = ISI. Por lo tanto los
ideales de IS son tambien ideales de R que es artiniano, entonces IS tambien
es artiniano. Por iv) tenemos que IS es mínimo y por lo tanto simple. �

Para �nalizar esta sección se dará la prueba de la generalización del Teore-
ma de Wedderburn-Artin para anillos semiprimitivos y artinianos izquierdos.
Antes probaremos que el producto directo de un número �nito de anillos se-
miprimitivos es también un anillo semiprimitivo.
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Teorema 3.1.20. Si R1, R2, ...Rn es una familia de anillos semiprimitivos,
entonces R1 ⊕R2 ⊕ ...⊕Rn es un anillo semiprimitivo.

Demostración. La prueba se sigue directamente del Teorema 1.2.33 pues
J(⊕ni=1Ri) = ⊕ni=1(J(Ri)) y como Ri es semiprimitivo se tiene que J(Ri) = 0
para toda i ∈ {1, 2, .., n} entonces J(⊕ni=1Ri) = 0 �

Teorema 3.1.21. (Wedderburn-Artin) Sea R un anillo no trivial, entonces
son equivalentes:
i) R es semiprimitivo y artiniano izquierdo.
ii) R es la suma directa �nita de ideales mínimos donde cada uno de ellos es
isomorfo al anillo de endomor�smos de un espacio de dimensión �nita sobre
un anillo con división.
iii) Existen D1, D2, ...Dk anillos con división y naturales n1, n2, ...nk tales que
R es isomorfo al anillo Mn1(D1)⊕Mn2(D2)⊕ ...⊕Mnk

(Dk)

Demostración. i)⇒ ii) Si R es semiprimitivo y artiniano izquierdo, por
el Teorema 3.1.19 sabemos que R = I1 ⊕ I2 ⊕ ... ⊕ Ik donde Ii es un anillo
artiniano y simple para toda i ∈ {1, 2, ..., k} que por el Teorema 2.2.4 se tiene
que Ii ∼= EndDi

(Vi) donde Di es un anillo con división y Vi es un Di-espacio
tal que dimDi

(Vi) es �nita
ii)⇒ iii) Si R = I1⊕I2⊕ ...⊕Ik donde Ii ∼= EndSi

(Vi), dimSi
(Vi) = ni y Si

es un anillo con división para toda i ∈ {1, 2..., k}. Entonces por el Lema 2.2.2
se tiene que EndSi

(Vi) ∼= Mni
(Sopi ). Llamamos Di = Sopi que es un anillo con

división y iii) queda demostrado.
iii)⇒ i) ComoMni

(Di) es artiniano y semiprimitivo para toda i ∈ {1, 2, ...n},
se sigue del Teorema 3.1.20 que Mn1(D1) ⊕Mn2(D2) ⊕ ... ⊕Mnk

(Dk) es se-
miprimitivo y por el Corolario 1.2.37 también es artiniano, y por lo tanto R
es semiprimitivo y artiniano. �
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3.2. Anillos casi-primitivos

Se de�nió a un anillo primitivo como aquel que tiene un módulo izquierdo
simple y �el, en esta sección se busca generalizar este concepto debilitando
la hipótesis de simplicidad, la de�nición que surge de esto es la de los anillos
casi-primitivos. Una de las propiedades de los módulos simples es que sus
anillos de endomor�smos resultan ser anillos con división, y los módulos sobre
anillos con división (los D-espacios) se comportan de forma muy similar a
los espacios vectoriales. En esta sección ya no trabajaremos con módulos
simples y por ende tampoco con D-espacios. Sin embargo podremos trabajar
con estructuras muy similares, los módulos libres, en los que tambien se puede
de�nir independencia lineal y base.

De�nición 3.2.1. Si R es un anillo, decimos que M es un R-módulo iz-
quierdo (derecho) libre si M tiene una base. Es decir existe X ⊆M tal que
M =

∑
x∈X

Rx (M =
∑
x∈X

xR) y X es R-linealmente independiente.

Las de�nicion de R-independencia lineal para R-módulos libres es com-
pletamente análoga a la de D-independencia lineal de�nida para D-espacios.
(de�nicion 1.2.15)

De�nición 3.2.2. Un anillo R es casi-primitivo izquierdo si existe un R-
módulo izquierdoM �el con la propiedad de que para cualquier R-submódulo
propio RN de RM existe f ∈ EndR(M) = S tal que (N)f = {0} (Donde
(N)f = {(n)f |n ∈ N}). Además de que MS es un S-módulo derecho libre.
A RM se le llama el módulo característico de R

Análogamente se puede de�nir un anillo casi-primitivo derecho, donde su
módulo carcacterístico es un R-módulo derecho. Como solo trabajaremos con
anillos casi-primitivos izquierdos, simplemente escribiremos casi-primitivos
para referirnos a estos.

Notamos que comoMS es un S-módulo derecho, ahora escribimos la apli-
cación de un endomomor�smo α ∈ S sobre un elemento m ∈M como (m)α
para enfatizar que la acción de S sobre M esta de�nida por la derecha.

Recordemos que dicha acción esta dada para cada α ∈ S y m ∈ M por
mα = (m)α.

Es fácil notar que todo anillo primitivo R es también casi-primitivo,
pues tiene un R-módulo izquierdo M que es �el y simple, lo implica que
no tiene submódulos propios distintos del trivial y ({0})f = {0} para toda
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f ∈ EndR(M). Además M es simple, por lo que D = EndR(M) es un anillo
con división y entoncesMD es un D-espacio, que sabemos que tiene una base
y por lo tanto es un D-módulo derecho libre.

Teorema 3.2.3. Si R es un anillo casi-primitivo con módulo característico
M , nombramos S = EndR(M) y consideramos a V un S-submódulo libre de
MS. Si I =Rann(V ) y m ∈M tal que Im = 0 entonces m ∈ V . Además si X
es un base para V y a ∈M tal que X ∪ {a} es S-linealmente independiente,
entonces Ia = M .

Demostración. Se probará por inducción sobre |X|. Si |X| = 0 se tiene
que V = 0 y entonces I = R. Si m ∈ M tal que Im = Rm = 0 entonces
m = 0 ∈ V . Además si {a} es S-linealmente independiente se tiene que
Ra = M , pues si suponemos que Ra 6= M entonces Ra es un submódulo
propio de M y por lo tanto existe f ∈ S distinta de cero tal que (Ra)f = 0,
y esto implica que (a)f = 0, lo que contradice que a sea S-linealmente
independiente.

Supongamos que |X| = n y consideremos u ∈ X. Si de�nimos W al S-
submódulo generado por X − {u} observamos que |X − {u}| = n− 1 y que
V = W + uS. Nombramos J =Rann(W ) y por hipótesis inductiva sabemos
que Ju = M .
Sea m ∈ M tal que Im = 0. De�nimos θ : M = Ju → Jm dada por
(ju)θ = jm y veamos que esta bien defnida.
Sean ju, ku ∈ Ju tales que ju = ku, entonces (j − k)u = 0 y por lo tanto
(j− k) ∈ I, como Im = 0 se tiene que (j− k)m = 0 y así jm = km. Además
θ es un R-homomor�smo pues si r ∈ R se tiene que (rju)θ = rjm = r(ju)θ,
así θ ∈ S.
Por otro lado J((u)θ−m) = 0, para ver esto consideramos j ∈ J y al operar
se tiene que j((u)θ −m) = (ju)θ − jm = 0.
Por la hipotesis inductiva (u)θ − m = w ∈ W y entonces m = (u)θ − w.
Como w ∈ V y (u)θ ∈ uS ⊆ V concluimos que m ∈ V .
Ahora, sea a ∈M tal que X ∪{a} es S-linealmente independiente. Suponga-
mos que Ia 6= M . Entonces Ia es un submódulo propio de M y por lo tanto
existe f 6= 0 ∈ S tal que (Ia)f = 0 = I(af), como f 6= 0 y a es S-linealmente
independiente tenemos que af 6= 0.
Consideramos σ : M = Ju→ J(af) dada por (ju)σ = j(af). Si ju, ku ∈ Ju
tales que ju = ku, se sigue que (j−k)u = 0 y entonces (j−k) ∈ I por lo que
(j − k)(af) = 0 y así j(af) = k(af). Por lo tanto σ es un R-homomor�smo
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bien de�nido y entonces esta en S, más aún J((u)σ−af) = 0, por la hipotesis
inductiva tenemos que (u)σ− af ∈ W por lo cual af ∈ V , lo que contradice
que X ∪ {a} sea S-linealmente independiente. Por lo tanto Ia = M . �

Utilizando el teorema anterior probaremos la generalización del teorema
de densidad de Jacobson para anillos casi-primitivos. Como ya vimos, un ani-
llo primitivo es casi-primitivo, entonces el Teorema 2.1.4 es una consecuencia
directa del siguiente teorema.

Teorema 3.2.4. Sea R un anillo casi-primitivo con módulo característico
M , sea S = EndR(M) y MS un módulo libre. Entonces R es isomorfo a un
subanillo denso de EndS(MS).

Demostración. De�nimos ϕ : R→ EndS(MS) dado por ϕ(r) = αr, donde
αr es el R-endomor�smo deM de�nido para cadam ∈M como (m)αr = rm.
Para cualquier r, s ∈ R se tiene que αr+s = αr + αs y αrs = αrαs, entonces
ϕ(r+s) = ϕ(r)+ϕ(s) y ϕ(rs) = ϕ(r)ϕ(s). Por lo tanto ϕ es un homomor�smo
de anillos.
Además si r ∈ Nuc(ϕ) entonces αr = 0 y así rm = 0 para toda m ∈ M , lo
que implica que r ∈Rann(M)= 0 puesM es �el. Por lo tanto r = 0, entonces
ϕ es inyectiva y R ∼= ϕ(R). Veamos que ϕ(R) es denso en EndS(MS).
Sea X = {x1, x2, ..., xn} ⊆ M un conjunto S-linealmente independiente y
Y = {y1, y2, ..., yn} ⊆ M . De�nimos a Vi = 〈{x1, x2, ...xi−1, xi+1, ...xn}〉 y a
Ji =Rann(Vi). Como R es casi-primitivo, por el Teorema 3.2.3 se tiene que
Jixi = M . Y entonces existe ri ∈ Ji tal que rixi = yi y rixj = 0 si i 6= j
pues xj ∈ Vi. Consideramos r =

∑n
i=1 ri y notamos que αr ∈ ϕ(R) cumple

que (xi)αr = yi para toda i ∈ {1, 2..., n}. Por lo tanto ϕ(R) es denso en
EndS(MS). �

Lema 3.2.5. Si S es un anillo y M es un S-módulo derecho libre de con una
base �nita de n elementos, entonces EndS(MS) ∼= Mn(S)

Demostración. La prueba es análoga a la del Teorema 2.2.2. Solo tomando
en cuenta que si de�nimos θ : EndS(MS)→Mn(S) como en el Teorema 2.2.2
dada por θ(α) = Aα donde Aα es la matriz asociada a α respecto a una baseX
deMS, notamos que comoM es ahora un S-módulo derecho el homomor�smo
θ resulta ser un isomor�smo de anillos (y no un anti-isomor�smo). �
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Teorema 3.2.6. Sea R un anillo casi-primitivo con módulo característico
M , S = EndR(M) y MS un S-módulo derecho libre, entonces se cumple que:
i) Si existe una base de M �nita con n elementos, R ∼= Mn(S)
ii) Si existe una base de M con un número in�nito de elementos, para toda
n ∈ N existe un subanillo Rn de R y un homor�smo suprayectivo θ : Rn →
Mn(S).

Demostración. Sea ϕ como en el Teorema 3.2.4. Para i) consideramos una
base X de M , donde X = {x1, x2, ..., xn}. Sea g ∈ EndS(MS), ya vimos
que R ∼= ϕ(R) y que es denso en EndS(MS), entonces existe αr en ϕ(R) tal
que (xi)αr = (xi)g para toda xi ∈ X y por lo tanto g = αr ∈ ϕ(R) y así
ϕ(R) = EndS(MS). Por el Lema 3.2.5 se tiene que

R ∼= ϕ(R) = EndS(MS) ∼= Mn(S)

ii) Sea n ∈ N y Y una base in�nita de M , entonces podemos encontrar
X = {x1, x2, ..., xn} ⊆ Y un conjunto S-linealmente independiente y de�ni-
mos a N = 〈X〉 el S-submódulo libre generado por X. De�nimos tambien
Rn = {r ∈ R|(N)αr ⊆ N}. Claramente Rn es un subanillo de R. De�ni-
mos θ∗ : Rn → EndS(NS) dado por θ∗(r) = αr que esta bien de�nido pues
(N)αr ⊂ N y entonces αr ∈ EndS(NS). Para ver que es suprayectivo sea
g ∈ EndS(NS), como ϕ(R) es denso en EndS(MS) existe r ∈ R tal que
(xi)αr = (xi)g y por lo tanto r ∈ Rn y θ∗(r) = g.
El Lema 3.2.5 nos dice que EndS(NS) ∼= Mn(S), entonces existe un iso-
mor�smo φ : EndS(NS) → Mn(S) y así θ = φθ∗ : Rn → Mn(S) es un
homomor�smo suprayectivo. �

Finalmente veamos el siguiente teorema, el cual nos proporciona una ma-
nera sencilla para encontrar ejemplos de anillos casi-primitivos.

Teorema 3.2.7. Sea S un anillo tal que para cada ideal propio I de S existe
un elemento distinto de cero a ∈ S tal que Ia = 0. Entonces R = Mn(S) es
un anillo casi-primitivo.

Demostración. Sea Eij la matriz canónica con entrada ij igual a 1 y las
demás iguales a 0. De�nimos M = RE11 notamos que

M =


S 0 0 ... 0
S 0 0 ... 0
...
S 0 0 ... 0


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Es decir, las matrices que tienen la primera columna con entradas en S y
todas las demás iguales a 0. Por lo tanto

M = E11S ⊕ E21S ⊕ E31S ⊕ ...⊕ En1S

Entonces M es un S-módulo derecho libre además de un R-módulo izquier-
do. Ahora veamos que S = EndR(M). Si g ∈ EndR(M) podemos escribir
(E11)g =

∑n
i=1Ei1xi con xi ∈ S, entonces

(E11)g = (E11 · E11)g = E11 ·
n∑
i=1

Ei1xi = E11x1

Para toda m ∈M existe y ∈ R tal que m = yE11 entonces (m)g = (yE11)g =
y(E11)g = yE11x1 = mx1 es decir mg = mx1 para toda m ∈ M , entonces
g = x1 ∈ S.
Ahora consideremos a RN un submódulo propio de RM . Buscamos encontrar
f ∈ S tal que f 6= 0 y (N)f = 0. Como N es un submódulo propio de M , N
es de la forma

N =


I 0 0 ... 0
I 0 0 ... 0
...
I 0 0 ... 0


donde I es un ideal propio de S. Sabemos, por hipótesis, que existe un ele-
mento distinto de cero a ∈ S tal que Ia = 0, si consideramos f = a se
tiene que (N)f = 0. Por lo tanto R es un anillo casi-primitivo con módulo
carcaterístico RM . �

Como ejemplo podemos considerar a Z8. Los ideales propios de de Z8 son
I1 = {0}, I2 = {0, 2, 4, 6} e I3 = {0, 4}. Claramente 4 6= 0 e Ii(4) = {0} para
toda i ∈ {1, 2, 3}. El Teorema 3.2.7 nos dice que R = Mn(Z8) es un anillo
casi-primitivo para toda n ∈ N, más aún, su módulo característico esta dado
por RM = RE11.
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