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Introduccion

El contenido de este trabajo y los resultados que se presentan conciernen
principalmente al area del algebra no conmutativa, en particular se buscaré
explicar el significado del Teorema de densidad de Jacobson, introducido
por Nathan Jacobson en la publicacion “Structure Theory of Simple Rings
Without Finiteness Assumption” en el afio 1945 , dicho teorema permite el
estudio de médulos simples concentrandose en sus anillos de endomorfismos.

El nombre del teorema proviene del concepto de densidad en topologia,
pues es posible dar una topologia al anillo de endomorfismos de un médulo
U de tal forma que dos elementos estan “cerca” si coinciden en submodu-
los finitamente generados suficientemente grandes de U. En este sentido un
subanillo denso de un anillo de endomorfismos es un subconjunto denso bajo
esta topologia.

Este texto tiene la intencién de que cualquier lector con conocimientos de
teoria de grupos y que esté familiarizado con el algebra lineal pueda leerlo
sin necesidad de referirse a otros textos, por lo que en el primer capitulo se
presentan definiciones, lemas y teoremas que se necesitaran para la lectura
del texto, asi como la mayoria de sus pruebas.

En la primera seccion de este capitulo se concentrara la atencién en la
teoria de anillos e ideales, definiendo algunas de las diferentes clases que
hay de estos. En la segunda se introducira la definicion de moédulo sobre
un anillo, ademés de dar dos importantes caracterizaciones del radical de
Jacobson. También se defininira la clase de anillos primitivos, que sera uno
de los principales objetos de estudio del trabajo, estos anillos son aquellos
que cuentan con un modulo simple y fiel.

Es en el segundo capitulo donde se comenzard a trabajar con el concepto
de densidad y el de subanillos densos de un anillo de endomorfismos. Este
capitulo consta de dos secciones, la primera enfocada en la demostracion del
Teorema de densidad de Jacobson y en concluir que los anillos primitivos son
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isomorfos a un subanillo denso de un anillo de endomorfismos.

La segunda seccion presenta una de las aplicaciones mas importantes del
teorema, la caracterizacion de los anillos primitivos artinianos, este resultado
es también conocido como el Teorema de Wedderburn-Artin.

Finalmente, en el tercer capitulo se exiende en dos sentidos el concepto
de primitividad para anillos, primero introduciendo los anillos semiprimiti-
vos cuya propiedad es que su radical de Jacobson es el ideal trivial y que
resultan ser la suma directa de anillos primitivos. Y segundo, al debilitar la
hipotesis de simplicidad para anillos primitivos, surge la definicion de anillo
casi-primitivo, tema principal del articulo “The Jacobson density theorem
and some aplications” escrito por B.S Chwe y J. Neggers, en el cual esta
basada esta tultima seccion.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Anillos, ideales y anillos con division.

Mucha de la importancia del estudio de anillos radica en que su definicion
generaliza a la estructura de un campo, ejemplos de anillos son los enteros,
las matrices de n x n, el anillo de endomorfismos de un grupo abeliano, etc.

Definicién 1.1.1. Sea R un conjunto dotado con dos operaciones suma y
producto (denotadas con + y - respectivamente) y sean r, s y t en R. Entonces
R es un anillo si se cumple:

i) (R,+) es un grupo abeliano

i) (r-s)-t=r-(s-t)

i) r-(s+t)=r-s+r-t

i) (s+t)-r=s-r+t-r

Si R es un anillo y ademas cumple que existe un elemento en R, usual-
mente denotado como 1, tal que - 1=1-r =r Vr € R, entonces se dice que
R es un anillo con identidad.

En este texto, cuando se refiera a un anillo se supondra que contiene al 1 y
para facilitar la escritura de r - s simplemente se escribira rs.

La condiciéon de que el producto sea conmutativo no forma parte de la de-
finicion de anillo. Si R es un anillo y ademas rs=sr para cualquier par de
elementos r y s en R, se dice que R es un anillo conmutativo.

Un ejemplo de anillo es End(G), el conjunto de todos los homomorfismos
de un grupo abeliano G sobre si mismo. Si se define la suma como la suma
puntual de funciones, es decir, si « y § son dos elementos de End(G),
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definimos a+f : G — G como (a+f5)(z) = a(x)+(x) para toda x € G, por
ser G un grupo abeliano se tiene que o + 3 es un homomorfismo de grupos y
por lo tanto esta en End(G). Ademas si definimos la composicion de funciones
como producto (que es asociativa y distribuye la suma puntual), concluimos
que End(G) satisface la definicion de anillo con estas dos operaciones.

Definiciéon 1.1.2. Si {R;};cs es una familia de anillos, consideramos el pro-
ducto cartesiano como el conjunto de funciones

[[R={c:1—JRilo(i) € R}

il i€l

Sea o € HRi’ denotamos por {o(i)} a la imagen de o. Definimos la suma
i€l
y el producto de 01,09 € H R; coordenada a coordenada, es decir:
iel
(01 + 02)(i) = 01 (i) + 02(4)
(01 - 02)(2) = 01(i) - (%)
Con estas operaciones HRi es un anillo y se le conoce como el producto
i€l
directo de {R;}icr.

En el contexto de la definicion anterior, si I = {1,2...,n}, el producto
directo de {R;}ies se denota como Ry @ Ro @ ... ® R,, .

Dado que en este trabajo se discutiran principlamente resultados rela-
cionados con la teoria de anillos no-conmutativos es importante definir el
concepto de ideal izquierdo, ideal derecho e ideal bilateral (o simplemente
ideal), que para el caso de anillos conmutativos estos tres coinciden.

Definicién 1.1.3. Un subconjunto I de un anillo R es un ideal si cumple
que:

i) I es un subgrupo de R con la suma.

y ademas para cualesquieraa € [ yr € R

ii) ra € 1

iii) ar € 1

usualmente se denota como I < R (y en el caso de ser un ideal propio se
denotara como I < R)

Si I cumple (i) y (ii) entonces se denota como rI y se dice que es un
ideal izquierdo de R, andlogamente si I cumple las condiciones (i) y (iii)
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se denota como Iy y se dice que es un ideal derecho de R.

El concepto de ideal(bilateral) para anillos es similar al de subgrupo nor-
mal para grupos, en el sentido de que su existencia nos permite definir un
cociente, el cual conserva la estructura de anillo.

Sea I un ideal de un anillo R, definimos la siguiente relacion para elemen-
tos de R

r~s & r—sel

Como r —r =0 € [ la relacion es reflexiva. Si r — s € I entonces —(r — s) =
s —r € I y por lo tanto la relacion es simétrica. Sir—s e lys—tel
entonces (r —s) + (s —t) = r —t € I entonces la relacion es transitiva.

De lo anterior se concluye que la relacion ~ es de equivalencia. La clase de
equivalencia de un elemento r € R esta dada por [r] =r+1 = {r+1ili € I}.
El conjunto de todas estas clases de equivalencia forman un anillo con las
operaciones de suma y producto definidas de la siguiente forma.
(r+D+(s+1)=(r+s)+1

(r+1)-(s+1)=(r-s)+1

Este anillo se denota como R/I y se le conoce como el anillo cociente
de R con I. Es claro que de las propiedades de ideal ambas operaciones estan
bien definidas (no dependen del representante).

Un ejemplo de esto es la construccion del anillo Z/nZ, si consideramos [
un ideal de Z notamos que I = nZ para algtin natural n € N y la relaciéon de
equivalencia a ~ b < a — b € nZ es equivalente a decir que a = b (mod n).
Entonces las clases de equivalencia resultan ser [a] = {b € Z|a = b(mod n)}.

Asi Z/nZ se puede describir eligiendo un sistema completo de residuos
de la siguiente forma Z/nZ = {[1],[2],....,[n — 2], [n — 1]} y las operaciones
quedan definidas como [a] + [b] = [a + b] v [a][b] = [ab].

Como nZ es un ideal de Z para toda n € N, podemos construir anillos de
orden finito para cualquier natural que se deseé. Usualmente a Z/nZ se le
denota como Z,,.

Definicién 1.1.4. Sea [ un ideal propio de un anillo R, decimos que [ es
maximo, si para todo ideal J tal que I C J C R, entonces J =10 J = R.

Anélogamente se define un ideal izquierdo o derecho maximo.
El siguiente lema se probara para ideales bilaterales, sin embargo la misma
prueba puede ser empleada para ideales izquierdos o derechos.
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Lema 1.1.5. Sea R # 0 un anillo, entonces todo ideal propio A de R esta
contenido en un ideal mdximo de R

Demostracion. Sea A un ideal propio de R y consideremos F = {M <
R|A C M} la familia de todos los ideales propios de R que contienen a
A. Observamos que F' # () pues A € F y observemos también que F es un
conjunto parcialmente ordenado bajo la contenciéon. Veamos que toda cadena
de ideales de F' tiene una cota superior para aplicar el lema de Zorn.

Sea C' = {M, };er una cadena de ideales en F'y consideremos a
M = U M;. Afirmamos que M es un ideal.

i€l

Seaen a,b € M, entonces a € M; y b € M; para algunas 7,j € I. Como C
es una cadena se tiene que M; C M; o M; C M;. Sin perdida de generalidad
suponemos la segunda, entonces a,b € M; que es un ideal, entonces a — b y
ra estan en M; C M. Por lo tanto M es un ideal. Veamos ahora que M € F'.
Como M; < Ry A C M; para toda i € I, se deduce que M < Ry AC M
por lo que M € F. Ademas M; C M para toda ¢ € I, entonces M es una
cota superior de C. Por lo tanto se cumplen las hipotesis del Lema de Zorn
lo que implica que existe un elemento méaximo en F' que es un ideal maximo
de R que contiene a A. [ |

Definicién 1.1.6. Sea P un ideal propio de un anillo R, decimos que P es
primo, si para cualesquiera ideales A < Ry B < R tales que AB C P,
entonces AC Po BCP.

Claramente todo ideal maximo es un ideal primo, sin embargo el reciproco
no es cierto. A continuaciéon se hace una caracterizacion de los ideales primos
de un anillo.

Lema 1.1.7. Sea P un ideal propio de un anillo R. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

i)P es un ideal primo.

ii)Si x,y € R tales que xRy C P, entonces v € P oy € P.

iii) Si A, B < R son ideales izquierdos (derechos) de R tales que AB C P,
entonces AC P o B C P.

Demostracion. i)= ii) Sean x,y € R tales que xRy C P. Sean A = RzR
y B = RyR los ideales generados por x y y respectivamente. Ahora como
rRy C Py P es un ideal bilateral se tiene que RrRyR C P y entonces
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(RxR)(RyR) C P, por i) se obtiene que RxR C P o RyR C P de lo que se
concluye que z € Poy € P
ii)= iii) Sean A, B dos ideales izquierdos tales que AB C P, por ser B un
ideal izquierdo se tiene que RB C B y entonces ARB C ABC P.SiACP
terminamos, si no, A — P # (). Sea z € A — P, como ARB C P se sigue que
xRy C P para toda y € B. Por ii) se tiene que x € P oy € P, pero x ¢ P,
entonces y € P para toda y € B. Por lo tanto B C P.
Analogamente se obtiene el resultado para ideales derechos, s6lo que AR C A.
iii)= i) Sean A, B ideales de R tales que AB C R, en particular Ay B
son ideales izquierdos (derechos) de R, entonces poriii) AC PoBCP. B

Cuando p es un nimero primo, el anillo Z, resulta ser un campo, esto
ocurre por el hecho de que pZ es un ideal méximo de Z y en el siguiente
lema cuya demostracion puede encontrarse en [3], paginas 321-322.

Lema 1.1.8. Sea R un anillo conmutativo e I < R, entonces:
i) I es un ideal primo de R si y sdlo si R/1 es un dominio entero.
i) I es un ideal mdzimo de R si y sdlo si R/I es un campo.

Definicién 1.1.9. Sean Ry S dos anillosy f : R — S una funcién. Decimos
que f es un homomorfismo de anillos si para todo r, s € R se cumple que:
) f(r+s)=f(r)+f(s)

ii) f(rs) = f(r)f(s)

iii) f(1r) = 1s

Sin perder de vista que, en los miembros derechos de las ecuaciones (i)
v (ii) las operaciones se efectuan en el anillo S'y que 1z v 1g denotan a la
identidad en R y S respectivamente. Todo homomorfismo de anillos es un
homomorfismo de grupos, pues cumple la condicion (i).

Cuando un homomorfismo de anillos es una biyeccion decimos que es un
isomorfismo de anillos. Si existe un isomorfismo entre dos anillos R y S,
decimos que son isomorfos y lo denotamos por R = S

Una de las cualidades de los homomorfismos de anillos es que su nicleo
resulta ser un ideal y esto hace posible extender los teoremas de isomorfismo
a la teorfa de anillos.

Teorema 1.1.10. (Primer teorema de isomorfismo) Sean R y S anillos y
f: R — S un homomorfismo de anillos. Entonces se cumple que:

i) Nuc(f) es un ideal de R

i) Img(f) es un subanillo de S

ii) Img(f) = R/Nuc(f)
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Demostracion. (i) Sabemos que f en particular es un homomorfismo de
grupos entre (R,+) y (S,+) y asi Nuc(R) es un subgrupo de R.
Sean r € Ry x € Nuc(f), si evaluamos f en xr y en rx notamos que:

flar) = f(@)f(r) =0-f(r) =0=f(r)- 0= f(r)f(z) = f(rz)

Por lo tanto zr y rz estan contenidos en Nuc(f) para cualquier r € Ry
x € Nuc(f), entonces Nuc(f) es un ideal de R.

El inciso (ii) se sigue directamente de que Img(f) € S y debido a que
1 € Im(f).

Para (iii) sea K = Nuc(f) y definamos ¢ : R/K — Im(f) definido como
o(r+ K) = f(r), por el primer teorema de isomorfismo para grupos sabemos
que @ es un ismorfismo de grupos, basta ver que ¢ es tambien un isomorfismo
de anillos, es decir, que abre el producto.

Sean r + K, s+ K € R/K, entonces

o([r+ K] -[s+ K]) =¢(rs+ K) = f(rs) y como f es un homomorfismo de
anillos se tiene que f(rs) = f(r)f(s) = o(r + K)p(s + K). [ |

A continuacién se enuncian el segundo y tercer teorema de ismorfismo
para anillos. Su demostracion se sigue directamente de los teoremas corres-
pondientes para la teoria de grupos. (para mayor detalle ver [4] paginas 125-
126)

Teorema 1.1.11. (Segundo teorema de isomorfismo) Sea R un anillo, S un
subanillo de R e I un ideal de R. Entonces:

i) S+1={s+i|ls€ S, iel} esun subanillo de R y SNI es un ideal de S.
i) (S+0)/I=S/(SNI)

Teorema 1.1.12. (Tercer teorema de isomorfismo) Sea R un anillo, sean I
y J dos ideales de R tales que J C I C R, entonces I/J es un ideal de R/J
y ademds (R/J)/(I/J) = (R/I)

Es facil observar que todo anillo siempre contiene como ideales al trivial
(i.e. {0}) y a si mismo, cuando estos son los tnicos ideales que contiene se
dice que el anillo es simple.

Dentro de la clasificaciéon de anillos es de particular importancia para
este texto aquellos en los que todos sus elementos son unidades, es decir,
aquellos que cuentan con un inverso multiplicativo
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Definicién 1.1.13. Si R es un anillo tal que para todo elemento r # 0 de
R existe r~! € R tal que rr—! = r~!r = 1, entonces R es un anillo con
division.

Por definicion, un campo siempre es un anillo con divisiéon, sin embargo,

un anillo con division no siempre es conmutativo, por lo que el reciproco en
general no se cumple.

Teorema 1.1.14. St D es un anillo con division, entonces el anillo de ma-
trices M, (D) es simple.

Demostracion. Para facilitar la escritura de la demostracion se definen
las matrices canénicas de la siguiente forma: E;; € M, (D) con i,j €
{1,2,...n} es aquella matriz cuya entrada ij es 1 y todas las demas son 0.
Observemos que cumplen la siguiente regla al multiplicarse
0 sij#k
E;Ey = e
Chal {EZ sij=k

Sea I # 0 un ideal de M, (D) y sea A € I distinta de cero, llamamos
Ai; ala entrada ij de A y notemos que A = ZAijEij, entonces al operar

irj
podemos observar que E;AE;; = A;;E;; para toda 4,5 € {1,2,..n} y como
A € 1, que es un ideal, A;jEij € I. Sabemos que A # 0 entonces A;; # 0
para algunos i,j € {1,2..n}

Tenemos A;; € D y D es un anillo con divisién, por lo cual existe b € D
tal que bA;; = 1.

Operando obtenemos que Ey;, = (bEi;) (A Eij)(Eji,) € I'y ademas pode-

mos escribir a la matriz identidad como Id = Z E.. Finalmente debido a
k=1
que I es cerrado bajo la suma, tenemos que Id € I y entonces I = M, (D).

Por lo tanto M, (D) es simple. |

Es importante resaltar que un anillo puede ser simple y contener ideales
izquierdos o derechos.

Por ejemplo, sea D un anillo con division, consideremos el anillo de ma-
trices Ms(D). Por el Teorema 1.1.14 Ms(D) es simple. Sin embargo My(D)
contiene ideales izquierdos y derechos propios distintos del trivial, a saber:

w=(50)={(1 1)

x,yED}
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Veamos que es un ideal izquierdo: Sir € My(D)y A € I, operando obtenemos

_(a b x 0\ (ax+by O
TA_(C d)(y 0>_(cx+dy O)GI

entonces [ es un ideal izquierdo de My(D)

b D ) es un ideal derecho de My(D).

Analogamente Jgr = ( 0 0
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1.2. R-mo6dulos y el radical de Jacobson

La definicion de modulo es una generalizacion de la definicion de espacio
vectorial sobre un campo, s6lo que en un médulo los “escalares” son elementos
de un anillo y como éste puede ser no conmutativo, se hace una distincion
entre modulos izquierdos y moédulos derechos.

Definicion 1.2.1. Sea (M, +) un grupo abeliano, R un anillo y una funciéon
Rx M — M. Entonces M es un R-médulo izquierdo si para todo =,y € M
y 1,8 € R se tiene que:

i) (rs)z = r(sx)

i) (r+ s)r =rz+ sx

ii) r(z +y) =rz+ry

iv) le =

Un R-médulo derecho se define de manera analoga definiendo la accion
M x R— M.

Un R-modulo izquierdo usualmente se denota por kM y a un R-mo6dulo
derecho por Mg. En este trabajo se trabajara principlamente con moédulos
izquierdos, sin embargo es importante mencionar que si R es un anillo conmu-
tativo no existe diferencia entre un R-modulo izquierdo y un R-modulo de-
recho. Para transformar un modulo izquierdo a un modulo derecho podemos
definir un nuevo anillo invirtiendo el orden de su producto. Si R es un anillo
definimos el anillo opuesto R°? como el anillo cuyo conjunto subyacente y
suma estan definidos igual que en R, pero el producto de dos elementos r y s
en R se define como r - s = sr donde sr esta calculado en R. Claramente si
R es conmutativo R = R°.(Los detalles se pueden consultar en [3] paginas
529-530)

Lema 1.2.2. St M es un R-mddulo izquierdo, entonces M es un RP-mddulo
derecho.

Demostracion. Definimos la accion M x R? — M como (m,r) = rm(donde
rm es la accion definida para M como R-modulo izquierdo). Denotamos co-
mo - el producto en RP.

Sean x,y € M y r,s € R? y veamos que se cumplen las condiciones de la
definicion de R-moédulo derecho.

) (e+yr=rz+y) =ret+ry=ar+ry
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i) z(r+s)=(r+s)r=rx+sr=axr+uxs

iii) z(r-s) = x(sr) = (sr)x = s(rz) = s(ar) = (zr)s

iv)zl=1z==x

Por lo tanto M es un R°P-mo6dulo derecho |

Todo anillo R es también un R-mo6dulo izquierdo donde la accion definida
es el mismo producto en R, a este modulo se le llama el R-médulo regular
izquierdo y se le denota por gR.

Un espacio vectorial sobre un campo K es tambien un K-modulo.

Otros ejemplos de moédulos son los grupos abelianos sobre el anillo de los
nameros enteros. Si (M, +) es un grupo abeliano, y la accion Z x M — M se
define como nx = x+x+...4+x (sumar n veces el elemento x) y —nx = n(—x)
con x € M yn € Z. Entonces M es un Z-méodulo.

Si N es un subconjunto de un R-moédulo izquierdo M y ademéas N es
tambien un R-moédulo izquierdo, se dice que N es un submédulo de M.
Por ejemplo los submoédulos de g R coinciden con los ideales izquierdos de R
y los submodulos de un K-espacio vectorial son justamente sus subespacios.

A continuacion se definiran el producto directo y la suma directa (externa)
de R-mo6dulos, desde el punto de vista categorico estos son el producto y
coproducto (respectivamente) en la categoria de los R-modulos. Para ver la
definiciéon de categoria, asi como de producto y coproducto se puede consultar
[4] en el capitulo I, secciones 7y 8.

Definicién 1.2.3. Si R es un anillo y {M,};c; es una familia de R-mo6dulos
izquierdos, consideramos el producto cartesiano como el conjunto de funcio-
nes

[ ={o: 1= Mlo(i) € M}

i€l el

Sea o € H M; denotamos por {o(i)} a la imagen de o. Definimos la suma

iel
de 0,09 € HMl como (o1 + 02)(i) = 01(i) + 02(i), asi {(o1 + 02)(4)} =
iel
{o1(i)+02(7)} (la suma coordenada a coordenada). Con esta operacion H M;

i€l
es un grupo abeliano. Y si definimos la accién R x H M; — H M, definida

el il
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para cada o € 1_[]\4Z por r{o(i)} = {ro(i)} se tiene que HMl es un R-
iel iel
modulo izquierdo, al cual se le conoce como el producto directo de { M, }c;.

En el contexto de la definicion anterior, si I = {1,2...,n}, el producto
directo de {M;};c; se denota como My & My & ... & M,.

Definicién 1.2.4. Sea R un anillo y {M,},c; una familia de R-mo6dulos
izquierdos. Definimos la suma directa de M; como:
Z M, ={f¢€ HMZ|f(z) = 0 exepto para un nimero finito de i € I}

el iel

Si I es finito con |/| = n claramente se tiene que

[[Mi=) Mi=MieMe. oM,

el el

También es posible definir el cociente en modulos. Si N es un submodulo
de un R-médulo izquierdo M, en particular N es un subgrupo de M, como
este es abeliano sabemos que N es normal en M y asi M/N es un grupo
abeliano bien definido.

Si consideramos la accion R x M/N — M/N definida como r(m + N) =
rm + N claramente se cumplen las condiciones para que M/N sea un R-
modulo izquierdo.

Definiciéon 1.2.5. Sean M y N son dos R-moédulos izquierdos, decimos que
una funciéon f: M — N es un R-homomorfismo si para todos z,y € M y

r € R, se tiene que f(x +y) = f(z) + f(y) v f(rz) =rf(x).

Si M y N son dos R-moédulos izquierdos, al conjunto de todos los R-
homomorfismos definidos de M en N de le denota como Hompg(M, N).

Si f: M — N es un R-homomorfismo, el nicleo de f es un submodulo
de M y la imagen de f es un submoédulo de N.

Al igual que en anillos, a un R-homomorfismo que es biyectivo se le llama
R-isomorfismo(o simplemente isomorfismo, si es claro que es entre dos R-
modulos) y si existe un R-isomorfismo entre dos R-médulos M y N diremos
que son isomorfos y se denotara por N = M

Por lo anterior es natural extender los teoremas de isomorfismo y el teore-
ma de la correspondencia a R-modulos izquierdos, los cuales son enunciados
a continuacion y cuyas demostraciones pueden ser revisadas en [3] en las
paginas 429-430.
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Teorema 1.2.6. (Primer teorema de isomorfismo) Sean M y N son dos
R-mddulos izquierdos y f : M — N un R-homomorfismo, entonces:

i) Nuc(f) es un submodulo de M.

i) Img(f) es un submddulo de N.

i) Img(f) = M/Nuc(f).

Teorema 1.2.7. (Segundo teorema de isomorfismo) Sea M un R-mddulo
wzquierdo y sean N y S dos submddulos de M, entonces:

i) N+S={n+sneN, se€ S}y NNM son submddulos de M.

i) (N+8)/S=N/(NNS).

Teorema 1.2.8. (Tercer teorema de isomorfismo) Sea M un R-mddulo iz-
quierdo, N y S dos submddulos de M tales que S C N C M, entonces N/S
es un submddulo de M/N y (M/S)/(N/S) = M/N.

Teorema 1.2.9. (Teorema de la correspondencia) Sea U un submddulo de
un modulo M, entonces hay una biyeccion entre los submddulos de M que
contienen a U y los submddulos de M/U. Dicha biyeccion esta dada para
cada submodulo T de M tal que U C T por:

T—-T/U
Mas ain, T CT en M siy sélo si T/U CT'/U.

Definicién 1.2.10. Si M es un R-moédulo izquierdo, definimos al anillo
de endomorfismos de M como el conjunto de todos los R-homomrfismos
de M en M (Hompg(M,M)) y cuyas operaciones son la suma puntual y la
composicion de funciones, se le denota como Endg(M).

Definicién 1.2.11. Si R es un anillo y M es un R-mo6dulo izquierdo no
trivial tal que sus tnicos submodulos son {0} y M decimos que M es un
R-médulo izquierdo simple.

Definicién 1.2.12. Sea R un anillo, decimos que un R-mddulo izquierdo M
es finitamente generado si existe X C M de cardinalidad finita n tal que

n
M =RX =3 rar € R, x; € X}.

i=1
Si X = {x}, es decir, M esta generado por un sblo elemento z, entonces
decimos que M = Rx es un R-moédulo izquierdo ciclico.
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Si M es un R-modulo izquierdo simple, entonces es ciclico, pues para toda
x # 0 se tiene que Rx es un submoédulo de M distinto de {0}, como M es
simple se tiene que M = Rx.

El reciproco no siempre es cierto, por ejemplo, si consideramos a Z como
un Z-modulo, sabemos que esta generado por el elemento 1, sin embargo 7
contiene submodulos no triviales, a saber, nZ con n > 2.

Los modulos simples se comportan de manera similar a los grupos simples,
en el sentido de que no pueden ser expresados como la suma directa de
submodulos distintos de los triviales.

Teorema 1.2.13. (Lema de Schur) Si M es un R-mddulo simple, entonces
Endgr(M) es un anillo con division (con la composicion y la suma puntual).

Demostracion. Sea o € Endr(M) con o # 0, basta probar que « tiene
inverso.

Como « es un R-homomorfismo, Nuc(a) es un submodulo de M, que es
simple, entonces Nuc(a) = 0 o M pero Nuc(a) # M pues a # 0. Entonces
Nuc(a) = 0y por el primer teorema de isomorfismo M/Nuc(a) = Imga, asi

« es un isomorfismo y por lo tanto existe o' € Endg(M) tal que aa™! =

ata = Id. [

Lema 1.2.14. Sea R un anillo y M un R-mddulo izquierdo, si S es un
subanillo de R y Endr(M) es el anillo de endomorfismos de M. Entonces
M es tambien un S-mddulo izquierdo y un Endg(M)-mddulo izquierdo.

Demostracion. Para ver que M es un S-modulo izquierdo simplemente
restringimos la accion de R a S.

Definamos la accion Endg(M)x M — M como ax = a(x). De esta forma
M cumple todas las condiciones para ser un Endg(M)-modulo izquierdo. B

Los modulos izquierdos (derechos) sobre anillos con divisién se comportan
de forma muy similar a los espacios vectoriales, es por esto que si D es
un anillo con division, a los D-modulos izquierdos (derechos) se les suele
llamar D-espacios vectoriales o simplemente D-espacios. En este texto
un D-espacio se referird a un D-moédulo izquierdo donde D es un anillo con
division. Al igual que en espacios vectoriales, en los D-espacios es posible
definir independencia lineal, base y dimension.
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Definicién 1.2.15. Sea D anillo con division y V' un D-espacio. Un sub-
conjunto X de V es D-linealmente independiente si para toda combi-
nacion lineal, ayxqy + asxs... + apx, = 0 con x; € X ,«; € D implica que
a; =0 Vie{l,2,..n}

Definicién 1.2.16. Sea D anillo con division y V un D-espacio. Un subcon-
junto X C V es una base para V si es D-linealmente independiente y para
toda v € V se tiene v = a1 + axy... + u, con x; € X [y € D (X genera

aV).

En los D-espacios toda base tiene la misma cardinalidad, asi se puede
definir la dimensién de un D-espacio vectorial V' como dimp(V) = |X|
donde X es una base para de V' (para ver la demostracion de esto revisar [4]
paginas 183-186).

Definicién 1.2.17. Sea R un anillo, M un R-moédulo izquierdo y S C M.
Definimos el aniquilador izquierdo de S sobre R como:
rann(S) = {r € Rjrx = 0Vz € S}

Por ejemplo consideremos a Z; como un Z-modulo y {2} C Z,; entonces
zann(2) = {r € Z|r-2 = 0} la condicién r-2 = 0 implica que -2 = 0(mod 4),
entonces r = 2t para algun t € Z, por lo que que r € 27, concluimos que
zann(2) = 2Z

No es coincidencia que zann(2) = 27 sea un ideal de Z, el siguiente lema
generaliza este resultado ademés de darnos informacion sobre los modulos
simples.

Lema 1.2.18. Sea M un R-mddulo izquierdo y S C M, entonces:

i) rann(S) es un ideal izquierdo de R

i) Si S es un submddulo de M, entonces rann(S) es un ideal de R

iii) Si M es simple y S = {x}, x # 0, entonces gann(z) es un ideal izquierdo
mdximo de R y M =rR/rann(x)

Donde gR denota al R-modulo regular y asi rR/gann(x) denota el co-
ciente de dos R-modulos.

Demostracion. Sia,b €gann(S) entonces, (a+b)x =ax +bxr =0+0=0
Vaz € S entonces (rann(S),+) es un subgrupo de R.

Sea a €gann(S) y r € R, si operamos (ra)xr = r(ax) = r(0) = 0, entonces
ra €gann(S), por lo tanto gann(S) es un ideal izquierdo de Ry asi (i) queda
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demostrado. Para (ii) falta ver que ar €gann(S), notamos que si S es un
submodulo de M se tiene que S C S y entonces arS C aS = 0 por lo que
ar €gann(S)

Finalmente para demostrar (iii) primero veamos que M =gR/gann(x),
para esto definimos 6 :gkR — M como 0(r) = rx. Claramente 6 es un R-
homomorfismo y Nuc(d) = {r egR|rz = 0} = {r € R|rx = 0} =gann(z),
ademas Imgf es un submodulo de M distinto del trivial pues (1) = 1z =
x # 0 € Imgf, pero M es simple, entonces Imgf = M y por el primer
teorema de isomorfismo tenemos que M =rR/Nuc() =rR/rann(zx).

Supongamos que gann(x) no es un ideal méximo, entonces existe un ideal
propio I de R tal que grann(x) < I < R, por el teorema de la correspondencia
I/rann(x) es un submodulo propio no trivial de gR/gann(z) = M, lo que
es una contradiccion pues M es simple. Por lo tanto grann(z) es maximo. W

El Lema 1.2.18 nos dice que cualquier R-moédulo izquierdo simple esta
completamente determinado por el anillo R salvo isomorfismo.

Definicién 1.2.19. Un R-modulo izquierdo M es fiel cuando grann(M) =0
Veamos otra vez a Z, como un Z-moédulo y observemos que
zann(Zy) ={z € Z|zxa =0Vx € Z4|} =4Z #0

por lo tanto Z4 no es un Z-modulo fiel. Sin embargo z,ann(Z,) = 0, entonces
Z4 es un Z4-modulo fiel. Del ejemplo anterior podemos observar que si M es
un R-moédulo izquierdo, el que sea fiel o no depende tanto de R como de M.

Definicién 1.2.20. Si R es un anillo, entonces I es un ideal primitivo
izquierdo de R si [ =gann(M) para algin R-modulo izquierdo simple M.

Definicién 1.2.21. Un anillo R es un anillo primitivo izquierdo si y s6lo
si existe un R-modulo izquierdo fiel y simple.

Analogamente R es un anillo primitivo derecho si y sélo si existe un
R-médulo derecho fiel y simple.

En este texto trabajaremos principalmente con anillos primitivos izquier-
dos y por lo tanto nos referiremos a ellos simplemente como anillos primitivos,
en caso contrario se especificard. Es claro que R es un anillo primitivo si y
sOlo si 0 es un ideal primitivo.
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Definiciéon 1.2.22. El radical de Jacobson de un anillo R es la interseccién
de todos los ideales primitivos de R, se denota como J(R).

La siguiente caracterizacion del radical de Jacobson es concecuencia di-
recta de la definicién de ideal primitivo.

Lema 1.2.23. El radical de Jacobson J(R) es la interseccion de todos los
aniquiladores rann(M) de todos los R-mddulos simples M.

Demostracion. Sabemos que J(R) es la interseccion de todos los ideales
primitivos de R, por la definicién de ideal primitivo se tiene que cada uno
estos es de la forma gann(M) para algin R-médulo izquierdo simple M.
Ademas si un ideal es de la forma grann(M) con M un R-moédulo izquierdo
simple, entonces es un ideal primitivo de R. |

El siguiente lema caracteriza a los ideales izquierdos méximos de un anillo
ademés de ser necesario para probar las dos caracterizaciones del radical de
Jacobson que se incluirdn en este texto.

Lema 1.2.24. Todo ideal mdzimo izquierdo de R es de la forma rann(x)
para algun elemento x € M para algun R-mddulo simple M.

Demostracion. Sea I un ideal maximo de Ry sea M =gR/I, que es un
R-modulo izquierdo simple. Sea = 1+ 1 € M y r €gann(x), entonces r
anula a x por lo que rx = r(1+ I) = I, por lo tanto gann(x) C I.

Sea r € I, se tiene que r(1+ 1) =r+ 1 = I, y entonces r Egann(z) y
I Crann(x), por tanto I =gann(x). [ |

Teorema 1.2.25. El radical de Jacobson J(R) de un anillo R es la inter-
seccion de todos los ideales izquierdos mdximos de R

Demostracion. Sea [l el conjunto de todos los ideales izquierdos maximos
de Re I €ld, por el Lema 1.2.24 existe un R-modulo simple M y x € M tal
que I =gann(z). Como J(R) es la interseccion de todos los gann(M) con M
un R-modulo simple, se tiene que J(R) Crann(M) Crann(x) = I entonces
J(R) C I para todo I €[4 y por lo tanto J(R) C (M.

Ahorasear € ([t y M un R-médulo simple arbitrario. Por el Lema 1.2.18(iii)
r € gann(x) Yo € M. Entonces r €gann(M) para todo R-médulo simple
M. Entonces r € J(R). Se sigue de ambas contenciones que J(R) = (. B
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Esta caracterizacion facilita encontrar el radical de Jacobson para muchos
anillos.

Definicién 1.2.26. Un anillo local es un anillo conmutativo que contiene
a un tnico ideal maximo.

Dentro de los anillos locales se encuentran los campos pues {0} es su
tinico ideal maximo, entonces por el Teorema 1.2.25 se tiene que J(K) = 0
para cualquier campo K.

Otro ejmplo de anillo local es el de las series formales de potencias sobre
un campo F.

De forma general, una serie formal de potencias sobre un anillo cualquie-
ra R se define como el conjunto RN (el conjunto de sucesiones infinitas de
elementos de R con indices en N) con las operaciones de suma y producto
definidas para {a; }ien, {b;i}ien € RN de la siguiente forma:
{aitien + {bitien = {ai + bi}ien

(2

{aitien - {bi}ien = {Z apbi_i bien

A este anillo se le denota como R[[z]]. Notamos que el producto es el
mismo que se define para polinomios, a dicho producto se le conoce como el
producto de Cauchy.

Observamos que la identidad es el elemento 1 = (1,0,0,...) y denotamos
ax=(0,1,0,0...).

Claramente cualquier serie de la forma (ag,as,as,...,a,,0,0,...) puede

ser expresada como Zaixi, por esto se denotard a {a;}ien € R|[[z]] como

i=0
oo
g a;x'. A ag se le llama el termino constante.
i=0

Teorema 1.2.27. Sea R un anillo, entonces se cumple que:

i) f = Zaixi € R|[z]] es unidad si y sdlo si el termino constante de f es
i=0

unidad en R.

i) Si R es un anillo con division, entonces la unidades de R[[x]] son aquellas

series de potencias con termino constante distinto de cero. Ademds (x), el

ideal generado por x, consta de los elementos que no son unidades y es el
tinico ideal mdzimo de R][x]].
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[o.¢]
Demostracion. i) Como f es unidad, entonces existe g = Zbixi € R[[z]]
i=0
tal que fg = gf = 1 que por la definicién de producto tenemos que agby =
boag = 1 y asi aq es invertible en R.
Reciprocamente si suponemos que aq es unidad, entonces existe by € R tal
que agbg = bpag = 1. Definimos recursivamente a by = agl y para ¢ > 1 como

3 o
b = —ay’ Z a;b,—;. De esta manera si consideramos a g = Z bix' € R[]y
k=1 i=0
operamos obtenemos que fg = 1. Andlogamente si definimos ¢y = ' y para
i 0

¢ > 1 como ¢; = — (Z Cni; | ag' obtenemos que h = Zcixi € R[[x]]
k=1 i=0
cumple que hf = 1. Pero entonces tenemos que g = 1g = (hf)g = h(fg) =

h1l = h y entonces fg = gf =1 por lo que f es unidad en R[[z]]

ii) Si R es un anillo con division, el inico elemento que no es unidad es el
0, entonces por el insiso i) cualquier serie de potencia con termino constante
distinto de cero es unidad. Para ver que (z) consta de los elementos que
no son unidades notamos que fr = xf para toda f € R[[X]] y entonces
() ={=zfIf € R[[2]]}-

Todo elemento de la forma zf € (z) tiene termino constante igual a 0

y entonces no es unidad. Sea f = Zaixi € R][z]] tal que no es unidad,
i=0

entonces ag = 0. Consideramos a g = Zbimi donde b; = a;41 para toda
=0
i > 0. Observamos que g = f y entonces f € (x).

Ahora, como 1 ¢ (z) tenemos que (x) # R[[X]]. Y sabemos que cualquier
ideal propio I de R[[z]] esta compuesto por elementos que no son unidades
(de otra forma I = R[[z]]) y por lo tanto I C (z). Asi (x) es el tnico ideal
maximo de R][[x]]. [

Corolario 1.2.28. Si F' es un campo, entonces F[[x]] es un anillo local y
J(Flla]]) = ().

Demostracion. Se sigue del hecho de que F' es conmutativo y de los Teo-
remas 1.2.27 y 1.2.25. |

Algunas veces encontrar la intersecciéon de todos ideales izquierdos mé-
ximos de un anillo no resulta tan sencillo, ademas de que no nos ofrece
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mucha informacion sobre los elementos de J(R), la siguiente caracterizacion
del radical de Jacobson establece una propiedad para todos sus elementos.
Es necesario antes introducir una definicion.

Definicién 1.2.29. Sea R un anillo y r € R, decimos que r es cuasirregular
si (1 —r) tiene inverso en R.

Si (1—r) tiene inverso izquierdo (derecho) decimos que r es cuasirregular
izquierdo (derecho).

Teorema 1.2.30. Sea R un anillo, entonces todo elemento de J(R) es cuasi-
rreqular izquierdo y es el ideal izquierdo mayor con esta propiedad, es decir, si
I es un ideal izquierdo de R tal que todos sus elementos son cuasirrequlares,
entonces I C J(R).

Demostracion. Sea r € J(R) y supongamos que R(1 — r) es un ideal iz-
quierdo propio de R, por el Lema 1.1.5 existe un ideal izquierdo maximo I de
R tal que R(1—r) C I, entonces (1—7r) € I y como r € J(R), por el Teorema
1.2.25 se tiene que r € [ y entonces 1 € I, lo que es una contradiccion pues
I es un ideal propio de R. Por lo tanto R(1 —r) = R. Entonces existe s € R
tal que s(1 —r) = 1.

Sea K un ideal izquierdo de R tal que todo elemento de K es cuasirregular
izquierdo. Supongamos que existe un ideal izquierdo maximo I de R tal que
K ¢ I. Entonces I < K + Iy como I es maximo K + I = R. Asf existen
ke K, 1 e I tales que 1 = k + 7 y despejando obtenemos que ¢ = 1 — k,
ademas como k es cuasirregular izquierdo tenemos la siguiente contenciéon
R = R(1 —k) = Ri C I lo que es una contradiccion ya que I es un ideal
propio de R.

Por lo tanto K C I para todo ideal maximo I de R. Entonces K C J(R). &

Para ejemplificar el uso que se le puede dar a esta caracterizacion se
probara la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.31. Sea R un anillo y S = {( g z )

putonces 1(5) = { (1)

Demostracion. Sea K = {( 8 Z )
primero que K C J(S)

z, vy, ZGR}.

reR, abe J(R)}.

reR, abe J(R)} demostremos
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a T

Sea A € K, entonces A = ( 0 b

u v
ConB_(Ow)
[ u v a r\ ([ ua ur-+ovdb
s (5 w)(55)- (0 ")

Como J(R) es un ideal izquierdo de R, ua, wb € J(R), por lo tanto BA € K
VB € S. Entonces K es un ideal izquierdo de S

Ademas todo elemento de J(R) es cuasirregular izquierdo, es decir existen
z,y € Rtales que x(1—a) =1y y(1—>b) = 1. Veamos que A es cuasirregular

e

Entonces K es un ideal izquierdo de S tal que todos sus elementos son cua-
sirregulares izquierdos. Por el Teorema 1.2.30 se tiene que K C J(95)
Para probar la otra contencion notamos que los ideales izquierdos maxi-

1
mos de S son de la forma !

0 I
de R. Por el Teorema 1.2.25 sabemos que J(S) es la interseccion de todos
estos ideales. Entonces si A = ( g Z ) € J(S) concluimos que a y b estan
contenidos en cada ideal izquierdo maximo de R y por lo tanto a,b € J(R).

Asi A € K para toda A € J(S), es decir J(S) C K. [ |

),COIla,bGJ(R)yTER. Sea B e S

con I e Iy ideales izquierdos méaximos

Es posible dar mas informacion sobre los elementos de J(R) ya que sus
elementos ademas de ser cuasirregulares izquierdos, son tambien derechos y
por ende cuasirregulares.

Lema 1.2.32. Todo elemento de J(R) es cuasirreqular.

Demostracion. Sea r € J(R), por el Teorema 1.2.30 shemos que r es cua-
sirregular izquierdo y por lo tanto existe s € R tal que s(1 —r) =1
Ahora sea y = 1 — s, entonces s = 1 — y y tenemos que

(1-y)(1—r) = 1=r—y+yr = 1—r—1+s+(1=s)r = —r+s+r—sr = s(1-r) = 1
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entonces —r — y + yr = 0, despejando y obtenemos: y = (—1 4 y)r, debido a
que J(R) es un ideal y € J(R).

De nuevo por el Teorema 1.2.30 podemos concluir que (1—y) tiene un inverso
izquierdo z. Entonces (1 —y) =1=(1—y)(1 —r) y asi z = (1 —r), por lo
tanto (1 — y) es un inverso para (1 —r), es decir r es cuasirregular. |

Teorema 1.2.33. Sean Ry, R, ...., R, una familia de anillos, entonces
J(@?:lRi) = @?:1J(Ri)

Demostracion. Por induccion sobre n, claramente el teorema se cumple
para n = 1. Si n = 2 observamos que si (z,y) € J(R1) ® J(Rz) existe
r€ R ys € Rytalesque r(l —2) = 1y s(l —y) =1y por lo tanto
(rys)((1,1) = (x,y)) = (1,1). Entonces J(Ry) ® J(R2) es un ideal de Ry ® Ry
tal que todos sus elementos son cuasirregulares, por el Teorema 1.2.30 se
tiene que J(Ry) & J(R2) € J(Ry & Ry).

Ahora definimos 7; : R1® Ry — R; las proyecciones candnicas sobre R; donde
1 =1,2.

Sea I; = m;(J(Ry @ Ry)). Notamos que si z € [; existe (z,y) € J(Ry ® Ry)
tal que m;((z,y)) = 2 vy ademés (z,y) es cuasirregular por lo que existe un
elemento (r,s) € Ry @ Ry tal que (r,s)((1,1) — (z,y)) = (1,1), aplicando 7;:

mil(r;$)((1,1) = (2, 9))] = m[(1, 1))] = m(r, 5)](1 = 2) =1

entonces [; es un ideal de R; tal que todo elemento es cuiasirregular, de nue-
vo por el Teorema 1.2.30 se tiene que I; C J(R;) para i = 1,2, por lo tanto
L &I, C J(Ry) ® J(Ry) lo que implica que J(R; @ Ry) C J(Ry) ® J(Ry).
Por ambas contenciones se cumple la igualdad.

Supongamos que ¥V k < n se cumple que J(®F_ | R;) = @F ,J(R;) y conside-
ramos @7, J(R;) = "' J(R;) ® J(R,) que por hipdtesis inductiva y el caso
n = 2 se obtiene & J(R;) = J(®!['R;) ® J(R,) = J(®_| R;) |

Los submodulos de un R-moédulo izquierdo con la contenciéon forman un
conjunto parcialmente ordenado, y las cadenas que se forman proporcionan
mucha informacion sobre el modulo que las contiene.

Definicién 1.2.34. Sea M un R-modulo izquierdo, entonces decimos que
M cumple la condicién ascendente de cadena(ACC) si para toda cadena
ascendente de submodulos de M tales que

S <55 <53 < Sy
existe n € N tal que S, = S, 41 = Sn + 2...



22 Preliminares

Definicién 1.2.35. Sea M un R-modulo izquierdo, decimos que M cumple la
condicién descendente de cadena(DCC) si para toda cadena descendente
de submo6dulos de M tales que

LSy <83 <S5, <5y
existe n € N tal que S, = 5,11 = Shao...

Un médulo izquierdo que cumple ACC se le llama moédulo neteriano y
si cumple DCC decimos que es un médulo artiniano.

Esta definicion se puede extender de forma natural a anillos. Un anillo
es neteriano izquierdo (derecho) si xR (Rg) es neteriano. Y un anillo es
artiniano izquierdo (derecho) si pR (Rpg) es artiniano.

Teorema 1.2.36. Sea M un R-mddulo izquierdo y N C M un submodulo
de M. Se cumple lo siguiente:

a) St N y M/N son neterianos entonces M es neteriano.

b) Si N y M/N son artinianos entonces M es artiniano.

Demostracion. Para demostrar b) sea Uy > Uy > Us > ... una cadena
descendente de submoédulos de M. Entonces

Son dos cadenas descendentes de N y M/N respectivamente. Como N y
M/N son artinianos ambas cadenas se estacionan y por lo tanto podemos
elegir n € N tal que si m > n se tiene que

U.NN=U,NN y Uy+N=U,+N

Sabemos que U,, D U,,. Para probar la otra contenciéon consideramos x € U,
entonces x € U, + N = U,, + N y denotamos * = u,, +n con u,, € U,, y
n € N. Como u,, € U,, C U, vemos que n =z —u,, € U, "N =U,, " N.
Por lo tanto x — u,, € U,,, de aqui que = € U,, y por lo tanto U, = U,,.

De lo anterior se concluye que U; > Uy > Uz > ... se estaciona y entonces M
es artiniano. La demostracion de a) es anéloga. |

Corolario 1.2.37. Sea M un R-mddulo tal que es la suma finita de submo-
dulos artinianos(neterianos). Entonces M es artiniano(neteriano).
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Demostracion. Tenemos que M = Ny + Ny + ...+ N v la demostracion se
hara por induccion sobre k. Si k = 1 claramente M es artiniano(neteriano).
Supongamos que k > 1y entonces M = Ny + Ny + ... + N, consideramos
N = N1 + N2 + ...+ Nk—l y asi M/N = (N+ Nk)/N = Nk/Nk NN que es
artiniano(neteriano) pues Ni lo es. Se sigue que M es artiniano(neteriano)
por el Teorema 1.2.36. |

La siguiente definicién y lema son una extencion a R-modulos de la de-
finicion de series de composicién para grupos y nos resultaridn ttiles para
determinar cuando un R-modulo es artiniano y neteriano simultaneamente.

Definicién 1.2.38. Sea M un R-moédulo. Una serie de composiciéon para
M es una familia de submoédulos S; € M i € {0,1,...n} tales que:

1) S():O}’SHIM

ii) S; es submoédulo de S;1; con 0 <i<n

iii) Si41/S; es un R-moédulo simple con 0 <i < n

La longitud de una serie de composiciéon se define como el nimero de
incluciones propias que hay en la serie.

Lema 1.2.39. 5i M es un R-mddulo izquierdo. Entonces M tiene una serie
de composicion de longitud finita si y solo si M es artiniano y neteriano.

La prueba de este lema puede encontrarse en [1].



Capitulo 2

Densidad y anillos artinianos

2.1. Teorema de densidad de Jacobson

En el capitulo anterior definimos el radical de Jacobson para facilitar el
estudio de todos los médulos simples de un anillo determinado, el teorema de
densidad nos ofrece atin mas informacion cuando enfocamos nuestra atenciéon
a uno de estos moédulos simples.

El teorema fue primero enunciado y probado en la publicacién “Structure
Theory of Simple Rings Without Finiteness Assumptions” escrita por Nathan
Jacobson en 1945. En este capitulo se da una prueba del teorema y algunas
de las consecuencias mas importantes que se deslindan de él.

Para la demostracion del Teorema de densidad de Jacobson se necesitara
lo siguiente:

Definicién 2.1.1. Sean D un anillo con division, V un D-espacio y R un
subanillo de Endp(V'). Decimos que R es un subanillo denso de Endp (V)
si para todo subconjunto finito D-linealmente independiente {x, za,...x,}
de V y cualquier subconjunto {y1, vs,...y,} de V, existe r € R tal que
re; =y; Vi€ {l,2,3..n}

Teorema 2.1.2. Sean M un R-mddulo izquierdo simple, D = Endgr(M) y
X un subconjunto finito de M. Definamos a I =gann(X). Siu € M es tal
que Tu =0, entonces u € DX el D-espacio generado por X.

Tomando en cuenta que DX = Z axr, a € D.
reX
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Demostracion. La demostracion se hara por inducciéon sobre el niimero de
elementos de X.
Si X = () entonces DX = {0}, con esto rann(X) = Ry por lo tanto I = R.
Ahora si Iu = Ru = 0 tenemos que u = 0 con lo cual obtenemos u € DX.
Supongamos el resultado valido para cualquier subconjunto con n—1 elemen-
tos y consideremos X # () con | X| = n. Sea z € X, definamos Y = X —{z} y
J =grann(Y"). Observemos que JNgann(z) ={r € Rjry=0Yy €Y yro =
0} = I. Consideremos dos casos:

-Jx = 0. Entonces J Crann(z) lo que implica que J = I, entonces
Iu = 0 = Ju, usando la hipotesis inductiva obtenemos que u € DY C DX.

-Jx # 0. Sabemos que J es un ideal izquierdo de R con lo que Jx es
un submoédulo no trivial de M, pero sabemos que M es simple por lo que
Jxr = M, de aqui que para todo v € M se tenga v = jx para algtin j € J.
Definamos o : M — M dada por «(jz) = ju. Veamos que esta bien definida.
Sean jz = kx con j, k € J. Como (j — k)x = 0 entonces (j — k) anula a x y
por lo tanto (j — k) € JNgann(x) = I. Ademés Iu = 0 con lo que se deduce
(j — k)u = 0. Distribuyendo y despejando obtenemos a(jx) = a(kx). Lo que
demuestra que « esta bien definido.
Para ver que o es R-homomorfismo, consideremos » € Ry v € M entonces
v = jx para alguna j € J. Notemos que 77 € J ya que J es un ideal izquierdo
de R y si operamos obtenemos que

a(rz) = a(rjz) = rju = ra(jz) = ra(v)
De esta manera a € Endgr(M) = D. Ahora sea j € J y multipliquemos por
u— a.
j(u—ax) = ju—jo(z) = ju—a(jz) = ju—ju=0
Entonces J(u — ax) = 0y por la hipotesis inductiva se tiene que (u — ax) €
DY por lo tanto

U — QT = Q1T + ATy + ...l 1Tp_1

y si se despeja u se tiene que u = a1 + aoxs + ..., _1T,_1 + ax. Por lo
tanto u € DX [ ]

Teorema 2.1.3. (Teorema de densidad de Jacobson)Sean R un anillo y M
un R-mddulo simple. Denotemos D = Endg(M), para cada v € R definimos
ap : M — M como a,(u) =ruy a Ry = {a,|r € R}. Entonces Ry es denso
en Endp(M).
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Antes de comenzar la demostracién observemos que como M es simple,
el Teorema 1.2.13 nos dice que D es un anillo con division y M puede ser
visto como un D-espacio vectorial con la acciéon D x M — M, definida como
(o, u) = afu).

Notemos tambien que Ry C Endp(M) ya que si tomamos o, € Ry,
a € Dyue M. Tenemos que

ao,.(u) = alru) = ra(u) = a,o(u)
entonces «, es un D-homomorfismo. Por lo cual o, € Endp(M).

Demostracion. Sea ¢ : R — Endp(M) dado por ¢(r) = ..

¢ esta bien definido pues Imgp = Ry C Endp(M), ademas o, s = a,+a y
s = Qu.Qlg, entonces ¢ es un homomorfismo de anillos. Por lo tanto Img¢ =
Ry es un subanillo de Endp(M). Falta ver que es denso.

Sea X = {x1, 2, ..., ,} € M un conjunto D-linealmente independiente
v Y =y, v2,-, Yo} € M. Queremos demostrar que Ry es denso en
Endp(M), es decir, que existe o, € Ry tal que a.(x;) = y; Vi € {1,2,3...n}

Esto se probara por induccion sobre | X| = |Y| = n.

Sin =0 se tiene que X =Y = () y entonces Ry es denso en Endp(M) por
vacuidad.

Sea n > 1, definimos X = X — {z,} vy Y =Y — {,}. Por la hipotesis
inductiva existe s € R tal que ag(z;) = y; con 1 < i < n — 1. Definamos
J =gann(X), como X es linealmente independiente z,, ¢ DX y por el Teo-
rema 2.1.2 Jx, # 0, pero J es un ideal izquierdo de R, entonces Jz, es un
submodulo izquierdo no trivial de M, que es simple. Entonces Jz,, = M.
Como vy,, sr, € M existe j € J tal que y, — sx,, = jx,.

Sea r = j + sy veamos que a,(x;) =y; Vi € {1,2,3...n}.

Si1<i<mn-—1,tenemos que z; € X, entonces jz; = 0y a,(z;) = y;.
Operando

o (7)) = ajys(xi) = (J+s)zi = jritsr; = oj(w)tas(x;) = j(o)tas(z:) = vi
Sii=n
ar(xn) = a/j—ﬁ-s(xn) =J+ S(In> = JTn + STy = Yn

Entonces Ry es denso en Endp(M). |
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Corolario 2.1.4. Sea R un anillo primitivo, entonces R es isomorfo a un
subanillo denso de un anillo de endomorfismos.

Demostracion. Como R es primitivo, existe un R-mddulo M que es simple
y fiel.

Definamos ¢ : R — Endp(M) como en la demostracion del Teorema 2.1.3.
Por el primer teorema de isomorfismo R/Nuc(¢) = Imgp. Veamos quien es
Nue(@)

Nuc(p) ={r € Rla,, =0} ={r e Rlre =0, Ve € M} =g ann(M)

Como M es fiel gann(M) = {0} y entonces R = I'm¢ que es un subanillo
denso de Endp(M). [ |

En la situacion del corolario anterior, si suponemos que la dimension de
M es finita, se probara en la proxima seccion que I'm¢ = Endp(M) y por
lo tanto R = Endp(M), también veremos que una condicion suficiente para
que esto ocurra es que R sea artiniano.

Para concluir la seccién veamos un ejemplo de un D-espacio con dimen-
sion infinita.

Proposicion 2.1.5. Sea V un D-espacio de dimension infinita con base X =
{z:}ier. Sea S = {a € Endp(V)|dimp(Img(a)) < oo} y definimos a R como
el subanillo de Endp(V) generado por S U {Id} donde Id es el operador
identidad. Entonces V' es un R-mddulo simple, D = Endg(V') y R es denso
en Endp(V).

Demostracion. Para ver que V es un R-modulo simple, consideramos un
submoédulo W < V tal que W # 0y probaremos que V = W. Seaw # 0 € W.
Como X es una base de V, w = > | a;x;. Tenemos que w # 0 y entonces
ajz; # 0 para alguna j € {1,2,...n}. Consideramos 7; : VV— V la proyeccion
de V sobre el subespacio generado por x;.

Para cada i € I definimos «; : V — V dada por a;(z;) = 2; y o(zg) =0
si k # j. Claramente para toda i € I se tiene que «; € Endp(V) y también
7; € Endp(V), ademas sus imagenes son de dimension 1 y por lo tanto
T, O € SCR.

Observamos que w’' = aj_l(w) = aj_lalxl + Clj_lagl’g +.. 4z + ...aj_lanxn.
Entonces o;m;(w') = z; y asi x; € W para toda i € I. Por lo tanto X C W
y entonces W = V.
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Para ver que R es denso en Endp(V') consideramos un subconjunto L =
{1, 29, ...y} CV linealmente independiente y a Y = {y1,v2,...yn} C V. Sea
U el subespacio generado por L. Definimos la funcién a dada por o(z;) = y;
vy a(v) = 0si v ¢ U. Notamos que « tiene su imagen de dimension finita y
por lo tanto a € R. |
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2.2. Anillos primitivos artinianos

Una de las mas importantes aplicaciones del Teorema de densidad es que
nos permite dar una prueba de la caracterizacion de los anillos primitivos
artinianos izquierdos (Teorema de Wedderburn-Artin). Para esto se demos-
traran dos teoremas sobre el anillo de matrices de n X n con entradas en un
anillo con division.

Teorema 2.2.1. Si D es un anillo con division, entonces M, (D) es artiniano
y neteriano izquierdo.

Demostracion. Veamos que M, (D) tiene una serie de composicion de lon-
gitud finita y por el Teorema 1.2.39 habremos terminado.

Denotaremos A;; la entrada ¢j de la matriz A y Ej; la matriz canonica
que tiene a 1 como entrada ij y 0 en todas las demaés.
Sea [, = {A € M,(D)|Aix € D, A;; =0 cuando j # k} asi I, es el conjunto
de todas las matrices que tienen 0 en todas las columnas exepto en la columna

k.
k

Ahora definamos a U, = Z I, y observamos que

=1
O0< U <Uy < Us...< U, = Mn(D)

Como I_; NI = 0 se tiene que Uy /Uy_1=Ux_1 + I;;/Ux_1 = I;. Veamos
que [ es simple.

Supongamos que J # 0 es un ideal tal que J < I, entonces existe A € J
tal que A # 0y por lo tanto existe [ € {1,2...n} tal que Ay, # 0, como D es
un anillo con division existe b € D tal que bAy, = 1y ademéas Ey, = bELA €
J y entonces EyEy, = Ey. € J para toda i € {1,2,...n}.

Ahora sea B € I, entonces B = ZBLkEZk y como E;, € J, se tiene que

i=1
B € J. De aqui que J = I, y por lo tanto I, es simple.

De lo anterior concluimos que la cadena 0 < Uy < Uy < Us... < U,, = M, (D)
es una serie de composicion de M, (D) que tiene longitud n. |

Teorema 2.2.2. Sea V un D-espacio con dimp(V') = n, entonces
Endp(V) = M, (D)
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Demostracion. Sea X = {vy,vq,...v,} un base para V como D-espacio.
Sea o € Endp(V) y escribimos

n

Oé(Ui) = Z ;505

=1

Denotamos a A, € M, (D) a la matriz que tiene como entrada ij igual a a;;.
Sea 0 : Endp(V) — M, (D) dada por (o) = A, y veamos que es un anti-
isomorfismo de anillos, es decir, un isomorfismo de grupos tal que para
todo «, B € Endp(V) se tiene que f(ao 5) = 0(5)0(«).

Sea a € Nuc(f), entonces 0(a) = 0 la matriz cero, lo que implica que
a(v;)) = 0 para toda i € {1,2,...n} y entonces = 0. Por lo tanto 6 es
inyectiva.

Si A € M, (D) con tiene la entrada ij igual a a;;, definimos a « tal que

n

O./(’Ui) = Zvjaij
j=1
Como « esta definida en la base de V, se tiene que o € Endp(V) y 0(a) = A.
Por lo tanto 0 es suprayectiva.

Para demostrar que 6 es un anti-ismorfismo de anillos consideramos a «
y B en Endp(V).Y veamos que A,op = AgA, Para esto notamos que:

a(B(v;)) =« <Z bijv]) = Z bija(v;) = Z Zbijajkvk = Z <Z bij@jk;) Uy,

=1 k=1 k=1 \j=1

n
Por lo tanto la entrada ik de A,.p es Zbijajk que es justamente la
j=1
entrada ik de AgA,. Entonces A, = AgA, y se sigue que

O(ao B) = Apop = AgAa = 0(B)0(a)

Ahora definamos ¢ : M, (D) — M, (D) dado por p(A) = AT que claramen-
te es un anti-isomorfismo de anillos. Entonces @0 : Endp(V) — M, (D) es
un isomorfismo de anillos y por lo tanto Endp (V) = M, (D) |

Teorema 2.2.3. Sea R un subanillo denso de un anillo de endomorfismos
de un D-espacio V. Entonces R es artiniano izquierdo si y sdlo si dimp(V)
es finita, en este caso R = Endp(V).
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Demostracion. Sisuponemos que dimp(V') = n, entonces V' tiene una base
X = {v1, v, ..u,}.

n

Sea o € Endp(V) y u € V, entonces u = Z o;v; con o € D. Y como R es
i=1

denso, existe r € R tal que a(v;) = rv; Vi € {1,2...n}. Entonces:

n n n n n
au =« E ;U = E a;V; = E o;0; = E ;T =T E o;0; = Tu
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

por lo tanto «(u) = ru para todo u € V. Entonces o = r € R. Tenemos
que R = Endp(V) y por el Teorema 2.2.2 R = M, (D) que por el Teorema
2.2.1 es artiniano.

Resiprocamente si suponemos que R es artiniano izquierdo y que la di-
mension de V' es infinita entonces existe un conjunto infinito D-linealmente
independiente {uy,us,us,...} € V. Por el Lema 1.2.14 V es un Endp(V)-
modulo izquierdo y por lo tanto un R-modulo izquierdo.

Definimos I, =grann({uy,us,...u,}). Entonces por el Lema 1.2.18(i) I, >
Iy > I3... es una cadena descendente de ideales izquierdos.

Sea z € V, x # 0. Como {uy, us,....un+1} €s un conjunto D-linealmente
independiente y R es un subanillo denso, existe » € R tal que ru; = 0 con
1 <i<nyru,y =x #0. Entonces r € I,,, pero r & I,.1. Asi I,, # 1,1
Vn € N lo que contradice el hecho de que R es artiniano. Por lo tanto
dimp (V') es finita. Ya vimos que en este caso R = Endp (V).

[ |

Teorema 2.2.4. (Wedderburn-Artin)Sea R un anillo artiniano izquierdo,
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

i) R es simple.

ii) R es primitivo.

iii) R es isomorfo al anillo de endomorfismos de un D-espacio no trivial V
de dimension finita sobre un anillo con division D.

i) In € N tal que R es isomorfo al anillo M, (D) donde D es un anillo con
division.

Demostracion. (i)= (ii) Si M es un R-modulo izquierdo simple, entonces
rann(M) es un ideal propio de R, y como R es simple gann(M) = 0, por lo
tanto M es un R-mo6dulo simple y fiel. Entonces R es primitivo.
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(ii)= (iii) Por el Corolario 2.1.4 R es isomorfo a un subanillo denso A del
anillo de endomorfismos de un D-espacio V. Entonces A = R que es artiniano
izquierdo, por el Teorema 2.2.3 dimp(V') es finitay R = A = Endp(V).
(iii) = (iv) Por el Teorema 2.2.2 R = Endp(V) = M, (D) y D% es un
anillo con divisién, pues D lo es.

(iv)= (i) R = M,(D) que es simple por el Teorema 1.1.14 |

Como ejemplos de anillos primitivos podemos encontrar a los campos,
pues si K es un campo, entonces el K-moédulo regular K es un K-moédulo
simple y fiel.

En general, por el teorema anterior, todo anillo que es simple y artiniano
izquierdo es primitivo.

Sin embargo podemos encontrar anillos primitivos que nos sean simples,
por ejemplo si consideramos un D-espacio vectorial V' de dimensién infinita
y R = Endp(V). Sabemos que V es un R-moédulo izquierdo. Sea u # 0 € V.
Entonces podemos encontrar una base X para V' que contenga wu.

Ahora sea v € V. Definimos 60, : V. — V definido como 6,(u) = v y
0,(w) = 0 para todo w € X distinto de u. Como 6, esta definido sobre los
elementos de la base sabemos que 6, € R para toda v € V. Asi Ru =V para
cualquier u # 0 € V. Entonces V sélo contiene como submodulos propios al
trivial, por lo que es simple. Veamos que es fiel.

Supongamos que existe € R tal que oV = 0, lo que implica que a(v) = 0
Vv € V y por lo tanto a = 0, se sigue que rann(V) = 0 y entonces V' es un
R-médulo fiel. Por lo anterior tenemos que R es un anillo primitivo.
Consideramos a S = {a € R|dimp(Imga) < oo} el conjunto de endomor-
fismos de rango finito y notamos que a0 @ y 6 o a son de rango finito para
todo # € Ry a € S, por lo tanto S es un ideal propio (pues id ¢ S) de V.
Concluimos que R es un anillo primitivo que no es simple.



Capitulo 3

Anillos semiprimitivos y
casl-primitivos

3.1. Anillos semiprimitivos artinianos y moédu-
los semisimples

En esta seccién se buscard extender la carcaterizacion de los anillos primi-
tivos artinianos izquierdos a anillos con estructuras mas complejas, es decir,
a anillos que resulten ser la suma directa de anillos primitivos artinianos iz-
quierdos. Veremos que para que un anillo artiniano izquierdo cumpla esto
basta que sea semiprimitivo, y con esto se enunciara y probara el teorema de
Wedderburn-Artin para anillos semiprimitivos.

Antes necesitamos ver que un anillo semiprimitivo y artiniano izquierdo es
la suma directa finita de ideales izquierdos minimos y para eso son necesarias
las siguientes definiciones, asi como varios lemas y teoremas.

Definiciéon 3.1.1. Un ideal izquierdo minimo [/ de un anillo R # 0 es un
ideal izquierdo no trivial con la propiedad de que si J es otro ideal izquierdo
de Rtal que 0 < J < I entonces J =00 J = 1.

Si consideramos un anillo R y al R-mddulo izquierdo regular p R, sabemos
que los ideales izquierdos de R coinciden con los submoédulos de g R, es facil
observar que un ideal izquierdo minimo no contiene a ningtn ideal izquierdo
distinto del trivial, y por lo tanto los ideales izquierdos minimos de un anillo
R son justamente los submddulos simples de g R.
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Lema 3.1.2. Si R es un anillo artiniano izquierdo (derecho), entonces to-
da familia no vacia de ideales izquierdos (derechos) contiene un elemento
minimo.

Demostracion. Sea F una famiia no vacia de ideales izquierdos de R, y
suponemos que F' no contiene un elemento minimo. Sea Iy € F, como F
no contiene elementos minimos, existe I; € F' tal que Iy > [;, de igual
forma existe Iy € F' tal que I; > I, inductivamente podemos construir una
cadena descendente de ideales Iy > I; > I, > I3... que nunca se estaciona, lo
que contradice el hecho de que R sea artiniano, por lo tanto I’ contiene un
elemento minimo. H

Definicién 3.1.3. Decimos que R es un anillo semiprimitivo si y el radical
de Jacobson J(R) es el ideal trivial.

Dicho de otra forma, un anillo es semiprimitivo si la intersecciéon de todos
sus ideales primitivos es el ideal trivial.

Entonces para entender la estructura de los anillos semiprimitivos es ne-
cesario estudiar la propiedades del ideal J(R) y para esto se introducen mas
conceptos de teoria de anillos.

Definicién 3.1.4. Sea R un anillo y r € R, decimos que r es nilpotente
si existe un natural n tal que r™ = 0. Si [ es un ideal izquierdo de R tal
que todo elemento de I es nilpotente entonces decimos que I es un nil-ideal
izquierdo y si existe n € N tal que I = 0 decimos que [ es un ideal
izquierdo nilpotente de R .

Lema 3.1.5. Sea R un anillo, entonces todo elemento nilpotente de R es
cutasirreqular.

Demostracion. Sear € R nilpotente, entonces existe n € N tal que r™ = 0.
Consideremos a © = 1+ r2 + 7% + ... + "1 y veamos que es un inverso de
1—r. Sioperamos (1 —r)=(1+r*+r+. .. +r" (1 —-r)=1-r"=1,
analogamente (1 —r)z =1y por lo tanto r es cuasirregular. |

Lema 3.1.6. Si [ es un nil-ideal izquierdo de un anillo R, entonces I C J(R).

Demostracion. Se sigue directamente de que todo nil-ideal izquierdo es un
ideal izquierdo tal que todos sus elementos son cuasirregulares izquierdos y
por el Teorema 1.2.30 [
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Definicién 3.1.7. Si R es un anillo tal que su tnico ideal nilpotente es {0}
entonces R es un anillo semiprimo.

Veamos que en el caso de los anillos artinianos izquierdos ser semiprimi-
tivo es equivalente a ser semiprimo.

Teorema 3.1.8. Sea R un anillo artiniano izquierdo, entonces J(R) es un
vdeal nilpotente de R.

Demostracién. Sea J = J(R), como es un ideal izquierdo de R tenemos
que J > J? > J? > ... es una cadena descendente de ideales izquierdos de R,
por hipotesis existe n € N tal que J" = J**!. Definimos a I = J" y notamos
que I = I?. Veamos que I = 0.

Supongamos que I # 0, lo que implica que I? # 0. Consideramos la
familia de ideales izquierdos F' = {K < R| IK # 0}. Como I € F tenemos
que F # () y por le Teorema 3.1.2 sabemos que F contiene un elemento
minimo K. Sea k € K tal que Ik # 0. Como R(Ik) C Ik C Ky tenemos
que Ik es un ideal izquierdo de R tal que:

I(Ik) = I’k = Ik # 0

Por la minimalidad de K, obtenemos que Ik = Ky y por lo tanto podemos
elegir 7 € I tal que ik = k y entonces (1 — i)k = 0 pero i € I C J y entonces
(1 — 4) es cuasirregular, cancelado por la izquierda obtenemos k = 0 y asi
Ik = 0 lo que es una contradiccion. Se sigue que [ = J" = 0 y entonces J es
nilpotente. |

Corolario 3.1.9. Sea R un anillo artiniano izquierdo, entonces R es semi-
primitivo st y solo si es semiprimo.

Demostracion. Si R es semiprimitivo tenemos que J(R) = 0. Sea [ un
ideal izquierdo nilpotente de R, entonces I es un nil-ideal izquierdo y por el
Lema 3.1.6 I C J(R) = 0.

Reciprocamente, como R es semiprimo, el tinico ideal nilpotente de R es
el trivial, en particular J(R) es nilpotente por el Teorema 3.1.8 y entonces
J(R) = 0. |

Lema 3.1.10. 57 R es un anillo, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes.
i)R es semiprimo
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i1)Si I es un ideal de R tal que I* = 0, entonces I = 0.

i) Si I es un ideal izquierdo de R tal que I?=0, entonces I = 0.
i) Si I es un ideal derecho de R tal que I*=0, entonces [ = 0.
v) Si xRx = 0, entonces x = 0.

Demostracion. i)= ii) Sea I un ideal de R tal que I? = 0 entonces I es un
ideal nilpotente de R, que es semiprimo, se sigue que I = 0.

ii)= iii) Sea I un ideal izquierdo tal que I? = 0. Como I es un ideal
izquierdo se tiene que IR es un ideal e (IR)?> C I?R = 0, entonces por ii)
IR=0eI CIR=0. Por lo tanto I = 0 Analogamente ii)= iv).

Como los ideales son en particular ideales izquierdos y derechos, clara-
mente iv)=- ii) y iii)= ii).

iv)= v) Si xRz = 0, entonces (xR)?> =0y por iv) zR = 0 lo que implica
que z = 0.

v)= iv) Si I es un ideal derecho tal que I* = 0. Sea x € I, entonces
rRx C I* =0. Por v) z = 0. Como z es arbitraria se tiene que I = 0. |

Definicién 3.1.11. Si 7 es un elemento de un anillo R tal que 7? = r,
decimos que r es idempotente.

Lema 3.1.12. Sea I un ideal izquierdo minimo de un anillo R. Si I? # 0,
entonces existe e € I idempotente tal que Re = 1

Demostracion. Si I? # 0 entonces existe a € I tal que Ia # 0. Y como
I es un ideal izquierdo de R notamos que Ia C Ra C I. Pero como I es
minimo se tiene que Ia = I y por lo tanto existe e € I tal que ea = a. Ahora,
sabemos que 0 # la = Iea y entonces [e # 0. Ademéas e € I, por lo que
0 # Ie C Re C I que es minimo. Por lo tanto Re = I.

Para probar que e es idempotente notamos que ea = a, al multiplicar por
e se se obtiene que e*a = ea y entonces (e? — e)a = 0. Ahora definamos el
ideal izquierdo J = {x € I|ra = 0} y observamos que e € [ pero e ¢ J pues
ea = a # 0. Entonces J esta contenido propiamente en I que es un ideal

minimo. Por lo tanto J = 0 y asi e? — e = 0, finalmente despejando e? = e.
[ |

Lema 3.1.13. Sean R un anillo, I = Re con e = e. Si U es un ideal
1zquierdo de R tal que I C U, entonces U = I & K para algun ideal izquierdo
K de R tal que Ke =0
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Demostracion. Sea u € U. Tenemos que ue € Re = I C U, entonces
ue € Uy por lo tanto u—ue = u(l—e) € U, de esto se sigue que U(1—e) C U.
Nombramos K = U(1—e¢) y observamos que Ke = U(1—e)e = U(e—e?) = 0.
Ademéas rU(1 —e) C U(1 — e) para toda r € R, entonces K es un ideal
izquierdo de R. Ahora veamos que U =1+ K y que I N K = 0.

Como I CU y K CU se tiene que I + K C U. Y para cualquier u € U
podemos escribir u = ue +u(l —e) € I + K. Por lo tanto U = I + K.

Sea x € I N K, entonces x € I = Re por lo cual existe r € R tal que
x = re y como e es idempotente se tiene que x = re = re? = ze € Ke = 0.
Por lo tanto I N K = 0. ]

Teorema 3.1.14. Sea R # 0 un anillo semiprimitivo y artiniano izquierdo,
entonces todo ideal izquierdo distinto del trivial (incluyendo a R) es la suma
directa de una familia de ideales izquierdos minimos.

Demostracion. Supongamos que el teorema es falso, es decir que existe
K # 0 ideal izquierdo de R tal que no es la suma directa finita de ideales
izquierdos minimos de R. Consideramos la familia F; de los ideales izquierdos
de R tales que no son la suma directa finita de ideales izquierdos minimos.
Notamos que F; # () pues K € F; y por el Lema 3.1.2 podemos encontrar
un ideal izquierdo minimo Iy € F.

Ahora definimos a Fy, = {gJ < R|J C Iy, J # 0} que también es distinta
del vacio pues Iy # 0, de nuevo por el Lema 3.1.2 elegimos un ideal izquierdo
minimo Jy € F;. Claramente Jy es un ideal minimo de R y por lo tanto
Jo # 0. Entonces J3 # 0 por el Lema 3.1.10 que por el Lema 3.1.12 se tiene
que J = Re donde e es idempotente. Aplicando el Lema 3.1.13 Iy = Jo & L
para algtn ideal izquierdo L de R. Como Jy # 0 concluimos que L < I
que es minimo con la propiedad de no ser la suma directa finita de ideales
izquierdos de R, entonces L = @) _, I} donde I es un ideal izquierdo minimo
de R para toda k € {1,2,...,n}. Pero entonces Iy = Jy @ (By_,1x) lo que
contradice la eleccion de 1. [ |

Definiciéon 3.1.15. Decimos que un R-moédulo M es semisimple si M es
la suma de (equivalentemente, esta generado por) sus submoédulos simples.

Corolario 3.1.16. Sea R un anillo semiprimitivo y artiniano izquierdo. En-
tonces todo R-modulo izquierdo U es semisimple.
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Demostracion. Sea U un R-modulo izquierdo y F' la familia de sus sub-

modulos simples. Demostraremos que U = Z S. Claramente Z SCU
SeF SeF

Por el el Teorema 3.1.14 tenemos que R = Z I, donde para toda k se

k=1
tiene que I es un ideal izquierdo minimo de R.

Sea u € U y definimos para cada k el R-homomorfismo 60, : I, — U como
0r(x) = xu, entonces por el primer teorema de isomorfismo se obtiene que
Ok (1) = I /Nuc(0y), como Nuc(y) es un R-submodulo de Iy, que es simple,
entonces Nuc(fr) = 0 o Nuc(0,) = I de lo que se deduce que 0(I;) = 0
0 0(Ix) = I, para toda k € {1,2,...,n}. Entonces 0;(I;) es simple y por lo
tanto esta en F'. De lo anterior se sigue que [u C Z S para toda k, por

SeF
lo cual (Z [k> u = Ru C Z S. Como u fue arbitraria se concluye que
k=1 SeF
U C Z Sy por lo tanto U es semisimple. [ |

SeF

El siguiente teorema es la parte medular de la prueba del Teorema de
Wedderburn-Artin para anillos semiprimitivos y para su prueba es necesario
una definicién y un lema.

Si R es un anillo, decimos que €2 es un conjunto representativo de
R-médulos izquierdos simples si para cualquier R-mo6dulo izquierdo simple
M, existe un tinico S € 2 tal que S = M.

Definicién 3.1.17. Sea S un R-moédulo izquierdo simple y M cualquier
R-médulo izquierdo, definimos la componente S-isotipica de M al sub-
modulo de M generado por todos los submodulos de M que son isomorfos a

S.

Notamos que si ningtin submoédulo de M es isomorfo a S, entonces la
componente S-isotipica de M es el submoddulo trivial.

Lema 3.1.18. Sea M un R-mddulo izquierdo tal que M = S1+ So+ ...+ .5,
y donde S; es un submddulo simple para toda i € {1,2,...,n}. Si S es un
R-mddulo izquierdo simple, entonces la componente S-isotipica de M es la
suma de todos los sumandos S; que son isomorfos a S.
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Demostracion. Podemos enumerar los sumandos de tal forma que M =
Si+ S+ ... +S+...+S,con0<r<nysetengaque S, =Ssii<ry

S; 22 S si i >r. Llamamos U a la componente S-isotipica de M y definimos

al = Z S;. (Notamos que si ningin S; es isomorfo a S, entonces r =0 y
i=1
V' =0) Como U es el submoddulo generado por los S; que son isomorfos a S,

tenemos que S; C U para toda ¢ < r y entonces V = ZSi C U. Para la
i=1
otra contencion basta probar que para cualquier submédulo 7" de M tal que
T = S se tiene que T'C V.
Sea T un submoédulo de M tal que T" = S. Definimos para cada ¢ €
{1,2,...,n} la proyecciéon conédnica m; : M — S; (que es un R-homomorfismo)
n

y notamos que para toda m € M podemos escribir m = Z mi(m). Sabemos
i=1

que 7;(T") es un submodulo de S;, que es simple, entonces m;(7') = 00 m;(T) =

S;. Como a su vez T es simple tenemos que 7;(T) = S; implica que S; = T =

Sy entonces i < r. De lo anterior se sigue que m;(7") = 0 si ¢ > r. Asi para

toda i € {1,2,...,n} se tiene que m;(7T) C V y por lo tanto T' C Zm(T) C
i=1

V. Concluimos que U C V y entonces U = V. |

Teorema 3.1.19. Sea R # 0 un anillo semiprimitivo y artiniano izquierdo.
Sea Q) un conjunto de representantes de los R-mddulos izquierdos simples.
Para cada S € Q) sea I la suma de todos los ideales minimos de R isomorfos
a S. Entonces:

Z) R = EBSGQIS,

ii) S1 S, T € Q tales que S # T, entonces IsT = 0.

iii) |Q es finito.

w) Is es un ideal minimo de R para todo S € ).

v) Is es un anillo simple y artiniano izquierdo para toda S € €.

Demostracion. i) Por el Teorema 3.1.14 sabemos que R es la suma directa
finita de ideales izquierdos minimos, lo que implica que rR (el R-mo6dulo
regular) es la suma directa finita de submodulos simples, es decir gRR =
S1® S d...d S, donde S; es un submoddulo simple. Notamos que para cada
S €, Is es la componente S-isotipica de g R. Por el teorema 3.1.18 se tiene
que R =@ ,S; = Bseals.
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ii) Sea I un ideal izquierdo minimo de R tal que [ = Sy ¢t € T. Definimos
el R-homomorfismo 6 :gI — T dado por 0(z) = xt. Sabemos que [ = S Z T
y por lo tanto 6 no es un isomorfismo. Pero T es simple, lo que implica que
Img(#) = 0 por lo que § = 0 y entonces §(I) = It = 0, concluimos que
I'T = 0 para todo ideal I tal que I = S. Como Ig es la suma de estos ideales
tenemos que [T = 0.

iii) Sabemos que M = @ | S; = @geqls, si suponemos que || es infinito
entonces existe T € € tal que I+ = 0 (pues M es una suma directa finita de
modulos simples) entonces por ii) tenemos que Ig7T = 0 para todo S € ,
incluso para T pues I7T = 0(T) = 0. Entonces T'(®secals) = TR = 0 lo que
es una contradiccion pues R # 0 # T'. Por lo tanto || es finito.

iv) Is es un ideal izquierdo por como esta definido. Por ii) sabemos que
si T # S tenemos que IgT = 0, y esto ocurre para cualquier submodulo
isomorfo a T', entonces gl = 0 para todo 7' # S. Entonces IgR = Islg C Ig
y por lo tanto Is tambien es un ideal derecho de R.

Para ver que es minimo, suponemos que existe [ ideal de R tal que I < Ig.
Veamos que I = 0, como [ es propio podemos elegir J C Ig tal que J = S
y J € I.JN I es un ideal izquierdo contenido en J y entonces J NI = 0.
Como I es un ideal derecho y J un ideal izquierdo tenemos que IJ C [ e
IJ C J, porlotanto IJ C JNI = 0. Ig es la suma de ideales isomorfos a J y
entonces [(Ig) = 0. Para S # T sabemos que I(I7) C Ig N Iy = 0. Entonces
I(Is) = 0 para todo S € Q por lo que IR = 0, se sigue que [ = 0.

v) Sea S € Q. Veamos que g es un anillo simple y artiniano.

Como R = ®geqls podemos escribir 1 = Z erconer € Ir. Six € Ig

TeQ
tenemos que r = lxr = Z erx, pero si S # T sabemos que zer € IsNIp =0

TeQ
por lo que x = z1 = xeg, analogamente xr = egx y asi eg es un elemento

identidad de Ig y por lo tanto es un subanillo (anillo). Sea I < Ig, como
Isly = 0lplg si S # T tenemos que RI = Il y RI = Igl. Por lo tanto los
ideales de Ig son tambien ideales de R que es artiniano, entonces g tambien
es artiniano. Por iv) tenemos que Ig es minimo y por lo tanto simple. |

Para finalizar esta seccion se daré la prueba de la generalizacion del Teore-
ma de Wedderburn-Artin para anillos semiprimitivos y artinianos izquierdos.
Antes probaremos que el producto directo de un ntimero finito de anillos se-
miprimitivos es también un anillo semiprimitivo.
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Teorema 3.1.20. Si Ry, Ry, ...R,, es una familia de anillos semiprimitivos,
entonces Ry & Ry @ ... & R, es un anillo semiprimitivo.

Demostracion. La prueba se sigue directamente del Teorema 1.2.33 pues
J(®" R;) = @, (J(R;)) y como R; es semiprimitivo se tiene que J(R;) =0
para toda ¢ € {1,2,..,n} entonces J(®!_R;) =0 |

Teorema 3.1.21. (Wedderburn-Artin) Sea R un anillo no trivial, entonces
son equivalentes:

i) R es semiprimilivo y artiniano izquierdo.

ii) R es la suma directa finita de ideales minimos donde cada uno de ellos es
wsomorfo al anillo de endomorfismos de un espacio de dimension finita sobre
un anillo con division.

iii) Existen Dy, Dy, ...Dy, anillos con division y naturales ny, ny, ...ny, tales que
R es isomorfo al anillo M,,(D1) ® M,,(D3) & ... & M,, (Dx)

Demostracion. i)= ii) Si R es semiprimitivo y artiniano izquierdo, por
el Teorema 3.1.19 sabemos que R = I; ® I, & ... & I, donde I; es un anillo
artiniano y simple para toda i € {1,2, ..., k} que por el Teorema 2.2.4 se tiene
que I; = Endp,(V;) donde D; es un anillo con divisién y V; es un D;-espacio
tal que dimp,(V;) es finita

ii)=iil) SiR=1L®®...® I donde I; = Endg,(V;), dimg,(V;) =n; y S;
es un anillo con division para toda i € {1,2..., k}. Entonces por el Lema 2.2.2
se tiene que Endg,(V;) = M,,(S;"). Llamamos D; = S;” que es un anillo con
division y iii) queda demostrado.

iii)= i) Como M,, (D;) es artiniano y semiprimitivo para todai € {1,2,...n},
se sigue del Teorema 3.1.20 que M, (D) & M,,(Ds2) & ... & M, (Dy) es se-
miprimitivo y por el Corolario 1.2.37 también es artiniano, y por lo tanto R
es semiprimitivo y artiniano. ]
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3.2. Anillos casi-primitivos

Se defini6 a un anillo primitivo como aquel que tiene un modulo izquierdo
simple y fiel, en esta seccién se busca generalizar este concepto debilitando
la hipotesis de simplicidad, la definicion que surge de esto es la de los anillos
casi-primitivos. Una de las propiedades de los moédulos simples es que sus
anillos de endomorfismos resultan ser anillos con division, y los moédulos sobre
anillos con division (los D-espacios) se comportan de forma muy similar a
los espacios vectoriales. En esta secciéon ya no trabajaremos con modulos
simples y por ende tampoco con D-espacios. Sin embargo podremos trabajar
con estructuras muy similares, los modulos libres, en los que tambien se puede
definir independencia lineal y base.

Definicién 3.2.1. Si R es un anillo, decimos que M es un R-mo6dulo iz-
quierdo derecho) libre si M tiene una base. Es decir existe X C M tal que
M = Z Rz (M = Z zR) y X es R-linealmente independiente.

zeX zeX

Las definicion de R-independencia lineal para R-moédulos libres es com-
pletamente analoga a la de D-independencia lineal definida para D-espacios.
(definicion 1.2.15)

Definiciéon 3.2.2. Un anillo R es casi-primitivo izquierdo si existe un R-
modulo izquierdo M fiel con la propiedad de que para cualquier R-submoddulo
propio gN de rpM existe f € Endgr(M) = S tal que (N)f = {0} (Donde
(N)f ={(n)fln € N}). Ademas de que Mg es un S-mo6dulo derecho libre.
A rM se le llama el médulo caracteristico de R

Anéalogamente se puede definir un anillo casi-primitivo derecho, donde su
modulo carcacteristico es un R-modulo derecho. Como solo trabajaremos con
anillos casi-primitivos izquierdos, simplemente escribiremos casi-primitivos
para referirnos a estos.

Notamos que como Mg es un S-modulo derecho, ahora escribimos la apli-
cacion de un endomomorfismo a € S sobre un elemento m € M como (m)«
para enfatizar que la accién de S sobre M esta definida por la derecha.

Recordemos que dicha acciéon esta dada para cada o € Sy m € M por
ma = (m)a.

Es facil notar que todo anillo primitivo R es también casi-primitivo,
pues tiene un R-moddulo izquierdo M que es fiel y simple, lo implica que
no tiene submodulos propios distintos del trivial y ({0})f = {0} para toda
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f € Endgr(M). Ademés M es simple, por lo que D = Endr(M) es un anillo
con division y entonces Mp es un D-espacio, que sabemos que tiene una base
y por lo tanto es un D-mddulo derecho libre.

Teorema 3.2.3. St R es un anillo casi-primitivo con mddulo caracteristico
M, nombramos S = Endr(M) y consideramos a V' un S-submddulo libre de
Mg. Si I =gann(V) ym € M tal que Im = 0 entonces m € V.. Ademds si X
es un base para V. y a € M tal que X U {a} es S-linealmente independiente,
entonces Ia = M.

Demostracién. Se probara por induccion sobre |X|. Si |X| = 0 se tiene
que V =0 y entonces I = R. Sim € M tal que Im = Rm = 0 entonces
m = 0 € V. Ademaés si {a} es S-linealmente independiente se tiene que
Ra = M, pues si suponemos que Ra # M entonces Ra es un submodulo
propio de M y por lo tanto existe f € S distinta de cero tal que (Ra)f = 0,
y esto implica que (a)f = 0, lo que contradice que a sea S-linealmente
independiente.

Supongamos que |X| = n y consideremos u € X. Si definimos W al S-
submodulo generado por X — {u} observamos que |X — {u}| =n —1y que
V =W + uS. Nombramos J =gann(W) y por hipétesis inductiva sabemos
que Ju = M.

Sea m € M tal que I'm = 0. Definimos 6 : M = Ju — Jm dada por
(ju)d = jm y veamos que esta bien defnida.

Sean ju,ku € Ju tales que ju = ku, entonces (j — k)u = 0 y por lo tanto
(j—k) € I, como Im = 0 se tiene que (j —k)m = 0y asi jm = km. Ademas
6 es un R-homomorfismo pues si r € R se tiene que (rju)d = rjm = r(ju)6,
asi 0 € S.

Por otro lado J((u)f —m) = 0, para ver esto consideramos j € J y al operar
se tiene que j((u)0 —m) = (ju)d — ym = 0.

Por la hipotesis inductiva (u)f —m = w € W y entonces m = (u)f — w.
Como w € V'y (u)f € uS CV concluimos que m € V.

Ahora, sea a € M tal que X U{a} es S-linealmente independiente. Suponga-
mos que Ia # M. Entonces [a es un submodulo propio de M y por lo tanto
existe f #0 € Stal que (Ia)f =0=I(af), como f # 0y aes S-linealmente
independiente tenemos que af # 0.

Consideramos ¢ : M = Ju — J(af) dada por (ju)o = j(af). Si ju,ku € Ju
tales que ju = ku, se sigue que (j —k)u = 0 y entonces (j — k) € I por lo que
(j —k)(af) =0y asi j(af) = k(af). Por lo tanto o es un R-homomorfismo
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bien definido y entonces esta en .S, mas atin J((u)o—af) = 0, por la hipotesis
inductiva tenemos que (u)o —af € W por lo cual af € V, lo que contradice
que X U {a} sea S-linealmente independiente. Por lo tanto [a = M. [ |

Utilizando el teorema anterior probaremos la generalizaciéon del teorema
de densidad de Jacobson para anillos casi-primitivos. Como ya vimos, un ani-
llo primitivo es casi-primitivo, entonces el Teorema 2.1.4 es una consecuencia
directa del siguiente teorema.

Teorema 3.2.4. Sea R un anillo casi-primitivo con mddulo caracteristico
M, sea S = Endr(M) y Mg un mddulo libre. Entonces R es isomorfo a un
subanillo denso de Endg(Msg).

Demostracion. Definimos ¢ : R — Endg(Mg) dado por ¢(r) = «,, donde
a, es el R-endomorfismo de M definido para cada m € M como (m)a, = rm.
Para cualquier 7, s € R se tiene que a5 = . + a5 ¥ Qg = Q,-Qig, €ntonces
o(r+s) = (r)+e(s) y p(rs) = ¢(r)e(s). Por lo tanto ¢ es un homomorfismo
de anillos.

Ademas si 7 € Nuc(p) entonces o, = 0y asi rm = 0 para toda m € M, lo
que implica que r €gann(M)= 0 pues M es fiel. Por lo tanto r = 0, entonces
@ es inyectiva y R = ¢(R). Veamos que ¢(R) es denso en Endg(Mg).

Sea X = {x1,29,...,2,} € M un conjunto S-linealmente independiente y
Y =A{vy1,y2, .., yn} € M. Definimos a V; = ({1, 29, .71, Tiz1, ..xp}) v A
J; =rann(V;). Como R es casi-primitivo, por el Teorema 3.2.3 se tiene que
Jix; = M. Y entonces existe r; € J; tal que rx; =y y riw; = 0sii # j
pues z; € V;. Consideramos r = )" | r; y notamos que o, € p(R) cumple
que (z;)o. = y; para toda i € {1,2...,n}. Por lo tanto ¢(R) es denso en
Ends<MS) [ |

Lema 3.2.5. 5i S es un anillo y M es un S-mddulo derecho libre de con una
base finita de n elementos, entonces Ends(Mg) = M, (S)

Demostracion. La prueba es andloga a la del Teorema 2.2.2. Solo tomando
en cuenta que si definimos 0 : Endg(Mg) — M, (S) como en el Teorema 2.2.2
dada por #(«) = A, donde A, es la matriz asociada a a respecto a una base X
de Mg, notamos que como M es ahora un S-mo6dulo derecho el homomorfismo
0 resulta ser un isomorfismo de anillos (y no un anti-isomorfismo). [ |
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Teorema 3.2.6. Sea R un anillo casi-primitivo con mddulo caracteristico
M, S = Endgr(M) y Mg un S-mddulo derecho libre, entonces se cumple que:
i) Si existe una base de M finita con n elementos, R = M,(S)

i) Si existe una base de M con un nidmero infinito de elementos, para toda
n € N existe un subanillo R, de R y un homorfismo suprayectivo 6 : R, —

M, (S).

Demostracion. Sea ¢ como en el Teorema 3.2.4. Para i) consideramos una
base X de M, donde X = {z1,%9,...,x,}. Sea g € Endgs(Ms), ya vimos
que R = ¢(R) y que es denso en Endg(Mg), entonces existe a,. en ¢(R) tal
que (z;)a,. = (x;)g para toda x; € X y por lo tanto g = a, € p(R) y asi
©(R) = Ends(Mg). Por el Lema 3.2.5 se tiene que

R = ¢(R) = Ends(Ms) = M,(S)

i1) Sea n € N y Y una base infinita de M, entonces podemos encontrar
X = {x1,29,...,2,} CY un conjunto S-linealmente independiente y defini-
mos a N = (X) el S-submodulo libre generado por X. Definimos tambien
R, = {r € R|(N)a, C N}. Claramente R,, es un subanillo de R. Defini-
mos 0* : R, — Ends(Ng) dado por 0*(r) = a, que esta bien definido pues
(N)a, C N y entonces o, € Endg(Ng). Para ver que es suprayectivo sea
g € Ends(Ng), como ¢(R) es denso en Endgs(Mg) existe r € R tal que
(x;)a, = (z;)g y por lo tanto r € R, y 0*(r) = g.
El Lema 3.2.5 nos dice que Endg(Ng) = M,(S), entonces existe un iso-
morfismo ¢ : Ends(Ng) — M,(S) v asi 0§ = ¢6* : R, — M,(S) es un
homomorfismo suprayectivo. |

Finalmente veamos el siguiente teorema, el cual nos proporciona una ma-
nera sencilla para encontrar ejemplos de anillos casi-primitivos.

Teorema 3.2.7. Sea S un anillo tal que para cada ideal propio I de S existe
un elemento distinto de cero a € S tal que Ia = 0. Entonces R = M, (S) es
un anillo casi-primitivo.

Demostracion. Sea L;; la matriz candnica con entrada ij igual a 1 y las
demas iguales a 0. Definimos M = RFE;; notamos que

S 00 .0

S 00 ... 0
M=

S 00 .0
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Es decir, las matrices que tienen la primera columna con entradas en S y
todas las demas iguales a 0. Por lo tanto

M - EHS @ Egls @ Eg,lS @ @ Enls

Entonces M es un S-modulo derecho libre ademas de un R-moédulo izquier-
do. Ahora veamos que S = Endgr(M). Si g € Endr(M) podemos escribir
(E11)g=>." Enx; con x; € S, entonces

(En)g = (En : E11)g =Ly - Z Enxi = Enx

i=1

Para toda m € M existe y € R tal que m = yFEy; entonces (m)g = (yFE11)g =
y(E11)g = yE11my = may es decir mg = max; para toda m € M, entonces
g=1x1 €85.

Ahora consideremos a g /N un submodulo propio de g M. Buscamos encontrar
feStalque f A0y (N)f =0. Como N es un submédulo propio de M, N
es de la forma

I 00 ... 0

I 00 0
N =

I 00 .. 0

donde [ es un ideal propio de S. Sabemos, por hipoétesis, que existe un ele-
mento distinto de cero a € S tal que Ia = 0, si consideramos f = a se
tiene que (IV)f = 0. Por lo tanto R es un anillo casi-primitivo con modulo
carcateristico p M. [ |

Como ejemplo podemos considerar a Zg. Los ideales propios de de Zg son
I, = {0}, I, ={0,2,4,6} e I3 = {0,4}. Claramente 4 # 0 e I;(4) = {0} para
toda i € {1,2,3}. El Teorema 3.2.7 nos dice que R = M,(Zs) es un anillo
casi-primitivo para toda n € N, més atn, su moédulo caracteristico esta dado
por RM = REH.
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