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Introduccién

Trabajar con el concepto de plano proyectivo como estructura de incidencia es una
manera moderna de abordar el estudio de la geometria proyectiva. Al trabajar de este
modo, es natural preguntarse cuales teoremas de la geometria proyectiva clasica se siguen
cumpliendo en dichas estructuras de incidencia. Resulta que uno de los teoremas funda-
mentales, el Teorema de Desargues, deja de ser valido en general. Sin embargo, construir
ejemplo de planos proyectivos no—Desarguesianos no es un problema trivial.

El objetivo de este trabajo es desarrollar con detalle una clasificacién ya existente de
cierto tipo de planos poryectivos no—Desarguesianos. Dicha clasificacién recurre al con-
cepto de anillo ternario plano que es un tipo de estrutura algebraica. La idea principal es
asociar a cada plano proyectivo, un anillo ternario plano de modo tal que estudiando el
anillo asociado, se recuperan propiedades del plano inicial. Culmina el trabajo con la cons-
truccion de un ejemplo de un plano proyectivo no—Desarguesiano usando las herramientas
desarrolladas en el mismo.

Hay pocos textos que profundicen el estudio de los planos proyectivos vistos como
estructuras de incidencia y menos aun que hagan un estudio detallado sobre planos pro-
yectivos no—Desarguesianos. Este proyecto aspira a tener un formato accesible para todo
aquél que desee empezar a estudiar dichos temas.

La tesis estd dividida en cinco capitulos. Como este texto pretende estar autoconte-
nido, los primeros tres capitulos abarcan las definiciones, proposiciones y teoremas sobre
planos proyectivos y anillos ternarios planos que se requieren para la comprensién del te-
ma. Los primeros dos estan dedicados a los planos proyectivos. Surgen de manera natural
el Teorema de Desargues y el concepto de plano proyectivo no—Desarguesiano. El tercer
capitulo trata de anillos ternarios planos. Se estudia un método para dar coordenadas a
un plano proyectivo en un anillo ternario plano. Surge el concepto de cuadrado latino, un
ente matematico de tipo combinatorio que serd de utilidad.

En el cuarto capitulo se estudia con profundidad la relacién entre planos proyectivos
y anillos ternarios planos lineales lo cual da lugar a la clasificacién antes mencionada. Por
altimo, se hace un breve estudio de los cuasicampos, que son cierto tipo de anillos ternarios
planos lineales. Se examinan los cuasicampos de Hall con el fin de construir un ejemplo
interesante.



Capitulo 1

Propiedades elementales de planos
proyectivos y afines

1.1. Conceptos basicos

Definicién 1.1.1. Un espacio S es una pareja (Ps,Lg) donde Ps es un conjunto no—
vacio y Lg es un conjunto no—vacio de subconjuntos de Pg. Los elementos de Pg se llaman
puntos de S y los elementos de Lg se llaman lineas o blogques de S.

Hay diversos tipos de espacios dependiendo de las propiedades que cumplen sus puntos
y sus lineas. Nosotros estudiaremos los espacios llamados planos proyectivos.

Definicion 1.1.2. Un plano proyectivo es un espacio 11 que satisface los siguientes
ariomas:

» (PP1) Cualesquiera dos puntos estin en una unica linea.
» (PP2) Cualesquiera dos lineas tienen elementos en comin.

» (PP3) Existen cuatro puntos tales que cualesquiera tres de ellos no estin en una
linea comin.

Observacion 1.1.1. Un espacio C que cumple (PP1) y (PP2) recibe el nombre de con-
figuracion cerrada. Una configuracion cerrada que no cumple (PP3) recibe el nombre
de plano degenerado. Es ficil ver que solo hay tres tipos de planos degenerados:

= 57 alguna linea de C' tiene a todos los puntos de C. En este caso se tiene que Lo =
{Pc} o Lc = {{P}, Pc} donde P € Pg.

= Fn caso contrario, C tiene al menos 3 puntos que no estdn en una linea comun y
Lo ={Pc \{P},{P,Q}qep.\{p}} donde P € Pc.

Sea II un plano proyectivo. Veamos un poco de terminologia y notacién:

m SiAc Pq,l € Ly A€l decimos que A incide en [, [ incide en A, A estd en l o [
pasa por A.



= Si RC Pg,l € Lpny R C Ly se dice que los elementos de R son colineales. Si
Ae Pq, HC Ly A€lVl e H se dice que los elementos de H concurren en A.

» Para A € Py definimos br(A) = {l € L1 : A € 1}, el haz de lineas que pasa por A.

» Si {A,B} C Py a la tnica linea [ que contiene a ambos puntos se le denota AB o
BA y decimos que [ une A con B.

= Un tridngulo es un conjunto que consta de tres puntos no—colineales A, B, C' junto
con las lineas AB, BC, CA.
Se denota A = (A, B,C, BC,CA, AB) o simplemente ABC.

= Un cuadrangulo es un conjunto de cuatro puntos tales que cualesquiera tres de
ellos no son colineales.

» Un cuadrilatero es un conjunto de cuatro lineas tales que cualesquiera tres de ellas
no son concurrentes.

Proposicién 1.1.1. Sea II un plano proyectivo. Sil,m € Ly yl # m = |lNm|=1. En
este caso, si lNm = {A} escribimos A=1Nm.

Demostracion. Se tiene que |l N'm| > 1 por (PP2). Si |l N'm| > 2 se contradice el axioma
(PP1). O

Proposicion 1.1.2. Todo plano proyectivo admite al menos un cuadrildtero.

Demostracion. Sea IT un plano proyectivo. Por (PP3) II admite al menos un cuadrangulo,
digamos {A, B,C, D}. Consideremos las lineas AB, BC, CD y DA y supongamos que
tres de ellas, digamos AB, CD y DA, concurren en el punto T. Notamos que, como
{A, B,C, D} es un cuadrangulo, las cuatro lineas en cuestién son distintas entre si.

Como A, T € ABN DA se sigue que A = T de la proposicién anterior. De manera
similar, considerando las lineas C'D y DA, obtenemos que T' = D lo cual contradice que
A, B,C y D son distintos entre si.

-.{AB,BC,CD,DA} es un cuadrildtero. 0

Proposicion 1.1.3. Sean II un plano proyectivo yl,m € Ly, | # m. Entonces lUm & Ppy.

Demostracion. Supongamos, al contrario, que lUm = Ppp. Sea {A, B,C, D} un cuadrangu-
lo de II. Por hipétesis, {A, B,C, D} C [ Um de modo que podemos suponer {A, B} Cly
{C,D} Cm al ser {A, B,C, D} un cuadrdngulo. Sea X = ACNBD € lUm.

Supongamos que X € [ = AB. Como A, By C no son colineales, AB # AC'y entonces
A=ABNAC = X € BD lo cual es imposible. De manera similar, X € m es imposible y
entonces X € Prp\ (IUm) lo cual es una contradiccion.

.‘.lUmgPH. O

Teorema 1.1.1. Sea Il un plano proyectivo.

1. Sil,m € Ly entonces |l| = |m]|.



2. SiAe Pqyle L entonces |brr(A)| = |].

Demostracion. 1. Supongamos que | # m. Por la proposicién anterior, encontramos O €
P\ (I Um). Definimos f : I — m como f(X) = OX Nm VX € [. Notamos que O €
P\ (I Um) implica OW # m,l YW € Ppy asi |[OX Nm| =1VX €[ ie. f estd bien
definida en [.

Ahora, siY € m\[ entonces Y = f(Z) donde Z = OY Nl pues en este caso, OZ = OY
yasi OZNm =0YNm =Y.SiY =INm entonces f(Y) =Y. Supongamos que X, X €
y f(X) = f(X). Entonces X = Of(X)NIl = Of(X')Nl = X" fes una biyeccién y
1] = [ml.

2. Hay dos posibilidades:

» A ¢l Esclaro que f:bg(A) — 1, f(m) =mnNI¥m € br(A) es una biyeccién y por
lo tanto |bri(A)| = |I].

» A € [: Como II admite al menos un cuadrildtero Im € Ly tal que A ¢ m y
ast [bri(A)| = [m[ = [I].

O]

Decimos que un plano proyectivo es finito si cada linea tiene un ntimero finito de puntos
y que es infinito en caso contrario. Usando el teorema anterior tenemos el siguiente:

Teorema 1.1.2. Sea II un plano proyectivo finito. Entonces existe un entero positivo
n = 2 tal que:

» [|[=n+1Vielp
» b(A)]=n+1VAe Py
» |Pu|=|Lu|=n*+n+1
Al niimero n se le llama el orden de I1. Se escribe o(I1) = n.

Demostracion. Del teorema anterior tenemos que |brp(A)| = |I| = k VA € P, VI € Ly para
algun k € {0,1,2,...}. Sea {A, B,C, D} un cuadrangulo de II. Notamos que ABNCD €
AB\ {A, B,C,D} y asi podemos escribir k = n + 1 para algun n > 2.

Sea A € Py cualquiera. Tenemos que cada punto de II distinto de A estd en una tnica
linea en br(A) por (PP1). Como cada linea tiene n puntos distintos de A se tiene que
|Pa| —1=|Pa\ {A} = |bu(A)|-n = (n+1)-n=n?+ny entonces |Py| =n?+n+ 1.
Ahora | Pr1|- (n+1) es el nimero de puntos multiplicado por el nimero de lineas por punto.
Como cada linea tiene n + 1 puntos, se sigue que cada linea se cuenta n + 1 veces en el
calculo anterior y asi

_ Pl (n+1)

Enl ==~

= |Pyl=n’+n+1



Figura 1.1: Plano de Fano

El teorema anterior sugiere la siguiente pregunta: Dado n un entero positivo jexiste
algin plano proyectivo de orden n?. Este es uno de los problemas fundamentales acerca de
los planos proyectivos. Més adelante desarrollaremos algunos métodos que nos permitiran
ver que dicho problema es equivalente a otros que surgen en otras ramas de las matemati-
cas. De momento enunciamos un célebre teorema debido a Bruck y Ryser que muestra la
imposibilidad de la existencia de un plano proyectivo con un orden dado. La demostracion
se omite pues utiliza resultados de teoria de nimeros que son ajenos al contexto de este
trabajo (para mas detalles, ver [5]).

Teorema (Bruck-Ryser). Si existe un plano proyectivo de ordenn yn =1dn = 2
(méd 4) entonces n =12 +m? p.a. I,m € Z.

Este teorema, por ejemplo, descarta la existencia de planos proyectivos de orden 6 y
14 pero no restringe la existencia de un plano proyectivo de orden 10. De hecho se probd,
computacionalmente, que no existe un plano proyectivo de orden 10 lo cual muestra que
no es valido el reciproco.

Observacion 1.1.2. Del Teorema 1.1.2 podemos concluir que si 11 es cualquier plano
proyectivo, finito o infinito, entonces | Py, |Li| > 7 y

|, |bri(A)| > 3 VI € Ly, VA € Pr. Veamos un ejemplo en donde se dan las igualdades
anteriores:

Ejemplo 1 (Plano proyectivo de los 7 puntos). También conocido como plano de Fano,
lo denotaremos § y estd definido como sigue:

P = {0, 1,2,3,4,5, 6}
L% = {{17 2, 4}, {27 3, 5}7 {37 4, 6}7 {07 4, 5}7 {17 9, 6}a {07 2, 6}7 {07 1, 3}}

Se suele representar como en la Figura 1.1.

El siguiente ejemplo es sumamente importante

Ejemplo 2. Sea K un campo no-conmutativo. Sea V. = K3\ {(0,0,0)}. Definimos la
siguiente relacion en V: (x1,x2,13) ~ (17, Ty, 73) < 3N € K \ {0} tal que x; = ;A para



i =1,2,3 (ndtese que estamos multiplicando X\ por la derecha). Es facil ver que ~ es una
relacion de equivalencia en V. A la clase de equivalencia mddulo ~ de (z,y,z) € V la
denotamos [x : y : z] y se dice que [x : y : z| son las coordenadas homogéneas del punto

(2,9, 2).
Definimos el plano proyectivo sobre K, denotado lly(K), de la siguiente manera:

Py = oy 41 (0.9.2) € V)
Lty iy = {[l,m,n] : (I, m,n) € V'}

donde [z : y : z] € [l,m,n] & lx + my + nz = 0. Ndtese que para determinar los puntos
de [l,m,n| se multiplica por la izquierda de modo que la ecuacion anterior, efectivamente,
define un conjunto de clases de equivalencia. Es fdcil verificar que se satisfacen (PP1),
(PP2) y (PP3).

Si K es finito entonces es un campo (a este resultado se le conoce como "pequeno teorema
de Wedderburn”, ver [6].) y K = GF(q) donde q es potencia de algin primo (ver [2]).
En este caso, el plano proyectivo sobre K se denota 1a(q). Es facil ver que Ty(q) tiene
q> + q+ 1 puntos y por lo tanto o(Ilz(q)) = q.

Tenemos que § y I12(2) son planos proyectivos de orden 2. Sin embargo, no esté claro
si son esencialmente distintos o si solamente son dos representaciones diferentes de un
mismo plano proyectivo. Es por este tipo de circunstancias que se introduce el siguiente
concepto.

Definicion 1.1.3. Sean II, I dos planos proyectivos. Decimos que 11 es isomorfo a H/,
denotado TI = 11, si existe f : Py — Py biyectiva tal que f[l] € Ly VI € Ly. En tal caso,
se dice que la funcion f es un isomorfismo de planos proyectivos.

Observacién 1.1.3. Notamos lo siguiente:

] f_l[l/] € L Vl,eLH/. Efectivamente, si {P,Q} C I entonces A1X,Y € Py, X £Y
tales que f(X) = P y f(Y) = Q. Por hipdtesis, f[XY] = PQ y asi f_l[l,] =
FUPQ] = XY € L.

= De lo anterior se sigue que la relacion =2 es de equivalencia en la clase de los planos
proyectivos.

’

= SiIl y 1T son finitos y 1 =TI entonces o(I1) = o(II').

Proposicion 1.1.4. Hay un unico plano de orden dos salvo isomorfismo.

Demostracion. Sea Il un plano proyectivo de orden dos. Entonces |Py| = 7 y asi escribi-
mos P = {po,p1,...,p6}. Como p; estd en exactamente tres lineas, podemos suponer,
renombrando los elementos de Pry de ser necesario, que dichas lineas son {p1,p2,ps},
{po,p1,P3} v {p1,p5,p6}. El punto ps también estd en exactamente tres lineas y una de
ellas es {pi1,p2,ps}. Nuevamente, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que las
otras dos lineas son {p2,p3,ps5} v {po, p2, pe}. Los puntos py y ps4 estdn en una tunica linea
cuyo tercer punto solamente puede ser p; por (PP1). De manera similar, {ps, p4,p6} € L.
Asi pues, f: Pp — Ps, f(pi;) =1 es un isomorfismo. O



El siguiente concepto es sumamente 1til en el estudio de los planos proyectivos pues
tiene la virtud de producir resultados nuevos de manera inmediata.

Definicién 1.1.4. Sea IT un plano proyectivo. Definimos el plano (proyectivo) dual
II* de II como Pp~ = L1, L~ = {bH(A) A€ PH}

Teorema 1.1.3. Si Il es un plano proyectivo entonces su dual II* también lo es.

Demostracion. Sea {l,m} C Ly = Ly+. Entonces |IN'm| =1y asil,m € bg(INm) € Ly~
pues [ N'm € Pp. Por lo tanto II* satisface (PP1).

Sean br(A), b (B) € Li+. Si A = B entonces bri(A) = bi(B) y asi
|bri(A) N b (B)| = |bri(A)| > 3. Si A # B entonces AB € brr(A) N br(B). Asi las cosas,
bri(A) Nbrr(B) # ¢. Por lo tanto IT* satisface (PP2).

Sabemos que II admite al menos un cuadrilatero. Es facil ver que dicho cuadrilatero
da lugar a un cuadrdngulo en II*. Por lo tanto II* satisface (PP3). O]

Ejemplo 3. Sea q potencia de un primo. Cdlculos sencillos muestran que
¢ : Priy(q) — Liny(q) dada por ¢([x 1y : z]) = [z,y,2] es biyectiva con
Bl[l, m,n]] = by q) ([l : m : n]). Es decir, la(q) = (H2(q))* mediante ¢.

Observacién 1.1.4. Notamos lo siguiente:

» (II*)* = II. En efecto, es fdcil ver que f : Pq — P+~ dada por f(A) = br(A)
VA € P es un isomorfismo.

» Si o(Il) = n entonces [bp(A)] = n+1VA € Py e |l| =n+1Vl € L y
ast o(II*) = n.

El teorema anterior nos permite establecer uno de los resultados fundamentales en el
estudio de los planos proyectivos.

Teorema 1.1.4 (Principio de dualidad). Sea T' cualquier teorema acerca de planos pro-
yectivos. Sea T el enunciado dual de T, que se obtiene de T intercambiando las palabras:

punto < linea
estd en <> pasa por
colineales <+ concurrentes
interseccion <> une

etc.

Entonces T también es un teorema acerca de planos proyectivos.

Demostracion. T* es un teorema acerca de planos proyectivos duales. Como todo plano
proyectivo es, esencialmente, el dual de otro, se sigue que T™ también es un teorema acerca
de planos proyectivos. ]

10



1.2. Configuraciones

Definicion 1.2.1. Sean II un plano proyectivo y S un espacio. Decimos que S es una
configuracion de Il si se satisfacen las dos condiciones siguientes:

» Ps C P

» Vm € Lg 3l € Ly tal que m C . En ésta situacion, dicha linea | es tinica por (PP1)
e introducimos la siguiente notacion: mr, = L.

Definicion 1.2.2. Sea II un plano proyectivo y llg una configuracion de I1. Si Il también
es un plano proyectivo, decimos que 11y es un subplano de I1. Se denota 11y < II.

Si II es un plano proyectivo, el orden de cualquiera de sus subplanos esta restringido
por el siguiente teorema debido a Bruck.

Teorema 1.2.1 (Bruck). Sea II un plano proyectivo de orden n y Ily < II, Iy de orden
m. Entonces n =m?2 6 n > m?+m.
Demostracion. Como Iy # II se tiene que m < n. Sean ly € Ly, y | = l()LH. Como || =
n+1y |lo| = m+1 se sigue que [ tiene m+1 elementos de Prp, y (n+1)—(m+1) elementos
de P\ Pr,. Sea pues P € [\ Pp,. Supongamos que m € brp(P) \ {l} y |m N P,| > 2.
Entonces 3mg € Ly, tal que mg € mN Pry,. Ahora m # [ implica mg # lp y como Il es un
plano proyectivo, mg Nly = @ € Pry,. Pero moNily CmNI{= P y entonces P = Q € P,
lo cual es imposible. Por lo tanto |m N Pr,| < 1 ¥m € by (P) \ {l}.

Como cada elemento de P, determina un tinico elemento en by (P) y hay (m? +m +
1) — (m + 1) = m? puntos en P, \ I se sigue que n + 1 = |by(P)| > m? + 1 o bien
n > m? Sin+1>m?+1 entonces Ik € by (P) tal que |k N Pp,| = 0. Asf las cosas,
si {h,h'} C Ly, entonces hr, Nk # hILH Nk de modo que m> +m+1 < |k =n+1
i.e. n > m?+ m (obsérvese que n > m? +m = n > m? pues m > 0). Esto es suficiente
para probar el teorema. Sin embargo veremos otro argumento con el fin de obtener una
equivalencia importante.

El razonamiento es véalido para cada linea de IIy. Como hay m?+m+ 1 lineas en Il se
tiene que |Aq,| = (m?+m+1)(n—m) donde A, = {P € Py : 3l € byy(P) tal que [N Py,
contiene un elemento de Ly, }. Ahora Py, € Ay, € P = n?+n+1=|Py| > |An,| =
(m?2+m+1)(n—m)+m>+m+1)=0< (m?>—n)(n—m)=n>m?pues n>m. Si
n+ > m? entonces IR € P tal que |mN Pr,| < 1Vm € bry(R)\ {l} y asf, puntos distintos
de IIp determinan lineas distintas en by (R). Como la totalidad de dichas lineas es n+1, se
tiene que n+1 = m2+m+11ie. n > m?+m (obsérvese que n = m? < |Py| = |An,|). O

La prueba del teorema ilustra la siguiente definicién.

Definicion 1.2.3. Sea S una configuracion propia de II. Si S cumple que:

» Pp=Ag={P € Py:3lebn(P) tal que I N Ps contiene un elemento de Lg}

« Vi€ Ly lNPs#¢

11



entonces se dice que S es un conjunto denso o de Baer de 11.

Como consecuencia de la prueba del teorema anterior tenemos el siguiente:

Teorema 1.2.2. Sean Iy y II planos proyectivos de ordenes m y n respectivamente y con
n > m. Entonces Iy es un subplano de Baer de I1 < n = m? & Py = An, © Vl e L

lﬁpno%(;ﬁ

1.3. Planos afines

Concluimos este capitulo con el concepto de plano afin y algunas de sus propiedades.
Como veremos, los planos afines y los planos proyectivos estan fuertemente relacionados.

Sean IT un plano proyectivo y | € L. Consideramos el espacio II' donde Py = P\
y Lp = {ml =m\ (mnl):me Lg\{l}}. Si {X,Y} C Py C Py entonces {X,Y} C
(XY)! € L. Asi pues, el espacio IT' satisface el axioma (PP1) (la unicidad es evidente).

Veamos que I1! no satisface el axioma (PP2). Sean A € 'y k,m € brj(A)\{l}. Tenemos
que k', m! € L pero K'Nm! = ¢ ya que kNm = A ¢ Ppi. Ahora observemos lo siguiente.
Si B € Py \'m! se tiene que AB € Lip\ {I} y (AB)!Nm! = ¢. Claramente (AB)' es tinica
en L con la propiedad anterior pues II satisface (PP1).

Ahora veamos que sucede con el axioma (PP3). Sea {A,B,C,D} un cuadrangulo
en II. Entonces S = {A,B,C,D} Nl consta de 0, 1 6 2 elementos. En el primer caso,
A,B,C € P y no estdn los tres en un elemento de L. Si S = {D}, A, B,C siguen
cumpliendo lo anterior. Finalmente, si S = {C, D} encontramos X € Pg\ (U AB) y
entonces A, B, X € P y no estan los tres en un elemento de L.

Las observaciones anteriores dan lugar a la siguiente definicién:

Definicion 1.3.1. Un plano afin es un espacio A que satisface los siguientes axiomas:

» (A1) Cualesquiera dos puntos estdn en una unica linea.

» (A2) Dada cualquier linea y cualquier punto fuera de ella, existe una unica linea que
pasa por el punto dado y que no interseca a la linea dada.

» (A3) Existen tres puntos no-colineales.

Ejemplo 4 (Plano euclidiano). Sea & el espacio cuyos puntos son parejas ordenadas
(z,y) de nimeros reales. Una linea de £ es un conjunto de puntos (x,y) que satisfacen
una ecuacion de la formay =axr+b 6 x = c p.a. a,b,c € R fijos. Es facil ver que € es
un plano afin.

La discusién anterior se resume en el siguiente:
Teorema 1.3.1. Sean II un plano proyectivo y 1 € L. Entonces II es un plano afin.

Notacién 1.3.1. Si k € Ly entonces k = m! p.a. m € L\ {I}. En este caso, escribimos
ki =m.
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Definicion 1.3.2. Sean A un plano afin y l,m € L. Decimos que | es paralela a m,
denotado 1 || m, sil=m ¢l Nm = ¢.

Proposicién 1.3.1. En cualquier plano afin la relacion de paralelismo es de equivalencia.
Mads ain, cada punto estd en exactamente una linea de cada clase.

Demostracion. La reflexividad y la simetria son inmediatas. Sean [, m,n lineas tales que
[ mym| n. Sidos de ellas son iguales, es inmediato que [ || n. Supongamos pues que
las tres lineas en cuestién son distintas entre si. Si A € [Nm entonces A ¢ m por hipétesis
y asi, A estd en dos lineas distintas que no intersecan a m lo cual contradice (A2). Por
lo tanto [ || n y la relacién de paralelismo es de equivalencia. Denotamos [I] a la clase de
equivalencia del elemento [ € L.

Ahora, sean A un punto y [ una linea cualesquiera. Si A € [ no hay nada més que
hacer pues [ € [I]. Si A ¢ [, por (A2) encontramos una linea m que pasa por A y que no
interseca a [. Entonces [ y m son paralelas de modo que A € m € [l]. La unicidad se sigue
inmediatamente de la definicién de paralelismo. O

La nocion de isomorfismo de planos afines es practicamente igual a la del caso proyec-
tivo: dos planos afines son isomorfos si existe una biyeccion entre sus puntos que manda
lineas en lineas. Nétese que los primeros dos puntos de la observacién 1.1.3 siguen siendo
vélidos pues la tnica proposicién de tipo geométrico que se utiliza para argumentar su
validez es el axioma (A1) (de hecho el tercer punto también es vélido y serd claro una vez
que definamos el orden de un plano afin).

Observacién 1.3.1. Si f : Py — P,/ es un isomorfismo de planos afines y l,m € Ly

entonces | || m < f[l] || flm]. Esto se sigue de la definicion de paralelismo y la biyectividad
de f.

. o, / ! . . . .
Proposicién 1.3.2. Los planos afines II', (I1')! son isomorfos si y solamente si existe un

isomorfismo de planos proyectivos f : Pqn — Py tal que f[l] = l.

Demostracion. Sea g : P — P,_, » un isomorfismo (de planos afines). Definimos f :

(')
Py — P como:

, si X ¢l

(glm')y N1, si X €1 donde m € by(X) \ {1}

Veamos que f estd bien definida en los puntos de [. Sean X € Iy {m,k} C bn(X) \ {l}.

) con g[m!] # glk']. Si (g[m])y N1 #
» = glm!]Ng[k!'] # ¢ lo cual es una contradiccién.

Entonces m! || k' en II' y asi g[m!] || g[k'] en (I
(glk D)y 01" = (glm")y N gk € Py,
Por lo tanto f esta bien definida en Pp.

Es claro que f es inyectiva. Ahora, sea Y € Pyp. Sea r € by (Y)\ {I'}. Si Z =
(g_l[rll])l N1 entonces f(Z) =Y y por lo tanto f es suprayectiva.

Es fécil ver que f[m] = (g[m']); € Ly v f[I] = I. Por lo tanto f es el isomorfismo
buscado.
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Ahora supongamos que f : Py — Py es un isomorfismo de planos proyectivos tal que

fll] =1". Como f es biyectiva y f[I] =1 se sigue que g : P — P

) © biyectiva donde

g es la restriccion de f en P.

Si m! € Ly entonces f[m] € Ly y, como f es biyectiva y f[I] =1, g[m'] = f[m]' €
L ary’ ¥ Por lo tanto g es un isomorfismo de planos afines. ]

Obtuvimos el concepto de plano afin a partir del de plano proyectivo. Veamos el
procedimiento inverso.

Teorema 1.3.2. Dado A un plano afin existe un plano proyectivo II tal que A =II! p.a.
l € L. Ademds, dicho plano es dnico salvo isomorfismo.

Demostracion. Definimos II de la siguiente manera:

Po=PyU{[l]: 1€ Ly}, (PAn{[l]: 1€ Ly} = o)
L = {IU{[ll} : 1€ La}, {lThern}s loo = {{}iers

Para ver que II es un plano proyectivo basta verificar lo siguiente (los casos faciles se
omiten):

Si [I] # [m] entonces [l],[m] € lo. Si P € Py entonces dlk € Ly tal que P € k € [l] y
asi P,[l] € kU {k} € Ly. Por lo tanto II satisface (PP1) (la unicidad es clara).

Sil,m € Lp y I || m entonces [I] = [m] de modo que [I[] € (1U{[l]} Nm U {[m]}. Por lo
tanto II satisface (PP2).

Sean A, B,C € Pj no—colineales. Como AB }f BC se tiene que [AB] # [BC] y asi

{A, C,[AB],[BC]} constituye un cuadrangulo en II. Por lo tanto II satisface (PP3).

Asi las cosas, IT es un plano proyectivo y II = A por construccién. Al plano IT construido
de esta manera lo denotamos II(A).

Ahora supongamos que A = II' = (II')" . Entonces Ids es un isomorfismo entre los

planos afines IT' y (IT')! y asf, en virtud de la proposicién anterior, se tiene que II = II'. [

Ejemplo 5. Al plano I1(E) se le conoce como plano real extendido o plano proyectivo
real.

Si A = II! se dice que A estd asociado con IT y [ é simplemente, si [ no es de particular
interés, que A estd asociado con II. Observamos que, segin la proposicién 1.3.2, planos
afines no—isomorfos pueden estar asociados al mismo plano proyectivo.

El teorema anterior nos dice que cada plano afin esta asociado con un plano proyectivo
y que ademads dicha asociacién es unica salvo isomorfismo. Asi pues, definimos el orden de
un plano afin como el orden de cualquier plano proyectivo asociado con el. Finalizamos el
capitulo con el siguiente teorema:

Teorema 1.3.3. Sea A un plano afin de orden n. Entonces:
w |l|=nVile Ly
w [baA(A)|=n+1VA€E Py
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. |PA‘ :n2,|LA|:n2+n
= |[lJl=nVie Ly y{{T er,l =n+1

Demostracion. Basta considerar II(A) y usar el teorema 1.1.2.
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Capitulo 2

Colineaciones de planos
proyectivos

En el capitulo anterior establecimos el concepto de isomorfismo entre planos proyec-
tivos. En este capitulo estudiaremos las propiedades de cierto tipo de isomorfismos y de
manera natural surgird la configuraciéon de Desargues que jugarda un papel fundamental
en lo que resta de este trabajo.

2.1. Conceptos basicos

Definicion 2.1.1. Una colineacion o automorfismo de un plano proyectivo o afin es
un isomorfismo de dicho plano en st mismo.

Es claro que el conjunto de todos los automorfismos de un plano II es un grupo bajo
la composicién usual de funciones. Denotaremos a este grupo XII y si no hay riesgo de
confusion usaremos simplemente . Al grupo X1II se le suele llamar grupo completo de
colineaciones de II. Un grupo de colineaciones de II es simplemente un subgrupo de
11

Los siguientes resultados con corolarios de la proposiciéon 1.3.2.
Proposicién 2.1.1. Si f € XII' entonces 3lg € X1 tal que g |ju=f y gll] =1
Proposicién 2.1.2. II' 2 II™ < 3f € Y11 tal que f[l] = m.

Definicién 2.1.2. Sean o € XII, A € Pg yl € Li. Decimos que « fija al punto A si
a(A) = A. Se dice que a fija a la linea | si afl] =1.

Observacion 2.1.1. Nétese que a[l] =1 no necesariamente significa
a(Q) = Q VQ € 1. En caso de ser ast, se dice que o fija a la linea | puntualmente.
Dualmente, decimos que o fija al punto A linealmente si fija a cada linea de bry(A).

Para o € XII definimos los siguientes conjuntos:

Po={AePr:a(A)=A}, Lo={INPy:1€ Ly, afl] =1}
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Proposicién 2.1.3. Si a € ¥1II, F(a) = (Pa, La) es una configuracion cerrada de 11.

Demostracion. Es claro que F(«) es una configuracién de II. Sean A y B puntos distintos
de F(a). Como « es biyectiva y manda lineas en lineas se tiene que a[AB] = a[A]a[B] =
AByasi A, B € ABNP, € L,. Por lo tanto F(a)) cumple (PP1) (la unicidad es inmediata).
SilNP,,mN P, son dos lineas distintas de F(«), se tiene que [ # m y entonces a[lNm] =
alllNafm] =1Nm de modo que INm € (1IN Py) N (mN P,). Por lo tanto F () satisface
(PP2) y es una configuracién cerrada de II. O

Observacion 2.1.2. Si« fija un cuadrdngulo entonces F(a) < II. En este caso se dice que
a es una colineacion planar. Si F(a) es un subplano de Baer, se le llama colineacion
de Baer.

Proposicion 2.1.4. Sean II un plano proyectivo y B una configuracion cerrada de Baer de
I1. Entonces B es un subplano (de Baer) o existen P € Py yl € Ly tales que Pg = {P}Ul
yLp={l}U{mnPg:mebn(P)}.

Demostracion. Supongamos que B no es un subplano. Entonces B es un plano degenerado
y tenemos los siguientes casos (ver la observacién 1.1.1):

= 3 admite tres puntos no—colineales:
En este caso, Ly = {Pg \ {P},{P,Q}qgeps\(p}} donde P € Pg. Como B es un
configuracién de I, 31 € Ly tal que Pg\ {P} Cl. Sean A € l y m € br(A)\ {l, PA}.
Por hipétesis m N Pg # ¢ y como P ¢ m se tiene que m N Pg € | de modo que
A € Pg y la conclusién se da.

= Alguna linea de B contiene a todos los puntos de B:
Como B es de Baer y II es proyectivo, B tiene al menos dos puntos y al menos dos
lineas. Asi las cosas, se tiene que Lg = {{P}, Pg} donde P € Pg. Como B es un
configuracién de II, 31 € Ly tal que Pg C . Sean A € [l y m € by(A) \ {l, PA}. Por
hipotesis m N Pg # ¢. Asi pues, m N Pg € [ de modo que A € P y la conclusién se
da.

O

Proposiciéon 2.1.5. Sean II un plano proyectivo y Ilp < II. Sil C P, p.a. | € Ly
entonces 1y = II.

Demostracion. Sean A € Py {B,C} C Pr, \ | tales que AB # AC (esto es posible
gracias a que Ily es proyectivo). Sean X = ABNI[Y = ACNl €l C Py,. Asi pues,
XBnN P, YCN P, son lineas distintas de Il por lo cual | XBNYC N Py, | = 1. Por lo
tanto P € Py, i.e. Prp = Ppp,. Como cada linea de II consta ya de puros puntos de P, se
tiene que, como Il es una configuracién de II, Ly = Ly, y por lo tanto IIy = II. Nétese
que si I es finito la conclusién se sigue de que entonces II y Il tienen el mismo orden. [
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2.2. Perspectividades y la configuracion de Desargues

Teorema 2.2.1. Sean II un plano proyectivo y a € ¥\ {Id} una colineacion que fija
puntualmente a la linea l. Entonces a fija linealmente a algin punto de I1. Mds atin, o no
fija a otros elementos de 11.

Demostracion. Veamos que F(a) es de Baer. Como cada linea de II interseca a la linea [,
cada linea de II tiene por lo menos un punto de F.

Como [ C P, se tiene que [ € L,. Ahora, sean P € P\l y Q € [ cualquiera. Si a(P) = P
entonces a[PQ] = a[Pla|Q] = PQ y asi P € PQy PQN P, € Ly. Si a(P) # P
consideramos X = Pa(P)NI. Entonces a[PX] = a[Pla[X] = a[P]X = PX de modo que
PePXyPXNP,e€ L,. Por lo tanto F(«) es de Baer y por la proposicién 2.1.3 F(«)
es una configuracién cerrada de II. Como [ C P, y a # Id, la conclusién se sigue de las
proposiciones 2.1.4 y 2.1.5. O

El siguiente teorema es el dual del anterior:

Teorema 2.2.2. Sean II un plano proyectivo y o € ¥\ {Id} una colineacion que fija
linealmente a un punto P. Entonces a fija puntualmente a alguna linea de I1. Mds ain,
a no fija a otros elementos de I1.

Los dos teoremas anteriores motivan la siguiente definicién:

Definicion 2.2.1. Sean II un plano proyectivo y o € XII una colineacion que fija pun-
tualmente a la linea | y linealmente al punto V. Entonces, decimos que v es una (V1) —
perspectividad o una (V,l) — colineacion central. El punto V' y la linea | son el centro
y el eje de « respectivamente. La colineacion « recibe el nombre de (V1) — elacidon si
Vel SiV ¢l selellama (V,l) — homologia. Por conveniencia, Id es tanto elacion
como homologia.

Observacion 2.2.1. Si a € XII es una (V,1) — perspectividad entonces V, P,a(P) son
colineales VP € Ppy.

Sean II un plano proyectivo, [ una linea y V un punto. Es claro que el conjunto de
todas las (V,1) — perspectividades bajo la composicién usual de funciones constituye un
subgrupo de XII. Dicho subgrupo sera denotado X(y;)Il o simplemente ¥y, si no hay
riesgo de confusién.

Proposicién 2.2.1. Sean IT un plano proyectivo y k,l € Ly. Definimos X, 1y = U sex Za,0)-
Entonces Y1) es un subgrupo de 3.

Demostracion. Basta verificar la cerradura. Sean « € ¥4y, 8 € Yy con A, B € k,
A # B. Es claro que «af fija puntualmente a [. Sea pues V el centro de a. Supongamos
que V ¢ k. Como VB = (af)[VB] = a|B]VB]] = a[VB] se tiene que, por el Teorema
221, A€ VBieV € VB = k lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto V € k y
af € Y,y como se queria. O

Proposicion 2.2.2. Sea II un plano proyectivo. Si o € X(yyy y B € ¥ entonces BaB~t €
2(5(v),60)-
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Demostracion. Sea X € B[l]. Entonces $71(X) € [ de modo que
a(B7HX)) = BHX) y asf (BaBf™1)(X) = X ie BaB~! fija puntualmente a S[I]. De
manera similar, Sa37! fija linealmente a 5(V). O

Proposicién 2.2.3. Sea II un plano proyectivo. Si o € Bapy \ {Id} y B € Xy \ {1d}
con A # B entonces ao 3 € ¥oy) \ {Id} p.a. C € Pu\{A, B}

Demostracion. Supongamos que o = Id. Como « y 3 son invertibles, se tiene que enton-
ces que f=a" ! € ¥ (4, lo cual es imposible pues A # B.

En virtud de la proposicién 2.2.1, tenemos que af fija linealmente a algtin punto C € AB.
Supongamos que C' = A. Sea m € brr(A) \ {l, AB}. Entonces (af)[m]| = [m] = Blm] =
a~l[m] = m = m € by(B) por el Teorema 2.2.1 lo cual es imposible. Analogamente,
C = B es imposible. O

El siguiente teorema sera util mas adelante:

Teorema 2.2.3. Sea Il un plano proyectivo. Si ¥pyy es no-trivial para dos puntos dis-
tintos en | entonces ¥ ;) es abeliano.

Demostracion. Veamos primero que elaciones no-triviales con mismo eje y centros distin-
tos conmutan. Sean a € ¥4, \ {Id} y 5 € ¥p; \ {Id}, A # B. Por la proposicién 2.2.2,
B~ lap e Yg-1(4),8-17) Y como [ es el eje de [ se sigue que B~ taB € (a1 De manera
similar, o187 a € X (B,

Ahora o'~ tap = a (B apB) € Y(a,)- También

a 187 lafB = (o 1p7ta)B € ¥ B,y de modo que a 1 ap e YanNE(py) = {Id} puesto
que A # B. Por lo tanto a8 = Sa.

Para probar que ;) es abeliano nos resta verificar que dos elementos suyos con el
mismo centro conmutan. Sean o, o € Xqp) \ {Id} y 8 € X, \ {Id} con B # A. Por lo
anterior, a1 8 = Pfay y asf = Bae. Por la proposicién 2.2.3 el centro de a1 es distinto de
A. Esto implica que a1 conmuta con ag y asi az(@18) = (18)as = aq(faz) = ajazfs
pues a2 = Bag. Cancelando [ tenemos que ajaz = azaq y Xy es abeliano. O

Sea a € Y(ypll. jEstd a completamente determinada por V' y [?7 Resulta que no.
Sea II = TI(E). Es fécil ver que si k € R\ {0}, la funcién fy : Pp — Pr definida como
fr(x,y) = (kx,ky) Y(z,y) € R?y fi([l]) = []] V[l] € l es una ((0,0), lo) — perspectividad
y claramente k # k' = f, # f;»- El siguiente resultado nos dice cuando una colineacién
central estd completamente determinada.

Proposicion 2.2.4. Una colineacion central queda determinada por su centro V', su eje |
y su efecto en cualquier otro punto X ¢ {V} UI.

Demostracion. Sean o € Xyl y X ¢ {V} Ul. Como a es un automorfismo, afl] =1y
X ¢ 1 se sigue que a(X) ¢ [. Sea Y ¢ VX Ul. Definimos £k = XY N, un punto fijo de a.
Como Y = VY N KX sesigue que a(Y) = VY N Ka(X) (ver las figuras 2.1 y 2.2).

Asi pues, hemos determinado a(Y') para todos los puntos Y ¢ VX. Si Z € VX, hallamos
X' ¢ VX UIlyusamos X, a(X') como en la discusién anterior para obtener a(Z). O
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Figura 2.1: o una homologia Figura 2.2: « una elacién

Ejemplo 6. Si a € ¥y)§ \ {Id} entonces a es una elacion i.e. V € l. Para ver esto
supongamos, al contrario, que V ¢ 1. Sea m € bg(V). Como o(F) = 3, X € m\{V,INnm}
i.e. m={V, X, INm}. Como a € ¥yF, se tiene que a(X) € {V, X, INnm} \{V,INnm}
y asi a(X) = X. Entonces o = Id segin el teorema anterior lo cual es imposible. Por lo
tanto V €l y a es una elacion.

Sean o € Ycpll\ {Id} y X,Y,Z puntos fuera de {C} Ul tales que {C, X,Y, 7}
es un cuadréngulo. Sean X', Y, Z" los puntos a(X),a(Y),a(Z) respectivamente. Sean
U=YZNLV=ZXNI,W=XYnIL
Supongamos que conocemos X . Segin la discusién de la proposicién anterior, ¥ queda
determinado por X' como Y’ = CY N WX'. De manera semejante, podemos determinar
Z apartirde X oY como Z =CZNVX =VZNCX' . La situacién anterior se ilustra
en las figuras 2.3 y 2.4.

Figura 2.3: o una homologia

Definicién 2.2.2. Sean II un plano proyectivo, A; = (A;, Bi, Ci, a4, bi,¢i), 1 = 1,2 tridngu-
los distintos en Il y V' € Pr,l € Liy. Decimos que A1 y Ay estdn en perspectiva desde
V si A1As, B1Bo, C1Cy concurren en V. Dualmente, decimos que Ay y As estdn en
perspectiva desde | si a1 Nag, by Nba,c1 Ney estan en l. Al punto V' y a la linea | se les
llama centro y eje de perspectividad respectivamente.

La discusién anterior se resume en el siguiente:
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Figura 2.4: o una elacion

Teorema 2.2.4. Sean o € Yol y A un tridngulo tal que ni sus puntos ni sus lados
pertenecen a F(«). Entonces A y a[A] estan en perspectiva desde C' y desde .

Observacion 2.2.2. Si a € Yo Il es una homologia no-trivial y o(Il) > 3, siempre
podemos encontrar un tridngulo tal que o no fija a ninguno de sus elementos de la siguiente
manera. Sean W € l, X € Pp\ (CWUIl) ym € bp(X)\{XC,XW}. SiY e m\{X,mn
I,mNCW} yZ e CWN\A{C,mnNCW,W} entonces {C, X,Y,Z} es un cuadrdangulo y o
no fija a ninguno de los elementos del triangulo XY Z.

Definicién 2.2.3. Sean A; = (A;, B;, Ci, a4, b5, ¢), i = 1,2 triangulos en perspectiva desde
el punto V y la linea . La configuracion que consta de los diez puntos V, A1, Ao, By, Ba, C1,
Cs, a1Nasg, biNbsy, c1Neo y las diez lineas, a1, as, by, ba, c1,co, VA1 Az, VB1 B, VC1Cy recibe
el nombre de configuracion de Desargues siV ¢ 1. SiV € 1, se le llama configuracion
de Desargues pequena.

Observacion 2.2.3. La configuracion de Desargues consta de 10 puntos y 10 lineas. Cada
punto estd en tres lineas y cada linea consta de tres puntos. Es por esto que la configuracion
de Desargues se representa con el simbolo (103).

La figura 2.3 representa una configuracién de Desargues mientras que la figura 2.4
representa una configuraciéon de Desargues pequena. Notese que las dos definiciones an-
teriores no dependen de la existencia de perspectividades en el plano II (aunque si estén
inspiradas en el comportamiento de las perspectividades respecto a tridngulos). No se sabe
con certeza si XII # {Id} cuando II es finito. Sin embargo, el siguiente teorema debido a
Ostrom nos muestra que todo plano proyectivo finito de orden n > 5 admite al menos una
configuraciéon de Desargues.

Teorema 2.2.5 (Ostrom). Sea IT un plano proyectivo finito de orden n > 5. Entonces 11
contiene un par de tridngulos en perspectiva desde un punto y desde una linea. Mds aiun,
dichos triangulos son tales que inducen una configuracion de Desargues en 11.

Demostracion. Sean | € Ly y V € P \ [l cualesquiera. Sean {li,l2,l3} C bp(V) y
{A,B} C 1\ (I3 UlaUl3) (esto es posible gracias a que o(II) > 5).
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Construimos una funcién de los puntos de {l;\{V, N1 } en los puntos de I\{A4, B, NI, NIz}
de la siguiente manera: dado X € {l; \ {V,l N1} determinamos X9 = AX Ny y
X3 = BXy N3 y definimos a(X) = XX3 NI. Es claro que a estd bien definida en
{L\A{V,INl} y que a(X) € IN{A,B,INl,INIs} VX € {i1 \ {V,INli} (por ejemplo,
si a(X)=A= A, X, X3 son colineales = X3 € AX N BXy = Xy i.e. Xo = X3 lo cual es
imposible). Como [{{; \{V,INli}| =n—1y [I\{A4, B,INl1,INI3}| = n—3 se sigue que, por
el Principio del Palomar, existen Y, Z € {l; \ {V,I N1} distintos tales que a(Y) = a(Z).
Observamos que si P,Q € {l; \ {V,lN 11}, los tridngulos PP,P; y QQ2Q3 estan en pers-
pectiva desde V' y, como PPoNQQs = A €ly PoP3NQ2Q3 = B € 1, estan en perspectiva
desde [ si y sélo si PP3 N QQ3 € [ ie. si y solamente si a(P) = a(Q). Por lo tanto,
los tridngulos YY2Ys5 y ZZ57Z5 estan en perspectiva desde V' y desde I. Como V ¢ [y
Y. Y, Y3, Z, Z5, Z3 son distintos entre si y distintos de V', se tiene que los tridngulos en
cuestién inducen una configuracién de Desargues.

Noétese que lo es una linea de la configuracion de Desargues que resulta del razonamiento
anterior. Si n = 4, la funcién « solo puede tomar el valor lo NI de modo que Iy tendria 4
puntos de la configuracion i.e. no se obtiene una configuracién de Desargues auténtica. [

Hemos visto que si II # §, la existencia de una homologia no—trivial implica la exis-
tencia de al menos una configuracién de Desargues en II. Como no se sabe si XII # {Id}
cuando II es finito, no se sabe si la existencia de una configuracién de Desargues en un
plano proyectivo finito garantiza la existencia de perspectividades no—triviales en dicho
plano. Sin embargo, veremos ahora que la existencia de “suficientes” configuraciones de
Desargues equivale a la existencia de perspectividades no—triviales.

Definicion 2.2.4. Sean II un plano proyectivo, V. € Pg y 1 € Ly. Decimos que 11 es
(V,1) — desarguesiano si para cualesquiera dos tridngulos A; = (A;, Bi, Ci, a4, b, ¢),
i =1,2 tales que:

» Ay, Ay estan en perspectiva desde V. (V # A;, B;,C; i =1,2)
= a1 Nag,byNby €1

se sigue que ¢y Nca €1

Definicion 2.2.5. Sean II un plano proyectivo, V. € Pg y 1 € Ly. Decimos que 11 es
(V,1) — transitivo si V{X, X'} C P\ ({VYUI) tales que V,X, X son colineales, o €
Sl tal que a(X) = X'

Teorema 2.2.6 (Baer). II es (V,1) — transitivo si y solamente si es (V,1) — desarguesiano.

Demostracion. Sean A; = (A;, B, Cy,a;,b;,¢;), 1 = 1,2 dos tridngulos en perspectiva desde
V ((V # A;,B;,C; i = 1,2)) y supongamos que a1 N ag, by Nby € L.

Como se estd suponiendo la existencia de las intersecciones de lados correspondientes,
puede haber a lo mas una coincidencia de vértices correspondientes. Sin embargo, de existir
esa coincidencia la conclusién es trivial pues dos intersecciones de lados correspondientes
serian iguales y por lo tanto las tres estarian trivialmente en una linea. Asi las cosas,
supondremos que vértices correspondientes son distintos. Como Ay # Ay y V), A1, As son
colineales, por hipétesis Ja € ¥ y;;)1I tal que a(A1) = Ay. Como by Nby € 1 se sigue que
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a(Cy) = Cy. Como aj Nag € 1y a(Cy) = Cy se sigue que a(B;) = By. Pero también
podemos determinar «(Bp) sabiendo que a(A4;) = As. Sea X = C NIl. Como By =
A1 X NBYV = By = Oé[AlX] N O[[BQV] = A X NByV. Como By € AsBy = ¢, B € Ay X
implica Cy = A2 X de modo que X €co yasiciNey =X €L

Supongamos que IT es (V,1) — desarguesiano. Sea {A, A1} C P\ ({V}UI) tales que
V, A, Ay son colineales. Hay que construir una (V,l) — perspectividad p con p(4) = A;.
Empezamos definiendo una funcién a = 44, en los puntos de {V} U (P \ AA;) como
sigue:

- a(X)=XVX el
V)=V
» Si X ¢lUAA;sean Y =1NAX, X7 = A1 NVX y definimos a(X) = X3

Sean B ¢ | U AA; y By = a(B). Definimos = ypp, de manera andloga. Veamos que
a(C) = B(C)VC ¢ 1 UAA; UBB;. Si C € AB es claro que a(C) = (C) (se usa que
B; = «(B)). Supongamos C ¢ AB. Sean C; = «(C),P = ABNIl,QQ = BCNI,R =
CANl. Los tridngulos ABC, A1B1C estan en perspectiva desde V. Por definicién de
a, P=ABNABiy R=CANC{A;. Como P,R € | y Il es (V,l) — desarguesiano,
BC N BiCy € 1. Pero @ = BC Nl de modo que @, By,C; son colineales y entonces
B(C) = C1 = a(0).

Asi las cosas, definimos p = a U . Es claro que p es biyectiva (de hecho, p~! = o up
donde o = = V4,4, g = YB,B Y, €n este caso, B = « "(B1)). También se tiene ya que p fija
linealmente a V' y puntualmente a [.

Sean m una linea distinta de AA;, | que no pase por V.y T € m \ (AA4; Ul. Como el
punto B era cualquiera fuera de [ U AA1, esté claro que T puede jugar el papel de B en la
construccién de p y entonces p[m] es la linea que une [ N'm con p(T).

Definicién 2.2.6. Se dice que un plano proyectivo 11 es Desarguesiano si es (V,1) —
desarguesiano para cualesquiera V€ P, | € L.

El concepto de plano proyectivo (V, 1) — desarguesiano es fundamental en el estudio de
los planos proyectivos. Tan es asi que existen maneras de clasificar a los planos proyectivos
de acuerdo a dicho concepto. Una de ellas es listar todas las posibilidades para la configu-
raciéon que consiste de los puntos V' y las lineas [ para los cuales un plano proyectivo puede
ser (V,1)—desarguesiano. Este método da lugar a la llamada clasificacién de Lenz—Barlotti.
En este trabajo lo que haremos es asociar a cada plano proyectivo un objeto algebraico
cuyas propiedades nos daran informacién acerca de la (V,1) — transitividad del plano en
cuestion. Este método da lugar a la llamada clasificacion por anillos ternarios planos.

2.3. (V,l) — transitividad

Para concluir este capitulo, veremos algunas definiciones y resultados relacionados con
el concepto de (V,1) — transitividad que nos seran ttiles mas adelante.
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Definicion 2.3.1. Sean II un plano proyectivo, P,QQ € Pg yl,m € Ly

» Se dice que I es (m, 1) — transitivo si es (R,l) — transitivo VR € m
» Dualmente, se dice que 11 es (P, Q) — transitivo si es (P, k) — transitivo Vk € br(Q)

» SiII es (1,1) — transitivo se dice que | es una linea de traslacion de Il y que 11 es
un plano de traslacion respecto a .

» Dualmente, si 11 es (P, P) — transitivo se dice que P es un punto de traslacién de
IT y que 11 es un plano de traslacion dual respecto a P.

= 51 toda linea de 11 es de traslacion se dice que 11 es un plano de Moufang.

Proposicién 2.3.1. Si II es (C,l) — transitivo y a € ¥ entonces 11 es (a(C), afl]) —
transitivo

Demostracion. Sea {a(A),a(B)} C P\ ({a(A)} U afl] tales que a(A),a(B) y «(C)
son colineales. Como « es una colineacion A, B y C' son colineales, distintos entre si y
A, B ¢ {C}Ul. Como Il es (C,I)—transitivo, 33 € Xy tal que 5(A) = B. Seay = afa™".
Vemos que v € X, v fija a «(C) y a cada punto de «[l]. También (a(A)) = a(B). De esto
tiltimo y el Teorema 2.2.1 se sigue que 7 fija linealmente a a(C) i.e. v € Baoyap). U

Como consecuencia inmediata de la proposicién anterior tenemos la siguiente:

Proposicién 2.3.2. Sil es una linea de traslacion de I1 y oo € ¥ entonces al] también
es una linea de traslacion de II.

Proposicion 2.3.3. Sea Il un plano proyectivo

(i) Sil,m son lineas de traslacién distintas de I1 entonces k es linea de traslacion de 11
Vk € b (l N m)

(ii) Si Il tiene tres lineas de traslacion no—concurrentes entonces Il es de Moufang.

Demostracion. Sean @ =1Nmy k € bp(Q)\{l,m}. Sean A € ly B € m,C € k colineales
y distintos de Q. Como [ es de traslacion, II es (A,1) — transitivo. Sea « € Yay) tal que
a(B) = C. Asi las cosas, ajm] = o[QB] = a[Q]a[B] = QK = k. El resultado se sigue
entonces de la proposicién anterior.

Sean [,m,n tres lineas de traslacién de II no—concurrentes y A = mNn,B = 1N
n,C' =1Nm. Sea k € L. Para ver que k es de traslacién, por (i), podemos suponer que
A,B,C ¢ k. Sean X = kNL,Y = kNm,Z = kNn. Por la propiedad anterior, BY es
de traslacién y entonces II es (B, BY') — transitivo. Sea a € ¥ gy tal que a(4) = Z.
Asi las cosas, a[m] = a[AY] = a[A]a[Y] = ZY = k. El resultado se sigue entonces de la
proposicién anterior. O

Proposicién 2.3.4. Sean II un plano proyectivo, P € Py y 1 € Lyy. Si existen m € by(P)
y Q € m\ {P} tales que VR € m \ ({P}UI) Ja € X(py) tal que a(Q) = R entonces I1 es
(P, 1) — transitivo.
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Demostracion. Sea {A,B} C Pn\ ({P} UIl) tal que P, A, B son colineales. Debemos
encontrar f € X(p;) con f(A) = B

Si A,B € m, tomamos f = af~! donde a,f € ¥(pyy cumplen o(Q) = B,B(Q) = A.
Dichas colineaciones existen por hipdtesis.

Si A, B ¢ m, definimos S = AQ Nl y R = BSNI. Por hipétesis, If € Y(py) tal que
f(Q) = R. La discusién de la proposicién 2.2.4 muestra que f(A) = B. O

Proposicién 2.3.5. Si Il es (A,l) — transitivo y (B, 1) — transitivo con A # B entonces
IT es (AB,1) — transitivo

Demostracion. Sean C' € AB,{X,Y} C Pp\({C}UIl) talesque CX = CY ysea Z = AXN
BY'. Por el teorema anterior podemos suponer XY # AB. Como II es (A,[) — transitivo
Ja € ¥4y tal que a(X) = Z. Como Il es (B, 1) —transitivo 38 € X tal que 3(Z) =Y.
Por la Proposicién 2.2.1, tenemos que fa € Xy, donde V € AB. Ademas (fa)(X) =Y.
Consideremos W = XY Nl. Como X,Y ¢ 1, W # X, Y. Asi pues

(Ba)[XY] = (Ba)[XW] = (Ba)(X) N (Ba)(W) =YW = XY
y entonces V € XY. Por lo tanto V= ABN XY = C y el resultado se da. O

Proposicién 2.3.6. SiII es (A, l)—transitivo y (B, ) —transitivo para { A, B} C [ entonces
l es una linea de traslacion de 11

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de la proposicién anterior. O

La siguiente proposicién es la dual de la anterior:

Proposicién 2.3.7. Si Il es (A,1) — transitivo y (A, m) — transitivo para {l,m} C bry(A)
entonces A es un punto de traslacion de II.

Proposicién 2.3.8. Sea IT un plano de Moufang. Si Il es (A, m) — transitivo p.a. A €
Pr, 1 € Ly con A ¢ m entonces I es (V, 1) — transitivo para cualesquiera Ve Py, | € Lyy.

Demostracion. Empecemos viendo que IT es (P, m) — transitivo VP € Ppy. Sean k € bry(A)
y B =kNm. Como a ¢ m se sigue que A # B. Por hipétesis II es (A, m) — transitivo y
como II es un plano de Moufang, también es (B, m) — transitivo. De la Proposicién 2.3.5
se sigue que IT es (k,m) — transitivo. Como VP € P 3k € brr(A) tal que P € k se sigue
que II es (P, m) — transitivo VP € P.

Seanl € Li\{m}, Q =Ilnmyr € br(Q)\{l,m}. Como II es un plano de Moufang tenemos
que 7 es una linea de traslacién de II. Como en la prueba de la Proposicién 2.3.3(i) podemos
encontrar a € g tal que a[m] = [. Sea X € P\ m. Como « es una colineacién se sigue
que «(X) ¢ I. Ya tenemos que II es (X, m) — transitivo de modo que, por la Proposicién
2.3.1, IT es (a(X), alm]) — transitivo i.e. IT es (a(X),1) — transitivo. Razonando como en
la primera parte de la demostracion, se sigue que II es (P, 1) — transitivo VP € Pp. Por lo
tanto IT es (V,1) — transitivo para cualesquiera V € Py, | € Lyy. O
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Capitulo 3

Coordenadas en planos proyectivos

Asignar coordenadas a un plano proyectivo es una de las herramientas mas poderosas
en el estudio de los mismos ya que nos proporciona maneras de representarlos y trabajar
con ellos indirectamente. Dedicaremos este capitulo a su estudio y asi surgirdn conexiones
entre los planos proyectivos y otros entes matematicos: los anillos ternarios y los cuadrados
latinos.

3.1. Asignacion de coordenadas

Sean II un plano proyectivo de orden n y R un conjunto de n simbolos con dos ele-

mentos distinguidos 0 y 1, 0 # 1. Introduciremos un sistema de coordenadas en II usando
el conjunto RU{oo}, donde oo es un simbolo que no estd en R, respecto a un cuadrangulo
dado. (SiII es infinito, pedimos que |[RU {oco}| = |l| p.a. I € Ly).
Sea {0, X,Y, I} un cuadréngulo de II. Consideramos las lineas I, = XY, [} = OY, Iy =
OX ylos puntos A= XINly, B=YINly, J=ABNIlx. Ahora asignamos, biunivoca-
mente, los elementos de R a los puntos de [} \ {Y'} de manera arbitraria a excepcién de 0
vy 1 que estardn asignados a O y A respectivamente.

» Sic € R estd asignado al punto C € [; \{Y}, las coordenadas de C son (0, ¢). Ahora,
si D € ly\ {X} consideramos D' = JD NIy € I;\ {Y}. Si las coordenadas de D' son
(0,d) entonces las de D seran (d,0) (ver Figura 3.1).

s Para H ¢ loo definimos Hy = XH NI € ll\{Y} vyvHy,=YHnNIy e lg\{X} Si Hy
y Hs son (0,g) y (h,0) respectivamente, entonces las coordenadas de H son (h,g).
Noétese que A, B, I tienen coordenadas(0,1), (1,0), (1, 1) respectivamente (ver Figura
3.2). Asi las cosas, a cada elemento de P1 \ I se le han asignado coordenadas de la
forma (z,y), z,y € R de manera tunica.

» Para M €l \ {V} definimos M = MBIy €} \{Y}. Si M es (0,m), asociamos
a M la coordenada (m) (ver Figura 3.2). Al punto Y le asociamos la coordenada
(00). Nétese que X y J tienen coordenadas (0) y (1) respectivamente.
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» Ahora le asignamos coordenadas a las lineas de II. Seal € L. SiY ¢ [, consideramos
los puntos M =Nl €l \{Y}, K=INnhL € 43 \{Y}.SiM=(m)y K =(0,k)
entonces [ tiene coordenadas [m, k] (ver Figura 3.3). Nétese que [z tiene coordenadas
[0,0].

» SiY €lyl# lw, consideramos el punto S =1Nly € I3\ {X}. Si S = (s,0) entonces
[ tiene coordenada [s] (ver Figura 3.3). Finalmente, [, tiene coordenada [0o]. Nétese
que [; tiene coordenada [0].

Figura 3.2:

Asi pues, hemos asignado coordenadas a cada punto y a cada linea de II de manera
dnica. Dicha asignacién solo depende del cuadrdngulo inicial y de la asignacién entre
los elementos de R y los puntos de [; \ {Y}. Cabe mencionar que esta no es la unica
manera de asignar coordenadas a un plano proyectivo. Sin embargo, cuando digamos que
un plano proyectivo tiene coordenadas en un conjunto R se asumira que se usé el método
aqui descrito.

Ahora debemos establecer un método que nos permita saber cuando dos elementos de II
son incidentes a partir de sus coordenadas.
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Figura 3.3:

3.2. Anillos ternarios planos

Definicion 3.2.1. Sea R un conjunto. Una operacién ternaria es una funcion
T:RXxRXxR—=R. Al par (R,T) se le llama anillo ternario.

Usando la incidencia de II definimos una operacién ternaria en R. Sean a,b,c € R.
Definimos 7' : R x R x R — R como T'(a,b,c) = k < (b,c) € [a,k|. Es decir, (0,k) es
la interseccién de [ con la linea que une (a) con (b,c¢) de modo que dados cualesquiera
a,b,c € Relvalor T'(a,b, c) esta bien definido pues a, b, ¢ € R implica (b, ¢) ¢ I, (a) # (00)
y entonces la linea que une (a) con (b, c¢) no es I3 y no pasa por (00) y asi la interseccién
de dicha linea con [; estd en I \ {(c0)} y entonces es de la forma (0,%) p.a. k € R (ver
Figura 3.4).

Figura 3.4:

Teorema 3.2.1. Sea II un plano proyectivo con coordenadas en un conjunto R. Si defini-
mos T'(a,b,c) =k < (b,c) € [a, k] entonces (R, T) es un anillo ternario con las siguientes
propiedades:

(A) T(a,0,c) =T(0,b,¢c) =cVa,b,c € R

28



(B) T(a,1,0) =T(1,a,0) =a Va € R

(C) Ya,b,c,d € R,a # ¢ Iz € R tal que T(x,a,b) = T(x,c,d)

(D) Ya,b,c € R 3z € R tal que T(a,b,x) = ¢

(E) Ya,b,c,d € Rya # ¢ I(x,y) € R x R tal que T(a,z,y) =b, T(c,z,y) =d

Demostracion. (A) T'(a,0,c) = k implica que (0, ¢) estd en la linea [a, k| que une (a) con
(0, k). Dicha linea interseca a [ en un tnico punto y asi, (0,¢) = (0,%) i.e. ¢ =k y por lo
tanto 1'(a,0,c) = c.

Ahora T'(0,b,c) = k implica que (b, c) estd en la linea [0, k] que une (0) con (0, k). Por
definicién (b, c) es la interseccién de la linea que une (0) con (0,¢) con la linea que une
(00) con (b,0). Como la linea por (0) y (b, ¢) interseca a [; en un tnico punto se sigue que
(0,¢) = (0,k) i.e. ¢ = k y por lo tanto T'(0,b,c) = c.

(B) T'(a,1,0) = k implica que (1,0) estd en la linea [a, k] que une (a) con (0, k). Por
definicién (a) es la interseccién de la linea que une (a,0) con (1,0) con la linea [o0o] y asi,
como la linea por (a) y (1,0) interseca a l; en un tnico punto se sigue que (0,a) = (0, k)
i.e. a = k y por lo tanto T'(a, 1,0) = a.

T(1,a,0) = k significa que (a,0) estd en la linea [1, k] que une (1) con (0, k). Por definicién
(a,0) es la interseccién de [y con la linea que une (1) con (0,a) y asi (0,a) = (0,k) i.e.
a =k y por lo tanto T'(1,a,0) = a.

(C) Como a # ¢, (a,b) # (c,d) y entonces hay una tnica linea [ que los une. Como
a # ¢, dicha linea no pasa por (co) y entonces interseca a [co] en un tnico punto de la
forma (m), m € R. Asi pues, si (0,k) es la interseccién de [ con [y entonces T'(z,a,b) =
T(x,c,d) = k. La unicidad se sigue de la unicidad de .

(D) T'(a,b,x) = ¢ si y solamente si (b,x) estd en la linea [a, c] que une (a) con (0,c).
Para cada x € R, (b,x) estd en la linea [b] que une (oco) con (b,0). Como [a,c| y [b] se
intersecan en un unico punto, se sigue que 3z € R tal que T'(a,b,x) = c.

(E) T(a,z,y) =b< (z,y) € [a,b] y T(c,z,y) = d & (x,y) € [¢,d]. Las lineas [a,b] y
[c, d] son distintas (pues a # ¢) y por lo tanto se intersecan en un tnico punto P. Como
a#c,péleyporlotanto P = (z,y) con z,y € R. Asi las cosas, 3!(x,y) € R x R tal
que T(a,z,y) =b, T(c,z,y) = d. O

Definicién 3.2.2. Sea (R,T') un anillo ternario que satisface las propiedades (A)—(E) del
teorema anterior. Entonces se dice que (R,T) es un anillo ternario plano (se abrevia

ATP).

Observacion 3.2.1. Si (R,T) es un ATP entonces hay una tnica pareja (0,1) € R X R
con las propiedades (A) y (B). Efectivamente, si (0',1) € R x R también satisface (A) y
(B) entonces 1 =T(1,1',0) =1" por (B) y 0 =T(1,0',0) =0 por (A) y (B).

Ejemplo 7. Si (K,+,-) es un campo no-conmutativo y T'(a,b,c) = a-b+ c Ya,b,c € K
entonces (K, T) es un ATP.

Hemos visto como asociar un ATP a un plano proyectivo dado. Veamos el procedi-
miento inverso.
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Teorema 3.2.2. Si (R,T) es ATP, la siguiente estructura Il es un plano proyectivo:

Pop={(z,y):x,y € R}U{(z) : x € R} U{(c0)}
Ly ={[m,k] : m,k € R}y U{[k] : k € R} U{[0]}

donde las lineas quedan determinadas de la siguiente manera:
w [m,k]={(z,y) € RxR:T(m,x,y) =k}U{(m)}

= [kl ={(k,y) sy € R} U{(c0)}
= [oo] = {(2) : x € R} U{(c0)}

Demostracion. Verifiquemos los axiomas de plano proyectivo para II = (P, Lyy):

(PP1) Si a # ¢, por (C), Vb,d € R 3'm € R tal que T'(m,a,b) = T(m,c,d). Asi, si
a # c los puntos (a,b), (¢,d) estdn en una unica linea: [m, T (m,a,b)].
Los puntos (a,b), (a,d), b # d, estédn en la linea [a]. Si estuvieran en una linea de la forma
[m, k] se tendria que T'(m,a,b) = k = T(m,a,d) lo cual contradice (D). Por lo tanto
cualesquiera dos puntos fuera de [00] estédn en una tnica linea de II.
Sean (m) € [oo] \ {(o0)} v (a,b) € P\ [00]. Las lineas que pasan por (m) son [oo] y las
lineas de la forma [m, k], k € R. Por definicién, (a,b) € [m, k] < T(m,a,b) = k. Ahora,
T es una operacién ternaria de modo que el valor T'(m, a, b) estd determinado de manera
unics por m,a,b. Asi las cosas [m,T(m,a,b)] es la tnica linea de II que pasa por (m) y
(a,b).
Ahora, las unicas lineas distintas de [0o] que pasan por (co) son de la forma [k, k € R.
Por lo tanto [a] es la tnica linea que pasa por (c0) y (a,b). Claramente (m), (n) estdn en
[co] dnicamente. Por lo tanto II satisface (PP1).

(PP2) Veamos que cualesquiera dos lineas (distintas) tienen puntos en comtn. Primero
consideramos las lineas [mq, k1], [ma, k2]. Si m1 # mq, por (E), I(a,b) € R x R tal que
T(my,a,b) = k1 y T(mz,a,b) = kg i.e. (a,b) € [mq, k1] N [ma, ko). Si m1 = ma, (my) €
[m1, k1] N [ma, ka]. Asi pues, cualesquiera dos lineas de la forma [m, k] se intersecan.
Notamos que (m € [m, k] N [o0]). Sea s € R. Entonces (s,t) € [m, k] N [s] donde ¢ cumple
T(m,s,t) = k y su existencia estd garantizada por (D). Cuales quiera dos lineas de la
forma [k] tienen al punto (c0). Por lo tanto II satisface (PP2).

(PP3) Sean A = (0),B = (x),C = (0,0),D = (1,1). Como AB = [c¢],BC =
[0],CA = [0, 0] y ninguna de ellas incluye a los dos puntos restantes, se sigue que { A, B,C, D}
es un cuadrangulo en II. Por lo tanto II satisface (PP3).

Noétese que el orden de IT es precisamente |R|. Observamos que si le asignamos coor-
denadas en el conjunto R al plano II que obtuvimos eligiendo (co) como Y, (0) como X,
(0,0) como O, (1,1) como I y ar € R le asignamos (0,7) € OY, el ATP que obtendremos
serd precisamente (R, T). O

Definicién 3.2.3. Sean (R, T), (R',T") dos anillos ternarios. Decimos que (R, T) es iso-
morfo a (R',T") si existe a: R — R’ biyectiva tal que o(T(a,b,c)) =T (a(a), a(b), a(c))
Va,b,c € R.
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Observacién 3.2.2. De la observacion 3.2.1 se sigue que si (R,T),(R',T") son anillos
ternarios planos y o : R — R’ es un isomorfismo de anillos ternarios entonces a(0) = 0’
ya(l)=1".

Proposicion 3.2.1. Sea Il un plano proyectivo. Si 1l tiene coordenadas en un conjunto
R respecto a un cuadrdngulo {O, X, Y, I} y si (R, T),(R',T") son anillos ternarios planos
que surgen asignando los elementos de R a los puntos de OY \ {Y'} de maneras distintas
entonces (R,T) = (R',T").

Demostracion. Sean f :lo — I, g : loo — [ las biyecciones dadas por el teorema 1.1.1
respecto a los puntos J y B respectivamente. Sea v : R — OY \ {Y'} una biyeccién
cualquiera con y(0) = O,v(1) = A. Sean U € oo \{Y},V ¢ I, W = UV N ;. Notamos
que W # Y. Sean Vi = YV Ny, Vo = XV NIi. Por definicién, las coordenadas de los
puntos U, V, W respecto a la asignacién v son (v~ 1g(U)), (v Lf(V1),7 1 (V2)), (0,7 ~L(W))
respectivamente.

Sean pues a : R — OY \ {Y},5: R — OY \ {Y} dos biyecciones que mandan 0 en O y
len A. Sea A = f~'a: R — R. Claramente ) es biyectiva. Como U, V, W son colineales,
considerando coordenadas respecto a las asignaciones «, [ respectivamente, tenemos que:

Ta(a™'g(U),a™ f(V1),a™ (Vo)) = (W) (3.1)
Ts(B~'g(U), 571 f(V1), 571 (Va)) = B~ (W) (3.2)

Cambiando 87! por B~ 'aa™"! en 3.2 y considerando 3.1 tenemos que
A(Ta(m, a,b)) = Tz(A(m), A(a), A(b))

donde

a=a tf(1) m=a"'g(U)
b=a"(V3) k=a (W)

Como «, f,g son biyecciones, cuando U,V varian en sus respectivos dominios, (m,a,b)
varfa en todo R x R x Ry por lo tanto (R,T,) = (R,Tp). O

Proposicién 3.2.2. Sea IT un plano proyectivo. Si Il tiene coordenadas en (R,T') respec-
to a {O,X,Y, I} y coordenadas en (R',T") respecto a {O', X', Y’ I'} entonces (R,T) =
(R, T") si y solamente si 3f € ¥ tal que f(O)=0",f(X)=X",fY)=Y', f(I)=1TI.

Demostracién. Supongamos que existe « : R — R’ biyectiva tal que a(7T(a,b,c)) =
T'(a(a), a(b), a(c)) Ya,b,c € R. Usamos ( ),[]y ()’,[] para denotar coordenadas respecto
a{0,X,Y, I} y {O, X" Y' I'} respectivamente. Es facil ver que entonces f : P — P

dada por
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es el automorfismo buscado. De hecho f[m, k] = [a(m), a(k)]’, flk] = [a(k)] y floo] =
[oc].

Ahora supongamos que 3f € ¥ tal que f(O)=0", f(X)=X",fY)=Y', fI)=1T.
Sif:R—0OY\{Y},B8 : R — O'Y"\{Y’} son las asignaciones que dan lugar a (R,T) y
(R', T') respectivamente, es facil ver que a = (8")"1f3: R — R’ es el isomorfismo buscado
(la prueba es muy similar a la de la proposicién anterior). O

3.3. Algunas propiedades algebraicas

Definicion 3.3.1. Un conjunto no vacio G con una operacion binaria - es un lazo si
satisface lo siguiente:

» Va,be G Iz e G tal quea-z =10
s Va,be GAye G tal quey-a=1>

m Jee G tal quee-x =x-e¢=x Vx € G. El elemento e recibe el nombre de neutro o
identidad.

Observacion 3.3.1. Un grupo es lo mismo que un lazo asociativo (ver [2], pp. 63).

Teorema 3.3.1. Sean R un ATP y R* = R\ {0}. Se definen
a+b=T(1,a,b),a-b=ab=1T(a,b,0) Ya,b € R

Entonces (R, +), (R*,-) son lazos con identidades 0 y 1 respectivamente.

Figura 3.5: La suma en R

Demostracion. Para (R,+): Dada a € R, 04+a =T(1,0,a) =aya+0=T(1,a,0) =a
por las propiedades (A) y (B). Por lo tanto 0 es neutro para (R, +).
Por (D), Va,b € R 3z € R tal que T'(1,a,x) = b ie. Va,b € R a+ x = b tiene una unica
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Figura 3.6: El producto en R

solucién en z.

Sean a,b € R. La ecuacién x+a = b tiene solucién tnica en x si y solamente si T'(1,z,a) = b
tiene solucién unica en x. Por (E), 3!(z,y € R x R) tal que T'(1,z,y) = by T(0,z,y) = a.
Por (A), T(0,xz,v) = a tiene v = a como Unica solucién y entonces Iz € R tal que
T(1,z,a) = b. Por lo tanto (R, +) es un lazo.

Para (R*,:): Veamos primero que ab € R* siempre que a,b € R*. Supongamos que
ab =0y b # 0. Consideramos la ecuacién T'(u,b,0) = T'(u,0,0). Por (C), dicha ecuacién
tiene solucién unica para u. Claramente u = 0 es solucién y por lo tanto es la uUnica
solucién. Como ab = 0 entonces T'(a,b,0) = 0 y se tiene que T'(a,0,0) = 0 por (A) de
modo que a = 0. Por lo tanto R* es cerrado bajo -.

Dados a,b € R*, la ecuacién axz = b tiene solucién tinica en x si y solamente si T'(a,z,0) = b
tiene solucién tnica en x. Por (E) 3!(x,y) € R x R tal que T(a,z,y) =by T(0,z,y) = 0.
Por (A) la segunda igualdad implica y = 0 y asi T'(a, x,0) = b tiene solucién unica en z.

Ahora, la ecuacién xa = b tiene solucion tnica en z si y solamente si T'(z,a,0) = b tiene
solucién tnica en z. Como a # 0 la propiedad (C) garantiza que T'(z,a,0) = T'(z,0,b)
tiene solucién unica en x y como T'(z,0,b) = b por (A), se sigue que T'(x,a,0) = b tiene
solucién unica en z. Por lo tanto (R*,-) es un lazo. O

Proposicién 3.3.1. Sea (R,T) un anillo ternario finito (|R| < oo). Entonces (R,T)
satisface (C) y (D) si y solamente si satisface (D) y (E).

Demostracion. Supongamos que (R,T') satisface (C) y (D). Veamos que satisface (E).
Sean a,c € R,a # c. Consideramos T,. : R x R — R x R dada por T, (z,y) =
(T(a,z,y),T(c,x,y)). Queremos ver que Ty . es biyectiva. Como R es finito basta ver
que T, es suprayectiva. Si T, '[{b,d}] = ¢ p.a. (b,d) € R x R, como R es finito, se
tendria que 3b',d € R tales que el sistema T'(a,z,y) = b, T(c,z,y) = d tiene al menos
dos soluciones para (z,y). Asi las cosas, basta ver que Va,b,c,d € R,a # c, el sistema
T(a,z,y) =b, T(c,z,y) = d admite a lo mas una solucién en (z,y).

Supongamos que T'(a,z,y) = b = T(a,u,v) y T(c,z,y) = d = T(c,u,v). Si x = u,
T(c,z,y) = d = T(c,x,v) y entonces y = v por (D). Si  # u entonces T(z,x,y) =
T(z,u,v) tiene soluciones z = a, ¢ distintas lo cual contradice (C). Por lo tanto T'(a, z,y) =
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b, T'(c,z,y) = d admite a lo mas una solucién en (x,y) y asi, (R,T) satisface (E).

Supongamos que (R, T') satisface (D) y (E). Veamos que satisface (C). Dados a,b,c €
R,a # c¢, definimos para cada x € R el elemento f(z) € R dado por T(x,a,b) =
T(x,c, f(x)) que existe y es unico por (D). Asi las cosas, basta ver que f : R — R es biyecti-
va y como R es finito es suficiente ver que es inyectiva. Supongamos que =,y € R, x # y pe-
ro f(z) = f(y). Entonces T(z,a,b) = T(x,c, f(x)) =gy T(y,a,b) =T (y,c, f(y)) = h de
modo que el sistema T'(x,u,v) = g, T'(y, u,v) = h tiene soluciones (u,v) = (a,b), (¢, f(x)).
Como z # y la propiedad (E) garantiza que dicho sistema tiene solucién unica en (u,v) y
entonces a = ¢ lo cual es imposible. Por lo tanto f es inyectiva y (R, T') satisface (C). O

La segunda parte de la prueba de la proposicién anterior tiene la siguiente consecuen-
cia:

Proposicién 3.3.2. Si un anillo ternario finito (R, T) satisface (D) y las ecuaciones de
la forma T(x,a,b) = T(z,c,d),a # c tienen a lo mds una solucion en x entonces tienen
exactamente una solucion en x.

Definicién 3.3.2. Sean (R,T) un anillo ternario y Ry C R. Se dice que (Ry,T) es un
subanillo ternario de (R,T) siempre que cod(T |ryxRryxR,) = Ro-

Las dos proposiciones anteriores nos permiten probar el siguiente teorema acerca de
subestructuras finitas de anillos ternarios planos:

Teorema 3.3.2. Sean (R,T) un ATP y (Ry,T) un subanillo ternario de (R, T). Si Ry # ¢
es finito entonces Ry = {0} 6 (Ro,T) es un ATP.

Demostracion. Sean a,b € Ry fijos. Definimos S : Ry — Ry como S(z) = T'(a,b,z) € Ry
pues (Rp,T) es subanillo de (R,T). Como (R, T) es plano, usando (D) tenemos que S es
inyectiva y como Ry es finito se sigue que S es biyectiva. Por lo tanto (Ry,7T") satisface
(D).

Como Ry C R, las ecuaciones de la forma T'(z,a,b) = T'(z, ¢, d) con

a,b,c,d € Ry,a # ¢, tienen a lo mas una solucién en Ry (pues, por (C), tienen exactamente
una solucién en R que podria no estar en Ry). Por la proposicién 3.3.2 dichas ecuaciones
tienen exactamente una solucién en Ry i.e. (Rp,T") cumple (C),(D) y por lo tanto cumple
(C), (D), (E) en virtud de la proposicién 3.3.1.

Supongamos que Ry = {a}. Como Ry es cerrado bajo T se tiene que T'(a,a,a) = a. Si
a # 0, la ecuacién T'(z,a,a) = T(x,0,a) tendria soluciones distintas z = 0,a en R pues
T(a,0,a) = T(0,0,a) = T(0,a,a) = a por (A) (en R) lo cual contradice (C) (en R).
Entonces a =0y Ry = {0}.

Supongamos que a,b € Ry, a # b. Consideremos la ecuaciéon T'(x,a,c) = T(x,b,c) con
¢ € Ry cualquiera. Las ecuaciones de este tipo tienen solucién tnica en R (por (C)) y por
la proposicién 3.3.2 dicha solucién estd en Ry. Por (A) (en R) x = 0 es solucién y por
lo tanto 0 € Ry. De manera similar, suponiendo que a # 0 y considerando la ecuacién
T(z,a,0) =T(x,0,a) se tiene que 1 € Ry y por lo tanto (Rp,T) es un ATP. O

Ejemplo 8. Si R = Q y T(a,b,c) = ab+ ¢ Ya,b,c € Q entonces (R,T) es un ATP. Si
Ry = 7Z entonces (Ro,T') es un subanillo ternario de (R,T') que no es plano.
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El siguiente ejemplo es de suma importancia:

Ejemplo 9. Sea (K,+,-) un campo no—conmutativo. Aplicaremos nuestro método para
introducir coordenadas al plano y(K). Elegimos [0 : 0 : 1] como O, [1 : 0 : 0] como
X,[0:1:00 comoY y|[l:1:1] como Z. Calculos sencillos muestran que entonces
Ii = [1,0,0], Iy = [0,1,0], lsc = [0,0,1], XI = [0,1,—1], YT = [-1,0,1], A=1[0:1: 1],
B=[1:0:1, AB=[-1,-1,1] yJ=[1:-1:0].

Ahora [1,0,0] = {[0: k:1] : k € K}U{[0:1:0]} de modo que tomamos R = K y
asignamos k € K al punto [0 : k : 1] i.e. (0,k) =[0: k :1]. La linea que une (1) con (0,k)
es [—1,—1,k] y entonces se tiene que (k,0) = [k : 0 : 1]. Las lineas que unen (0) con (0, g)
y (00) con (h,0) son [0,—1,9g] y [—1,0,h] respectivamente. Asi pues, (h,g) = [h: g : 1].
De manera similar, la linea que une (1,0) con (0,m) es [m,1,—m] y entonces (m) = [1 :
—m : 0]. Cdlculos sencillos muestran que entonces [m, k| = [m,1,—k] y [k] = [1,0, —k].
Ahora determinamos la operacion ternaria T. Sean ®,® la suma y la multiplicacion de
(K, T) respectivamente. Sean a,b € K. Por definicion a®b = T(1,a,b). Ahora, T(1,a,b) =
k< (a,b) ekl a:b:1]€[1,1,—k] © a+b—Fk =0 y por lo tanto & = +. De manera
similar, a © b = T(a,b,0) y T(a,b,0) = k < (b,0) € [a,k] & [b:0:1] € [a,1,—k] &
ab+0-1—Fk=0. Porlo tanto © = -.

Por altimo, T'(m,z,y) =k < (z,y) € mk] < [z:y:1] € [m,l,-k]l o me+y—k=0.
Asi las cosas, T(m,z,y) =m-z+y=m©exPy. Esto nos lleva a la siguiente definicidn.

Definicién 3.3.3. Sean (R,T) un ATP. Si T(a,b,c) = ab+ ¢ Ya,b,c € R decimos que
(R,T) es un anillo ternario plano lineal.

Proposicién 3.3.3. Es posible darle coordenadas al plano Ila(K) con un ATP lineal
isomorfo a K.

La discusién del ejemplo anterior muestra que la reciproca de la proposicién anterior
también es valida, es decir:

Proposicion 3.3.4. Si K es un campo no—conmutativo, el plano proyectivo que surge de
K considerado como ATP es isomorfo a lla(K).

Combinando la proposiciéon anterior con las proposiciones 3.2.1 y 3.2.2 tenemos la
siguiente:

Proposicién 3.3.5. Sea K un campo no—conmutativo. Si llo(K) tiene coordenadas en
(R,T) un ATP entonces (R,T) es isomorfo a K.

Demostracion. Esto se sigue de la siguiente propiedad que poseen los planos proyectivos
de la forma TIy(K) (ver [4]): dados {4, B',C",D'},{A, B,C, D} cuadrangulos de II(K),
Ja € Y (K) tal que a(A) = A", a(B) = B', a(C) = C',a(D) = D' (si K es un campo
entonces dicho automorfismo es tinico). O

3.4. Cuadrados latinos

Hemos visto que hay un vinculo entre los planos proyectivos y los anillos ternarios
planos. En el siguiente capitulo veremos que ciertas propiedades algebraicas de los anillos
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ternarios planos se pueden traducir en propiedades geométricas de los planos proyectivos
y reciprocamente. Antes estudiaremos brevemente la relacion entre los anillos ternarios
planos y los llamados cuadrados latinos que a su vez nos ayudaran en el estudio de los
planos proyectivos.

Definicién 3.4.1. Un cuadrado latino de orden n es una matriz A € Mat(n x n, R)
donde R es un conjunto con n elementos tal que

{aio, ai1, ..., ain—1} = {aoj,a1j,...,an—1;} = R Vi,j € {0,1,...,n — 1}. Por lo general
usaremos R = {0,1,...,n — 1}. Denotamos L(n X n, R) al conjunto de cuadrados latinos
de orden n con entradas en el conjunto R.

Definicién 3.4.2. Sean A, B € L(n xn, R). Decimos que A y B son ortogonales, deno-
tado A L B, si {(Asj, Bij) 14,5 € {0,1,...,n—1}} = Rx R. Es decir, dos cuadrado latinos
son ortogonales si al superponerlos obtenemos todas las posibles parejas con elementos en
R.

Veremos ahora una relacién entre los cuadrados latinos ortogonales y los anillos ter-
narios planos. Sea (R,T) un ATP de orden n (|R| = n), R = {0,1,...,n — 1}. Dado
x € R\ {0} definimos {z} € Mat(n x n, R) como {z};; = T(x,1,j).

Proposicién 3.4.1. Si {z} estd definida como en el pdrafo anterior:

1. {x} es un cuadrado latino
2. x#y={z} L{y}

Demostracion. 1. Para i fija tenemos que T'(x,14,j) = T(x,i,k) = i = k por la propiedad
(D).

Sea j fija. Supongamos que Ji,k € R, i # k tales que T(x,i,j) = T(x,k,j). Como
T(0,4,7) = T(0,k,j) = j, se sigue de (C) que x = 0 lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto T'(z,1,5) = T(x, k,j) = i = k.

Asi pues, hemos probado que cada renglén tiene entradas distintas y lo mismo para las
columnas. Como R es finito se sigue que {z} es un cuadrado latino.

2. Supongamos que {z} no es ortogonal a {y} con = # y. Entonces Ja,b,c,d € R
tales que (T'(x,a,b),T(y,a,b)) = (T'(z,¢,d),T(y,c,d)). Como {x} es latino, T'(z,a,b) =
T(z,c,d) implica a # ¢,b # d. Entonces la ecuacién T'(u,a,b) = T(u,c,d) con a # ¢
tiene soluciones distintas u = x,y lo cual contradice la propiedad (C). Por lo tanto {z} L
{y}. O

Definicién 3.4.3. Sea F C L(n x n, R). Se dice que F es una familia de cuadrados
latinos mutuamente ortogonales, abreviado CLMO, si A 1. B VA,B € F.

Definicién 3.4.4. Sean A, B € L(n xn, R). Decimos que A es equivalente a B, denotado
A~ B, sidac{0,1,...,n— 10" bivectiva tal que

(A0 g getn=by — (B0 B BT
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Aa0) By
Aa) By

Aa(n-1) B

Veamos algunas propiedades que cumplen las familias de cuadrados latinos mutua-
mente ortogonales.

Proposicion 3.4.2. Sea F una familia de CLMO de orden n. Entonces F' es equivalente a
una familia F de CLMO (VA € F 3NA" € F' tal que A ~ A') tal que Ag = (0,1,...,n—1)
VA e F. Se dice que la familia F estd en forma normal.

Demostracion. Es claro que si A € L(n x n, R) y a € R es biyectiva entonces a(A) €
L(n x n,R) donde a(A);; = a(A;;) Vi,j € {0,1,...,n — 1}. También VB € L(n x n, R)
A 1 B = «a(A) L B. Asi pues, F se puede poner en forma normal en a lo mas |F]|
pasos. ]

Proposicién 3.4.3. Sea F una familia de CLMO de orden n. Entonces |F| <n—1. Si
|F| =n—1 se dice que F es completa.

Demostracion. Por la proposicién anterior podemos suponer que F estd en forma normal.
Cualesquiera dos elementos de F tienen valores distintos en la posicién (1,0) (pues en
caso contrario, al superponerlos el par (s, s) apareceria en las posiciones (1,0) y (0, s) p.a.
s € R).Ademé&s, ninguno de los elementos de F puede tener al 0 en la posicién (1,0) pues
cada uno de ellos tiene a 0 en la posicién (0,0). Asi las cosas, solo hay n — 1 posibilidades
para la posicién (1,0) y como cuadrados distintos tienen valores distintos en dicha posicién,
se sigue que |F| <n — 1. O

Proposicién 3.4.4. Sea F = {A1, Aa, ..., At} una familia de CLMO de orden n en forma
normal. Entonces se puede suponer que (A1) = (0,1,...,n —1)T.

Demostracion. Sea Ay = (az(?)). Definimos 3 € {0,1,...,n — 1}{%Ln=1} de la siguiente

manera;: si al%) = s entonces 3(i) = s. Como A; es latino,  es biyectiva. Definimos:

(Ag) B.(n—l))

Es claro que A 1 A; = Ag i A? (pues se permutaron de la misma manera los renglones
de cada cuadrado). Por lo tanto {Af , AQ’B ey Af } es una familia de CLMO equivalente a
Fy (A =(0,1,....,n— 1T, O

El siguiente teorema relaciona el estudio de los cuadrados latinos con el estudio de los
planos proyectivos.
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Teorema 3.4.1. Existe un plano proyectivo de orden n si y solo si existe una familia
completa de CLMO de orden n.

Demostracion. Si 1l es un plano proyectivo de orden n, entonces se le pueden dar coorde-
nadas en (R,T) un ATP con R = {0,1,...,n—1}. Por la proposicién 3.4.1 dicho ATP da
lugar a una familia de n — 1 cuadrados latinos mutuamente ortogonales de orden n.

Sea F = {A;, As, ..., Ap_1} una familia de CLMO de orden n en forma normal con
(A1)° =(0,1,...,n—1)T. Como no hay dos cuadrados con la misma entrada en la posicién
(1,0) podemos etiquetar a cada cuadrado como {z} donde {z} es el cuadrado tal que en
la entrada (1,0) aparece el elemento x € R.

Definimos T': R x R x R — R como T'(z,4,j) = {x}ij six #0y T(0,4,5) = j Vi,j € R.
Veamos que (R,T) satisface las propiedades (A),(B),(D) y (E). Esto basta para ver que
(R,T) es un ATP por la proposicién 3.3.1.

(A) Como cada cuadrado estd en forma normal, T'(x,
(B) Como {a} es el cuadrado con a en la posicién (0, 1
(si @ = 0 se da por definicién). Como {1} tiene a (0,1, .
se sigue que T'(1,a,0) = a Va € R.

(D) En cada renglén del cuadrado {a} aparece cada elemento de R exactamente una vez.
Asi pues, dados a,b,c € R, a # 0, 3! € R tal que T'(a,b,x) =c. Sia=0,T(0,b,x2) =c <
x = ¢ por definicién.

(E) Sean a,b,c,d € R, a # ¢. Si a,c # 0, como {a} L {c} I(z,y) € R x R tal que
({a}ay, {c}ay) = (b,d) ie. T(a,z,y) =by T(c,z,y) =d. Sia=0,T(0,z,y) =b<y=0.
Como {c} es un cuadrado latino (¢ # 0), T'(¢c, z, b) = d tiene solucién unica para x.

Por lo tanto, (R, T) es un ATP de orden n que da lugar a un plano proyectivo de orden n
seglin el teorema 3.2.2. O

0,¢c) =cVz €R.
), se sigue que T'(a,1,0) =aVa € R
,n—1)T como primer columna,

Ahora caracterizaremos la linealidad de un ATP finito a través de su correspondiente
familia completa de CLMO.

Teorema 3.4.2. Un ATP finito (R,T) es lineal si y sdlo si su correspondiente familia de
CLMO F cumple que {Ao, A1,...,An—1} ={Bo,B1,...,Bn_1} VA, B € F.

Demostracion. Supongamos que (R,T') es lineal. Sean a,b,x € R,  # 0. Por definicién,
{z}ap =T(z,a,b) =x-a+b=T(1,z-a,b) = {1},.4p- Asl pues, el a—ésimo renglén de {z}
es igual al x - a—ésimo renglén de {1}.

Supongamos que {z} y {1} tienen los mismos renglones (como vectores). Entonces
Jo € {0,1,...,n — 1HOL—n=1} bivectiva tal que {z}qp = {1} as(ap Va,b € R. Asi las
cosas, T'(x,a,b) = T(1, az(a),b) = az(a) + b.Haciendo b = 0, T'(x,a,0) = z - a = ay(a) de
modo que T'(z,a,b) =z-a+by (R,T) es lineal. O

Para concluir este capitulo, veremos una aplicacién de los cuadrado latinos al estudio
de los planos proyectivos. Probaremos que Ilz(4) es el tnico plano proyectivo de orden
cuatro salvo isomorfismo, de manera relativamente sencilla, mediante las siguientes pro-
posiciones:

Proposicion 3.4.5. Los unicos lazos de orden cuatro son los dos grupos de orden cuatro.
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Demostracion. Es claro que todo grupo es un lazo. Consideramos las tablas de Cayley de
los dos grupos de orden cuatro, (R, *) el grupo ciclico de orden cuatro y (R,®) el grupo
de Klein con R = {0,1,2,3} y 0 el elemento neutro en ambos casos:

«[0 1 2 3 /0 1 2 3
0ofo 1 2 3 0fo 1 2 3
11 2 3 0 1|1 0 3 2
212 3 0 1 212 3 0 1
33 0 1 2 313 2 1 0

Sea (R,-) un lazo y supongamos que 0 es su elemento neutro. Es facil ver que la tabla de
Caley de cualquier lazo es un cuadrado latino. Asi pues, clasificamos las posibles tablas
de Cayley de (R, -) de acuerdo al valor de 1- 1.
Si 1-1 =0 hay exactamente dos posibilidades:

W N = O

W N = OO
N WO =
O = W NN
— O N W W
W N = O
W N = OO
N WO =
= O W NN
S = NN Wl W

En el primer caso, intercambiando 1 y 2, tenemos que (R,-) = (R, *). En el segundo caso
es claro que (R,-) = (R, ®).

Ahora mostramos las posibles tablas de Cayley para los casos 1 -1 =2y 1-1 =3
respectivamente:

-0 1 2 3 -0 1 2 3
0[0 1 2 3 0[0 1 2 3
11 2 3 0 11 3 0 2
202 3 0 1 202 0 3 1
3/3 2 10 3/3 2 10

En el primer caso es inmediato que (R,-) = (R, x). En el segundo caso, intercambiando 2
y 3, vemos que (R,:) = (R, *). Por lo tanto, los tnicos lazos de orden cuatro son los dos
grupos de orden cuatro. O

Proposiciéon 3.4.6. No hay cuadrados latinos ortogonales a

01 2 3
1 2 30
2 3 01
3 01 2

Demostracion. Supongamos que hubiera algin cuadrado latino A ortogonal al cuadrado
dado. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que A estd en forma normal. Hay dos
casos de acuerdo al valor de Aqg.

Caso 1. Si Ajg = 2. Esto obliga a que A° = (0,2,3,1)” lo cual implica que A! =
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(1,0,2,3)T. Lo anterior fuerza que A;3 = 3 lo cual contradice la condicién de ortogo-
nalidad.

Caso 2. Si Ajg = 3. Entonces A = (0,3,1,2)7 de modo que A1 = 0. Asf las cosas Ay = 2
6 As1 = 3. En cualquier caso, se contradice la condicién de ortogonalidad. O

Proposicién 3.4.7. La familia F = {{1},{a},{b}} es una familia de CLMO donde

01 a b 01 a b 01 a b
1 0 b a a b 01 b a 1 0
=15 01 lab=1y o 1 0 =11 005 4
b a 1 0 1 0 a b a b 0 1

Mdas ain, {a} queda completamente determinado una vez que a ocupa la posicion (1,0) y
esto ultimo determina completamente a {b}.

Demostracion. Esto se sigue por inspeccion. O

La proposicién anterior nos dice que hay una tnica familia completa de CLMO de
orden cuatro en forma normal que tiene al cuadrado {1} definido como en la proposicién.
Dicha familia es la que se obtiene haciendo a = 2, b = 3.

Sean (R,T) un ATP de orden cuatro y G su correspondiente familia completa de CLMO.
Sabemos que podemos describir la suma en R por medio de G, es decir

Asi pues, {1} es la tabla de Cayley de (R, +). Como (R, +) es un lazo, la Proposicién 3.4.5
nos muestra que de hecho (R,+) es un grupo de orden cuatro. Como {1} es ortogonal a
los otros dos cuadrados latinos de G, la Proposicién 3.4.6 implica que (R,+) = (R, ®). De
la Proposicion 3.4.7 se sigue que entonces G = F. El producto en R* también se puede
describir por medio de G como sigue

z-y="T(x,y,0) Va,y € R

Asi las cosas, obtenemos la tabla de Cayley de (R*,-) usando G:

Asi pues (R,-) = (3, el grupo ciclico de orden tres. Por inspeccién, la Proposicién 3.4.2
nos garantiza que (R, T") es lineal. Todo lo anterior prueba el siguiente teorema:

Teorema 3.4.3. GF(4) es el unico ATP de orden cuatro salvo isomorfismo (considerano
a GF(4) como ATP de manera natural) y entonces I12(4) es el inico plano proyectivo de
orden cuatro salvo isomorfismo.
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Capitulo 4

Propiedades algebraicas de anillos
ternarios planos

En este capitulo discutiremos la relacién entre la estructura geométrica de un plano
proyectivo con coordenadas en un ATP lineal y las propiedades algebraicas de este tltimo.
Este estudio dard lugar a una clasificacién de cierto tipo de planos proyectivos. A lo largo
de este capitulo, IT serd un plano proyectivo con coordenadas en (R,T) un ATP.

4.1. Linealidad

Empezamos caracterizando la propiedad de linealidad a través de ciertas configura-
ciones de Desargues pequenas.

Teorema 4.1.1. (R, T) es lineal si y sdlo si para cualesquiera triangulos
A; = (A;, Bi,Ci,a;,b;,¢), i = 1,2 en perspectiva desde (00) tales que Ay, As € [0] y tales
que by Nba,c1 Neg € [00] se cumple que a1 pasa por (0) si y sdlo si az pasa por (0).

Figura 4.1:
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Demostracion. Sean pues A; = (4;, B;, C;, a4, b, ¢;), i = 1,2 dos tridngulos en perspectiva
desde (00) tales que Ay, Ag € [0] y tales que by Nba, c1Nea € [00]. Sean By By = [u], C1Cy =
[v],C3 =c1Necg = (m), Bs = bi1Nby = (n) y a1 N[oo] = (0). Asi las cosas, A1 = (0,a), Ay =
(0,d),B; = (u,b) y Ba = (u,c). Como Cy = [v] N[0,b] se tiene que C; = (v,b). Sea
Cy = ('U, f)

Supongamos que (R,T') es lineal. Basta probar que f = ¢. Como A, By y C3 son
colineales tenemos que a = T(m,u,b) = mu + b. De manera similar, la colinealidad de
A1, Bs, Cy implica nv+b = a. Como (R, +) es un lazo, la ecuacién z+b = a tiene solucién
Unica en x y entonces mu = nv.

A su vez, la colinealidad de As, Bs, C3 v Ag, B3, Co implica mu +c=d =nv + f. Asi las
cosas, mu + ¢ =mu+ f y como (R,+) es un lazo se sigue que f = c.

Ahora, notamos que la configuracién en cuestién queda determinada por los pardme-
tros m,u, b, n, c. Efectivamente, v y b determinan a By, u y ¢ determinan a Bsy. El valor m
determina a (5 quien, junto con B y Bs, determina a los puntos A, Ao y por lo tanto a
los valores a, d. El valor n determina a Bs. Ahora, recuérdese que estamos en el caso en el
que C] estd en la linea que une (0) con B;. Como C; € A3Bs entonces C queda determi-
nado y por lo tanto también el valor v. Esto ultimo determina a Cy = [v] N A2 B3 y por lo
tanto el valor f queda determinado. Asi las cosas, la hipétesis nos permite suponer f = c.
Considerando las mismas colinealidades que en la primera mitad de la prueba vemos que
VYm,u,b,n,c € R existen v,a,d € R adecuados tales que:

T(m,u,b) =T(n,v,b) =a (4.1)

T(m,u,c) =T(n,v,¢c) =d

Haciendo ¢ = 0,n = 1 (m,u,b arbitrarios) se tiene por 4.2 que mu = v = d que susti-
tuyendo en 4.1 nos da T'(m,u,b) = T(1,v,b) = v+ b = mu + b. Por lo tanto (R,T) es
lineal. O

Observacion 4.1.1. Si (R,T) es lineal entonces (z,y) € [m, k] si y sélo si mzx +y = k.
Efectivamente,
(z,y) € [m k]| & T(m,x,y) =k mer+y==k

4.2. La estructura aditiva de (R, T

Ahora estudiaremos la estructura aditiva de (R,T)

Teorema 4.2.1. (R,T) es lineal con suma asociativa si y sélo si I es ((00),[o0]) —
transitivo.

Demostracion. Supongamos que la suma en (R,T) es asociativa.

Sea {A, B} C Pr1\[o¢] tal que A, B, (00) son colineales. Debemos construir una ((co), [co])—
perspectividad que mande A en B. Por la proposicién 1.3.2 basta exhibir una colineacion
de TI* que fije a cada m™ con m € br((c0)) \ {[oc]}, que no fije puntos de 11> y que
mande A en B (dicha colineacién se extenderd, de manera tnica, a una colineacién de II
que fija linealmente a (00) y, como no fija puntos de I1l°), fijard puntualmente a [co] por
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el Teorema 2.2.2).

Sea A = (u,v). Como (00), A, B son colineales se sigue que B = (u,w) p.a. w € R.
Como (R,+) es un lazo, Jla € R tal que w = v+ a y asi B = (u,v + a). Definimos
¢a : Pryise) = Ppyiee) cOmo ¢q(x,y) = (z,y + a). Notese que ¢q(A) = By que al ser (R, +)
un lazo, ¢, es una biyeccién. Ademds, como A # B, ¢, no fija puntos de II[*). Veamos
que ¢, manda lineas en lineas:

do(z,y) € [mk+a]l < (x,y+a) € [m,k+ d]

emr+ (y+a)=k+a (linealidad)
e (me+y)+a=k+a (asociatividad)
Smr+y=k ((R,+) es un lazo)
& (z,y) € [m, k] (linealidad)

i.e. da[m, K1 = [m, k + a]l>).

Ahora

(y) ekl er=ke (z,y+a) € [k] & ¢u(z,y) € [k
i.e. ¢u[[k]l]] = [K][>). Por lo tanto ¢, € LTI es 1a colineacién que buscabamos.

Supongamos que IT es ((00), [co]) —transitivo. Entonces IT es ((c0), [00]) —desarguesiano
por el Teorema 2.2.6 y asi, (R,T) es lineal por el Teorema 4.1.1.
Por hipétesis, Va € R* 3¢a € X((o0) (o)) tal que ¢4(0,0) = (0,a). Como (00) es el centro de
¢q se tiene que ¢, [[k]] = [k] Yk € R. Haciendo k = 0 tenemos que Ja, : R — R biyectiva
tal que ¢4(0,y) = (0,04(y)) Yy € Ry aq(0) = a. Ahora, como ¢, fija a (0) y preserva
incidencia se sigue que
ba(z,y) = (x,04(y)) Vo, y € R

Como [o0] es el eje de @q tenemos que ¢q((m)) = (m) Vm € R de modo que
Gal[m, k)] = [m, oo (k)] Ym, k € R

Como (R, T) es lineal, de lo anterior se sigue que mx +y = k si y sélo si mz + a,(y) =k
es decir

mz + aq(y) = ag(mz +y) Vm,z,y € R (4.3)

Haciendo y = 0,m = 1 tenemos que x 4+ a4 (0) = a,(x) de donde () =z + a Vo € R.
Usando lo anterior en 4.3 con m = 1 tenemos que

r+(y+a)=(r+y) +aVr,y,a € R
. (R, +) es asociativo. O

Definicién 4.2.1. Si (R,T') es un ATP lineal con suma asociativa se dice que (R,T) es
un grupo cartesiano.

Teorema 4.2.2. Sea (R,T) un grupo cartesiano. (R,T) satisface distributividad por la
izquierda si y sdlo si Il es ((0), [oo]) — transitivo.
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Demostracion. Supongamos que (R,T) satisface distributividad por la izquierda. Sea
{A,B} C P\ [0] tal que A, B, (0) son colineales. Debemos construir una ((0), [co]) —
perspectividad que mande A en B. Como vimos en la prueba del teorema pasado, basta
construir una colineacién apropiada de 1>,

Sea A = (u,v). Como A, B, (0) son colineales, B = (w,v) p.a. w € R. Como (R,+) es
una lazo Jla € R tal que w = a+u y asi B = (a + u,v). Definimos ¢, : Ppjiec] = Ppyioo)
como ¢q(x,y) = (a + z,y). Nbtese que ¢,(A) = B y que al ser (R,+) un lazo, ¢, es una
biyeccién. Ademés, como A # B, ¢, no fija puntos de 1>}, Veamos que ¢, manda lineas
en lineas:

da(z,y) € [myma+ k] & (a+x,y) € [m,ma + k]

ema+z)+y=ma+k (linealidad)
< (ma+mx)+y=ma+k (distributividad)
& ma+ (mx +y) =ma+k (asociatividad)
smrt+y=k ((R,+) es un lazo)
& (z,y) € [m, k] (linealidad)

i.e. go[[m, k1) = [m, ma + k]I,

Ahora:

ba(z,y) €Ela+ k]l (at+z,y)€latkleatr=a+ker=Fkeaclk

i.e. pa|[k]®)] = [a + E]I*). Por lo tanto ¢, € XII[*). Haciendo m = 0 vemos que ¢, [k>] =
k> Yk € brr((0)) \ {[oo]} v por lo tanto es la colineacién buscada.

Supongamos que IT es ((0), [oo]) —transitivo. Por hipétesis, Va € R* 3¢, € % ((0),[«)) tal
que ¢4(0,0) = (a,0). Como en la prueba del teorema pasado, podemos escribir ¢,(z,y) =
(Ba(z),y) donde B, : R — R es biyectiva y (,(0) = a (pues el centro de ¢, es (0) y

¢a((00)) = (00)).
Consideremos la linea [m, k]. Como ¢, no fija puntos de Il*, ¢,[[m,k]] = [m,h] p.a
h € R. Ahora:

(0,k) € [m, k] = ¢q(0,k) € Im,h] = (a,k) € [m,h] = ma+k=nh

ie. ¢g[[m, k]| = [m,ma + k] YVm, k € R. Asi las cosas, se tiene que mx +y = k si y sélo si
mpBq(z) +y = ma+ k es decir

mpe(x) +y = (ma+ mzx) +y Vm,z,y,a € R

Haciendo m = 1,y = 0 tenemos que ,(x) = a + = Vo € R y sustituyendo obtenemos
m(a+z)+y = (ma+mz)+yycomo (R,+) es un lazo se sigue que:

m(a + x) = ma+ mx Vm,a,x € R
O

Definicién 4.2.2. Sea (R,T) un grupo cartesiano. Si (R,T) satisface la distributividad
por la izquierda (derecha) se dice que (R,T) es un cuasicampo (derecho).
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El teorema anterior junto con la Proposicién 2.3.6 nos dan la siguiente:

Proposicion 4.2.1. I tiene coordenadas en un cuasicampo con la linea l con coordenada
[0o] siy sdlo sil es una linea de traslacion de I1.

De la proposiciéon anterior se sigue que:

Proposicion 4.2.2. Sill tiene coordenadas en un cuasicampo para una eleccion particular
de los puntos X = (0),Y = (oc0) entonces I tiene coordenadas en un cuasicampo para
cualquier eleccion de los puntos (0), (c0) en la linea XY .

Teorema 4.2.3. Si (R,T) es un cuasicampo entonces (R,+) es abeliano.

Demostracion. Por los teoremas 4.2.1 y 4.2.2 se tiene que II es ((00), [00]) — transitivo y
((0), [0c]) —transitivo y entonces, por el teorema 2.2.3, ¥([oq],[x0]) €8 abeliano. En particular
Y((o0),[00]) €8 abeliano. Tenemos que ¢q € (o) [o0)) Y@ € R* donde ¢, se define como en
la primera parte de la prueba del Teorema 4.2.1. Asi las cosas, ¢q0p = dpdq Va,b € R*.
Ahora, como la suma es asociativa se tiene que ¢a0p = ¢g+p Va,b € R* y el resultado se
da. O

4.3. La estructura multiplicativa de (R,T)

Teorema 4.3.1. Sea (R,T) un ATP. (R,T) es lineal con multiplicacion asociativa si y
sdlo si 11 es ((0), [0]) — transitivo.

Demostracion. Supongamos que (R, T') es lineal con multiplicacién asociativa. Por la Pro-
posicién 2.3.4 basta exhibir para cada a € R* una ((0), [0]) — homologia que mande (1,0)
en (a,0). Definimos
gf)a : PH — PH
(z,y) = (az,y)

(m) = (ma™")

(00) = (o0)
donde t = a~! es la tinica solucién para ta = 1 en R*. Es facil ver que ¢, es biyectiva.
Notamos que ¢, fija a la linea [0] puntualmente y que ¢,(A) = B. Veamos que manda

lineas en lineas:
Se tiene que ¢, [[o0]] = [o0] por definicién de ¢, y porque (R*,-) es un lazo.

ba(z,y) € [ma™t k] & (az,y) € [ma™, K]

& (ma Y (ax)+y =k (linealidad)
emrt+y==k (asociatividad)
& (z,y) € [m, k] (linealidad)
i.e. gal[m, k]| = [ma™", k].
Ahora:

da(x,y) € [ak] & (ax,y) € [ak] & ax = ak & v =k < (x,y) € [ak]
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6. gl K] = [ak].
Como ¢g[[oo]] = [00] ¥ ¢a][0, k]] = [0, k] VE € R se sigue que ¢, fija linealmente a (0) y
por lo tanto es la colineacién buscada.

Supongamos que II es ((0), [0]) — transitivo. Por hipétesis, Va € R* 3¢, € () o)) tal
que ¢4(1,0) = (a,0). Como (0) y [0] son el centro y el eje de ¢, respectivamente, se tiene
que ¢q((m)) = ag(m) vy ¢da(z,y) = (Ba(x),y) donde oy, B, : R — R son biyectivas con
aq(0) = 0,8,(0) =0, 5,(1) = a. Es facil ver que entonces ¢4[[m, k]| = [aq(m), k] de modo
que

T(m,x,y) =T(aa(m), Ba(z),y) Ym, 2,y € R

Haciendo y = 0 tenemos que:
aq(m)fa(x) = mx Vm,x € R

Haciendo x = 1 obtenemos:
ag(m)a=mVYm € R (4.4)

Sea 7, : R* — R* dada por 7,(z) = za Vz € R*. Como (R*,) es un lazo v, es biyectiva y
por (4.4) oy es inversa derecha de ~y, de modo que o, = ;! y asf:

max = v, (m)Ba(z) Ym,z € R
Haciendo m = a y usando que 7, '(a) = 1 tenemos que S3,(z) = ax Vo € R. Entonces:
mx = v, (m)(ax) Ym,z € R (4.5)

Como 7, es biyectiva Vm € R* Jlu € R* tal que v,(u) = m. Como m es arbitrario u
también lo es al ser 7, una biyeccién. Sustituyendo en (4.5) tenemos que

(ua)z = v, 1yq(u)(az) = u(azx) Yu,a,z € R*

. (R*, ) es asociativo.

Veamos que (R, T) es lineal. Sean m,a,z,y € R,a # 0. Entonces

T(m,z,y) = T(ma~!,az,y) donde a~! € R* es tinico con la propiedad a~'a = 1. Haciendo
m = a tenemos que T'(a,z,y) = T(1,az,y) = ax + y. O

Definicion 4.3.1. Un casicampo es un cuasicampo con multiplicacion asociativa.

Proposicién 4.3.1. Un cuasicampo (R, T) es un casicampo si y sélo si II es ((0),[0]) —
transitivo.

Demostracion. Esto es inmediato del teorema anterior. O

Teorema 4.3.2. Sea (R,T) un ATP lineal. (R, T) tiene multiplicacién asociativa y satis-
face distributividad por la izquierda si y sdlo si Il es ((00), [0, 0]) — transitivo.
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Demostracion. Supongamos que (R,T') tiene multiplicacién asociativa y satisface distri-
butividad por la izquierda. Argumentando como en las demostraciones de los teoremas
pasados tenemos que si para cada a € R* definimos

¢a : Pn— P
(z,y) = (z,ay)
(m) — (am)
(00) = (00)

entonces ¢, es biyectiva, ¢a[[m7 k“ = [am, ak]7 ¢a[[k]] = [k] y %HOOH = [OO] Asi pues, ¢,
es una ((00), [0,0]) — homologia con ¢,(0,1) = (0,a) lo cual prueba, por la Proposicién
2.3.4, que IT es ((c0), [0,0]) — transitivo.

Supongamos que II es (c0),[(0,0]) — transitivo. Por hipédtesis Va € R* \ {1} 3¢, €
Yooy, (0,0) tal que ¢4(0,1) = (0,a). Como en la prueba del teorema anterior, existen
biyecciones g, B, : R — R con a,(0) = B,(0) = 0, 5,(1) = a tales que ¢q((m)) = aq(m),
da(z,y) = (z,B4(y)). Asi las cosas, ¢q[[m, k]] = [aa(m), Ba(k)] ¥ usando la linealidad de
(R, T) tenemos que

aa(m)x + Ba(y) = Ba(ma +y) Vm,z,y € R
Haciendo x = 1, y = 0 tenemos que aq(m) = fo(m) Vm € R ie. ag = (B, y asi
ag(m)z + aq(y) = ag(mz +y) Vm,xz,y € R

Haciendo y = 0, m = 1 y usando que o,(1) = a tenemos que aq(z) = ax Vo € R de modo
que
(am)x + ay = a(mx + y) Ym,x,y € R Ya € R

Haciendo y = 0 vemos que (R*, ) es asociativo. Haciendo m = 1 vemos que (R, T) satisface
distributividad por izquierda. O

Teorema 4.3.3. Sea (R,T) un grupo cartesiano. (R,T) satisface distributividad por la
derecha si y solo si Il es ((00), [0]) — transitivo.

Demostracion. Supongamos que (R, T') satisface distributividad por la derecha. Sea a €
R*. Como (R, +) es un lazo, encontramos b € R tal que b+ a = 0. Definimos

o : P — P
(z,y) — (z,bx +y)
(m) — (m+a)
(00) = (0)
Como en las demostraciones de los teoremas anteriores, es facil ver que ¢, es biyectiva,
Gallm, k]| = [m + a,k], ¢al[k]] = [k, ¢al[oc]] = [o0]. Asi pues, ¢4 es una ((c0),[0]) —

homologia con ¢4((0)) = (a) lo cual prueba, por la Proposicién 2.3.4, que Il es ((c0), [0]) —
transitivo.
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Supongamos que II es ((c0), [0]) — transitivo. Por hipétesis, Va € R* 3¢, € X((o0),0))
tal que ¢4 ((0)) = (a). Como en las demostraciones anteriores, existen « : R — R biyectiva

y Ba : R X R — R tales que ¢q((m)) = (ag(m)), ¢a(z,y) = (x,Ba(z,y)) con a,(0),
Ba(0,y) =y Yy € Ry B4(1,0) = b donde ¢t = b es la tinica solucién de a + s = 0 en R
(ver la demostracién de la Proposicién 2.2.4). Asi pues, ¢,[[m, k]| = [aa(m), k]. Usando la
linealidad de (R,T) obtenemos

mx +y = ag(m)x + By(x,y) Ym,z,y € R (4.6)

Consideremos la funcién 7v,(u) = u+b € R Yu € R. Como (R, +) es un lazo, 7, es una
biyeccion. Como a+ b = 0 se sigue que f,(u) = u+ a es una inversa derecha para -, y por
lo tanto f, = 7, . Haciendo y = 0, # = 1 en (4.6) tenemos que m = a,(m) + b lo cual
implica que aq es inversa derecha de 7, y asi ag = v, ' = fa.

Haciendo m = 0 en (4.6) tenemos que y = ax + B4(z,y) Vz,y € R. Sustituyendo en (4.6)
tenemos que

mx + (ax + Bo(x,y)) = (m + a)z + Bo(z,y)

usando la asociatividad de la suma
(mz + ax) + Ba(z,y) = (M + @)z + Ba(z, y)
y como (R, +) es un lazo
mx 4+ ax = (m + a)x Ym,a,x € R, a #0
. (R, T) satisface distributividad por la derecha. O

Proposicién 4.3.2. (R,T) es un cuasicampo derecho si y solo si (c0) es un punto de
traslacion.

Demostracion. Esto se sigue de la Proposicién 2.3.7, del Teorema 4.2.1 y del teorema
anterior. 0

Definicion 4.3.2. Un semicampo es un cuasicampo que satisface distributividad por la
derecha.

Como consecuencia de los teoremas 4.2.2 y 4.3.3 tenemos el siguiente

Teorema 4.3.4. (R, T) es un semicampo si y solo siIl es ((00), [00]), ((0),[oc]), ((c0),[0])
transitivo si y sdlo si I es un plano de traslacion respecto a [00| y dual de traslacion res-
pecto a (00).

Demostracion. La tltima doble implicacién se sigue de las proposiciones 2.3.6 y 2.3.7. [
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4.4. Semicampos

Definicién 4.4.1. Se dice que un lazo (G,-) tiene la propiedad del inverso derecho
(PID) siVr € G 3z, € G tal que (y-x) -z, =y Vy € G.

Andlogamente, se dice que el lazo (G,-) tiene la propiedad del inverso izquierdo si
Ve € G 3z, € G tal que z, - (x-y) =y Yy € G.

Proposicién 4.4.1. Sea (G, -) un lazo con PID o PII. EntoncesVxr € G zz-x =e =12y
Y 2y, = .

Demostracion. Supongamos que, por ejemplo, (G,-) cumple PID. Dado z € G se tiene
que (y-z) -2, =y Vy € G. Haciendo y = z, tenemos que (z, - =) - 2z, = 2, y entonces
Zy - T = € pues S -z, = 2, tiene solucién unica y e es solucién. Haciendo y = e tenemos
que x -2y =eyporlotanto z - x =e=x-2, y 2,, = . [

Observacién 4.4.1. Para cada x € G el elemento z, es tinico y se denota x~'. Esto se
sigue de la proposicion anterior usando que (G,-) es un lazo.

Si (R,T) es un semicampo entonces es un cuasicampo de modo que (R,+) es un
grupo (abeliano) y todo grupo satisface PID y PII. Entonces, por ejemplo, el enunciado
(R,T) cumple PID quiere decir que (R*,-) cumple PID. Ahora caracterizaremos PID y
PII geometricamente.

Teorema 4.4.1. Sea (R, T) un semicampo. (R, T) cumple PID siy sdlo siIl es ((0,0), [0])—
transitivo.

Demostracion. Primero supongamos que IT es ((0,0), [0]) — transitivo. Para cada b € R*
sea ¢p € X((0,0),0) tal que ¢,((0)) = (b,0). Como (0,0) es el centro de ¢, se tiene que
@p[m, 0]] = [m, 0] vm € R. Como (m) = [oc]N[m, 0], ¢y ((m)) = ¢s[[oc]]N[m, 0] = [bJN[m, 0]
ie. ¢gp(m) = (b,w) p.a. w € R. Como también (b,w) [m, 0], por linealidad tenemos que
mb+w =0y asi

&u((m)) = (b, —(mb)) ¥im € R

Sean m,x € R, x #= 0, —b y sean u,n determinados por ¢y(x,0) = (u,0) y ¢p[[m, mz]] =
[n, mz]. Como (m), (z,0) € [m, mz]| se sigue que
dp((m)), dp(z,0) € pp[[m, mz]]. Usando la linealidad de (R,T") tenemos que

nb —mb=mx

nu = mx

Dados m, b, x el valor n queda determinado por la primer ecuacién. La segunda ecuacion
entonces determina el valor de u. Si para x,b € R dados, k es el valor particular de
n cuando m = 1 entonces ku = =z y kb = b+ x. Entonces, si k,b,z,u son tales que
kb = b+ z,ku = x (¢p((1)), Pp(x,0) € @p[[1,12]] = [k,x]) y si nb = m(b+ z) p.a
m € R (¢p((m)) € ¢p[[m, mz]] = [n,mx]) entonces nu = mz (pues (u,0) = ¢p(z,0) €
dp[[m, mz]]). En el caso especial en que b = —1, las condiciones k = 1 — z,ku = x y
n = m(l — x) implican (mk)u = nu = ma = m(ku). Como II es ((0,0), [0]) — transitivo,
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conforme x y b varien en sus respectivos dominios k variarda en todos los posibles valores
de R*. Asi las cosas, si m,k € Ry u € R es tal que kK =1 — ku entonces

(mk)u = m(ku) (4.7)

Sea v =1 4 u. Entonces kv =1 y asi

(mk)v = (mk)(1 + u) = mk + (mk)u (distributividad por la izquierda)
=mk + (mk)u (por 4.7)
=m(k(1+u)) (distributividad por la izquierda)
=m(kv) =m ya que kv =1
Como k estaba definido por ¢p[[1,z]] = [k, z| entonces, conforme b varfa en R*, k toma

todos los valores en R* de modo que (R*,-) cumple PID.

Supongamos que (R*,-) cumple PID. Para b € R* definimos

¢ Pn— P
(z,y) — (b7 27 H) Ly (0 + 7)™ siz#£0,-b
(0,9) = (0,y)
(=b,y) = (yb 1)
(m) = (b, —(mb))
(00) = (

Es facil ver que ¢, es biyectiva. Ademads

)

dylm, k] = [m+ kb1 K], dplk] = [(b + k") sik#£0,—b
¢u[0] = [0],  w[—b] = [o0],  @p[o0] = [b]

Solo verificaremos la primera de las igualdades para puntos del tipo (z,y) con x # 0, —b.
El resto de los casos es similar.

bp(x,y) € ppm, k] & (m+ kb DG +2 )P (g2 Hp 427 =k

S m+k O+ )+ g YO + 2T ) =k 427

Usando distributividad por la derecha, la Proposicién 4.4.1 y PID la ecuacién anterior
implica la siguiente
m4+kb oyt = k(b 27!

Como (R, +) es abeliano podemos cancelar kb~! y asf la ecuacién anterior implica
m+yxr b =ka !

que a su vez, multiplicando cada miembro por x a la derecha y usando distributividad por
la derecha, la proposiciéon 4.4.1 y PID implica que

mr+y=~k

lo cual implica que (z,y) € [m, k|. Nétese que todos los pasos son reversibles. ]
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Teorema 4.4.2. (R,T') es un semicampo con PID si y solo sil es linea de traslacion de

I1 VI € bry((00)).

Demostracion. Si (R,T) es un semicampo entonces, por el Teorema 4.3.4, IT es ((00), [00]),
((0), [0<]), ((00), [0])-transitivo. Si (R*, -) cumple PID entonces I es ((0,0), [0]) —transitivo
por el teorema anterior. La Proposicién 2.3.6 implica que entonces [0] y [oo] son lineas de
traslacién de IT lo cual implica, por la Proposicién 2.3.3 (i), que toda linea que pasa por
(00) es de traslacién de II. La prueba en el sentido contrario es facil. O

Teorema 4.4.3. Sea (R,T) un semicampo con PID. Entonces (R,T) tiene PII si y sélo
st 1T es ((0,0),[0,0]) — transitivo.

Demostracion. Supongamos que II es ((0,0), [0,0]) — transitivo. Sea a € ¥((g0),0,0)) tal
que a(oo) = (0,—1). Para m € R* tenemos que a(m) = a[m, 0] N a[occ] = [m, 0] N[0, —1],
de manera que si a(m) = (¢,—1) entonces mt — 1 = 0, es decir

a(m) = (m~11) ¥m € R* (4.8)

Como «(0,y) € [0], a(0,y) es (c0) o tiene la forma (0, w) p.a. w € R. Para y # 0 tenemos
que a(0,y) estd en la linea que une a(y) = (y~1,1) con a(1,0) = (1,0) y asf

a(0,9) = (0,(y "' = 1)7!) Yy € R*\ {1} (4.9)

Si a,b # 0 entonces ab # 0 por PID y tenemos que (ab)™' — 1 = (ab™')(1 — ab) y por lo
tanto

[(ab™) = 1][(1 = ab) ™" = 1] = [(ab) "' (1 — ab)](1 — ab) ™" — [(ab) ™" — 1]
= (ab)™" —[(ab)™" — 1]

De lo anterior se sigue que
[(1—ab)™t =17t = (ab) "' — 1 (4.10)
Haciendo y = 1 — ab en (4.9) obtenemos
(0,1 —ab) = (0, (ab)~! — 1) (4.11)
La linea a[b] une a(b,0) = (b,0) con a(o0) = (0, —1) de modo que
ap] = [-b L, —1] (4.12)
De manera similar,
alb,1—ab) € ab)Naja—b"10 = [-b"t, —1]N[a—b"1,0]
Célculos sencillos muestran que (a=!,b='a~! — 1) estd en ambas lineas y entonces

a(b,1 —ab) = (a1, b7 1a™t = 1) (4.13)

51



Pero por (4.11) tenemos que « (0,1 — ab) = (0, (ab)~! — 1) de modo que
alb,1 —ab) = (¢,(ab)™ —1) pa.ceR (4.14)

De las tltimas dos ecuaciones se sigue que (ab)~! = b~ta~! de modo que b=! = (ab)"la y
asi

o~ (ab) = [(ab)~ta] ! = (b71)!
Por lo tanto (R, T) tiene PII.

Supongamos que (R, T') tiene PII. Basandonos en la prueba anterior definimos

(0% PH — PH

(z,y) — (Zy_lﬁﬁ_lzy_l —1) sie#0,1y#0y 2z, € R* cumplex =1— zyx
0,9) — (0,(y " =1)7h siy#£0,1

(0,1) = (o0)

Ly = (' =D+, =17 siy#0,1

(1,1) = (=1)

(m) = (m~',-1) sim#0
(00) = (0,-1)
P—P si P €[0,0]

Se puede verificar que « es una ((0,0), [0,0]) — elacién que manda [co] en [0, —1]. De la
Proposicién 2.3.1 tenemos que [0, —1] es una linea de traslacién de II y entonces, usando la
Proposicién 2.3.3(i) se tiene que toda linea que pasa por (0) es de traslacién. En particular
[0, 0] es de traslacién y II es ((0,0), [0,0]) — transitivo. O

Si (R,T) cumple PID entonces toda linea que pasa por (c0) es de traslacién. Si (R, T)
también cumple PII, la recta [0, —1] también es de traslacién de modo que II tiene tres
lineas de traslacién no—concurrentes lo cual implica, por la Proposicién 2.3.3(ii) que toda
linea de II es de traslacién. Asi las cosas, podemos reescribir el teorema anterior de la
siguiente manera:

Teorema 4.4.4. Si (R,T) es un semicampo con PID entonces (R,T) cumple PII si y
solo si 11 es un plano de Moufang.

Usando el teorema anterior junto con el Teorema 4.3.1 y la Proposicién 2.3.8 tenemos
el siguiente:

Teorema 4.4.5. (R,T) es un campo no—conmutativo si y solo si Il es (V1) — transitivo
para cualesquiera V € P, | € L.

4.5. La configuracién de Pappus

Cuando (R,T) resulta ser un campo no—conmutativo (i.e. un semicampo con mul-
tiplicacién asociativa pero, posiblemente, no conmutativa) la Proposicién 3.3.4 nos dice
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que II es IIp(R). Veremos ahora como la geometria de Ils(R) nos dice cuando (R*,-) es
conmutativo y por lo tanto cuando (R, T') es un campo. A este resultado se le conoce como
Teorema de Pappus.

Teorema 4.5.1. Sea (K,+,-) un campo no—conmutativo. Sean {X,Y,Z} C,

{X,,Y,, Z/} C m dondel,m € Ly, (k) son lineas distintas y Inm ¢ {X,Y, Z}, {X,,Y,,Z,}.
SeanU = XY ' NX'Y,V=XZ'NX'Z,W=YZNY'Z. Entonces, U,V,W son colineales
sty sdlo si (K,+,-) es un campo.

Figura 4.2: La configuracién de Pappus

Demostracion. Supongamos que X,Y, Z, X/, Y/, Z/, U,V,W estan dados como en el enun-
ciado del teorema. Como X,Y, XY’ constituyen un cuadriangulo, podemos suponer que
sus coordenadas homogéneas son [1:0:0],[0:1:0],[0:0:1],[1:1:1] respectivamente
(ver la Proposicién 3.3.5). Como Z € XY entonces Z = [1 : s: 0] p.a. s # 0. De manera
similar, como Z' € X'Y" entonces Z =[1:1:1+1t] p.a.t#0.

ComoU € XY' NX'Y,U = [@+1:1:1]=[0:1:p] p.a. o, € K. Asi pues, podemos
escribir U =[0:0: 1].

ComoV e XZ NX'Z, V= [l:s:a]=[f:1:1+1] p.a. «a,B € K. Entonces, podemos
escribir V.=[1:s: (1+1)s].

Ahora, W € YZ' NY'Z implica W = l:a:1+t)=[1+pF:14+s8:1] pa. «a,f€K.Se
sigue que v = (1+s8)(1+1) =1+t+s8+sftyl=(1+p)(14+1)=1+B+t+pt La
segunda igualdad implica que —t = 8+ [t y asi —st = s+ s5t. Por lo tanto o« = 1+t — st
y escribimos W =[1: 1+t —st:1+1].

Calculos sencillos muestran que UV = [ts, 1, —1]. Asi pues, W € UV si y sélo si

(ts)l +1(1+t—st)+(-1)(1+t)=0

es decir, si y s6lo si ts+ (1 +t — st) — (1 +¢) = 0 lo cual sucede precisamente cuando
ts = st.

Como s y t varian en K \ {0} conforme Z y Z' varfan en XY y X'Y" respectivamente,
tenemos que la conmutatividad de K es suficiente y necesaria para que U,V,W sean
colineales. O
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La configuracién de los nueve puntos y las nueve lineas que se describen en el teorema
anterior recibe el nombre de configuracién de Pappus (ver Figura 4.2). Un plano pro-
yectivo en el que U, V, W son colineales siempre que se construyan como en el teorema de
Pappus recibe el nombre de plano Pappiano. Resulta que esta tltima condicién es muy
fuerte por si sola en el siguiente sentido:

Teorema 4.5.2. Todo plano Pappiano es Desarguesiano.

Demostracion. Sea II un plano Pappiano. Sean X1X5X3, Y1Y5Y3 dos tridngulos en pers-
pectiva desde un punto C con C # X;,Y; vy X; #Y;, i =1,2.

Empezamos por observar la siguiente propiedad. Supongamos que no existe una permuta-
cién (7,7, k) de {1,2, 3} tal que, ala vez, X;,Y;, Y y X;, X;,Y), son no—colineales. Se afirma
que entonces, 6 X,,Ys, Y. son colineales para cualquier permutacién (a, b, c) de {1,2,3}
6 Yy, Xp, X son colineales para cualquier permutacién (a, b, ¢) de {1, 2,3} (la exclusién se
da porque estamos trabajando con tridangulos). Para ver esto podemos suponer, sin pérdi-
da de generalidad, que Y7, X2, X3 son no—colineales. Se sigue entonces que Xs, Y7, Y3 son
colineales y X3, Y1, Y5 son colineales. Es claro que entonces Xs, X1, Y3 no pueden ser coli-
neales y asi, por hipdtesis, X1, Y2, Y3 son colineales. Por lo tanto X, Y}, Y, son colineales
para cualquier permutacién (a, b, c¢) de {1, 2, 3}.

Sean U; = X; X, NY;Yy, i = 1,2,3 y (4,7, k) una permutacién de {1,2,3}. Debemos veri-
ficar que Uy, Ua, Us son colineales.

Caso 1. Supongamos que hay una permutacién (i, j, k) de {1,2,3} tal que X;,Y;, Y} son
no-colineales y X;, X;, Y}, son no—colineales. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que (i,7,k) = (1,2,3). Definimos V = X; X NY2Ys. Es facil ver que V # X;,Y; i = 1,2.
Ademids CX; # CX, implica V' # C. Considerando las ternas Y3, X3,C' y X2, V, X7 (en
ese orden), tenemos que

Uy =YV N Xy X3
X=CXonNnX1Y3
Z =X3X1NnvC
son colineales. De manera similar, usando las ternas X1, Y1, C'y Y2, V, Y3 (es facil compro-

bar que los puntos en cuestién satisfacen las condiciones del Teorema de Pappus) tenemos
que

Us

X

7' =VY3nVC
son colineales. Ahora, tanto V, Z, Z' como X, Y3, X son colineales y todos los puntos en
cuestién son distintos entre sf. Ademds es facil ver que V, Z, Z' ¢ X1Y3. Asi las cosas

Uy =XZNVYs

Up=XZ NX\Z

Us=X,VNZYs

54



son colineales como se queria.

Caso 2. Supongamos que no existe una permutacién (i, j,k) de {1,2,3} tal que XYY
son no—colineales y X, X, Y son no—colineales. Se sigue que 6 X,, Y}, Y. son colineales para
cualquier permutacién (a,b,c) de {1,2,3} 6 Y,, X3, X, son colineales para cualquier per-
mutacién (a, b, c) de {1,2,3}. Supongamos pues, sin pérdida de generalidad, que X7, Y2, Y3
son colineales, Xo, Y7, Y3 son colineales y X3, Y7, Y5 son colineales.

Notamos que ningtin U; es igual a algin X; o Yj,. Definimos V7 = CX1NY3Uzy Vo = CXoN
Y3U3. Observamos que Y3Us # Y1Y3, Y2Y3, X3Y3. Entonces los puntos Us, Vi, Vo, X1, Xo, X3,
Y1, Y, Y3, C son distintos entre si. Ademas, las ternas C, X3, X3y Us, X1, X2 estdn en lineas
distintas. Consideradas en el orden anterior tenemos que

Y, = CX1NX3U;
Vo = CX9NUsYs
Ul =X X3NX1Y3
son colineales. Considerando las mismas ternas en el orden X3, X3, C'y X1, X, Us se sigue
que
Vo =CXonNUsYs
Y1 =CX1NX3U;
Ui = XoX3N X Ys
son colineales. Por ultimo, considerando las ternas Y1, Vi, X1 vy Yo, Xo, V2 se sigue que
U, =Y1XoN WY,
Uy =XiYanthVs
Us =V1Von X1 Xs

son colineales como se queria. O

4.6. Semicampos alternativos

Definicién 4.6.1. Se dice que un lazo (G,-) tiene la propiedad alternativa derecha
(PAD) siVx,y € G, x- (y*) = (x-y) - y.
Andlogamente, se dice que un lazo (G,-) tiene la propiedad alternativa izquierda
(PAI) siVz,y € G, (2?) -y =z - (z - y).

Si (R, T) es un semicampo entonces es un cuasicampo de modo que (R, +) es un grupo
(abeliano) que ciertamente satisface PAD y PAI. Asi pues, de manera similar al caso de
PID y PII, el enunciado (R, T) cumple PAD significa que (R*,-) cumple PAD, etc.

Proposicién 4.6.1. Sea (R,T) un semicampo. Si (R,T) cumple PID (PII) entonces
(R,T) cumple PAD (PAI).

Demostracion. Probaremos que Vz,y,z € R x((yz)y) = ((xy)z)y. Para y, z apropiados
consideramos t = [(yz)y+y][y ' —(y+2"1) 71 (si y, 2 son tales que la expresién anterior no
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tiene sentido, la propiedad que queremos probar se trivializa o es consecuencia inmediata
de PID). Entonces

ty+z ) =z+1— () ly+2z )" —yly+2 Dy +2")
=(wz+Dy+z")—((w2)y) —y
=Wz)y+y+y+z'—(y2)y—y
=y + z_l
Asipues, t =1y [(yz)y +y] ' = 2f1 — (y+2z"H~L Ahora
= (@lw2)y+yDly " = (y+2z"H7" por PID
= @@(w2)y) +ay)(y ' —w+2H)

ry)(y~! — (y + 271)~1). Basta probar que w = .

N
[
o
g
|
—~
—~~
/\
QE
v
\_/
—|— —

(y+z") =[y)z+z - (@))y+2) " —ayly+2") Ny +271)
= ((zy)z +2)(y+27") = ((zy)2)y — vy
= ((zy)2)y + vy +xy +xzt = ((xy)2)y — 2y
—zy+az t=z(y+27Y)
Como (R*,-) es un lazo se sigue que w = x. O

Definicion 4.6.2. Un semicampo que satisface PAD y PAI recibe el nombre de semi-
campo alternativo.

La proposicién anterior nos dice que un semicampo con PI (i.e. PID y PII) también
cumple PA (i.e. PAD y PAI). Asi las cosas, el Teorema 4.4.4 implica que es posible darle
coordenadas a un plano de Moufang con un semicampo alternativo. Resulta ser que de
hecho un semicampo alternativo también cumple Pl i.e. estas dos clases de semicampos son
iguales aunque historicamente se han estudiado de manera independiente y por ello han
estado algo separadas. A continuacién veremos unos cuantos resultados extremadamente
importantes que nos permitiran sacar conclusiones bastante fuertes. Las demostraciones,
si bien son instructivas, se omiten pues son demasiado extensas y carecen de contenido
geométrico. Para mas detalles, ver [5].

Teorema (Skornyakov-San Soucie). Todo semicampo con PID es alternativo.

Teorema. Todo campo alternatipo cumple PIL

Los dos teoremas anteriores muestran que PID implica PI y entonces, usando los
teoremas 4.4.2 y 4.4.4, tenemos el siguiente:

Teorema 4.6.1. II es un plano de Moufang si y solo si Il tiene al menos dos lineas de
traslacion distintas.

Es decir, la presencia de dos lineas de traslacion distintas implica que todas las lineas
son de traslacion. Dualmente, la presencia de dos puntos de traslacion distintos implica
que todos los puntos son de traslacion. Notese que si todas las lineas son de traslacion
entonces todos los puntos son de traslaciéon y reciprocamente.
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Teorema (Artin—Zorn). Todo semicampo alternativo finito es campo.

Como consecuencia del Teorema de Artin—Zorn tenemos el siguiente:

Teorema 4.6.2. Todo plano de Moufang finito es Pappiano (y por lo tanto Desargue-
siano).

Es decir, la presencia de dos lineas (o puntos) de traslacién en un plano proyectivo
finito obliga al plano a ser de la forma Il3(q) para algin nimero ¢ adecuado.

Hemos visto la relacién que existe entre las propiedades geométricas de un plano
proyectivo y las propiedades algebraicas del anillo ternario en el cual dicho plano tiene
coordenadas. Se resumen en una tabla las relaciones mas importantes. Es importante notar
que en cada caso la condicién algebraica es equivalente a la condicién geométrica. A veces
la condicién geométrica estd escrita en varias formas equivalentes (checar las equivalencias
es facil). Es interesante notar que en el caso finito los primeros tres tipos de planos se
colapsan en el primero. Es posible construir ejemplos propios (aunque en la mayoria de
los casos no es una tarea sencilla) para cada tipo de plano i.e. la tabla no es redundante.
En esta tabla solo estamos considerando planos proyectivos que tienen coordenadas en un
ATP lineal. Hay ejemplos de planos proyectivos que no admiten coordenadas en ningin
anillo ternario plano y lineal aunque, desde luego, admiten coordenadas en por lo menos
un anillo ternario plano.

Observacion 4.6.1. Hacemos algunas observaciones simples sobre la siguiente tabla:

» Los planos del tipo (a), (b) y (c) cumplen que todos los ATP’s que les dan coordena-
das tienen la misma estructura algebraica (incluso, segin vimos, los tipos (a) y (b)
cumplen que todos sus ATP’s son isomorfos).

= En los planos de los tipos restantes hay elementos que juegan un papel especial al
momento de asignar coordenadas. Por ejemplo, un plano de traslacion propio tiene
una unica linea de traslacion que debe jugar el papel de [oo] al momento de asignarle
coordenadas si lo que se busca es obtener un cuasicampo.

» FEl dual de un plano del tipo (a), (b), (c) o (d) vuelve a ser del mismo tipo (incluso
vimos que todo plano Pappiano es su propio dual). El dual de un plano del tipo (g)
es del tipo (h) y el de un plano del tipo (e) es del tipo (f).
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8¢

ATP

Propiedades geométricas de 11

Nombre

(a) Campo

(V, k) — transitividad para cualesquiera V' y k y validez
del Teorema de Pappus

Plano Pappiano

(b) Campo no-conmutativo

(V, k) — transitividad para cualesquiera V' y k; 6

(V, k) — transitividad para cualesquiera V' y k incidentes
y (P,m) — transitividad para alguna pareja (P, m) no—
incidente

Plano Desarguesiano

(¢) Semicampo alternativo
o Semicampo con PI

(V, k) — transitividad para cualesquiera V' y k incidentes;
0
k, k) — transitividad para cualquier k; 6
V, V) — transitividad para cualquier V; 6
k

V, V) — transitividad para dos V' distintos

Plano de Moufang

(d) Semicampo

(
(
(k, k) — transitividad para dos k distintas; 6
(
(

k, k) — transitividad y (V, k) — transitividad para una
pareja (V, k) incidente (entonces V = (00) y k = [o0])

Plano de semicampo

(e) Casicampo

(k, k) — transitividad y (V, m) — transitividad para V' en
k y no en m (entonces k = [o0] y, 6 V = (0) y m pasa
por (00) 6 V = (00) y m pasa por (0))

Plano de casicampo

(f) Casicampo derecho

(V,V) — transitividad y (W, k) — transitividad para V en
k'y W no en k (entonces V = (00)) y, 6 k = [00] y [0]
pasa por W 6 k = [0] y [oo] pasa por W)

Plano de casicampo
dual

(g) Cuasicampo

(k, k) — transitividad para una k; 6
(V, k) — transitividad para puntos distintos V en la linea
k (en ambos casos k = [00])

Plano de traslacién

(h) Cuasicampo derecho

(V,V) — transitividad para un punto V; 6
(V, k) —transitividad para dos lineas distintas k que pasan
por V' (en ambos casos V = (c0))

Plano de traslacion
dual




Capitulo 5

Cuasicampos

Hemos visto que existen, al menos teéricamente, diversos tipos de anillos ternarios
planos. Hay cierta clase de anillos ternarios planos que juegan un papel importante: los
cuasicampos, que son aquellos que corresponden a planos proyectivos para los cuales to-
das las posibles elaciones con eje [co] existen i.e. planos de traslacién. Los ejemplos mas
comunes de planos de traslacién son los planos Desarguesianos (tipos (a) y (b)) pero no
son ejemplos propios. En este capitulo haremos un muy breve estudio de los cuasicampos.
El material serd suficiente para construir ejemplos simples de cuasicampos propios y por
lo tanto de planos proyectivos no—Desarguesianos.

5.1. Propiedades basicas de cuasicampos

Empezamos dando una definicién puramente algebraica de cuasicampo.

Definicion 5.1.1. Sea @ un conjunto con dos operaciones binarias + y -. Decimos que
(Q,+,-) es un cuasicampo si

1. (Q,+) es un grupo

2. (Q*,-) es un lazo

3 x-(y+z)=x-y+z-2zVr,y,z2 €Q

4. 0-2=0Vz e

5. ax = bx + ¢ tiene solucion unica en x dados a,b,c € Q, a # b

Observacion 5.1.1. Sea (Q,+,-) un cuasicampo de acuerdo a la definicion anterior.

» Si consideramos T(a,b,c) = a-b+c € Q Va,b,c € Q entonces (Q,T) es un anillo
ternario plano lineal. Mds ain, (Q,T) es un cuasicampo de acuerdo a la Definicion

4.2.2.

» Considerando lo anterior, el Teorema 4.2.3 nos muestra que si (Q,+,-) es un cua-
sicampo entonces (Q,+) es, de hecho, un grupo abeliano.
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Definimos ahora una estructura algebraica ligeramente mas general que la de cuasi-
campo que nos sera util mas adelante.

Definicion 5.1.2. Sea W un conjunto con dos operaciones binarias + y -. Decimos que
(W,+,+) es un cuasicampo débil si

1. (W,+) es un grupo abeliano
2. (W*,-) es un lazo
3 x-(y+z)=x-y+z-z

4.0-z2=0VxeW

Es claro que todo cuasicampo es un cuasicampo débil. Veamos dos propiedades sen-
cillas pero utiles que satisfacen los cuasicampos débiles.

Proposicién 5.1.1. Si (W, +,-) es un cuasicampo débil entonces

1.a-0=0VaecW
2. a-(—=b)=—(a-b) Va,be W

Demostracion. 1.a=a-1=a-(1+0)=a-1+a-0=a+a-0. Como (W,+) es un grupo,
se sigue que a - 0 = 0.

2. Usando 1. tenemos que 0 =a-0=a-(b+ (=b)) yasia-b+a-(—b) =0 lo cual implica
—(ab) = a - (—b) al ser (W, +) un grupo. O

Definicién 5.1.3. Sea (W, +,-) un cuasicampo débil. Se define el nicleo de W como el
conjunto K de todos los elementos k € W tales que

w (z+y)k =k +yk
= (zy)k = x(yk)
para cualesquiera x,y € W.

Proposicién 5.1.2. El nicleo K de un cuasicampo débil (W,+,-) es un campo no-—
conmutativo. Mas aun, W es un especio vectorial derecho sobre K de manera natural.
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Demostracion. Sean a,b € W, h, k € K.

(a+0b)(h—k)=(a+bh+ (a+b)(—k)
ah + bh + a(—k) + b(—k)
= ah + a(—k) + bh + b(—k)
=a(h—k)+bh—k)

(ab)(h — k) =

Asi las cosas, K es cerrado bajo la resta y es no—vacio (0,1 € K). Por lo tanto (K, +) es
un subgrupo (abeliano) de (W, +).

Hay que probar que (K*,-) es un grupo. Por definicién de K, la multiplicacién en K es
asociativa y 1 € K. Entonces basta probar que K es cerrado bajo la multiplicacién y que
todo elemento de K™ tiene inverso izquierdo en K*.

Sean a,be Wyl ke K

(a+b)(kl) = [(a + b)k]l = (ak + bk)l = (ak)l + (bk)l = a(kl) + b(kl)

(ab) (k1) = ((ab)k)L = (a(bk))l = a((bk)L) = a(b(k1))
L kle K.

Supongamos que k € K*. Como (W*,-) es un lazo, 3'h € W tal que hk = 1. Veamos que
heK.

((a +b)h)k = (a+ b)(hk)
=(a+b)-1
=a-1+5b-1
= a(hk) + b(hk)
= (ah)k + (bh)k
= (ah + bh)k

Como (W*,-) es un lazo y k € K* se sigue que (a + b)h = ah + bh. De manera similar
((ab)h)k = (ab)(hk) = (ab) -1 =a(b-1) = a(b(hk)) = a((bh)k) = (a(bh))k

Como (W*,-) es un lazo y k € K* se sigue que a(bh) = (ab)h. Por lo tanto, h € Ky
(K*,-) es un grupo. Por definicién, (K, +,-) cumple ambas leyes distributivas de modo
que (K, +,-) es un campo no—conmutativo. Usando + y - como suma vectorial y producto
por escalar respectivamente, es claro que W es un espacio vectorial derecho sobre K (y de
hecho, sobre cualquier subcampo no—conmutativo de K). ]

El siguiente resultado nos serd de mucha utilidad.

61



Teorema 5.1.1. Sean (W*,-) un cuasicampo débil con nicleo K y H un subcampo no—
conmutativo de K. Si W es un espacio vectorial de dimension finita sobre H entonces
(W*,-) es un cuasicampo.

Demostracion. Veamos que Va,b,c € W con a # b la ecuacién ax = bz + ¢ tiene solucién
Unica en x.
Dado r € W definimos

Ly, W-—>W

T = re

Como W cumple distributividad por la izquierda y H C K se sigue que L, es lineal
Vr € W. Dado que (W*,-) es un lazo, L, es singular si y solamente si r = 0.

Hay que verificar que L, (x) = Ly(x) + ¢ tiene solucién tnica para z. Esto equivale a ver
que (L, — Lp)(x) = c tiene solucién tnica para z. Como la dimensién de W sobre H es
finita, (Ly, — Lp)(x) = c tiene solucién tnica en x si y solamente si L, — L;, es no—singular.
Si L, — Ly es singular entonces Jw € W* tal que (L, — Lp)(w) = 0 lo cual implica que
aw —bw = 0 ie aw = bw y asi, como w # 0, a = b lo cual es imposible. Por lo tanto
Ly, — Ly es no—singular y (WW*,-) es un cuasicampo. O

Como consecuencia inmediata del Teorema anterior tenemos que todo cuasicampo
débil finito es un cuasicampo.

5.2. Los cuasicampos de Hall

A continuacién estudiaremos un método debido a Marshall Hall para construir cuasi-
campos.
Sea F' un campo y f(s) = s* — as — b un polinomio cuadrético e irreducible en F. Sea H
el espacio vectorial derecho de dimensién dos sobre F' con con las operaciones usuales i.e.

2

H = {(z,y) : 2,y € F}
(z,y) + (z,w) = (x + 2,y + w) Vo, y,z,w € F
(z,y)u = (zp, yp) Va,y,pu € F

Definimos la siguiente multiplicacién entre elementos de H

(z,y) - (z,w) = (xz —y ‘wf(z),yz — 2w + aw) siy#0 (5.1)

(2,0) - (z,w) = (zz, zw)
Esté claro que las ecuaciones anteriores definen una multiplicacién en H. M&s atn:

Teorema 5.2.1. (H,+,) es un cuasicampo

Demostracion. Observamos que los miembros derechos tanto de (5.1) como de (5.2) son
lineales en z y en w razon por la cual se cumple la distributividad por la derecha. La suma
en H es conmutativa y claramente (0,0)- (x,y) = (0,0). Para ver que H es un cuasicampo
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débil nos resta ver que (H*,-) es un lazo. Claramente (1,0) es la identidad multiplicativa.
Resolver (z,y) - (z,w) = (p,q), (z,y), (p,q) # (0,0), para (z,w) es equivalente a resolver

vz —y 'tf(x) =p (5.3)
Yz — W + aw = q

siy#0,y
Tz =p, xt=gq (5.4)

siy = 0. Si y = 0 entonces, como (z,y) # (0,0), se tiene que x # 0 de modo que z = x~1p,
w = x~ !¢ son las tnicas soluciones. Si y # 0 entonces(5.3) tiene solucién tnica para
z y w si y solamente si el determinante x(a — x) + yy~! f(z) es distinto de cero. Dicho
determinante se simplifica y su valor es —b el cual es distinto de cero pues en caso contrario
f(x) = s? — as serfa reducible. Claramente (z,w) # (0,0).

Ahora resolvemos (z,y)-(z,w) = (p,q), (x,y), (p,q) # (0,0), para (z,y). Si w = 0 entonces,
como (z,w) # (0,0), se tiene que z # 0 y que hay una solucién con y = 0 siy sélo si ¢ = 0.
En este caso la solucién es (z,y) = (27 1p,0). De manera similar, si 2 = 0 entonces hay
una solucién con y = 0 si y sélo si p = 0. En este caso la solucién es (z,y) = (w™q,0).
Si w,z # 0 entonces hay una solucién con y = 0, x = pz~! si y sélo si pz~! = quw™!.
Asf las cosas, resta probar que si, 6 2 =p=06w =¢ =06 pz~! = quw~! entonces no
hay solucién si y # 0 pero que en cualquier otro caso hay solucién tnica con y # 0.
Multiplicando la primer ecuacién de (5.3) por y, la segunda por z y restando tenemos que

bw = py — qx

Combinando la ecuacién anterior con la segunda ecuacién de (5.3) tenemos el siguiente
sistema de ecuaciones lineales que tiene las mismas soluciones en = y y, y # 0, que el
sistema (5.3):

py — qxr = bw (5.5)
2y —wr = q — aw
Si w = 0, el sistema anterior tiene solucién tnica (z,y) = (pz~!,¢z~!) de modo que
q = 0 implica y = 0. Si w # 0, multiplicando la segunda ecuacién de (5.5) por quw=! y
restdndosela a la primera tenemos que y(p — qw™'2) = bw — ¢*>w~! + aq es decir

y(pw — qz) = —w’ f(qu™")

Como w # 0y f esirreducible en F', el miembro derecho de la ecuacién anterior es siempre
distinto de cero. Asf pues, si pw —qz =0 (ie.sié6p=2=062#0y pz~! = qu™1),
entonces el sistema 5.5 es inconsistente y por lo tanto (5.3) no tiene solucién si y # 0.
Finalmente, si pw — qz # 0 entonces
N (T
(pt — q2)

como se queria.

Ya probamos que (H,+,-) es un cuasicampo débil. Célculos sencillos muestran que F (los
elementos de la forma (z,0)) esta contenido en el niicleo de H. Como H tiene estructura de
espacio vectorial derecho sobre F' de dimensién dos, el Teorema 5.1.1 prueba que (H, +,-)
es un cuasicampo. O
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Observacion 5.2.1. Notamos lo siguiente acerca de (H,+,-):

s Podemos identificar a F con F' = {(x,0) : x € F}. Considerando lo anterior,
F C K, K el nicleo de H. Ademds, el producto “-” que definimos en H es compatible
con el producto de F' y con el producto por escalar que tiene H como espacio vectorial
derecho sobre F'.

» Cdlculos sencillos muestran que f(a) =0Va € H\ F (i.e. elementos « de la forma
(z,y) cony #0) y que F' conmuta con todos los elementos de H bajo - (desde luego
que también bajo + ).

Ahora veremos un par de resultados que nos dicen cuando (H,+,-) resulta ser més
que un cuasicampo.

Proposicién 5.2.1. (H,+,-) es un campo si y solo si F = GF(2)

Demostracion. Supongamos que (H, 4+, -) es un campo. Segtin la observacién anterior, todo
elemento de H \ F es raiz del polinomio f. Como un polinomio de grado dos tiene a lo mds
dos raices en cualquier campo, H tendria a lo mas dos elementos fuera de su subcampo F'
y por lo tanto F' = GF(2).

Si F' = GF(2) entonces H es de orden cuatro. El Teorema 3.4.3 nos muestra que GF'(4)
es el tinico ATP de orden cuatro salvo isomorfismo y por lo tanto H es un campo. ]

Proposicién 5.2.2. (H,+,-) tiene producto asociativo (i.e. es un casicampo) si y solo si
F=GF(2) 6 F=GF(3) y f(s) = s>+ 1.

Demostracion. Supongamos que el producto en H es asociativo. Sea x € F, x # 0. Ahora,

(0,1) - ((,0) - (0,1)) = (0,1) - ((0,1) - (,0))
= (0, 1)2 +(,0)
= (b,a) - (z,0)
= (bx,ax)

Por otra parte

((0,1) - (2,0)) - (0,1) = [((0,1) - (,0)) - ((0,1) - (,0))] - (2", 0)
= (b,za) - (271,0)
= (bz™',a)

Como el producto en H es asociativo tenemos que entonces

be = bx ! Ve e F,z#0 (5.6)
axr =a Yre F,z#0

Supongamos que F' # GF(2). Siy € F\ {0,1} de (5.7) se sigue que a = 0 y como b # 0
(pues f es irreducible sobre F), de (5.6) se sigue que 22 = 1 Vo € F, = # 0. El tinico
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campo con la propiedad anterior es GF'(3) y el tnico polinomio de grado dos irreducible
sobre GF(3) con a =0 es f(s) = s>+ 1.
Vimos que si F' = GF(2) entonces (H,+,-) es un campo y por lo tanto el producto en
H es asociativo. Si F = GF(3) y f(s) = s+ 1 el producto en H toma la siguiente forma:
) (z,w

(z,y) - (z,w) = (xz — yw(x? + 1), yz — zw)

w»

Célculos sencillos muestran que entonces es asociativo. O

5.3. Un ejemplo interesante

Para concluir, usaremos los resultados de la seccién anterior para exhibir un ejemplo
propio de un plano de traslaciéon de orden 25. Obtendremos asi un valioso ejemplo de un
plano proyectivo no—desarguesiano.

Construimos un cuasicampo propio de la siguiente manera (notacién como en la seccién
pasada). Sean F' = GF'(5) = Zs (clases de residuos médulo 5 con las operaciones usuales)
y f(s) = s?+ s+ 1€ Zs[s] (f es irreducible sobre F ya que f no tiene ceros en F).
Consideramos H = Zs X Zs con las siguientes operaciones:

(2, 9) + (z,w) = (z + 2,y + w)
(z,9) - (z,w) = (xz — yPw(@® +z +1),yz — 2w — w) siy#0

(x,0) - (z,w) = (xz,zw)

Segun el Teorema 5.2.1, (H,+,-) es un cuasicampo. Mds atn, las proposiciones 5.2.1 y
5.2.2 nos garantizan que (H,+,-) es un cuasicampo propio.
Ahora, segin el Teorema 3.2.2, IT = (Ppy, Ly1) es un plano proyectivo donde

Pr={(z,y) 2,y € Hy U{(x) -2 € H} U{(o0)}
Ly ={[m,k] :m, ke H} U{[k] : k € H} U {[o0]}

» m k| ={(z,y) e HxH:m-z+y=k}U{(m)}
= [k ={(k,y) 1y € H} U{(c0)}

= [oo] = {(z) : x € H} U {(c0)}

Como (H,+,-) es un cuasicampo propio, II es un plano de traslacién propio de orden
|H| = 25. Asi pues:

(i) [Pu| = |Ln| = 651
(ii) |I| = |bri(A)| = 26 VI € Ly, VA € Py

Ahora algunos célculos no—triviales (realizados con ayuda de una computadora). Mostra-
mos la tabla de Cayley de (H,-) (la tabla de Cayley de (H,+) se omite pues es facil de
obtener). El simbolo xy denota a la pareja (z,y). Los pares se toman en orden lexicografico
e, 00<0l <...<10< 11 <... <44
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00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00
00 44 33 22 11 01 40 34 23 12 02 41 30 24 13 03 42 31 20 14 04 43 32 21 10
00 24 43 12 31 02 21 40 14 33 04 23 42 11 30 01 20 44 13 32 03 22 41 10 34
00 34 13 42 21 03 32 11 40 24 01 30 14 43 22 04 33 12 41 20 02 31 10 44 23
00 14 23 32 41 04 13 22 31 40 03 12 21 30 44 02 11 20 34 43 01 10 24 33 42
00 01 02 03 04 10 11 12 13 14 20 21 22 23 24 30 31 32 33 34 40 41 42 43 44
00 23 41 14 32 11 34 52 25 43 22 40 13 31 54 33 01 24 42 15 44 12 30 53 21
00 13 21 34 42 12 20 33 41 54 24 32 40 53 11 31 44 52 10 23 43 51 14 22 30
00 43 31 24 12 13 51 44 32 25 21 14 52 40 33 34 22 10 53 41 42 30 23 11 54
00 33 11 44 22 14 42 20 53 31 23 51 34 12 40 32 10 43 21 54 41 24 52 30 13
00 02 04 01 03 20 22 24 21 23 40 42 44 41 43 10 12 14 11 13 30 32 34 31 33
00 32 14 41 23 21 03 35 12 44 42 24 01 33 15 13 40 22 04 31 34 11 43 25 02
00 42 34 21 13 22 14 51 43 35 44 31 23 15 52 11 03 40 32 24 33 20 12 54 41
00 12 24 31 43 23 30 42 54 11 41 03 10 22 34 14 21 33 40 52 32 44 01 13 20
00 22 44 11 33 24 41 13 35 52 43 10 32 54 21 12 34 51 23 40 31 03 20 42 14
00 03 01 04 02 30 33 31 34 32 10 13 11 14 12 40 43 41 44 42 20 23 21 24 22
00 21 42 13 34 31 02 23 44 15 12 33 04 25 41 43 14 35 01 22 24 40 11 32 03
00 11 22 33 44 32 43 54 15 21 14 20 31 42 53 41 02 13 24 35 23 34 40 51 12
00 41 32 23 14 33 24 15 51 42 11 02 43 34 25 44 30 21 12 53 22 13 04 40 31
00 31 12 43 24 34 10 41 22 53 13 44 20 51 32 42 23 54 30 11 21 02 33 14 40
00 04 03 02 01 40 44 43 42 41 30 34 33 32 31 20 24 23 22 21 10 14 13 12 11
00 45 35 25 1541 31 21 11 01 32 22 12 02 42 23 13 03 43 33 14 04 44 34 24
00 25 45 15 35 42 12 32 52 22 34 04 24 44 14 21 41 11 31 01 13 33 03 23 43
00 35 15 45 25 43 23 03 33 13 31 11 41 21 01 24 04 34 14 44 12 42 22 02 32
00 15 25 35 45 44 04 14 24 34 33 43 03 13 23 22 32 42 02 12 11 21 31 41 01

El producto en H

En base a la tabla anterior, calculamos las siguientes lineas de II:

[01,21]={(00,21),(01,32),(02,43),(03,04),(04,10),(10,20),(11,31),(12,42),(13,03),(14,14),(20,24),
(21,30),(22,41),(23,02),(24,13),(30,23),(31,34),(32,40),(33,01),(34,12),(40,22),(41,33),(42,44),
(43,00),(44,11),(01)}

03,21]={(00,21),(01,42),(02,13),(03,34),(04,00),(10,23),(11,44),(12,10),(13,31),(14,02),(20,20),
21,41),(22,12),(23,33),(24,04),(30,22),(31,43),(32,14),(33,30),(34,01),(40,24),(41,40),(42,11),
43,32),(44,03),(03)}

(

(0

)
( (
( (0
[11,34]={(00,34),(01,11),(02,43),(03,20),(04,02),(10,23),(11,00),(12,32),(13,14),(14,41),(20,12),
(21,44),(22,21),(23,03),(24,30),(30,01),(31,33),(32,10),(33,42),(34,24),(40,40),(41,22),(42,04),
(43,31),(44,13),(11)}
[13,21]={(00,21),(01,33),(02,40),(03,02),(04,14),(10,13),(11,20),(12,32),(13,44),(14,01),(20,00),
(21,12),(22,24),(23,31),(24,43),(30,42),(31,04),(32,11),(33,23),(34,30),(40,34),(41,41),(42,03),
(43,10),(44,22),(13)}

),

(

(2

[23,11]={(00,11),(01,04),(02,42),(03,30),(04,23),(10,43),(11,31),(12,24),(13,12),(14,00),(20,20),
(21,13),(22,01),(23,44),(24,32),(30,02),(31,40),(32,33),(33,21),(34,14),(40,34),(41,22),(42,10),
(43,03),(44,41),(23)}
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[31,30]={(00,30),(01,14),(02,43),(03,22),(04,01),(10,04),(11,33),(12,12),(13,41),(14,20),(20,23),
(21,02),(22,31),(23,10),(24,44),(30,42),(31,21),(32,00),(33,34),(34,13),(40,11),(41,40),(42,24),

(43,03),(44,32),(31)}
[

32,24]={(00,24),(01,13),(02,02),(03,41),(04,30),(10,42),(11,31),(12,20),(13,14),(14,03),(20,10),
(21,04),(22,43),(23,32),(24,21),(30,33),(31,22),(32,11),(33,00),(34,44),(40,01),(41,40),(42,34),
(43,23),(44,12),(32)}
[

2

43,11]={(00,11),(01,31),(02,01),(03,21),(04,41),(10,23),(11,43),(12,13),(13,33),(14,03),(20,30),
( 3,40),(24,10),(30,42),(31,12),(32,32),(33,02),(34,22),(40,04),(41,24),(42,44),
(43,14),(44,34),(43)}
[

3)
44,03]={(00,03),(01,43),(02,33),(03,23),(04,13),(10,14),(11,04),(12,44),(13,34),(14,24),(20,20),
(21,10),(22,00),(23,40),(24,30),(30,31),(31,21),(32,11),(33,01),(34,41),(40,42),(41,32),(42,22),
(43,12),(44,02),(44)}

[33,03]={(00,03),(01,12),(02,21),(03,30),(04,44),(10,20),(11,34),(12,43),(13,02),(14,11),(20,42),
(21,01),(22,10),(23,24),(24,33),(30,14),(31,23),(32,32),(33,41),(34,00),(40,31),(41,40),(42,04),
(

)
(
(
)
(
(3
)
21,00),(22,20),(
(4
),
(2
(
;
43,13),(44,22),(33)}

Notamos, por inspeccion, que los tridngulos

((10,23), (02,43), (30, 42), [31,30], [43, 11], [11, 34])
((20,20), (11,31), (32,11), [32, 24], [44, 03], [23, 11])

estan en perspectiva desde (00,21) pero que
31,30] N [32,24] = (41,40), [43,11] N [44,03] = (23,24), [11,34] N [23,11] = (41,22)

no son colineales pues (41, 22) ¢ [33,03] = (23,24)(41, 40). Asi las cosas, vemos que II no es
((00,21), [33, 03])—desarguesiano y por lo tanto es un plano proyectivo no—desarguesiano.
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