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Introduccion

El problema con el que inicia esta tesis fue planteado por Esther Klein alrededor de
1933. Esther Klein fue una matemadtica hiingara nacida en Budapest, en 1910. Klein ob-
servo que para cualesquiera 5 puntos en posicién general en el plano, es posible escoger
4 que forman los vértices de un cuadrilatero convexo; en base a esto plante6 el siguiente
problema: équé cantidad de puntos en posicidn general en el plano se necesitan para ga-
rantizar que alguin subconjunto forma los vértices de un poligono convexo de r lados? ¢ese
numero existe para cualquier r?

Paul Erdés y George Szekeres (también matematicos hingaros) demostraron un par de
afios después que el nimero en cuestiéon (denotado g(r)) existe para cualquier r y dieron
cotas para su valor [ES35], pero calcularlo de manera exacta resulta ser dificil. Han pasado
casi 75 afios de que el problema fue planteado y g(r) se conoce de manera exacta solo para
r <6.

Erdos fue un escritor prolifico, tuvo mas de mil publicaciones y cientos de colaborado-
res y propuso numerosos problemas en diversas dreas de las matemdticas. Uno de estos
problemas fue una modificacion a la pregunta de Klein: pedir que los poligonos fueran
vacios [Erd84]. Esta sencilla modificacion da como resultado que el nimero que se busca
(denotado h(r)) no exista siempre: Horton demostré que se pueden construir conjuntos
finitos arbitrariamente grandes sin poligonos vacios de r-lados para r > 7 [Hor83].

Se conocen valores exactos de h(r) para r < 5, pero h(6) ha resultado elusivo. Fue hasta
2007 y 2008 que Nicolas [Nic07] y Gerken [Ger08] demostraron de manera independiente
su existencia y desde entonces se han encontrado mejores cotas inferiores y superiores:
Koshelev dio la mejor cota superior que se tiene hasta el momento en 2009 [Kos09b]
mientras que la mejor cota inferior se debe a Overmars y data de 2003 [Ove03].

Existen otras modificaciones al problema y preguntas relacionadas al mismo, por ejem-
plo, pueden pensarse que los puntos tienen colores y buscar ahora poligonos convexos



2 Introduccion

(vacios o no) cuyos vértices sean del mismo color [DHKS03] (a estos poligonos se les
llama monocromadticos) o puede preguntarse cudl es la cantidad minima de poligonos de
cierto numero de lados que se determinan en un conjunto de puntos.

Al existir tantas posibilidades de acomodar puntos en el plano, resulta de interés dispo-
ner de algoritmos que permitan conocer la cantidad de poligonos convexos en un conjunto.
En particular, estos algoritmos son ttiles para buscar cotas de valores desconocidos de g(r)
y h(r), o demostrar sus valores exactos. A manera de ejemplo, Szekeres y Peters dieron una
prueba por computadora para mostrar que g(6) = 17 [SP06] y las cotas inferiores que se
han dado para h(6) se han logrado encontrando conjuntos sin hexagonos vacios a través
de la computadora. Estos conjuntos fueron descubiertos por Overmars [OSV89] utilizando
una versiéon modificada del algoritmo que él mismo presentd junto con Dobkin y Edels-
brunner en 1990 [DEO90].

El objetivo de este trabajo es modificar este algoritmo y conseguir una implementacién
eficiente que permita hacer busquedas de poligonos convexos vacios (ya sea monocroma-
ticos 0 no) en conjuntos de puntos en posicion general en el plano.

En el primer capitulo se presentan las bases tedricas sobre la existencia de h(r) y g(r),
asi como los valores y cotas que se conocen actualmente. También se presentan algunos
resultados acerca de poligonos monocromaticos. En el segundo capitulo, se expone el al-
goritmo de Dobkin, Edelsbrunner y Overmars y su complejidad. El Capitulo 3 trata sobre
las modificaciones que se hicieron al algoritmo y la motivacién para hacerlas. Los lengua-
jes usados para implementar el algoritmo modificado y detalles sobre la implementacion
se encuentran en el Capitulo 4. El Capitulo 5 contiene los experimentos realizados con la
implementacion discutida en el Capitulo 4 y los resultados obtenidos. Finalmente, en el
Apéndice A se encuentran conceptos y notacion usados a lo largo de este trabajo.



Capitulo 1

Hoyos Convexos en Conjuntos de Puntos
en Posicion General

Muchos problemas en Geometria Computacional buscan, dado un conjunto de puntos,
identificar subconjuntos que cumplan con caracteristicas particulares.

En este capitulo se consideran conjuntos de puntos en posicién general y en principio
se buscan subconjuntos que formen los vértices de un poligono convexo. Surgen nuevos
problemas al pedir que dichos poligonos sean vacios o al agregar colores a los puntos y
pedir que los subconjuntos tengan elementos de un solo color.

1.1. r-gonos convexos

Dado un conjunto de puntos en posicion general, a un subconjunto de r puntos que
forman los vértices de un poligono convexo se le llama r-gono. Este concepto surge a
partir de un problema que planteé Esther Klein alrededor de 1933 [ES35]. Klein hizo la
siguiente pregunta:

Dado un entero positivo r, ¢Se puede encontrar un numero g(r) tal que cual-
quier conjunto con al menos g(r) puntos en posicion general contiene r puntos
que forman los vértices de un poligono convexo?

Este problema se conoceria después como “Happy Ending Problem” (Problema del final
feliz) ya que Esther Klein y George Szekeres se comprometieron mientras colaboraban en

3



4 Capitulo 1. Hoyos Convexos

él y se casaron poco después.

Como cualesquiera 3 puntos no colineales determinan un tridngulo, se tiene que g(3) =
3. Esther Klein demostré que g(4) = 5.

Teorema 1.1. Dados cualesquiera 5 puntos en el plano en posicion general, siempre es posible
escoger 4 de tal manera que formen los vértices de un cuadrildtero convexo.

Demostracion. SeaS = {A, B, C, D, E} un conjunto de puntos en posicién general. Si conv(S)
es un pentagono o un cuadrildtero, el teorema se cumple.

Supongamos entonces que conv(S) es un triangulo y que sus vértices son los puntos
A, B, C. Entonces los puntos D, E se encuentran en su interior. Como los puntos se encuen-
tran en posicion general, dos de los vértices de conv(S) (digamos, A y B) se encuentran
del mismo lado de la linea DE (Figura 1.1). Entonces, A, B, D, E forman los vértices de un
cuadrilatero convexo. [ |

Figura 1.1: Los 3 casos de 5 puntos en posicién general.

En 1935 Paul Erdés y George Szekeres respondieron de manera afirmativa la pregunta
de Klein [ES35]. Erdés y Szekeres dieron 2 pruebas de este hecho, una usando el Teorema
de Ramsey y otra de naturaleza geométrica y combinatoria. Aqui se sigue la exposicion de
[Mat02].

Antes de pasar a la prueba son necesarias unas definiciones.

Definicidon 1.1. Se dice que un conjunto S de puntos en el plano se encuentra en posicion
convexa si para cada p € S se tiene que p ¢ conv(S \ {p}).

Definicidn 1.2. Sea X un conjunto de puntos en posicion general en el plano. Se le llama a
X una taza (tapa) si X estd en posicion convexa y conv(X) estd acotado por arriba (debajo)
por una sola arista. Una k-taza es una taza con k puntos. Una l-tapa se define de manera
andloga (Figura 1.2).
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Figura 1.2: Una 4-taza y una 5-tapa.

Teorema 1.2 (de Erd6s-Szekeres). Para todo entero r > 3 existe un entero positivo g(r) tal
que cualquier conjunto S con g(r) puntos en posicion general contiene un subconjunto de r
puntos que forman los vértices de un r-gono.

Demostracion. Sean k,[ enteros positivos y sea f (k,[) el entero positivo mas pequefio tal
que cualquier conjunto con al menos f (k, 1) puntos en posicién general en el plano contie-
ne una k-taza o una [-tapa. A continuacién se prueba siguiente desigualdad por induccién

sobre k y L:
k+1—-4
k1) < 1 1.1
f(,)_(k_z)-i‘ (1.1

La desigualdad anterior se cumple tanto para k = 2 y cualquier [ como para [ = 2
y cualquier k. Entonces, sean k,l > 3 y supongamos que la desigualdad se cumple para

flk,l =1y f(k—1,0).

Sea S un conjunto con f (k—1,1)+ f (k,l —1) — 1 puntos en posicién general, entonces
S debe contener al menos una k — 1-taza o una [-tapa. Supongamos que S no contiene
[-tapas. Sea E el conjunto de puntos que se encuentran mas a la derecha de una k — 1-taza
en S. Entonces S \ E no contiene k — 1-tazas, es decir

IS\E[=|S|—-|E| < f(k—=1,1)—-1
Como |S|=f(k—1,1)+ f(k,1 —1) — 1, se tiene
|E| = f(k,l =1)

Entonces E debe contener una k-taza o una [ —1-tapa. Por la manera en la que se construyo
E, si contiene una [ — 1-tapa su punto mas a la izquierda es el punto mas a la derecha de
alguna k — 1-taza en S. Por este razonamiento, la [ — 1-tapa o la k — 1-taza se pueden
extender en un punto, por lo que S contiene una k-taza o una [-tapa.
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Asi, f(k,1) < f(k—1,1)+ f(k,I — 1) — 1. Usando la hipdtesis de induccién:
f) = fk=1,D+f(k1-1)—-1
k+1-5 14 k+1-5 o1 k+1—-4 i1
k—3 k—2 S k=2

Con lo que la desigualdad (1.1) se cumple para cualesquiera [, k enteros positivos.

IA

Asi, todo conjunto de al menos f (k, k) < (zkk__;) + 1 puntos siempre contiene una k-taza

o una k-tapa que, por estar en posicion convexa, forma los vértices de un r-gono.

Por tanto, g(r) existe para todo entero positivo r y es menor o igual a (2:__24 )+1. =

Ademas de probar la existencia de g(r) y dar la cota superior presentada en el Teorema
1.2, Erd8s y Szekeres conjeturaron que g(r) = 2" "2+ 1. En [ES61] describieron un método
para acomodar 2”2 puntos en el plano en posicién general de tal manera que no aparezca
un r-gono, demostrando asi que 2”2 +1 < g(r).

En 2006, Szekeres y Peters dieron una prueba por computadora en [SP06] de que
g(6) = 17 con lo que la igualdad en la cota inferior se da para r < 6, reforzando la
conjetura. En cuanto a la cota superior, G. Toth y P Valtr [TV98] la mejoraron a (er__zs) +2
y en 2005 redujeron el +2 a +1 [TVO05]. Asi, las cotas actuales son:

- 2r =5
277 4+1<g(r) < r_o +1

1.2. r-hoyos y el conjunto de Horton

En 1978 Erdés [Erd78] present6 un problema nuevo a partir de la pregunta hecha por
Klein. Se preguntaba ahora por el menor entero h(r) tal que cualquier conjunto de h(r)
puntos en posicion general contuviera al menos un subconjunto de r puntos que forme los
vértices de un poligono convexo sin ningun otro punto en su interior. A tal subconjunto se
le llama un r-hoyo.

Al igual que en el caso de los r-gonos, se tiene que h(3) = 3. Dado un conjunto S de
5 puntos en posicion general, si conv(S) es un pentagono o un tridngulo, el cuadrilatero
obtenido en la prueba del Teorema 1.1 es vacio. Si conv(S) es un cuadrilatero, contiene
un punto p € S en su interior. Como los puntos estdn en posicién general, si p’ es un
vértice de conv(S) debe haber 2 puntos de S a un lado de la linea que pasa por p y p’.
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Esos 2 puntos, junto con p y p’, forman un 4-hoyo. Asi, h(4) = g(4). En cuanto a 5-hoyos,
Harborth demostré en 1978 que h(5) = 10 [Har78].

De manera sorprendente, Horton demostrd que existen conjuntos finitos arbitrariamen-
te grandes de puntos en posicién general sin 7-hoyos [Hor83], por lo que h(r) no existe
para r > 7. A continuacion se presenta la construccion de dichos conjuntos (llamados con-
juntos de Horton) y la demostracién de que no contienen 7-hoyos, como se encuentra en
[Mat02].

Definicion 1.3. Sean S y T conjuntos finitos de puntos en el plano. Se dice que S estd muy
arriba de T (y que T estd muy abajo de S) si se cumple:

(i) Ninguna linea determinada por dos puntos de SU T es vertical.
(ii) Cada linea determinada por dos puntos de S estd arriba de todos los puntos de T.

(iii) Cada linea determinada por dos puntos de T estd debajo de todos los puntos de S.

Para un conjunto de puntos en el plano S = {p;,p,,...,P,} en el cual ninglin par
de puntos tienen la misma coordenada x y con la notacién elegida de tal manera que
la coordenada x de p; es menor que la de p; para i < j, se definen los conjuntos S, =
{P2> D4, ...} (los puntos con indice par) y S; = {p;,Ps, ...} (los puntos con indice impar).

Definicidn 1.4. Se le llama conjunto de Horton a un conjunto finito H de puntos en el plano
si [H| <1 o cumple las siguientes condiciones:

» Tanto H, como H; son conjuntos de Horton

» H, estd muy arriba de H, o H, estd muy abajo de H,

Lema 1.1. Para todo entero n > 1, existe un conjunto de Horton con n puntos.

Demostracion. Nétese que se puede obtener un conjunto de Horton a partir de uno mas
grande eliminando puntos con las coordenadas en x mds grandes.

Sea k un entero no negativo. Se denota al conjunto de Horton con 2 puntos como H*
y se define H° = (0, 0).

Se puede obtener H**! a partir de H* de la siguiente manera: sean A = {(2x,2y) | (x,y) €
H*} yB={(x+1,y+hy) | (x,y) € A} donde h, es un entero lo suficientemente gran-
de para que B esté muy arriba de A. Nétese que tanto A como B siguen cumpliendo las
condiciones requeridas para ser conjuntos de Horton. Entonces, tomando H*"! = AUB, se
obtiene un conjunto de Horton con 25! puntos (Figura 1.3). [ |
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HY H?
H! H?

Figura 1.3: Conjuntos de Horton.

Definicidn 1.5. Sea S un conjunto finito de puntos en el plano. Se dice que S es r-cerrado por
arriba si para cualquier r-taza en S existe un punto en S que se encuentra arriba de dicha r-
taza. Se definen conjuntos r-cerrados por debajo de manera andloga usando r-tapas. (Figura
1.4)

Figura 1.4: Un conjunto 5-cerrado por arriba y uno 4-cerrado por debajo

Lema 1.2. Todo conjunto de Horton es 4-cerrado por arriba y 4-cerrado por debajo.

Demostracion. Sea H un conjunto de Horton. La prueba es por induccion sobre el tamafio
de H. Si |H| < 1, H es 4-cerrado por arriba y por debajo por vacuidad. Sea |H| > 1y
supongamos que todo conjunto de Horton de menor cardinalidad es 4-cerrado por arriba
y por debajo.

Sea C una 4-taza en H y asumamos, sin pérdida de generalidad, que H, estd muy
debajo de H;.

SiC € H,oC C H,, existe un punto de H arriba de C por hipdtesis. Entonces supon-
gamos CNH,#0y CnNH, #0.

C debe tener a lo mas 2 puntos en H;: si hubiera 3 puntos (a, b,c de izquierda a
derecha), entonces H,, se encuentra muy debajo de las lineas ab y bc, por lo que el cuarto
punto de C que deberia estar en H,, no puede formar una taza con {a, b, c}. (Figura 1.5)
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Entonces C debe tener al menos 2 puntos (digamos, ¢ y d) en H,,. Ya que a lo largo del
eje x los puntos de H alternan entre H, y H,, existe un punto e de H entre c y d. El punto
e est4 arriba del segmento cd, por lo que C es cerrada por arriba. Asi, H es 4-cerrado por
arriba. La prueba es andloga para mostrar que es 4-cerrado por debajo usando 4-tapas. B

H,

a

Hy

Figura 1.5: A lo mds hay 2 puntos de la 4-taza en H,.

Teorema 1.3. Ningtin conjunto de Horton contiene un 7-hoyo.

Demostracion. Sea H un conjunto de Horton. Si |H| < 6, no contiene ningin 7-hoyo. Sea
|H| > 6 y supongamos que ningun conjunto de Horton de menor cardinalidad contiene un
7-hoyo.

Supongamos que C es un 7-hoyo en H. Por hipétesis de induccién, C no puede estar
contenido en H, ni en H,;. Entonces, sin pérdida de generalidad, supongamos que H,
contiene la mayor cantidad de puntos de C y que H, estd muy debajo de H;. Al menos 4
puntos de C estdn contenidos en H,, y estos puntos deben formar una 4-taza: si 3 puntos
formaran una 3-tapa, ningun punto en H; no se podria afiadir para formar un conjunto
convexo. Por el Lema 1.2, existe un punto arriba de dicha taza, y ese punto estd en el
interior de C, una contradiccién. Asi, H no contiene 7-hoyos. [ |

A pesar de que Horton present este resultado en 1983, tomd casi 25 afios demostrar la
existencia de h(6). En 2007, Nicolas [Nic07] demostrd que h(6) < g(25) y en 2008, Gerken
[Ger08] demostré que todo conjunto que contiene un 9-gono determina un hexagono
vacio, por lo que h(6) < g(9).

La cota superior mds reciente se debe a Koshelev, que en 2009 demostré que h(6) <
max{g(8),400} < (161 ) +1 [Kos09b]. De ser cierta la conjetura de Erdés y Szekeres de que
g(r)=2""%2+1 la cota caeria a 129 puntos usando el resultado de Gerken.

En cuanto a la cota inferior, en 1989 Overmars encontré un conjunto de 26 puntos en
el plano sin hexdgonos vacios [OSV89] y en 2003 encontrd conjuntos de 29 puntos sin
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hexagonos vacios [Ove03] usando una version modificada del algoritmo presentado en
[DEO90]. Uno de estos conjuntos se muestra en la Figura 1.6. Asi, las mejores cotas para
h(6) que se conocen hasta el momento son:

30 < h(6) <463

( 1, 1260)

( 16, 743)

( 22, 531)

( 37, 0)

( 306, 592)

( 310, 531)

( 366, 552)

( 371, 487)

( 374, 525)

( 392, 575)

( 396, 613)

( 410, 539)

. ( 416, 550)
* ( 426, 526)

. ( 434, 552)

. e ( 436, 535)

. AT ( 446, 565)
o v e ( 449, 518)

( 450, 498)

( 453, 542)

( 458, 526)

° (489, 537)

( 492, 502)

. ( 496, 579)

( 516, 467)

( 552, 502)

( 754, 697)

777, 194)

* (1259, 320)

Figura 1.6: Uno de los conjuntos de 29 puntos sin 6-hoyos hallados por Overmars.

1.3. Variantes cromaticas

Ademas de los r-hoyos, existen numerosas variantes del problema presentado por Est-
her Klein. Una de ellas consiste en agregar colores a los puntos, considerada por Devillers,
Hurtado, Karolyi y Seara en [DHKS03]. En esta seccion se presentan algunos de sus resul-
tados.

Sea S un conjunto de puntos en el plano en posicién general. Una k-coloracién de S es
una particién {S;,S,,...,S;} de S. A cada S; se le llama conjunto de puntos de color i y se
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dice que S esté coloreado con k colores. A un subconjunto T de S se le llama monocromadtico
si todos los puntos de T son del mismo color.

Dado un conjunto S de puntos y una coloracién de S se puede modificar la pregunta de
Esther Klein para buscar r-gonos monocromaticos. En analogia con g(r), se define g,,(r, k)
como el menor entero tal que cualquier conjunto con al menos g,,(r, k) puntos en posicién
general en el plano y coloreados con k colores contiene un r-gono monocromadtico. Se
puede utilizar el Teorema de Erd6s—Szekeres para determinar el valor exacto de g,,(r, k).

Teorema 1.4. g, (r,k)=k-(g(r)—1)+ 1.

Demostracion. Sean S un conjunto con k - (g(r) — 1) + 1 puntos en posiciéon general y
{S4,...,5;} una coloracién de S. Entonces |S;| > g(r) para algin 1 < i < k, por lo que
S; contiene un r-gono. Asi, S contiene un r-gono monocromadtico. Por otro lado, existen
conjuntos con k - (g(r) — 1) puntos sin r-gonos monocromaticos: k copias ajenas de un
conjunto de g(r) — 1 puntos sin r-gonos, cada una de un color distinto, es un ejemplo. W

Ademas de r-gonos monocromaticos, resulta natural considerar r-hoyos monocromati-
cos. De acuerdo con la seccién anterior, h(r) existe para r < 6, y los conjuntos de Horton
muestran que h(r) no existe para r > 6. Se pueden obtener resultados sobre la ausen-
cia de r-hoyos monocromaticos con coloraciones apropiadas de conjuntos de Horton. Los
siguientes teoremas muestran que se pueden construir:

i) Conjuntos coloreados arbitrariamente grandes sin r-hoyos usando 3 colores y

ii) Conjuntos coloreados arbitrariamente grandes sin r-hoyos usando 2 colores cuando
r=>5

Definicidn 1.6. Se dice que una r-taza (tapa) en un conjunto S es vacia si no existen puntos
arriba (debajo) de ella.

Lema 1.3. Sea H un conjunto de Horton. La diferencia entre los indices de los vértices de una
2-taza (tapa) vacia es una potencia de 2.

Demostracion. La prueba es por induccién sobre el tamafio de H. Si |H| = 2 el enunciado
del teorema es cierto. Sea |H| > 2 y supongamos que el enunciado el teorema se cumple
para todo conjunto de Horton de menor cardinalidad.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que H; se encuentra muy abajo de H,. Sea C
una 2-taza vacia en H. Los vértices de C no pueden estar ambos en H;, ya que existiria
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un punto en H, que haria que C no fuera vacia. Si un vértice de C estd en H; y el otro
en H,, la diferencia entre ambos debe ser 1 (de no ser asi, de nuevo existen puntos en H,,
que evitan que C sea vacia). Finalmente, si ambos vértices estdn en H,,, por hipotesis de
induccién la diferencia entre sus indices en H, es una potencia de 2, digamos, 2. Entonces
su diferencia en H es 2K". La prueba para las 2-tapas es andloga. [ |

Teorema 1.5. Sea H un conjunto de Horton. Existe una 3-coloracion de H que no contiene
3-hoyos monocromadticos.

Demostracion. Sea H un conjunto de Horton y coloréense los puntos de H con los colores
R, G, B sucesivamente en el orden de su coordenada x, es decir, p; de color R, p, de color
G, p5 de color B, p, de color R, etc.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que H, estd muy arriba de H,;, entonces H,
queda con los colores GRBGRB... y H; queda con los colores RBGRBG ... Si |[H| <3y se
colorea de esta manera, no contiene ningin 3-hoyo monocromatico.

Sea |H| > 3 y supongamos ningun conjunto de Horton de menor cardinalidad colo-
reado de esta manera contiene 3-hoyos monocromaticos. Considérese ahora un triangulo
monocromadtico con 2 vértices en H; y uno en H,. La diferencia entre los indices de los
puntos que estan en H; es un multiplo de 3, por el Lema anterior no forman una 2-taza
vacia en H, por lo que el tridngulo no puede ser vacio. De manera andloga, un tridngu-
lo monocromdtico con 2 vértices en H, y uno en H; no puede ser vacio. Por ultimo, un
tridngulo monocromadtico con todos sus vértices en H, o en H; no puede ser vacio por la
hipétesis de induccién, lo cual completa la prueba. [ |

Teorema 1.6. Sea H un conjunto de Horton. Existe una coloracion de H usando 2 colores
que no contiene 5-hoyos monocromdticos.

Demostracion. Sea H un conjunto de Horton y coloréense los puntos de H con los colores
R, G, B sucesivamente en el orden de su coordenada x, es decir, p; de color R, p, de color
G, p5 de color B, p, de color R, etc.

Se puede construir una bicoloracién de H identificando los colores G y B con el color
GB. Sea P un pentdgono monocromatico en H. Con esta coloracion, P puede ser de color R
o de color GB. P contiene al menos 3 vértices del mismo color en la coloracidn inicial, por
lo que forman un tridngulo monocromatico en la coloracién inicial. Dicho tridngulo no es
vacio por el Teorema anterior, lo cual implica que P tampoco es vacio. Asi, H no contiene
5-hoyos. [ |
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En base a estos 2 teoremas, resulta interesante buscar 3-hoyos y 4-hoyos en conjuntos
bicromaticos.

Puede preguntarse por la cantidad minima de 3-hoyos monocromadticos generados en
este tipo de conjuntos. Como h(5) = 10, cualquier conjunto bicoloreado de 10 puntos con-
tiene al menos un 3-hoyo vacio: cualquier pentdgono vacio debe tener al menos 3 puntos
del mismo color. De esta observacion, se puede concluir que hay al menos una cantidad
lineal de tridngulos monocromdticos vacios en cualquier conjunto bicoloreado de puntos,
ya que es posible partir cualquier conjunto grande en conjuntos pequefios de cardinalidad
constante. La primer cota supralineal que se dio a conocer para la cantidad de este tipo
de hoyos es Q(n®*), dada por Aichholzer, Fabila-Monroy, Flores-Pefialoza, Hackl, Huemer
y Urrutia [AFMFPT08]. Esta cota se mejoré a Q(n*/®) en [PT08], pero en [AFMFP'08] se
conjetura que todo conjunto bicromdtico determina una cantidad cuadratica de 3-hoyos.

Si un conjunto bicromdtico no contiene 4-hoyos monocromaticos, tampoco puede con-
tener 7-hoyos, ya que cualquier heptdgono vacio tendria al menos 4 puntos del mismo
color sin importar la coloracién del conjunto, determinando asi un 4-hoyo monocroma-
tico. Por ello, los conjuntos de Horton son buenos candidatos para intentar probar que
existen conjuntos bicromdticos arbitrariamente grandes sin 4-hoyos monocromaticos, pero
en [DHKSO03] se demuestra que cualquier bicoloracién de un conjunto de Horton con 64 o
mas puntos determina un 4-hoyo monocromatico.

Esto lleva a la conjetura de que todo conjunto bicromatico suficientemente grande con-
tiene algun 4-hoyo monocromatico. En [DHKS03] los autores presentaron un conjunto
bicoloreado de 18 puntos sin 4-hoyos monocromaticos. Desde entonces se han encontrado
conjuntos mas grandes, los mas recientes se encontraron en 2009: Huemer y Seara encon-
traron un conjunto de 36 puntos con estas caracteristicas [HS09] y poco después Koshelev
encontr6 uno con 46 puntos [Kos09a]. Este conjunto se ilustra en la Figura 1.7.
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Azules Rojos
(159, 645) (226, 610)
(2566, 594) (279, 599)
(321, 571) (328, 569)
(329, 613) (340, 591)
(335, 570) (407, 759)
(401, 763) (420, 757)
(413, 757) (426, 539)
(418, 550) (429, 762)
(420, 537) (440, 624)
(425, 759) (457, 618)
(433, 538) (691, 126)
(448, 620) (704, 9)
(465, 620) (707, 129)
(698, 6) (718, 11)
(698, 128) (718, 212)
(729, 210) (734, 5)
(712, 11) (735, 213)
(715, 126) (741, 196)
(726, 9) (820, 179)
(811, 160) (826, 137)
(827, 180) (834, 179)
(875, 150) (899, 155)
(928, 139) (983, 111)

Figura 1.7: El conjunto de 46 puntos sin 4-hoyos monocromaticos

encontrado por Koshelev



Capitulo 2

El algoritmo de Dobkin, Edelsbrunner y
Overmars

Una vez definido lo que es un r-hoyo, surge el problema de encontrar los r-hoyos en
un conjunto de puntos en el plano. De manera precisa:

Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posiciéon general. Dado un entero
positivo r, 3 < r < n, encontrar todos los r-hoyos en S.

Dobkin, Edelsbrunner y Overmars [DEO90] presentaron en 1990 un algoritmo para
resolver este problema, el cual se expone en este capitulo.

El conjunto de todos los r-hoyos de S se denota por I'.(S), una solucioén a este pro-
blema se llama una enumeracién del conjunto I'.(S). La cardinalidad de este conjunto se
representa por 7,(S). Un algoritmo trivial para resolver el problema consiste en:

1. Enumerar todos los subconjuntos U de S con r elementos [O(n")]
2. Determinar si los puntos de U son vértices de conv(U) [O(rlogr)]

3. Determinar si algun punto de S\U se encuentra en el interior de conv(U) [O(nlogr)]

La complejidad de dicho algoritmo es O(n""'logr), la del algoritmo expuesto en este
capitulo encuentra I',(S) en tiempo proporcional a y,(S) cuando r = 3,4 y en tiempo
proporcional a y5(S) + ry,(S) cuando r > 5. La salida puede ser tan grande como ()

15
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(cuando los puntos de S se encuentran en posicién convexa) o tan pequefia como 0 de
acuerdo a los valores que tomenny r.

Sea S = {(xy,¥1),(x5,¥5),.-.,(x,, ¥,)} €l conjunto con n puntos en el plano en posicion
general del cual se quieren encontrar los r-hoyos, con x; # x;Vi,j€l,2,...,n. Para cada
punto p € S, se localizan los r-hoyos que tienen como vértice mds a la izquierda a p. De
esta manera, cada r-hoyo se cuenta sélo una vez.

El algoritmo para encontrar I'.(S) tiene 3 pasos:

1. Para cada p € S, ordenar los demds elementos de S alrededor de p por dngulo,
obteniendo asi el conjunto ordenado S,. Eliminar de S, los puntos a la izquierda de
p y agregar p. Esto da como resultado el poligono estrellado P,, y p pertenece a su
kernel.

2. Para cada p € S, calcular la gréfica de visibilidad VG, dentro de P, incluyendo las
aristas de P, e ignorando las aristas que involucran a p.

3. Para cada p €S, calcular todas las cadenas convexas en VG, con r — 2 aristas. Cada
una de estas forma, junto con p, un r-hoyo. ~

El paso 1 (ordenar todos los puntos de S alrededor de cada punto en S) se puede
completar en O(n*logn) usando algoritmos de ordenacién bien conocidos. Usando los
resultados de [CGL85] y [EOS83], se puede hacer en O(n?). Eliminar los puntos que se
encuentran a la izquierda de p para obtener P, puede hacerse en O(n?). En las siguientes
secciones se detallan los pasos 2y 3.

Que el algoritmo es correcto se sigue de las siguientes observaciones:
1. Cualquier r-hoyo tiene un tinico vértice que se encuentra mas a la izquierda ya que
ninguna linea vertical pasa por un par de puntos de S.

2. El hecho de que r puntos formen un r-hoyo cuyo vértice mas a la izquierda es p es
independiente de los puntos a la izquierda de p.

3. Cualquier r-hoyo cuyo vértice mas a la izquierda es p debe encontrarse dentro de P,
y sus lados son aristas de VG,,.

“Las definiciones de poligono estrellado, kernel y grdfica de visibilidad se encuentran en el Apéndice A.
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4. El punto p es visible desde cualquier punto del poligono P, ya que pertenece a su
kernel. Asi, si p;,...,p,_; forman una cadena en VG,, p,p;,...,P,_1 €s un poligono
de r lados sin ningin punto de S en su interior.

5. Si py,...,p,—; €s una cadena convexa en VG,, por lo argumentado en el punto 4

D,P1,--->Pr_1 €S Un r-hoyo.

Dados 3 puntos p; = (x;, y;:),p; = (x;,¥;), Px = (Xx, ¥i), €l algoritmo usa como opera-
cién bdsica determinar si los segmentos p;p; y p;p, forman una vuelta izquierda o derecha
en el punto p;. El procedimiento para este célculo se basa en el Lema 2.1.

A

(1 + 22, Y1 + y2)

(w2,92)

92 61 (xlvyl)

N
o

(0,0)

Figura 2.1: El paralelogramo formado por O, p, qy p +q.

Lema 2.1. Sean p = (x;,¥,) y q = (x5, y,) puntos en el planoy O = (0,0) con p # q # O.
El determinante
X1 X2

=X1Y2 T XaY
Vi Y, 12 2)1

representa el drea dirigida del paralelogramo cuyos vértices son O, p, p +q y q. Es positivo si
y solo si p esta en sentido de las manecillas del reloj de q respecto al origen, negativo si y solo
si p esta en sentido contrario a las manecillas del reloj de q respecto al origen y es 0 si y solo
su p, qy O son colineales.

Demostracion. Utilizando coordenadas polares, x; = r;cos 6, y y; = r,senf,;, donde r; =
|@| y 6, es el dngulo que se forma entre Op y la parte positiva del eje x. Entonces el
paralelogramo tiene area

A= )@| ’O_q{ sena (2.1)

donde a = Zp0Oq (Figura 2.1).
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Nétese que a es positivo a menos que p esté en sentido contrario a las manecillas del
reloj de g respecto al origen, por lo que en la ecuacién (2.1) A tendra valor positivo si y
sOlo si p estd en sentido de las manecillas del reloj de g, tendra valor negativo si y sélo si
p estd en sentido contrario de las manecillas del reloj de g, y serd 0 si y sélo si sena = 0.
Como p, q y O son distintos, sena = 0 sélo si @ = 0 o a = 180, es decir, si los 3 puntos son
colineales.

Utilizando coordenadas polares para representar a ¢, x, = 1,086, y y, = rysen0,,
donde r, = }O_q‘ y 6, = 0, + a. Entonces:

A = ’@‘ ’O_q’ sena
= |0p|[Og|sen(6, - 61)
= |O_p| |O_q| (sen 6, cos 0; — cos 0, sen 6,)
= |@| sen 6, |O_q| cos 6; — |O_q| cos 6, |O_p| sen 6,
= X1Y2— Xao)1
X1 X
Y1 Yo

Lo cual completa la prueba. [ |

Para determinar el sentido de la vuelta de p;p; y p;py en el punto p;, basta con tomar
p; como el origen y verificar si p; estd en sentido de las manecillas del reloj de p; usando
el Lema 2.1 (Figura 2.2). Esto queda expresado en el Algoritmo 2.1.

Pk Pk

Dj  Pj

bi Di

Figura 2.2: Determinar el sentido de una vuelta.
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Algoritmo 2.1 Algoritmo para calcular el sentido de una vuelta

1: function TURN(p;p;, P;Px)
2 t = (=) (=¥ — O —x) - (e — i)
3 if t < 0 then
4 return LEFT
5: else if t > O then
6 return RIGHT
7 else
8 return COLLINEAR
9: end if
10: end function

2.1. La Grafica de Visibilidad de un Poligono Estrellado

Ahora se tiene un poligono estrellado P, con N vértices y un vértice p que pertenece a
su kernel. El objetivo de esta seccién es obtener la grafica de visibilidad de P,, denotada

VG,.

Los vértices de P, se encuentran ordenados por dngulo alrededor de p, numerados
P1,P25--+>Pn-1- VG, se construye como una grafica dirigida donde una arista en VG, parte
de p: ap;sii < j; dicha arista se denota p.p;. En VG, se incluyen las aristas de P, pero no

piap; J pip;j p Y p P
las aristas que involucran a p (Figura 2.3).

Pe
p3 bo P3
Ps Pps

p1 P1
Figura 2.3: El poligono estrellado y la gréfica de visibilidad correspondientes al punto p.
El algoritmo para calcular VG, se basa en el siguiente Lema.

Lema 2.2. Sean i,j € {1,2,...,N — 1}. p;p; € VG, si, y solo si j =i+ 1 o existe un vértice
P 1 <k <j, tal que p;py €VG,, pxp; € VG, y p;, Px ¥ P; forman una vuelta izquierda.
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Demostracidn. Nétese que p;p; € VG, si, y sdlo si App;p; estd vacio: Supongamos que
pip; € VG, y que App;p; no estd vacio y sea p,, un punto en su interior. Por la manera en
que se construyo P,, debe suceder que i < m < j, pero entonces p;p; no estd contenido
en P,, lo cual es una contradiccion. Por otro lado, como p pertenece al kernel de P, si
App;p; estéd vacio p;p; debe estar contenido en P,, por lo que p;p; pertenece a la grafica
de visibilidad.

Ahora, para probar la parte “s6lo si” del teorema, supongamos que p;p; € VG,. Si
j#i+1,seap, (i <k <1I) el punto més cercano al segmento p;p;. Ya que App;p; estd
vacio, p;, px y p; forman una vuelta izquierda. Entonces tanto App;p, como App,p; son
vacios. Se sigue que p;p, € VG, y pyp; € VG,.

Resta probar la otra implicacién. Si j =i+ 1, App;p; es vacio y p;p; € VG,. Suponga-
mos entonces que j > i+ 1y existe p, i <k < j, tal que p;py €VG,, pyp; €EVG, Yy Pi, Pk ¥
p; forman una vuelta izquierda. Entonces App;p, y App;p; estdn vacios y p, se encuentra
a la derecha de p;p;. Asi, App;p; debe estar vacio, por lo que p;p; € VG,. [ |

Se construye VG, a través de un recorrido de P, en sentido contrario a las manecillas
del reloj respecto a p, iniciando en p,. El Lema 2.2 da las condiciones que deben verificarse
para agregar una arista a la gréfica.

Cuando se visita p;, se construyen todas sus aristas entrantes. Para hacer esto, se man-
tiene una cola Q, para cada vértice p;, | <i.Q; guarda, en orden contrario al sentido de las
manecillas del reloj, los vértices p; tales que p;p; es una arista de VG, y atin no se alcanza
un punto p; (I < k) que forme una arista de VG, junto con p;. Q; contiene puntos desde
donde p; es visible pero no han formado aristas nuevas porque p; los bloquea. El Algoritmo
2.2 detalla esto.

PROCEED afiade una arista que parte de p; hacia p; después de verificar si algun punto
en Q; es visible desde p;. Si esto sucede, se llama de manera recursiva. Ya que los puntos en
Q; se encuentran ordenados en sentido contrario a las manecillas del reloj sélo se necesita
examinar una porcién de la cola: si p; esta al frente de la cola y p;p;p; forman una vuelta
derecha, cualquier vértice que esté después de p; en la cola formara también una vuelta
derecha.

Notese que p;p; se afiade una vez que finalizan todas las llamadas recursivas, lo cual
garantiza que los puntos en las colas estén ordenados en sentido contrario a las manecillas
del reloj. De igual manera, para todo vértice se guardan las aristas entrantes y salientes en
sentido contrario a las manecillas del reloj.
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Algoritmo 2.2 Célculo de la Gréfica de visibilidad
1: procedure VISIBILITY
2 fori=1toN —1do
3 Q=0
4 end for

5: fori=1toN —2do

6

7

8

9

PROCEED(i,i + 1)
end for
: end procedure
: procedure PROCEED(i, j)
10: while Q; # 0 and TURN(Q;.front(),p;,p;)==LEFT do

11: PROCEED(Q;.front(), p;)
12: Q;.dequeue()
13: end while

14: VGp.add(pipj)
15: Qj.enqueue(pl-)
16: end procedure

Lema 2.3. Toma tiempo O(|VGp |) calcular la grdfica de visibilidad de P,.

Demostracion. Esto se sigue del hecho de que con cada llamada a PROCEED, se afiade una
arista a VG,. [ |

2.2. Encontrando la Cadena Convexa mas Larga

Ahora, dada VG, el objetivo es encontrar la cadena convexa mas larga. Esto es equi-
valente a encontrar el subconjunto convexo mds grande fijando un punto como su vértice
mds a la izquierda. En el algoritmo, a cada arista e de VG, se le etiqueta con la longitud de
la cadena convexa mas larga que comienza con e y va en sentido contrario a las manecillas
del reloj. Esta etiqueta se denota L, (Figura 2.4).

Para lograrlo se tratan los vértices en sentido de las mancillas del reloj, comenzando
por el vértice con indice mds grande. Supongamos que nos encontramos en el vértice g.
Sean {iy,iy,...,1l;,q,} 1as aristas entrantes y {01,0,,...,0,m4.} las aristas salientes de g,
ordenadas en sentido contrario a las manecillas del reloj (tal como las da el Algoritmo
2.2). Se tratan las aristas entrantes en orden inverso, comenzando por i,,,,. Para esta
arista, se verifican todas las aristas salientes con las que forma un &ngulo convexo. Sean
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Pe

Figura 2.4: La grafica de visibilidad con las etiquetas L, correspondientes a cada arista.

O = {0,.-+,0,mayx} €l conjunto ordenado de dichas aristas. Si O = 0, L, =1 de otra
manera, sea m = max{L,|o € O}. Entonces L; ~=m+ 1.

Debido al orden en que se encuentran, todas las aristas salientes que forman un dngulo
convexo con i; forman un dngulo convexo con i;_;. Por ello, al momento de examinar
i;_; no es necesario procesarlas de nuevo: la longitud de la cadena convexa mas larga
que comienza en i;_; es m + 1 o existe una arista saliente o, con k < [y L, > m. Asi,
comenzando en [ — 1 se examinan las aristas salientes que forman un angulo convexo con

i i-15 [ se convertira en el nuevo indice minimo y m el nuevo valor maximo L,. (Figura 2.5).

02

03

01

Oomax

12 e Limaz

Figura 2.5: Al analizar aristas entrantes con indice menor a i;,,,,, s6lo se procesaran
aristas salientes con indice menor a 3.

Se contintia de esta manera con los vértices restantes. Notese L, ya ha sido calculado
para las aristas salientes del vértice que se esta analizando.

El Algoritmo 2.3 precisa lo anterior. Que es correcto se sigue de lo argumentado en los
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parrafos anteriores. En el algoritmo, para una arista e, e[0] denota el vértice inicial de la
arista y e[ 1] denota el vértice final.

Algoritmo 2.3 Algoritmo para encontrar la cadena mds larga en VG,

1: procedure MAX CHAIN
2 fork=N —1 down to 1 do
3 Sean {iy,...,1;nq} 1as aristas entrantes de p;,
4 y {01,...,0,mq,} 1as aristas salientes de p, ordenadas
5: en sentido contrario a las manecillas del reloj
6 [ = omax
7 m=0
8 for j = imax down to 1 do
9: L, =m+ 1
10: while [ > 0 and TURN(i;[0], py, 0,[1])==LEFT do
11: if L, > m then
12: m=L,
13: Ly =m+ 1
14: end if
15: [=1-1
16: end while
17: end for
18: end for

19: end procedure

En el algoritmo, [ es el indice mas chico tal que o; no forma una vuelta izquierda con
la arista entrante que se examina y por tanto o, es la primera arista que se debe analizar al
l
pasar a la siguiente arista entrante.

Lema 2.4. Calcular el valor de todos los campos L toma tiempo O(|VGP |).

Demostracion. Por cada vértice de P, las aristas entrantes se examinan una vez. Para cada
arista entrante, se examinan las aristas salientes a partir de 0;, de donde cada arista saliente
se trata una vez.

Asi, las aristas de VG, se examinan exactamente 2 veces, la cota se sigue ya que {VGP}
es mayor o igual que la cantidad de vértices de P,. [ |
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2.3. Reportando los r-hoyos

Ahora tenemos, para cada arista en VG, la longitud de la cadena convexa mas larga que
comienza ahi. Usando esta informacién, ahora se determinan todas las cadenas convexas
de longitud r — 2. Cada una de estas cadenas forma, junto con p, un r-hoyo. Las cadenas se
determinan durante un recorrido de los vértices de P, en sentido contrario a las manecillas
del reloj.

Para cada arista e de V G,, se mantiene un conjunto C, de todas las cadenas de longitud
menor a r — 2 que terminan en e y que pueden extenderse a una cadena de longitud r — 2
(L, determina si esto es posible). Las cadenas se guardan como listas de puntos, junto con
su tamafio. En el algoritmo se asume que una cadena ch tiene los siguientes métodos y se
utilizan las siguientes operaciones:

1. ch.Length(): regresa la longitud de ch [O(1)]

2. ch.Extend(e): extiende la cadena ch con la arista e [O(1)]

3. ch.Report(): reporta ch como respuesta [Lineal en el tamafio de ch]

4. new ch(e): crea una cadena de longitud 1 que comienza con la arista e [O[1]]

Para formar y extender las cadenas de manera eficiente, para cada punto q de P, se
ordenan las aristas salientes de manera decreciente por el valor de su etiqueta L. Ya que

los valores de L estan entre 1 y N — 2, se pueden ordenar con un radix sort global en
tiempo O(‘VGP|).

SeaS,” ={0/,...,0, 1} elconjunto de aristas salientes ordenadas de la manera descri-
ta. Como en la seccién anterior, S, = {07,0,,...,0,,4,} €S €l conjunto de aristas salientes y
S; ={i1,15---,1imax} €l conjunto de aristas entrantes, ordenadas en sentido contrario a las

manecillas del reloj. El Algoritmo 2.4 da el proceso para reportar los r-hoyos de S.

El procedimiento TREAT crea los conjuntos de cadenas para cada arista saliente de
g. Al momento de visitar un punto, todas sus aristas entrantes tienen sus conjuntos de
cadenas construidos. Para cada arista saliente con etiqueta L > r — 2 se crea una cadena
que consiste sélo de esa arista. Debido al valor de L, sabemos que se puede extender a una
cadena de longitud r — 2.

Después se extienden las cadenas de las aristas entrantes moviéndolas a las aristas
salientes apropiadas. Esto se hace borrando todas las aristas salientes que no forman una
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Algoritmo 2.4 Algoritmo para encontrar los r-hoyos

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:

1:
2:
3
4:
5:
6
7
8
9

procedure TREAT (q)
Sean S; = {iy,1,..., ;4 } €l conjunto de aristas entrantes de q,
S, = {ol, 09, . .. Omax} el conjunto de aristas salientes de g,
y S, =1{0},...,0/ 1} el conjunto de aristas salientes de q

ordenadas por campo L
for j =1 to omax do
ifLOj >r — 2 then
Co, = { new ch(o;)}
else
Co, = 0
end if
end for
m=1
for j =1 to imax do
while m < omax and TURN(i;[0], g, 0,,[1])==RIGHT do
Borrar o,, de S,
m=m-+1
end while
for each ch e C; do
t=1
[ = ch.length()
while t < §’,.size() and Ly>2r—2- [ do
ch’ = ch; ch’.extend (o))
if | ==r — 3 then
ch’.report()
else
Coy = Cor U {ch'}
end if
t=t+1
end while
end for
end for

end procedure
procedure CHAINS

fori=1toN —2do
TREAT(q,)
end for

38: end procedure




26 Capitulo 2. El algoritmo de Dobkin, Edelsbrunner y Overmars

vuelta izquierda con la arista entrante que se estd examinando. Debido al orden en el
que estan almacenadas, las aristas borradas tampoco forman una vuelta izquierda con las
aristas entrantes que faltan de procesar.

Cada cadena ch de la arista entrante actual se extiende con todas las aristas salientes
posibles (existe al menos una, ya que ése es el criterio para crear las cadenas). Para exten-
derla se procesan las aristas salientes en orden decreciente en cuanto al campo L. Mientras
el valor de dicho campo sea mayor o igual a r — 2 — ch.length(), se extiende ch con esa
arista. Si se obtiene una cadena con longitud r — 2 se reporta, si no, se guarda en la arista
saliente.

Lema 2.5. Reportar las cadenas de longitud r toma tiempo y espacio O(’VGp’ +rk) donde k
es el numero de cadenas reportadas.

Demostracion. Para cada punto g se realiza lo siguiente:

1. Inicializar los conjuntos de cadenas para cada arista saliente, lo cual toma O({VGP D
en total.

2. Por cada arista entrante, se eliminan algunas aristas salientes. Ya que cada arista
saliente se elimina a lo mas una vez, esto toma O(IVGP I) en total.

3. Para cada cadena en una arista entrante, se tratan de encontrar aristas con las cuales
pueda ser extendida y sabemos que debe existir al menos una. Por cada cadena, se
usa tiempo proporcional al nimero de aristas de este tipo encontradas, por lo que se
usa hasta O(rk) tiempo.

Es sencillo modificar el algoritmo 2.4 para encontrar r-hoyos monocromadticos en con-
juntos coloreados: s6lo se necesita verificar que la arista con la que se crea una cadena
tenga vértices extremos del mismo color y siempre se debe extender una cadena con pun-
tos del mismo color que el ultimo que tiene.

2.4. La complejidad del algoritmo

Antes de dar la complejidad total del algoritmo, se presenta una cota inferior de v,(S)
en términos de y4(S) y una cota inferior de y5(S).
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Lema 2.6. Sea S un conjunto de puntos en posicién general en el plano. y,(S) > v5(S)— (n;)

Demostracion. Sea p un punto de S. Por cada arista e = p;p; de VG, que no es también
una arista de P, existe al menos un cuadrilatero convexo con e como diagonal: existe al
menos un punto de S a la derecha de e cuya coordenada y queda entre las coordenadas y
de p; y p;. A la vez, p; y p; forman un tridngulo con p. Entonces, por cada tridngulo vacio
(excepto los definidos por p y una arista de P,) existe al menos un cuadrilatero convexo
vacio y ninguno se cuenta mds de una vez.

Sean qy,qy,...q, los puntos de S ordenados por su coordenada en x. Entonces VG,
tiene n — i — 1 aristas que pertenecen también a P,, para i€{l1,2,...,n—2}. La cantidad
total de este tipo de aristas es:

2 (n—2)(n—1) (n—1)! (n—l)
k= =
o ~ 2(n-3)! 2

Como cada arista de VG, forma un tridngulo con p, de acuerdo con el parrafo anterior se
. -1
tiene y,(s) = r5(S) — (nz )- u

Es facil dar una cota superior para y5(S): si los puntos de S forman los vértices de
un poligono convexo, y5(S) = (g) La cota inferior que se da en el Lema 2.7 se debe a

Katchalski [KM88].

Lema 2.7. Sea S un conjunto de n puntos en posicién general en el plano. y4(S) > (”_z)zﬂ

Demostracion. Si |S| = 3 la desigualdad se cumple. Sea entonces |S| > 3 y suponga-
mos que la desigualdad se cumple para cualquier conjunto de menor cardinalidad. Sea
S" = {p;,...p,} el conjunto con los puntos de S ordenados de manera creciente por su
coordenada x. Por cada arista de P, (sin contar las aristas que tienen como extremo
a p,) se tiene un tridngulo vacio. Asi, S’ tiene al menos n — 2 tridngulos con p; co-
mo vértice. Si se elimina p; de S’ no se generan tridngulos vacios nuevos, por lo que
15(8") > (n—2)+7v5(S \ {p;}). Usando la hipdtesis de induccidn, se tiene:

(n=3)n-2) (n—-2)(n—-1)
2 N 2

73(8) =73(S) = (n—2)+

Teorema 2.1. Dado un conjunto S de n puntos en el plano en posicion general, es posible
obtener una enumeracién de T',(S) en tiempo y espacio O(y5(S)+rvy,(S)). Para r = 3,4, esto
se simplifica a O(y,(S)).
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Demostracion. Se pueden ordenar todos los puntos de S alrededor de cada punto en S
en O(n?) usando los resultados de [CGL85] y [EOS83]. No es necesario incluir esto en
la complejidad, ya que y5(S) = Q(n?). Para cada p en S, toda arista de VG, forma un
triangulo con p, por lo que ZPGS |VGP{ = 14(S).

Juntando las complejidades obtenidas en los Lemas 2.2, 2.4 y 2.5, la complejidad del
algoritmo es O(y5(S)+ry,.(S)). Yaque y,(S) es al menos proporcional a y5(S), parar = 3,4
la complejidad es O(y,(S)). [ ]



Capitulo 3

Modificaciones al Algoritmo

Ahora, con el objetivo de encontrar conjuntos de puntos sin r-hoyos, se considera el
problema de calcular los r-hoyos de un conjunto cuando un punto cambia de posicidn.

Sea S un conjunto de n puntos en posiciéon general en el plano y p un punto que no
estd en S tal que S, = S U {p} se encuentra en posicién general. Dado un entero r > 3, se
denota H,(S,) como la cantidad de r-hoyos en S,,, A.(S,,) como la cantidad de r-hoyos en
S, que tienen a p como vértice y B,(S,) como la cantidad de r-gonos de S que tienen sélo
a p en su interior.

Si se cambia la posicién de p = (x, y), H,(S,) puede tomar un valor distinto. Supon-
gamos que esto sucede y sea ¢ = (x’,y’) la nueva posicién de p. Los r-gonos de S, que
contenfan sélo a p en su interior son ahora r-hoyos en S, = SU{q} y se generan r-hoyos en
S, que contienen a g como vértice. Por otro lado, los r-hoyos que tienen a p como vértice
en S, no pertenecen a S, y se generan r-gonos en S, con sélo q en su interior. Asi, se tiene
que

H,(S,) = H,(S,) +A,(S,) —A,(S,) +B,(S,) — B, (S,)

El objetivo de este capitulo es presentar modificaciones hechas al algoritmo de Dobkin,
Edelsbrunner y Overmars con el fin de calcular A,(S,) y B,(S,). Nétese que si p es un
vértice de conv(S U {p}), entonces B,(S,) = 0 y A.(S,) se puede calcular con el algoritmo
del Capitulo 2.

En general, las modificaciones son:

1. Ordenar los elementos de S alrededor de p por dngulo, obteniéndose el conjunto S’.

29
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Este conjunto da un poligono estrellado P, y p pertenece a su kernel.

2. Calcular la gréfica de visibilidad VG, dentro de P,, incluyendo las aristas de P, e
ignorando las aristas que involucran a p.

3. Calcular todas las cadenas convexas en VG, con de longitud r — 2 que forman un
r-hoyo con p como vértice.

4. Calcular las cadenas de longitud r — 1 forman un r-gono con sélo p en su interior.

Es posible encontrar S = {p,,...,p,_1} en O(nlogn). Se puede verificar si p es un
vértice de conv(S U {p}) calculando el sentido de las vueltas de p;pp(;;1) msd n) Para cada
punto p; de S’: si alguna vuelta es izquierda, p es un vértice de conv(S U {p}). En adelante
se asume que esto no sucede.

3.1. Calculando la Grafica de Visibilidad

Para poder encontrar las cadenas que den los valores de A,(S,) y B,(S,) es necesario
calcular la grafica de visibilidad de P,, denotada VG,. Para conservar la estructura de las
graficas de visibilidad obtenidas en el capitulo 2, las aristas se orientan de tal forma que si
p;p; es una arista de VG, p;p;p forma una vuelta izquierda.

Las aristas donde intervienen puntos que se encuentran a la derecha de p se pueden
calcular usando el mismo procedimiento que en el Algoritmo 2.2, pero no se pueden cal-
cular correctamente las demads aristas ya que el Lema 2.2 no se cumple: por ejemplo, en
la Figura 3.1 tanto p,p, como p,ps pertenecen a VG, y forma una vuelta izquierda, pero
p1Ps € VG,. Ademds, pueden existir aristas p;p; € VG, con i > j.

Por ello, es necesario agregar otra condicién para encontrar las aristas de VG, para
tomar en cuenta casos como el anterior. Obsérvese que, como en el capitulo anterior, p;p; €
VG, siy solo si el tridangulo pp;p; es vacio.

Lema 3.1. Sean i,j € {0,1,..,n —1}. p;p; € VG, siy sélo si j = (i + 1) (mdd n) o pp;p;
forman una vuelta izquierda y existe k € {(i+1) (méd n),(i+2) (mdd n),...,j—1} tal que
piPk € VG,, pp; € VG, y piprp;j forman una vuelta izquierda.

Demostracion. Solo es necesario demostrar que p;p; € VG, siy solo si pp;p; es una vuelta
izquierda ya que, salvo los cambios en la notacidn para tomar en cuenta las aristas que
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b1

Figura 3.1: El Lema 2.2 no es cierto al calcular la grafica de visibilidad alrededor de un
punto.

ahora pueden tener vértice final con indice mayor al de su vértice inicial, la prueba es
idéntica a la del Lema 2.2.

El que p;p; € VG, implica que pp;p; es una vuelta izquierda, se sigue de la manera en
la que se orientan las aristas de la grdfica (p queda a la izquierda de la arista).

En cuanto a la otra implicacién, como p;py, pkp; € V G, los tridngulos pp;p, y ppip; son
vacios. Mds aun, tanto p;p;p; como pp;p; son vueltas izquierdas, por lo cual el tridngulo
pp;p; es vacio. De ello se concluye que p;p; € VG, [ |

Asi, se debe verificar una condicién méas al momento de llamar a PROCEED (Algoritmo
3.1).

VG, se construye mediante un recorrido de los vértices de P, en sentido contrario a
las manecillas del reloj mas un recorrido de los puntos que se encuentran a la derecha de
p. Para cada p; se mantiene una lista Q; que cumple la misma funcién de las colas en el
Algoritmo 2.2, guardar vértices que ven a p; en VG, pero que no se han vuelto a observar.

PROCEED afiade la arista p;p; y revisa si los vértices en la lista correspondiente cumplen
con las condiciones del Lema 3.1. De ser asi, se llama recursivamente. Los puntos que se
encuentran a la derecha de p se recorren sin afiadir las aristas correspondientes, pero se
guarda la informacién de los vértices que los ven en las listas (linea 21). De esta manera,
al procesar a los puntos a la izquierda de p se construyen todas sus aristas entrantes.
Se usan listas porque pueden existir vértices en la parte inicial que no cumplan con la
nueva condicién del Lema 3.1, seguidos de vértices que si la cumplan. En la Figura 3.2 se
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Algoritmo 3.1 Algoritmo para construir VG,

1: procedure PROCEED(i,j, first)

2 k=0

3 while k < Q;.size() and TURN(Q;[k],p;,p;)==LEFT do
4: if TURN(p, Q,[k], j==LEFT) then

5: PROCEED(Q;[k], j, first)
6:

7

8

9

Q;.delete(k)
else
k=k+1
: end if
10: end while
11: Q;.add(i)
12: if first # true then
13: VG,.add(ij)
14: end if
15: end procedure
16: procedure VISIBILITY
17: Right=cantidad de puntos de S a la derecha de p
18: fori=0ton—1do

19: Q=0

20: end for

21: for i = O to Right-2 do

22: PROCEED(i,i + 1,true)
23: end for

24: fori =Right —1ton—1do
25: PROCEED(i,i + 1,false)
26: end for

27: outgoing=»0
28: for i = 0 to Right-1 do

29: outgoing.add({aristas salientes de p;})
30: Borrar de VG, las aristas salientes de p;
31: Q; =0

32: end for

33: PROCEED(n — 1, 0, false)

34: for i = 0 to Right-2 do

35: PROCEED(i,i + 1,false)

36: end for

37: for i = 0 to Right-1 do

38: Agregar a VG, las aristas salientes de p; guardadas en outgoing
39: end for

40: end procedure
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muestra un ejemplo de ello, la arista p;p, € VG, pero p,p, € VG,. Nétese que al momento
de llamar PROCEED (3,4) las aristas punteadas no han sido afiadidas a VGp.

p3
R oQ=na

pa @ | \

Figura 3.2: Uso de listas en vez de colas al almacenar los vértices.

Una vez completado el primer recorrido, outgoing guarda las aristas salientes de los
puntos a la derecha de p. Estas aristas se afiaden al final para preservar el orden (las aristas
entrantes y salientes de cada punto se guardan en sentido contrario a las manecillas del
reloj). Sélo resta construir las aristas que faltan de los puntos a la derecha de S (linea 34).

Debido a que se afiade cada arista de VG, a lo mds dos veces, la complejidad del
Algoritmo 3.1 es O(}VGP|). Esto es lo mismo que la cantidad de triangulos vacios en S,
que tienen a p como vértice.

3.2. Cadenas convexas

Ahora se buscan cadenas convexas adecuadas para obtener A,.(S,) y B,(S,). La idea
principal se mantiene sin cambios: primero, para cada arista e de VG,, se encuentra la
longitud de la cadena convexa mas larga que comienza en e y van en sentido contrario a
las manecillas del reloj (L,). A diferencia de las gréficas de visibilidad del capitulo 2, VG,
contiene al menos un ciclo (las aristas de P,), por lo que es necesario definir un punto
donde terminen las cadenas.

Después se buscan cadenas convexas de longitud r — 2 que forman junto con p un r-
hoyo y cadenas de longitud r — 1 que forman, al unir sus puntos inicial y final, un r-gono
con solo p en su interior. En adelante se referird a estas como cadenas de tipo 1 y de tipo
2, respectivamente.
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Sean g y ¢’ puntos con la misma coordenada x que p tales que la coordenada y de g es
mayor que la de cualquier punto de S y la coordenada y de q’ es menor que la de cualquier
punto de S. Para que el cdlculo de las etiquetas L, se pueda hacer en forma anédloga a como
se realiza en el Algoritmo 2.3, se fuerza a que las etiquetas de las aristas que cruzan pq
tomen el valor de cero. Se inicia el recorrido en el punto con indice mas grande que se
encuentra a la derecha de p. Las etiquetas L, se calculan de la misma manera que en el
algoritmo original, excepto para las aristas que cruzan pqg. A cada paso del algoritmo se
calculan las etiquetas L, de las aristas entrantes al punto que se estd tratando, pero pueden
haber aristas salientes que aun no tengan L, calculado. Por ello es necesario verificar su
existencia.

Con las etiquetas L calculadas de esta forma, no se tiene informacién de las cadenas
en las que intervienen aristas que cruzan pq. Para obtener esta informacion, se calcula un
segundo conjunto de etiquetas, denotadas L’. Para calcular estas etiquetas, se fuerza ahora
a que las aristas que cruzan pq’ tomen valores de cero y se comienza el recorrido en el
punto con indice més grande de S’. Un ejemplo de los valores que toman las etiquetas de
cada conjunto se muestra en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Los valores de las etiquetas L (izquierda) y L’ (derecha).

Las modificaciones discutidas dan como resultado el Algoritmo 3.2.
Ahora, a partir de los conjuntos de etiquetas, se encuentran las cadenas de tipo 1 y 2.

. _ . _— _/ . 7
Si ch = {py,>Pk,»>--->Px,} €s una cadena de tipo 1, cruza pq, pq’ o ninglin segmento,
pero no ambos; si fuera asi, p; pp;, formaria una vuelta derecha y la cadena no podria
formar un r-hoyo con p. Por otro lado, si ch es una cadena de tipo 2, el tridngulo pp; py
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Algoritmo 3.2 MAX CHAIN

1: procedure MAX CHAIN
2 i = indice mas grande de los puntos a la derecha de p
3 for kin {i,...,0}U{N —1,...,i+ 1} do
4: Sean {iy, ..., I;,q,} las aristas entrantes de py,
5: y {00, -+, 0,max} 1as aristas salientes de p;
6 ordenadas en sentido contrario a las manecillas del reloj
7 [ = omax
8 m=20
9: for j = imax down to 0 do
10: Ly=m+1
11: if P;, P cruza pq then
12: Lij =
13: end if
14: while [ > 0 and TURN(i;[0], py, 0,[1])==LEFT do
15: if L, ya fue calculado and L; >0 and L, > m then
16: m =L,
17: L, =m+ 1
18: end if
19: [=1-1
20: end while
21: end for
22: end for

23: end procedure

debe ser vacio y por tanto p, p, pertenece a VG,. Ademas el ciclo py ,...,px Pk, Cruza
Pq v pq’ de no ser asi, p no estaria en el interior del r-gono que forma.

Sea P un r-gono en S U {p} con sélo p en su interior. Al quitarle el lado que cruza pq
se obtiene una cadena convexa de longitud r — 1 y esta cadena se puede encontrar con los
valores L obtenidos en este primer recorrido. Asi, con la informacién que se tiene hasta
el momento, se pueden encontrar todas las cadenas de tipo 2 y en consecuencia, B,(S,).
También es posible encontrar las cadenas de tipo 1 que cruzan sdélo pq y las que no cruzan

ni pq ni pq’.
Hace falta encontrar las cadenas de tipo 1 que cruzan sélo pq’, es aqui donde se utilizan

las etiquetas L/. En este caso se buscan cadenas de longitud r — 2 que no crucen pq.

Las modificaciones para reportar las cadenas con la informacion que se tiene son menos
que las necesarias para el cdlculo de la VG, y los valores L,. Los cambios son:
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= Se buscan cadenas en 3 ocasiones: en la primera se buscan cadenas de tipo 1 y en
la segunda se buscan cadenas de tipo 2, ambas con el conjunto de valores L. En la
tercera ocasion se buscan cadenas de tipo 1 con el conjunto de valores L”. Todas las
busquedas se hacen mediante un recorrido de los puntos en orden inverso al seguido
en el Algoritmo 3.2.

= Sea ch = {py,,...,px_,}. Para que ch sea una cadena de tipo 1 se debe cumplir que

Pk, Px,_, € VG, esto implica que Pk,_,Px,_,P> Pk,_,PPk, Y PPk, Pk, SON vueltas izquier-
das. Esto es necesario ya que pueden ocurrir casos como el de la Figura 3.4 (a).

» Seach={py,,...,Px_,}- Para que ch sea una cadena de tipo 2 se deben cumplir dos
condiciones. La primera es p; _ px, € VG,, esto implica que el tridngulo p; _ py p
es vacio. La segunda condicion es que py Py Pi-1 Y Pk,_,Px, Pk, deben ser vueltas
izquierdas. Con esto se toma en cuenta casos como el de la Figura 3.4 (b).

dy
/\ p.k7-—1
Pry

p

b) \»/

Figura 3.4: Casos que se deben verificar para las cadenas de tipo 1y 2.

q’ pk57'72

Pk,

a)

Los demads pasos del Algoritmo 2.4 quedan sin cambios. Una vez hechas estas modifi-
caciones, la cantidad de cadenas encontradas de tipo 1 es A,(S,) y la cantidad de cadenas
encontradas de tipo 2 es B,(S,).

La complejidad sigue dependiendo del tamafio de la grafica de visibilidad, pero en este
caso se calcula una sola gréafica, por lo que en la practica es més réapido calcular A,(S,) y
B,(S,) para calcular los r-hoyos cuando cambia la posicién de p que usar el algoritmo del
Capitulo 2.



Capitulo 4

Implementacion

En este capitulo se describe la implementacién de los algoritmos expuestos en los capi-
tulos 2 y 3.

Al implementar dichos algoritmos, se busca obtener un medio con el cual hacer bus-
quedas de conjuntos de puntos con pocos r-hoyos. El uso de un lenguaje compilado provee
un mejor desempefio comparado a lenguajes interpretados; pero hacer pruebas, modifica-
ciones o depurar el cédigo es mds complicado y toma mds tiempo. Mediante la extensién
de un intérprete es posible tener las ventajas de ambos tipos de lenguaje.

4.1. Eleccidon de los lenguajes

Hay muchas posibilidades para realizar btisquedas de conjuntos con pocos r-hoyos,
por lo que es deseable elegir un lenguaje en el cual sea sencillo modificar las estrategias
de busqueda. Los lenguajes interpretados proveen esta caracteristica.

En el desarrollo de este trabajo, se optd por partir de conjuntos aleatorios de puntos
y reducir el numero de r-hoyos que contienen cambiando de posicidon elementos del con-
junto. El algoritmo resultante de las modificaciones presentadas en el capitulo 3 permite
decidir si la nueva posiciéon de un punto da un conjunto con menos r-hoyos (conociendo
la cantidad de r-hoyos que tiene el conjunto con el que se inicia). Por ello, es necesario
implementar este algoritmo (y el del capitulo 2) de tal forma que se ejecuten rapidamente.
En este caso un lenguaje interpretado no es muy util; a pesar de que la codificacién es
sencilla, la ejecucién es muy lenta para los propdsitos de este trabajo. Asi, es conveniente
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usar un lenguaje compilado para esta parte.

Existe una gran cantidad de lenguajes interpretados. Lo que se busca en este caso, es un
lenguaje con herramientas ttiles para programar diversas estrategias de busqueda de los
conjuntos mencionados y con la capacidad de comunicarse de manera sencilla y eficiente
con un lenguaje compilado.

Python es un lenguaje interpretado de alto nivel, con tipado dindmico, multiparadigma
(orientado a objetos, funcional, imperativo) y cuenta con una sintaxis que produce cédigos
cortos y sencillos de leer que se asemejan mucho a un pseudocdédigo. Estas caracteristicas,
junto con su extensa libreria estdndar han propiciado su uso en computo cientifico [Lan09].

La mayor desventaja de Python es su velocidad. Las pruebas realizadas en [Full2]
muestran que el tiempo de ejecucion de un programa escrito en Python puede ser desde
4 hasta 77 veces mayor que su equivalente escrito en C++ (hasta 80 veces mayor, com-
parado con C). Cabe notar que la longitud del cédigo en Python puede ser hasta % de su
equivalente en C/C++.

Existen implementaciones de Python en varios lenguajes de programacién, en particu-
lar, CPython es la implementacién en C. Es multiplataforma, de cddigo abierto y gratuita,
y permite el uso de codigo escrito en C/C++ a través del uso de librerias compartidas, lo
cual lo hace muy conveniente para el presente trabajo.

En base a esto, la elecciéon del lenguaje compilado queda entre C y C++. C es un
lenguaje de propdsito general, de alto nivel (también permite hacer operaciones de nivel
bajo), imperativo, y de tipado estatico. El primer estdndar surgié en 1989 y la revisiéon més
reciente se dio en 2011. C ha influenciado a varios lenguajes de programacién posteriores,
intérpretes de otros lenguajes (como Python, Perl y PHP) son a menudo implementados en
C.

C++ desciende de C y ofrece compatibilidad para la mayor parte de los programas
escritos en C. Es también de propédsito general, alto nivel y de tipado estatico. A diferencia
de C, es multiparadigma (orientado a objetos, imperativo, genérico). Su desarrollo comen-
z6 en 1979 y la ultima revisién fue en 2011. Una caracteristica importante de C++ es su
libreria de plantillas estdndar (STL por sus siglas en inglés) que provee de contenedores,
iteradores y algoritmos.

El estdndar mas reciente (referido como C++411) contiene numerosos cambios, en par-
ticular, los que resultan mas ttiles para implementar los algoritmos de los capitulos an-
teriores son: la disponibilidad de nuevos contenedores en la STL que implementan tablas
hash, el método emplace en los contenedores de la STL, que permite afiadir objetos sin
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hacer llamadas al constructor de copia y soporte para funciones lambda. Por estas caracte-
risticas, se eligié a C++ sobre C.

4.2. Implementacion en C++

En esta seccion se detalla la precisién a usar para representar los puntos y las estructu-
ras usadas al implementar los algoritmos.

Ya que el tamaiio del tipo de dato entero mds grande que se puede representar en C++
es 64 bits, es necesario limitar los valores que pueden tomar las coordenadas de los puntos
a fin de evitar problemas desbordamiento en las operaciones del algoritmo 2.1. El entero
mds grande que se puede representar es 2°° — 1 y el menor es —2%. Si 2¥ representa el
valor méas grande que se puede usar en el algoritmo 2.1, entonces

22k+2 < 262 < 263 -1

de donde es necesario restringir las coordenadas a no mds de 2% en valor absoluto para
garantizar que el algoritmo 2.1 dé valores correctos. Python permite realizar operaciones
con enteros de longitud arbitraria, pero este aumento en la precisiéon no parece ayudar en
las busquedas.

Cada punto queda representado por una estructura con tres enteros, dos para guar-
dar las coordenadas del punto y uno para guardar el color del punto. Dados n puntos
Pos>--->Pn_1, S€ forma un vector sorted_points que contiene n vectores. El vector en
la i-ésima posiciéon contiene los puntos a la derecha de p;, ordenados por dngulo a su
alrededor.

Las gréficas de visibilidad se mantienen también en vectores. Para cada punto p;, se
mantiene un vector V, . En la j-ésima posicion de V), se guarda un par de vectores, el
primero con los indices de los puntos que forman una arista entrante del j-ésimo punto a
la derecha de p; y el segundo con los indices de los puntos que forman una arista saliente
del j-ésimo punto a la derecha de p;. Se eligieron los vectores porque brindan acceso
aleatorio a sus elementos, lo cual es ttil en el algoritmo 2.4.

En la implementacién del algoritmo 2.3, los campos L, se guardan por medio de una
tabla hash donde la llave es un par de enteros (indices dentro del vector correspondiente en
sorted_points) y el valor es L,. C++ dispone del contenedor map, que permite asociar
una llave con un valor. Estd implementado como un 4rbol rojo-negro, con lo que insertar
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y buscar un valor tiene complejidad O(logn). Esto resulta muy lento. En C++11 se define
un nuevo tipo de contenedor, unordered_map. Al igual que map, permite asociar una
llave con un valor, pero estd implementado como una tabla hash. unordered_map provee
especializaciones de funciones hash para tipos de datos bdsicos, pero no para pares de
enteros, que es lo que se desea hacer.

Como los valores de entrada de la funcién hash son pares de enteros no negativos, se
puede usar una funciéon de emparejamiento. Esta es una funcién hash perfecta (es decir,
sin colisiones). La funcién

f:NxN—->N
2
)y +x X=y
f(x,y).—{ x+x+y :x<y

es una de tales funciones. En la implementacion, esta funciéon provee un desemperfio lige-
ramente menor que
glx,y):=(x<<16) XOR y

donde XOR es la operacion OR exclusivo a nivel de bits y << es el desplazamiento de bits
hacia la izquierda. Esta es una funcién hash perfecta siempre que x,y < 21,

4.3. Extendiendo el intérprete de Python

Existen 2 maneras en las que Python y C/C++ pueden interactuar, denominadas in-
crustar y extender. Incrustar Python se refiere a la insercién de llamadas para inicializar el
intérprete Python y llamadas a cédigo de Python dentro de una aplicaciéon de C/C++. Ex-
tender se refiere a la creacion de una libreria compartida escrita en C++ que el intérprete
de Python puede cargar como un mdédulo cualquiera.

A pesar de que los propdsitos son distintos, extender e incrustar Python son activida-
des muy similares. De manera general, el proceso que se lleva a cabo cuando se utilizan
funciones de una libreria compartida es:

1. Convertir tipos de datos de Python a tipos de datos de C/C++
2. Realizar una llamada a una rutina escrita en C/C++ con los valores convertidos

3. Convertir los tipos de datos que regresa la rutina de C/C++ a tipos de datos de
Python
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Cuando se incrusta Python, se realizan los mismos pasos en orden inverso (en el paso 2 se
llama a una rutina escrita en Python).

Lo que se desea hacer es extender el intérprete de Python para poder hacer uso de los
algoritmos implementados en C++. Para hacer esto, es necesario crear funciones wrapper
que se encargan del proceso descrito en el parrafo anterior. Dichas funciones hacen uso de
la interfaz que ofrece Python (Python/C API), en donde se define un conjunto de funciones,
macros y variables que proveen acceso al entorno de Python [Pyt12]. El siguiente c6digo
ilustra una funcién en C y su correspondiente wrapper:

//Funcién en C, calcula
//el maximo comin divisor de a y b
int gcd(int a, int b)

{
if(b == 0)
return a;
return gcd(b, akb);
}
//wrapper

static PyObject* gcd(PyObject* self, PyObject* args)
{

int x, y;

//Conversién de datos de Python a datos de C

if (!PyArg_ParseTuple(args, "ii", &x, &y))

return NULL;

//Llamada a la funcién en C y conversién del

//resultado a dato de Python

return Py_BuildValue("i", gcd(x, y));

La dificultad de escribir el codigo para los wrappers, es que es muy extenso (se deben crear
wrappers para cada funcidon que se quiera utilizar desde Python) y propenso a errores, ya
que se debe mantener un conteo de referencias de los objetos que expone Python. Existen
varias herramientas que automatizan hasta cierto punto la generacién de este cédigo, como
CXX, SCXX, SIB SWIG y Boost.Python. Se probaron las 2 dltimas en este trabajo.

Boost.Python forma parte de Boost, un conjunto de mds de 80 librerias que extienden la
funcionalidad de C++-. La mayor parte de las librerias consisten en archivos de cabecera,
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aunque algunas (entre ellas Boost.Python) deben ser compiladas de manera separada.
Boost.Python provee funciones para exponer clases y funciones usando la API de Python y
una herramienta llamada Bjam para compilar el cédigo a una libreria compartida.

SWIG (Simplified Wrapper and Interface Generator) es una herramienta que genera
el codigo necesario para conectar C/C++ con 19 lenguajes de programacion, entre ellos
Python. Estd implementado en C y C++ y es libre y gratuito. SWIG utiliza un archivo de
interfaz en el cual recibe instrucciones para exponer funciones y objetos. A partir de dicho
archivo, SWIG puede generar el cddigo necesario para compilar la libreria compartida.

Tanto Boost.Python como SWIG proveen soporte para exponer los contenedores de la
STL a Python, y poseen una buena documentacién. En las pruebas realizadas, las librerias
generadas tienen el mismo rendimiento. Se eligi6 SWIG sobre Boost.Python porque el
proceso de compilaciéon no depende de librerias adicionales. Es posible utilizar médulo
distutils de Python para generar scripts que automatizan la compilacion de la libreria.

Para finalizar este capitulo se presenta una comparacion de los tiempos de ejecucién
de los algoritmos implementados en C++, en Python y llamados desde Python a la libreria
compartida generada con SWIG.

6-hoyos Aq Yy Bg
Tamafiode S C++ L.C. Python C++ L.C. Python

100 puntos 0.02  0.04 0.25 0.01 0.02 0.13
500 puntos 0.89 1.23 848 0.19 0.34 1.85
1000 puntos 3.56 491 36.46 0.56 0.96 5.52
1500 puntos 8.22 11.29 86.80 0.80 1.33 7.91

Tabla 4.1: Comparacion de tiempos de ejecucién en segundos.

En la tabla 4.1 se muestran los tiempos de ejecuciéon en segundos. Los conjuntos S
de puntos se generaron utilizando el médulo random de Python, sus coordenadas toman
valores entre —23° y 2%, Las primeras 3 columnas muestran el tiempo tomado para en-
contrar la cantidad de 6-hoyos en S. Las siguientes 3 columnas muestran el tiempo usado
para encontrar A¢(S,) y B¢(S,), donde p es el punto mds cercano al origen.

El tiempo usado por la implementacién en C++ es en promedio 10 veces menor que el
tiempo usado por la implementacién en Python tanto para la bisqueda de 6-hoyos como
para el célculo de A¢(S,) y Bg(S,). Por otro lado, al usar la libreria compartida el tiempo
usado en las mismas pruebas es 7 y 6 veces menor respectivamente que la implementacion
en Python.



4.3. Extendiendo el intérprete de Python 43

El uso de la libreria compartida resulta en pérdida de eficiencia en comparacion al
solo uso de C++, pero las ganancias en cuanto a facilidades para usar los algoritmos
programados son mucho mayores.






Capitulo 5

Resultados

En este capitulo se presentan los experimentos realizados con la implementacién del al-
goritmo del capitulo 3 y los resultados obtenidos. Antes de ello se da una breve descripcién
de algoritmos de btisqueda local con base en [RN10].

5.1. Busqueda Local

En general, algoritmos de biisqueda como DFS, BES, A*, IDA*, etc., parten de un estado
inicial y realizan una busqueda sistemadtica en el espacio de estados del problema que se
estd resolviendo. Esto se consigue manteniendo registro de los estados que se han explo-
rado y los caminos que se han seguido. Cuando se alcanza un estado éptimo, el camino
seguido hasta él constituye una solucién al problema.

Sin embargo, hay problemas en los que no es relevante el camino seguido para llegar
a una solucién éptima. Los algoritmos de busqueda local, se mantienen en un sélo estado
del problema y exploran vecinos de dicho estado. A pesar de que estos algoritmos no son
sistemdticos, utilizan poca memoria y generalmente encuentran soluciones razonables en
problemas que tienen espacios de estados muy grandes, donde un algoritmo de busqueda
completa no es factible.

Hill Climbing es un algoritmo de este tipo. Es simplemente un ciclo que se mueve a
estados donde la funcién objetivo toma valores mejores que en el estado actual, va “colina
arriba” (Figura 5.1). Termina cuando llega a una “cima”, a un estado donde no hay vecinos
que mejoren la funcidn objetivo. Tipicamente el siguiente estado se escoge de manera
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A Miéximo Global

Maximo Local

Méximo Local plano

Estaldo actual Espacio de estados

Figura 5.1: Hill-climbing.

aleatoria si se encuentran varios vecinos con valores igualmente buenos. Los algoritmos de
tipo Hill-climbing generalmente encuentran estados mejores de manera muy rapida, pero
pueden quedar atrapados en un maximo local (estados sin vecinos que mejoren la funciéon
objetivo) o en mesetas (estados donde todos los vecinos dan el mismo valor a la funcién
objetivo). En ambos casos, el algoritmo llega a un punto donde no puede hacer mejoras.
En las mesetas puede optarse por seguir explorando estados, aunque si es un maximo local
plano no se conseguirdn mejoras.

Existen numerosas variantes de este algoritmo. Una variante es escoger vecinos de ma-
nera aleatoria y escoger el primero que represente una mejora. Esta es una buena estrategia
cuando un estado tiene muchos vecinos en el espacio de blisqueda [RN10].

Esta variante es la usada en los experimentos que se realizaron.

5.2. Experimentos y resultados
La busqueda de conjuntos sin r-hoyos se realizé de la siguiente manera:

1. Generar un conjunto de S con n puntos en posicion general y calcular H,(S). Las
coordenadas de los puntos se generan de manera aleatoria.

2. Elegir de un punto p de S y eliminarlo de S. Calcular A,.(S,) y B,(S,).

3. Hacer q = (p,+A,,p,+A,)ycalcular A,(S,) y B,(S,). Con estos valores, se obtiene
la cantidad H,(S,).
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4. Si H,(S;) = 0 se ha obtenido un conjunto sin r-hoyos y la btisqueda se detiene. Si
H,.(S,) <H,(S,), hacer p=q e ir al paso 3.

Los numeros A, y A, se generaron de manera aleatoria siguiendo una distribucion expo-
nencial. La razdén para elegir esta distribucién es tener la posibilidad de que las coorde-
nadas de los puntos cambien muy poco en ciertas ocasiones y mucho en otras. Siguiendo
estos pasos, se realizaron busquedas de conjuntos sin 6-hoyos y conjuntos bicoloreados sin
4-hoyos monocromaticos.

Para los conjuntos sin 6-hoyos, se encontraron conjuntos de 26 puntos sin hexdgonos
vacios (la misma cardinalidad del conjunto reportado en [OSV89]). No fue posible repro-
ducir los resultados de [Ove03], aunque se encontré un conjunto de 29 puntos con sélo
1 hexdgono vacio y un conjunto de 30 puntos con 2 hexdgonos vacios. Estos conjuntos se
muestran en las Figuras 5.2, 5.3 y 5.4, respectivamente. En cuanto a 4-hoyos monocroma-
ticos, no se logroé reproducir el resultado de [Kos09a], pero se obtuvo un conjunto de 47
puntos con un 4-hoyo monocromadtico, del cual se puede obtener un conjunto de 41 puntos
sin 4-hoyo monocromadtico. Este conjunto se muestra en la Figura 5.5.
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Figura 5.2: Un conjunto de 26 puntos sin 6-hoyos.
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Figura 5.3: Un conjunto de 29 puntos con un 6-hoyo (rotado 90° a la izquierda).
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Figura 5.4: Un conjunto de 30 puntos con dos 6-hoyos.
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Figura 5.5: Un conjunto bicoloreado de 47 puntos con un 4-hoyo monocromadtico (rotado

90° a la izquierda).






Apéndice A
Conceptos y notacion

En este apéndice se presentan conceptos usados en este trabajo, asi como su notacion.

La frase “en posicion general” se utiliza para decir que no hay coincidencias poco po-
sibles. Dependiendo del contexto en el que se trabaje, estas coincidencias querrdn decir
algo distinto. En este trabajo, un conjunto S de puntos en el plano se encuentra en posicion
general si para cualesquiera 3 puntos de S no existe una linea que pase por ellos.

Una grdfica es un par ordenado G = (V, E) de conjuntos, donde E C V X V. Los elemen-
tos de V se llaman vértices y los elementos de E se llaman aristas. El conjunto de vértices
de G se denota V(G) y el conjunto de aristas se denota E(G). Si {x,y} es un elemento
de E(G), generalmente se escribe xy. No se distingue estrictamente entre una grafica y su
conjunto de vértices o su conjunto de aristas. Por ejemplo, se puede hablar de un vértice v
de G (en vez de un vértice v de V(G)) o de una arista xy de G.

Se dice que un conjunto S de puntos en el plano es convexo si para cualesquiera 2
puntos de S, el segmento de linea que los une esta totalmente contenido en S. La cerradura
convexa de S es la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a S y se
denota conv(S).

Un poligono P es una region cerrada del plano acotada por una coleccién finita de
segmentos de linea que forman una curva cerrada que no se autointersecta. Los segmentos
de linea se llaman aristas o lados y los extremos de los segmentos se llaman vértices. Se
representa un poligono P por un conjunto ordenado {v,,...,v,}, donde cada v; es un
vértice de P y v;v;;, es una arista de P parai € {1,...,n — 1}, al igual que v,v;.

Un punto x en un poligono P es visible desde un punto y en P si el segmento de linea
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Xy esta contenido en P. Se dice que P es un poligono estrellado si existe un punto z en P
tal que 2z es visible desde cualquier otro punto de P. El conjunto de todos los puntos que
cumplen con esta propiedad se llama el kernel de P.

La grdfica de visibilidad de un poligono P es la grafica cuyo conjunto de vértices consta
de los vértices de P y cuyo conjunto de aristas consta de los pares de vértices de P que son
visibles entre si.
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