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Finalmente, en el capitulo V se desarrolla el analisis de estabilidad de las soluciones asociadas a
cada esquema del capitulo IV; las limitaciones en el rango de exploracion se deducen a partir de
los exponentes de Lyapunov. Cada capitulo se complementa con simulaciones numéricas que
respaldan los resultandos obtenidos analiticamente; en el apéndice de esta tesis se incluyen los
codigos de MATLAB de estas simulaciones.












Utilizando (2.3) y (2.4), la diferencia de fase entre los dos osciladores, 8 = ¢, — ¢, obedece la
siguiente ecuacion dinamica:

6 =w,— w, —k,sinf —k,sinf . (2.7)

0, simplificando la notacion

6 =w,— w; —ksing, (2.8)

en donde k =k, + k,. Si los osciladores estan sincronizados en fase (encadenados en fase),
entonces la diferencia de fase debe ser un valor constante: 6 = cte. Por lo tanto,

0=w, —w, —ksinf. (2.9)

Despejando,

w2 — W
sinf = ————=. (2.10)

Esta expresion relaciona la diferencia de fase entre los osciladores sincronizados a sus frecuencias
de carrera libre y magnitudes de acoplamiento. Para que se pueda satisfacer esta ecuacion (es
decir, para que ocurra el encadenamiento de fase), el lado derecho de la igualdad debe ser menor
a uno en magnitud; en otras palabras, el acoplamiento debe ser lo suficientemente fuerte para
sobreponerse a la diferencia que existe entre las frecuencias de carrera libre de los osciladores.

El resultado cualitativo tiene sentido. Considérese lo que este significa en el contexto del caso
maestro-esclavo: k; = 0, k, # 0. Para un acoplamiento muy pequefio, el esclavo (oscilador 2) no
sigue al maestro (oscilador 1). Sin embargo, si el maestro ejerce influencia suficiente (es decir, si el
acoplamiento es lo suficientemente fuerte), entonces puede dictar el comportamiento del esclavo.
A pesar de que no existe mucha distincidn en lo que se refiere a maestro y esclavo para el caso
mas general de acoplamiento bidireccional (k4,k, # 0}, el hecho de que sdlo es necesaria una



cantidad minima de acoplamiento para lograr la sincronizacion no es tan sorprendente y
probablemente coincide con lo que podria esperarse intuitivamente.

Vale la pena mencionar dos aspectos importantes de la ecuacion (2.10). El primero es que cuando
ocurre el encadenamiento de fase, coexisten dos soluciones: una mas en-fase (mas cercana a cero)
y otra mas fuera-de-fase (mas cercana a m). Es facil demostrar que cudl de ellas es estable
depende del signo de k; en particular, para k positiva, la solucion estable es la que esta mas en-
fase. El segundo punto es que a medida que la magnitud de acoplamiento se vuelve muy grande
con respecto a la diferencia entre las frecuencias de carrera libre, los osciladores no-idénticos
actuan mas como osciladores idénticos.

La frecuencia de los osciladores sincronizados en fase también se puede determinar. Dado que
estan encadenados en fase, los osciladores deben tener siempre frecuencias instantaneas
idénticas. Por lo tanto,

¢, =w=w,+kysing, (2.11)
q’}z =w=wy —k;sinf . (2.12)
Sumando estas dos ecuaciones,
2w = w, +wy + (ky —k,)sind . (2.13)
Despejando,
1
wzz[w2+w1+(k1—k2)sin9]. (2.14)
0, utilizando (2.10),
1 ky — ks (2.15)
w—z[wz+w1+(k1+k2)(wz—w1)]. .






Se definieron

w4y = 2 [rad/s],

w; =1 [rad/s],

ky = 0.4 [rad/s],

k, = 0.8 [rad/s].

En la figura 2.1, se muestra la grafica de las fases de los osciladores resultantes. Claramente,
después de cierto intervalo de tiempo, los osciladores se sincronizan con una diferencia de fase
constante. Esta diferencia de fase se puede calcular mediante la ecuacion (2.10) y queda como:

6 =—564].

En la grafica de la figura 2.2, se muestra la curva de 8 = ¢, — ¢,. Con esta gréfica, se comprueba
el valor calculado con la ecuacion (2.10).

Finalmente, por medio de la ecuacion (2.15) se puede calcular la frecuencia de sincronizacién de
los osciladores. Se obtiene:

w = 1.67 [rad/s] .

Esto coincide con el valor observable en la figura 2.3, correspondiente a la grafica de la primera
derivada de las fases de los osciladores. La frecuencia de sincronizacion resulta mas cercana a la
del oscilador 1 debido a que k, > k,. De esta forma, se puede apreciar el fendmeno de jale de
frecuencia.
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Utilizando la identidad trigonométrica para el seno de la suma de dos angulos

sin(x + y) = sinx cosy + cosx siny,

se obtiene

¢ +1=wy— Winj + Aw,, [sinA¢ cosn — cos Ag sinn] .

Dado que las perturbaciones son cantidades pequefas y

cosx ~ 1,

sinx =~ x,

para x pequefia, queda

¢ 1= w,— Winj + Aw,y, [sinAg — cosAp 7] .

Pero como

¢ = wy — Winj + Aw,, sinAg,

entonces

1) = —Aw,, cosA¢pn .

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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Definase la variable k como

(3.9)

La cantidad k tiene el mismo papel en la definicion del “rango de captura” que Aw,,. Esta notacion

sera utilizada en el analisis de los siguientes métodos pero no se restringe a la definicién (3.9).
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Figura 3.5. Arreglo de exploracion de haz propuesto por Stephan en donde la

diferencia de fase entra las sefiales inyectadas se divide uniformemente a lo largo del

arreglo a consecuencia del acoplamiento bilateral.

Por simplicidad, supongamos que la amplitud de la sefial inyectada es igual a la fuerza de

acoplamiento, p = €.

Las diferencias de fase entre osciladores adyacentes se definen como

0 = Pj41 — @

Fmd, W=, (3.10)

20



De esta definicion, también se tiene

9}—1 = qu - ¢j—1

Sustituyendo en (3.8), se obtienen

¢1 = Wy — wp; + k[sin6; + sin(p; — ¢y)]
(ﬁj = Wj — Wipj + k[sin 0, — si119j_1]

¢;N = Wy — Wiyj + k[— Sil’leN_l + Sin(le - ¢N)]

Se busca la solucién en estado estable en la que

(5;':0

Sustituyendo (3.12) en (3.11), quedan

Winj = Wy + k[sinf; +sin(yP; — ¢p4)]
Winj = Wj + k[sin@; = sinéij_l]

Winj = wy +k[—sinOy_y +sin(y — Pu)]

Un gradiente de fase constante entre los osciladores dado por

es una solucion valida a (3.8).

j=2,.
j=1
=2
j=N.
Jj=1,
j=1
J=2,.
j=N.
=1

N
LN—-1

(3.11)
. (3.12)
SN

(3.13)
e N =, (3.14)
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Sustituyendo (3.14) en (3.13),

Winj = w1 +k[sinf + sin(y); — ¢4)] j=1
wmj:a.lj J’:2,...,N_1
Winj = wy + k[—sin@ + sin(yPy — py)] j=N. (3.15)

Asumiendo que todas las frecuencias de carrera libre son iguales a la frecuencia de la sefal
inyectada:

Winj = Wj J =N (3.16)

Entonces, de acuerdo a (3.15), se deben tener

0=¢1—U (3.17)

0=vYy—dx. (3.18)

Si se establece la fase de una de las sefiales inyectadas como referencia, i; = 0, entonces se
tienen

0=¢,1-0 = $1=10

O=¢,—p1=¢, -0 = ¢, =26
0=¢s—¢,=¢3—20 = ¢3 =30
0=¢dy —Py-1 =Py —(N—1)0 = ¢y = N6
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Asi que, de forma general,

¢, =jo Fimd, (3.19)

Sustituyendo este resultado en (3.18),

8 =1y —N6b.
Resolviendo, se obtiene finalmente
Yy =(N+1)8 (3.20)
o}
Yy
= 3.21
] g (3.21)

Esto implica que la diferencia de fase entre las sefiales inyectadas se divide uniformemente a lo
largo de arreglo. Para sefiales senoidales, la diferencia mas grande, no ambigua, entre las dos
sefiales es 7, con lo que se obtiene un desfasamiento entre elementosde 8 = /(N + 1).

A este resultado se le debe probar estabilidad [7]. Un andlisis de este tipo se presenta mas
adelante en esta tesis. Para el caso del método de Stephan, lleva a la restriccion

(3.22)

|
oS
A
i)
[A
(NN

Justo como en los sistemas simples de encadenamiento por inyeccidn, el desfasamiento maximo
entre elementos adyacentes es +1 /2.

Stephan reportd un sistema de cuatro osciladores utilizando la configuracion de la figura 3.5 [14].
Las mediciones de las fases de salida correspondientes a cada valor de la diferencia de fase entre
las sefiales inyectadas (yy — ;) mostraron una buena correspondencia a la teoria aqui descrita.
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Las frecuencias de carrera libre de los osciladores, y de la sefial inyectada, quedan como

Wj = Wiy = 20f = 21f;,; = 3.1416 X 10'° [rad/s] F ey

J

De acuerdo a la ecuacién (3.20), se definié la fase de la sefial inyectada al oscilador N-ésimo 1y,
dado que ), = 0, como

Yy = —150°.

En la figura 3.6, se muestran las fases de los cuatro osciladores, calculadas con este juego de
valores. En la grafica se observa claramente que se establece una progresion de fase constante,
uniforme de un oscilador al otro.

En la figura 3.7, se trazaron las graficas de las primeras derivadas de las fases de los cuatro
osciladores. Con esto se comprueba lo que se asume con la condicién (3.12) y por lo tanto, se
valida de otra forma el resto del procedimiento.

Finalmente, las fases calculadas pueden introducirse en sefiales senoidales si se trazan las gréaficas
de las funciones

x;(t) = sin(w;t + ¢;) .

En la figura 3.8, se muestran tales resultados.
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El método de exploracion de haz de encadenamiento por inyeccion entre osciladores de Stephan
sirvio como punto de partida para los métodos de exploracion de haz que se presentaran en el
siguiente capitulo. El primero de estos métodos fue desarrollado por York, quien se dio cuenta de
la fuerte dependencia de la distribucidn de fases con respecto a las frecuencias de carrera libre de
los osciladores presente en (3.8) y la explotdé para lograr la progresion de fase entre los
osciladores; utilizando solamente las propiedades intrinsecas del arreglo, se elimind la necesidad
de inyectar sefiales externas. El resto de los métodos que se analizaran partieron de ideas
similares pero eligieron controlar un parametro de las redes de acoplamiento en vez de controlar
las frecuencias de carrera libre que son un parametro de los osciladores. A continuacion, se
analizaran las condiciones necesarias para lograr la exploracidon de haz con cada una de estas

topologias.
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Las ecuaciones dindmicas de este modelo tienen una relevancia fisica muy importante. Lo que
motiva la eleccidn de estas ecuaciones para el analisis aqui presentado es que éstas aparecen en
un sinnumero de diferentes sistemas fisicos. Tales ecuaciones han aparecido en modelos de
arreglos de laseres de estado sdlido [21][22], arreglos de osciladores electrénicos tales como
diodos Gunn [23][24], MESFETs [11][16][23]-[28] e IMPATTs [13] asi como en arreglos de
osciladores de Van der Pol [29]. En todos estos estudios, la suposicion de amplitudes de oscilacion
idénticas conduce a la dinamica de fases que se especifica en (4.1). Por lo tanto, el analisis aqui
presentado debe ser aplicable a todos estos sistemas.

Vale la pena describir algunas caracteristicas destacadas del modelo de fase generalizado. En (4.1)
hay tres tipos de parametros presentes, a saber, las frecuencias de carrera libre de los osciladores,
las magnitudes o fuerzas de acoplamiento y las fases de acoplamiento. Dado que el objetivo es
manipular la distribucion de fases del arreglo de osciladores para el propdésito de la exploracion de
haz, cualquier conjunto de parametros (o combinacién de estos) se puede utilizar para realizar
este control. El esquema de York hacia uso de la sintonizacion de los osciladores. Hwang y Myung,
por su parte, eligieron manipular las fases de acoplamiento al igual que Heath. En lo que a (4.1) se
refiere, no existe justificacion alguna, a priori, para elegir algun tipo de parametro sobre otro; se
deben hacer consideraciones de facilidad de uso e implementaciéon, por ejemplo.
Independientemente de la eleccidn del tipo de parametros elegidos como controles, el objetivo
principal se mantiene: ajustar los valores de los parametros inteligentemente con el fin de afectar
la dinamica del arreglo de modo que se llegue a la distribucion de fases deseada. Aun asi,
podemos hacer una distincidon entre el uso de la sintonizacién del osciladores y el uso de las
magnitudes y fases de acoplamiento: el ajuste de la sintonizacion de los osciladores significa
realizar el control a través de una propiedad intrinseca de los osciladores mientras que el
manipular las magnitudes y/o las fases de acoplamiento representa realizar el control a través de
las interacciones entre los osciladores.

De aqui en adelante, el sistema bajo consideracion es el modelo de fase generalizado para un
arreglo unidimensional de osciladores no lineales con interacciones entre elementos adyacentes,
con posibilidad de poseer magnitud y fase de acoplamiento distintas a lo largo del arreglo:

$1= wy + kg sin(ps — Py + Pa1) F =4
(ﬁj 23 (.Uj + kj+1,j Sm(¢j+1 — ¢J + ‘:Dj+1,j) + k'—l,j sin(qu_l = ¢J + q)j—l,j) j =+ 2, ,N -1

Py = wy + ky- wnSin(@y_y — Py + Py_q x) J=Ns (4.2)
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De nuevo, las diferencias de fase entre osciladores estan dadas por

6 = bis1— b, j=1,.,N—1. (4.3)

De esta misma definicion, también se tienen

9}-_1 = ¢} == ¢j—1 } = 2,...,N .

Sustituyendo en (4.2), quedan

qf;l = W + kz}]_ Siﬂ(@l -+ q)z,l) }' =1
¢.j = (.r..lj + kj+1,j sm(@I + (Dj+1,j) — k'—l,j Si.l'l(@'_]_ — q)j—l,j) j = 2, — N—1
by = oy — ky_yysin(Oy_, — Py_y x) J =N (4.4)

Las soluciones deseadas, no-lineales al arreglo de osciladores acoplados para el propésito de la
exploracion de haz son estados de fases sincronizadas o fases encadenadas, por lo que los
osciladores comparten una misma frecuencia de sincronizacion w. De esta forma, se deben

cumplir

w=w;+ky, sin(@l + ¢2,1) j=1

w = (J'JJ + kj'l‘l,j Sin(BJ + (Dj‘l'l,j) = k‘—l,j Sin(Bj_l = cl)j—l,j) } = 2, e ,N —1

w=wy — kN—l,N Sil’l(eN_]_ - CDN_]_‘N) j =N. {45}

En este momento, los parametros ajustables que pueden ser utilizados para satisfacer estas
ecuaciones y por lo tanto garantizar la existencia de la solucion deseada para la exploracion de haz
son las frecuencias de carrera libre, las magnitudes de acoplamiento o las fases de acoplamiento.
El enfoque de los métodos que se analizaran es utilizar las frecuencias de carrera libre o las fases
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de acoplamiento y no las magnitudes de acoplamiento, asi que se puede introducir la condicién de
magnitudes de acoplamiento idénticas:

ki1, =kj_1;=k. (4.6)

Esta ultima condicion, da finalmente

w=wq+ ksin(81 + CD2,1) j=1
W = (.UJ + k[siﬂ(@J + cl)j"’l,j) - Sin(e'_l - q)j—l,j)] }' = 2, ...,N —1
w = Wy — k Sin(QN_l == CDN—I,N) )" =N. (4'7}

En las secciones siguientes, se obtendran las soluciones particulares de cada método utilizando las
ecuaciones (4.7).

4.b. Método de Desintonizacion de York

En el método de York, la distribucidon de fases que se esta buscando se logra manipulando las
frecuencias de carrera libre de los osciladores. Para la exploracion de haz, requerimos una
progresion de fase constante espacialmente uniforme dada por

0, =0 j=1,.,N-1. (4.8)

Para este método se introduce la condicion de fases de acoplamiento iguales a cero:

‘:Di}j =0 i (49}

para cualquier par de valores i, j de las ecuaciones (4.7).
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Sustituyendo (4.8) y (4.9) en (4.7), se obtienen

@ = w4, + ksinf j=1
W = w; j=2,.,N—-1
@w = wy —ksinf j=N. (4.10)

De la primera y de la ultima ecuacion de (4.10), se pueden despejar

ing — W — Wy
sinfl = P
(4.11)
Wy —
ing —
sin 7
Los numeradores del lado derecho de las igualdades representan una cantidad Aw, esto es
Aw
sinf = — (4.12)
k
o}
Aw = ksinf, (4.13)
que de regreso en (4.11), resulta en
w =w—Aw,
(4.14)

wy =w+ Aw .
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Sustituyendo esta condicion en (4.7), se obtienen

W= wy+ ksin(@l + CDZ}l) j=1
w = wo + k[sin(6; + @4, ;) —sin(6;_; — ®;_; ;)] =2V —1
w=wy—ksin(Oy_; — Py_1y) j=N. (4.16)

En los tres métodos que siguen, contando a éste, son las fases de acoplamiento y no las
frecuencias de los osciladores las que se utilizan para generar y manipular los estados de gradiente
de fase uniforme.

Notese que en (4.16) se mantiene la posibilidad de que no todas las diferencias de fase entre
osciladores sean iguales (6, # 6).

Si se sustituye el siguiente juego de fases de acoplamiento en (4.16), asumiendo reciprocidad

©y =Py =D,
(4.17)
Py-1n = Pyn-1 =P,

junto con

para el resto de valores i, j de las ecuaciones (4.16), se podran obtener las soluciones deseadas.
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Expandiendo un poco las ecuaciones (4.16),

W= wy+ ksin(@l + CDZ}l) j=1

w = wy + k[sin(6, + @3,) —sin(6; — @, ,)] J=2

w = wy + k[sin(6; + @4, ;) —sin(6;_; — @;_4 ;)] j=3.,N-2
w = wy + k[sin(Oy_; + Py y_1) —sin(Oy_, — Py_sny-1)] j=N-1
w=w,—k sin(BN_l - CDN_LN) j=N.

Utilizando las fases de acoplamiento definidas en (4.17) y (4.18), quedan

W = wq + ksin(6; + @)

w = wy + k[sinf, — sin(6, — @)]
W = wy + k[sin@j — sin(é‘j_l)]

W = Wy + k[sin(@N_l == CD) = Si.n@N_z]

w = wy — ksin(fy_; + @)

Y finalmente,

0= 81 + @

Oy-2 =Oy_3 = 2@
em_l —® = BN—Z = 2@

OZBN_l‘l‘(D

j=it
Ea-
T8 —2
=N-1
j=N.

6, = —@
6, = —2@
6, = —2@
Oy_y = —2@
Oy = —@
Oy_y = —D.
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gue aunque mas compleja en el sentido de que involucra manipular activamente el total de las
2(N — 1) fases de acoplamiento para la exploracién de haz, serda demostrado que este método
maximiza el rango de valores obtenibles del gradiente de fase [18].

Regresando a las ecuaciones (4.23) y definiendo de la misma forma las dos fases de acoplamiento
de (4.24), el resto de las fases de acoplamiento deben satisfacer ya sea (4.27) ¢ (4.28).

Mientras que en la distribucion de fases del método anterior se utilizaba (4.28) con m = 0, en su
lugar puede utilizarse (4.27), con m = 0y las fases de acoplamiento:

@jy1; =0,

(4.30)
(Dj—l,j = 8 r

para j =1, ..,N, con lo cual se siguen satisfaciendo las ecuaciones (4.25). En la figura 4.6(b) se
puede apreciar graficamente que este conjunto de fases de acoplamiento representa un arreglo
formado completamente por redes de acoplamiento no-reciprocas. A pesar de que este método
requiere ajustar todas las redes de acoplamiento, su principio basico es relativamente simple:
esencialmente, una red bidireccional que utiliza dos valores de fases de acoplamiento, por lo que
su implementacion podria resultar no mas compleja que el método anterior.

El hecho de que este método hace posible alcanzar un amplio rango de exploracién no se puede
establecer simplemente por la relacion entre el gradiente de fase deseado y los valores de las
fases de acoplamiento de las expresiones (4.30). Al igual que con los demas métodos basados en la
dinamica de osciladores acoplados, el rango de valores posibles del angulo de exploracion esta
limitado por el rango de soluciones estables. El analisis lineal de estabilidad de las soluciones
generadas por esta técnica de acoplamiento completamente no-reciproco sera presentado en el
siguiente capitulo. En este analisis, serd demostrado que este método de orientaciéon de haz
maximiza el rango de exploracion alcanzable.

Es importante mencionar que la fase de acoplamiento, como se define en [18], es una funcién de
las cantidades relativas de acoplamiento a través de la variable dinamica y su derivada en el
tiempo; si, por ejemplo, la variable dinamica fuera un voltaje, entonces la fase de acoplamiento
dependeria de las magnitudes relativas de las interacciones de voltaje y corriente entre los
elementos del arreglo. De esta forma, se podria pensar en cambiar la fase de acoplamiento por
medio de ajustar esta proporcidn (quizas mediante amplificadores de voltaje y de corriente por
separado), en lugar de utilizar otro método como el alterar la longitud de la linea entre los
elementos. Esto es especialmente significativo si es que se han de elegir las fases de acoplamiento
como parametro de control. El propdsito de explotar las propiedades de sincronizacidon de los
arreglos de osciladores acoplados es el proporcionar un método alternativo de exploracién de haz
sin necesidad de desplazadores de fase. El escoger a las fases de acoplamiento como parametro de
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control pareceria implicar la necesidad de desplazadores de fase en las lineas de acoplamiento,
anulando por completo el propésito de utilizar osciladores acoplados. En efecto, Hwang y Myung
utilizaron lineas de longitud variable (en esencia, desplazadores de fase mecanicos) para alterar las
fases de acoplamiento [17]; a pesar de que se requerian dos en vez de N desplazadores de fase,
este no era un método que eliminara los desplazadores de fase como lo hacia el método de York
que utilizaba la desintonizacion de las frecuencias de los osciladores como parametro de control.
Sin embargo, la definicion que Heath utiliza en [18], proporciona una posible solucién a este
dilema al revelar la dependencia que guarda la fase de acoplamiento con respecto al tipo de
interacciones (por ejemplo, a través de voltaje y corriente) entre los elementos del arreglo, en
principio, permitiendo ajustar las fases de acoplamiento sin recurrir a desplazadores de fase
necesariamente.

4.f. Simulaciones Numéricas

Para comprobar los resultados tedricos, las ecuaciones del modelo de fase generalizado (4.1) se
simularon numéricamente utilizando el solucionador de ecuaciones diferenciales ordinarias ode45
de MATLAB para cada uno de los cuatro métodos de exploracion de haz presentados en este
capitulo. Para resolver el sistema de ecuaciones, se introducen los pardmetros necesarios de (4.1),
ajustando los parametros de control de acuerdo al analisis de cada método con el fin de lograr el
gradiente de fase deseado. A continuacion se presenta una simulacién representativa
correspondiente al método de desintonizacion de York.

Se introdujeron los siguientes parametros:

e Numero de osciladores N = 4.
e Gradiente de fase deseado 8 = —30 [°].

* Magnitudes de acoplamiento k;,,; =k

j-1j =k =3x% 107 [rad/s] y k;; = 0 [rad/s]

para cualquier otro par de valores I, j.
* Fases de acoplamiento @; ; = 0 para cualquier par de valores i, ], de acuerdo a (4.9).

e Frecuencia de sincronizacion deseada f = 5 [GHz].

A partir de estos parametros, las frecuencias de carrera libre de los elementos interiores, de
acuerdo a (4.10), se introducen como

w.

j = = 2nf = 3.1416 x 10'° [rad/s] iy T | B
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La cantidad de desintonizacion para los elementos de los extremos, de acuerdo a (4.13), queda

Aw = ksin@ = —1.5 x 10° [rad/s] .

Por lo que, las dos frecuencias de carrera libre de los osciladores de los extremos se ajustan, de
acuerdo a (4.14), a

w; = w—Aw = 3.2916 X 10%° [rad/s],

wy =+ Aw = 29916 x 10° [rad/s].

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen las fases de los osciladores ¢; para j = 1, ... N.
Las graficas correspondientes se muestran en la figura 4.7.

Los resultados se pueden interpretar mas claramente si se utilizan las fases obtenidas en sefiales
senoidales:

x;(t) =sing; .

En la figura 4.8 se muestran las graficas correspondientes a estas funciones. De esta forma, se
puede observar mas claramente que existe una progresidn de fase constante entre los osciladores.

También, se puede comprobar que los osciladores se sincronizan a una misma frecuencia w si se
trazan las graficas de ¢; para j = 1, ..., N. En la figura 4.9 se muestran estos resultados.

En el estado estable, cuando los osciladores se sincronizan a una misma frecuencia w, las fases de
los osciladores se pueden escribir como

¢ = wt+a; JF=2;,N.
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Figura 4.7. Fases de los osciladores para un arreglo de cuatro elementos obtenidas
mediante el método de desintonizacion de York. (a) Al inicio de la simulaciény (b) en
el estado estable.
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xj(t) = sing;

xj(t) = sin¢;

13
t [s]
(b)

Figura 4.8. Funciones senoidales calculadas con las fases de los osciladores de un

arreglo de cuatro elementos obtenidas mediante el método de York. (a) Al inicio de la
simulacién y (b) en el estado estable.
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Si se hace

las frecuencias de los osciladores de los extremos quedan

w; = —Aw = 1.5 X 10? [rad/s],

wy = Aw = —1.5 X 10° [rad/s],

y por lo tanto, los osciladores se sincronizan a una frecuencia igual a cero y se podra observar
solamente el desfasamiento @; de cada uno de los osciladores. En la figura 4.10 se muestran estos
resultados.

En la figura 4.10, se observa claramente que la diferencia de fase entre osciladores adyacentes es
igual a —30°, es decir el valor deseado.

La distribucion de fases de los osciladores en el estado estable que se obtuvo en estas
simulaciones se utilizo también para calcular el factor del arreglo y asi obtener la forma del patrén
de radiacion. Para hacer esto graficamente mas interesante, se modificéd el nimero de osciladores
a N = 25, manteniendo los demas parametros de la simulacién anterior. En la figura 4.11 se
muestra el desfasamiento de los osciladores y en la figura 4.12 se muestra el factor de arreglo
resultante para un espaciamiento de media longitud de onda entre elementos.

Para las simulaciones numéricas del método de control por fases de acoplamiento de Hwang y
Myung se eligieron los siguientes parametros:

e Numero de osciladores N = 4.
e Gradiente de fase deseado (elementos interiores) 8 = —30 [°].

* Magnitudes de acoplamiento kj.,; =kj_1; =k =3 X 10° [rad/s] y k; ; = 0 [rad/s]

Lj
para cualquier otro par de valores i,j.

e Frecuencia de sincronizacion deseada f = 5 [GHz].

51









De acuerdo a (4.15), se introducen frecuencias de carrera libre idénticas para todos los
osciladores:

w; = wy = w = 2nf = 3.1416 X 10" [rad/s] j=1,..,N.

Para las fases de acoplamiento, de acuerdo a (4.19), se tiene

Porlo que, utilizando las ecuaciones (4.17) y (4.18), se definen

@2,1 = (Dl}z = (D = _150,

@y_yy = Pyy-1 = —P=15°,

junto con ®; ; = 0 para el resto de valores i, J.

Al igual gue en las simulaciones del método anterior, se trazaron las graficas de: las fases de los
osciladores directamente, las fases de los osciladores utilizando funciones senoidales, las primeras
derivadas para comprobar la frecuencia de sincronizacion y los desfasamientos de los osciladores.
Los resultados se muestran en las figuras 4.13, 4.14, 4.15 y 4.16, respectivamente.

En esta simulacion es evidente la restriccion mas importante de este método, que tiene que ver
con el nimero de osciladores. Si se desean obtener resultados similares a los de las simulaciones
de los demas métodos, se necesitan dos osciladores adicionales. Las figura 4.17 muestra el
desfasamiento de los osciladores para un arreglo con N = 6, con el resto de los parametros
anteriores.

En este resultado se puede observar mas claramente que los dos osciladores de los extremos no
podran contribuir al patron de radiacion ya que sus fases relativas son distintas a las de los demas
elementos, como se demostrd en las ecuaciones (4.19).

Finalmente, se simuld un arreglo con N = 27 y se calculd el factor del arreglo. El desfasamiento de
los osciladores se muestra en la figura 4.18 mientras que el factor del arreglo se muestra en la
figura 4.19 y resulta igual al de la figura 4.12, ya que se tiene la misma distribucién de fase en los
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veinticinco elementos interiores y se utilizaron también espaciamientos de media longitud de
onda.

Para las simulaciones de los dos métodos de exploracion de haz de Heath, se fijaron los siguientes
parametros:

e Numero de osciladores N = 4.

e Gradiente de fase deseado (elementos interiores) 8 = —30°.

¢ Magnitudes de acoplamiento kjyqj =kj—1j =k =3X 10° [rad/s] y ki; = 0 [rad/s]
para cualquier otro par de valores I, j.

e Frecuencia de sincronizacion deseada f = 5 [GHz].

De acuerdo a (4.22), se introducen frecuencias de carrera libre idénticas para todos los
osciladores:

wj = wp = w = 21f = 3.1416 X 10'° [rad/s] j=1,..,N.

Para el método de control por fases de acoplamiento parcialmente no-reciproco, de acuerdo a
(4.24), se definen las siguientes dos fases de acoplamiento:

@, =—0 = 30°,

CDN—I,N =6 =-30° B

El resto de las fases de acoplamiento son iguales a cero de acuerdo a (4.29).

Las graficas resultantes de esta simulacion son las mismas que las de la simulacion del método de
desintonizacion de York. Aparentemente, la diferencia estd solamente en la relacion entre el
parametro de control y el gradiente de fase. Otras diferencias no son evidentes a simple vista para
este caso en particular.
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Figura 4.13. Fases de los osciladores para un arreglo de cuatro elementos obtenidas
mediante el método de Hwang y Myung. (a) Al inicio de la simulacién y (b) en el
estado estable.
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sing;

x; (t)

sin ¢;

xj(t)

13
t [s]
(b)

Figura 4.14. Funciones senoidales calculadas con las fases de los osciladores de un

arreglo de cuatro elementos obtenidas mediante el método de Hwang y Myung. (a)
Alinicio de la simulacién y (b) en el estado estable.
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Utilizando la identidad trigonométrica para el seno de la suma de dos dngulos
sin(x + y) =sinxcosy + cosxsiny,
se obtienen

by +1y = w, + k[sin(61 + @, ) cos(n; — 1) i—1
+ cos(8; + @, ) sin(n, — )]

¢; +1ij = w; + k[sin(6; + @}, ;) cos(nj41 —1;)
+ COS(Bj + d)j""l,j') SiIl(T]j.,_l = q!)

: j=2,....N—1
— sin(6;—, — ®j_y ;) cos(n; —nj-1)
— cos(6)—; — ®j—y ;) sin(1; —1;-1)]
éfv +iljy = wy — k[5i11(9~—1 - (DN—I,N) cos(ny — Ny-1) j=N.
+ cos(By—y — Py—1x) sin(y — Ny-1)]
Dado que las perturbaciones son cantidades pequefias y
cosx =~ 1,
sinx =~ x,
para x pequefia, se obtienen
(,5; +1; =w, + ,k[sin(t‘i‘1 + (Dz,1) + cos(6‘1 - CDz_l) (e —m )] j=1

qu +1; =w; + k[sin(ﬂj + (Dj-_,_l'j) + cos(ﬂj + (D}-_,_l_j) (q).-_,.l - r}}-)
—sin(6;_; — ®;_; ;) F=Zoanall =1
— c08(8j—1 — ®;_q ;) (n; —7j-1)]

by + iy = oy — k[sin(Oy_; — Py_1 ) j=N (5.4)
+ cos(BN_l == (PN_LN) (my — ’?N—l)]
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Pero como

$1 = w, +ksin(8; + @,,) Jj=1

(ﬁ; = wj + k[sm(f?} + (pj-l-l.f) = Si-n(ej—l - (D}—ij)] J=2..,N—-1

(ﬁ&r = Wy — kSiIl(GN_l - (pN—l,N) j = N, (5.5)
quedan

1y = k[cos(6; + ®,,) (n; —ny)] J=1

1jj = k[cos(8; + @41 ;) (41 — 1) —cos(6j-1 — ®j—y;) (0 — Mj=1)] j=2,..N—1

iy = —k[cos(By—1 — Py_1x) (v — Nn-1)] Jj=N. (5.6)

O simplemente,

nj = k[cos(6) + ®j41) (nj41 — 1) — cos(8j-1 = ®j=;) (nj = nj-1)] (5:7)

con las condiciones

Mo =M1
(5.8)
NN+t — NN -
Agrupando,
;= k[cos(ﬂf- + @4y )1+ — cos(6; + ®j4y,) 1 —cos(B;_y —@;_y ;) n; (5.9)

+ cos(@--l — (Dj—l_,j) Uj—l]
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y de forma simplificada,

nj=anjw+bnj+cni_y, (5.10)

en donde

a=k cos(@; + CDJ-_,_IJ-)

b=—(a+rc)
c=k cos(@-_l — CDJ-_IJ) ; (5.11)
O de forma matricial,
ni=1n;, (5.12)

en donde J es una matriz tri-diagonal dada por

b a 0 0 0 0
c b a 0 0 O
|10 ¢ b a 0 O
7=lp. 0 ¢ B 0 (5.13)
0O 0 0 -~ a
0 0 0 0 ¢ b NxN

Las pequefias perturbaciones sobre las soluciones deseadas para los diferentes métodos de
exploracion de haz del capitulo IV evolucionan de acuerdo al sistema de ecuaciones acopladas
lineales de (5.10).

Matematicamente, los exponentes de Lyapunov son los valores propios de la matriz de estabilidad
definida por (5.10); cualitativamente, estos valores describen el ritmo exponencial de crecimiento
o decrecimiento de los diferentes modos de (5.10). En general, para que una solucion en particular
sea estable, la parte real de los valores propios de la matriz de estabilidad asociada deben ser
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Introduciendo las fases de acoplamiento (4.30), quedan

Ny = klnz —ml ji=A
1 :k[mﬂ—zﬂj +7?j—1] ji=2,..,N
v = k[=ny +1n-1] j=N. (5.15)

Las ecuaciones (5.15) forman la matriz de estabilidad lineal asociada a las soluciones de gradiente
de fase espacialmente uniforme de este método de exploracién de haz.

Primeramente, sera demostrado que al menos uno de los valores propios es igual a cero, como es
de esperarse para Orbitas periddicas. Considérense perturbaciones iguales sobre la fase de cada
oscilador:

;=] j=1,..,N. (5.16)

De acuerdo al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (5.15), la derivada con respecto al
tiempo de este tipo de perturbacidn en particular estd dada por

=0 FE iy s (5.17)

Esto significa que una perturbacion tal ni crece ni disminuye en el tiempo. Por otra parte, la
perturbacion (5.16) es un vector propio de la matriz de estabilidad con valor propio igual a cero.
Por lo tanto, cualquier perturbacion a lo largo de la drbita es neutralmente estable, significando un
traslado en el tiempo. Lo que resta es considerar perturbaciones fuera de la drbita periddica.

Hace falta determinar los j =1,..,N —1 valores propios restantes. Para esto es necesario
considerar ecuaciones de cambio para las diferencias

Ui = Nj+1 —Nj J = N=—15 (5.18)
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Las ecuaciones (5.15) se pueden reescribir de forma simplificada de la siguiente manera:

nj = kM1 — 20; +1;-4] L= Tasally (5.19)

introduciendo las condiciones

Mo = M1,
(5.20)
N+ = M -
Para evaluar las diferencias u; , se necesita tam bién la ecuacion
Nj+1 = k[’?j+2 —2Nj41 + ??j] ‘ (5.21)

Sustituyendo (5.19) y (5.21) en (5.18), se obtienen

U = ka2 = 20541 + 1 = Njar + 20 —70j-1].

Reordenando,

U = k[Mjs2 —Njs1 — 20j41 + 20+ 10 — 4]

Agrupando,

W =kMjs2 = Nje1 — 2041 — 1) +0; —Nj-4].
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Reduciendo términos de acuerdo a (5.18) y a

Wiys =Njv2 — Nj+1,

Uj—q =75 — Nj-1.,

queda finalmente

U = k[wjey — 2u; +uj_ | =% N—1,

Sustituyendo las condiciones (5.20) en (5.18), quedan

Estas ecuaciones de cambio se diagonalizan por medio de la siguiente transformacion:

N-1 ’
. (T
4= ) Avsin(7).
n=1

Notese que (5.24) satisface las condiciones (5.23).

Sustituyendo (5.24) en (5.22), se obtiene

Z A, sin (Hnj)

n=1 n=1

(5.22)

(5.23)

(5.24)

Z A, sin (nn(} A 1)) =2 Z A, sm( ) Z A, mn(mO — 1))]
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Stison() -

n=1

Stasan( ) S an(®) S p ()]

n=1

Utilizando la identidad trigonométrica para el seno de la suma de dos angulos
sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny,
queda

N-1 .
2, Ansin(7)
n Sin N

n=1

=k

N-1

_/mnj mn mnjy\ _ (N _/mnj
Z A, {sm (T) cos (F) + cos (T) sin (F) — 2sin (T)

n=1

+ sin (%) cos (%) —cos (%) sin (T\r_n)}

Reduciendo terminos,

Z A, sin (H }) k

n=1

S (2] o () 2502

n=1

Reordenando y agrupando,

Z An sm( ) Z Ay 2k cos ) } 51n(n;J) ; (5.25)

69



Aplicando

2N mj
; sin (T) (5.26)

a ambos lados de (5.25), intercambiando el orden de las sumas y utilizando la siguiente propiedad
de ortogonalidad:

2

=

(TN (T
sin (T) sin (T) =N ins (5.27)

—.
I
oy

queda

N-1 N-1 _—
Z A.n N‘Sn,m = Z An 2k {COS (F) - 1} N‘Sn;m '

n=1 n=1

en donde 6,,,, denota la delta de Kronecker, que se define como

5. = 1 n=m
nm 0 n+m
y para la cual se tiene
M
2 6?1,?]’1 a?l = a’m
n=1
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Porlo que queda
A = Ay, 2k{cos (%) -1}, (5.28)
de donde se observa que los N — 1 exponentes de Lyapunov son
A = —2k{1 - cos (%)} m=1,.,N—1.  (5.29)

Inspeccionando este resultado, como |cos(mm/N)| < 1, todos y cada uno de los N — 1 valores
propios son negativos y por lo tanto la solucién correspondiente a la exploracidon de haz es estable.

Uno de los exponentes de Lyapunov es igual a cero como se esperaba, correspondiendo a
perturbar la fase de cada oscilador en la misma cantidad (equivalente a un traslado en el tiempo);
el resto de los exponentes son estrictamente negativos sin importar el valor del gradiente de fase.
Esto significa que, como se vera en las siguientes secciones, a diferencia de los otros métodos de
exploracion de haz, todos los valores de gradiente de fase son linealmente estables para este
esquema. En términos de angulos de exploracion alcanzables, este método de exploracion de haz
es tedricamente capaz de cubrir el hemisferio completo para elementos con espaciamiento de
media longitud de onda, eliminando la necesidad de duplicadores de frecuencia que los otros
métodos requeririan para alcanzar el mismo nivel de cobertura [10][31]. Ademas, haciendo una
comparacion entre las ecuaciones (5.29) y (5.38), las propiedades de estabilidad de este método
de exploracién de haz completamente no-reciproco son superiores a las de las otras técnicas en
gue las magnitudes de los valores propios no disminuyen en funcién del angulo de exploracion.
Consecuentemente, se puede esperar que este método exhiba un funcionamiento mas robusto en
presencia de ruido y variaciones en la amplitud de los osciladores.

También es evidente que los exponentes de Lyapunov diferentes de cero son funciones del
nuimero de elementos del arreglo, entre mas grande sea el nimero de elementos, mas cercanos a
cero se volveran (en magnitud) los valores propios mas pequefios. Consecuentemente, las
perturbaciones tomaran mas tiempo en desaparecer en arreglos grandes y es posible que se
presente un limite practico en cuanto al nimero de elementos del arreglo debido al
debilitamiento de la estabilidad en funcién de N y por la presencia de ruido y desajustes en los
parametros de los osciladores. Sin embargo, independientemente del tamafio del arreglo, la
solucion de exploracion de haz deseada seguira siendo, en principio, linealmente estable, una
propiedad que también poseen los demas métodos de exploracion.
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Para los indices j = 2, ..., N — 2, se puede seguir el mismo procedimiento que en la seccién 5.a,

para obtener

;= kcos [ujyy — 2uj + uj_y | j=2,..,N—2.

Los indices j = 1yj = N — 1 necesitan de un desarrollo diferente. Para j = 1, se tiene

Uy =Nz — M.

Sustituyendo con las ecuaciones (5.33),

iy = kcosf[n; —2n, +1n,]1 —k[n, —ny —cosBn, +cosbn,].

Reordenando,

wy =kcost [z —mz —mz+ 0y +m1 =m0l —klnz—ml.

Simplificando las diferencias,

1y =kcosO [u, —uy +uy]l —ku, .

Completando la ecuacidon para obtener una forma similar a la de (5.34),

1y, =kcosf [u, —uy +ugl —kuy +kcosf [uy —uy].

(5.34)
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Reordenando,

1y = kcosf [u, —2uy +ug]l —ku, +kcosbu, .

Agrupando,

U, = kcosO [uy — 2u; +ug] + kfcos@ — 1Ju, .

Paraj = N — 1, se tiene

Uy-1 =TIy —IN-1 -

Sustituyendo con las ecuaciones (5.33),

Uy—1 = k[—Ny +y-1 —cosOny +cosO ny41] —kcosb [Ny — 2ny—1 + 2] .

Reordenando,

Uy—1 = k[-ny +y-1] —kcosO [Ny — Ny—1 — Qn-1 + Tv—2 + Ixy — Nn+1] .

Simplificando las diferencias,

Uy = —kuy_1 —kcosl [uy_q —uy—s —uy].
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Reordenando y completando la ecuacion para obtener una forma similar a la de (5.34),

Uy_q = kcosO [uy —uy_qy +uy_s] —kuy_y+ kcosf [uy_; —uy_,].

Agrupando,

Uy_q = kcosB [uy — 2uy_q +uUy—2] + k[cos8 — 1]uy_1 .

Finalmente, se puede escribir (5.34) y las dos ecuaciones anteriores en una sola ecuacion como

U; =k cos O [uj4q — 2u; +uj_q ]| + (8,1 + 8 y—1 )k[cos® — 1]y, , (5.35)

para j = 1,..,N —1, con las condiciones (5.23) y en donde &, ,, corresponde a la delta de

Kronecker, dada por

En lugar de obtener expresiones analiticas exactas para los exponentes de Lyapunov, se obtendran
el valor maximo y el valor minimo entre los cuales estaran acotados los valores propios
desconocidos utilizando los valores propios de las dos “partes” de (5.35) por separado. El
establecimiento de estos limites esta basado en el siguiente teorema de Weyl [32]:

Sean Ay B dos matrices Hermitianas, ordénense, en forma creciente, los valores propios de 4, B,
y A+ B, denotados como 4,,(A), 4,,(B) y 4,,(A+ B), respectivamente. Para cada indice
m=1,..,N—1,setiene

Am (A) + AI(B) = Arrl(A + B) = Am (A) + AN—l(B) g
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Sustituyendo las fases de acoplamiento (4.17) y (4.18),

11 = klcos(6; + @) (12 —14)]

1, = klcos 8, (13 — 1) —cos(6; — @) (n; —n4)]

11 = k[cos 6; (141 —1;) —cos by (n; —1-1)]

tin-1 = klcos(Oy—1 — @) (y — 1n-1) — cos Oy—2 (Nn-1 — Nn-2)]

iy = —k[cos(Oy-1 + @) )y — Ny-1)]

Utilizando (4.19),

1 = klnz —ml

iz = k[cos 8 (13 — 1) — cos(—2@) (nz — m)]

= k[cos 0 (mﬂ = 7?;‘) —cos@ (r}j — r}j_l)]

tin-1 = klcos(—=2®) (ny —1y-1) — c0s6 (y-1 — Ny-2)]

iy =k[-ny +1y-1]

Utilizando (4.19) una vez mas,

= k[N —m]

iy = klcos 6 (3 —n;) — cosb (n; —11)]

N = k[c056 (7?;‘+1 —Th‘) —cos@ (r;j = r;j_l)]

tin-1 = klcos@ (ny —nn-1) — cos 6 (y-1 — Nn-2)]

Ny = k[-ny +1y-1]

j=1

j=2

JF =B =2
j=N-1
j=N.

j=1

j=2

J=3ee, N =2
J=N=A1
j=N.

j=1

j=2
j=3.,N-2
j=N-1
j=N.
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probados experimentalmente por sus autores; sin embargo, estos arreglos practicos presentaban
problemas y discrepancias con respecto a lo que predicen sus modelos matematicos debido a las
simplificaciones que se hicieron. Uno de los pasos siguientes a este trabajo de tesis que se
propone es el de demostrar los métodos del capitulo IV en una simulacién de un circuito real y a
partir de estas pruebas, explorar la posibilidad de incluir algunas de las caracteristicas que se han
despreciado y asi obtener resultados mas rigurosos. El circuito se podria caracterizar para realizar
una comparacion con la teoria obtenida en este trabajo introduciendo los datos de la
caracterizacion en las simulaciones que se realizaron en MATLAB.

El analisis de estabilidad del capitulo V sirvié para encontrar la distincion mas importante de un
método a otro: el rango de angulos de exploracion posibles de la antena. Este analisis se realizé
por medio de encontrar o acotar los exponentes de Lyapunov, segtn fue el caso, para cada uno de
los métodos del capitulo IV partiendo del modelo de fase generalizado y obteniendo expresiones
particulares a cada topologia.

Lo mas destacado de este andlisis de estabilidad fue que se comprobd que con el método de
control por fases de acoplamiento de un arreglo completamente no-reciproco de Heath es posible
obtener angulos de exploracion que cubren el hemisferio completo (angulos de +90° con
respecto a la normal) para un espaciamiento de 4/2, mientras que para todos los demas métodos,
el rango de exploracion tedrico es de +30° con respecto a la normal con ese mismo espaciamiento
entre elementos. Ademas, en lo que se refiere al método completamente no-reciproco de Heath
en particular, las magnitudes de los valores propios no disminuyen en funcion del gradiente de
fase. Consecuentemente, se podria esperar un funcionamiento mas robusto en presencia de ruido
y variaciones en la amplitud de los osciladores. La superioridad de este método sobre los demas
sugiere que una investigacion sobre la implementacion de la red de acoplamiento no-reciproca
dentro de un arreglo de este tipo es necesaria para trabajos posteriores a esta tesis.

Los problemas que se han encontrado al tratar de implementar arreglos de osciladores acoplados
para aplicaciones de exploracion de haz impiden que se resuelvan necesidades reales y en algunos
casos, desmotivan a la comunidad cientifica. Lo que es un hecho es que la dinamica de los
osciladores con la que se logra la sincronizacion estd ahi, lo que hace falta es tener un
entendimiento completo de ésta. De encontrarse soluciones o de mejorar el desempefio del
arreglo, estos métodos de exploracion de haz serian una alternativa compacta y de bajo costo a los
arreglos que utilizan desplazadores de fase, el elemento mas voluminoso y costoso de los arreglos
de fase y que ademas presenta pérdidas considerables en aplicaciones de microondas.
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