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Resumen

En esta tesis, a través de simulaciones de Monte Carlo se obtiene el diagrama
de fase del modelo A¢* no-conmutativo en dos dimensiones. En particular,
se considera el caso en que las coordenadas x,, p = 1,2, se sustituyen por
operadores hermitianos #, que satisfacen el conmutador

[Z,,2,] = 1O

para una matriz © antisimétrica, real y constante de 2 x 2. En el diagrama, se
distinguen una fase de desorden y un régimen ordenado. El régimen ordenado
tiene la particularidad de que, a su vez, se divide en dos fases, una de orden
uniforme y otra con orden en bandas.

Para obtener el diagrama de fase y otros resultados, se utiliza un mapeo
de la teoria a un modelo matricial. Las simulaciones coinciden con estudios
anteriores en la aparicion de una fase de bandas en el modelo; es decir, en el
rompimiento espontaneo de la simetria de traslacion.

En este estudio numérico se responde a la cuestién controversial sobre si la
fase de bandas es sélo un artefacto de mantener el volumen finito y trabajar
en el espacio discretizado. La otra posibilidad, en aparente contradiccion con
el Teorema de Mermin-Wagner, es que la fase de bandas se mantiene cuando
se realiza la extrapolacion a los limites del continuo y del volumen infinito
simultaneamente (Limite de Escalamiento Doble o LED), conservando con-
stante el parametro de no-conmutatividad de los operadores de coordenadas.
En particular, haciendo uso de la forma de la funcién de correlacion, se in-

troduce un exponente critico que confirma que la fase de bandas sobrevive
en el LED.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

La motivacion inicial para estudiar teorias cuanticas de campos en es-
pacios no-conmutativos era regularizar las divergencias ultravioletas [1]. Sin
embargo, se ha demostrado que parte de estas divergencias persisten y, de
hecho, exhiben una mezcla entre las escalas de alta energia (o ultravioleta,
UV) y de baja energia (o infrarroja, IR).

A pesar de esto, hay varias razones por las cuales resulta de interés con-
siderar un espacio no-conmutativo. Una de ellas es la creencia tradicional
que en las teorias cuanticas, si se intenta incluir a la gravedad, el espacio-
tiempo debe cambiar su naturaleza a escalas comparables con la longitud de

Planck [2],
[h
lp = C_§ ~ 1,6161 x 107> m. (1.1.1)

Se piensa que la gravedad cuantica tiene un principio de incertidumbre que
no permite medir la distancia euclidiana entre dos eventos con menor escala
que la longitud de Planck [3]. Si se mide la coordenada espacio-temporal x,,
con precision Az, se requiere agregar una energia proporcional a hc/Ax,,
al sistema, lo que a su vez implica la existencia de un campo gravitacional.
Entonces, entre mas pequena sea Az, el campo gravitacional generado por
la medicion serd mayor. Cuando el campo es lo suficientemente grande como
para evitar que la luz salga de la regién en consideracion, el evento serd in-



visible. Las condiciones propuestas para que el evento sea detectable son! [4]

AxzAy + AxAz + AyAz > l%
(Ax + Ay + A2)At > 13, (1.1.2)

de tal forma que la no-conmutatividad del espacio aparece de forma natural.

Una motivacién relacionada es que hay razones para suponer que cualquier
teorfa de gravedad cuéntica serfa no-local [5]. Por ejemplo, la teorfa de cuer-
das es no-local y tiene mas de un parametro que caracteriza esta no-localidad:
en general, esta controlada por la longitud de Planck y la longitud de cuerda,
ls (el tamano promedio de la cuerda) [6].

De la teoria de cuerdas surge un escenario concreto de la no-conmutativi-
dad del espacio-tiempo. Como las cuerdas tienen una longitud [, las rela-
ciones de incertidumbre de Heisenberg generalizadas se postulan como [6]

1,1
Az > = (-— + 2Ap). 1.1.3
> 5 (3, +1A) (1.1.3)
Al minimizar esta relacién con respecto a Ap, se obtiene un limite inferior
en la medicion de longitudes en el espacio-tiempo, Az, = Is.

La teoria de campos en espacios no-conmutativos también aparece, como
formalismo, en materia condensada. El ejemplo tipico es el problema de Lan-
dau. Por lo tanto, estas ideas son relevantes para el efecto Hall cudntico [7].

Para una particula no-relativista con carga eléctrica e, de masa m, movién-
dose en el plano ¥ = (z1,x2) en presencia de un campo magnético uniforme
perpendicular, de magnitud B, el lagrangiano es

ngﬁ—&ﬁ, (1.1.4)
con A, = —(B/2)exy, p,v = 1,2. Clasicamente, se define el momentum
conjugado

oL

T, = —— = mi, + (B/2)e€,,x,. (1.1.5)
0z,

La no-conmutatividad espacial se observa de la manera mas simple en
el limite de campo magnético B muy grande. donde el término cinético de
(1.1.4) es despreciable, por lo que

L ~ (B/2)e€,,x, 2, (1.1.6)

'En lo sucesivo, se consideran unidades naturales, h =1y c = 1.



= (B/2)e€, . (1.1.7)

Al cuantizar los operadores de momentum y de posicién (7, — 7, z, —

&,), como [Z,,T,] = id,,, se tiene que

(7] = 30(B/2)eeudy — (B/2)ecwivi, = (Be/2)ew|dn &), (1.1.8)

por lo tanto
o 2i
[T, 2] = ot (1.1.9)
En este mismo ejemplo, retomando la expresién (1.1.5) y cuantizando, se
tiene que los operadores de momentum 7, y 7, no conmutan,
B B iB

[T, 7] = Eeeyg[ig,ﬁu] + Eeew[ﬁy,ia] = ?e(ZeW) =iBee,,. (1.1.10)

En los 80’s, Connes [8], Woronowicz [9] y Drinfel’d [10] generalizaron
la nociéon de una estructura diferencial a grupos cuanticos y seudo-grupos
de matrices. Junto con la definicion de una integracion generalizada, esto
condujo a una descripcién algebraica del espacio-tiempo, que permite definir
teorias de Yang-Mills en espacios no-conmutativos, para teorias de norma
U(N) [11]. Dentro de la teoria de norma U(1), a través del Twisted Eguchi-
Kawai Model, se han llevado a cabo estudios numéricos en 2d y 4d con dos
dimensiones no-conmutativas [12, 13].

1.2. No-conmutatividad del espacio-tiempo

El espacio-tiempo se hace no-conmutativo (NC) sustituyendo las coorde-
nadas x, por operadores hermitianos Z,, con conmutador

(&0, 8] = 10O, (1.2.1)

©,, es una matriz real, antisimétrica, que se supondrd constante, en el
espacio-tiempo euclidiano d-dimensional. En lo sucesivo, se considerara sola-
mente el caso d = 2. Entonces, explicitamente,

0-9 (_01 (1)) (1.2.2)

6



siendo # el pardametro de no-conmutatividad, con dimensiones de longitud
al cuadrado. En el caso abordado en este trabajo, las componentes del mo-
mentum, k,, siguen siendo conmutativas. El factor imaginario i estd presente
en la relacién (1.2.1) porque en el conmutador de operadores hermitianos es
anti-hermitiano. Como los operadores de coordenadas no conmutan, se sigue
que

1

De acuerdo con esta relacién, la nocién de puntos en el espacio-tiempo no-
conmutativo pierde sentido. Un punto es sustituido por una celda de Planck
del orden de la longitud de Planck al cuadrado (este fenémeno es el llamado
smearing de las coordenadas espacio-temporales). El “smearing” de las co-
ordenadas espacio-temporales encaja adecuadamente en las ideas detras de
las relaciones de incertidumbre y el concepto de longitud minima en teoria
de cuerdas. Esta correspondencia ha servido para proponer que la geometria
no-conmutativa es un marco de trabajo natural para investigar aspectos no-
perturbativos de la teoria de cuerdas.

La ec. (1.2.3) permite identificar al pardmetro de no-conmutatividad 6
con la longitud de Planck (1.1.1),

0] o< I3, (1.2.4)

o con el campo magnético en el problema de Landau,

1
6] o< . (1.2.5)

Al restringir el espectro de &, a los eigenvalores na (n € Z) en la recta en
la direccién fi, con espaciamiento a, hay una correspondencia con el operador

identidad 5
exp(i=,) = 1. (1.2.6)
a

Ademaés, como las componentes del momentum, %, son periédicas en la zona
de Brillouin, k € (—7/a,7/a)?,

2

exp (i [k + ;M) = exp(ik,,). (1.2.7)

Al multiplicar ambos lados de la ultima expresién por exp(—ik,&,) por



la derecha, usando la ecuacién de Baker-Campbell-Hausdorff?,
GXHY (X ¥ X

y siendo consistentes con la ec. (1.2.7), se llega a

2mi i .
exp(% Auéup) exp (@uvkvgéup> =1 (1.2.8)
Por lo tanto p
—k, € 1.2.9
2a 12 S ) ( )

con la implicacion de que cualquier reticula no-conmutativa es automatica-
mente periddica, digamos sobre un volumen N x N. Entonces, aparecen las
componentes discretizadas del momentum k,, = j—]@nﬂ, donde n, € Z. El
pardmetro de no-conmutatividad (1.2.2) ahora se identifica como

=12 (1.2.10)
T
En la ec. (1.2.10) es evidente que los limites continuo, a — 0, y termodindmi-
co, N — 00, estan entrelazados al requerir # = cte., que es muestra de la
mezcla UV/IR. Tomar los dos limites simultdneamente, manteniendo € con-
stante es llamado el Limite de Escalamiento Doble, LED (o DSL, por sus
siglas en inglés, Double Scaling Limit).

La mezcla UV/IR se puede entender en términos de las relaciones de in-
certidumbre inducidas en las coordenadas: si se mide una coordenada espacio-
temporal con alta precisién, entonces las incertidumbres de las direcciones
restantes se extienden por el smearing en las celdas del espacio-tiempo.

’La féormula presentada es una simplificacién valida en tanto que, en este caso, se
cumple que [X,[X,Y]]=0y [Y,[Y,X]] =0.



1.3. Modelo \¢* no-conmutativo y el
Teorema de Mermin-Wagner

En este proyecto se considerard el modelo A¢* en un plano NC, formu-
lado en términos de matrices hermitianas. El caso 3d, en un plano NC mas
un tiempo euclidiano conmutativo, del modelo se ha estudiado con anterior-
idad [14,15], dando como resultado un diagrama de fase divido en secciones
de desorden, orden uniforme y orden en bandas. Esta ultima fase es una
particularidad del espacio NC para este modelo, que implica el rompimiento
espontaneo de la simetria de Poincaré. Para d = 2, la fase de bandas en una
reticula ha sido reportada con anterioridad en algunos trabajos [14-16]. Sin
embargo, la cuestion sobre si la fase de bandas sobrevive en el limite continuo
del caso 2d es adn controversial en la literatura.

Segun el Teorema de Mermin-Wagner, simetrias continuas globales no se
pueden romper espontaneamente en 1+ 1 dimensiones [17,18]. Esto implica
que las fluctuaciones de largo alcance aparecen a un bajo costo energético vy,
como aumentan la entropia, son favorecidas, destruyendo posibles configura-
ciones ordenadas macroscépicamente [19]. Si se considera el campo escalar
libre ¢, de masa m, en dos dimensiones euclidianas, el propagador, G(x),
satisface

(V2 +m?G(z) = 6(x). (1.3.1)

En el limite m — 0, G(z) es una solucién de la ecuacién de Laplace para una
fuente puntual,

V2G(z) = §(z). (1.3.2)
Entonces, al resolver la ecuacién anterior en d = 2 se tiene que
Gr) = 5-In(r), r=1a] (133)
r)=—In(r), r=|z| 3.
27 ’

Por lo tanto, G(r) diverge logaritmicamente en los limites r — 0 y r — oo.
Es decir, en dichos limites las fluctuaciones del campo no oscilan alrededor
de un promedio y se rompe el orden macroscépico.

Por otra parte, si se considera el campo angular 6(z) y ¢ = \/ﬁeie(:”), la
funcién de correlacién es [20)]

_ [ DOeP500(x)0(0) 1 |7]

000N = T pgommsa = 525" 0

(1.3.4)



donde S[f] es la accién euclidiana asociada a la configuraciéon 6(x), 5 es el
inverso de la temperatura del sistema estadistico y a es el espaciamiento
entre los espines. Entonces, la ec. (1.3.4) implica que, suficientemente lejos
del origen, 6(x) mod (27) tomard valores aleatorios, por lo que el promedio
de ) sera cero. Por lo tanto, en un sistema 2d,

() = 0. (1.3.5)

Las expresiones (1.3.3) y (1.3.5) son dos formas de observar el Teorema
de Mermin-Wagner. Sin embargo, la dificultad en la aplicacion del teorema
en el modelo A\¢* NC es que las suposiciones en la demostracién formal del
teorema [21,22] incluyen localidad, que no aplica en el caso a desarrollar.

Algunos autores [23], usando la aproximacién de Hartree-Fock, concluyen
que, en el espacio NC 4d, cuando el pardmetro de no-conmutatividad 6 es
pequeno hay una transiciéon de fase tipo Ising que conduce a una fase or-
denada uniforme. Mientras que para 6 lo suficientemente grande, hay una
transicién a una fase ordenada en la que la invarianza de traslacién se rompe
espontdneamente (fase de bandas). Sin embargo, al estudiar el caso 2d afir-
man que no puede haber orden de largo alcance; es decir, la fase de bandas
es inestable debido a fluctuaciones IR. De hecho, segin su sustentacién, los
argumentos del Teorema de Mermin-Wagner son més fuertes que en otros
casos y no hay una fase de bandas.

Otros autores [24], empleando técnicas de grupo de renormalizacién al
estudiar el modelo A\¢* NC, afirman que no hay bandas en 4d, pero si en
4 — e dimensiones. De acuerdo con su trabajo, en d = 4 — ¢, existe un punto
de Lifshitz en el sistema; es decir un punto tri-critico del diagrama de fase,
donde el coeficiente del término de segundo orden de la accién se desvanece,
y el de cuarto orden es positivo para mantener la estabilidad del sistema.
Esto indica la presencia de dos fases ordenadas: uniforme, cuando 6 < 6., y
de bandas, cuando 6 > 6., con 6. = 12/,/e. De acuerdo con estos autores,
la existencia de la fase de bandas se debe a fluctuaciones fuertes con no-
conmutatividad grande; es decir, fluctuaciones cuanticas fuertes violan la
fase ordenada y el sistema entra en una fase de bandas con longitud de onda
finita para estabilizarse.

Un tercer grupo, mediante el formalismo de la accién efectiva, coincide
en la prediccién de la aparicién de bandas en d = 4 [25], indicando que es
una transicién de fase de primer orden. Para el plano bidimensional, indi-
can que para un campo escalar, sin considerar un lagrangiano efectivo, sus

10



resultados en una reticula confirman que la invarianza traslacional se rompe
espontaneamente debido a la dindmica no-conmutativa del modelo [26].

Este proyecto pretende responder a la pregunta sobre si la fase de bandas
sobrevive al LED en el caso de un plano NC, mediante un estudio numéri-
co. El estudio emplea simulaciones de Monte Carlo de las formulaciones de
modelos matriciales, usando el algoritmo de Metrépolis.

Inicialmente, se presentara la estructura de fase del sistema regularizado
hasta matrices de tamano considerable. Para esto, se introduce una escala
dimensional referida al valor esperado del ancho de una banda cerca de la
transicién entre las fases desordenada y de bandas. Esta longitud fisica se
puede convertir en la diferencia entre el parametro de masa al cuadrado
usado con su valor critico.

La meta final es la extrapolacion al LED, que lleva a un plano continuo
de extensién infinita, manteniendo constante el pardametro de no-conmuta-
tividad. La cuestién a considerar es si la fase de bandas persiste en este limite;
es decir, si permanece siempre o si s6lo ocurre en el modelo en la reticula
como consecuencia de mantener el volumen finito y el modelo discretizado.

11



Capitulo 2

Formalismo de Weyl y
producto estrella

2.1. Formalismo de Weyl

Hermann Weyl introdujo una prescripcion para asociar un operador cuanti-
co a una funcién de variables en el espacio fase [27]. Esta técnica provee una
manera sistematica para describir espacios no-conmutativos y para el estudio
de teorias de campo ahi definidas.

Se considera el dlgebra de funciones en un espacio euclidiano d-dimensio-
nal, R%. Ademsés, se supone que todos los campos definidos en R son funciones
de Schwartz que decrecen rapidamente en el infinito,

sup(1 4 |a|?)Frattna|gm .. SO f(2)]? < o0 (2.1.1)

para cualquier conjunto de enteros k,n, € Z, y con 0, = 0/0x,,.
La condicién de tener funciones de Schwartz también implica que cualquier
funcién f(x) se puede representar mediante su transformada de Fourier,

f(k) = /ddx e kT f (). (2.1.2)

Se define el espacio no-conmutativo sustituyendo las variables x,, por op-
eradores hermitianos Z,, que satisfacen la relacién (1.2.1). Los operadores 2,
generan un algebra no-conmutativa. La discretizacién de Weyl da una corres-
pondencia uno-a-uno entre el algebra de campos en R? y estos operadores.

12



Dada la funcién f(z) y sus coeficientes de Fourier, se define el operador de
Weyl de f por

WIf] = / (gﬁlgd f(k)etkudn, (2.1.3)

El operador W[ f] es hermitiano si f toma valores reales.
Usando la transformada de Fourier (2.1.2), el operador de Weyl se puede
escribir en términos de un mapeo A entre campos y operadores,

WIf] = /dd:cf(a:)A(a:), (2.1.4)

con

Ak .
A(r) = / 2ny elhutn g —ikuty (2.1.5)

El operador (2.1.5) es hermitiano, AT(z) = A(xz), y describe una base
mixta para campos y operadores en el espacio-tiempo. El campo f(z) se
puede interpretar como la representacion en el espacio de coordenadas del
operador W[f].

En este espacio, se introducen derivadas de operadores a través del oper-
ador anti-hermitiano @, definido mediante las relaciones de conmutacion

~

[a;m :i‘u] = 5uua [é;m éu] = 0. (216)

A partir de estas definiciones se sigue que

R d ) R k2 . ik3 .
0] = [ et (0] — 210,82 - S0, 52 +

4+ et (lk“)n[é i»"]_|_)

vy yzi

LI 25 ik, .

(i6)" s
(=) +)
= —0,A(x). (2.1.7)

Usando esta propiedad al integrar por partes (2.1.4), se demuestra que
B, W] = /dd:c O f () A(x) = WIDLS] (2.18)

13



Los operadores de traslacion se pueden representar por operadores uni-
tarios "% v € R?, con

e A(z)e O = Az + v). (2.1.9)

La propiedad (2.1.9) implica que cualquier traza ciclica, Tr, definida en el
algebra de los operadores de Weyl, tiene la caracteristica de que Tr A(z) es
independiente de z € R%.

Si se elige la normalizacion Tr A(z) = 1, la ec. (2.1.4) implica que la traza
esta dada por una integracién en el espacio-tiempo:

W = /ddxf(a:). (2.1.10)

En este sentido, la operacién Tr es equivalente a integrar sobre las coorde-
nadas z,.

Si al calcular el producto de los operadores A(z)A(y), se usa la férmula
de Baker-Campbell-Hausdorff,

elk#xuelk Ty 67( i/2)Ou kuk, vel i(k+k") 2y

)

dy.  gd
):// Ak d°FK A k+E) w2y =i (kK ) 20
(2 (2 ’
d?k ddk NP ;o "y
A(x)Ay) = // 1(l€+k)uxue—(l/Q)G,Wkﬂkl,e—lk,,m,,—1kﬂyu

d d 1./
_ // d k d k /ddz ei(k—l—k/)ﬂzuA(Z)e_(i/Q)e;wkuk:/

x e thvky 1’“’ (2.1.11)

y se usa

se sigue que

Si © es una matriz invertible (lo que requiere que la dimensién d sea par), al
realizar las integrales sobre k y k' se obtiene [2§]

Az)Aly) = e (O)] det T / d?z A(z)e 2O D @=2uly=2)r. (2.1.12)

Usando la normalizacion de la traza y la antisimetria de ©, se concluye que
los operadores A(x) para x € R? forman un conjunto ortonormal,

Tr (A(z)A(y)) = 6%z — y). (2.1.13)
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Este tltimo resultado implica que la inversa de la transformacién f(z) —

~

WIS es A
f(z) =Tr (W[f]A(x)). (2.1.14)

2.2. Producto estrella de Groenewold-Moyal

Considérese el producto de dos operadores de Weyl W[f(y)] y Wlg(2)].
Usando el mapeo inverso (2.1.14) es posible obtener la representaciéon en
coordenadas de dicho producto,

h(x) = T (WFIWIgA @), (22.1)

En términos del operador (2.1.5) y usando la ec. (2.1.12), el producto de los
operadores de Weyl es

Wl = / / dyd' ()9(2) Aw)A()

- Wd‘det e ] [ [ et e aw)

% —21 ;w (y— u)u(z u)” (222)

Multiplicando ambos lados de la igualdad por A(z) y tomando la traza:

hz) = Tr(W[
= f(w)eXp(ié‘M@W?y)g(x) = (@) * g(x). (2:23)

donde se usé la relacion (2.1.13). Este es el llamado producto estrella de
Groenewold-Moyal. Usando este producto, se llega a

WIfIWlg] = W[f * g, (2.2.4)

es decir, el producto de dos operadores de Weyl es igual al operador de Weyl
del producto estrella de las funciones en el espacio de coordenadas.

El producto estrella es asociativo, pero no es conmutativo. Debido a la
ciclicidad de la traza (2.1.10), la integral

TrW[AIWIf] - WIfa]) = / Az fi(z) * fo(x) - % fulz)  (2.2.5)
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es invariante bajo permutaciones ciclicas de las funciones f,(z). En particu-
lar, como O es antisimétrico:

[atas@ ate) = [aes@en(;5,0,7.)ow
— / dz f(x) {1 + nil % (i)n(g,@,w?y)"] g(z)
_ / @'z f(2)g(x). (2.2.6)

[\]

Usando la definicién (2.2.3), el conmutador-estrella de dos funciones se
puede representar como

/@), g(a)}s = £(x) % o) — gl)  f(x) = 20 (x) sin (5 9,0, . ) g )
(2.2.7)
mientras que el anticonmutador-estrella es
F() > 9(a) + gla) x f(2) = 2 (x) cos(5 9,0, T )ola).  (228)

El conmutador-estrella de la funcién f(x) con las coordenadas z,, es 1til para
generar derivadas,

(B S @) = 25 f(2) — f(2) %2, = 10,40, f(x).  (22.9)

Ademas, con la definicién (2.2.7), es posible reescribir la relacién de con-
mutacion (1.2.1) en términos de las coordenadas espacio-temporales:

[Ty, ) = ) % Ty — Ty x T, =10, (2.2.10)

Por lo tanto, el espacio-tiempo no-conmutativo se puede trabajar me-
diante el uso de productos ordinarios en el algebra no-conmutativa de op-
eradores de Weyl, o a través de la deformacién del producto ordinario del
algebra conmutativa de funciones en R? al producto estrella no-conmutativo.
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donde G(z) es un campo matricial estrella-unitario,
G(x) % G(x)' = G(z)" « G(z) = 1y. (2.3.8)

Es importante notar que las expresiones en la teoria de norma no-conmuta-
tiva incluyen el dlgebra del grupo de Lie correspondiente. Por la propiedad

(g h)t =hl gl (2.3.9)

el producto estrella de dos campos matriciales unitarios, g y h, siempre es
unitario, y el grupo U(N) es cerrado bajo el producto estrella. Sin embargo,
el grupo especial unitario, SU(N), no da ningun grupo de norma en el espacio
no-conmutativo euclidiano pues, en general,

det(g x h) # det(g) x det(h). (2.3.10)

Para construir observables invariantes de norma-estrella, considérese un
contorno suave arbitrariamente orientado, C,,, en el espacio-tiempo que conec-
ta a los puntos x y x+v. La holonomia del campo de norma sobre el contorno
es descrita por el transportador paralelo no-conmutativo

U(z: C,) = P exp, (i /C Ao+ g)), (2.3.11)

P indica el orden de la trayectoria y £ parametriza al contorno. El subindice
* en la ec. (2.3.11) establece que en la expansién de la exponencial se debe
usar el producto estrella (2.2.3).

El transportador paralelo (2.3.11) es un campo matricial estrella-unitario
de N x N y transforma bajo la ec. (2.3.7) como

U(z; C,) = G(x) xU(x; Cy) x Gl (z +v). (2.3.12)

En la teoria de campos en espacios NC, las traslaciones espaciales se
pueden hacer mediante el producto estrella de ondas planas,

G(x +v) =™ x G(x) ke *™ con k, = (07"),0,. (2.3.13)

La propiedad (2.3.13) se puede demostrar usando la transformada de Fouri-
er para ondas planas arbitrarias e?+** y la ecuacién de Baker-Campbell-
Hausdorff,

eik#m# *eipyzvy *efika:va — eik#m# *efika:va *eipyzvyeip#GMng — eip#(:v#Jr@m,kl,)_

(2.3.14)
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Con la definicién (2.3.11) y la ec. (2.3.13), se asocia un observable norma-
estrella invariante con una curva arbitraria C,, como

o, = /ddxtrN U(x); C,) % elFnn, (2.3.15)

La invarianza sigue de la ec. (2.3.13) y la ciclicidad de la traza sobre el
producto estrella.
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Capitulo 3

Modelo \¢* NC

3.1. Accién escalar del modelo \¢* NC

En el modelo A\¢* conmutativo; es decir, en un espacio conmutativo, la
accion euclidiana es

2

101 = [ ' (0000 + He@ + 36w ). BL

donde ¢ es un campo escalar real y d la dimension espacio-temporal.

Para pasar a una teoria no-conmutativa, se puede usar la discretizacion
de Weyl, a través de los operadores de Weyl ¢, o se puede usar el producto
estrella (2.2.3). En términos de los operadores de Weyl, ¢, correspondientes
al campo ¢(x), la accién es

~ 1.4 » m? ., A
S[p) = Tr ( [0, ¢)* + —¢° + ~¢* ). (3.1.2)
2 2 4
Aplicando la transformacién inversa (2.1.14) a la accién (3.1.2) y con ayuda

de la ec. (2.2.4), la representacién en el espacio de coordenadas de la accién
es

g 11 m? 5 A
Slo] = [ e | 30,010,000 + "6t + Jo(0) » o10) # o(0) ¢<(:;>J )

Por la propiedad (2.2.6), los términos cinético y de masa, en (3.1.3) no con-
tienen el producto estrella. Como consecuencia de esa misma propiedad, las
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2.3. Teoria de norma-estrella

Nota: a partir de este punto, se adoptara la notacién f = W[f]

Para definir una teoria de Yang-Mills en un plano NC se debe generalizar
el mapeo (2.1.5) al dlgebra de matrices N x N. Sea A,(z) un campo her-
mitiano de norma en R?, que pertenece al dlgebra de U(N). Se introduce el
operador de Weyl de A, al tomar la traza del producto tensorial de A(z) y
el campo de norma

A, = / A%z A(x) @ Au(z), A, €{dlgebra de U(N)}. (2.3.1)

Usando la propiedad (2.1.8), se define una versiéon NC de la accién de Yang-
Mills

SIA) =~ Trten ([0 A — [0, A,] — 1[4, A]), (2.3.2)

4¢2
donde try es la traza matricial ordinaria. Esta accion es invariante bajo
transformaciones de la forma

A, — GA,GT—iG[9,,q], (2.3.3)
siendo G un elemento unitario arbitrario,
GG =GTG =1 1y. (2.3.4)

El simbolo 1 es la identidad del dlgebra de Weyl, mientras que Iy es una
matriz unitaria de N x N.

Al usar el mapeo inverso (2.1.14), para pasar de operadores de Weyl al
espacio de coordenadas, la accién de Yang-Mills se lee como

S[A] = i A%z try (F (1) % F (). (2.3.5)
El tensor no-conmutativo de esfuerzo es
Fule) = 9,A4,(x) = 0,A,(2) = i[A, (@), A (). (2.36)

La invarianza bajo transformaciones unitarias en el espacio de operadores
se traduce en invarianza de la accién bajo transformaciones de norma-estrella,
dadas por

Au(z) = G(x) % A, () % G(z)! —iG(2) % 9,G(z)T, (2.3.7)
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teorias de campo no-conmutativa y conmutativa son idénticas para campos
libres. La diferencia entre las versiones ordinaria y NC de la teoria viene del
término de interaccién, que se puede escribir como [14, 28]

~

T(dh) = / 0 §(z) * $(z) * S(z) * H(z)

4 dy. 4
_ H/%cb(ka)(w)dgd(Z ka)V(kl,kQ,kg,k4), (3.1.4)

donde
V (i, ko, ks, kg) = [ [ e 0/2kerke (3.1.5)
a<b
y
ko A Ky = kapO kv, = —ky A ka. (3.1.6)

Como el vértice de interaccion (3.1.5) contiene un factor de fase depen-
diente del momentum, la acciéon es no-local. Cuando 6 = 0, se recupera la
teoria de campo ordinaria, de aqui se podria pensar que la no-localidad es
despeciable para energias de escala mucho menor que 1/ V0, en unidades
naturales. Esto no es asi. De hecho, los efectos de la no-localidad se pueden
observar directamente de la representacion de “kernel” integral de Fourier
del producto de dos campos, f y g. Si los campos estdn definidos en una re-
gién de tamano § < V0, el producto estrella f g es no-cero para una regién
de tamano /4. Por ejemplo, si f(z) = g(z) = §(z) y teniendo en cuenta el
desarrollo para llegar a (2.2.3),

1

5d($) * 5d($) = m;

(3.1.7)

es decir, el producto estrella de dos fuentes puntuales se hace infinitamente
no-local, aunque, al menos, esta definido. Ademads, en este ejemplo, la regu-
larizacién UV NC funciona adecuadamente.

3.2. El toro no-conmutativo
En esta seccién se sustituird el espacio euclidiando R? por el toro d-

dimensional T?, donde el dlgebra define funciones automéaticamente periédi-
cas. Sea Y,, la matriz de periodo, d x d, del toro. Las matrices X, definen
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periodos de las direcciones, a, de T¢,
Ty =Ty + S, a=1,...,d (3.2.1)

Como las funciones deben ser inyectivas en el toro, los momentos k se dis-
cretizan segun
k,=2m(X ) paMa, a€Z. (3.2.2)

Entonces, para describir la deformacién del algebra es necesario restringirse
a la sub-dlgebra del espacio R? NC generada por la base de operadores
unitarios de Weyl,

Zy = M Duadu, (3.2.3)

A partir de la ec. (3.2.3), se sigue que
€—2méa5 ZBZO[ _ e—27riéa5 eQm((y1)Uﬁiy+(zﬂ)ﬂaiﬂ)

) ETOME N _ 2 7 (3.24)

con )
Ous = 271100, ()5 (3.2.5)

Las relaciones de conmutacién (3.2.4) definen el algebra de funciones del toro
NC.

Cualquier funcién f(x) en T? se puede representar por su transformda de
Fourier,

— Z fm€27ri(2*1)#amam#. (326)

mezd
El algebra de Weyl correspondiente es generada por los operadores (3.2.3) y
la discretizacion de Weyl es ahora

f= / dz f(z)A(z), (3.2.7)

donde se integra sobre T¢ y

|det Z H H —ﬂimaéa5m56—27ri(2’1),w¢maxﬂ (328)

mezZd a=1 a<f

Ax) =

es un operador periédico,

Az +X00) =A), a=1,...,d, (3.2.9)



siendo /i el vector unitario en la direccion pu.

En forma andloga a R?, en T¢ se pueden introducir operadores anti-
hermitianos de derivada, 3, que se definen por su efecto sobre la base de
Weyl (3.2.3),

0, Zo) = 27i(27Y) 4o Zar- (3.2.10)
La accién de este operador de derivada aplicado a la base mixta (3.2.8) tiene
la propiedad de que

~

[0, A(2)] = —0,A(x). (3.2.11)

3.3. Formulacién en el espacio discretizado

Supoéngase una reticula con puntos x,, restringidos a los valores discretos
x, € aZ, donde a es el espaciamiento de la reticula. En este espacio, las
componentes del momentum £k, se identifican bajo

2
k, — k,+ —Fé,w,
a

v=1,....d, (3.3.1)

para cada direccién v. Nuevamente, la no-conmutatividad aparece al sustituir
las coordenadas x, por operadores hermitianos Z,, que satisfacen el conmu-
tador (1.2.1). El momentum se discretiza como

k,=2m(X Y, m,, m,€Z, (3.3.2)
que surge de la condicion

Ok, =2an, nel. (3.3.3)

Los periodos X, son multiplos enteros del espaciamiento a. La periodi-
cidad (3.3.1) se puede representar a través de los enteros m, como

1
My — My + =X (3.3.4)
a

De la ec. (3.3.3) se observa que el limite continuo, a — 0, no conmuta con
el limite conmutativo, § — 0. Si primero se toma el limite a — 0, se obtiene
nuevamente en el espacio infinito R%. Al tomar primero el limite § — 0, el
espacio-tiempo se convierte en un solo punto.
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En el espacio discretizado, las coordenadas x, estan restringidas a una
red periddica

Ty = T, + % (3.3.5)

e
en cada calor posible de v. Por lo tanto, la regularizacion en la reticula obliga
a tener un espacio-tiempo compacto (ver Seccién 1.2).

A causa de la discretizacion del momentum, es necesario emplear los
operadores de coordenadas (3.2.3), que generan el dlgebra de funciones (3.2.4)
en el toro NC. Como ahora se trata de una versién disretizada de T¢, en lugar
del operador de derivada definido en la ec. (3.2.10), se usa el operador shift,
lA)M, dado, en un espacio continuo, por

D, = e (3.3.6)

En el espacio discreto, este operador realiza traslaciones en unidades del
espaciamiento a de la reticula

D, Z,Df, = ¥ e g, (3.3.7)

Con ayuda del operador (3.2.8), el mapeo entre el campo f(x) y su oper-
ador de Weyl, f, es

F=Y f@A) (3.3.8)

f(x) =Tr (fA(2)), (3.3.9)

donde x es un punto en la reticula. La operacién Tr estda dada de forma tinica
por
Tr f = Zf(:c), con TrA(z) =1 Vr € (aZ)™. (3.3.10)

La versién discretizada del producto estrella (2.2.3) se encuentra al aplicar
el mapeo inverso (3.3.9) al producto de los operadores de Weyl f y g,

A~

f(x) % g(x) == Tr (fgA(z)) = m > e HO e f (g 4 y)g( + 2).

(3.3.11)
Una vez més, hay dos descripciones del espacio-tiempo NC, se pueden usar
operadores de Weyl o funciones en (aZ)? con un producto deformado.
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Figura 3.1: Contribuciones planar (izquierda) y no-planar (derecha), a un lazo,
de la funcién de dos puntos (3.4.1). Por conservacién de momentum, el vértice
(3.1.5) es invariante dnicamente bajo permutaciones ciclicas de las componentes
de momentum k,, de ahi la diferencia entre los diagramas planar (las lineas del
diagrama de Feynman no se cruzan) y no-planar (hay un cruzamiento en las lineas
del diagrama).

3.4. Mezcla UV/IR

Considérese la renormalizacién de la masa en la teoria de campo A¢?.
Para esto, se evalta la funciéon de dos-puntos irreducible para una particula,

(p) = (d(p)d(—p))1pr = Z AT (). (3.4.1)

n=0

En el orden mds bajo, la funcién de dos-puntos es 11?0 (p) = p? + m?. La

contribucién a un lazo se divide en dos partes, un diagrama planar Hél), y

uno no-planar Hsllp) que conducen a las integrales de Feynman [29]

1 dk 1
nw = = / 4.2
P 3) (@2m) k2 +m?’ (3.4.2)
1 A%k ek
i) - = / . 4.
np (P) 6./ (2m)¢ k2 + m? (3.4.3)

Se espera que la contribucién no-planar sea, en general, convergente a altas
energias, debido a las oscilaciones répidas del factor de fase €*"?. Sin embar-
go, cuando p,0,, = 0, k Ap = 0, en ese caso, las divergencias UV de la parte
planar reaparecen a través de la relacion

1 1
1Y = 2118)(0). (3.4.4)

P
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Por lo tanto, el diagrama no-planar es singular para p,©,, pequeno y
el corte efectivo para una gréafica a un lazo en el espacio de momentum es

1/+/|p e pl, donde

pep=6°p’. (3.4.5)

Para momentum pequeno, el factor de fase NC es irrelevante y el diagrama
no-planar hereda las singularidades UV usuales, pero en forma de una di-
vergencia de larga distancia. Considerar el parametro de no-conmutatividad,
6, sustituye la divergencia estdndar UV con un comportamiento IR singu-
lar. Este comportamiento en las escalas UV e IR en teoria de campo NC es
la llamada mezcla UV/IR. La Figura 3.1 muestra graficamente la diferencia
entre los diagramas planar y no-planar.
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Capitulo 4

Formulacion matricial del
modelo \¢* NC

4.1. Representacion matricial de la accién
del modelo \¢* NC en d =2

Este proyecto emplea simulaciones de Monte Carlo para verificar la exis-
tencia de la fase de bandas en el modelo A\¢* en un plano NC y su extrapo-
laciéon al LED. En la seccion anterior, se present6 una formulacién discretiza-
da para realizar el estudio; sin embargo, la implementacién del producto
estrella hace impractica tal formulacion para los fines del estudio numeérico.
La manera de reducir esta complicacién es mapear el modelo discretizado en
uno matricial.

Considérese el campo escalar ¢, en una reticula de N x N sitios, el mapeo
a la forma matricial conduce a la accién [30]

) I on(n amr 2\ m2a A
S[(b]:Ntr[ﬁZ(FuqﬁFu—(b) + 5 &+ 0 (4.1.1)

p=1

donde gZ; es una matriz hermitiana N x N y fu, 1 =1,2, son los twist eaters,
que hacen las veces de la derivada en el término cinético de la ec. (4.1.1). El
término cuartico de la formulaciéon matricial de la accion es responsable del
gasto de tiempo dominante en las simulaciones.

La funcién de los twist eaters es la traslacion, en una unidad a, de la
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reticula. La condicién sobre estas matrices es que deben satisfacer el algebra
de 't Hooft-Weyl [28, 30, 31],

A A

r,r,=2,0T (4.1.2)

)
donde 2, = Z;, es el factor de torsién, cuya forma general es 215 = e2mk/N
k € Z. En el caso tratado, la forma particular del factor de torsién es [14,15]

N+1
lezexp(i ; 71'), (4.1.3)

por lo que N debe ser impar.

4.2. Construccion particular de los twist eaters

La siguiente construcién estd inspirada en las referencias [14, 15]. Para
esto es necesario regresar a la formulacién en la reticula, en el toro NC.

En el espacio 2d NC, se define la matriz de periodo como

2, = Nad (4.2.1)

na

donde a es el espaciamiento de la reticula y N el nimero de celdas en cada
direccién del plano. Como se trabaja en un toro NC y dada la eleccién de la
matriz de periodo (4.2.1), en lugar de los operadores 2, 1 = 1,2, se usan los
operadores de coordenadas (3.2.3) bajo la forma

~

Z

= e2midu/(aN), (4.2.2)

Estos operadores de coordenadas satisfacen la relacion de conmutacion

472

ZAMZ,/ = exXp (_NT(]/Q

i@W) ZVZM = exp <_N.6W) ZAVZAM, (4.2.3)
donde se hace uso del conmutador (1.2.1) y de que
Lo
O = ey = ;Na €pvs

segun la ec. (1.2.10).
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Para realizar las traslaciones, el operador (3.3.6) debe satisfacer la relacién
D,Z,D} = ™ /N 7, (4.2.4)
El siguiente paso para llegar a una formulacién matricial consiste en susti-

tuir los operadores Z,, y D,, por matrices N x N que cumplan las ecs. (4.2.3)
y (4.2.4). En dos dimensiones, esto se consigue al hacer

D, = T,, p=12,
2 = B2
Z, = [TWHI2 (4.2.5)
I, y [, son las matrices shift y clock, respectivamente, definidas como
o100 - -0
0 01
o= - .- . .. (4.2.6)
o 0
0 . 0 1
10 0 0
1 0 - 00
0 Zo -
A ..z oo
Le=1- - oz | (4.2.7)
-0
0 -0

Con estas definiciones, el operador A(z) se convierte en una matriz N x N
dada por
N
A(z) = Z Zm zme exp(—2mimyma/N) exp(—mim,z,/N).  (4.2.8)

mi,ma=1

Con esta forma de A, el mapeo entre el campo ¢(z) y la matriz N x N, <;A5 es
ahora

6 = %gjm)m)

A A

sx) = %tr@A(az)), (4.2.9)
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donde tr es la traza de las matrices N x N.

Haciendo uso de estos resultados, se pueden realizar de manera natural
las simulaciones de Monte Carlo. Sin embargo, no se debe perder de vista que
la forma de la accién (4.1.1) hace que las simulaciones requieran un tiempo
de cémputo elevado. En el Apéndice B se muestra una forma de calcular la
accion sin hacer explicitamente todas las multiplicaciones matriciales.

4.3. Construccion general de los twist eaters
Los twist eaters I',,, i = 1,2 satisfacen la relacién de conmutacién

[T, =T, T, (4.3.1)

La representacién de los twist eaters, con rango p, matriz de flujo Q) y di-
mensién par, d, se puede construir de la siguiente manera [28,30]:
La matriz de flujo ) se puede rotar para tomar la forma

0 —q - - - 0
¢ 0 —q .

o=l | 132
. . 0 —qu
0o - . g 0

Dados los d flujos independientes ¢; € Z, se introducen dos conjuntos de d
enteros co-primos

N
N, = —

7= MCD(N,q))

! q;

. pu— —_— 4. .
9 MCD(N, ;) (433)

donde MCD es el maximo comun divisor. Supéngase que existe un entero
Ny € Z que divide el rango del grupo de norma y el producto de d enteros
N; de (4.3.3),

d
N =N [ (4.3.4)

j=1
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La ec. (4.3.4) es una condicién necesaria y suficiente para la existencia de d
soluciones independientes I';.
Entonces, las matrices I'; se pueden definir como

Tyjq = Iy @ @1y, , @01y @1y, ® @ ly,® Ly,
sz = ]]-N1 K- ® :HNJ-_I ®P2Nj ® ]]‘Nj+1 & ]]-Nd ® ]]'NO'
(4.3.5)
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Capitulo 5

Resultados numéricos

5.1. Diagrama de fase del modelo \¢* NC
bidimensional

5.1.1. El parametro de orden

Para construir un diagrama de fase, es necesario contar con un parametro
capaz de mostrar transiciones de fase. El calor especifico, ({(S?) — (S)?)/N?,
normalmente adecuado para detectar transiciones de fase de segundo orden,
podria parecer un buen parametro de orden en este caso; sin embargo, esto
presenta dos problemas. Por una parte, la estadistica necesaria para observar
transiciones de fase de segundo orden es muy alta. Ademas, el parametro de
orden empleado debe permitir distinguir cuando se rompen dos simetrias, la
discreta ¢(x) — —¢(x), y la de traslacién — que indica la aparicién de la fase
de bandas. Para esto, un buen candidato a mostrar transiciones de fase debe
satisfacer que

~ 0 si la fase es desordenada,

Parametro de orden )
# 0 si hay una fase ordenada.

Aunque estrictamente hablando las transiciones de fase sélo ocurren cuan-
do hay una infinidad de grados de libertad, es posible explorar las transiciones
numéricamente. Con el objetivo de registrar las dos posibles transiciones de
fase (desordenada <+ ordenada uniformemente y desordenada <+ fase de ban-
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Figura 5.1: Ejemplos del pardmetro de orden (5.1.3) contra m?, para N = 19.
A la izquierda, N2\ = 50, por lo que hay una transicién de fase tipo Ising, donde
se condensa el modo <M (0)>, para m? lo suficientemente negativo. A la derecha,
N2\ = 450, entonces la transicién de fase va de desorden a orden en bandas y el
modo que se condensa es (M (4)).

das) es util definir la cantidad [14, 15]

W (p) = 15, (511)

donde g?)(p) es la transformada de Fourier del campo ¢(z), que depende del
momentum p = (pp,pz). Cuando el sistema estd en la fase de desorden, el
valor esperado de la cantidad (5.1.1) es cercano a cero. Mientras que cuando
ocurre una transicién de desorden a fase uniforme el valor esperado de M (0)
es significativamente distinto de cero,

(31(0)) = (30 (5.1

Finalmente, si (M(p)) # 0 para p # (0,0), la conclusién es que existe un
rompimiento de la simetria de traslacién; es decir, hay una fase de bandas.
En la Figura 5.1 se muestran ejemplos de la condensacién de los modos para
las fases uniforme y de bandas.

Ahora, al elegir el pardmetro de orden, se debe tener en cuenta que en la
fase de bandas pueden aparecer configuraciones con patrones rotados. Si, por
ejemplo, hubiera bandas paralelas al eje x; en una configuracién y en otra
bandas paralelas al eje x5, se inducirian dos parametros de orden diferentes
de cero. Para evitar que tales rotaciones afecten las mediciones, se elige como
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parametro de orden la cantidad

(M(k)) = <T;1|i>]€<M(p)>, (5.1.3)

que depende del valor absoluto del momentum.

5.1.2. Transiciones de fase

Usando el algoritmo de Metrépolis (ver el Apéndice A.2), se generaron
configuraciones para distintos valores de N, A\ y m?, para medir el pardmetro
de orden (5.1.3). De esta manera se gener6 el diagrama de fase mostrado en
la Figura 5.2.

Para localizar transiciones de fase, se seleccioné un valor fijo de N y uno
de A, se tomé6 un m? en la zona de desorden y se varié hacia la regién donde
se espera la transicién de fase, midiendo el pardmetro de orden (5.1.3) en
varios puntos. A fin de distuinguir con mayor claridad las transiciones de
fase, se uso el correlador conectado,

(M(k)?) = (M(k)*) — (M(k))", (5.1.4)

que muestra un pico que exhibe la transicion de fase del sistema.

Como se observa en la Figura 5.2, el diagrama de fase se compone de una
fase desordenada y un régimen ordenado, este ultimo a su vez se divide en
orden uniforme y orden en bandas. La transicion entre las fases uniforme
y de bandas atun no estd establecida en su totalidad. Lo que es un hecho es
que conforme N2\ crece aparecen las bandas, lo que implica el rompimiento
espontdneo de la simetria de traslacion cuando N — oo.

Cuando ocurre una transicién de fase tipo Ising (desorden <+ orden uni-
forme) hay un pico en el pardmetro de orden conectado (5.1.4) al considerar
k = 0. En la Figura 5.3 se muestra un ejemplo de una transiciéon de fase tipo
Ising. La Figura 5.4 exhibe graficamente la division de las fases desordenada
y ordenada uniformemente.

Por otra parte, cuando A va tomando valores mayores, se observa un
pico en el parametro de orden conectado con k& # 0, esto es, aparece la
transicion hacia la fase de bandas. En las simulaciones llevadas a cabo, el
resultado de calcular el parametro de orden conectado siempre llevaba a
la misma conclusion, en la fase de bandas el valor de momentum que se
manifestaba efectivamente en el sistema era & = 4. En la Figura 5.5 se
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Diagrama de fase

O =+ T T T T T T
*k-%%% -
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-150 |+ -
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-300
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N=45 =
_450 1 1 1 1 1 L
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Figura 5.2: Diagrama de fase del modelo A¢* NC en dos dimensiones. El régimen
ordenado se divide a la vez en dos fases, una de orden uniforme y otra de bandas.
La linea punteada vertical es sélo un estimado alrededor de donde ocurre la se-
paracién entre las fases ordenadas uniformemente y en bandas; sin embargo, este
estudio numérico se concentra en la transicion fase desordenada <+ fase de bandas.
Se observa que la linea de transiciéon fase desordenada <> régimen ordenado se
estabiliza para N > 19.
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N=35, N®A=125
0.045

0.04 | 1
0.035 |- .
0.03 | R 1
0.025 | o -
0.02 | / ' 1
0.015 | | 1
0.01 | i 1
0.005 |

<M(0)2>C

-0.005 I I I I I I I

Figura 5.3: Pardmetro de orden conectado, ec. (5.1.4), para k = 0 contra m? con

N =35y N2\ = 125.

m?=-0.57, N=35, N?2A=125 m2=0.0, N=35, N’A=125
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35

Figura 5.4: Ejemplos de configuraciones tipicas de ¢(z) en equilibrio para N = 35
y N2\ = 125. A la izquierda se muestra una configuracién ordenada uniforme-
mente, para m? = —0,57. En la derecha estd una configuracién desordenada,
m? = 0. Este es un ejemplo de una transicién de fase tipo Ising.

Las regiones oscuras de las figuras indican que ¢(x) < 0, mientras que las regiones

claras corresponden a ¢(z) > 0.
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observa el pico que indica la transicién de la fase desordenada a la fase de
bandas. Cualitativamente, la aparicién de bandas en el caso 2d del modelo
A¢* NC concuerda con observaciones previas [14-16]; sin embargo, difiere de
los resultados de [14,15] en tanto que en esos trabajos el término relevante
para esta fase ocurre en k = 1. De forma grafica, el hecho de que el parametro
de orden exhiba un pico para k # 0 se muestra en la Figura 5.6, donde en la
parte ordenada hay 8 bandas.

La existencia de la fase de bandas en el modelo estudiado también coincide
con modelos en la esfera difusa (“fuzzy sphere”, en inglés) [32-37]; esta es
una esfera de radio R centrada en el origen, denotada como S%. Este espacio
no-conmutativo se define en términos los operadores matriciales (N x N)

{fu}pzm,g, sujetos a

3
> @)= R, (5.1.5)
pn=1

y con conmutador

2R . z
N RO

- (5.1.6)

(24, 0] = i€y

siendo ¥ = 2R?/v/N? — 1y €, €l tensor antisimétrico. En la esfera difusa,

los operadores Z,, se relacionan con los operadores de momento angular L, a
través de la ecuacion

A

Xz

0 -
u = EL“' (5.1.7)
La relacién entre el tamano de las matrices, N, y el valor maximo de momento
angular, s, €s N = s + 1.

El diagrama de fase de la esfera difusa en dos y tres dimensiones [33-37]
es cualitativamente igual al encontrado en la presente tesis, observandose
también la existencia de las fases desordenada, ordenada uniformemente y
ordenada no-uniformemente. De acuerdo con los trabajos en S%, los resulta-
dos son compatibles con el hecho de que el efecto tinel entre los minimos
del potencial puede ser mediado por configuraciones que corresponden a dis-
tribuciones no-esféricamente simétricas. En el caso 3d de la esfera difusa, con
un tiempo euclidiano discretizado y la parte espacial en S%, aunque se obser-
van las mismas fases, no se espera que el modelo se reduzca a su contraparte
bidimensional [37].
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N=35, N®A=240
0.14

0.1 f [ ]
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Figura 5.5: Pardmetro de orden conectado para k = 4 contra m? con N = 35 y
N2)\ = 240. Esta transicién va de la fase desordenada a otra ordenada en bandas.

m2=-0.84, N=35, N?A=240 m2=-0.14, N=35, N?A=240
5 10 15 20 25 30 35 5 10 15 20 25 30 35
35 3

30 4

N

254

-

20 4

X2
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15+

[

10 4

N

X1

Figura 5.6: Ejemplos tipicos de ¢(x) en equilibrio para N = 35 y N2\ = 125
con k = 4. A la izquierda se muestra una configuraciéon ordenada en bandas, para
m? = —0,84. En la derecha estd una configuracién desordenada, m? = —0,14.
Estas configuraciones ejemplifican una transicién desorden <> orden en bandas.

Las regiones oscuras indican ¢(x) < 0, las regiones claras muestran cuando ¢(x) >

0. Entre méas oscura (clara) es la imagen, mas negativo (positivo) es el valor de

¢ ().
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5.2. Extrapolacién al Limite de
Escalamiento Doble

5.2.1. Funcidon de correlacion

Una vez construido el diagrama de fase, es necesario estudiar la transicién
que lleva la fase desordenada a otra ordenada uniformemente u ordenada en
bandas. Para esto, se considera el decaimiento del correlador espacial

Cz) = (o(z +y)o(y))- (5.2.1)

Esta funcién de correlacién se mide fijando un valor de A, en diversos valores
de m? cercanos al valor critico, m?, tales que m? > m?, pues si m? < m?, el
modo de bandas se condensa, lo que implica efectos del volumen finito muy
fuertes. Al fijar el valor de A (y no de N2\, por ejemplo), se consigue hacer
A0 v m?0 adimensionales, manteniendo el pardmetro de no-conmutatividad
constante. Como se espera [14], cerca de la fase de bandas, el correlador
(5.2.1) oscila, como se muestra en la Figura 5.7.

Con este correlador, la siguiente tarea es traducir la diferencia m? — m?
en una escala dimensional del espaciamiento de la reticula. Esto se hace en
la fase desordenada, porque en esa region los efectos de mantener el volumen
finito no son tan fuertes, como si se trabajara en la region ordenada.

En el caso d = 3 [14,15], se encuentra un regimen lineal de dispersién para
p? = p? + p3 suficientemete grande y la energia E se toma del decaimiento
exponencial del correlador en la direccién temporal conmutativa. Esto se
consigue al analizar la relacion de dispersion

E*(p?) = p* + M, (5.2.2)

donde M2 es la masa efectiva. Al extrapolar el comportamiento lineal de la
ec. (5.2.2) para p* = 0, M2 fija la escala dimensional de la reticula. Cabe
destacar que, para p pequeiio, E? crece y se desvia del comportamiento lineal
que define a MZ;.

El método anterior, sin embargo, no es viable para el caso d = 2. Como
la funcién de correlacién (5.2.1) no tiene un decaimiento exponencial, sino
oscilatorio, la energia, E, no se puede definir de una manera obvia. En la
siguiente seccion se describe el método elegido para extraer una escala de la
reticula para el modelo A\¢* NC en dos dimensiones.
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Funcién de correlacién, A=0.222, m?=-0.57

C(x)

Figura 5.7: Ejemplo del correlador (5.2.1) para N = 35, cerca de la transicién
fase desordenada <+ fase de bandas. El comportamiento de esta funcién indica que
la fase ordenada no-uniformemente corresponde a configuraciones con 8 bandas.
La funcién de correlacién se normalizé tal que C(0) = 1. (La linea que une los
puntos es una guia visual.)

5.2.2. La fase de bandas en el LED

El método empleado para encontrar una escala dimensional del espacia-
miento de la reticula hace uso del decaimiento del correlador (5.2.1) para |z|
pequeno. Para esto, se fija una valor de A, tal que para cualquier N exista
una transicion fase desordenada <+ fase de bandas, y se mide la funcién de
correlaciéon para algin m? > m? y N = 35. La eleccién N = 35 es arbitraria,
tomada para tener un valor de referencia igual para cada valor de N, segiin la
ec. (5.2.3). Por definicién, se hace a = 1 unidades de reticula. Posteriormente,
para la misma !, se mide el correlador para otros valores de N (= 25, 45, 55)
y se busca que el primer decaimiento del correlador coincida para los diversos
valores de N, al ser graficado contra la longitud fisica,

35
= —. 2.
2la = Jo)y /> (5.2

En la Figura 5.9 se muestran las graficas que exhiben la coincidencia en el
primer decaimiento del correlador (5.2.1).

'Recordando que asi se hacen adimensionales las cantidades A y m?6, con 6 constante.
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A Ny | Ny o
0,222 | 35 | 45 || 0,152 + 0,007
0,222 | 45 | 55 | 0,161 0,011
0,222 | 35 | 55 | 0,156 4+ 0,006
0,286 | 25 | 35 | 0,161 40,009
0,286 | 35 | 45 | 0,178 40,023
0,286 | 25 | 45 || 0,167 + 0,007
0,400 | 25 | 35 | 0,147 + 0,013

Cuadro 5.1: Resultados para el exponente critico, o definido en la ec. (5.2.4), en
el LED. Se observa una estabilizacién alrededor de 0,16.

0.24 +

02 ]
016 | ¢ B % i % 1
© 12} i

0.08 b

0.04 b

25/45 35/55 25/35 35/45 45/55
Ny/N,

Figura 5.8: Representacion grafica de los valores obtenidos para el exponente
critico, o. Se observa que las mediciones reportadas en el Cuadro 5.1 oscilan alrede-
dor de 0,16. En el eje horizontal se representa el cociente de los dos valores de N
necesarios para calcular o en cada medicién, para A = 0,222, 0,286, 0,40.
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Una vez conocidos los valores de m? que hacen iguales los decaimientos,
usando la definicién

2\ (Am?)
Na® = NW, (524)
donde Am? = m? — m?, se obtiene el exponente critico

77 Wn(Am2/Am2) + In(m2, jm2,)’

siendo m?, j = 1,2 el valor de m? que, para dos valores de N, hace que el
correlador sea igual para |z| pequeno.

Al repetir el procedimiento con diferentes combinaciones de N, A y m? el
exponente critico se estabiliza, dando como resultado

o = 0,16(1). (5.2.6)

En el Cuadro 5.1 se muestran las combinaciones usadas para obtener este ex-
ponente critico. Entonces, al mantener Na? constante, mientras que N — oo
y a — 0 simultaneamente, se consigue un exponente estable en la transicion
de las fases desordenada a ordenada en bandas. Es decir, como ¢ es finito,
la fase de bandas persiste en el LED, para el modelo A\¢* NC en d = 2. Por
lo tanto, si existe un rompimiento espontaneo de la simetria de traslacion, a
pesar de tratar el caso en dos dimensiones.
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C(x)

C(x)

(35/N)2|x|

Figura 5.9: Graficas del correlador (5.2.1), para A = 0,222, 0,286, 0,40 y
N = 25, 35, 45, 55.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo, se presenté un estudio numérico, usando simulaciones de
Monte Carlo, del modelo A¢* no-conmutativo en dos dimensiones, consideran-
do un tensor de no-conmutativdad constante y componentes del momentum
conmutativas. Para llevar a cabo las simulaciones, el sistema se llevd a una
formulacién matricial, que simplifica los célculos relacionados con la aparicién
del producto estrella.

A partir de la defincion de un parametro de orden conveniente, se ex-
ploré el diagrama de fase en el plano A —m?2, para N = 13, 19, 25, 35, 45. En
este diagrama se observan tres regiones, una fase desordenada y un régimen
de orden que se divide en dos fases, una ordenada uniformemente y otra de
orden en bandas. Desafortunadamente, no fue posible localizar con precisién
el valor de N2\ que separa las fases ordenadas uniformemente y en bandas.

La formacién de bandas en el modelo A¢* NC en dos dimensiones implica
el rompimiento espontaneo de las simetrias de rotacion y traslacién. El Teo-
rema de Mermin-Wagner pareceria imposibilitar el rompimiento espontédneo
de las simetrias mencionadas; sin embargo, como la accién con que se tra-
bajé es no-local, los argumentos en la demostracién formal del teorema no
son validos.

El siguiente paso fue extrapolar los resultados a los limites simultaneos
del continuo y de volumen infinito, manteniendo constante el parametro de
no-conmutatividad; es decir, extrapolar al Limite de Escalamiento Doble.
Con este fin, se estudié el comportamiento de la funcién de correlaciéon para
diferentes valores de A\, m? y N. A partir de esto, se obtuvo un exponente
critico que confirma la existencia de la fase de bandas para el modelo \¢*
NC bidimensional en el LED.
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Apéndice A

Simulaciones numeéricas

A.1. Simulaciones de Monte Carlo

En las simulaciones de Monte Carlo, se integran de forma aproximada
las integrales de trayectoria que aparecen en la teoria de campo a través de
métodos estadisticos.

Un conjunto de valores de un campo, para cada punto en una reticula, [U],
es una configuracion. El valor esperado del observable O[U], en el formalismo
de integral de trayectoria corresponde a (una vez mas, considerando h = 1)

1
(0) =~ /DU O[U])e~5WY, (A1.1)
donde S es la accién euclidiana y Z la funcién de particion,
7 = /DUe—S[UL (A.1.2)

En las simulaciones de Monte Carlo, se generan tantas configuraciones
como sea necesario cumpliendo el muestreo de importancia. Este muestreo
implica que las configuraciones se generan con probabilidad

QU] = Le-sw (A.1.3)

Z
Una simulacién, donde el sistema pasa de una configuracion dada a otra
generada por algiin algoritmo, debe satisfacer las condiciones de ergodicidad
y balance detallado. La condicion de ergodicidad se cumple, si para dos con-
figuraciones cualesquiera la probabilidad de transicién de una configuracion
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a otra, en un nimero finito de actualizaciones (updates, en inglés) no es cero.
El balance detallado requiere que
PU, — U;) _ PlU]

P(U, — U, PU] (A-14)

donde P(U; — Uj) es la probabilidad de pasar de la configuracién [U;] a
[U;]-

De forma general, una simulacién de Monte Carlo se realiza de la siguiente
manera:

= Se elige una configuracién inicial, esta puede ser aleatoria (hot start) o
con las matrices tomando valores constantes (cold start).

» Kl sistema se termaliza. Se llevan a cabo actualizaciones en las configu-
raciones del sistema antes de hacer mediciones, para que el sistema
alcance el equilibrio.

= Se hacen updates en el equilibrio; se deben alcanzar configuraciones
independientes de la inicial. Cuando se alcanza el equilibrio, se realizan
las mediciones de interés, descorrelacionandolas entre si.

En cada configuraciéon termalizada y bien separada de la medicion ante-
rior, dada por la simulacién, se mide el observable O[U]. Una aproximacion
del valor esperado de este observable, después de n mediciones, es

(0) = 0, (A.1.5)

donde O es el promedio de las n mediciones del observable.

A.2. Algoritmo de Metrépolis

Para simular el modelo A\¢* se usé el algoritmo de Metrépolis: si el sistema
se encuentra en la configuracién ¢ con una accién S[¢], se propone una nueva
configuracion ¢’ con accién S|[¢']. La probabilidad de aceptacion es

X X 1 i S[¢] < S[¢
P(¢—>¢')={€S[@_SW si Sl¢') < Slo) (A2.1)

en otro caso,

que es una forma de implementar el balance detallado (A.1.4).
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En el modelo A\¢* no-conmutativo, en términos de los twist eaters (ver
Capitulo 4) la accién se define como (ec. (4.1.1))

S[d] = Ntr| - T,o0 — 4)° M ey Aga A22
[¢] = tr[i;( u® M_¢) +7¢ +Z¢ . (A.2.2)

En la configuracion inicial de las simulaciones, la parte real e imaginaria de
los elementos de ¢ tomo valores aleatorios entre —0,5 y 0,5. Para proponer

nuevas configuraciones, un elemento de la matriz hermitiana (con elementos
complejos) ¢ se cambid por otro segin

ng‘j — GZ%] = Qgij + e,

donde n € Cy e € RT.
La parte real e imaginaria de n se eligié en el intervalo [—0,5,0,5]. El
pardametro € se elige de tal forma que la tasa de aceptaciéon de los cambios

sea razonable, en este caso, encontrandose entre 0,4 y 0,7. El valor de € se
tomé como N~1/4 [14].
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Apéndice B

Evaluacién 6ptima de la accién
en la forma matricial

Dada la forma matricial de la accién euclidana del modelo A¢* NC, el
tiempo de computo necesario para realizar las simulaciones puede ser muy
largo. A fin de evitar hacer de forma explicita las multiplicaciones matriciales
de la ec. (4.1.1), en esta seccién se presenta una forma mas eficiente de calcu-
lar la accion antes y después de una actualizacion. Para esto, se adoptara la
siguiente notacion,

m? A

) 1
S[é] = N5 (s1 + sk2) + —-sm + 75x (B.0.1)

donde se usan las definiciones la notacién de la Secciéon 4, en particular, la
ec. (4.1.1).

A lo largo de este apéndice, serd ttil la siguiente ecuacién, para una matriz
hermitiana H, N x N

N N N
wH? =Y |HyP =Y HZ+2> |Hyl? (B.0.2)
ij i i>j
y la siguiente notacion para indices,
i=14 moéd N. (B.0.3)
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B.1. Términos cinéticos de la accion

Considérese una matriz M de N x N, entonces, con la definicién de la
matriz shift, (4.2.6), se cumple que
(M M), = M,

i+1,j+1

(B.1.1)

es decir, la multiplicacion se obtiene simplemente al renombrar indices.
_ Por otra parte, como la matriz qb es hermitiana, entonces la matriz 'y ¢FT
¢ también es hermitiana. Por lo que, usando la ec. (B.0.2) se llega a

N N
A A A ~ 2 ~ A A ~
s = (D100 = 0)" = (dgrrier — 0) +2 D [drprg — o> (B.12)
i >

Ahora, como el twist eater clock, (4.2.7), es diagonal, para cualquier ma-

triz M, se tiene que X R
(C2MTY) = My 257, (B.1.3)

siendo Z; el factor de torsion (4.1.3). Si en la ecuacién anterior se sustituye
M por gb la matriz TQQSTQ gZ) es hermitiana, de donde

Sk2 = (P2¢P2 —4Z|¢w )|
_ ;|$ij|2<1—<—1)ijcosw> (B.1.4)

Con ayuda de las ecuaciones (B.1.2) y (B.1.4), la diferencia de la accién
antes y después de modificar la matriz ¢ segtn el algoritmo de Metrépolis,

se puede escribir como

~

Asy, = 8k1[¢3/] + Sk2 [GB/] - Skl[é] — Sp2(@)]. (B.1.6)

Si el elemento modificado estd en la diagonal de ¢, entonces la diferencia
anterior se convierte en
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Mientras que si el elemento modificado esté fuera de la diagonal,

(N + V(i —j))

Ask(éf;z‘j — GZ%]) = 4{(|¢A>;j|2 — |q§”|2) (2 — cos N

- Re((élj - ‘Zg;j)(ﬂgmm + <ZA5,_—1JT1))] : (B.1.8)

Por lo tanto, las ecuaciones (B.1.7) y (B.1.8) proporcionan una forma de
calcular directamente el cambio en la parte cinética de la accion sin hacer
las multiplicaciones matriciales. Ademads, para ahorrar tiempo en las simu-
laciones, es importante calcular sélo una vez los cosenos de las ecuaciones
(B.1.4) y (B.1.8) y tener los valores guardados para los N — 1 argumentos.

B.2. Términos de masa y de cuarto orden

El término de masa se puede evaluar de forma muy sencilla, dado que gZA>
es hermitiana, por lo que, usando la ec. (B.0.2),

i 1>7

Lo que conduce a la siguiente forma de la diferencia de la accion antes y
después de actualizar la matriz ¢,

~

Asm(ﬁgii — QZ;;Z) = Qg;? — 0hs (B.2.2)
si el elemento estd en la diagonayl y,
Asi(iy = &) = 20161 — 16y *), (B.2.3)
si el elemento estd fuera de la diagonal.

Finalmente, considérese el término cuartico de la accion, s,. En este caso,
resulta necesario calcular la matriz <;32 cada vez que se hace una medicion,
pero como ésta es también una matriz hermitiana, es suficiente calcular los
elementos (QASQ)Z-j para i > j. Con esto, se obtiene

s=twt =) (05 +2) 1(6%).f (B.2.4)

T r>s
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Ahora, si se cambia el elemento qgij, se puede elegir i > j, lo que afecta a
los siguientes elementos de ¢?, que aparecen en la ec. (B.2.4),

~ ~

(¢*)is paras=1i,...N, (¢2)r]‘ parar=1,...,7. (B.2.5)

Por lo tanto, estos elementos se deben calcular de forma explicita para las
matrices ¢ y ¢'. Los elementos de (B.2.5) con los mismos indices r,s se
pueden obtener sin hacer la suma completa dos veces, pues la mayoria de las
contribuciones son iguales,

(QASQ)TS = Zérk@gks
k

. . ‘@]‘2 _A|<ZA5¢]'A|2 sir=s
(gblz)rs = (¢2)rs + (A ;j A— gbij)ff)js sit=r 7& S (B26)
Ori ;j —¢ij) sij=s#r.

Finalmente, es util notar que la norma (al cuadrado) de un ntmero com-
plejo, ¢ = = + iy se puede calcular como |c|? = 22 + y2. Esto es més eficiente
que hacer la multiplicacion compleja c¢*- ¢, que requiere de cuatro multiplica-
ciones de ntimeros reales.

De forma semejante, la parte real de la multiplicacién de los complejos
ClT = a1 +1y1 Y Co = X9 +1y2 €S Re(clcg) = T1T2 —Y1Y2. Donde nuevamente no
es necesario hacer la multiplicaciéon completa de c¢;- cy. Esta relacion es til
para calcular el ultimo miembro de la ec. (B.1.8).
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