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JOSÉ ANDRÉS RODRÍGUEZ MIGUELES

DIRECTOR DE TESIS:

DR. GERARDO ACOSTA GARCÍA
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A Alejandro Illanes, por permitirme exponer parte de los dos primeros
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Prefacio

En este trabajo se interrelacionan dos estructuras matemáticas: la de es-
pacio topológico y la de orden. Recordemos que una relación en un conjunto
X, es un subconjunto del producto cartesiano X × X. Existen varios tipos
de relaciones y, en la Sección 1.2, estudiamos algunas de ellas, siendo la más
general la relación de casi orden (ver Definición 1.1). Como se mostrará, al
interrelacionar estas dos estructuras, podemos generalizar nociones topológi-
cas como la cerradura de un conjunto (Subsección 1.3.3) y los axiomas de
separación.

En la Sección 1.4 damos la definición de casi orden semicontinuo y de
casi orden continuo (ver definiciones 1.28 y 1.29). Posteriormente indicamos
que la semicontinuidad de un casi orden, generaliza el axioma de separación
T1, mientras que la continuidad de un casi orden, generariza el axioma de
separación T2. En la Sección 1.5 presentamos otras propiedades, impuestas
en un casi orden, bajo las cuales se generalizan los axiomas de separación T3,
T3 1

2
y T4. Entre otras propiedades que mostramos, hacemos ver que se puede

generalizar el Lema de Urysohn (ver Subsección 1.5.4).

Conviene indicar que en la Sección 1.5, se prueban los teoremas 1.59 y
1.60 los cuales son nuevos, hasta donde hemos podido investigar.

La teoŕıa desarrollada nos permite estudiar, en la Subsección 1.5.5, la
clase de los espacios topológicos compactos y T2, que poseen un casi orden
continuo. Aunque en la literatura dichos espacios ya han sido estudiados,
hasta donde hemos podido investigar, no reciben un nombre especial. En
este trabajo proponemos llamarlos espacios compactos casi ordenados, por
estar relacionados con los espacios compactos ordenados estudiados por L.
Nachbin en [15, pág. 52].

v



vi PREFACIO

Conviene indicar que los teoremas 1.71, 1.72 y 1.73, que aparecen en la
Subsección 1.5.5, son nuevos.

En el Caṕıtulo 2, estudiamos dos clases de espacios topológicos con una
estructura de orden. Por sus siglas en inglés, los llamamos QOTS y POTS.
Los primeros son espacios topológicos con un casi orden semicontinuo y, los
segundos, son QOTS con un orden parcial. Bajo ciertas condiciones, los
QOTS son espacios compactos casi ordenados. En la Sección 2.2, mostramos
que los POTS son espacios T1 y que los POTS con orden parcial continuo son
T2. Posteriormente, en la Sección 2.3, se considera la noción de cadena, la cual
es importante en este trabajo. También se estudian las cadenas maximales
y, entre otros resultados, se prueba que en un QOTS toda cadena maximal
es cerrada (Lema 2.10). Utilizando este resultado se muestra que los QOTS
compactos, admiten elementos maximales y minimales (ver Teorema 2.13).

Como una aplicación de los resultados obtenidos, en la Sección 2.3.2,
vemos que todo continuo T1 tiene al menos dos puntos que no son de corte.
Al respecto damos dos demostraciones de este resultado. La primera (ver
Teorema 2.20), sigue la idea básica que se estudia en los cursos de Teoŕıa de
Continuos, mientras que la segunda (Teorema 2.29) no es usual y, desde un
principio, utiliza la interrelación entre un espacio topológico y una estructura
de orden.

En la Sección 2.5, generalizamos las noción clásica de convexidad para
subconjuntos de R, a conjuntos con un casi orden. Entre otros resultados,
mostramos en el Teorema 2.35, que los espacios compactos casi ordenados,
satisfacen esta noción general de convexidad.

Es importante comentar que, cuando interrelacionamos una estructura
topológica con una de casi orden, la topoloǵıa no necesariamente está definida
en términos del casi orden, como sucede con la topoǵıa del orden, la cual
estudiamos en el Caṕıtulo 3, tanto para espacios que admiten un casi orden,
como para aquellos que tienen un orden total. El resultado más importante
del Caṕıtulo 3, es el Teorema 3.19. La demostración que aqúı presentamos,
aunque larga pues hemos optado por escribirla a detalle, es más sencilla
que la orginalmente presentada en [25]. En esencia en el Teorema 3.19 se
dan condiciones bajo las cuales las cadenas maximales en un QOTS son
compactas. Más adelante, en la Sección 3.6, damos condiciones bajo las cuales
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las cadenas maximales en un POTS son conexas.

En el último caṕıtulo se presenta un resultado nuevo para la Teoŕıa del
Punto Fijo, en la Proposición 4.13. Usado para mostrar que en los espacios
QOTS, T2 con cadenas maximales compactas, las funciones continuas de
dichos espacios en śı mismos que preservan orden, dejan un conjunto fijo
(Teorema 4.15). Cuando el orden es parcial tenemos un teorema de punto
fijo (Corolario 4.16). Después se introduce la noción de elemento terminal,
estudiado por A. D. Wallace en [23], que resulta ser una generalización de la
de punto final. Finalizamos mostrando que en la clase de los continuos T2 y
localmente conexos, los homeomorfismos de ellos en śı mismos que dejan fijo
a un elemento terminal, también dejan fijo a un punto en el complemento de
dicho elemento (Teorema 4.40).

Para entender el presente trabajo, se requieren conocimientos de Topoloǵıa
General. En particular, las nociones de compacidad, conexidad y puntos de
corte. Hemos procurado que la tesis sea lo más autocontenida posible y, cuan-
do enunciamos un resultado sin demostración, damos una referencia adecua-
da.



Caṕıtulo 1

Órdenes Topológicos

1.1. Introducción

En este caṕıtulo trabajaremos con estructuras de orden asociadas a un
conjunto. Posteriormente veremos una forma no usual de relacionar el orden
con la topoloǵıa de un conjunto. En el proceso, obtendremos axiomas simi-
lares a los de separación. Incluso varios resultados clásicos de la Topoloǵıa
General, que involucran los axiomas de separación, serán consecuencia de
los que estudiaremos. Uno en particular será el Lema de Urysohn, el cual
generalizaremos en la Subsección 1.5.4.

Durante todo este trabajo, las letras N,Z y R representarán a los con-
juntos de los números naturales, de los números enteros y de los números
reales, respectivamente. Si X es un conjunto, entonces P(X), representará al
conjunto potencia de X. Si X es un espacio topológico y A ⊂ X, entonces
los śımbolos clX(A) , intX(A) y bdX(A) denotarán la cerradura, el interior y
la frontera de A en X, respectivamente. La cardinalidad de un conjunto A se
denotará por por |A|.

1.2. Estructuras de Orden

En la presente sección definiremos varios tipos de orden y propiedades
respecto a los antecesores y sucesores. Recordemos que una relación en un
conjunto X, es un subconjunto 5 del producto cartesiano X×X. Recordemos
también que la pareja (X,5) indica que 5 es una relación en el conjunto X. Si

1



2 CAPÍTULO 1. ÓRDENES TOPOLÓGICOS

(a, b) ∈5, es común escribir a 5 b y decir que a es un antecesor o predecesor
de b, y que b es un sucesor o posterior de a. Si 5 es una relación en X y
a, b ∈ X, decimos que a está relacionado con b bajo 5, si a 5 b. Si a � b,
entonces decimos que a no está relacionado con b, bajo 5.

De acuerdo a las propiedades que cumplen los elementos que están relacio-
nados, las relaciones se dividen en varios tipos. En esta sección estudiaremos
cinco de ellas.

Definición 1.1. (X,5) es un conjunto casi ordenado si se cumple que:

1) a 5 a, para toda a ∈ X;

2) para cada a, b, c ∈ X, si a 5 b y b 5 c, entonces a 5 c.

Si (X,5) es un conjunto casi ordenado, decimos que 5 es un casi orden
en X.

Para simplificar, si (X,5) es un conjunto casi ordenado, diremos que el
par (X,5), o bien que el conjunto X, es un COCO. Cuando una relación 5
en un conjunto X satisface la propiedad 1) de la Definición 1.1, decimos que
es reflexiva y, cuando satisface la propiedad 2), decimos que es transitiva.
Por tanto, un casi orden en X es una relación reflexiva y transitiva en X. La
noción de casi orden, también llamada de preorden, fue dada en 1948 por G.
Birkhoff en [2], aunque con el nombre de conjunto ordenado, fue considerado
en 1937 por H. MacNeille en [9].

Definición 1.2. (X,5) es un conjunto dirigido si se tiene que:

1) (X,5) es un COCO;

2) para cada a, b ∈ X, existe c ∈ X tal que a 5 c y b 5 c.

Si (X,5) es un conjunto dirigido, decimos que 5 es una dirección en X.

Definición 1.3. (X,5) es un conjunto parcialmente ordenado si:

1) (X,5) es un COCO;

2) para cada a, b ∈ X, si a 5 b y b 5 a, entonces a = b.

Si (X,5) es un conjunto parcialmente ordenado, decimos que 5 es un orden
parcial en X.



1.2. ESTRUCTURAS DE ORDEN 3

Si (X,5) es un conjunto parcialmente ordenado, diremos que (X,5), o
bien que el conjunto X, es un COPO. Cuando una relación 5 en un conjunto
X, satisface la propiedad 2) de la Definición 1.3, decimos que es antisimétrica.
En éstos términos un orden parcial es un casi orden antisimétrico.

Se considera que la noción de conjunto parcialmente ordenado tiene su
origen en los trabajos que realizó G. Boole, en el siglo XIX, cuando trató de
axiomatizar la lógica proposicional. G. Birkhoff menciona en [2, p. 1], que
la noción de conjunto parcialmente ordenado, aparece en forma fragmentada
en los trabajos que realizó G. Leibniz alrededor de 1690. También en [2, p.
1], G. Birkhoff da otras referencias en donde se utiliza esta noción y propone
llamarlos posets (como es común ahora ver este nombre en los textos en
inglés).

Definición 1.4. (X,5) es un conjunto casi totalmente ordenado si
pasa que:

1) (X,5) es un COCO;

2) para cada a, b ∈ X, se cumple que a 5 b o bien b 5 a.

Si (X,5) es un conjunto casi totalmente ordenado, decimos que 5 es un casi
orden total en X.

Si (X,5) es un conjunto casi totalmente ordenado, diremos que el par
(X,5), o bien que el conjunto X, es un COCTO. Si 5 es una relación en un
conjunto X y a, b ∈ X, decimos que a y b son comparables bajo 5 si a 5 b o
bien b 5 a. En éstos términos, (X,5) es un COCTO si es un COCO en el
que cualesquiera dos de sus elementos son comparables bajo 5.

Definición 1.5. (X,5) es un conjunto totalmente ordenado si pasa
que:

1) (X,5) es un COPO;

2) para cada a, b ∈ X, se cumple que a 5 b o bien b 5 a.

Si (X,5) es un conjunto totalmente ordenado, decimos que 5 es un orden
total en X.
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Si (X,5) es un conjunto totalmente ordenado, diremos que el par (X,5),
o bien que el conjunto X, es un COTO. Tenemos aśı el siguiente diagrama,
en donde las flechas se deben leer como “implica”.

COTO

��

// COPO

��
COCTO // COCO

También todo conjunto dirigido es un COCO y, como probaremos a con-
tinuación, todo COCTO es un conjunto dirigido.

Teorema 1.6. Todo COCTO es un conjunto dirigido.

Demostración. Como ambas estructuras son COCO basta ver que se cumple
la segunda propiedad de conjunto dirigido. Sean (X,5) un COCTO y a, b ∈
X. Como X es un COCTO, a 5 b o bien b 5 a. Sin perdida de generalidad,
supongamos que a 5 b. Entonces c = b es un elemento de X tal que a 5 c y
b 5 c. Esto nos indica que X es un conjunto dirigido.

Vamos ahora a mostrar que los cuatro conceptos, indicados en el diagrama
anterior, no son equivalentes.

Ejemplo 1.7. Existe un COCTO que no es un COPO.

Demostración. Sea X = {−1, 1}. Definimos en X la relación 5 como sigue:
si a, b ∈ X entonces a 5 b si y sólo si a|b; es decir, si y sólo si a divide a
b. Por tanto, (X,5) es un COCTO ya que a|b para todo a, b ∈ X, lo que
implica que es reflexiva, transitiva y todos sus elementos están relacionados.
Pero 1| − 1, −1|1 y −1 6= 1, es decir que X no es un COPO.

Como todo COCTO es un COCO, el ejemplo anterior es también un
COCO que no es un COPO. Como todo COTO es un COPO, el ejemplo
anterior es, a su vez, un COCTO que no es un COTO y un COCO que no
es un COTO.

Ejemplo 1.8. Existe un COPO que no es un COCTO. También existe un
conjunto dirigido que no es un COCTO.

Demostración. Sea X un conjunto con más de un elemento. Consideremos
en P(X), el conjunto potencia de X, la relación 5 definida como sigue: si
A,B ∈ P(X), entonces A 5 B si y sólo si A ⊂ B. Es claro que (P(X),5) es
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un COPO. Si, además, A,B ∈ P(X), entonces C = A∪B es un elemento de
P(X) tal que A 5 C y B 5 C. Por tanto (P(X),5) es un conjunto dirigido.
Tomemos ahora a, b ∈ X con a 6= b. Entonces {a}, {b} son dos elementos de
P(X) y no se cumple que {a} 5 {b} ni que {b} 5 {a}. Por tanto (P(X),5)
no es un COCTO.

Como todo COPO es un COCO, el ejemplo anterior es también un
COCO que no es un COCTO. Puesto que todo COTO es un COCTO,
el ejemplo anterior es, a su vez, un conjunto dirigido que no es un COTO.
Notemos que el par (N,≤), donde ≤ es el orden usual en N, es un COTO.

Ejemplo 1.9. Existe un COPO que no es un COTO.

Demostración. Si | es la relación de divisibilidad en N, entonces el par
(N, |) es un COPO que no es un COTO.

Ejemplo 1.10. Existe un conjunto dirigido que no es un COPO ni un COC-
TO.

Demostración. En Z la relación 5 definida como a 5 b si y sólo si a|b, es
decir si y sólo si a divide a b, es un conjunto dirigido ya que, dados a, b ∈ Z,
tenemos que ab ∈ Z cumple que a|ab y b|ab. Además, (Z,5) es un COCO.
Usando el mismo razonamiento que en el Ejemplo 1.7, tenemos que (Z,5)
no es COPO. Como 2, 3 ∈ Z, 3 - 2 y 2 - 3, (Z,5) no es un COCTO.

Ejemplo 1.11. Existe un COPO que no es un conjunto dirigido.

Demostración. SeaX = {2, 3}, nuevamente con la relación de divisibilidad.
Notemos que a|b en X si y sólo si a = b, por lo que (X, |) es un COPO.
Pero para 2, 3 ∈ X no existe un elemento en X que sea múltiplo de ambos.
Entonces (X, |) no es un conjunto dirigido.

Como todo COPO es un COCO, el ejemplo anterior es también un
COCO que no es un conjunto dirigido. Terminamos la presente sección, in-
troduciendo un orden que usaremos en este trabajo con cierta frecuencia.

Definición 1.12. Sean X un conjunto y 5 la relación en X definida, para
a, b ∈ X, como sigue:

a 5 b si y sólo si a = b.

Entonces 5 se llama el orden discreto en X.

Si 5 es el orden discreto en X, entonces (X,5) es un COPO.
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1.3. Predecesores y Sucesores

1.3.1. Definiciones

Vamos ahora a definir tres conjuntos que serán muy importantes.

Definición 1.13. Si (X,5) es un COCO y A ⊂ X, entonces :

P (A) = {y ∈ X : y 5 x para algún x ∈ A},

es el conjunto de los predecesores de A. Además :

S(A) = {y ∈ X : x 5 y para algún x ∈ A}

es el conjunto de los sucesores de A y E(A) = P (A)∩S(A) es el conjunto
de los equivalentes de A.

Si (X,5) es un COCO y A = {a}, para alguna a ∈ X, entonces, por
simplicidad, denotaremos a los conjuntos P (A), S(A) y E(A), por P (a),
S(a) y E(a), respectivamente. Aunque es posible definir los conjuntos P (A),
S(A) y E(A) suponiendo tan solo que 5 es una relación en X, procederemos
como lo hemos indicado en la definición anterior.

Si (X,5) es un COCO y A ⊂ X, es fácil notar que A es un subconjunto
de P (A), de S(A) y de E(A). Cuando se cumple la igualdad entre A y P (A),
o bien entre A y S(A), el conjunto A recibe un nombre especial, según se
indica en la siguiente definición.

Definición 1.14. Supongamos que (X,5) es un COCO y que A ⊂ X. Si
A = P (A), entonces A se llama decreciente. Si A = S(A), entonces A es
creciente. Decimos que A es monótono si A es decreciente o bien cre-
ciente.

En ocasiones, a los conjuntos crecientes se les llama monótonos crecientes
o bien conjuntos superiores, mientras que a los decrecientes se les conoce
como conjuntos monótonos decrecientes o bien conjuntos inferiores. Si 5 es
el orden discreto en X y A ⊂ X, entonces P (A) = A y S(A) = A. Es decir,
con el orden discreto, todo subconjunto de X es tanto decreciente como
creciente. Más adelante, en la Sección 2.5, estudiaremos la situación en la
que E(A) = A se cumple. Podemos, por el momento, indicar lo que sucede
cuando E(a) = {a}, para cada a ∈ A.
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Teorema 1.15. Supongamos que (X,5) es un COCO. Entonces 5 es anti-
simétrica si y sólo si E(a) = {a}, para cada a ∈ X.

Demostración. Supongamos primero que 5 es antisimétrica. Sean a ∈ X
y b ∈ E(a). Entonces b 5 a y a 5 b, de donde a = b. Por tanto E(a) ⊂ {a}.
Como también {a} ⊂ E(a), resulta que E(a) = {a}.

Supongamos ahora que E(a) = {a}, para cada a ∈ X. Sean a, b ∈ X tales
que a 5 b y b 5 a. Entonces b ∈ P (a) ∩ S(a) = E(a) = {a}, de donde b = a.
Esto prueba que 5 es antisimétrica.

El teorema anterior también dice que si X es un COCO, entonces X es
un COPO si y sólo si E(a) = {a}, para cada a ∈ X. Para la relación del
Ejemplo 1.7, tenemos que E(1) = {−1, 1}.

1.3.2. Resultados Fundamentales

Mostraremos ahora una serie de resultados sobre los conjuntos crecientes,
decrecientes y equivalentes. Supondremos, durante el resto de la presente
sección, que (X,5) es un COCO.

Teorema 1.16. A ⊂ X es creciente (respectivamente, decreciente) si y sólo
si X − A es decreciente (respectivamente, creciente).

Demostración. Primero supongamos que A = S(A). Tomemos un elemento
y ∈ P (X − A). Entonces y 5 x para algún x ∈ X − A. Ahora si suponemos
que y ∈ A entonces, como y 5 x y A = S(A), tenemos que x ∈ S(A) = A.
Esto es una contradicción, aśı que y ∈ X − A. Luego P (X − A) ⊂ X − A.
Como la otra contención es cierta, tenemos que X − A = P (X − A). Por
tanto, X − A es decreciente. Una prueba similar hace ver que si X − A es
decreciente, entonces A es creciente. Por tanto A es creciente si y sólo si
X − A es decreciente.

Por dualidad, A es decreciente si y sólo si X−A es creciente. Ahora vamos
a probar que la operación de tomar predecesor, preserva la contención y la
unión.

Teorema 1.17. Sean A ⊂ B ⊂ X y {Uα : α ∈ Γ} una familia de subconjun-
tos de X. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1) P (A) ⊂ P (B);
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2) P
(⋃

α∈Γ Uα
)

=
⋃
α∈Γ P (Uα);

3) P
(⋂

α∈Γ Uα
)
⊂
⋂
α∈Γ P (Uα).

Demostración. Si x ∈ P (A), entonces x 5 y para algún y ∈ A. Como
A ⊂ B, y es un elemento de B tal que x 5 y. Luego x ∈ P (B) y, aśı,
P (A) ⊂ P (B). Esto muestra 1).

Para probar 2), tomemos primero x ∈ P
(⋃

α∈Γ Uα
)
. Entonces x 5 y para

algún y ∈
⋃
α∈Γ Uα. Luego existe α′ ∈ Γ tal que y ∈ Uα′ y, aśı:

x ∈ P (Uα′) ⊂
⋃
α∈Γ

P (Uα).

Esto prueba que P
(⋃

α∈Γ Uα
)
⊂
⋃
α∈Γ P (Uα). Notemos ahora que Uβ ⊂⋃

α∈Γ Uα, para cada β ∈ Γ. Entonces, por 1), P (Uβ) ⊂ P
(⋃

α∈Γ Uα
)
, para

toda β ∈ Γ. Luego
⋃
α∈Γ P (Uα) ⊂ P

(⋃
α∈Γ Uα

)
. Esto prueba 2).

Para ver 3) notemos primero que
⋂
α∈Γ Uα ⊂ Uβ, para cada β ∈ Γ. Luego,

por 1), P
(⋂

α∈Γ Uα
)
⊂ P (Uβ), para toda β ∈ Γ. Entonces P

(⋂
α∈Γ Uα

)
⊂⋂

α∈Γ P (Uα). Esto prueba 3).

La otra contención del inciso 3) del Teorema 1.17, no siempre se cumple.
Para ver esto, consideremos el par (R,≤), donde ≤ es el orden usual en R.
Es claro que (R,≤) es un COCO. Sean U1 = {0} y U2 = {1}. Entonces
P (U1 ∩ U2) = P (∅) = ∅, pero 0 ∈ P (U1) ∩ P (U2). Por tanto,

P (U1) ∩ P (U2) * P (U1 ∩ U2).

Corolario 1.18. Si {Uα : α ∈ Γ} es una familia de subconjuntos decrecientes
de X, entonces

⋃
α∈Γ Uα y

⋂
α∈Γ Uα son decrecientes.

Demostración. Como P (Uα) = Uα, para cada α ∈ Γ, usando las propieda-
des 2) y 3) del Teorema 1.17, tenemos que:

P

(⋃
α∈Γ

Uα

)
=
⋃
α∈Γ

P (Uα) =
⋃
α∈Γ

Uα

y que:

P

(⋂
α∈Γ

Uα

)
⊂
⋂
α∈Γ

P (Uα) =
⋂
α∈Γ

Uα ⊂ P

(⋂
α∈Γ

Uα

)
.

Esto muestra que
⋃
α∈Γ Uα y

⋂
α∈Γ Uα son decrecientes.
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Para los sucesores tenemos los siguientes resultados, cuyas demostraciones
son análogas al teorema y corolario anteriores.

Teorema 1.19. Sean A ⊂ B ⊂ X y {Uα : α ∈ Γ} una familia de subconjun-
tos de X. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1) S(A) ⊂ S(B);

2) S
(⋃

α∈Γ Uα
)

=
⋃
α∈Γ S(Uα);

3) S
(⋂

α∈Γ Uα
)
⊂
⋂
α∈Γ S(Uα).

Corolario 1.20. Si {Uα : α ∈ Γ} es una familia de subconjuntos crecientes
de X, entonces

⋃
α∈Γ Uα y

⋂
α∈Γ Uα son crecientes.

Los corolarios 1.18 y 1.20 se utilizarán con frecuencia a lo largo de este
trabajo, en muchos casos sin hacer referencia a ellos.

Notemos ahora que si A ⊂ B ⊂ X, entonces

E(A) = P (A) ∩ S(A) ⊂ P (B) ∩ S(B) = E(B).

Por tanto, la propiedad 1) de los Teoremas 1.17 y 1.19, se satisface para el
conjunto de los equivalentes. Como se enuncia en el siguiente resultado, la
propiedad 3) de dichos teoremas también se satisface para el conjunto de los
equivalentes, pero no aśı la propiedad 2).

Teorema 1.21. Sean A ⊂ X, B ⊂ X y {Uα : α ∈ Γ} una familia de subcon-
juntos de X. Entonces

E

(⋂
α∈Γ

Uα

)
⊂
⋂
α∈Γ

E(Uα) y
⋃
α∈Γ

E(Uα) ⊂ E

(⋃
α∈Γ

Uα

)
.

Sin embargo, no siempre pasa que E(A ∪B) ⊂ E(A) ∪ E(B).

Demostración. Para ver la primera parte, basta notar que:

E

(⋂
α∈Γ

Uα

)
= P

(⋂
α∈Γ

Uα

)
∩S

(⋂
α∈Γ

Uα

)
⊂

(⋂
α∈Γ

P (Uα)

)
∩

(⋂
α∈Γ

S(Uα)

)
=
⋂
α∈Γ

(P (Uα) ∩ S(Uα)) =
⋂
α∈Γ

E(Uα).
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Para mostrar la segunda parte, tomemos x ∈
⋃
α∈Γ E(Uα). Entonces existe

α′ ∈ Γ tal que x ∈ E(Uα′). Luego x ∈ P (Uα′) ∩ S(Uα′), por lo que existen
z, w ∈ Uα′ tales que z 5 x 5 w. Notemos que z y w son elementos de

⋃
α∈Γ Uα

tales que z 5 x 5 w. Por tanto,

x ∈ P

(⋃
α∈Γ

Uα

)
∩ S

(⋃
α∈Γ

Uα

)
= E

(⋃
α∈Γ

Uα

)
.

Esto prueba que
⋃
α∈Γ E(Uα) ⊂ E

(⋃
α∈Γ Uα

)
. La contención E

(⋃
α∈Γ Uα

)
⊂⋃

α∈Γ E(Uα) no es cierta en general. Para ver esto, consideremos el par (N,≤),
donde ≤ es el orden usual en N. Es claro que (N,≤) es un COCO. Sean
A = {1} y B = {3}. Entonces 2 ∈ E({1, 3}) = E(A∪B), pero 2 /∈ E({1})∪
E({3}) = E(A) ∪ E(B). Por tanto, E(A ∪B) * E(A) ∪ E(B).

Ahora probaremos el siguiente resultado.

Teorema 1.22. Si A ⊂ X, entonces P (A) es decreciente y S(A) es creciente.

Demostración. Sea x ∈ P (P (A)), entonces existe y ∈ P (A) tal que x 5 y.
Como y ∈ P (A), existe a ∈ A tal que y 5 a. Por transitividad concluimos que
x 5 a, es decir, x ∈ P (A). Por lo tanto P (P (A)) ⊂ P (A) y, como la otra con-
tención siempre se cumple, tenemos que P (A) es decreciente. Análogamente,
resulta que S(A) es creciente.

1.3.3. El Operador Cerradura

Como hemos estado suponiendo, (X,5) es un COCO. Para cada A ⊂ X,
consideremos los conjuntos

d(A) =
⋂
{U ⊂ X : U es decreciente y A ⊂ U}

e
i(A) =

⋂
{U ⊂ X : U es creciente y A ⊂ U}.

Teorema 1.23. Si A ⊂ X, entonces

1) A es decreciente si y sólo si A = d(A). Más aún, d(A) es el menor
subconjunto decreciente de X que contiene a A.

2) A es creciente si y sólo si A = i(A). Más aún, i(A) es el menor sub-
conjunto creciente de X que contiene a A.
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Demostración. Para ver 1) notemos que, por la definición de d(A) y el
Corolario 1.18, d(A) es un subconjunto decreciente de X tal que A ⊂ d(A).
Si B ⊂ X es decreciente y A ⊂ B, entonces por la definición de d(A), sucede
que d(A) ⊂ B. Esto prueba que d(A) es el menor subconjunto decreciente de
X que contiene a A.

Supongamos ahora que A es un subconjunto decreciente de X que con-
tiene a A. Entonces, por la definición, d(A) ⊂ A. Puesto que la otra con-
tención también se cumple, tenemos que A = d(A).

Supongamos ahora que A = d(A). Entonces A es decreciente pues, como
ya vimos, el conjunto d(A) es decreciente. Esto termina la prueba de 1). La
prueba de 2) es similar.

Si suponemos ahora que X es un espacio topológico con un casi orden
entonces, para cada A ⊂ X, podemos considerar los siguientes conjuntos:

D(A) =
⋂
{U ⊂ X : U es decreciente, cerrado en X y A ⊂ U}

e
I(A) =

⋂
{U ⊂ X : U es creciente, cerrado en X y A ⊂ U}.

Tenemos entonces el siguiente resultado.

Teorema 1.24. Si X es un espacio topológico con un casi orden y A ⊂ X,
entonces

1) D(A) es el menor subconjunto decreciente y cerrado de X, que contiene
a A;

2) I(A) es el menor subconjunto creciente y cerrado de X que contiene a
A.

Demostración. Por el Corolario 1.18 D(A) es un subconjunto decreciente
y cerrado de X tal que A ⊂ D(A). Si B ⊂ X es decreciente y cerrado en X
tal que A ⊂ B entonces, por la definición de D(A), sucede que D(A) ⊂ B.
Esto prueba 1). La prueba de 2) es similar.

Los conjuntos D(A) e I(A) fueron definidos por L. Nachbin en [15, p.
34]. En [24], L. E. Ward, Jr. denota D(A) como H0(A) y a I(A) por H1(A).
Incluso define a D(A) como el casco cerrado decreciente de A y a I(A) como
el casco cerrado creciente de A. Preferimos, sin embargo, los nombres dados
en [6].
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Definición 1.25. Si X es un espacio topológico con un casi orden y A ⊂ X,
entonces el conjunto D(A) se llama la cerradura decreciente de A en X,
mientras que el conjunto I(A) se llama la cerradura creciente de A en X.

Recordemos que clX(A) denota la cerradura de un subconjunto A del
espacio topológico X. Si 5 es el orden discreto en X (ver Definición 1.12),
entonces cualquier subconjunto de X es tanto creciente como decreciente.
Por tanto clX(A) = D(A) = I(A). Esta es una de las razones por la que
los conjuntos D(A) e I(A) generalizan la noción de cerradura en un espacio
topológico. Otra razón es por que satisfacen las propiedades enunciadas en
el siguiente teorema.

Teorema 1.26. Los operadores cerradura decreciente y cerradura creciente,
satisfacen las siguientes propiedades:

1) D(∅) = ∅ e I(∅) = ∅;

2) A ⊂ D(A) y A ⊂ I(A);

3) D(A ∪B) = D(A) ∪D(B) e I(A ∪B) = I(A) ∪ I(B);

4) D(D(A)) = D(A) e I(I(A)) = I(A).

Demostración. La parte 1) es trivial, ya que por definición el conjunto vaćıo
es un cerrado decreciente y creciente. La parte 2) es consecuencia inmediata
de las definiciones de D(A) e I(A). Para ver 3) notemos que D(A ∪ B) es
un subconjunto decreciente y cerrado en X tal que A ⊂ A ∪B ⊂ D(A ∪B).
Luego, por la parte 1) del Teorema 1.24,D(A) ⊂ D(A∪B).De manera similar
tenemos que D(B) ⊂ D(A∪B). Esto prueba que D(A)∪D(B) ⊂ D(A∪B).

Como D(A) y D(B) son decrecientes, por el Corolario 1.18, D(A)∪D(B)
es decreciente. Además D(A) ∪ D(B) es cerrado en X, por ser la unión de
dos cerrados en X. Entonces D(A) ∪D(B) es un subconjunto decreciente y
cerrado en X que contiene a A∪B. Por la parte 1) del Teorema 1.24, se tiene
entonces que D(A∪B) ⊂ D(A)∪D(B). Esto prueba la primera parte de 3).
La demostración de la segunda parte es similar.

Para ver 4), notemos que D(A) es un subconjunto decreciente y cerra-
do en X que contiene a D(A). Entonces, por la parte 1) del Teorema 1.24,
D(D(A)) ⊂ D(A). Además por la parte 2), D(A) ⊂ D(D(A)). Esto prueba
la primera parte de 4). La demostración de la segunda parte es similar.
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Terminamos la presente sección con el siguiente resultado.

Teorema 1.27. Si X es un espacio topológico con un casi orden y A ⊂ X,
entonces

1) A es decreciente y cerrado en X si y sólo si D(A) = A;

2) A es creciente y cerrado en X si y sólo si I(A) = A.

Demostración. Supongamos que A es decreciente y cerrado en X. Por la
parte 1) del Teorema 1.24, D(A) ⊂ A. Como también A ⊂ D(A), sucede que
D(A) = A. Por otro lado, si D(A) = A, entonces como D(A) es decreciente
y cerrado, A también posee dichas propiedades. Esto prueba 1). La prueba
de 2) es similar.

1.4. Semicontinuidad

1.4.1. Un Poco de Historia

En la presente sección consideraremos un espacio topológico con una
relación de orden, ligada con la topoloǵıa deX. La interrelación entre un espa-
cio topológico con un casi orden, fue investigada por L. Nachbin. Sus resulta-
dos están recopilados en [15], publicado en 1950. Ya antes G. Birkhoff hab́ıa
investigado la interrelación mencionada, e incluso fue uno de los primeros
en dar una descripción de topoloǵıas intŕınsecas definidas en conjuntos par-
cialmente ordenados. Algunos de sus resultados fueron recopilados en [2],
publicado en 1948.

En 1954 L. E. Ward, Jr. publicó los art́ıculos [24] y [25], en el que se
generalizan varios resultados tanto de L. Nachbin como de G. Birkhoff. En el
presente trabajo vamos a escribir una buena parte del material publicado en
[24] y [25]. En [8] se menciona que la combinación entre una topoloǵıa y una
estructura de orden, tiene aplicaciones en varias áreas de las Matemáticas
como la Teoŕıa del Dominio, en Computación Teórica y en la Economı́a
Matemática (ver, por ejemplo, el art́ıculo [6]). En el presente trabajo daremos
algunas aplicaciones dentro de la Topoloǵıa (mostrando generalizaciones de
los axiomas de separación), especialmente de la Teoŕıa de los Continuos y la
Teoŕıa del Punto Fijo.
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1.4.2. Definiciones

Supongamos que X es un espacio topológico y que hay una relación 5
tal que (X,5) es un COCO. En las siguientes definiciones vemos una ma-
nera de ligar la estructura de casi orden en X con su estructura topológica.
Recordemos que a 5 b indica que a está relacionado con b, bajo 5. Por tanto
a � b, indica que a no está relacionado con b, bajo 5.

Definición 1.28. Sean X un espacio topológico con un casi orden 5 en X.
Decimos que 5 es semicontinuo inferiormente (respectivamente, semi-
continuo superiormente), si para cada a, b ∈ X tales que a � b (respecti-

vamente, b � a) existe un abierto U en X tal que a ∈ U y, para todo x ∈ U, se

tiene que x � b (respectivamente, b � x). Decimos que 5 es semicontinuo
si 5 es semicontinuo inferiormente y semicontinuo superiormente.

Si el casi orden 5 en el espacio topológico X es semicontinuo, semiconti-
nuo inferiormente, o bien semicontinuo superiormente, es común decir que el
par (X,5) es semicontinuo, semicontinuo inferiormente, o bien semicontinuo
superiormente, según sea el caso.

Notemos que el casi orden 5 es semicontinuo inferiormente si para cada
a, b ∈ X tales que a no es predecesor de b, existe un abierto U en X tal que
a ∈ U, de modo que ningún elemento de U es predecesor de b. De manera
similar, 5 es semicontinuo superiormente, si para cada a, b ∈ X tales que b
no es un sucesor de a, existe un abierto V en X tal que b ∈ V, de modo que
ningún elemento de V es sucesor de a.

Si 5 es el orden discreto en X (ver Definición 1.12), entonces 5 es semi-
continuo si y sólo si, para cada a, b ∈ X con a 6= b, existen abiertos U y V
en X tales que a ∈ U, b ∈ V, b /∈ U y a /∈ V. Es decir 5 es semicontinuo
si y sólo si X es T1. En este sentido, al interrelacionar la topoloǵıa con una
estructura de orden, obtenemos que la semicontinuidad del casi orden es una
manera de generalizar el axioma de separación T1.

Consideremos ahora la siguiente definición.

Definición 1.29. Sean X un espacio topológico con un casi orden 5 en X.
Decimos que 5 es continuo si para cada a, b ∈ X tales que a � b, existen
abiertos U y V en X tales que a ∈ U, b ∈ V y, para todo (x, y) ∈ U × V , se
tiene que x � y.
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Si el casi orden 5 en el espacio topológico X es continuo, es común
decir que el par (X,5) es continuo. Bajo dicha situación, los conjuntos U
y V garantizados en la Definición 1.29, son ajenos, pues el casi orden 5 es
reflexivo. Notemos que 5 es continuo si para cada a, b ∈ X tales que a no es
un predecesor de b, existen abiertos U y V en X con a ∈ U, b ∈ V, de modo
que ningún elemento de U es predecesor de ningún elemento de V.

Otro punto que se puede observar es que la semicontinuidad (inferior y
superior) y la continuidad, son propiedades hereditarias. Para probar esto,
basta restringir el orden al subconjunto e intersectar los respectivos abiertos
con el subespacio.

Si 5 es el orden discreto en X, entonces 5 es continuo si y sólo si para
cada a, b ∈ X con a 6= b, existen abiertos U y V en X tales que a ∈ U,
b ∈ V y U ∩ V = ∅. En otras palabras 5 es continuo si y sólo si X es
T2. En este sentido, al interrelacionar la topoloǵıa con una estructura de
orden, la continuidad del casi orden es una manera de generalizar el axioma
de separación T2. Más adelante, en este caṕıtulo, veremos otras propiedades
de un casi orden que generalizan los axiomas de regularidad, de regularidad
completa y de normalidad.

1.4.3. Propiedades Fundamentales

A partir de este momento, en lo que resta de la sección, pensaremos que
X es un espacio topológico y que 5 es un casi orden en X.

Teorema 1.30. Si 5 es continuo, entonces 5 es semicontinuo.

Demostración. Sean a, b ∈ X tales que a � b. Como 5 es continuo, existen
abiertos U y V en X tales que a ∈ U, b ∈ V y, para todo (x, y) ∈ U × V , se
tiene que x � y. En particular x � b, para cada x ∈ U y a � y, para toda
y ∈ V. Por tanto 5 es semicontinuo.

Como caso particular del teorema anterior, tenemos que los espacios T2

son T1. Para esto basta considerar el orden discreto.

Vamos a ver ahora que las nociones de semicontinuidad inferior, semicon-
tinuidad superior y continuidad, son distintas.
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Ejemplo 1.31. Existe un casi orden semicontinuo inferiormente, pero no
semicontinuo superiormente.

Demostración. Consideremos R con la topoloǵıa que tiene por base a la
familia S = {(a,∞) : a ∈ R}. Sea ≤ el orden usual en R. Como ya indicamos
(R,≤) es un COTO. Sean a, b ∈ R tales que a � b. Entonces b < a. Tomemos
el abierto U = (a − ε,∞) en R donde 0 < ε ≤ a−b

2
. Entonces a ∈ U y, para

todo x ∈ U, se tiene que b < x, es decir, x � b. Esto muestra que ≤ es
semicontinuo inferiormente.

Ahora bien, como 0 < 1, resulta que 1 � 0. Sea U un abierto en R tal
que 0 ∈ U. Entonces existe a ∈ R tal que 0 ∈ (a,∞) ⊂ U. Esto implica
que a < 0 y que 1 ∈ U. Luego 1 ≤ 1 y, por tanto, ≤ no es semicontinuo
superiormente.

Ejemplo 1.32. Existe un casi orden semicontinuo superiormente, pero no
semicontinuo inferiormente.

Demostración. Consideremos R con la topoloǵıa que tiene por base a la
familia S = {(−∞, a) : a ∈ R}. Sea ≤ el orden usual en R. Una demostración
análoga a la dada en el ejemplo anterior, hace ver que ≤ es semicontinuo
superiormente, pero no semicontinuo inferiormente.

Ejemplo 1.33. Existe un casi orden semicontinuo, pero no continuo.

Demostración. Supongamos que X es un espacio topológico T1, pero no
T2 (por ejemplo, X puede ser un conjunto numerable con la topoloǵıa de
los complementos finitos). Como casi orden 5 en X, consideremos el orden
discreto. Entonces 5 es semicontinuo pero no continuo.

Las nociones de casi orden semicontinuo inferiormente y casi orden se-
micontinuo superiormente, como están dadas en la Definición 1.28, son un
tanto incómodas e inmanejables. Utilizando el conjunto de los predecesores y
el de los sucesores, dados en la Definición 1.13, podemos caracterizar dichos
casi órdenes de un modo que, como veremos a lo largo del presente trabajo,
resultarán ser más manejables.

Proposición 1.34. 5 es semicontinuo inferiormente si y sólo si P (b) es
cerrado en X, para cada b ∈ X.
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Demostración. Supongamos que 5 es semicontinuo inferiormente. Sean b ∈
X y a ∈ X −P (b). Entonces a � b y, como 5 es semicontinuo inferiormente,

existe un abierto U en X tal que a ∈ U y, para cada x ∈ U, sucede que x � b.
Luego U ⊂ X − P (b) y, por tanto, X − P (b) es abierto en X. Esto muestra
que P (b) es cerrado en X.

Ahora supongamos que P (b) es cerrado en X, para cada b ∈ X. Tomemos
a, b ∈ X tales que a � b. Entonces P (b) es cerrado en X, por lo que U =
X − P (b) es abierto en X. Además a ∈ U y, para todo x ∈ U, se tiene que
x � b. Esto prueba que 5 es semicontinuo inferiormente.

Proposición 1.35. 5 es semicontinuo superiormente si y sólo si S(b) es
cerrado en X, para cada b ∈ X.

Demostración. Supongamos que 5 es semicontinuo superiormente. Sean
b ∈ X y a ∈ X − S(b). Entonces b � a y, como 5 es semicontinuo superior-
mente, existe un abierto U en X tal que a ∈ U y, para cada x ∈ U , sucede
que b � x. Luego U ⊂ X −S(b) y, por tanto, X −S(b) es abierto en X. Esto
prueba que S(b) es cerrado en X.

Ahora supongamos que S(b) es cerrado en X, para cada b ∈ X. Sean
a, b ∈ X tales que b � a. Entonces S(b) es cerrado en X, por lo que U =
X − S(b) es abierto en X. Además a ∈ U y, para todo x ∈ U, se tiene que
b � x. Entonces 5 es semicontinuo superiormente.

Como consecuencia inmediata de las proposiciones anteriores, tenemos el
siguiente resultado.

Proposición 1.36. 5 es semicontinuo si y sólo si P (b) y S(b) son cerrados
en X, para cada b ∈ X.

Corolario 1.37. Si 5 es semicontinuo, entonces E(b) es cerrado en X, para
cada b ∈ X.

Demostración. Si 5 es semicontinuo y b ∈ X entonces, por la Proposi-
ción 1.36, E(b) = P (b) ∩ S(b) es la intersección de dos cerrados en X. Por
tanto E(b) es cerrado en X.
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Si 5 es el orden discreto en X, entonces P (b) = {b} y S(b) = {b}, para
cada b ∈ X. Entonces, como caso particular de la Proposición 1.36, tenemos
que X es T1 si y sólo si {b} es cerrado en X, para cada b ∈ X.

En el siguiente resultado presentamos una afirmación sencilla pero muy
útil, para el conjunto de los equivalentes.

Teorema 1.38. Sean a, b ∈ X. Entonces a ∈ E(b) si y sólo si b ∈ E(a).

Demostración. Si a ∈ E(b), entonces a es predecesor y sucesor de b. Luego
b es predecesor y sucesor de a, por lo que b ∈ E(a). La prueba de que b ∈ E(a)
implica a ∈ E(b) es similar.

Hemos visto que todo casi orden continuo es semicontinuo (Teorema
1.30) y, además, que existen casi órdenes semicontinuos que no son con-
tinuos (Ejemplo 1.33). Por tanto, la continuidad y la semicontinuidad son
nociones distintas. Sin embargo, como se indica en el siguiente resultado, si
el casi orden es total (cosa que no sucede con el casi orden presentado en el
Ejemplo 1.33), entonces la continuidad y la semicontinuidad son equivalentes.

Teorema 1.39. Sean X un espacio topológico y 5 un casi orden total en X.
Entonces 5 es continuo si y sólo si 5 es semicontinuo.

Demostración. En vista del Teorema 1.30, basta ver que la semicontinuidad
implica la continuidad. Supongamos, por tanto, que 5 es semicontinuo. Sean
a, b ∈ X tales que a � b. Como el casi orden 5 es total y a � b, sucede que
b 5 a y b /∈ E(a). Vamos a considerar ahora dos casos. Supongamos primero
que existe c ∈ X tal que b 5 c 5 a y c /∈ E(a) ∪ E(b). Entonces a ∈ S(c) y
b ∈ P (c). Hagamos

U = X − P (c) y V = X − S(c).

Por la Proposición 1.36, U y V son abiertos en X. Si a ∈ P (c), entonces
a ∈ P (c) ∩ S(c) = E(c). Luego a ∈ E(c) y, por el Teorema 1.38, c ∈ E(a).
Como esto contradice el hecho de que, por suposición, c /∈ E(a), tenemos que
a /∈ P (c). Luego a ∈ U. Ahora bien, si b ∈ S(c), entonces b ∈ S(c) ∩ P (c) =
E(c). Luego b ∈ E(c) y, por el Teorema 1.38, c ∈ E(b). Como esto es una
contradicción, tenemos que b /∈ S(c). Luego b ∈ V.

Hemos probado que U y V son abiertos en X tales que a ∈ U y b ∈ V.
Tomemos ahora x ∈ U y y ∈ V. Entonces x � c y c � y. Esto implica, pues
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el casi orden es total, que y 5 c y c 5 x. Luego y 5 x, aśı que x � y. Esto
muestra que 5 es continuo, en el caso de que exista c ∈ X como indicamos.

Supongamos ahora que no existe c ∈ X tal que b 5 c 5 a y c /∈ E(a) ∪
E(b). Hagamos

U = X − P (b) y V = X − S(a).

Por la Proposición 1.36, U y V son abiertos en X. Como a � b tenemos
además que a ∈ U y b ∈ V. Tomemos ahora x ∈ U y y ∈ V. Entonces
x � b y a � y, por lo que b 5 x y y 5 a. Vamos a demostrar que x � y.
Para esto, supongamos por el contrario, que x 5 y. Sea c = y. Entonces
b 5 x 5 y 5 a. Esto significa que c es un elemento de X tal que b 5 c 5 a
aśı que, por hipótesis, c ∈ E(a) ∪ E(b). Si c ∈ E(a), entonces a 5 c = y,
pero esto contradice el que a � y. Si c ∈ E(b), entonces c 5 b por lo que

x 5 y = c 5 b, es decir x 5 b, contradiciendo el que x � b. Como en ambos
casos hemos obtenido una contradicción, que proviene de haber supuesto que
x 5 y, deducimos que x � y. Con esto probamos que 5 es continuo.

En el siguiente resultado se presentan dos caracterizaciones de los casi
órdenes continuos. Recordemos que si a ∈ X, entonces una vecindad de a en
X es un subconjunto A de X para el cual existe un abierto U en X tal que
a ∈ U ⊂ A.

Proposición 1.40. Sean X un espacio topológico y 5 un casi orden en X.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) 5 es continuo;

2) D = {(x, y) ∈ X ×X : x 5 y} es cerrado en X ×X;

3) si a, b ∈ X son tales que a � b, entonces existen vecindades N y N ′

de a y b, respectivamente, tales que N es creciente, N ′ es decreciente y
N ∩N ′ = ∅.

Demostración. Supongamos que se cumple 1). Sea (a, b) ∈ (X ×X)−D.
Entonces a � b y, como 5 es continuo, existen abiertos U y V en X tales

que a ∈ U, b ∈ V y x � y, para todo (x, y) ∈ U × V. Notemos que U × V es
un abierto en X ×X tal que (a, b) ∈ U × V. Además, de existir un elemento
(c, d) ∈ (U × V ) ∩ D, tendŕıamos que c � d y c 5 d, lo cual es es una
contradicción. Por lo tanto, (U ×V )∩D = ∅. Esto muestra que (X×X)−D
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es abierto en X ×X o, lo que es lo mismo, que D es cerrado en X ×X. Esto
prueba que 1) implica 2).

Ahora, supongamos que se cumple 2). Sean a, b ∈ X tales que a � b.
Entonces (X ×X)−D es un abierto en X ×X que tiene a (a, b). Por tanto,
existe un abierto básico U×V en X×X tal que (a, b) ∈ U×V ⊂ X×X−D.
Sean N = S(U) y N ′ = P (V ). Como U y V son abiertos en X tales que
a ∈ U ⊂ N y b ∈ V ⊂ N ′, tenemos que N es una vecindad de a, y N ′

es una vecindad de b. Además, por el Teorema 1.22, N es creciente y N ′ es
decreciente. Supongamos que existe un elemento x ∈ N ∩N ′ = S(U)∩P (V ).
Entonces existen c ∈ U y d ∈ V tales que c 5 x y x 5 d. Luego (c, d) es
un elemento de U × V tal que c 5 d, es decir, tal que (c, d) ∈ D. Por tanto
(U × V ) ∩ D 6= ∅. Esto contradice el hecho de que U × V ⊂ X × X − D.
Luego N ∩N ′ = ∅, probando aśı que 2) implica 3).

Para probar que 3) implica 1). Sean a, b ∈ X tales que a � b. Por hipótesis,
existen vecindades N y N ′ de a y b, respectivamente, tales que N es creciente,
N ′ es decreciente y N ∩ N ′ = ∅. Sean U y V dos abiertos en X tales que
a ∈ U ⊂ N y b ∈ V ⊂ N ′. Tomemos x ∈ U y y ∈ V. Vamos a mostrar que
x � y. Para esto supongamos, por el contrario, que x 5 y. Como x ∈ U ⊂ N,
S(N) = N y x 5 y, tenemos que y ∈ N. También y ∈ V ⊂ N ′. Entonces
y ∈ N ∩N ′. En vista de que esto contradice el hecho de que los conjuntos N
y N ′ son ajenos, deducimos que x � y. Esto prueba que 5 es continua.

El conjunto D que se define en la parte 2) del Teorema 1.40, se llama la
gráfica del casi orden 5. En éstos términos, la equivalencia entre las partes
1) y 2) de dicho teorema, indica que un casi orden en X es continuo, si y sólo
si su gráfica es un subconjunto cerrado de X ×X. Por esta razón a los casi
órdenes continuos se les llama también casi ordenes cerrados ([15, p. 31]).
En el caso particular en que 5 es el orden discreto en X, la equivalencia
entre las partes 1) y 2), dice que un espacio X es T2 si y sólo si el conjunto
{(x, y) ∈ X ×X : x = y}, conocido como la diagonal de X ×X, es cerrado
en X ×X.

De la prueba, en el Teorema 1.40, se sigue que 5 es continuo si y sólo
si para cada a, b ∈ X con a � b, existen vecindades ajenas N y N ′ de a y
b, respectivamente, tales que N es creciente, N ′ es decreciente y para cada
(x, y) ∈ N ×N ′, sucede que x � y. Utilizaremos con frecuencia este hecho.
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Recordemos ahora el siguiente resultado, conocido como el Lema del Tubo.
Una demostración del mismo puede verse en [14, Lema 26.8, p. 191].

Lema 1.41. Sean S y K dos espacios topológicos, con K compacto. Su-
pongamos que s0 ∈ S y que U es un subconjunto abierto de S × K tal que
{s0} ×K ⊂ U. Entonces existe un subconjunto abierto V de S tal que

{s0} ×K ⊂ V ×K ⊂ U.

Corolario 1.42. Sean S y K dos espacios topológicos, con K compacto.
Supongamos que A es un subconjunto cerrado de S y que U es un subconjunto
abierto de S×K tal que A×K ⊂ U. Entonces existe un subconjunto abierto
V de S tal que A×K ⊂ V ×K ⊂ U.

Demostración. Para cada a ∈ A, U es un abierto en S ×K y, además, se
tiene que {a} × K ⊂ A × K ⊂ U. Entonces, por el Lema 1.41, existe un
abierto Va de S tal que {a} ×K ⊂ Va ×K ⊂ U. Sea V =

⋃
a∈A Va. Entonces

V es un abierto en S tal que A×K ⊂ V ×K ⊂ U.

Cuando el casi orden 5 es continuo, tenemos el siguiente resultado, el
cual generaliza la primera parte de la Proposición 1.36.

Proposición 1.43. Sean X un espacio topológico y 5 un casi orden en X.
Si 5 es continuo, entonces P (A), S(A) y E(A) son cerrados en X, para cada
subconjunto compacto A de X.

Demostración. Supongamos que A es compacto. Para ver que P (A) es
cerrado en X, tomemos un elemento b ∈ X − P (A). Hagamos

D = {(x, y) ∈ X ×X : x 5 y} y U = (X ×X)−D.

Por la Proposición 1.40, D es cerrado en X ×X. Además ({b}×A)∩D = ∅,
pues b /∈ P (A). Luego {b}×A ⊂ U y, como A es compacto, por el Lema 1.41,
existe un abierto V en X tal que {b} × A ⊂ V × A ⊂ U. Notemos que V es
un abierto en X con b ∈ V ⊂ X − P (A). Luego X − P (A) es abierto en X
y, por tanto, P (A) es cerrado en X. La prueba de que S(A) es cerrado en X,
es similar. Como E(A) = P (A) ∩ S(A) es una intersección de dos cerrados
en X, E(A) es cerrado en X.
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Si el orden 5 en X es el discreto, entonces la Propoisición 1.43 dice que
si X es T2 y A ⊂ X es compacto, entonces A es cerrado en X.

En la Subsección 1.3.3, definimos los conjuntos D(A) e I(A), llamados la
cerradura decreciente y la cerradura creciente de A en X, respectivamente.
De las propiedades que probamos en dicha subsección y la Proposición 1.43,
se tiene el siguiente resultado.

Proposición 1.44. Sean X un espacio topológico y 5 un casi orden en X. Si
5 es continuo, entonces P (A) = D(A) y S(A) = I(A), para cada subconjunto
compacto A de X.

Demostración. Supongamos que A ⊂ X es compacto. Por la Proposi-
ción 1.43, P (A) es decreciente y cerrado en X. Sea B ⊂ X decreciente y
cerrado en X tal que A ⊂ B. Si x ∈ P (A), entonces x 5 a, para algún
a ∈ A. Como A ⊂ B, tenemos que a ∈ B. Entonces x ∈ P (B) = B, por lo
que P (A) ⊂ B. De esta manera P (A) es el menor subconjunto decreciente
y cerrado de X que contiene a A. Como esta propiedad también la posee
D(A), por el Teorema 1.24, sucede que P (A) = D(A). La prueba de que
S(A) = I(A) es similar.

1.5. Axiomas de Separación

1.5.1. Definiciones

En la presente sección, la letra I denota el intervalo unitario [0, 1] con su
topoloǵıa usual y su orden usual. Recordemos que un espacio topológico X
es:

1) regular si para cada x ∈ X y cada subconjunto cerrado F de X tal
que x /∈ F, existen subconjuntos abiertos U y V de X tales que x ∈ U,
F ⊂ V y U ∩ V = ∅;

2) completamente regular si para cada x ∈ X y cada subconjunto cerrado
F de X tal que x /∈ F, existe una función continua f : X → I tal que
f(x) = 0 y f(F ) ⊂ {1};

3) normal si para cada dos subconjuntos cerrados ajenos F0 y F1 de X,
existen subconjuntos abiertos U0 y U1 de X tales que F0 ⊂ U0, F1 ⊂ U1

y U0 ∩ U1 = ∅.
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Recordemos también que los espacios normales satisfacen el siguiente re-
sultado, conocido como el Lema de Urysohn.

Teorema 1.45. Un espacio topológico X es normal si y sólo si, para cada
dos subconjuntos cerrados ajenos F0 y F1 de X, existe una función continua
f : X → I tal que f(F0) ⊂ {0} y f(F1) ⊂ {1}.

Una prueba de lo anterior se encuentra en [4, Teorema 1.5.11, p. 41]. En
la presente sección, basada en [24], presentamos axiomas de separación en un
espacio topológico que admite una relación 5. Dichos axiomas son similares
a los de regularidad, de regularidad completa y de normalidad que hemos
presentado. Para describirlos, será importante considerar la siguiente familia
de funciones.

Definición 1.46. Supongamos que 5 y E son relaciones de orden en los
conjuntos X y Y, respectivamente. Decimos que una función f : X → Y
preserva el orden si para cada a, b ∈ X tales que a 5 b, se sigue que
f(a) E f(b).

Si 5 y E son el orden discreto (ver Definición 1.12) en X y Y, respecti-
vamente, entonces cualquier función f : X → Y preserva el orden.

Supongamos que X y Y son espacios topológicos con relaciones 5 y E,
respectivamente. Definimos

C(X, Y ) = {f : X → Y : f es continua y preserva el orden}.

De nueva cuenta, si 5 y E son el orden discreto en X y Y, entonces C(X, Y )
es la familia de las funciones continuas de X en Y. Para los axiomas de sepa-
ración que más nos van a interesar, será importante la familia C(X, I). En la
siguiente definición presentaremos los axiomas de separación correspondien-
tes a las propiedades de regularidad y regularidad completa.

Definición 1.47. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Decimos que X es:

1) monótono regular, abreviado MR, si se cumplen las siguientes pro-
piedades:

1.1) para cada x ∈ X y cada subconjunto cerrado F de X tal que x /∈ F
y F es creciente, existen subconjuntos abiertos U y V de X tales
que x ∈ U, F ⊂ V, U ∩ V = ∅, U es decreciente y V es creciente;
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1.2) para cada x ∈ X y cada subconjunto cerrado F de X tal que x /∈ F
y F es decreciente, existen subconjuntos abiertos U y V de X tales
que x ∈ U, F ⊂ V, U ∩ V = ∅, U es creciente y V es decreciente;

2) MR′ si se cumplen las siguientes propiedades:

2.1) para cada x ∈ X y cada subconjunto cerrado F de X tal que
x /∈ F y F es creciente, existe f ∈ C(X, I) tal que f(x) = 0 y
f(F ) ⊂ {1};

2.2) para cada x ∈ X y cada subconjunto cerrado F de X tal que
x /∈ F y F es decreciente, existe f ∈ C(X, I) tal que f(x) = 1 y
f(F ) ⊂ {0};

3) fuertemente regular, abreviado SR, si se cumplen las siguientes
propiedades:

3.1) para cada x ∈ X y cada subconjunto cerrado F de X tal que x /∈ F
y P (x) ∩ F = ∅, existen subconjuntos abiertos U y V de X tales
que x ∈ U, F ⊂ V, U ∩ V = ∅, U es decreciente y V es creciente;

3.2) para cada x ∈ X y cada subconjunto cerrado F de X tal que x /∈ F
y S(x) ∩ F = ∅, existen subconjuntos abiertos U y V de X tales
que x ∈ U, F ⊂ V, U ∩ V = ∅, U es creciente y V es decreciente;

4) SR′ si se cumplen las siguientes propiedades:

4.1) para cada x ∈ X y cada subconjunto cerrado F de X tal que x /∈ F
y P (x)∩F = ∅, existe f ∈ C(X, I) tal que f(x) = 0 y f(F ) ⊂ {1};

4.2) para cada x ∈ X y cada subconjunto cerrado F de X tal que x /∈ F
y S(x)∩F = ∅, existe f ∈ C(X, I) tal que f(x) = 1 y f(F ) ⊂ {0};

5) completamente 5-regular, abreviado CR, si para cada x ∈ X y
cada subconjunto cerrado F de X tal que x /∈ F, existen f, g ∈ C(X, I)
tales que f(x) = 1, g(x) = 0 y f(F ) ⊂ {0} o bien g(F ) ⊂ {1}.

La noción de espacio completamente 5-regular, se debe a L. Nachbin
(ver [15]). Antes de indicar las relaciones entre las propiedades anteriores,
presentaremos los axiomas de separación correspondientes a la normalidad.

Definición 1.48. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Decimos que X es:
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1) monótono normal, abreviado MN, si para cada dos subconjuntos
cerrados F0 y F1 de X tales que F0 ∩ F1 = ∅, F0 decreciente y F1

creciente, existen subconjuntos abiertos U0 y U1 de X tales que F0 ⊂ U0,
F1 ⊂ U1, U0 ∩ U1 = ∅, U0 es decreciente y U1 es creciente;

2) MN′ si para cada dos subconjuntos cerrados F0 y F1 de X tales que
F0 ∩ F1 = ∅, F0 decreciente y F1 creciente, existe f ∈ C(X, I) tal que
f(F0) ⊂ {0} y f(F1) ⊂ {1};

3) fuertemente normal, abreviado SN si para cada dos subconjuntos
cerrados F0 y F1 de X tales que F0 ∩F1 = ∅ y F0 es decreciente o bien
F1 es creciente, existen subconjuntos abiertos U0 y U1 de X tales que
F0 ⊂ U0, F1 ⊂ U1, U0 ∩ U1 = ∅, U0 es decreciente y U1 es creciente;

4) SN′ si para cada dos subconjuntos cerrados F0 y F1 de X tales que
F0∩F1 = ∅ y F0 es decreciente o bien F1 es creciente, existe f ∈ C(X, I)
tal que f(F0) ⊂ {0} y f(F1) ⊂ {1}.

A los espacios monótono normales, L. Nachbin los definió como espacios
normalmente ordenados (ver [15, p. 33]).

Supongamos que X es un espacio topológico y que 5 es el orden discreto.
Entonces cualquier subconjunto de X es tanto creciente como decreciente.
Además, usando el Lema de Urysohn, se puede probar lo siguiente:

a) que las propiedades MN, MN ′, SN y SN ′ son equivalentes entre ellas
y, más aún, equivalentes a la noción clásica de normalidad en X;

b) que las propiedades MR y SR son equivalentes y, más aún, equivalentes
a la noción clásica de regularidad en X;

c) que las propiedades MR′, SR′ y CR son equivalentes entre ellas y, más
aún, que son equivalentes a la noción clásica de regularidad completa
en X.

En este sentido, al interrelacionar la topoloǵıa con una estructura de
orden, las propiedades dadas en las definiciones 1.47 y 1.48, extienden a
las nociones clásicas de normalidad, regularidad y regularidad completa, a
espacios topológicos con un casi orden definido.
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Uno de los objetivos importantes de la presente sección será demostrar
que las propiedades MN y MN ′ son equivalentes y, además, que las pro-
piedades SN y SN ′ son equivalentes. Otro de los objetivos será estudiar
los espacios compactos y T2 con un casi orden continuo. Como veremos en
el Teorema 1.70, dichos espacios satisfacen la propiedad presentada en la
siguiente definición.

Definición 1.49. Sea X un espacio topológico con un casi orden 5. Decimos
que 5 es fuertemente continuo si para cualesquiera a, b ∈ X tales que
a � b, existe f ∈ C(X, I) tal que f(b) = 0 y f(a) = 1.

La relación entre un casi orden fuertemente continuo y uno continuo,
queda expresada en el siguiente resultado.

Teorema 1.50. Todo casi orden fuertemente continuo es continuo.

Demostración. Supongamos que el espacio topológico X posee un casi or-
den fuertemente continuo 5. Tomemos a, b ∈ X tales que a � b. Como 5
es fuertemente continuo, existe f ∈ C(X, I) tal que f(b) = 0 y f(a) = 1.
Hagamos

U = f−1

((
2

3
, 1

])
y V = f−1

([
0,

1

3

))
.

Como f es continua U y V son abiertos en X. Además a ∈ U y b ∈ V.
Tomemos ahora (x, y) ∈ U ×V. Si x 5 y entonces, como f preserva el orden,
f(x) ≤ f(y). Sin embargo, como f(x) ∈

(
2
3
, 1
]

y f(y) ∈
[
0, 1

3

)
, resulta que

f(y) < f(x). De esta contradicción se deduce que, para cada (x, y) ∈ U × V,
se tiene que x � y. Por tanto 5 es continuo.

Si 5 es el orden discreto en X, entonces 5 es fuertemente continuo si y
sólo si se cumple la siguiente condición:

(?) para cualesquiera a, b ∈ X con a 6= b, existe una función continua
f : X → I tal que f(a) = 0 y f(b) = 1.

El Teorema 1.50 dice además, que la condición (?) implica el axioma T2. A
su vez, si X es T3 1

2
, entonces X satisface (?). Recordemos que un espacio

topológico X es T2 1
2

si para cualesquiera a, b ∈ X con a 6= b, existen abiertos

U y V en X tales que a ∈ U, b ∈ V y clX(U) ∩ clX(V ) = ∅. Es claro que los
espacios T2 1

2
son T2. En [18, Ejemplo VII.5.2, p. 49] se muestra un espacio T2

que no es T2 1
2
. En [18, Proposición VII.6.7, p. 52], se prueba que los espacios
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T3 son T2 1
2

y, en [18, Ejemplo VII.6.8, p. 52], se da un espacio T2 1
2

que no es
T3. Entonces T2 1

2
es un axioma de separación entre los axiomas T2 y T3.

Usando el hecho de que una función g : Y → Z es continua si y sólo
si clY (g−1(B)) ⊂ g−1(clZ(B)), para cada B ⊂ Z, es fácil probar que si X
satisface (?), entonces X es T2 1

2
. En [18, Ejemplo VII.7.5, p. 62] se indica

la construcción de J. Thomas de un espacio X que es T3 pero no T3 1
2
. En

dicho espacio, existen dos puntos distintos a y b para los cuales toda función
continua f : X → I es tal que f(a) = f(b). Entonces X es un espacio T2 1

2

que no cumple (?). El espacio M que construyó A. Mysior y se presenta en
[4, Ejemplo 1.5.9, p. 40], es también T2 1

2
y no cumple (?). Como se menciona

en [4, p. 39], existen espacios X que son T3 y tienen la propiedad de que
cada función continua f : X → R es constante. Dichos espacios son T2 1

2
y no

cumple (?). También son espacios T3 que no satisfacen (?).

El espacio mostrado en [18, Ejemplo VII.6.8, p. 52], que es T2 1
2

y no T3,

cumple (?). Esto muestra que existen espacios que cumplen (?) y no son T3

ni T3 1
2
.

De todo lo anterior, tenemos que la propiedad dada en (?) es, en cierta
forma, un axioma de separación entre T2 1

2
y T3 1

2
. En vista de esto, la noción

de casi orden fuertemente continuo puede verse como una generalización del
axioma de separación T2 1

2
.

Terminamos la presente subsección con el siguiente resultado, que será útil
más adelante.

Teorema 1.51. Sean X un espacio topológico con un casi orden 5 y f ∈
C(X, I). Entonces, para cualesquiera r, s ∈ (0, 1), si definimos:

U = f−1([0, r)) y V = f−1((s, 1])

sucede que un U es abierto decreciente en X y V es un abierto creciente en
X. Más aún, si r ≤ s, entonces U ∩ V = ∅.

Demostración. Tomemos r, s ∈ (0, 1). Como f es continua y los conjuntos
[0, r) y (s, 1] son abiertos en I, entonces U y V son abiertos en X. Tomemos
x ∈ P (U). Entonces x 5 y, para alguna y ∈ U. Como f preserva el orden,
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f(x) ≤ f(y) < r, aśı que x ∈ U. Esto prueba que U es decreciente. Supong-
amos ahora que x ∈ S(V ). Entonces y 5 x, para alguna y ∈ V. Como f
preserva el orden, s < f(y) ≤ f(x), aśı que x ∈ V. Esto prueba que V es
creciente. Si tenemos que r ≤ s, entonces [0, r) ∩ (s, 1] = ∅, por lo que:

U ∩ V = f−1([0, r)) ∩ f−1((s, 1]) = f−1([0, r) ∩ (s, 1]) = ∅.

1.5.2. Relaciones Fundamentales

En la presente subsección indicaremos las relaciones entre los axiomas de
regularidad y los de normalidad presentados en las Definiciones 1.47 y 1.48.

Teorema 1.52. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Entonces:

1) SN implica MN y SR implica MR;

2) SN′ implica MN′ y SR′ implica MR′;

3) SN′ implica SN y SR′ implica SR;

4) MN′ implica MN y MR′ implica MR.

Demostración. Las pruebas de 1) y 2) son directas de las Definiciones 1.47
y 1.48. Mostremos 3). Supongamos primero que X es SN ′. Consideremos dos
subconjuntos cerrados F0 y F1 de X tales que F0∩F1 = ∅ y F0 es decreciente
o F1 es creciente. Como X es SN ′, existe f ∈ C(X, I) tal que f(F0) ⊂ {0} y
f(F1) ⊂ {1}. Hagamos

U0 = f−1

([
0,

1

3

))
y U1 = f−1

((
2

3
, 1

])
.

Por el Teorema 1.51, U0 es un abierto decreciente en X, U1 es un abierto
creciente enX y U0∩U1 = ∅. Además F0 ⊂ f−1({0}) ⊂ U0 y F1 ⊂ f−1({1}) ⊂
U1. Por tanto, X es SN. La prueba de que SR′ implica SR utiliza las mismas
ideas. Lo mismo sucede para la prueba de 4).

Cuando el casi orden es semicontinuo, se tienen las relaciones indicadas
en el siguiente resultado.
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Teorema 1.53. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5 que es semicontinuo. Entonces:

1) SN implica SR y MN implica MR;

2) SN′ implica SR′ y MN′ implica MR′;

3) MR implica que 5 es continuo;

4) MR′ implica que 5 es fuertemente continuo.

Demostración. Supongamos que X es SN. Sean x ∈ X y F un subconjunto
cerrado de X tal que x /∈ F y P (x)∩ F = ∅. Como 5 es semicontinuo, P (x)
es cerrado en X. Entonces P (x) y F son cerrados ajenos en X y P (x) es
decreciente. Como X es SN, existen subconjuntos abiertos U0 y U1 de X
tales que P (x) ⊂ U0, F ⊂ U1, U0 ∩ U1 = ∅, U0 es decreciente y U1 es
creciente.

Supongamos ahora que x ∈ X y que F es un subconjunto cerrado de X tal
que x /∈ F y S(x)∩ F = ∅. Como 5 es semicontinuo, S(X) es cerrado en X.
Entonces F y S(x) son cerrados ajenos en X y S(x) es creciente. Como X es
SN, existen subconjuntos abiertos U0 y U1 de X tales que F ⊂ U0, S(x) ⊂ U1,
U0∩U1 = ∅, U0 es decreciente y U1 es creciente. Esto prueba que si X es SN,
entonces X satisface las propiedades 3.1) y 3.2) de la Definición 1.47. Luego
X es SR.

Supongamos ahora que X es MN. Sean x ∈ X y F un subconjunto
cerrado de X tales que x /∈ F y F es creciente. Si existe y ∈ P (x) ∩ F,
entonces y 5 x y, como F es creciente, x ∈ F. Esto es una contradicción,
aśı que P (x) ∩ F = ∅. Por tanto, P (x) y F son cerrados ajenos, con P (x)
decreciente y F creciente. Como X es MN, existen subconjuntos abiertos U0

y U1 de X tales que P (x) ⊂ U0, F ⊂ U1, U0 ∩U1 = ∅, U0 es decreciente y U1

es creciente.

Supongamos ahora que x ∈ X y que F es un subconjunto cerrado de X tal
que x /∈ F y F es decreciente. Si existe y ∈ S(x)∩F, entonces x 5 y y, como
F es decreciente, x ∈ F. Esto es una contradicción, aśı que S(x) ∩ F = ∅.
Por tanto, F y S(x) son cerrados ajenos, con F decreciente y S(x) creciente.
Como X es MN, existen subconjuntos abiertos U0 y U1 de X tales que
F ⊂ U0, S(x) ⊂ U1, U0 ∩ U1 = ∅, U0 es decreciente y U1 es creciente. Esto
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prueba que si X es MN, entonces X satisface las propiedades 1.1) y 1.2) de
la Definición 1.47. Luego X es MR. Esto termina la prueba de 1).

Para probar 2) supongamos que X es SN ′. Sean x ∈ X y F un subcon-
junto cerrado de X tales que x /∈ F y P (x)∩ F = ∅. Entonces P (x) y F son
cerrados ajenos con P (x) decreciente. Como X es SN ′, existe f ∈ C(X, I)
tal que f(P (x)) ⊂ {0} y f(F ) ⊂ {1}. En particular f(x) = 0, pues x ∈ P (x).

Tomemos ahora x ∈ X y F un subconjunto cerrado de X tales que x /∈ F
y S(x) ∩ F = ∅. Entonces F y S(x) son cerrados ajenos con S(x) creciente.
Como X es SN ′, existe f ∈ C(X, I) tal que f(F ) ⊂ {0} y f(S(x)) ⊂ {1}. En
particular, f(x) = 1, pues x ∈ S(x). Esto prueba que si X es SN ′, entonces
X satisface las propiedades 4.1) y 4.2) de la Definición 1.47. Luego X es SR′.

Supongamos ahora que X es MN ′. Sean x ∈ X y F un subconjunto
cerrado de X tales que x /∈ F y F es creciente. Entonces P (x) ∩ F = ∅, por
lo que P (x) y F son dos cerrados ajenos, con P (x) decreciente y F creciente.
Como X es MN ′, existe f ∈ C(X, I) tal que f(P (x)) ⊂ {0} y f(F ) ⊂ {1}.
Si, en su lugar, suponemos que F es decreciente, entonces S(x) ∩ F = ∅.
Luego F y S(x) son dos cerrados ajenos, con F decreciente y S(x) creciente.
Entonces existe f ∈ C(X, I) tal que f(F ) ⊂ {0} y f(S(x)) ⊂ {1}. Esto
implica que X satisface las propiedades 2.1) y 2.2) de la Definición 1.47.
Luego X es MR′. Esto termina la prueba de 2).

Para probar 3), supongamos que X es MR. Sean a, b ∈ X tales que a � b.
Entonces a es un elemento de X y P (b) es un subconjunto cerrado de X tales
que a /∈ P (b) y P (b) es decreciente. Como X es MR, existen subconjuntos
abiertos U y V de X tales que a ∈ U, P (b) ⊂ V, U ∩ V = ∅, U es creciente
y V es decreciente. Tomemos ahora (x, y) ∈ U × V. Si x 5 y entonces, como
y ∈ V y V es decreciente, sucede que x ∈ V. Luego U ∩ V 6= ∅. En vista
de que esto es una contradicción, resulta que x � y. Esto prueba que 5 es
continuo y, aśı, 3) se cumple.

Supongamos, por último, que X es MR′. Sean a, b ∈ X tales que a � b.
Entonces a ∈ X y P (b) es un subconjunto cerrado de X tales que a /∈ P (b)
y P (b) es decreciente. Como X es MR′, existe f ∈ C(X, I) tal que f(a) = 1
y f(P (b)) ⊂ {0}. En particular, f(b) = 0, pues b ∈ P (b). Esto prueba que 5
es fuertemente continuo y, aśı, 4) se cumple.
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Si 5 es el orden discreto en X, entonces la propiedad 1) del Teorema
1.53, dice que los espacios T4 son T3, la propiedad 2) dice que los espacios
T4 son T3 1

2
, la propiedad 3) dice que los espacios T3 son T2 y, finalmente, la

propiedad 4) dice que los espacios T3 1
2

satisfacen la propiedad (?) que dimos
en la página 26.

Otras propiedades que se satisfacen son las que se mencionan en el si-
guiente resultado.

Teorema 1.54. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) si X es SR y MN, entonces X es SN;

2) si 5 es semicontinuo y X es SN, entonces X es SR y MN;

3) si X es SR′ y MN ′, entonces X es SN ′;

4) si 5 es semicontinuo y X es SN ′, entonces X es SR′ y MN ′.

Demostración. Supongamos que X es SR y MN. Sean F0 y F1 dos sub-
conjuntos cerrados de X tales que F0 ∩ F1 = ∅. Consideremos que F0 es
decreciente. Entonces x /∈ F1 y P (x)∩F1 = ∅, para cada x ∈ F0. Como X es
SR, existen abiertos Ux y Vx en X tales que x ∈ Ux, F1 ⊂ Vx, Ux ∩ Vx = ∅,
Ux es decreciente y Vx es creciente. Como {x} ⊂ Ux, tenemos que

x ∈ P (x) ⊂ P (Ux) = Ux ⊂ X − Vx ⊂ X − F1.

Hagamos U =
⋃
x∈F0

Ux. Entonces U es abierto en X y, además, es una
unión de conjuntos decrecientes, por lo que U es decreciente. Luego X − U
es cerrado y creciente. Además, como para cada x ∈ F0 tenemos que x ∈
Ux ⊂ X − F1, al tomar la unión sobre todos los elementos de F0, resulta
que F0 ⊂ U ⊂ X − F1. De lo anterior tenemos que F0 y X − U son dos
subconjuntos cerrados de X tales que F0 ∩ (X − U) = ∅, F0 es decreciente
y X − U es creciente. Como X es MN, existen abiertos U0 y U1 en X tales
que F0 ⊂ U0, X − U ⊂ U1, U0 ∩ U1 = ∅, U0 es decreciente y U1 es creciente.
Notemos que F1 ⊂ X − U ⊂ U1.

Si F1 es creciente entonces, aplicando argumentos duales, podemos en-
contrar abiertos U0 y U1 en X tales que F0 ⊂ U0, F1 ⊂ U1, U0 ∩ U1 = ∅, U0

es decreciente y U1 es creciente. Entonces X es SN. Esto prueba 1).
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Para ver 3) supongamos que X es SR′ y MN ′. Sean F0 y F1 dos sub-
conjuntos cerrados de X tales que F0 ∩ F1 = ∅. Consideremos que F0 es
decreciente. Entonces x /∈ F1 y P (x) ∩ F1 = ∅, para cada x ∈ F0. Como X
es SR′, existe fx ∈ C(X, I) tal que fx(x) = 0 y fx(F1) ⊂ {1}. Hagamos

Ux = f−1
x

([
0,

1

3

))
, para cada x ∈ F0

y U =
⋃
x∈F0

Ux. Por el Teorema 1.51, Ux es abierto en X y decreciente.
Entonces U es abierto y decreciente, por lo que X−U es cerrado y creciente.
Además, x ∈ Ux ⊂ X − F1, para cada x ∈ F0 por lo que al tomar la
unión sobre todos los elementos de F0, tenemos que F0 ⊂ U ⊂ X − F1.
De esta manera, F0 y X − U son dos subconjuntos cerrados de X tales que
F0 ∩ (X −U) = ∅, F0 es decreciente y X −U es creciente. Como X es MN ′,
existe f ∈ C(X, I) tal que f(F0) ⊂ {0} y f(X − U) ⊂ {1}. Puesto que
F1 ⊂ X − U, sucede que f(F1) ⊂ {1}.

Si suponemos que F1 es creciente, aplicando argumentos duales, podemos
encontrar f ∈ C(X, I) tal que f(F0) ⊂ {0} y f(F1) ⊂ {1}. Entonces X es
SN ′. Esto prueba 3).

Supongamos ahora que 5 es semicontinuo. Si X es SN entonces, por la
parte 1) del Teorema 1.52, X es MN y, por la parte 1) del Teorema 1.53, X
es SR. Entonces X es SR y MN. Esto prueba 2). Si X es SN ′ entonces, por
la parte 2) del Teorema 1.52, X es MN ′ y, por la parte 2) del Teorema 1.53,
X es SR′. Luego X es SR′ y MN ′. Esto prueba 4).

Corolario 1.55. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden semicontinuo 5. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) X es SN si y sólo si X es SR y MN;

2) X es SN ′ si y sólo si X es SR′ y MN ′.

1.5.3. Formas Alternativas y Otros Resultados

En el siguiente resultado vemos una forma alternativa de considerar la
propiedad SN.

Teorema 1.56. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1) X es SN;

2) si F0 y F1 son subconjuntos cerrados de X tales que F0 ∩ F1 = ∅ y F0

es decreciente o bien F1 es creciente, existen subconjuntos cerrados F ′0
y F ′1 de X tales que F ′0 es decreciente, F ′1 es creciente, X = F ′0 ∪ F ′1,
F1 ∩ F ′0 = ∅ y F0 ∩ F ′1 = ∅.

Demostración. Supongamos que X es SN. Sean F0 y F1 dos subconjuntos
cerrados de X tales que F0∩F1 = ∅, F0 es decreciente o bien F1 es creciente.
Entonces existen abiertos U0 y U1 en X tales que F0 ⊂ U0, F1 ⊂ U1, U0 ∩
U1 = ∅, U0 es decreciente y U1 es creciente. Sean F ′0 = X − U1 y F ′1 =
X − U0. Entonces F ′0 y F ′1 son cerrados en X tales que F ′0 es decreciente, F ′1
es creciente, X = (X −U0)∪ (X −U1) = F ′0 ∪F ′1, F1 ∩F ′0 = ∅ y F0 ∩F ′1 = ∅.
Esto prueba que 1) implica 2).

Supongamos que se cumple 2). Sean F0 y F1 dos subconjuntos cerrados
de X tales que F0∩F1 = ∅, F0 es decreciente o bien F1 es creciente. Entonces
existen subconjuntos cerrados F ′0 y F ′1 de X tales que F ′0 es decreciente,
F ′1 es creciente, X = F ′0 ∪ F ′1, F1 ∩ F ′0 = ∅ y F0 ∩ F ′1 = ∅. Sean U0 =
X − F ′1 y U1 = X − F ′0. Entonces U0 y U1 son abiertos en X tales que U0

es decreciente, U1 es creciente, F0 ⊂ X − F ′1 = U0, F1 ⊂ X − F ′0 = U1 y
∅ = (X − F ′1) ∩ (X − F ′0) = U0 ∩ U1. Esto prueba que 2) implica 1).

Usando las mismas ideas que en el teorema anterior, podemos probar el
siguiente resultado.

Teorema 1.57. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) X es MN;

2) si F0 y F1 son subconjuntos cerrados de X tales que F0 ∩F1 = ∅, F0 es
decreciente y F1 es creciente, existen subconjuntos cerrados F ′0 y F ′1 de
X tales que F ′0 es decreciente, F ′1 es creciente, X = F ′0∪F ′1, F1∩F ′0 = ∅
y F0 ∩ F ′1 = ∅.

En la prueba del siguiente resultado utilizamos la cerradura decreciente
D(A) y la cerradura creciente I(A), de un conjunto A, como las definimos
en la Subsección 1.3.3.
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Teorema 1.58. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) X es MN;

2) si F y V son subconjuntos de X tales que F es cerrado y decreciente
en X, V es abierto y decreciente en X y F ⊂ V, entonces existe un
subconjunto W de X, abierto y decreciente en X, tal que F ⊂ W ⊂
D(W ) ⊂ V ;

3) si F y V son subconjuntos de X tales que F es cerrado y creciente en X,
V es abierto y creciente en X y F ⊂ V, entonces existe un subconjunto
W de X, abierto y creciente en X, tal que F ⊂ W ⊂ I(W ) ⊂ V.

Demostración. Supongamos que X es MN. Sean F, V ⊂ X tales que F
es cerrado y decreciente en X, V es abierto y decreciente en X y F ⊂ V.
Entonces F y X−V son subconjuntos cerrados de X tales que F ∩(X−V ) =
∅, F es decreciente y X − V es creciente. Esto implica, pues X es MN, que
existen subconjuntos abiertos W y U en X tales que F ⊂ W, X − V ⊂ U,
W ∩U = ∅, W es decreciente y V es creciente. Luego W ⊂ X −U ⊂ V. Esto
implica que X−U es un subconjunto cerrado y decreciente de X que contiene
a W. Luego D(W ) ⊂ X−U. De esta manera F ⊂ W ⊂ D(W ) ⊂ X−U ⊂ V.
Esto muestra que 1) implica 2).

Supongamos ahora que se cumple 2). Sean F, V ⊂ X tales que F es
cerrado creciente en X, V es abierto creciente en X y F ⊂ V. Entonces X−V
y X − F son subconjuntos de X tales que X − V es cerrado decreciente,
X − F es abierto creciente y X − V ⊂ X − F. Esto implica, por 2), que
existe un subconjunto U de X, abierto y decreciente en X, tal que X − V ⊂
U ⊂ D(U) ⊂ X − F. Entonces F ⊂ X − D(U) ⊂ X − U ⊂ V. Hagamos
W = X −D(U). Como D(U) es cerrado y decreciente en X, entonces W es
abierto y creciente en X. Además, puesto que X − U es cerrado y creciente
en X tal que W ⊂ X − U, tenemos que I(W ) ⊂ X − U. Esto muestra que
F ⊂ W ⊂ I(W ) ⊂ X − U ⊂ V. Por tanto 2) implica 3).

Ahora supongamos que se cumple 3). Sean F0 y F1 dos subconjuntos
cerrados de X tales que F0 ∩ F1 = ∅, F0 es decreciente y F1 es creciente.
Entonces F1 ⊂ X − F0, F1 es cerrado creciente en X y X − F0 es abierto
creciente en X. Por 3), existe un subconjunto W de X, abierto y creciente
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en X, tal que F1 ⊂ W ⊂ I(W ) ⊂ X − F0. Sean U0 = X − I(W ) y U1 = W.
Entonces U0 y U1 son abiertos en X, U0 ∩ U1 = ∅, F0 ⊂ U0, F1 ⊂ U1, U0 es
decreciente y U1 es creciente. Luego X es MN. Esto prueba que 3) implica
1).

Si 5 es el orden discreto en X entonces el Teorema 1.58 dice que un
espacio X es normal si y sólo si, para cada subconjunto cerrado F de X
y cada subconjunto abierto V de X tal que F ⊂ V, existe un subconjunto
abierto W de X tal que F ⊂ W ⊂ clX(W ) ⊂ V.

Utilizando las mismas ideas que las dadas en la prueba del Teorema 1.58
tenemos el siguiente resultado, el cual hasta donde hemos podido investigar,
aparece por primera vez en la literatura.

Teorema 1.59. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) si F0 y F1 son dos subconjuntos cerrados de X tales que F0 ∩ F1 = ∅
y F0 es decreciente, entonces existen subconjuntos abiertos U0 y U1 de
X tales que F0 ⊂ U0, F1 ⊂ U1, U0 ∩ U1 = ∅, U0 es decreciente y U1 es
creciente;

2) si F y V son subconjuntos de X tales que F es cerrado y decreciente
en X, V es abierto en X y F ⊂ V, entonces existe un subconjunto W
de X, abierto y decreciente en X, tal que F ⊂ W ⊂ D(W ) ⊂ V ;

3) si F y V son subconjuntos de X tales que F es cerrado en X, V es
abierto y creciente en X y F ⊂ V, entonces existe un subconjunto W
de X, abierto y creciente en X, tal que F ⊂ W ⊂ I(W ) ⊂ V.

Demostración. Supongamos que se cumple 1). Sean F, V ⊂ X tales que F
es cerrado y decreciente en X, V es abierto en X y F ⊂ V. Entonces F y
X − V son cerrados en X tales que F ∩ (X − V ) = ∅ y F es decreciente.
Por 1), existen abiertos U0 y U1 en X tales que F ⊂ U0, X − V ⊂ U1,
U0∩U1 = ∅, U0 es decreciente y U1 es creciente. Hagamos W = U0. Entonces
W ⊂ X − U1 ⊂ V. Esto implica que X − U1 es un subconjunto cerrado y
decreciente de X que contiene a W. Luego D(W ) ⊂ X −U1. De esta manera
F ⊂ W ⊂ D(W ) ⊂ X − U1 ⊂ V. Esto muestra que 1) implica 2).

Supongamos que se cumple 2). Sean F, V ⊂ X tales que F es cerrado
en X, V es abierto y creciente en X y F ⊂ V. Entonces X − V ⊂ X − F,
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X − V es cerrado y decreciente en X y X − F es abierto en X. Por 2)
existe un subconjunto U de X, abierto y decreciente en X, tal que X − V ⊂
U ⊂ D(U) ⊂ X − F. Entonces F ⊂ X − D(U) ⊂ X − U ⊂ V. Hagamos
W = X −D(U). Como D(U) es cerrado y decreciente en X, W es abierto y
creciente en X. Además, puesto que X − U es cerrado y creciente en X tal
que W ⊂ X − U, tenemos que I(W ) ⊂ X − U. Esto muestra que F ⊂ W ⊂
I(W ) ⊂ X − U ⊂ V. Por tanto, 2) implica 3).

Supongamos que se cumple 3). Sean F0 y F1 dos subconjuntos cerrados
de X tales que F0 ∩ F1 = ∅ y F0 es decreciente. Entonces F1 ⊂ X − F0, F1

es cerrado en X y X − F0 es abierto y creciente en X. Luego, por 3), existe
W ⊂ X, abierto creciente en X tal que F1 ⊂ W ⊂ I(W ) ⊂ X − F0. Luego,
F0 ⊂ X−I(W ), F1 ⊂ W, X−I(W ) y W son abiertos en X, (X−I(W ))∩W =
∅, X − I(W ) es decreciente y W es creciente. Haciendo U0 = X − I(W ) y
U1 = W, deducimos que 3) implica 1).

De manera similar, también tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.60. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) si F0 y F1 son dos subconjuntos cerrados de X tales que F0 ∩ F1 = ∅
y F1 es creciente, entonces existen subconjuntos abiertos U0 y U1 de X
tales que F0 ⊂ U0, F1 ⊂ U1, U0 ∩ U1 = ∅, U0 es decreciente y U1 es
creciente;

2) si F y V son subconjuntos de X tales que F es cerrado en X, V es
abierto y decreciente en X y F ⊂ V, entonces existe un subconjunto W
de X, abierto y decreciente en X, tal que F ⊂ W ⊂ D(W ) ⊂ V ;

3) si F y V son subconjuntos de X tales que F es cerrado y creciente en
X, V es abierto en X y F ⊂ V, entonces existe un subconjunto W de
X, abierto y creciente en X, tal que F ⊂ W ⊂ I(W ) ⊂ V.

Supongamos que X es SN. Tomemos dos subconjuntos cerrados F0 y F1

de X tales que F0 ∩ F1 = ∅. Si F0 es decreciente, se cumple la propiedad
1) del Teorema 1.59. Por tanto, también se cumplen las propiedades 2) y 3)
del Teorema 1.59. Si en lugar de suponer que F0 es decreciente, resulta que
F1 es creciente, entonces se cumple la propiedad 1) del Teorema 1.60. Luego
también se cumplen las propiedades 2) y 3) de dicho teorema.
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Terminamos la presente subsección con dos resultados, uno válido en los
espacios MR y el otro en los espacios MR′.

Teorema 1.61. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi or-
den 5. Si X es MR, entonces para cualesquiera par de subconjuntos cerrados
A y B de X tales que A ∩ B = ∅, A es compacto y B es creciente, existen
subconjuntos abiertos U y V de X tales que A ⊂ U, B ⊂ V, U ∩ V = ∅, U es
decreciente y V es creciente. Si B es decreciente, entonces U es creciente y
V decreciente.

Demostración. Supongamos que X es MR y que B es creciente. Si existe
a ∈ A tal que P (a) ∩ B 6= ∅, entonces b 5 a, para algún b ∈ B. Como B es
creciente, esto implica que a ∈ B. Luego A ∩ B 6= ∅. Puesto que eso es una
contradicción, resulta que P (a) ∩B = ∅, para cada a ∈ A.

Notemos que para cada a ∈ A se tiene que a /∈ B. Esto implica, pues
X es MR, que existen abiertos Ua y Va en X tales que a ∈ Ua, B ⊂ Va,
Ua ∩ Va = ∅, Ua es decreciente y Va es creciente. Por tanto, {Ua : a ∈ A} es
una familia de abiertos cuya unión contiene al compacto A. Entonces existen
n ∈ N y a1, a2, . . . , an ∈ A tales que A ⊂ Ua1 ∪ Ua2 ∪ · · · ∪ Uan . Sean:

U = Ua1 ∪ Ua2 ∪ · · · ∪ Uan y V = Va1 ∩ Va2 ∩ · · · ∩ Van . (1.5.1)

Entonces U es una unión de abiertos decrecientes, por lo que U es abierto y
decreciente. Como V es una intersección finita de abiertos crecientes, V es
abierto y creciente. Además A ⊂ U, B ⊂ V y U ∩ V = ∅. Esto termina la
prueba, si B es creciente.

Supongamos ahora que B es decreciente. Entonces S(a) ∩ B = ∅, para
cada a ∈ A. También sucede que a /∈ B, para niguna a ∈ A, por lo que
existen abiertos Ua y Va en X tales que a ∈ Ua, B ⊂ Va, Ua ∩ Va = ∅,
Ua es creciente y Va es decreciente. Siguiendo la prueba del caso anterior, y
definiendo U y V como en (1.5.1), tenemos que U y V son abiertos en X
tales que A ⊂ U, B ⊂ V, U ∩ V = ∅, U es creciente y V es decreciente. Esto
termina la demostración.

Teorema 1.62. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Si X es MR′ entonces, para cualesquiera par de subconjuntos cer-
rados A y B de X tales que A ∩ B = ∅, A es compacto y B es creciente,
existe f ∈ C(X, I) tal que f(A) ⊂ {0} y f(B) ⊂ {1}. Si B es decreciente,
entonces existe f ∈ C(X, I) tal que f(A) ⊂ {1} y f(B) ⊂ {0}.
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Demostración. Supongamos que B es creciente. Como para cada a ∈ A,
tenemos que a /∈ B, existe fa ∈ C(X, I) tal que fa(a) = 0 y fa(B) ⊂ {1}.
Como fa es continua y fa(a) = 0, existe un abierto Ua en X tal que a ∈ Ua y
fa(Ua) ⊂

[
0, 1

2

)
. Entonces {Ua : a ∈ A} es una familia de abiertos en X, cuya

unión contiene al compacto A. Por tanto, existen n ∈ N y a1, a2, . . . , an ∈ A
tales que si U = Ua1 ∪ Ua2 ∪ · · · ∪ Uan , entonces A ⊂ U.

Consideremos la función g : X → I definida como:

g(x) = mı́n {fa1(x), fa2(x), . . . , fan(x)} .

Como las funciones fa1 , fa2 , . . . , fan son continuas, g es una función continua.
Además, si x ∈ B, entonces fai(x) = 1, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, por lo
que g(x) = 1. Tomemos ahora x ∈ A. Entonces existe i ∈ {1, 2, . . . n} tal
que x ∈ Uai , por lo que fai(x) < 1

2
. Esto implica que g(x) < 1

2
, siempre que

x ∈ A.

Definimos ahora f : X → I como:

f(x) = 2 máx

{
0, g(x)− 1

2

}
.

Entonces f es una función continua tal que f(A) ⊂ {0} y f(B) ⊂ {1}.
Tomemos ahora x, y ∈ X tales que x 5 y. Sean i, j ∈ {1, 2, . . . , n} tales que
g(x) = fai(x) y g(y) = faj(y). Como faj preserva el orden, tenemos que:

g(x) = fai(x) ≤ faj(x) ≤ faj(y) = g(y).

Luego g(x) ≤ g(y), por lo que g(x) − 1
2
≤ g(y) − 1

2
y también 2g(x) − 1 ≤

2g(y)− 1. Supongamos ahora que g(x)− 1
2
> 0. Entonces g(y)− 1

2
> 0, por

lo que f(x) = 2g(x)− 1 y f(y) = 2g(y)− 1. Luego f(x) ≤ f(y). Supongamos
ahora que g(x) − 1

2
≤ 0. Entonces f(x) = 0 y, además, f(x) ≤ f(y). Esto

muestra que f preserva el orden. Luego f ∈ C(X, I).

Si B es decreciente, siguiendo una demostración similar, podemos obtener
una función f ∈ C(X, I) tal que f(A) ⊂ {1} y f(B) ⊂ {0}.

1.5.4. El Lema de Urysohn Generalizado

Estamos en condiciones para probar que, en un espacio topológico X con
un casi orden, las propiedades MN y MN ′ son equivalentes. Esto implica
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que el Lema de Urysohn es válido en un contexto más general. En la prueba
del siguiente resultado, utilizaremos la notación D(A) para representar a la
cerradura creciente de un subconjunto A de X (ver Subsección 1.3.3).

Teorema 1.63. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Entonces X es MN si y sólo si X es MN ′.

Demostración. Notemos que, por la parte 4) del Teorema 1.52, MN ′ impli-
ca MN. Falta probar que MN implica MN ′. Supongamos, por tanto, que X
es MN. Sean F0 y F1 dos subconjuntos cerrados de X tales que F0 ∩F1 = ∅,
F0 es decreciente y F1 es creciente. Definamos V (0) = ∅ y V (1) = X − F1.
Notemos que D(V (0)) = D(∅) = ∅, aśı que V (0) y V (1) satisfacen las si-
guientes propiedades:

i) V (0) y V (1) son subconjuntos abiertos y decrecientes de X;

ii) D(V (0)) ⊂ V (1);

iii) F0 ⊂ V (1);

iv) V (0) = ∅ y V (1) = X − F1.

Supongamos que para un número natural n y cada k ∈ {0, 1, . . . , 2n} tene-
mos construido un subconjunto V

(
k

2n

)
de X de manera que se cumplen las

siguientes propiedades:

a) V
(
k

2n

)
es abierto y decreciente en X, para cada k ∈ {0, 1, . . . , 2n};

b) D
(
V
(
k

2n

))
⊂ V

(
k+1
2n

)
, para cada k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1};

c) F0 ⊂ V
(
k

2n

)
, para cada k ∈ {1, 2, . . . , 2n};

d) V (0) = ∅ y V (1) = X − F1.

Por las propiedades i)-iv) los conjuntos V (0) y V (1) satisfacen los e-
nunciados a) a d) con n = 1. Para cada k ∈ {0, 1, . . . , 2n+1} vamos ahora
a construir un subconjunto V

(
k

2n+1

)
de X de manera que se cumplen las

siguientes propiedades:

a′) V
(

k
2n+1

)
es abierto y decreciente en X, para cada k ∈ {0, 1, . . . , 2n+1};

b′) D
(
V
(

k
2n+1

))
⊂ V

(
k+1
2n+1

)
, para cada k ∈ {0, 1, . . . , 2n+1 − 1};
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c′) F0 ⊂ V
(

k
2n+1

)
, para cada k ∈ {1, 2, . . . , 2n+1};

d′) V (0) = ∅ y V (1) = X − F1.

Tomemos entonces k ∈ {0, 1, . . . , 2n+1}. Supongamos primero que k es par.
Entonces k = 2p, para algún p ∈ {0, 1, . . . , 2n}. En este caso definimos:

V

(
k

2n+1

)
= V

( p
2n

)
.

En particular V (0) = ∅ y V (1) = X − F1. Supongamos ahora que k 6= 1
y que k es impar. Entonces k = 2p + 1, para algún p ∈ {1, 2, . . . , 2n − 1}.
Por la propiedad b) tenemos que D

(
V
(
p

2n

))
⊂ V

(
p+1
2n

)
. Además D

(
V
(
p

2n

))
es cerrado decreciente en X y, por a), V

(
p+1
2n

)
es abierto decreciente en X.

Entonces como X es MN, por el Teorema 1.58 existe un subconjunto Wp de
X, abierto decreciente en X, tal que:

D
(
V
( p

2n

))
⊂ Wp ⊂ D(Wp) ⊂ V

(
p+ 1

2n

)
. (1.5.2)

En este caso definimos:

V

(
k

2n+1

)
= Wp.

Ahora supongamos que k = 1. Por c), F0 ⊂ V
(

1
2n

)
. Además F0 es cerra-

do decreciente en X y, por a), V
(

1
2n

)
es abierto decreciente en X. Como

X es MN, utilizando de nuevo el Teorema 1.58, deducimos que existe un
subconjunto W0 de X, abierto decreciente en X, tal que:

F0 ⊂ W0 ⊂ D(W0) ⊂ V

(
1

2n

)
. (1.5.3)

En este caso definimos:

V

(
1

2n+1

)
= W0.

Para cada k ∈ {0, 1, . . . , 2n+1}, hemos aśı construido un subconjunto
V
(

k
2n+1

)
de X. Es claro que las propiedades a′) y d′) se cumplen. Para ver

que se cumple c′) notemos que F0 ⊂ W0 = V
(

1
2n+1

)
. Tomemos ahora k ∈
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{2, 3, . . . , 2n+1}. Si k es par, entonces k = 2p, para algún p ∈ {1, 2, . . . , 2n}.
Luego, por c),

F0 ⊂ V
( p

2n

)
= V

(
k

2n+1

)
.

Si k es impar, entonces k = 2p+ 1, para algún p ∈ {1, 2, . . . , 2n − 1}. Luego,
por c) y (1.5.2),

F0 ⊂ V
( p

2n

)
⊂ D

(
V
( p

2n

))
⊂ Wp = V

(
k

2n+1

)
.

Entonces la propiedad c′) se cumple. Es claro que la propiedad b′) se cumple
para k = 0. También se cumple para k = 1 pues, por (1.5.3),

D

(
V

(
1

2n+1

))
= D(W0) ⊂ V

(
1

2n+1

)
.

Tomemos ahora k ∈ {2, 3, . . . , 2n+1 − 1}. Si k es par, entonces k = 2p, para
algún p ∈ {1, 2, . . . , 2n − 1}. Luego k + 1 es impar diferente de 1 y, además,
k + 1 = 2p+ 1, por lo que

V

(
k

2n+1

)
= V

( p
2n

)
y V

(
k + 1

2n+1

)
= Wp.

Luego, por (1.5.2),

D

(
V

(
k

2n+1

))
= D

(
V
( p

2n

))
⊂ Wp = V

(
k + 1

2n+1

)
.

Ahora supongamos que k es impar. Entonces k = 2p + 1, para algún p ∈
{1, 2, . . . , 2n − 1}. Luego k + 1 es par y, además, k + 1 = 2(p+ 1). Entonces

V

(
k

2n+1

)
= Wp y V

(
k + 1

2n+1

)
= V

(
p+ 1

2n

)
.

Luego, por (1.5.2),

D

(
V

(
k

2n+1

))
= D(Wp) ⊂ V

(
p+ 1

2n

)
= V

(
k + 1

2n+1

)
.

Entonces la propiedad b′) se cumple. Con esto probamos que la familia{
V

(
k

2n+1

)
: k ∈ {0, 1, . . . , 2n+1}

}
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satisface las propiedades a′)-d′). Consideremos ahora el conjunto de los racionales
diádicos en [0, 1]

D =

{
k

2n
: n ∈ N y k ∈ {0, 1, . . . , 2n}

}
.

De acuerdo a lo que hemos realizado se deduce, por inducción, que para cada
d ∈ D, existe un subconjunto V (d) de X de modo que la familia {V (d) : d ∈
D} satisface las siguientes propiedades:

a?) V (d) es abierto y decreciente en X, para cada d ∈ D;

b?) D(V (d)) ⊂ V (d′), para cada d, d′ ∈ D con d < d′;

c?) F0 ⊂ V (d), para cada d ∈ D − {0};

d?) V (0) = ∅ y V (1) = X − F1.

Consideremos ahora la función f : X → I definida, para x ∈ X, como:

f(x) = sup{d ∈ D : x ∈ X − V (d)}.

Para ver que f es en realidad una función, tomemos x ∈ X. Como V (0) = ∅,
sucede que x ∈ X − V (0). Luego 0 ∈ {d ∈ D : x ∈ X − V (d)} y entonces,
{d ∈ D : x ∈ X − V (d)} es un subconjunto del intervalo [0, 1] acotado su-
periormente por 1. Tiene, por tanto, sentido considerar el supremo de dicho
conjunto. Luego f(x) está bien definido y es un elemento del intervalo [0, 1].
Esto muestra que f , es en efecto, una función de X en [0, 1].

Supongamos que x ∈ F0. Por c?), x ∈ V (d) para cada d ∈ D−{0}. Luego
{d ∈ D : x ∈ X − V (d)} = {0}, aśı que f(x) = 0. Ahora supongamos que
x ∈ F1. Como V (1) = X − F1, tenemos que x ∈ X − V (1). Luego 1 ∈ {d ∈
D : x ∈ X − V (d)}. Por tanto f(x) = 1. Esto muestra que f(F0) ⊂ {0} y
f(F1) ⊂ {1}.

Consideremos ahora x, y ∈ X tales que x 5 y. Tomemos d ∈ D tal que
x ∈ X − V (d). Si y ∈ V (d) entonces, como V (d) es decreciente y x 5 y,
resulta que x ∈ V (d). Esto es una contradicción, aśı que y ∈ X − V (d). Con
esto tenemos que:

{d ∈ D : x ∈ X − V (d)} ⊂ {d ∈ D : y ∈ X − V (d)}.
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Al tomar el supremo, sucede que f(x) ≤ f(y). Esto muestra que f preserva
el orden.

Ahora vamos a probar que f es continua. Para esto, tomemos a ∈ (0, 1).
Si x ∈ f−1((a, 1]), entonces f(x) > a. Luego existe d0 ∈ D tal que d0 > a y
x ∈ X − V (d0). Como D es denso en I, existe d1 ∈ D ∩ (a, d0). Ahora bien,
puesto que D(V (d1)) es un subconjunto cerrado de X que contiene a V (d1),
sucede que clX(V (d1)) ⊂ D(V (d1)). Luego, por b?):

clX(V (d1)) ⊂ D(V (d1)) ⊂ V (d0)

y, como x ∈ X − V (d0), deducimos que x ∈ X − clX(V (d1)) . Esto prueba
que:

f−1((a, 1]) ⊂
⋃
{X − clX(V (d)) : d ∈ D y d > a} .

Consideremos ahora que x ∈
⋃
{X − clX(V (d)) : d ∈ D y d > a} . Entonces

existe d ∈ D − {1} tal que d > a y x ∈ X − clX(V (d)) . Como D es denso
en I, existe d′ ∈ D ∩ (a, d). Luego a < d′ < d y, usando b?), sucede que
V (d′) ⊂ D(V (d′)) ⊂ V (d) ⊂ clX(V (d)) . Luego X − clX(V (d)) ⊂ X − V (d′),
por lo que x ∈ X − V (d′). Esto implica que f(x) ≥ d′ > a, de donde⋃

{X − clX(V (d)) : d ∈ D y d > a} ⊂ f−1((a, 1]).

De todo esto se tiene que

f−1((a, 1]) =
⋃
{X − clX(V (d)) : d ∈ D y d > a} .

Por consiguiente, f−1((a, 1]) es abierto en X. Ahora vamos a probar que el
conjunto f−1([0, a)) es abierto en X, haciendo ver que:

f−1([0, a)) =
⋃
{V (d) : d ∈ D y d < a} .

Tomemos, por tanto x ∈ f−1([0, a)). Entonces f(x) < a y, como D es denso
en I, existe d ∈ D∩(f(x), a). Luego f(x) < d, por lo que x ∈ V (d) (en efecto,
si x ∈ X − V (d), entonces, por la definición de f(x) resulta que f(x) ≥ d,
contradiciendo el hecho de que f(x) < d). Esto prueba que:

f−1([0, a)) ⊂
⋃
{V (d) : d ∈ D y d < a} .
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Tomemos ahora x ∈
⋃
{V (d) : d ∈ D y d < a} . Entonces x ∈ V (d0) para

algún d0 ∈ D tal que d0 < a. Si d′ ∈ D y d0 < d′, por b?), se sigue que:

x ∈ V (d0) ⊂ D(V (d0)) ⊂ V (d′)

por lo que {d ∈ D : x ∈ X−V (d)} ⊂ [0, d0). Al tomar el supremo, deducimos
que f(x) ≤ d0 < a. Esto muestra que

{V (d) : d ∈ D y d < a} ⊂ f−1([0, a)).

Por tanto f−1([0, a)) = {V (d) : d ∈ D y d < a} , de donde f−1([0, a)) es abier-
to en X.

Hemos probado que, para cada a ∈ (0, 1), los conjuntos f−1([0, a)) y
f−1((a, 1]) son abiertos en X. Esto implica que f es una función continua.
Entonces f ∈ C(X, I) y, como f(F0) ⊂ {0} y f(F1) ⊂ {1}, concluimos que
X es MN ′.

El Teorema 1.63 se debe a L. Nachbin y aparece en [15, Teorema 1, p.
36]. Notemos que si 5 es el orden discreto, entonces el Teorema 1.63 es justo
el Teorema 1.45 que, como indicamos, es el Lema de Urysohn. También es
claro que si a, b ∈ R y a < b entonces, utilizando un homeomorfismo entre
los intervalos [0, 1] y [a, b] y el Teorema 1.63, podemos probar que X es MN
si y sólo si para cada par de cerrados ajenos F0, F1 ⊂ X, con F0 decreciente
y F1 creciente, existe f ∈ C(X, [a, b]) tal que f(F0) ⊂ {a} y f(F1) ⊂ {b}.

El siguiente resultado fue probado originalmente por L. E. Ward, Jr. en
[24, Teorema 9, p. 363]. La prueba que presentamos aqúı es un poco distinta
a la dada por L. E. Ward, Jr.

Teorema 1.64. Supongamos que X es un espacio topológico con un casi
orden 5. Entonces X es SN si y sólo si X es SN ′.

Demostración. Notemos que, por la parte 3) del Teorema 1.52, SN ′ implica
SN. Falta probar que SN implica SN ′. Supongamos, por tanto, que X es
SN. Consideremos el conjunto:

D =

{
k

2n
: n ∈ N y k ∈ {0, 1, . . . , 2n}

}
.
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Sean F0 y F1 dos subconjuntos cerrados de X tales que F0 ∩ F1 = ∅ y
F0 es decreciente. Definamos V (0) = ∅ y V (1) = X − F1. Utilizando la
equivalencia entre las afirmaciones 1) y 2) del Teorema 1.59, podemos seguir
la demostración del Teorema 1.63 (en donde usamos la equivalencia entre
las afirmaciones 1) y 2) del Teorema 1.58), y aśı mostrar que para cada
d ∈ D existe un subconjunto abierto V (d) de X de modo que la familia
{V (d) : d ∈ D} satisface las propiedades b?)-d?) de dicha demostración y,
además, V (d) es decreciente para cada d ∈ D − {1}. Consideremos ahora la
función f : X → I definida, para x ∈ X, como:

f(x) = sup{d ∈ D : x ∈ X − V (d)}.

De la misma manera en que hicimos ver en la prueba del Teorema 1.63,
resulta que f está bien definida, f(F0) ⊂ {0}, f(F1) ⊂ {1} y f es continua.
Para probar que f preserva el orden, tomamos x, y ∈ X tales que x 5 y.
Vamos a probar que

{d ∈ D : x ∈ X − V (d)} ⊂ {d ∈ D : y ∈ X − V (d)}.

Como ahora el conjunto V (1) no necesariamente es decreciente, la demostra-
ción cambia un poco. A saber, podemos proceder como sigue: si d ∈ D−{1}
y x ∈ X − V (d) entonces, de la misma manera en como hicimos ver antes,
se sigue que y ∈ X − V (d) (pues V (d) es decreciente). Si x ∈ X − V (1),
entonces f(x) = 1. Supongamos que f(y) = d � 1, entonces existe d′ tal
que d � d′ � 1. Luego, y /∈ X − V (d′), es decir, y ∈ V (d′). Como V (d′)
es decreciente, entonces x ∈ V (d′). Por lo tanto, x /∈ X − V (d′), es decir,
f(x) � d′ � 1, lo cual contradice que f(x) = 1. Luego f(x) = f(y) = 1 y, de
esta manera, siempre sucede que f(x) ≤ f(y). Esto prueba que f ∈ C(X, I).

Si en lugar de suponer que F0 es decreciente tenemos que F1 es creciente,
entonces podemos aplicar una demostración similar, para deducir que existe
f ∈ C(X, I) tal que f(F0) ⊂ {0} y f(F1) ⊂ {1}. Esto prueba que X es
SN ′.

1.5.5. Espacios Compactos Casi Ordenados

En [15, p. 52], L. Nachbin considera importante la clase de espacios des-
critos a continuación.
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Definición 1.65. Sea X un espacio topológico con un casi orden 5. Si X
es compacto y 5 es un orden parcial continuo, decimos que la pareja (X,5)
es un espacio compacto ordenado.

Como consecuencia de la Proposición 1.40, los espacios compactos orde-
nados son T2 (ver Corolario 2.5).

En la presente subsección, vamos a estudiar espacios topológicos com-
pactos y T2, que poseen un casi orden continuo. Hasta donde hemos podido
investigar a tales espacios no se les da nombre en la literatura, aunque pode-
mos darles el que proponemos en la siguiente definición.

Definición 1.66. Un espacio compacto casi ordenado es un espacio
topológico compacto y T2, que posee un casi orden continuo.

Con esta notación, los espacios compactos ordenados son también espacios
compactos casi ordenados.

A partir de este momento, en la presente subsección, supondremos que
5 es un casi orden en X. Como una aplicación de la Proposición 1.43 y del
Teorema 1.57, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.67. Sea X un espacio compacto casi ordenado. Entonces X es
MN.

Demostración. Sean F0 y F1 dos subconjuntos cerrados de X tales que
F0∩F1 = ∅, F0 es decreciente y F1 es creciente. Como los espacios compactos
y T2 son normales, tenemos que X es normal. Luego existen abiertos U y V
en X tales que F0 ⊂ U, F1 ⊂ V y U ∩ V = ∅. Hagamos F ′0 = P (X − V ) y
F ′1 = S(X − U). Entonces F ′0 es decreciente y F ′1 es creciente. Como X − U
y X − V son subconjuntos cerrados del compacto X, X − U y X − V son
compactos. Entonces, por la Proposición 1.43, F ′0 y F ′1 son cerrados en X.
Además, como V ∩ U = ∅, tenemos que

X = (X − V ) ∪ (X − U) ⊂ P (X − V ) ∪ S(X − U) = F ′0 ∪ F ′1,

por lo que F ′0 ∪F ′1 = X. Supongamos ahora que existe x ∈ F1 ∩F ′0. Entonces
x ∈ P (X−V ), por lo que x 5 y para algún y ∈ X−V. Como F1 es creciente
y x ∈ F1, sucede que y ∈ F1. Luego y ∈ V, pues F1 ⊂ V. Esto implica que
y ∈ V y, a la vez, y ∈ X − V. Como esto es una contradicción, tenemos
que F1 ∩ F ′0 = ∅. De manera similar se tiene que F0 ∩ F ′1 = ∅. Luego, por el
Teorema 1.57, X es MN.
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Como caso particular del teorema anterior, los espacios compactos orde-
nados son MN. El Teorema 1.67 aparece primero probado en [15, Teorema 4,
p. 57] (para espacios compactos ordenados) y, posteriormente, en [24, Lema
3, p. 361] para espacios compactos casi ordenados.

Recordemos que los espacios SN son MN. Por esta razón, el siguiente
resultado, probado originalmente en [24, Teorema 4, p. 361], es una versión
más fuerte que el Teorema 1.67.

Teorema 1.68. Sea X un espacio compacto casi ordenado. Entonces X es
SN.

Demostración. Sean F0 y F1 dos subconjuntos cerrados de X tales que
F0∩F1 = ∅. Consideremos el caso en que F0 es decreciente. Supongamos que
existe x ∈ F0 ∩ S(F1). Entonces y 5 x, para alguna y ∈ F1 y, como F0 es
decreciente, resulta que y ∈ F0. Luego y ∈ F0∩F1. Esto es una contradicción,
aśı que F0∩S(F1) = ∅. Notemos ahora que S(F1) es creciente. Además, como
F1 es cerrado en el compacto X, F1 es compacto. Luego por la Proposición
1.43, S(F1) es cerrado en X. Como X es MN (Teorema 1.67), existen dos
subconjuntos abiertos U0 y U1 en X tales que F0 ⊂ U0, S(F1) ⊂ U1, U0∩U1 =
∅, U0 es decreciente y U1 es creciente.

Supongamos ahora que F1 es creciente. Entonces P (F0)∩F1 = ∅. Además
P (F0) es cerrado y decreciente y, como F1 es creciente y X es MN, existen
dos abiertos U0 y U1 en X tales que P (F0) ⊂ U0, F1 ⊂ U1, U0 ∩ U1 = ∅, U0

es decreciente y U1 es creciente. Esto prueba que X es SN.

Corolario 1.69. Sea X un espacio compacto casi ordenado. Entonces X es
SR.

Demostración. Por el Teorema 1.68, X es SN. Luego, por la parte 1) del
Teorema 1.53, X es SR.

Como caso particular del Teorema 1.68, los espacios compactos ordenados
son SN (y también SR).

Supongamos que X es un espacio compacto casi ordenado. Entonces, por
definición, el casi orden de X es continuo. Como veremos en el siguiente
resultado, el casi orden de X es, en realidad, fuertemente continuo.
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Teorema 1.70. Sea X un espacio compacto casi ordenado, con un casi orden
5. Entonces 5 es fuertemente continuo.

Demostración. Por el Teorema 1.68, X es SN. Entonces, por el Teorema
1.64, X es SN ′. Aplicando la parte 2) del Teorema 1.52, tenemos que X
es MN ′. Aplicando ahora la parte 2) del Teorema 1.53, resulta que X es
MR′. Por último, aplicando la parte 4) del Teorema 1.53, tenemos que 5 es
fuertemente continuo.

Una prueba alternativa del Teorema 1.70 es la siguiente: por el Teorema
1.67, X es MN. Entonces, por el Teorema 1.63, X es MN ′. Luego apli-
camos las partes 2) y 4) del Teorema 1.53 como hicimos antes. Terminamos
la presente subsección indicando que el Teorema 1.70 aparece probado ori-
ginalmente en [24, Corolario 9.1], aunque ya antes hab́ıa sido probado por
L. Nachbin para espacios compactos ordenados (ver [15, Caṕıtulo II]). Co-
mo caso particular del Teorema 1.70, tenemos que en un espacio compacto
ordenado el orden parcial es fuertemente continuo.

Terminamos la presente subsección probando tres resultados que, hasta
donde hemos podido investigar, aparecen por primera vez en la literatura.

Teorema 1.71. Supongamos que X es un espacio compacto casi ordenado,
con un casi orden 5. Sean x ∈ X y A un subconjunto cerrado de X tales
que x � a, para ninguna a ∈ A. Entonces existen subconjuntos abiertos U y
V de X tales que x ∈ U y A ⊂ V, U es creciente, V es decreciente y, para
ningún (z, y) ∈ U × V , se tiene que z � y.

Demostración. Por hipótesis x ∈ X y A ⊂ X es cerrado en X. Si x ∈ A,
entonces x � x, lo cual contradice la reflexividad de 5. Luego x /∈ A. Si
existe a ∈ S(x)∩A, entonces x 5 a para el elemento a de A. Esto contradice
el hecho de que x � a, para ninguna a ∈ A. Luego S(x) ∩ A = ∅. Como X
es SR (Corolario 1.69), existen subconjuntos abiertos U y V de X tales que
x ∈ U, A ⊂ V, U ∩V = ∅, U es creciente y V es decreciente. Si (z, y) ∈ U×V
y z 5 y entonces, como V es decreciente, z ∈ V. Luego z ∈ U ∩V. Como esto
contradice el hecho de que U y V son ajenos, deducimos que z � y.

Teorema 1.72. Supongamos que X es un espacio compacto casi ordenado,
con un casi orden 5. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X tales que,
para ninguna (a, b) ∈ A×B, se tiene que a � b. Entonces existen subconjuntos
abiertos U y V de X tales que A ⊂ U, B ⊂ V, U es creciente, V es decreciente
y, para ningún (z, y) ∈ U × V , se tiene que z � y.
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Demostración. Como A es cerrado en el espacio compacto X, resulta que
A es compacto. Luego, por la Proposición 1.43, S(A) es cerrado en X. Si
existe b ∈ B ∩ S(A), entonces a 5 b, para algún elemento a ∈ A. Esto es
una contradicción, aśı que B ∩ S(A) = ∅. Tenemos aśı que B y S(A) son
subconjuntos cerrados y ajenos de X y, además, S(A) es creciente. Como X
es SN (Teorema 1.68), existen abiertos U y V en X tales que S(A) ⊂ U,
B ⊂ V, U ∩ V = ∅, U es creciente y V es decreciente. Si (z, y) ∈ U × V y
z 5 y entonces, como V es decreciente, z ∈ V. Luego z ∈ U ∩ V.

Teorema 1.73. Supongamos que X es un espacio compacto casi ordenado.
Entonces, para cada cerrado A en X y cada abierto decreciente B en X
tales que A ⊂ B, existe un subconjunto abierto decreciente V en X tal que
A ⊂ V ⊂ clX(V ) ⊂ B.

Demostración. Por el Teorema 1.67,X esMN. Luego, por el Teorema 1.58,
existe un abierto decreciente V en X tal que A ⊂ V ⊂ D(V ) ⊂ B. Como
D(V ) es un subconjunto cerrado de X que contiene a V, sucede que clX(V ) ⊂
D(V ). De esta manera A ⊂ V ⊂ clX(V ) ⊂ B.

1.5.6. Otros Aspectos

Como hemos visto la interrelación de una topoloǵıa con una estructura
de orden nos ha permitido generalizar los axiomas de separación y, en par-
ticular el Lema de Urysohn. En [24, Sección 7] se muestra que también se
puede generalizar el Teorema de Extensión de Tietze. En la Sección 8 del
mismo art́ıculo, se muestra una generalización del Teorema del Encaje en
cubos de Tychonoff (la cual está dada en espacios CR). En [24, Sección 9], se
generalizan resultados sobre retractos. Enunciar en este trabajo dichos teore-
mas, involucra definir nuevos conceptos e incluso introducir cierta notación.
Preferimos no alargar este trabajo, tratar otros aspectos y remitir al lector a
[24], para una mayor información.

Tanto el tema de los axiomas de separación en espacios topológicos con
una propiedad de orden, como el de la extensión, aparece en otros art́ıculos
de investigación. Para el lector interesado, mencionamos [1], [3], [6] y [11].
En [8, Sección 2.3], se muestran otros resultados para los espacios compactos
ordenados.



Caṕıtulo 2

QOTS y POTS

2.1. Introducción

En el presente caṕıtulo vamos a trabajar con dos nuevas clases de espa-
cios topológicos, que poseen una estructura de orden. Los llamaremos POTS
y QOTS. Bajo ciertas condiciones, veremos que dichos espacios coinciden
con los espacios compactos casi ordenados y con los espacios compactos or-
denados, que estudiamos en la Subsección 1.5.5. Luego de presentar, en la
Sección 2.3, una serie de resultados relacionados con los subconjuntos de un
QOTS que, informalmente hablando, están totalmente ordenados y “son los
más grandes” con dicha propiedad, mostraremos como una aplicación a la
Teoŕıa de los Continuos, una prueba de que un continuo T1 tiene al menos
dos puntos que no son de corte (ver definiciones 2.15 y 2.19). Hasta cierto
punto, la demostración que aqúı presentamos, es similar a la que se estudia
en los cursos de Teoŕıa de los Continuos, pero puesta en el lenguaje de los
espacios topológicos con una estructura de orden.

En la Sección 2.4, vamos a definir un orden especial 5e en un espacio
conexo y T1. También definiremos una nueva clase de espacios topológicos
con una estructura de orden, llamados POTS débiles. Como consecuencia
del estudio del orden 5e y de las propiedades de los POTS débiles, daremos
una prueba alternativa, y que no se parece a la que se estudia en los cursos
de Teoŕıa de los Continuos, del hecho de que los continuos T1 tienen al menos
dos puntos que no son de corte. Esta demostración resalta, en buena medida,
la interrelación entre un espacio topológico y una estructura de orden.
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Al final del caṕıtulo, en la Sección 2.5, generalizamos la noción de con-
vexidad en R, a espacios topológicos con una estructura de orden. Luego
daremos dos pruebas del hecho de que los espacios compactos casi ordena-
dos poseen esta propiedad general de convexidad. La primera demostración,
utilizará el Lema de Urysohn Generalizado y, la segunda, usará el hecho de
que los espacios compactos casi ordenados son SN.

2.2. Propiedades Fundamentales

En la siguiente definición, vamos a considerar dos clases de espacios topo-
lógicos, con estructura de orden, que serán de importancia durante el presente
trabajo.

Definición 2.1. Sea X un espacio topológico con un casi orden 5. Decimos
que X es un:

1) espacio topológico casi ordenado, si ≤ es semicontinuo;

2) espacio topológico parcialmente ordenado si X es un espacio
topológico casi ordenado y 5 es un orden parcial en X.

Si X es un espacio topológico casi ordenado entonces, para simplificar,
decimos que X es un QOTS. De manera similar, si X es un espacio topológico
parcialmente ordenado, decimos que X es un POTS. Utilizamos la nomen-
clatura anterior, más por fuerza de la costumbre, que por tener un equiva-
lente castellanizado. En inglés, a un espacio topológico casi ordenado, se le
llama “quasi ordered topological space”, mientras que a un espacio topológi-
co parcialmente ordenado, se le llama “partially ordered topological space”.
Además referirse a dichos espacios como ETCO y ETPO, nos parece muy
extraño, luego de utilizar constantemente QOTS y POTS.

Las nociones presentadas en la Definición 2.1 aparecen originalmente en
[25, p. 145]. En esta sección vamos a probar una serie de propiedades de los
POTS.

Proposición 2.2. Todo POTS es T1.

Demostración. Supongamos que X es un POTS. Sean x, y ∈ X tales que
x 6= y. Si x 5 y y y 5 x entonces, como el orden 5 es parcial, sucede que
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x = y. En vista de que esto es una contradicción, tenemos que x � y o

bien y � x. Consideremos primero el caso x � y. Por la Proposición 1.36,
X−P (y) y X−S(x) son abiertos en X. Además x ∈ X−P (y), y ∈ X−S(x)
y /∈ X − P (y) y x /∈ X − S(x). Esto prueba que X es T1, cuando x � y.

Supongamos ahora que y � x. Entonces X − P (x) y X − S(y) son abiertos
en X tales que y ∈ X − P (x), x ∈ X − S(y), x /∈ X − P (x) y y /∈ X − S(y).
Esto prueba que X es T1.

Cuando el orden parcial definido en X, el cual es un POTS, es continuo,
resulta que X es T2, según se prueba en el siguiente resultado. En su demos-
tración utilizaremos el hecho de que un espacio topológico es T2 si y sólo si
cada par de puntos distintos se encuentran en vecindades ajenas.

Proposición 2.3. Si X es un POTS cuyo orden parcial es continuo, en-
tonces X es T2.

Demostración. Sean x, y ∈ X tales que x 6= y. Entonces x � y o bien

y � x. En cualquier situación, por la Proposición 1.40, existen vecindades
ajenas de x y y, respectivamente. Esto prueba que X es T2.

Corolario 2.4. Si X es un POTS cuyo orden parcial es total, entonces X
es T2.

Demostración. El resultado se sigue del Teorema 1.39 y la Proposición 2.3.

Corolario 2.5. Si X es un espacio compacto ordenado, entonces X es T2.

Demostración. Supongamos que X es un espacio compacto ordenado. En-
tonces X es un POTS cuyo orden parcial es continuo. Luego, por la Proposi-
ción 2.3, X es T2.

En la Sección 1.5 utilizamos la estructura de un espacio topológico X con
un casi orden 5 que es semicontinuo. Por ejemplo, el Teorema 1.53, puede
enunciarse diciendo “Si X es un QOTS, entonces”. El Corolario 1.55 dice
que, en un QOTS, ser SN es equivalente a ser SR y MN. También dice que
en un QOTS ser SN ′ es equivalente a ser SR′ y MN ′.

En este trabajo entendemos que un POTS compacto es un espacio topo-
lógico compacto que, a su vez, es un POTS. De manera similar, un QOTS
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compacto es un espacio topológico compacto que también es un QOTS. En
estos términos, el Teorema 1.68 dice que si X es un QOTS compacto y
T2 cuyo casi orden es continuo, entonces X es SN. De este resultado y la
Proposición 2.3, resulta que todo POTS compacto cuyo orden parcial es
continuo es SN. Este enunciado equivale a decir que los espacios compactos
ordenados son SN pues, los POTS compactos cuyo orden parcial es continuo,
son precisamente los espacios compactos ordenados.

2.3. Cadenas Maximales y Puntos de Corte

En la presente sección veremos las nociones de cadena y de cadena maxi-
mal en un COCO. También consideraremos las nociones de elemento maxi-
mal y de elemento minimal en un COCO. Nuestro primer objetivo es lograr
caracterizar las cadenas maximales en un QOTS y ver condiciones, bajo
las cuales, podemos garantizar la existencia de elementos minimales y de
elementos maximales. Nuestro segundo objetivo es utilizar la teoŕıa desa-
rrollada de los espacios topológicos parcialmente ordenados, para probar un
resultado clásico en la Teoŕıa de los Continuos, a saber que todo continuo
tiene al menos dos puntos que no son de corte.

2.3.1. Cadenas Maximales

Si (X,5) es un COCO y C ⊂ X, entonces el śımbolo 5|C representa el
casi orden de X, restringido a C.

Definición 2.6. Si (X,5) es un COCO, entonces x ∈ X es un elemento
minimal en X si para cada y ∈ X, de y 5 x se sigue que x 5 y. Decimos
que z ∈ X es un elemento maximal en X si para cada y ∈ X, de z 5 y
se sigue que y 5 z.

Supongamos que (X,5) es un COCO. En términos del conjunto de los
predecesores, sucesores y equivalentes (Definición 1.13), tenemos que x es un
elemento minimal de X si y sólo si P (x) ⊂ S(x). En forma equivalente, x es
minimal en X si y sólo si E(x) = P (x). De manera similar x es maximal en X
si y sólo si S(x) ⊂ P (x) lo cual, a su vez, es equivalente a que E(x) = S(x).

Definición 2.7. Si (X,5) es un COCO, entonces una cadena en X es un
subconjunto C de X tal que

(
C,5|C

)
es un COCTO. Una cadena maximal
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en X es una cadena en X que no está contenida propiamente en otra cadena
en X.

Como consecuencia del Lema de Zorn tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Si (X,5) es un COCO, entonces existe una cadena maximal
en X.

Demostración. Sea U = {Uα : α ∈ Γ} una familia de subconjuntos de X
tales que, para cada α ∈ Γ, Uα es una cadena en X y, para cada α, β ∈ Γ, se
tiene que Uα ⊂ Uβ o bien Uβ ⊂ Uα. Notemos que si consideramos la familia
C de todas las cadenas en X, con el orden de la inclusión, entonces U es una
cadena en C. Vamos a mostrar, por tanto, que U posee una cota superior en
C.

Para lograr lo indicado en el párrafo anterior, sea U =
⋃
α∈Γ Uα. Es claro

que (U,5|U) es un COCO. Tomemos ahora a, b ∈ U. Entonces existen α, β ∈
Γ tales que a ∈ Uα y b ∈ Uβ. Como Uα ⊂ Uβ o bien Uβ ⊂ Uα, existe δ ∈ {α, β}
tal que a, b ∈ Uδ. En vista de que Uδ es una cadena en X, tenemos que a 5 b
o bien b 5 a. Esto muestra que (U,5|C) es un COCTO o, lo que es lo mismo,
que U es una cadena en X. Como Uα ⊂ U para cada α ∈ Γ, tenemos que U es
una cota superior de U en C. Esto implica, por el Lema de Zorn, que C posee
un elemento maximal. Dicho elemento es, por tanto, una cadena maximal en
X.

Corolario 2.9. Si (X,5) es un COCO y C es una cadena en X, entonces
existe una cadena maximal en X que contiene a C.

Demostración. La prueba es una modificación de la demostración del teo-
rema anterior. Sea C la familia de todas las cadenas en X que contienen a C
y, además, supongamos que C tiene el orden de la inclusión. Consideremos
ahora una familia U = {Uα ∈ C : α ∈ Γ} tal que, para cada α, β ∈ Γ, se
tiene que Uα ⊂ Uβ o bien Uβ ⊂ Uα. Siguiendo la demostración del teorema
anterior, podemos ver que U posee una cota superior en C. Luego, por el
Lema de Zorn, C posee un elemento maximal. Dicho elemento es, por tanto,
una cadena maximal en X que contiene a C.

Ahora probaremos que, en un QOTS, toda cadena maximal es cerrada.
Dicho resultado fue probado originalmente por A. D. Wallace en [21, p. 415].

Lema 2.10. Toda cadena maximal en un QOTS es cerrada.
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Demostración. Sean X un QOTS y C una cadena maximal en X. Notemos
primero que, por el Corolario 1.36, P (x) y S(x) son cerrados en X, para cada
x ∈ C. Entonces

⋂
x∈C(P (x)∪S(x)) es cerrado en X. Tomemos ahora c ∈ C.

Como C es una cadena en X, para todo x ∈ C tenemos que c 5 x o x 5 c.
Por tanto c ∈ P (x) ∪ S(x), para cada x ∈ C. Luego c ∈

⋂
x∈C(P (x) ∪ S(x)).

Esto prueba que C ⊂
⋂
x∈C(P (x) ∪ S(x)).

Tomemos ahora y ∈
⋂
x∈C(P (x) ∪ S(x)) y hagamos D = C ∪ {y}. Como

C es una cadena en X, cada dos elementos de C son comparables, es decir
a 5 b o bien b 5 a, para cada a, b ∈ C. Además si x ∈ C, resulta que
y ∈ P (x) ∪ S(x), por lo que y 5 x o bien x 5 y. Esto muestra que cada dos
elementos de D son comparables o, en otras palabras, que D es una cadena
en X. Como C ⊂ D y C es una cadena maximal en X, se tiene que C = D.
Luego y ∈ C. Esto muestra que

⋂
x∈C(P (x) ∪ S(x)) ⊂ C. Por tanto:

C =
⋂
x∈C

(P (x) ∪ S(x)).

Como
⋂
x∈C(P (x)∪S(x)) es cerrado en X, resulta que C es cerrado en X.

Teorema 2.11. Supongamos que X es un espacio topológico compacto y no
vaćıo. Si ≤ es un casi orden semicontinuo inferiormente en X, entonces X
posee un elemento minimal.

Demostración. Por el Teorema 2.9, existe M una cadena maximal. Con-
sideremos el conjunto L = {P (x) : x ∈M}. Mostraremos ahora que:⋂

{P (x) : P (x) ∈M} 6= ∅.

Como ≤ es semicontinuo inferiormente, cada conjunto P (x) es cerrado en X.
Supongamos que {P (x1), P (x2), . . . , P (xn)} es una familia finita de elementos
de L. Como M es una cadena, existe j ∈ {1, 2, . . . , n} tal que, xj 5 xi para
cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Entonces:

∅ 6= P (xj) = P (x1) ∩ P (x2) ∩ · · · ∩ P (xn).

Tenemos aśı que L es una familia con la propiedad de la intersección finita, de
subconjuntos cerrados en X. Como X es compacto, por [4, Teorema 3.1.1, p.
123], existe x0 ∈

⋂
x∈M P (x). Supongamos ahora que y ∈ X es tal que y ≤ x0.

Como M es una cadena maximal, sucede que y ∈ M Luego x0 ∈ P (y), de
donde x0 ≤ y. Esto muestra que x0 es un elemento minimal en X.
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De manera similar se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.12. Supongamos que X es un espacio topológico compacto y no
vaćıo. Si ≤ es un casi orden semicontinuo superiormente en X, entonces X
posee un elemento maximal.

Si combinamos los teoremas 2.11 y 2.12, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.13. Supongamos que X es un espacio topológico compacto y
no vaćıo. Si ≤ es un casi orden semicontinuo en X, entonces X posee un
elemento minimal y un elemento maximal.

El Teorema 2.12 aparece originalmente en [21, p. 415]. Posteriormente
aparece en [25, Teorema 1, p. 146], enunciado junto con el Teorema 2.11.
Conviene comparar el Teorema 2.11 con el resultado mostrado en [2, Teorema
16, p. 63], válido en espacios parcialmente ordenados.

Vamos a probar ahora que, en un QOTS, la cerradura de una cadena es
también una cadena.

Teorema 2.14. Si (X,5) es un QOTS y C es una cadena en X, entonces
clX(C) es una cadena en X.

Demostración. Vamos a probar primero que

1) para cada x ∈ clX(C) y para toda c ∈ C, tenemos que x 5 c o bien
c 5 x.

Para ver 1), sean x ∈ clX(C) y c ∈ C. Supongamos que x � c y c � x.
Entonces:

x ∈ (X − P (c)) ∩ (X − S(c)).

Como 5 es semicontinuo, por la Proposición 1.36, X − P (c) y X − S(c) son
abiertos en X. Entonces (X − P (c)) ∩ (X − S(c)) es un abierto en X que
tiene al punto x, que se encuentra en la cerradura de C. Entonces existe
y ∈ C ∩ (X −P (c))∩ (X −S(c)). Esto implica que c y y son elementos de C
no comparables, lo cual contradice el hecho de que C es una cadena y prueba
1).

Tomemos ahora x, y ∈ clX(C) . Si x y y no son comparables, entonces x
es un elemento del abierto (X−P (y))∩ (X−S(y)) de X. Como x ∈ clX(C) ,



58 CAPÍTULO 2. QOTS Y POTS

existe c ∈ C ∩ (X − P (y)) ∩ (X − S(y)). Esto implica que y es un elemento
en la cerradura de C, que no se compara con un elemento de C (a saber, con
c), contradiciendo 1). Por tanto x y y son comparables y, aśı, clX(C) es una
cadena en X.

Usando el Teorema 2.14, podemos dar una prueba alternativa del Lema 2.10.
Para esto supongamos que M es una cadena maximal en X. Como, por el
Teorema 2.14, clX(M) es una cadena en X que contiene a M, por la max-
imalidad de M, tenemos que clX(M) = M. Luego M es cerrado en X. En
el siguiente caṕıtulo será importante obtener condiciones, bajo las cuales las
cadenas maximales son compactas.

2.3.2. Puntos de Corte

En la presente subsección, veremos una utilidad que tienen los resultados
y la relaciones definidas anteriormente. Conviene establecer cierta notación
y recordar algunos resultados de la Topoloǵıa General.

Definición 2.15. Sean X un espacio topológico conexo y p ∈ X. Decimos
que p es un punto de corte de X si X − {p} no es conexo.

Si X es un espacio topológico, entonces la notación X = P |Q indica que
P y Q son subconjuntos no vaćıos de X tales que:

X = P ∪Q, clX(P ) ∩Q = ∅ y P ∩ clX(Q) = ∅.

Supongamos queX es un espacio topológico y que A ⊂ X es tal queA = B|C.
Es fácil probar que si A es abierto en X, entonces B y C son abiertos y ajenos
en X. De manera similar, si A es cerrado en X, entonces B y C son cerrados
y ajenos en X.

El siguiente resultado se conoce como el Lema de las Orejas. Las partes 1)
y 2) son sencillas de probar. Y la parte 3), está probado en [16, Proposición
6.3, p. 88].

Lema 2.16. Sean X un espacio topológico y C un subconjunto de X tales
que X − C = A|B. Entonces

1) si C es abierto en X, entonces A ∪ C y B ∪ C son abiertos en X;

2) si C es cerrado en X, entonces A ∪ C y B ∪ C son cerrados en X;
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3) si X y C son conexos, entonces A ∪ C y B ∪ C son conexos.

Utilizaremos el Lema 2.16 en la prueba del siguiente resultado.

Lema 2.17. Sea X un espacio conexo y T1. Supongamos que x ∈ X es tal
que X − {x} = K|L. Entonces clX(K) = K ∪ {x} y clX(L) = L ∪ {x}.

Demostración. Como X es T1, el conjunto {x} es cerrado en X. Luego, por
la parte 2) del Lema 2.16, K ∪ {x} es cerrado en X. Como K ⊂ K ∪ {x},
resulta que clX(K) ⊂ K ∪ {x}. Ahora bien, como X − {x} es abierto en X,
los conjuntos K y L son abiertos y ajenos en X. Además K 6= X, pues L
es no vaćıo y K ∩ L = ∅. Entonces K no es cerrado en X pues, en tal caso,
K es un subconjunto propio y no vaćıo del espacio conexo X, que es tanto
abierto como cerrado enX. En vista de que esto contradice la conexidad deX,
deducimos que K no es cerrado en X. Entonces clX(K)−K 6= ∅ y, como todos
los puntos de la cerradura de K se encuentran en K ∪ {x}, necesariamente
clX(K) = K ∪ {x}. De manera similar se prueba que clX(L) = L ∪ {x}.

El siguiente resultado se utilizará con cierta frecuencia a lo largo de este
trabajo.

Lema 2.18. Sea X un espacio conexo. Supongamos que x, y ∈ X son tales
que:

X − {x} = K|L y X − {y} = M |N.

Si x ∈M y y ∈ K entonces N ∪ {y} ⊂ K.

Demostración. Notemos que x 6= y, pues x ∈ M ⊂ X − {y}. Ahora bien,
por el Lema de las Orejas, N ∪ {y} es conexo. Como x ∈ M , resulta que
x /∈ N ∪ {y}. Por tanto N ∪ {y} es un subconjunto conexo de X − {x} y,
como intersecta a K, pues y ∈ K, tenemos que N ∪ {y} ⊂ K.

Recordemos que un conjunto X es degenerado si posee solamente un ele-
mento. Si X tiene al menos dos elementos, decimos que X es no degenerado.
Consideremos ahora la siguiente definición.

Definición 2.19. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
no degenerado. Un continuo T1 es un espacio T1, compacto, conexo y no
degenerado. Finalmente, un continuo T2 es un espacio T2, compacto, conexo
y no degenerado.
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Recordemos que los espacios compactos y T2 son T4 y, en particular, son
T3 1

2
. Además, si X es un conjunto conexo y T3 1

2
, entonces X = ∅, X es

degenerado o bien X es no numerable (ver [19, Proposición XII.1.25, p. 18]).
Como, por definición, un continuo T2 es no degenerado, de lo anterior se
sigue que los continuos T2 son no numerables. También los continuos son no
numerables.

No debemos confundir la noción de continuo que se da en la Defini-
ción 2.19, con la que aparece en la Definición 1.29. Mientras que la primera
involucra solamente a un espacio topológico, la segunda se refiere a un casi
orden definido en un espacio topológico. En particular, tiene sentido consid-
erar un casi orden continuo 5 en un continuo X. Un espacio compacto casi
ordenado, conexo y no degenerado es, por ejemplo, un continuo T2 en el que
el orden parcial es continuo.

Estamos listos para enunciar el resultado principal de esta subsección. En
inglés al siguiente teorema se le llama el “non-cut point existence theorem”,
lo cual podemos traducir como “el teorema de la existencia de puntos que
no son de corte”. Independientemente de su nombre, el resultado es muy
importante en la Teoŕıa de los Continuos y, como veremos, la técnica de
definir un casi orden semicontinuo inferiormente en un espacio topológico,
resultará clave. Recordemos que la cardinalidad de un conjunto A se denota
por |A|.

Teorema 2.20. Un continuo T1 tiene al menos dos puntos que no son de
corte.

Demostración. Sea X un continuo T1 no degenerado. Hagamos:

N = {p ∈ X : p no es un punto de corte de X}

y supongamos que |N | ≤ 1. Como |X| ≥ 2 existe x0 ∈ X − N. Luego x0 es
un punto de corte de X y, por tanto, X − {x0} = A|B. Como N posee a
lo más un elemento, podemos suponer, sin perder generalidad, que N ⊂ B.
Entonces, para cada x ∈ A, tenemos que x es un punto de corte de X. Luego,
para toda x ∈ A, sucede que:

X − {x} = A(x)|B(x) con x0 ∈ B(x).

Lo anterior significa que, para cada x ∈ A, podemos escoger a B(x) de modo
que tenga a x0. Por el Lema 2.18, A(x)∪{x} ⊂ A, para toda x ∈ A. Por tanto,
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A(x) ⊂ A, para cada x ∈ A. Además, por el Lema 2.17, clX(A) = A∪{x0} y
clX(A(x)) = A(x) ∪ {x}, para cada x ∈ A. También tenemos que, para toda
x ∈ A, los conjuntos A(x) y B(x) son ajenos, no vaćıos y abiertos en X. Los
conjuntos A y B también son ajenos, no vaćıos y abiertos en X.

Hagamos A(x0) = A B(x0) = B. Notemos que:

A(x) 6= ∅, para cada x ∈ clX(A) . (2.3.1)

Consideramos ahora la siguiente relación 5 en clX(A) :

si x, y ∈ clX(A) , entonces x 5 y si y sólo si A(x) ⊂ A(y).

Notemos que x 5 x0, para cada x ∈ clX(A) . Afirmamos que:

1) 5 es un orden parcial en clX(A) .

Para probar 1), notemos primero que A(x) ⊂ A(x), para cada x ∈ clX(A) .
Luego x 5 x, para cada x ∈ clX(A) . Tomemos ahora x, y, z ∈ clX(A) de
modo que x 5 y y y 5 z. Entonces A(x) ⊂ A(y) y A(y) ⊂ A(z), por lo
que A(x) ⊂ A(z). Esto muestra que x 5 z, por lo que (clX(A) ,5) es un
COCO. Tomemos ahora x, y ∈ clX(A) de modo que x 5 y y y 5 x. Entonces
A(x) ⊂ A(y) y A(y) ⊂ A(x). Luego A(x) = A(y). Esto implica que

X − {x} = A(x)|B(x), y X − {y} = A(x)|B(y).

Supongamos que x 6= y. Como A(x) ⊂ X − {x} y A(x) = A(y) ⊂ X − {y},
resulta que x /∈ A(x) y y /∈ A(x). Luego x ∈ B(y) y y ∈ B(x). Aplicando el
Lema 2.18, sucede entonces que A(x) ∪ {y} ⊂ B(x), de donde A(x) ⊂ B(x).
Como esto contradice el hecho de que A(x) y B(x) son ajenos. Por lo tanto,
x = y. Esto prueba que (clX(A) ,5) es un COPO y, aśı, 1) se cumple.

Como (clX(A) ,5) es un COPO, para cada x ∈ clX(A) podemos conside-
rar el conjunto P (x) de los predecesores de x, que dimos en la Definición 1.13.
Afirmamos ahora que:

2) P (x) = clX(A(x)) , para cada x ∈ clX(A) .

Para ver 2), tomemos x ∈ clX(A) . Recordemos que z 5 x0, para cada
z ∈ clX(A) . Luego:

P (x0) = {z ∈ clX(A) : z 5 x0} = clX(A) .
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Esto prueba que 2) se cumple si x = x0. Ahora, si x 6= x0. Entonces x ∈ A.
Sea y ∈ P (x). Entonces y 5 x, por lo que A(y) ⊂ A(x). Al tomar cerraduras
obtenemos que

A(y) ∪ {y} = clX(A(y)) ⊂ clX(A(x)) .

Luego y ∈ clX(A(x)) . Esto prueba que P (x) ⊂ clX(A(x)) .

Para mostrar la otra contención, tomemos z ∈ clX(A(x)) = A(x) ∪ {x}.
Como x ∈ A, clX(A(x)) ⊂ A. Luego z ∈ A. Si z = x, entonces z 5 x, por
lo que z ∈ P (x). Si no, z ∈ A(x). Luego z 6= x, por lo que x ∈ X − {z} =
A(z) ∪B(z). Recordemos que:

X − {z} = A(z)|B(z), X − {x} = A(x)|B(x) y x0 ∈ B(z) ∩B(x).

Si x ∈ A(z) entonces, por el Lema 2.18, B(z) ∪ {z} ⊂ A(x). Luego x0 ∈
B(z) ⊂ A(x), por lo que x0 ∈ A(x) ∩ B(x). En vista de que esto contradice
el hecho de que A(x) y B(x) son ajenos, deducimos que x /∈ A(z). Luego
x ∈ B(z) y, por el Lema 2.18, A(z)∪{z} ⊂ A(x). En particular A(z) ⊂ A(x),
por lo que z 5 x. Luego z ∈ P (x). Esto prueba que clX(A(x)) ⊂ P (x) y,
como la otra contención también es cierta, 2) se cumple.

De 2) y la Proposición 1.34, se sigue que 5 es semicontinuo inferiormente.
Tenemos, con todo esto, que clX(A) es un espacio topológico compacto y no
vaćıo y que ≤ es un orden parcial en clX(A) que es semicontinuo inferior-
mente. Entonces, por el Teorema 2.11, clX(A) posee un elemento minimal p.
Luego p es un elemento de clX(A) tal que, por 2) y el hecho de ser minimal,
se tiene que:

A(p) ∪ {p} = clX(A(p)) = P (p) = {p}.

Por tanto A(p) = ∅. Esto contradice (2.3.1) y, como dicha contradicción
proviene de haber supuesto que |N | ≤ 1, deducimos que |N | ≥ 2. En otras
palabras, X tiene al menos dos puntos que no son de corte.

2.4. El Orden del Punto de Corte

En la presente sección, vamos a definir un orden parcial especial en un
espacio conexo y T1. Nuestro objetivo es dar una prueba alternativa del
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Teorema 2.20. Los resultados de esta sección aparecieron originalmente en el
art́ıculo [26].

Consideremos primero la siguiente noción.

Definición 2.21. Sea X un espacio conexo y T1. Sean x, c, d ∈ X. Deci-
mos que x separa a c y d en X si existen C,D ⊂ X − {x} tales que
X − {x} = C|D, c ∈ C y d ∈ D.

Con respecto a la noción dada en la definición anterior, tenemos el si-
guiente resultado.

Teorema 2.22. Sea X un espacio conexo y T1. Supongamos que x, c, d ∈ X
son tales que x separa a c y d en X. Entonces c no separa a x y d en X y,
además, d no separa a x y c en X.

Demostración. Como x separa a c y a d en X, tenemos que X−{x} = C|D,
con c ∈ C y d ∈ D. Si c separara a x y d en X, entonces X−{c} = A|B, con
x ∈ A y d ∈ B. Por el Lema 2.18, B ∪ {c} ⊂ C. Luego d ∈ C. Esto implica
que d ∈ C ∩ D. Como esto contradice el hecho de que C y D son ajenos,
deducimos que c no separa a x y d. De manera similar se puede probar que
d no separa a x y c.

Vamos ahora a definir una relación de orden en un espacio conexo y T1

que admite un punto de corte.

Definición 2.23. Supongamos que X es un espacio conexo y T1, y que e es
un punto de corte de X. Consideremos la relación 5e en X definida como
sigue: si x, y ∈ X entonces x 5e y si y sólo si x = e, x = y o bien x separa
a e y a y. A 5e se le llama el orden del punto de corte en X.

Por definición e 5e x, para cada x ∈ X y, además x 5e x, para toda
x ∈ X. Es claro también que x 5e e si y sólo si x = e. En el siguiente
resultado, mostramos otras propiedades de la relación 5e.

Teorema 2.24. Sean X un espacio conexo y T1 y e un punto de corte de X.
Entonces:

1) 5e es un orden parcial en X;

2) e es el único elemento minimal de X, con respecto al orden 5e;
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3) 5e no es un orden total en X;

4) los puntos de X que no son de corte son los elementos maximales de
X, con respecto al orden 5e;

5) si x ∈ X, entonces P (x) es un conjunto totalmente ordenado.

Demostración. Como notamos en el párrafo anterior 5e es reflexiva. Tomem-
os x, y ∈ X tales que x 5e y y y 5e x. Supongamos que x 6= y. Si x = e,
entonces y 5e e, aśı que y = e = x. Si y = e, de manera similar deducimos
que x = e = y. Como estamos suponiendo que x 6= y, resulta que x 6= e y
y 6= e. Entonces x separa a e y y y, además, y separa a e y x. Luego:

X − {x} = A|B, X − {y} = C|D, e ∈ A ∩ C, y ∈ B y x ∈ D.

Por el Lema 2.18, C ∪ {y} ⊂ B. Como e ∈ C, tenemos entonces que e ∈ B.
Luego e ∈ A ∩ B. Esto contradice el hecho de que A y B son ajenos. Como
dicha contradicción proviene de suponer que x 6= y, deducimos que x = y.
Esto prueba que 5e es antisimétrica.

Para ver que 5e es transitiva, sean x, y, z ∈ X tales que x 5e y y y 5e z.
Si e = x o x = y o x = z o bien y = z, entonces x 5e z. Supongamos, por
tanto, que e 6= x, x 6= y, x 6= z y y 6= z. Entonces x separa a e y y y, además,
y separa a e y z. Luego:

X − {x} = A|B, X − {y} = C|D, e ∈ A ∩ C, y ∈ B y z ∈ D.

Si x ∈ D entonces, por el Lema 2.18, C ∪ {y} ⊂ B. Luego, como e ∈ C,
resulta que e ∈ B. Por tanto e ∈ A ∩ B. En vista de que esto contradice
el hecho de que A y B son ajenos, deducimos que x /∈ D. Luego x ∈ C y,
aplicando de nuevo el Lema 2.18, tenemos que D ∪ {y} ⊂ B. Como z ∈ D,
resulta que z ∈ B. Esto implica que X − {x} = A|B, con e ∈ A y z ∈ B, es
decir, x separa a e y z. Luego x 5e z. De esta manera probamos que 5e es
transitiva.

De todo lo anterior tenemos que 5e es un orden parcial en X. Esto prueba
1). Para probar 2), sea x ∈ X tal que x 5e e. Entonces x = e, por lo que e
es minimal en X. Si y ∈ X también es minimal en X entonces, como e 5e y,
por la minimalidad de y se sigue que y = e. Aśı, 2) se cumple.
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Para probar 3), veremos que en X existen dos elementos que no son
comparables, con respecto a 5e. En efecto, como e es un punto de corte de
X, X−{e} = C|D. Tomemos x ∈ C y y ∈ D. Entonces x 6= y, x 6= e y y 6= e.
Además e separa a x y y. Luego, por el Teorema 2.22, x no separa a e y y y,
tampoco, y no separa a e y x. Por tanto, x �e y y y �e x. Esto prueba 3).

Para mostrar 4) supongamos primero que x ∈ X no es un punto de corte
de X. Para ver que x es maximal en X, con respecto a 5e, sea y ∈ X tal que
x 5e y. Como 5e es un orden parcial en X, para ver que x es maximal en
X, debemos verificar que x = y. Supongamos, por tanto, que x 6= y. Como
e es un punto de corte de X y x no es un punto de corte de X, sucede que
x 6= e. Entonces, al tener que x 5e y, resulta que x separa a e y y. Luego
X − {x} no es conexo. En vista de que esto contradice el hecho de que x no
es un punto de corte de X, deducimos que x = y. Luego x es maximal en X.

Ahora supongamos que x ∈ X es maximal en X. Si x = e, entonces e es
maximal en X. Como e 5e y para cada y ∈ Y, tenemos aśı que X = {e}.
Esto contradice el hecho de que e es un punto de corte de X. Por tanto x 6= e.
Ahora bien, si x es un punto de corte de X, entonces X −{x} = A|B. Como
x 6= e, podemos elegir A de modo que e ∈ A. En vista de que B 6= ∅, podemos
tomar un punto y ∈ B. Entonces x 6= y y, además, x separa a e y a y. Luego
x 5e y. Pero al ser x un elemento maximal de X, resulta que x = y. Tenemos
una contradicción y, por tanto, concluimos que x no es un punto de corte de
X. Esto prueba 4).

Para probar 5), tomemos x ∈ X. Como (X,5e) es un conjunto parcial-
mente ordenado, al restringir el orden parcial 5e a P (x), tenemos que P (x)
es también un conjunto parcialmente ordenado. Vamos a mostrar ahora que
cualesquiera dos elementos de P (x) son comparables. Por la definición de 5e,
tenemos que e, x ∈ P (x) y e 5e x. Entonces los elementos e y x de P (x) son
comparables. También cualquier elemento de P (x) es comparable con e y, a
su vez, comparable con x. Resta probar que los elementos de P (x) − {e, x}
son comparables. Tomemos, por tanto, p, q ∈ P (x) − {e, x} y supongamos
que p �e q. Como p 5e x, q 5e x y p, q /∈ {e, x}, sucede que p y q separan

a e y x. Además, como p �e q, resulta que p no separa a e y q. Luego
X − {p} = G|H, X − {q} = I|J, e ∈ G ∩ I, x ∈ H ∩ J y q ∈ G. Si p ∈ I
entonces, por el Lema 2.18, J ∪ {q} ⊂ G. Como x ∈ J, esto implica que



66 CAPÍTULO 2. QOTS Y POTS

x ∈ G. Luego x ∈ G ∩H. En vista de que esto contradice el hecho de que G
y H son ajenos, deducimos que p /∈ I. Luego p ∈ J y, como X − {q} = I|J
con e ∈ I y p ∈ J, sucede que q separa a e y p. Luego q 5e p. Esto muestra
que p y q son comparables. Aśı, 5) se cumple.

En la Sección 4.4.3, generalizaremos el orden del punto de corte a espacios
localmente conexos.

2.4.1. POTS Débiles

En la presente subsección vamos a introducir un nuevo tipo de espacio
topológico con una estructura de orden.

Definición 2.25. Sea X un espacio topológico con un orden parcial 5. De-
cimos que X es un espacio topológico parcialmente ordenado débil
si 5 satisface la siguiente propiedad:

(?) para cada x ∈ X tal que x no es maximal en X, existe un subconjunto
cerrado Kx de X tal que Kx ⊂ S(x) y Kx−{x} es no vaćıo y creciente.

Decimos, además, que el orden parcial 5 es débilmente continuo si satis-
face la propiedad (?).

Para simplificar si X es un espacio topológico parcialmente ordenado
débil, diremos que X, o bien que el par (X,5) es un POTS débil. En el sigu-
iente resultado mostramos que las relaciones semicontinuas superiormente
son débilmente continuas.

Teorema 2.26. Sea X un espacio topológico con un orden parcial 5. Si 5
es semicontinuo superiormente, entonces 5 es débilmente continuo.

Demostración. Sea x ∈ X tal que x no es maximal en X. Entonces existe
y ∈ X tal que x 5 y y x 6= y. Hagamos Kx = S(x). Por la Proposición 1.35,
Kx es cerrado en X. Además Kx ⊂ S(x) y y ∈ Kx − {x}. Supongamos
que z ∈ S(Kx − {x}). Entonces w 5 z, para algún w ∈ Kx − {x}. Luego
x 5 w y, por transitividad, x 5 z Esto implica que z ∈ S(x) = Kx. Si
z = x, entonces de w 5 z se sigue que w 5 x. Como también x 5 w y 5 es
antisimétrica, tenemos que w = x. Esto es una contradicción, aśı que z 6= x.
Luego z ∈ Kx − {x}, probando que Kx − {x} es creciente. Por tanto, 5 es
débilmente continuo.
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Ahora mostraremos que el orden del punto de corte que indicamos en la
Definición 2.23, es débilmente continuo.

Teorema 2.27. Sean X un espacio conexo y T1 y e un punto de corte de X.
Entonces 5e es débilmente continuo. Por tanto, (X,5e) es un POTS débil.

Demostración. En la demostración de la parte 4) del Teorema 2.24, vimos
que e no es un elemento maximal en X. Además, como e 5e x para cada
x ∈ X, resulta que S(e) = X. Hagamos Ke = X. Entonces Ke es cerrado
en X, Ke ⊂ S(e) y Ke − {e} = X − {e} 6= ∅. Tomemos x ∈ S(Ke − {e}).
Entonces y 5e x, para algún y ∈ Ke − {e}. Luego, y ∈ S(e), por lo que
e 5e y. Por transitividad e 5e x. Si x = e entonces, de y 5e x, se sigue
que y 5e e, aśı que y = e. Esto es un absurdo, por lo que x 6= e. Luego
x ∈ X − {e} = Ke − {e} y, aśı, Ke − {e} es creciente.

Ahora supongamos que x ∈ X − {e} no es maximal en X. Entonces
existe y ∈ X tal que x 5e y y x 6= y. Por tanto, x separa a e y y, de donde
X−{x} = E|F, con e ∈ E y y ∈ F. Hagamos Kx = F∪{x}. Por el Lema 2.17,
Kx = clX(F ) , aśı queKx es cerrado enX. Además,Kx−{x} = F 6= ∅. Vamos
a probar ahora que Kx ⊂ S(x). Notemos primero que x 5e x. Además, para
cada z ∈ F, de la igualdad X −{x} = E|F y el hecho de que e ∈ E, se sigue
que x separa a e y z. Luego x 5e z, de donde z ∈ S(x). Esto muestra que
Kx ⊂ S(x).

Por último, veamos que Kx − {x} = F es creciente. Tomemos z ∈ S(F ).
Entonces w 5e z, para algún w ∈ F. Como F ⊂ X −{x}, resulta que w 6= x.
Si w = z, entonces z ∈ F. Si w 6= z entonces, como w 5e z, sucede que w
separa a e y z. Luego X − {w} = A|B, con e ∈ A y z ∈ B. Ahora bien,
de x 6= w, sucede que x ∈ A o bien x ∈ B. Si x ∈ B, por el Lema 2.18,
A∪{w} ⊂ F. Luego e ∈ F, pues e ∈ A. Esto implica que e ∈ E∩F, lo cual es
una contradicción, aśı que x ∈ A. Aplicando de nuevo el Lema 2.18, tenemos
que B ∪ {w} ⊂ F. Luego z ∈ F pues z ∈ B. Con esto hemos probado que
S(F ) ⊂ F, de donde F es creciente. Como consecuencia de esto, el orden
parcial 5e es débilmente continuo. Por tanto (X,5e) es un POTS débil.

Más adelante, en la Sección 4.4.3, mostraremos que cuando X es local-
mente conexo (X,5e) es un POTS.

A partir de este momento, en la presente sección, supondremos que un
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POTS débil compacto es un POTS débil que, además, es un espacio com-
pacto. Los POTS débiles compactos satisfacen las dos propiedades que se
enuncian en el siguiente resultado.

Teorema 2.28. Supongamos que X es un POTS débil compacto. Entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

1) X posee un elemento maximal;

2) si X no está totalmente ordenado y, para cada x ∈ X, P (x) es un con-
junto totalmente ordenado, entonces X tiene al menos dos elementos
maximales.

Demostración. La prueba de 1) es similar a la prueba del Teorema 2.11.
Considerando L = {Kx : x ∈ M}, donde M es una cadena maximal en X y
Kx satisface la propiedad (?) de la Definición 2.25.

Para probar 2) supongamos X no está totalmente ordenado. Entonces ex-
isten dos elementos distintos x, y ∈ X que no son comparables. Supongamos
que existe z ∈ S(x) ∩ S(y). Entonces x, y ∈ P (z) y, como P (z) está to-
talmente ordenado, x y y son comparables. Como esto es una contradición,
tenemos que S(x) ∩ S(y) = ∅.

Supongamos que x y y no son maximales en X. Como X es un POTS
débil, existen subconjuntos cerrados Kx y Ky de X tales que Kx ⊂ S(x),
Ky ⊂ S(y) y los conjuntos Kx − {x} y Ky − {y} son no vaćıos y crecientes.
Como S(x) ∩ S(y) = ∅, tenemos que Kx ∩Ky = ∅. No es dif́ıcil probar que
Kx y Ky son POTS débiles compactos. Entonces, por 1), existen x0 ∈ Kx y
y0 ∈ Ky de modo que x0 es maximal en Kx y y0 es maximal en Ky. Como
los conjuntos Kx − {x} y Ky − {y}, que están contenidos en S(x) y S(y)
respectivamente, son crecientes en X, x0 y y0 son elementos maximales de
X. Ahora bien, como Kx y Ky son ajenos, x0 6= y0. Esto prueba que X tiene
al menos dos elementos maximales.

Estamos en condiciones de presentar una prueba alternativa del Teore-
ma 2.20. Originalmente el resultado siguiente aparece probado en [26, Sec-
ción 4, p. 215] para continuos T2. Sin embargo, como indicamos, es también
válido para continuos T1. Notemos que, mientras que en la prueba del Teore-
ma 2.20, fue importante definir un orden parcial semicontinuo inferiormente,
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ahora será importante definir un orden parcial débilmente continuo (noción
que, por el Teorema 2.26, es más débil que la semicontinuidad superior).

Teorema 2.29. Un continuo T1 tiene al menos dos puntos que no son de
corte.

Demostración. Sea X un continuo T1 y no degenerado. Si X no posee
puntos de corte entonces, como X es no degenerado, X tiene al menos dos
puntos que no son de corte de X. Supongamos ahora que X tiene un punto
de corte e. Consideremos el orden del punto de corte 5e en X. Por la parte 1)
del Teorema 2.24, 5e es un orden parcial en X. Además, por el Teorema 2.27,
5e es débilmente continuo. Entonces (X,5e) es un POTS débil compacto.
Por las propiedades 2) y 4) del Teorema 2.24, X no está totalmente ordenado
y, para cada x ∈ X, P (x) es un conjunto totalmente ordenado. Entonces, por
la parte 2) del Teorema 2.28, X tiene al menos dos elementos maximales p y
q. Por la parte 3) del Teorema 2.24, p y q no son de corte en X.

2.5. Espacios Casi Localmente Convexos

En la presente sección veremos que la noción usual de convexidad en R se
puede adaptar a espacios topológicos casi ordenados. Utilizando dicha noción,
presentaremos los llamados espacios casi localmente convexos y, por último,
probaremos que los espacios compactos casi ordenados son casi localmente
convexos (ver Definición 1.66).

Si (X,5) es un COCO y a, b ∈ X son tales que a 5 b, definimos:

[a, b] = {x ∈ X : a 5 x 5 b}.

Recordemos la Definición 1.13, en la que si (X,5) es un COCO y A ⊂ X,
definimos:

P (A) = {y ∈ X : y 5 x para algún x ∈ A},
como el conjunto de los predecesores de A. Además:

S(A) = {y ∈ X : x 5 y para algún x ∈ A}

es el conjunto de los sucesores de A y E(A) = P (A)∩S(A) es el conjunto de
los equivalentes de A. Recordemos que A ⊂ E(A) y, si A ⊂ B ⊂ X, entonces
E(A) ⊂ E(B).
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Definición 2.30. Supongamos que X es un COCO y que A ⊂ X. Decimos
que A es convexo si A = E(A).

Es inmediato de la definición que si (X,5) es un COCO y A ⊂ X,
entonces A es convexo si y sólo si E(A) ⊂ A. También, que A es convexo si y
sólo si para cualesquiera a, b ∈ A y x ∈ X si a 5 x 5 b, entonces x ∈ A. En
otras palabras A es convexo si y sólo si para cualesquiera a, b ∈ A con a 5 b,
se tiene que [a, b] ⊂ A. Como caso particular, X es convexo.

Vamos a presentar en el siguiente resultado algunas propiedades funda-
mentales de los conjuntos convexos.

Teorema 2.31. Supongamos que X es un COCO y que A,B ⊂ X. Entonces

1) si A es creciente o bien decreciente, entonces A es convexo;

2) si A y B son convexos, entonces A ∩B es convexo, pero no necesaria-
mente A ∪B es convexo;

3) los conjuntos P (A), S(A) y E(A) son convexos;

4) si x ∈ A y A es convexo, entonces E(x) ⊂ A.

Demostración. Supongamos queA es decreciente. Entonces E(A) = P (A)∩
S(A) = A ∩ S(A) ⊂ A. Luego A es convexo. De manera similar se prueba
que A es convexo, cuando A es creciente. Aśı, 1) se cumple.

Supongamos ahora que A y B son convexos. Por el Teorema 1.21, E(A∩
B) ⊂ E(A) ∩ E(B) = A ∩ B. Luego A ∩ B es convexo. Consideremos ahora
el par (N,≤), donde ≤ es el orden usual en N. Es claro que (N,≤) es un
COCO. Sean A = {1} y B = {3}. Entonces A y B son convexos, 2 ∈
E({1, 3}) = E(A∪B), pero 2 /∈ E({1})∪E({3}) = E(A)∪E(B). Por tanto
E(A ∪B) * E(A) ∪ E(B), de donde A ∪B no es convexo. Esto prueba 2).

Por el Teorema 1.22, P (A) es decreciente y S(A) es creciente. Entonces,
por 1), P (A) y S(A) son convexos. Luego, por 2), E(A) = P (A) ∩ S(A) es
convexo. Esto prueba 3). Para ver 4) notemos que si x ∈ A y A es convexo,
entonces E(x) = E({x}) ⊂ E(A) = A. Esto prueba 4).
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Supongamos que X es un COCO y que {Uα : α ∈ Γ} es una familia de
subconjuntos convexos de X. Entonces, por el Teorema 1.21,

E

(⋂
α∈Γ

Uα

)
⊂
⋂
α∈Γ

E(Uα) =
⋂
α∈Γ

Uα.

Esto implica que
⋂
α∈Γ Uα es convexo. En otras palabras, cualquier inter-

sección de subconjuntos convexos de X, es convexa. Entonces, al igual que
hicimos en la Subsección 1.3.3, en donde para cada A ⊂ X, consideremos los
conjuntos

d(A) =
⋂
{U ⊂ X : U es decreciente y A ⊂ U}

e

i(A) =
⋂
{U ⊂ X : U es creciente y A ⊂ U},

podemos ahora considerar el conjunto

c(A) =
⋂
{U ⊂ X : U es convexo y A ⊂ U}.

Por lo que indicamos anteriormente, c(A) es convexo. Además, la versión
equivalente al Teorema 1.23, para convexidad, es la que se enuncia a conti-
nuación. Su demostración es similar a la del Teorema 1.23.

Teorema 2.32. Si X es un COCO y A ⊂ X, entonces A es convexo si y
sólo si A = c(A). Más aún, c(A) es el menor subconjunto convexo de X que
contiene a A.

Tenemos también el siguiente resultado.

Teorema 2.33. Si X es un COCO y A ⊂ X, entonces A es convexo si y
sólo si i(A) ∩ d(A) = A.

Demostración. Notemos primero que A ⊂ i(A) ∩ d(A) y que, por la parte
1) del Teorema 2.31:

{U ⊂ X : U es decreciente y A ⊂ U} ⊂ {U ⊂ X : U es convexo y A ⊂ U}

y

{U ⊂ X : U es creciente y A ⊂ U} ⊂ {U ⊂ X : U es convexo y A ⊂ U}.
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Al tomar la intersección, resulta que i(A) ⊂ c(A) y d(A) ⊂ c(A). Luego
A ⊂ i(A) ∩ d(A) ⊂ c(A). De aqúı se sigue que si A es convexo, entonces
i(A) ∩ d(A) = A. Ahora supongamos que i(A) ∩ d(A) = A. Como i(A) es
creciente y d(A) es decreciente, por la parte 1) del Teorema 2.31, i(A) y
d(A) son convexos. Luego, por la parte 2) del Teorema 2.31, i(A) ∩ d(A) es
convexo. Esto implica que A es convexo.

Consideremos ahora las siguientes nociones.

Definición 2.34. Supongamos que X es un COCO. Decimos que X es:

1) casi localmente convexo si para cada x ∈ X y cada abierto U en
X tal que E(x) ⊂ U, existe un abierto y convexo V en X tal que
E(x) ⊂ V ⊂ U ;

2) localmente convexo si para cada x ∈ X y cada abierto U en X tal
que x ∈ U, existe un abierto y convexo V en X tal que x ∈ V ⊂ U.

Para simplificar, si X es casi localmente convexo, diremos que X es clc.
Por la parte 4) del Teorema 2.31, si X es localmente convexo entonces X
es clc. Además, si X es un COPO, entonces E(x) = {x}, para cada x ∈ X
(Teorema 1.15). Esto implica que si X es un COPO entonces X es clc si y
sólo si X es localmente convexo.

En la Definición 1.66 aparece la noción de espacio compacto casi ordena-
do. Como una aplicación del Teorema 1.70, tenemos el siguiente resultado,
en donde 5 representa el casi orden del espacio.

Teorema 2.35. Si X es un espacio compacto casi ordenado, entonces X es
clc.

Demostración. Sean x ∈ X y U un abierto en X tales que E(x) ⊂ U. Si
U = X, entonces V = X es un abierto y convexo en X tal que E(x) ⊂ V ⊂ U.
Supongamos, por tanto, que U 6= X. Afirmamos que:

1) para cada t ∈ X − U , existe un abierto Ut en X tal que x ∈ Ut,
t /∈ clX(Ut) y Ut es decreciente o bien creciente.

Para probar 1), sea t ∈ X − U. Como E(x) ⊂ U, resulta que t /∈ E(x) =
P (x) ∩ S(x). Entonces t /∈ P (x) o bien t /∈ S(x). Luego t � x o bien x � t.
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Supongamos primero que t � x. Por el Teorema 1.70, existe ft ∈ C(X, I) tal
que ft(x) = 0 y ft(t) = 1. Sean:

Ut = f−1
t

([
0,

1

2

))
y Vt = f−1

t

((
1

2
, 1

])
.

Es claro que x ∈ Ut y t ∈ Vt. Por el Teorema 1.51, Ut es abierto decreciente
en X, Vt es abierto creciente en X y Ut∩Vt = ∅. Entonces Vt es un abierto en
X que tiene a t y no intersecta a Ut. Luego t /∈ clX(Ut) . También se cumple
que x /∈ clX(Vt) .

Supongamos ahora que x � t. Por el Teorema 1.70, existe gt ∈ C(X, I)
tal que gt(t) = 0 y gt(x) = 1. Sean:

Ut = g−1
t

((
1

2
, 1

])
y Vt = g−1

t

([
0,

1

2

))
.

Es claro que x ∈ Ut y t ∈ Vt. Por el Teorema 1.51, Ut es abierto creciente
en X, Vt es abierto decreciente en X y Ut∩Vt = ∅. Entonces Vt es un abierto
en X que tiene a t y no intersecta a Ut. Luego t /∈ clX(Ut) . También se
cumple que x /∈ clX(Vt) . De esta manera 1) se cumple.

Para cada t ∈ X − U , tomemos un abierto Ut de X como se indica en
1). Entonces x ∈ Ut, para toda t ∈ X − U. Como X − U es cerrado en
el espacio compacto X, tenemos que X − U es compacto. Además, por 1),
{X − clX(Ut) : t ∈ X − U} es una familia de abiertos en X tales que:

X − U ⊂
⋃

t∈X−U

(X − clX(Ut)) .

Por la compacidad de X−U , existen n ∈ N y t1, t2, . . . , tn ∈ X−U de modo
que:

X − U ⊂
n⋃
i=1

(X − clX(Uti)) .

Hagamos V =
⋂n
i=1 Uti . Como

⋃n
i=1 (X − clX(Uti)) = X −

⋂n
i=1 clX(Uti) ,

tenemos que:

x ∈ V =
n⋂
i=1

Uti ⊂
n⋂
i=1

clX(Uti) ⊂ U.
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Es decir x ∈ V ⊂ U. Ahora bien, por 1), cada conjunto Ut1 , Ut2 , . . . , Utn es
abierto. Luego V es abierto. También por 1), para cada i ∈ {1, 2, . . . , n},
Uti es decreciente o bien creciente. Esto implica, por la parte 1) del Teo-
rema 2.31, que Uti es convexo. Luego V es una intersección de conjuntos
convexos y, por tanto, V es convexo. Como x ∈ V, por la parte 4) del Teore-
ma 2.31, E(x) ⊂ V. Con esto hemos probado que V es un abierto y convexo
en X tal que E(x) ⊂ V ⊂ U. Por tanto, X es clc.

Corolario 2.36. Si X es un espacio compacto ordenado, entonces X es
localmente convexo.

Demostración. Como X es un espacio compacto ordenado, X es un espacio
compacto casi ordenado. Luego, por el Teorema 2.35, X es clc. Esto implica,
como X es un COPO, que X es localmente convexo.

Notemos que X es un espacio compacto y casi ordenado si y sólo si X es
un QOTS compacto y T2, cuyo casi orden es continuo. En estos términos es
como aparece enunciado originalmente el Teorema 2.35 en [25, Teorema 2,
p. 147]. Además, como se menciona en dicho art́ıculo, el Corolario 2.36 fue
probado por L. Nachbin (ver [15, Caṕıtulo III]).

En [24, Corolario 10.1, p. 364], L. E. Ward, Jr. prueba el Teorema 2.35 sin
utilizar el hecho de que, en un espacio compacto casi ordenado, el casi orden
es fuertemente continuo (Teorema 1.70). En su lugar utiliza dos resultados.
Uno de ellos es el hecho de que los espacios compactos casi ordenados son
SN (Teorema 1.68) y el otro es el siguiente teorema.

Teorema 2.37. Supongamos que X es SN y que satisface la siguiente propiedad:

(?) si A,B ⊂ X son cerrados en X y W es un abierto en X tal que
A∩B ⊂ W, entonces existen abiertos U y V en X de modo que A ⊂ U,
B ⊂ V y U ∩ V = W.

Entonces para cada cerrado decreciente A en X, cada cerrado creciente B en
X y cada abierto W en X tal que A∩B ⊂ W, existe un subconjunto abierto
y convexo C de X tal que A ∩B ⊂ C ⊂ W.

Demostración. Sea A un cerrado decreciente en X, B un cerrado creciente
en X y W un abierto en X, de modo que A∩B ⊂ W. Por (?), existen abiertos
U y V en X de modo que A ⊂ U, B ⊂ V y U ∩V = W. Entonces A y X −U
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son cerrados en X tales que A ∩ (X − U) = ∅ y A es decreciente. Como
X es SN, existen abiertos P1 y Q1 en X tales que A ⊂ P1, X − U ⊂ Q1,
P1 ∩ Q1 = ∅, P1 es decreciente y Q1 es creciente. Como X − V y B son
cerrados en X tales que (X − V ) ∩ B = ∅ y B es creciente, por ser X un
espacio SN, existen abiertos P2 y Q2 en X tales que X − V ⊂ P2, B ⊂ Q2,
P2 ∩Q2 = ∅, P2 es decreciente y Q2 es creciente. Sea C = P1 ∩Q2. Entonces

A ∩B ⊂ P1 ∩Q2 ⊂ (X −Q1) ∩ (X − P2) ⊂ U ∩ V = W.

Por tanto, A∩B ⊂ C ⊂ W. Además C es abierto en X, por ser la intersección
de dos abiertos en X. Como P1 es decreciente y Q2 es creciente, por la parte
1) del Teorema 2.31, P1 y Q2 son convexos. Luego, por la parte 2) del Teo-
rema 2.31, C es convexo.

En estos términos, la demostración alternativa del Teorema 2.35 queda
como sigue: primero X es SN, pues X es un espacio compacto casi ordenado.
Como X es compacto y T2, entonces X es normal. Lo que ahora se indica
es que los espacios normales satisfacen la propiedad (?) del Teorema 2.37.
Tomemos ahora x ∈ X y un abierto U en X tales que E(x) ⊂ U. Como
E(x) = P (x) ∩ S(x), P (x) es cerrado decreciente, S(x) es cerrado creciente
y P (x) ∩ S(x) ⊂ U, por el Teorema 2.37, existe un subconjunto abierto y
convexo C de X tal que P (x) ∩ S(x) ⊂ C ⊂ W. Por tanto, X es clc.

Como se puede observar, la diferencia entre las dos demostraciones del
Teorema 2.35 está en que la primera utiliza el Lema de Urysohn Generaliza-
do, mientras que la segunda no.



Caṕıtulo 3

Cadenas Compactas y Cadenas
Conexas

3.1. Introducción

Supongamos que (X,5) es un COCO. En la Definición 2.7 indicamos lo
que es una cadena en X y, a su vez, lo que entendemos por cadena maximal
en X. Luego, en el Teorema 2.8, probamos que X siempre posee una cadena
maximal. Si pedimos, en su lugar, que X sea un QOTS, entonces como vimos
en el Lema 2.10, toda cadena maximal en X es cerrada en X. Si X es un
QOTS compacto, tenemos por tanto, que toda cadena maximal en X es
compacta. En otras palabras la compacidad de un QOTS es una condición
suficiente para que toda cadena maximal sea compacta. En el presente caṕıtu-
lo, veremos que dicha condición no es necesaria. Vamos a dar tres condiciones
que resultarán ser equivalentes al hecho de que toda cadena maximal sea
compacta (ver Teorema 3.19).

En el presente caṕıtulo también daremos una relación de compacidad y
completez cuando el espacio es una cadena con la topoloǵıa del intervalo.
Al final daremos condiciones, bajo las cuales, las cadenas maximales en un
POTS son conexas. Como consecuencia de este resultado, se sigue que el
hiperespacio de los subconjuntos cerrados y no vaćıos de un continuo T2 es
conexo por arcos.

77
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3.2. Conjuntos Simplemente Ordenados

En la presente sección vamos a tratar con una estructura de orden, ligada
a la que definimos como COTO.

Definición 3.1. (X,�) es un conjunto simplemente ordenado si se
tiene que:

1) para cada a ∈ A, no se cumple que a � a;

2) para cada a, b, c ∈ X si a � b y b � c, entonces a � c;

3) para cada a, b ∈ X con a 6= b, tenemos que a � b o bien b � a.

Si (X,�) es un conjunto simplemente ordenado, decimos que � es un orden
simple en X.

Cuando una relación satisface la propiedad 1) de la Definición 3.1, deci-
mos que es antirreflexiva. En éstos términos un orden simple es una relación
antireflexiva y transitiva, en la que cada dos elementos distintos son com-
parables bajo �. Como hicimos en el Caṕıtulo 1, si (X,�) es un conjunto
simplemente ordenado, es común decir que X es simplemente ordenado. En
tal situación, si a, b ∈ X y a 6= b, entonces no puede suceder que a � b y
b � a pues, de ser este el caso, por transitividad, a � a, lo cual contradice
la antirreflexividad de �. Notemos también que si a, b, c ∈ X son tales que
a � b y b � c, entonces a 6= c pues, por transitividad, sucede que a � c
aśı que, por antireflexividad, a 6= c.

Supongamos que (X,5) es un COTO. Entonces X es un COCTO en el
que se cumple la propiedad de antisimetŕıa. Por la Definición 2.7, tenemos
que X es una cadena en la que se cumple la antisimetŕıa. Podemos decir
entonces que un COTO es una cadena antisimétrica. Notemos que el orden
total 5 induce una relación � en X como sigue:

para a, b ∈ X, a � b si y sólo si a 5 b y a 6= b. (3.2.1)

Entonces (X,�) es un conjunto simplemente ordenado. Al orden simple �,
dado en (3.2.1), se le llama el orden estricto de 5. A la inversa, si (X,�) es
un conjunto simplemente ordenado, entonces � induce una relación 5 en X
como sigue:

para a, b ∈ X, a 5 b si y sólo si a = b o bien a � b. (3.2.2)
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Entonces (X,5) es un COTO. De esta manera, un conjunto simplemente
ordenado (X,�) puede llevarse a un COTO (X,5), definiendo el orden 5
como en (3.2.2). También un COTO (X,5) puede llevarse a un conjunto
simplemente ordenado (X,�), definiendo el orden � como en (3.2.1). En
este sentido podemos intercambiar un orden simple y un orden total, cuando
nos convenga.

3.3. Cotas en un COCO

3.3.1. Elementos Maximales y Minimales

Supongamos que (X,5) es un COCO y que A ⊂ X. Como A, con el
casi orden restringido 5|A es un COCO, podemos considerar las nociones
de elemento minimal y elemento maximal en A, como fueron dadas en la
Definición 2.6. Entonces:

1) a ∈ X es un elemento minimal de A si a ∈ A y, para cada x ∈ A, de
x 5 a se sigue que a 5 x;

2) b ∈ X es un elemento maximal de A si b ∈ A y, para cada x ∈ A, de
b 5 x se sigue que x 5 b.

Definimos ahora

min(A) = {a ∈ X : a es un elemento minimal de A}

y

max(A) = {b ∈ X : b es un elemento maximal de A}.

Vamos ahora a presentar una serie de propiedades de los minimales y los
maximales de un conjunto. Comenzamos con el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sea (C,5) una cadena. Si T y R son subconjuntos no vaćıos
de C tales que T ⊂ R, entonces

1) para todo x ∈ max(T ) y y ∈ max(R), se tiene que x 5 y;

2) para cada w ∈ min(T ) y z ∈ min(R), tenemos que z 5 w.
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Demostración. Sean x ∈ max(T ) y y ∈ max(R). Como T ⊂ R ⊂ C, sucede
que x y y son elementos de la cadena C. Luego x 5 y o bien y 5 x. En vista
de que x ∈ R y de que y ∈ max(R) siempre sucede que x 5 y. Esto prueba
1). La demostración de 2) es similar.

Ahora indicamos cómo calcular min(A) y max(A), cuando A es una ca-
dena.

Teorema 3.3. Supongamos que (X,5) es un COCO y que A ⊂ X es una
cadena. Entonces:

1) si min(A) 6= ∅, sucede que min(A) = E(x0)∩A, para cada x0 ∈ min(A);

2) si max(A) 6= ∅, entonces max(A) = E(x1)∩A, para toda x1 ∈ max(A).

En particular, si 5 es semicontinuo y A es cerrado en X, min(A) y max(A)
son cerrados en X.

Demostración. Tomemos x0 ∈ min(A). Si x ∈ min(A) entonces, como A
es una cadena y x0, x ∈ A, x 5 x0 o bien x0 5 x. En cualquier caso, por la
minimalidad de x0 y de x, tenemos que x ∈ E(x0). Luego min(A) ⊂ E(x0)∩A.
Tomemos ahora y ∈ E(x0) ∩ A. Para ver que y es un elemento minimal de
A, sea z ∈ A tal que z 5 y. Como z 5 y y y 5 x0, por transitividad, z 5 x0.
Esto implica, pues x0 ∈ min(A), que x0 5 z. Luego y 5 x0 y x0 5 z, de
donde y 5 z. Esto muestra que y ∈ min(A). Por tanto, E(x0)∩A ⊂ min(A).
Con esto probamos que min(A) = E(x0) ∩ A. De manera similar se prueba
que max(A) = E(x1) ∩ A, para cada x1 ∈ max(A). Si 5 es semicontinuo y
A es cerrado en X, entonces, usando 1), 2) y el Corolario 1.36, resulta que
min(A) y max(A) son cerrados en X.

En la Proposición 1.43, probamos que si X es un espacio topológico y 5
es un casi orden continuo en X, entonces P (A) y S(A) son cerrados en X,
para cada subconjunto compacto A de X. Si, en su lugar, el casi orden 5
es semicontinuo y A ⊂ X, entonces en el siguiente teorema mostramos otras
condiciones, bajo las cuales, P (A) y S(A) son cerrados en X.

Teorema 3.4. Supongamos que (X,5) es un QOTS y que A ⊂ X es una
cadena. Entonces:

1) Si min(A) 6= ∅, resulta que S(A) = S(a), para cada a ∈ min(A). En
particular, S(A) es cerrado en X.
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2) Si max(A) 6= ∅, sucede que P (A) = P (a), para cada a ∈ max(A). En
particular, P (A) es cerrado en X.

Demostración. Para ver 1), tomemos a ∈ min(A). Entonces a ∈ A y, por
la parte 1) del Teorema 1.19, S(a) ⊂ S(A). Tomemos z ∈ S(A). Entonces
x 5 z, para alguna x ∈ A. Como A es una cadena en X, a 5 x o bien
x 5 a. En cualquier situación, en vista de que a es un elemento minimal de
A, se tiene que a 5 x. Luego, por transitividad, a 5 z aśı que z ∈ S(a).
Esto prueba que S(A) ⊂ S(a). Como la otra contención también es cierta,
S(A) = S(a). Ahora bien, por la Proposición 1.36, S(a) es cerrado en X.
Luego S(A) es cerrado en X. Esto prueba 1). La prueba de 2) es similar.

Corolario 3.5. Supongamos que (X,5) es un QOTS y que A ⊂ X es una
cadena en X. Si min(A) 6= ∅ y max(A) 6= ∅, entonces E(A) es cerrado en X.

Demostración. Como min(A) 6= ∅ y max(A) 6= ∅, por el Teorema 3.4, P (A)
y S(A) son cerrados en X. Luego E(A) = P (A)∩S(A), es cerrado en X.

Bajo las condiciones del corolario anterior, tenemos que E(A) = P (a) ∩
S(b), para cada (a, b) ∈ min(A)×max(A).

Si (X,5) es un QOTS y A ⊂ X es compacto y no vaćıo entonces, por el
Teorema 2.13, min(A) 6= ∅ y max(A) 6= ∅. Sin embargo, no podemos concluir
de aqúı que P (A) y S(A) son cerrados en X, a menos que 5 sea continuo o
que A sea una cadena.

3.3.2. Elementos Máximos y Mı́nimos

Consideremos ahora la siguiente definición.

Definición 3.6. Supongamos que (X,5) es un COCO, que A ⊂ X y que
a, b ∈ X. Decimos que:

1) a es un elemento mı́nimo de A si a ∈ A y a 5 x, para cada x ∈ A;

2) b es un elemento máximo de A si b ∈ A y x 5 b, para cada x ∈ A.

Si (X,5) es un COCO y A ⊂ X tiene un elemento mı́nimo a, entonces
a ∈ A y, como a 5 x para cada x ∈ A, si x 5 a entonces a 5 x. Esto muestra
que todo elemento mı́nimo de A es un elemento minimal de A. Similarmente,
todo elemento máximo de A es un elemento maximal de A.
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Si (X,5) es un COPO y A ⊂ X tiene un elemento mı́nimo a, entonces
a es único. En efecto, si y es un elemento mı́nimo de A, entonces y 5 a,
pues a ∈ A. De manera similar a 5 y. Luego, por la antisimetŕıa, a = y.
De forma análoga se prueba que si A tiene un elemento máximo, éste es
único. En particular, si X es un COTO y A ⊂ X tiene un elemento mı́nimo
(respectivamente, máximo), éste es único. Como todo elemento mı́nimo es
minimal, si X es un COPO y A ⊂ X tiene un elemento mı́nimo, entonces
dicho elemento es el único elemento mı́nimo y, a su vez, el único elemento
minimal de A. Lo mismo se deduce si A tiene un elemento máximo.

Si (X,5) es un COCTO (es decir, si X es una cadena) y A ⊂ X tiene
un elemento minimal a, entonces a es un elemento mı́nimo de A. Para ver
esto tomemos x ∈ A. Entonces a 5 x o bien x 5 a. En el segundo caso,
como a es un elemento minimal de a, resulta que a 5 x. Por tanto a 5 x,
para cada x ∈ A. Esto prueba que a es un elemento mı́nimo de A. Con
esto probamos que los elementos minimales de A son elementos mı́nimos
de A. Como también los elementos mı́nimos de A son elementos minimales
de A deducimos que, en un COCTO, la noción de elemento mı́nimo es la
misma que la de elemento minimal. De manera similar se deduce que, en
un COCTO, la noción de elemento máximo es la misma que la de elemento
maximal.

Si (X,5) es un COTO entonces, como X es un COPO y también un
COCTO, las nociones de elemento minimal y elemento mı́nimo coinciden y,
cuando uno de ellos existe, entonces es único. De manera similar, las nociones
de elemento maximal y elemento máximo coinciden y cuando uno de ellos
existe, entonces es único.

3.3.3. Supremo e Ínfimo en un COCO

Aunque ya en el Caṕıtulo 1 utilizamos la noción de cota superior para
un orden parcial, en donde el orden es la contención, vamos ahora a dar la
definición general de cota superior y de cota inferior.

Definición 3.7. Supongamos que (X,5) es un COCO y que A ⊂ X. Decimos
que:

1) A está acotado superiormente en X, si existe b ∈ X tal que a 5 b,
para cada a ∈ A. A b se le llama una cota superior de A en X.
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2) A está acotado inferiormente en X, si existe x ∈ X tal que x 5 a,
para cada a ∈ A. El elemento a se llama una cota inferior de A en
X.

Decimos que p ∈ X es un supremo de A en X, si p es un elemento minimal
del conjunto de las cotas superiores de A. Decimos también que q ∈ X es un
ı́nfimo de A en X, si q es un elemento maximal del conjunto de las cotas
inferiores de A.

Si p es un supremo de A, tenemos que p es una cota superior de A y, si x
es una cota superior de A tal que x 5 p, entonces p 5 x. De manera similar,
si q es un ı́nfimo de A, entonces q es una cota inferior de A y, si x es una
cota inferior de A tal que q 5 x, entonces x 5 q.

Si X es un COCO y A ⊂ X, definimos

ı́nf(A) = {q ∈ X : q es un ı́nfimo de A}

y
sup(A) = {p ∈ X : p es un supremo de A}.

Si (X,5) es un COTO y A ⊂ X admite un supremo p en X entonces, por lo
que hemos comentado, supA = {p} y, además, p es el único elemento mı́nimo
del conjunto de las cotas superiores de A. De manera similar, si A tiene un
ı́nfimo q en X, entonces ı́nf(A) = {q} y q es el único elemento máximo del
conjunto de las cotas inferiores de A.

Si (X,�) es un conjunto simplemente ordenado entonces, como ya in-
dicamos, al considerar el casi orden 5 definido como en (3.2.2), resulta que
(X,5) es un COTO y, en particular, es un COCO. Si A ⊂ X, podemos
entonces considerar las nociones de elemento minimal, elemento maximal,
elemento mı́nimo, elemento máximo, cota inferior, cota superior, ı́nfimo y
supremo de A en (X,�), pensando que dichas nociones se aplican en (X,5).

3.4. La Topoloǵıa del Orden

3.4.1. La Topoloǵıa del Orden en un COTO

En la presente subsección, supondremos que (X,�) es un conjunto simple-
mente ordenado y no degenerado. También supondremos que 5 es la relación
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definida en (3.2.2). Entonces (X,5) es un COTO o, lo que es lo mismo, es
una cadena antisimétrica y no degenerada. Vamos a definir una topoloǵıa τo
en X y, posteriormente, consideraremos el espacio topológico (X, τo) con el
orden total 5. Para esto, dados a, b ∈ X, definimos los siguientes conjuntos:

1) [a, b] = {x ∈ X : a 5 x 5 b};

2) (a, b) = {x ∈ X : a � x � b};

3) (a, b] = {x ∈ X : a � x 5 b};

4) [a, b) = {x ∈ X : a 5 x � b}.

Nos referiremos a dichos conjuntos como los intervalos en X determinados
por a y b. A los del tipo 1) los llamaremos intervalos cerrados en X, a los
del tipo 2), intervalos abiertos en X y, a los del tipo 3) y 4), intervalos
semiabiertos en X. Si a, b ∈ X, es usual considerar también los siguientes
subconjuntos de X :

[a,+∞) = {x ∈ X : a 5 x}, (a,+∞) = {x ∈ X : a � x}

(−∞, b] = {x ∈ X : x 5 b} y (−∞, b) = {x ∈ X : x � b}.

Todos los conjuntos de la forma anterior se llaman rayos en X. Los del tipo
(a,+∞) y (−∞, b) se llaman rayos abiertos en X, mientras que los del tipo
[a,+∞) y (−∞, b] se conocen como rayos cerrados en X.

Notemos que en (X,5), para cada a, b ∈ X, tenemos que

P (b) = (−∞, b] y S(a) = [a,+∞).

Para a, b ∈ X, puede suceder que (a, b) = ∅. Dicha situación especial se
considera en la siguiente definición.

Definición 3.8. Si (X,�) es un conjunto simplemente ordenado y no dege-
nerado y a, b ∈ X son tales que a � b y (a, b) = ∅, entonces b es un sucesor
inmediato de a. También decimos que a es un predecesor inmediato de
b.

Consideremos ahora la colección B de los subconjuntos de X de los si-
guientes tipos:
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a) todos los intervalos abiertos (a, b) en X;

b) todos los intervalos de la forma [a0, b), donde a0 es el elemento mı́nimo
de X, si es que dicho elemento existe;

c) todos los intervalos de la forma (a, b0], donde b0 es el elemento máximo
de X, si es que dicho elemento existe.

Notemos que si x ∈ X, entonces existe B ∈ B tal que x ∈ B. Para ver
esto, supongamos primero que X tiene un elemento mı́nimo a0. Entonces a0

es único. Si además x = a0, x se encuentra en un elemento de B de la forma
b). Si ahora suponemos que X tiene un elemento máximo b0 y que x = b0,
entonces x se encuentra en un elemento de B de la forma c). Supongamos
ahora que, x 6= a0 y que, x 6= b0. Entonces x se encuentra en un elemento de
B de la forma a). Esto muestra que siempre existe B ∈ B tal que x ∈ B.

No es dif́ıcil probar que si B1, B2 ∈ B y x ∈ B1 ∩ B2, entonces existe
B3 ∈ B tal que x ∈ B3 ⊂ B1 ∩ B2. Entonces la familia B es una base para
una topoloǵıa τo en X.

Definición 3.9. Supongamos que (X,�) es un conjunto simplemente orde-
nado y no degenerado. La topoloǵıa τo en X que tiene por base a la familia
B antes descrita, se llama la topoloǵıa del orden en X.

A la topoloǵıa del orden que acabamos de describir, también se le llama la
topoloǵıa del intervalo. Vamos a estudiar ahora el espacio topológico (X, τ0),
con el orden total 5. Como consecuencia de lo que probamos en el siguiente
teorema, los rayos abiertos en X son abiertos en (X, τ0).

Teorema 3.10. En el espacio topológico (X, τo) con el orden total 5, se
tiene que, para cada x ∈ X, los conjuntos P (x) y S(x) son cerrados en X.
Luego (X,5), con la topoloǵıa τo, es un POTS.

Demostración. Dada x ∈ X, si y ∈ X − P (x), entonces y 6= x y y � x.
Si y � x, entonces por la definición de 5, resulta que y 5 x. En vista de
que esto es absurdo y de que � es un orden simple, tenemos que x � y.
Supongamos ahora que y ∈ X es tal que x � y. Entonces x 6= y y, como �
es un orden simple, no sucede que y � x. Luego y ∈ X − P (x). Esto prueba
que:

X − P (x) = {y ∈ X : x � y} = (x,+∞).



86 CAPÍTULO 3. CADENAS COMPACTAS Y CADENAS CONEXAS

De manera similar se prueba que:

X − S(x) = {y ∈ X : y � x} = (−∞, x).

Ahora vamos a probar que el conjunto (x,+∞) es abierto en X. Tomemos
entonces z ∈ (x,+∞). Supongamos que X admite un elemento máximo b0.
Entonces (x, b0] es un abierto en X tal que z ∈ (x, b0] ⊂ (x,+∞). Suponga-
mos ahora que X no admite un elemento máximo. Entonces existe w ∈ X tal
que z � w. Luego (x,w) es un abierto en X tal que z ∈ (x,w) ⊂ (x,+∞).
Esto prueba que (x,+∞) es abierto en X. Luego X − P (x) es abierto en X
y, de esta manera, P (x) es cerrado en X.

Utilizando argumentos similares a los dados en el párrafo anterior, se
prueba que el conjunto (−∞, x) es abierto en X. Luego S(x) es cerrado en
X. Por tanto (X,5) es un POTS.

Como mostramos en el teorema anterior, los rayos abiertos en X, son
abiertos en (X, τo). Notemos ahora que cada elemento de B se puede escribir
como una intersección finita de rayos abiertos en X. En efecto, si existe el
elemento mı́nimo a0 de X, entonces [a0, b) = (−∞, b); si existe el elemento
máximo b0 de X, entonces (a, b0] = (a,+∞). Además (a, b) = (−∞, b) ∩
(a,+∞). Esto prueba que la colección de los rayos abiertos en X es una
subbase de la topoloǵıa τo.

Ahora mostramos otra propiedad del espacio (X, τo) con el orden 5 .

Teorema 3.11. En el espacio topológico (X, τo) con el orden total 5, se
tiene que 5 es continuo. Más aún, τo es la topoloǵıa más gruesa que se le
puede dar a X, de modo que 5 es continuo.

Demostración. Por el Teorema 3.10 y la Proposición 1.36, 5 es semiconti-
nuo. Como 5 es un casi orden total, por el Teorema 1.39, 5 es continuo.

Supongamos ahora que τ es una topoloǵıa en X tal que, si consideramos
el espacio topológico (X, τ) con el orden total 5, resulta que 5 es continuo.
Vamos a probar que τo ⊂ τ. Como B es una base de la topoloǵıa τo, basta
con verificar que B ⊂ τ. Tomemos entonces B ∈ B. Supongamos que B es
del tipo descrito en a). Entonces B = (a, b), para a, b ∈ X tales que a � b.
Sea x ∈ B. Notemos que a � x y x � b. Esto implica, pues � es un orden
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simple, que x � a y b � x. Como el casi orden total 5 es continuo en el
espacio topológico (X, τ), existen U1, V1, U2, V2 ∈ τ tales que x ∈ U1 ∩ V2,
a ∈ V1, b ∈ U2 y, además:

i) para todo y ∈ U1, se tiene que y � a;

ii) para todo y ∈ V2, se tiene que b � y.

Notemos que U1 ∩ V2 es un elemento de τ tal que x ∈ U1 ∩ V2. Además
si y ∈ U1 ∩ V2, por i) y ii), y � a y b � y. Luego a � y � b, de donde
y ∈ (a, b) = B. Por tanto, U1 ∩ V2 ⊂ B. Esto prueba que B ∈ τ.

Supongamos ahora que B es del tipo descrito en b). Entonces B = [a0, b),
donde a0 es el elemento mı́nimo de X y b ∈ X es tal que a0 � b. Sea x ∈ B.
Notemos que a0 5 x y x � b. Luego b � x y, como 5 es continuo en (X, τ),
existen U, V ∈ τ tales que x ∈ U, b ∈ V y, para cada y ∈ U, se tiene que
b � y. Entonces U es un elemento de τ tal que x ∈ U ⊂ [a0, b) = B. Esto
prueba que B ∈ τ. Si, por último, suponemos que B es del tipo descrito en c)
entonces, por una prueba similar a b), se tiene que B ∈ τ. Tenemos aśı que
B ⊂ τ y, como ya indicamos, sucede que τo ⊂ τ.

Corolario 3.12. El espacio topológico (X, τo), con el orden total 5, es T2.

Demostración. Como (X,5) es un COTO, entonces el espacio topológico
(X, τo) con el orden total 5 es un POTS. Como, por el Teorema 3.11, 5 es
continuo, por la Proposición 2.3, (X, τo) es un espacio T2.

Consideremos ahora la siguiente propiedad en un COCO.

Definición 3.13. Supongamos que Y es un COCO. Decimos que Y es com-
pleto si, para cada cadena no vaćıa C en Y, se tiene que ı́nf(C) 6= ∅ y
sup(C) 6= ∅.

En el siguiente teorema, mostramos que la compacidad de (X, τo) ca-
racteriza la completez de (X,5). Como se puede observar, la prueba de la
compacidad de X, a partir de su completez, es bastante similar a la de-
mostración de que el intervalo cerrado [0, 1], como subespacio de R con su
topoloǵıa usual, es compacto.

Como los conjuntos totalmente ordenados son cadenas antisimétricas, el
teorema dice que una cadena antisimétrica es completa si y sólo si, con la
topoloǵıa del orden, la cadena es compacta.
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Teorema 3.14. El conjunto totalmente ordenado (X,5) es completo si y
sólo si el espacio topológico (X, τo) es compacto.

Demostración. Supongamos primero que (X, τo) es compacto. Sea T una
cadena en X. Queremos demostrar que ı́nf(T ) 6= ∅ y sup(T ) 6= ∅. Hagamos
C = clX(T ) . Como X es compacto, C es compacto. Además, como (X,5)
es un COTO y 5 es continuo (Teorema 3.11), (C,5|C) es un COTO y 5|C
es continuo (el Teorema 2.14). Ahora bien, por el Teorema 2.13, C posee un
elemento minimal q y un elemento maximal p. Como X es un COTO, q es
el elemento mı́nimo de C y p el elemento máximo de C. De aqúı se sigue que
ı́nf(T ) = {q} y sup(T ) = {p}. Esto prueba que (X,5) es completo.

Supongamos ahora que (X,5) es completo. Como X es una cadena, se
tiene que ı́nf(X) 6= ∅ y sup(X) 6= ∅. Además, ı́nf(X) = {a0}, sup(X) = {b0},
a0 es el mı́nimo de X y b0 es el máximo de X. Entonces X = [a0, b0]. Para
ver que (X, τo) es compacto, sea A una cubierta abierta de X. Afirmamos
que:

1) para cada x ∈ X − {b0}, existe y ∈ X tal que x � y y bastan dos
elementos de A para cubrir el intervalo [x, y].

Para probar 1), tomemos x ∈ X − {b0}. Si x tiene un sucesor inmediato,
entonces existe y ∈ X tal que x � y y (x, y) = ∅. Por tanto el intervalo
[x, y] = {x, y} está cubierto por, a lo más, dos elementos de A, uno que
tiene a x y otro que tiene a y. Ahora supongamos que x no tiene un sucesor
inmediato. Tomemos A ∈ A tal que x ∈ A. Como x 6= b0 y A es abierto
en X, existe c ∈ X tal que x � c y [x, c) ⊂ A. Debido a que x no tiene un
sucesor inmediato, existe y ∈ (x, c). Entonces [x, y] ⊂ A, aśı que el intervalo
[x, y] está cubierto por un sólo elemento de A. Esto prueba 1).

Consideremos ahora el conjunto S de todos los elementos y ∈ X − {a0}
tales que, el intervalo [a0, y], puede ser cubierto por una cantidad finita de
elementos de A. Como X es no degenerado, a0 ∈ X − {b0}. Luego, por 1),
existe y0 ∈ X tal que a0 � y0 y el intervalo [a0, y0] está cubierto por, a lo
más, dos elementos de A. Esto implica que y0 ∈ S. Luego S 6= ∅. Como X
es una cadena, S es una cadena. Entonces, puesto que (X,5) es completo,
sup(S) 6= ∅. Además existe c ∈ X tal que sup(S) = {c}. Notemos que
a0 � y0 5 c 5 b0. Afirmamos que:
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2) c ∈ S.

Para probar 2), recordemos primero que a0 � c, aśı que c ∈ X − {a0}.
Sea A ∈ A tal que c ∈ A. Como la familia B es una base de τo, existe B ∈ B
tal que c ∈ B ⊂ A. Si B es del tipo 2), es decir si [a0, c] ⊂ B, entonces
el intervalo [a0, c] puede ser cubierto por un elemento de A (a saber, por
A). En este caso, c ∈ S. Supongamos ahora que A es del tipo 3). Entonces
existe a ∈ X tal que c ∈ (a, b0] ⊂ A. Como sup(S) = {c} y a � c, a no es
una cota superior de S. Por tanto, existe d ∈ S ∩ (a, c], aśı que el intervalo
[a0, d] puede ser cubierto por una cantidad finita de elementos de A. Como
[d, c] ⊂ (a, b0] ⊂ A, el intervalo [d, c] puede ser cubierto por un elemento
de A. Luego el intervalo [a0, c] = [a0, d] ∪ [d, c], puede ser cubierto por una
cantidad finita de elementos de A. Esto implica que c ∈ S (incluso implica
que X es compacto). Supongamos, por último, que B es del tipo 1). Entonces
existe a ∈ X tal que (a, c] ⊂ A. Procediendo como en el caso anterior, existe
d ∈ S ∩ (a, c], aśı que el intervalo [a0, d] puede ser cubierto por una cantidad
finita de elementos de A. Como el intervalo [d, c] se cubre con un elemento de
A, deducimos que el intervalo [a0, d] se puede cubrir con una cantidad finita
de elementos de A. Esto prueba que c ∈ S y, aśı, 2) se cumple.

Notemos que si c = b0 entonces, por 2) y la definición de S, X es compacto.
Supongamos, por tanto, que c � b0. Entonces, por la definición de c, para
cada z ∈ X con c � z, el intervalo [a0, z] no puede ser cubierto con una
cantidad finita de elementos de A. Sin embargo, como c ∈ X − {b0}, por
1), existe y ∈ X tal que c � y y el intervalo [c, y] se puede cubrir con, a
lo más, dos elementos de A. Por 2) el intervalo [a0, c] se puede cubrir con
una cantidad finita de elementos de A. Por tanto, el intervalo [a0, y] se puede
cubrir utilizando un número finito de elementos de A. De esta contradicción
se tiene que c = b0 y, como ya indicamos, X es compacto.

3.4.2. La Topoloǵıa del Orden en un COCO

Es posible definir una cierta “topoloǵıa del intervalo” o “topoloǵıa del
orden” en un COCO. Para esto acudimos al Teorema 3.10 en donde probamos
que, si (X,5) es un COTO, entonces los conjuntos P (x) y S(x) son cerrados
en (X, τo), para cada x ∈ X. Dichos conjuntos son los complementos de los
rayos abiertos en X, los cuales son abiertos subbásicos en (X, τo). Entonces
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los conjuntos P (x) y S(x) son cerrados subbásicos en (X, τo). Este hecho es
justo el que determina una topoloǵıa de orden en un COCO.

Definición 3.15. Supongamos que (X,5) es un COCO. Entonces la topo-
loǵıa del orden en X, es la topoloǵıa τO que tiene a la familia:

S = {P (x) : x ∈ X} ∪ {S(x) : x ∈ S} (3.4.1)

como subbase de los subconjuntos cerrados de X.

Recordemos que una subbase para los subconjuntos cerrados de un espa-
cio topológico Y, es una familia T de subconjuntos cerrados en Y, tal que
cualquier cerrado de Y es una intersección arbitraria de uniones de subfamil-
ias finitas de T .

De nueva cuenta, a la topoloǵıa del orden en X, también le llamaremos
la topoloǵıa del intervalo en X. Por definición, los conjuntos de la forma
X − P (x) y X − S(x) con x ∈ X, son abiertos subbásicos en (X, τO). En lo
que resta de la presente subsección, supondremos que (X,5) es un COCO
y consideraremos el espacio topológico (X, τO) con el casi orden 5. Como,
por definición, P (x) y S(x) son cerrados en X, para cada x ∈ X, por la
Proposición 1.36, 5 es semicontinuo. Entonces (X,5), con la topoloǵıa τO,
es un QOTS (por el Teorema 3.10, (X,5), con la topoloǵıa τo, es un POTS,
cuando 5 es un orden total).

La versión correspondiente ahora del Teorema 3.11, es la que se enuncia
a continuación.

Teorema 3.16. En el espacio topológico (X, τO) con el casi orden 5, se tiene
que τO es la topoloǵıa más gruesa que se le puede dar a X, de modo que 5
es semicontinuo.

Demostración. Supongamos que τ es una topoloǵıa en X tal que, si con-
sideramos el espacio topológico (X, τ) con el casi orden 5, resulta que 5 es
semicontinuo. Vamos a probar que τO ⊂ τ. Tomemos x ∈ X. Por la Propo-
sición 1.36, los conjuntos P (x) y S(x) son cerrados en (X, τ). Esto implica
que los conjuntos X−P (x) y X−S(x), los cuales son abiertos subbásicos en
(X, τO), son elementos de la topoloǵıa τ. Entonces las intersecciones finitas
de conjuntos de la forma anterior, es decir los abiertos básicos de (X, τO), son
elementos de τ. Finalmente, las uniones de los conjuntos antes descritos, o
sea, los abiertos de (X, τO), se encuentran en τ. De esta manera τO ⊂ τ.



3.4. LA TOPOLOGÍA DEL ORDEN 91

Supongamos que (X,5) es un COCO. Sea τ una topoloǵıa en X tal que,
si consideramos el espacio topológico (X, τ) con el casi orden 5, resulta que
5 es semicontinuo. Entonces, por la Definición 2.1, X es un QOTS y, por el
Teorema 3.16, τO ⊂ τ. Esto significa que, cuando consideramos que X es un
QOTS, la topoloǵıa τ de X, la cual no tiene por qué estar definida utilizando
el casi orden de X (cosa que se hace con la topoloǵıa τO), es menos gruesa que
τO, es decir, es tal que τO ⊂ τ. Si, en su lugar X es un COTO que también
es un POTS, entonces la topoloǵıa τ de X es menos gruesa que τo, es decir,
τo ⊂ τ.

Supongamos que (X,5) es un COCTO, con la topoloǵıa del orden. En-
tonces X es una cadena. Tomemos n ∈ N aśı como elementos a1, a2, . . . , an ∈
X. Como X es una cadena podemos suponer, sin perder generalidad, que
a1 5 a2 5 · · · 5 an. Luego:

P (a1) ∪ P (a2) ∪ · · · ∪ P (an) = P (an) (3.4.2)

y
S(a1) ∪ S(a2) ∪ · · · ∪ S(an) = S(a1). (3.4.3)

Esto significa que, cuando X es una cadena con la topoloǵıa del orden, los
subconjuntos de X de la forma P (a1)∪P (a2)∪ · · · ∪P (an) y los de la forma
S(a1)∪S(a2)∪ · · ·∪S(an), que por definición son básicos cerrados de X, son
en realidad subbásicos cerrados de X. El resto de los subbásicos cerrados de
X tienen la forma:

P (a1) ∪ P (a2) ∪ · · · ∪ P (an) ∪ S(b1) ∪ S(b2) ∪ · · · ∪ S(bm)

donde n,m ∈ N y, sin perder generalidad (pues X es una cadena):

a1 5 a2 5 · · · 5 an y b1 5 b2 5 · · · 5 bm.

Usando (3.4.2) y (3.4.3), tenemos que:

P (a1) ∪ P (a2) ∪ · · · ∪ P (an) ∪ S(b1) ∪ S(b2) ∪ · · · ∪ S(bm) = P (an) ∪ S(b1).

De todo esto se infiere que, en una cadena X con la topoloǵıa del orden, los
básicos cerrados de X son de la forma P (a), S(b), o bien P (a)∪ S(b), donde
a, b ∈ X. Más aún, como P (a) ∪ S(b) = X cuando b 5 a, resulta que los
básicos cerrados de X son de la forma P (a) (con a ∈ X), S(b) (con b ∈ X),
X o bien P (a) ∪ S(b) con a 5 b. Usaremos este resultado en la siguiente
sección.
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3.5. Compacidad para Cadenas Maximales

Supongamos que (X,5) es un COCO. Como vimos en la subsección
anterior, si a X le damos la topoloǵıa del orden τO, se cumplen resultados
similares a los teoremas 3.10 y 3.11. Bajo ciertas condiciones, se puede dar
un resultado similar al Teorema 3.14, en donde se caracteriza la compacidad
en espacios casi ordenados. Esto es justo lo que hacemos en el Teorema 3.19,
resultado principal de esta sección.

En el enunciado original del Teorema 3.19, que se encuentra en [25, Teore-
ma 3, p. 149], se indica que las afirmaciones 1) y 3) son equivalentes. La prue-
ba que aqúı presentamos de que 3) implica 1), es una variante más simple que
la originalmente presentada. En su demostración ocuparemos los siguientes
lemas. Para el primero, recordemos que si I es un conjunto bien ordenado,
cuya relación de orden es ≺, entonces una familia {Ci}i∈I está anidada si
para cada i, j ∈ I, de i ≺ j resulta que Ci ⊂ Cj.

Lema 3.17. Sea X un espacio topológico tal que para toda familia anidada
de cerrados no vaćıos de X, su intersección es no vaćıa. Entonces X es
compacto.

Demostración. Sea {Ci}i∈I una familia, con la propiedad de la intersección
finita, de subconjuntos cerrados X. Por [4, Teorema 3.1.1, pág. 123], para que
X sea compacto, basta con verificar que

⋂
i∈I Ci 6= ∅. Por el Teorema del Buen

Orden de Zermelo, enunciado en [7, Teorema 5.1, pág. 48], podemos suponer
que I es un conjunto bien ordenado, cuya relación de orden es ≺ y cuyo
primer elemento es i0. Definimos ahora los siguientes conjuntos:

Fi =
⋂
j≺i

Ci para toda i ∈ I con i 6= i0.

Notemos que {Fi}i∈I es una familia anidada de cerrados de X. Además:⋂
i∈I

Ci =
⋂
i∈I

Fi.

Si probamos que cada Fi es no vaćıo entonces, por la hipótesis,
⋂
i∈I Fi 6= ∅

y, de esta manera,
⋂
i∈I Ci 6= ∅. Supongamos, por tanto, que existe i? ∈ I

tal que Fi? = ∅. Como I está bien ordenado, podemos pedir que i? es el
primer elemento de I con esta propiedad. Entonces {Fi}i≺i? es una familia
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anidada de cerrados no vaćıos de X cuya intersección, la cual es Fi? , es vaćıa.
Esto contradice nuestra hipótesis, aśı que Fi 6= ∅ para toda i ∈ I y, como ya
indicamos, se sigue que

⋂
i∈I Ci 6= ∅.

Lema 3.18. Sea C una cadena. Si T y R son subconjuntos no vaćıos de
C, comparables, y tales que E(R) ∩ C ⊂ E(T ) ∩ C, entonces R ⊂ T o bien
E(R) ∩ C = E(T ) ∩ C

Demostración. Como T y R son comparables R ⊂ T o bien T ⊂ R. En
el primer caso terminamos y, en el segundo, tenemos que E(T ) ⊂ E(R).
Luego E(T ) ∩ C ⊂ E(R) ∩ C y, como la otra contención también es cierta,
E(R) ∩ C = E(T ) ∩ C.

Otro comentario con respecto al siguiente teorema es que, en su enunciado
original, la afirmación 4) aparece como sigue: E(x) es compacto, para toda
x ∈ X, y todo subconjunto cerrado de X tiene un elemento minimal y un
elemento maximal.

Teorema 3.19. Supongamos que (X,5) es un QOTS. Entonces las siguien-
tes cuatro afirmaciones son equivalentes:

1) si C es una cadena cerrada en X, entonces C es compacto;

2) si C es una cadena maximal en X, entonces C es compacto;

3) si C es una cadena cerrada y no vaćıa en X, entonces min(C) y max(C)
son compactos y no vaćıos;

4) E(x) es compacto, para toda x ∈ X, y toda cadena cerrada y no vaćıa
en X, tiene un elemento minimal y un elemento maximal.

Más aún, las afirmaciones 1)–4) implican que:

5) X es completo y E(x) es compacto, para cada x ∈ X.

Si X es una cadena con la topoloǵıa del intervalo, entonces 5) implica las
afirmaciones 1)–4).

Demostración. Supongamos que se cumple 1). Sea C una cadena maximal
en X. Como X es un QOTS, por el Lema 2.10, C es cerrada en X. Entonces
C es una cadena cerrada en X y, por 1), C es compacto. Esto prueba que 1)
implica 2).
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Ahora supongamos que se cumple 2). Sea C una cadena cerrada en X. Por
el Corolario 2.9, existe una cadena maximal M en X tal que C ⊂M. Por 2)
M es compacto y, como C es cerrado en M, resulta que C es compacto. Esto
prueba que 2) implica 1). Por tanto las afirmaciones 1) y 2) son equivalentes.

Afirmamos ahora que

(?) para cada x ∈ X, E(x) es una cadena cerrada y no vaćıa en X.

Para ver esto, sea x ∈ X. Es claro que x ∈ E(x) aśı que E(x) 6= ∅.
Como 5 es semicontinuo, por el Corolario 1.4.3, E(x) es cerrado en X. Si
y, z ∈ E(x) entonces y 5 x y x 5 z, por lo que y 5 z (también se cumple
que z 5 y). Esto muestra que cada dos elementos de E(x) son comparables.
Por tanto, E(x) es una cadena cerrada y no vaćıa en X y, aśı, (?) se cumple.

Vamos a probar ahora que las afirmaciones 3) y 4) son equivalentes.
Supongamos primero que se cumple 3). Sea x ∈ X. Por (?) y 3), min(E(x))
es compacto y no vaćıo. Utilizando el hecho de que E(x) es una cadena y de
que min(E(x)) 6= ∅, resulta que min(E(x)) = E(x). Esto muestra que E(x)
es compacto. Notemos ahora que, por 3), toda cadena cerrada y no vaćıa en
X, tiene un elemento minimal y un elemento maximal. Por tanto, 3) implica
4).

Supongamos que se cumple 4). Sea C una cadena cerrada y no vaćıa en
X. Por 4), min(C) 6= ∅ y max(C) 6= ∅. Podemos entonces tomar x0 ∈ min(C)
y x1 ∈ max(C). Por el Teorema 3.3, min(C) y max(C) son cerrados en X,
min(C) = E(x0) ∩ C y max(C) = E(x1) ∩ C. Entonces, como por 4) E(x0)
y E(x1) son compactos, min(C) y max(C) son subconjuntos cerrados de
espacios compactos, aśı que son compactos. Esto muestra que 4) implica 3).
Por tanto, las afirmaciones 3) y 4) son equivalentes.

Vamos a probar ahora que las afirmaciones 1) y 3) son equivalentes.
Supongamos primero que se cumple 1). Sea C una cadena cerrada y no vaćıa
en X. Por 1), C es compacto. Entonces, por el Teorema 2.13, min(C) 6= ∅ y
max(C) 6= ∅. Tomemos x0 ∈ min(C) y x1 ∈ max(C). Por el Teorema 3.3:

min(C) = E(x0) ∩ C y max(C) = E(x1) ∩ C.
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Como 5 es semicontinuo, E(x0) y E(x1) son cerrados en X. Luego min(C) y
max(C) son subconjuntos cerrados del compacto C. Aśı que dichos conjuntos
son compactos. Esto prueba que 1) implica 3).

Supongamos ahora que se cumple 3). Sea C una cadena cerrada y no
vaćıa en X. Para ver que C es compacto, usaremos el Lema 3.17. Tomemos,
por tanto, una familia anidada I, de subconjuntos cerrados y no vaćıos de
C. Entonces cualesquiera dos elementos de I son comparables y, como C es
cerrado en X, cada elemento de I es cerrado en X. Probaremos que

⋂
I 6= ∅,

haciendo ver que:

(??) existe m0 ∈ X tal que E(m0) ∩ T 6= ∅, para cada T ∈ I.

Antes de proseguir, veamos que de (??) se sigue que
⋂
I 6= ∅. Supongamos,

por tanto, que (??) es cierto. Como 5 es semicontinuo, E(m0) es cerrado
en X. Además, puesto que 3) implica 4), E(m0) es compacto. Entonces, por
(??):

E = {E(m0) ∩ T : T ∈ I}

es una familia de cerrados no vaćıos del espacio compacto E(m0). En vista de
que cada dos elementos de I son comparables, resulta que cada dos elementos
de E son comparables. Luego la familia E tiene la propiedad de la intersección
finita. De esta manera, por la equivalencia de compacidad con la intersección
no vaćıa de familias con la propiedad de la intersección finita, enunciada en
[4, Teorema 3.1.1, p. 123], tenemos que:

∅ 6=
⋂
{E(m0) ∩ T : T ∈ I} ⊂

⋂
I.

Por tanto
⋂
I 6= ∅.

Ahora bien, para probar (??), consideremos la familia

S = {E(T ) ∩ C : T ∈ I}.

Notemos que cualesquiera dos elementos de S son comparables. Para ver
esto, tomemos S, S ′ ∈ S. Entonces existen T, T ′ ∈ I tales que S = E(T )∩C
y S ′ = E(T ′) ∩ C. Como cada dos elementos de I son comparables, T ⊂ T ′

o bien T ′ ⊂ T. En el primer caso, S = E(T ) ∩ C ⊂ E(T ′) ∩ C = S ′ y,
en el segundo caso, S ′ ⊂ S. Esto muestra que cada dos elementos de S son
comparables.
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Tomemos ahora T ∈ I. Como C es una cadena y T ⊂ C, el conjunto
T es una cadena. Además T es no vaćıo y cerrado en X. Entonces, por 3),
min(T ) 6= ∅ y max(T ) 6= ∅. Luego, por el Corolario 3.5, E(T ) es cerrado en
X. Como también C es cerrado en X, E(T ) ∩ C es cerrado en X. Además
∅ 6= T ⊂ E(T )∩C. Esto muestra que cada elemento de S es un subconjunto
no vaćıo de la cadena C, que además es cerrado en X. Luego cada elemento
de S es una cadena cerrada y no vaćıa. Por 3), resulta que cada elemento
de S posee un elemento minimal y un elemento maximal. Esto nos permite
considerar los conjuntos

M =
⋃
{min(S) : S ∈ S} y U =

⋃
{max(S) : S ∈ S}.

Por lo que acabamos de indicar, M y U son subconjuntos no vaćıos de C.
Luego clX(M) y clX(U) son subconjuntos cerrados y no vaćıos de la cadena
C, aśı que clX(M) y clX(U) son cadenas cerradas no vaćıas en X. Luego, por
3), existe m0 ∈ max (clX(M)) . Notemos que m0 ∈ C. Para ver que m0 satis-
face lo que se indica en (??), vamos a probar primero algunas propiedades.
Empezamos con la siguiente:

a) m0 5 u, para cada u ∈ U.

Para ver a), supongamos que, por el contrario, existe u ∈ U tal que
m0 � u. Como 5 es semicontinuo, existe un abierto A de X tal que m0 ∈ A
y, para cada x ∈ A, tenemos que x � u. Como m0 ∈ clX(M) y A es un
abierto en X que tiene a m0, existe w ∈ A ∩M. De las definiciones de M y
U, existen S, S ′ ∈ S tales que w ∈ min(S) y u ∈ max(S ′). Como cada dos
elementos de S son comparables, S ⊂ S ′ o bien S ′ ⊂ S. En el primer caso,
w, u ∈ S ′ y, en el segundo caso, w, u ∈ S. Ahora bien, si w, u ∈ S ′ entonces,
por el hecho de que w y u son elementos de la cadena C y de que u es un
elemento maximal de S ′, se tiene que w 5 u. Si w, u ∈ S entonces, como
w y u están en la cadena C y w es un elemento minimal de S, también se
sigue que w 5 u. Sin embargo, como w ∈ A, tenemos que w � u. De esta
contradicción se deduce que a) es cierto.

Afirmamos ahora que:

b) m0 ∈ S1, para cada S1 ∈ S.
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Para probar b), supongamos, por el contrario, que existe S1 ∈ S tal que
m0 /∈ S1. Recordemos que:

min(S1) 6= ∅ y max(S1) 6= ∅.

Tomemos T1 ∈ I tal que S1 = E(T1) ∩ C. Como m0 ∈ C − S1 sucede que
m0 /∈ E(T1). Ahora bien, si m0 ∈ E(S1) entonces existen x, y ∈ S1 tales
que m0 5 x y y 5 m0. Puesto que x, y ∈ E(T1), existen x′, y′ ∈ T1 tales
que x 5 x′ y y′ 5 y. Por transitividad, m0 5 x′ y y′ 5 m0. Por tanto,
m0 ∈ E(T1). Como esto es absurdo, tenemos que

m0 ∈ C − E(S1). (3.5.1)

Sea K = S1 ∩ P (m0). Vamos a probar ahora que min(S) ⊂ P (K), para
cada S ∈ S. Tomemos, por tanto, S ∈ S. Como cualesquiera dos elementos
de S son comparables, S ⊂ S1 o bien S1 ⊂ S. Supongamos que S1 ⊂ S.
Entonces max(K) ⊂ K ⊂ S1 ⊂ S. Sean z ∈ min(S) y x ∈ K. Entonces
x ∈ S1 ⊂ S y, por la minimalidad de z en S, z 5 x. Luego z ∈ P (K), aśı que
min(S) ⊂ P (K). Ahora, supongamos que S ⊂ S1. Entonces, por la definición
de M :

min(S) ⊂ S ∩M ⊂ S1 ∩M ⊂M ⊂ clX(M) .

Como m0 es un elemento maximal de la cadena clX(M) , min(S) ⊂ P (m0).
Luego min(S) ⊂ S1∩P (m0) = K ⊂ P (K). Con esto probamos que min(S) ⊂
P (K), para cada S ∈ S. Al tomar la unión sobre todos los elementos de S,
sucede que M ⊂ P (K). Tomando cerraduras en X y recordando que P (K)
es cerrado en X, sucede que clX(M) ⊂ P (K). En particular m0 ∈ P (K) pues
m0 es un elemento de clX(M) . Luego existe z ∈ K tal que m0 5 z. Como
K = S1 ∩ P (m0), z es un elemento de S1 tal que m0 5 z y z 5 m0. Luego
m0 ∈ E(S1). Esto contradice (3.5.1) y, de esta manera, b) se cumple.

Afirmamos ahora que:

c) max(T ∩ P (m0)) 6= ∅, para cada T ∈ I.

Para probar esto, sea T ∈ I. Hagamos S = E(T )∩C. Notemos que S ∈ S
y que, por b), m0 ∈ S. Entonces existe t1 ∈ T tal que t1 5 m0. Esto muestra
que T ∩P (m0) 6= ∅. Como, además, T ∩P (m0) es una cadena cerrada en X,
por 3), max(T ∩ P (m0)) 6= ∅. Esto prueba c).

Ahora vamos a probar que:
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d) para cada T ∈ I y cada t ∈ max(T ∩P (m0)), si S = E(T )∩C, entonces
min(S) ⊂ P (t).

Tomemos T ∈ I, t ∈ max(T ∩ P (m0)), S = E(T ) ∩ C y x ∈ min(S).
Como t ∈ T ⊂ E(T )∩C = S, por la minimalidad de x en S, x 5 t. Entonces
x ∈ P (t). De esta manera min(S) ⊂ P (t).

El siguiente enunciado generaliza d).

e) para cada T ∈ I y cada t ∈ max(T ∩ P (m0)), se tiene que min(S1) ⊂
P (t), para cualquier S1 ∈ S.

Tomemos T ∈ I, t ∈ max(T ∩P (m0)) y S1 ∈ S. Hagamos S = E(T )∩C y
sea T1 ∈ I tal que S1 = E(T1)∩C. Si S1 = S, entonces e) es justo el enunciado
d). Supongamos, por tanto, que S1 6= S y tomemos x ∈ min(S1). Como
cualesquiera dos elementos de S son comparables, S1 ⊂ S o bien S ⊂ S1.
Supongamos que S1 ⊂ S. Como T y T1 son comparables, por el Lema 3.18,
T1 ⊂ T. Luego T1 ∩ P (m0) ⊂ T ∩ P (m0). Sea t1 ∈ max(T1 ∩ P (m0)). Por la
parte 1) del Teorema 3.2, t1 5 t y, por d) (cambiando T, t y S por T1, t1 y S1,
respectivamente), min(S1) ⊂ P (t1). Luego x 5 t1 y, como también t1 5 t,
se sigue que x 5 t. De esta manera, x ∈ P (t), cuando S1 ⊂ S. Supongamos
ahora que S ⊂ S1. Sea y ∈ min(S). Por d), y 5 t y, por la parte 2) del
Teorema 3.2, x 5 y. Luego x 5 t y, aśı, x ∈ P (t). Esto prueba e).

Vamos a probar ahora que:

f) para cada T ∈ I y cada t ∈ max(T ∩ P (m0)), se tiene que clX(M) ⊂
P (t).

Tomemos T ∈ I y t ∈ max(T ∩ P (m0)). Por e), min(S1) ⊂ P (t), para
cualquier S1 ∈ S. Tomando la unión sobre todos los elementos de S resulta,
por la definición de M, que M ⊂ P (t). Tomando ahora cerraduras, y recor-
dando que P (t) es cerrado en X, sucede que clX(M) ⊂ P (t). Esto prueba
f).

Estamos en condiciones de probar que m0 satisface (??). Tomemos T ∈ I.
Por c), existe t ∈ max(T ∩ P (m0)). Entonces t ∈ P (m0), por lo que t 5 m0.
Además, por f), m0 ∈ clX(M) ⊂ P (t), aśı que m0 5 t. De esta manera,
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t ∈ E(m0) ∩ T y (??) se cumple. Como ya indicamos de este hecho se sigue
que C es compacto. Por tanto 3) implica 1).

De todo lo anterior tenemos que las afirmaciones 1)-4) son equivalentes.

Vamos a probar ahora que 1) implica 5). Por (?) y 1), tenemos que E(x) es
compacto, para cada x ∈ X. Para ver que X es completo, sea C una cadena
no vaćıa en X. Por el Teorema 2.14, clX(C) es una cadena. Esto implica,
por 1), que clX(C) es compacto. Además, por el Teorema 2.13, clX(C) tiene
un elemento maximal x1 y un elemento minimal x0. Claramente x1 es cota
superior de C. Supongamos que x1 no es un supremo de C. Entonces existe
una cota superior s ∈ X de C tal que s 5 x1 y x1 � s. Por semicontinuidad,
existe un abierto U en X que tiene a x1 y, para cada a ∈ U , sucede que
a � s. Como x1 ∈ clX(C), podemos tomar c ∈ U ∩ C, luego c � s, lo cual
es una contradicción ya que s es una cota superior de C. Por tanto, x1 es
un supremo para C. De forma similar se prueba que x0 es un ı́nfimo de C.
Luego X es completo. Esto muestra que 1) implica 5).

Como las afirmaciones 1), 2), 3) y 4) son equivalentes, deducimos que las
afirmaciones 1)–4) implican 5).

Supongamos ahora que X es una cadena con la topoloǵıa del intervalo.
Para ver que 5) implica 4), es suficiente probar que toda cadena cerrada y no
vaćıa en X, tiene un elemento maximal y un elemento minimal. Sea C una
cadena cerrada y no vaćıa en X. Como X es completo, C tiene un supremo
x1 y un ı́nfimo x0. En particular, x1 es una cota superior de C y x0 es una
cota inferior de C. Si x1 /∈ C entonces, puesto que C es cerrado en X y X es
una cadena con la topoloǵıa del intervalo, existe un básico cerrado B en X
tal que C ⊂ B ⊂ X − {x1}. Afirmamos que:

(z) existe a ∈ X tal que C ⊂ P (a) y x1 /∈ P (a).

Para probar esto notemos que, por lo que comentamos al final de la Sec-
ción 3.4.2, existen a, b ∈ X tales que B = P (a), B = S(a) o bien B =
P (a) ∪ S(b) y a 5 b. Si B = P (a), se cumple (z). Supongamos ahora que
B = S(a). Entonces C ⊂ S(a) y x1 /∈ S(a). Tomemos c ∈ C. Como c ∈ S(a)
y x1 es una cota superior de C, tenemos que a 5 c y c 5 x1. Luego a 5 x1,
por lo que x1 ∈ S(a). Como esto es absurdo, B = P (a) ∪ S(b) y a 5 b. Si
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existe c ∈ C ∩ S(b), entonces b 5 c y c 5 x1, por lo que b 5 x1. Luego
x1 ∈ S(b) ⊂ B, lo cual también es absurdo. Por tanto C ⊂ P (a) y x1 /∈ P (a).
Esto prueba (z).

De (z) se sigue que a es una cota superior de C tal que a 5 x1. Como
x1 es un elemento minimal del conjunto de las cotas superiores de C, resulta
que x1 5 a. Luego x1 ∈ P (a). De este absurdo se deduce que x1 ∈ C y,
por tanto, x1 es un elemento maximal de C. De forma similar se prueba que
x0 ∈ C, aśı que, x0 es un elemento minimal de C. Esto prueba que 5) implica
4). Como las afirmaciones 1)–4) son equivalentes, tenemos entonces que 5)
implica las afirmaciones 1)–4).

Corolario 3.20. Supongamos que (X,5) es un QOTS. Si X es compacto,
entonces X es completo y E(x) es compacto, para cada x ∈ X.

Demostración. Sea C una cadena cerrada en X. Como X es compacto, C
es compacto. Entonces X cumple la propiedad 1) del Teorema 3.19. Luego,
por el mismo teorema, X cumple la propiedad 5).

Corolario 3.21. Si X es una cadena con la topoloǵıa del intervalo, entonces
X es compacto si y sólo si X es completo y E(x) es compacto, para cada
x ∈ X.

Demostración. Si X es una cadena con la topoloǵıa del intervalo, entonces
X es un QOTS. Si X es compacto entonces, por el Corolario 3.20, X es
completo y cada conjunto E(x) es compacto. Si ahora suponemos que X es
completo y que E(x) es compacto, para cada x ∈ X, entonces la afirmación 5)
del Teorema 3.19 se cumple. Por el mismo teorema resulta que la afirmación
1) se cumple. Ahora bien, dicha afirmación aplicada a X, que es una cadena
cerrada en X, indica que X es compacto.

El Corolario 3.21 es una generalización del Teorema 3.14.

Notemos ahora que, en el Teorema 3.19, en la prueba de que 5) implica
3), es importante el hecho de que X es una cadena. Vamos a ver que existe
un conjunto parcialmente ordenado, con la topoloǵıa del intervalo, en el que
5) no implica 3). Consideremos en R, con el orden usual ≤, el subconjunto
X = B ∪ C, donde

B = {2, 3} y C = {t ∈ R : 0 ≤ t < 1} = [0, 1).
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Definimos un orden 5 en X como sigue, para a, b ∈ X, a 5 b si y sólo si a = b
o bien a, b ∈ C y a ≤ b, o bien a ∈ C y b ∈ B. Luego 2 � 3, 3 � 2, a 5 2 y
a 5 3, para cada a ∈ C y, si a, b ∈ C, entonces a 5 b si y sólo si a ≤ b. No
es dif́ıcil probar que (X,5) es un conjunto parcialmente ordenado. Además,
sup(C) = B. Como los elementos 2 y 3 no son comparables, X no es una
cadena. Consideremos que X tiene la topoloǵıa del intervalo. Entonces X es
un POTS. No es dif́ıcil probar que X es completo y que E(x) es compacto,
para cada x ∈ X. Entonces X satisface la afirmación 5) del Teorema 3.19.
Como C = P (2)∩P (3) y los conjuntos P (2) y P (3) son cerrados en X, C es
una cadena cerrada y no vaćıa en X. Como B ∩C = ∅, C no tiene elementos
maximales. Entonces X no satisface 3).

3.6. Conexidad en POTS y de Cadenas Ma-

ximales

En lo que resta del presente caṕıtulo veremos condiciones, bajo las cuales,
un POTS resulta conexo y bajo las que una cadena maximal resulta ser
conexa. Necesitaremos la siguiente definición en donde, usamos la notación
dada en (3.2.1), que podemos definir en un COCO:

x � y significa que x 5 y y x 6= y.

Definición 3.22. Supongamos que (X,5) es un COCO. Decimos que X es
denso en el sentido del orden, o bien que 5 es orden denso, si cuando
a y b son elementos de X tales que a � b, existe z ∈ X tal que a � z � b.

En el siguiente resultado, probamos que la propiedad de ser denso en el
sentido del orden es hereditaria con respecto a cadenas maximales.

Teorema 3.23. Supongamos que (X,5) es un COCO. Si X es denso en el
sentido del orden, entonces toda cadena maximal en X es densa en el sentido
del orden.

Demostración. Sea C una cadena maximal en X. Supongamos que C no
es densa en el sentido del orden. Entonces existen a, b ∈ C tales que a � b y,
para ninguna z ∈ C, sucede que a � z � b. Como X es denso en el sentido del
orden, existe x ∈ X tal que a � x � b. Luego x /∈ C, por lo que D = C ∪{x}
es un subconjunto de X que contiene propiamente a C. Además D es una
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cadena en X. Para ver esto notemos primero que cada dos elementos de C
son comparables, pues C es una cadena en X. Tomemos ahora y ∈ C−{a, b}.
Como a, y ∈ C, sucede que a 5 y o bien y 5 a. En el segundo caso, como
y 5 a y a 5 x, resulta que y 5 x. Consideremos entonces que a 5 y.
Comparando y con b, tenemos que b 5 y o bien y 5 b. En el primer caso,
resulta que x 5 b y b 5 y, aśı que x 5 y. En el segundo caso, tenemos que
y es un elemento de C tal que a � y � b. Como esto es una contradicción,
hemos probado que cada elemento de C − {a, b} se compara con x. Como a
y b también se comparan con x, resulta aśı que D es una cadena en X. En
vista de que esto contradice la maximalidad de C, deducimos que C es densa
en el sentido del orden.

Ahora mostramos que la propiedad 2) del Teorema 3.19 (la cual es equiva-
lente a la propiedad 1) de dicho teorema), implica que las cadenas maximales
en un POTS, son densas en el sentido del orden.

Teorema 3.24. Supongamos que (X,5) es un POTS. Entonces toda cadena
conexa en X es densa en el sentido del orden. Más aún, si las cadenas ma-
ximales en X son compactas, entonces cualquier cadena maximal y densa en
el sentido del orden es conexa.

Demostración. Supongamos que C es una cadena conexa en X. Si C no es
densa en el sentido del orden, entonces existen x, y ∈ C tales que x � y y
ninguna z ∈ C es tal que x � z � y. Esto implica, como C es una cadena,
que cada elemento de C es un predecesor de x o bien un sucesor de y. Luego
C ⊂ P (x) ∪ S(y). Como 5 es semicontinuo, P (x) y S(y) son subconjuntos
cerrados y no vaćıos de X. Además:

P (x) ∩ S(y) ∩ C = {z ∈ C : z 5 x y y 5 z}.

Si el conjunto P (x) ∩ S(y) ∩ C es no vaćıo, entonces y 5 x y, como también
x 5 y, tenemos que x = y. Esto contradice el hecho de que x � y. Por tanto,
P (x) ∩ S(y) ∩ C = ∅ y, aśı, C = (P (x) ∩ C) ∪ (S(y) ∩ C) es la unión de
dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos de C. Luego C no es conexo.
Como esto es una contradicción, C es densa en el sentido del orden. Con
esto probamos que las cadenas conexas en X son densas en el sentido del
orden. En particular, las cadenas conexas y maximales en X, son densas en
el sentido del orden.
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Ahora, supongamos que todas las cadenas maximales en X son com-
pactas. Sea C una cadena maximal en X, que es densa en el sentido del orden.
Entonces C es compacto y, por Lema 2.10, C es cerrado en X. Supongamos
que C no es conexo. Entonces C = P ∪Q, donde P y Q son cerrados ajenos
y no vaćıos en X. De la compacidad de C, se sigue que P y Q son compactos.
También de la compacidad de C y el Teorema 2.13, se sigue que C tiene un
elemento maximal u. Supongamos, sin perder generalidad, que u ∈ Q. Como
P es compacto, aplicando de nuevo el Teorema 2.13, se tiene que P tiene un
elemento maximal p. Como P y Q son ajenos, p 6= u. Además como u es
maximal en la cadena C, se tiene que p 5 u. Luego p � u. Hagamos:

P0 = P (p) ∩ C y Q0 = C − P0.

Es claro que P0 ∩ Q0 = ∅, C = P0 ∪ Q0, p ∈ P0 y u ∈ Q0. A continuación
enlistamos otras propiedades de P0 y Q0.

1) P ⊂ P0 y Q0 ⊂ Q;

2) Q0 = Q− P (p) ⊂ S(p);

3) P0 y Q0 son cerrados en X.

Como cualesquiera dos elementos de P son comparables y p es maximal
en P, tenemos que P ⊂ P0. Luego Q0 = C − P0 ⊂ C − P ⊂ Q. Esto
prueba 1). Para ver 2), tomemos y ∈ Q0. Por 1), y ∈ Q ⊂ C y, como
P0 ∩ Q0 = ∅, resulta que y /∈ P (p). Luego Q0 ⊂ Q − P (p). Por otro lado
Q− P (p) ⊂ C − P (p) ⊂ C − P0. De esto Q0 = Q− P (p). Por tanto, ningún
punto de Q0 es un predecesor de p. Esto implica, pues C es una cadena, que
todos los elementos de Q0 son posteriores de p. De esta manera Q0 ⊂ S(p).
Esto prueba 2).

Para probar 3), notemos que, como 5 es semicontinuo inferior, P (p) es
cerrado en X. Como también C es cerrado en X, P0 = P (p) ∩ C es cerrado
en X. Puesto que 5 es semicontinuo superior, S(p) es cerrado en X, aśı que,
por 2), clX(Q0) ⊂ S(p). Tomemos ahora x ∈ clX(Q0) . Entonces x ∈ S(p),
por lo que p 5 x. Como C y Q son cerrados en X y Q0 ⊂ Q ⊂ C, tenemos
también que clX(Q0) ⊂ Q ⊂ C. Luego x ∈ C = P0 ∪Q0. Si x ∈ P0, entonces
x ∈ P (p), por lo que, x 5 p. De esta manera, x 5 p y p 5 x. Esto implica,
pues 5 es antisimétrica, que x = p. Luego p = x ∈ P ∩ Q. En vista de que
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esto contradice el hecho de que P ∩Q = ∅, no es cierto que x ∈ P0, aśı que,
x ∈ Q0. Esto prueba que clX(Q0) ⊂ Q0, por lo que Q0 es cerrado en X. Esto
prueba 3).

De 3), tenemos que Q0 es un subconjunto cerrado del compacto C. Luego
Q0 es compacto. Aplicando el Teorema 2.13, Q0 tiene un elemento minimal
q. Como p ∈ P0, q ∈ Q0 y P0 ∩ Q0 = ∅, sucede que p 6= q. Por 2), tenemos
que, p 5 q, aśı que p � q. En vista de que C es densa en el sentido del
orden y de que p, q ∈ C, existe z ∈ C tal que p � z � q. Esto significa que
p 5 z 5 q, p 6= z y q 6= z. Ahora bien, como C = P0∪Q0, tenemos que z ∈ P0

o bien z ∈ Q0. Si z ∈ P0, entonces z 5 p. Luego z 5 p y p 5 z, por lo que,
p = z (por la antisimetŕıa de 5). De esta contradicción resulta que z ∈ Q0

y, por la minimalidad de q en Q0, sucede que q 5 z. Como también z 5 q,
por antisimetŕıa, q = z. Esta contradicción que hemos obtenido, proviene de
suponer que C no es conexo. En consecuencia, C es conexo.

En el siguiente teorema mostramos condiciones, bajo las cuales, un POTS
resulta ser conexo.

Teorema 3.25. Supongamos que (X,5) es un POTS denso en el sentido
del orden y tal que toda cadena maximal en X es compacta. Si el conjunto
de los elementos maximales de X, o bien el de los elementos minimales de
X es conexo, entonces X es conexo.

Demostración. Supongamos que X no es conexo. Entonces X = P ∪ Q,
donde P y Q son dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos de X. Sin
perder generalidad, consideremos que max(X), el conjunto de los elementos
maximales de X, es conexo. Como P y Q están separados, podemos también
suponer que max(X) ⊂ Q. Si p ∈ P, entonces {p} es una cadena en X. Luego,
por el Corolario 2.9, existe una cadena maximal C en X tal que {p} ⊂ C.
Notemos que C ∩ P 6= ∅ y que, por hipótesis, C es compacto. Luego, por el
Teorema 2.13, C tiene un elemento maximal z. Afirmamos que

1) z es un elemento maximal de X.

Para probar 1), sea x ∈ X tal que z 5 x. Si x /∈ C, entonces D = C ∪{x}
es un subconjunto de X que contiene propiamente a C. Si y ∈ C entonces,
por la maximalidad de z en C, y 5 z. Luego, por transitividad, y 5 x.
Esto implica que D es una cadena. Como esto contradice la maximalidad de
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C, necesariamente x ∈ C. Aplicando de nuevo la maximalidad de z en C,
tenemos que x 5 z. Esto prueba 1).

De 1) y el hecho de que max(X) ⊂ Q, se tiene que z ∈ C ∩Q. Entonces
C es un subconjunto de X que intersecta a los conjuntos separados P y Q.
Luego, C no es conexo. Ahora bien, como C es una cadena maximal en X,
por el Teorema 3.23, C es denso con respecto al orden. Entonces, por la
segunda parte del Teorema 3.24, C es conexo. Tenemos una contradicción
que proviene de suponer que X no es conexo. Luego X es conexo.

Damos ahora una condición necesaria y suficiente para que las cadenas
maximales en un POTS sean conexas.

Teorema 3.26. Sea (X,5) un POTS con cadenas maximales compactas.
Entonces cada cadena maximal es conexa si y sólo si P (x)∩ S(y) es conexo,
para cada x, y ∈ X.

Demostración. Supongamos que toda cadena maximal en X es conexa.
Sean x, y ∈ X. Si y � x entonces P (x) ∩ S(y) es vaćıo, ya que si tuviera un
elemento z, por transitividad tendŕıamos que y 5 x. Por lo tanto, el caso
interesante es cuando y 5 x. Consideremos la familia {Ci}i∈I de las cadenas
maximales en X que tienen a y y a x. Por hipótesis, cada cadena Ci es conexa
y, por el Teorema 3.24, cada Ci es densa en el sentido del orden.

Afirmamos ahora que P (x) ∩ S(y) también es denso en el sentido del
orden. Para ver esto, tomemos dos elementos a y b en P (x) ∩ S(y) tales que
a � b. Entonces hay una cadena maximal Cj de la familia {Ci}i∈I tal que
tiene a los elementos a, b, x, y, es decir, tiene la secuencia y 5 a � b 5 x.
Como Cj es densa en el sentido del orden, existe z ∈ Cj tal que:

y 5 a � z � b 5 x.

Luego z ∈ P (x) ∩ S(y). Por lo tanto, P (x) ∩ S(y) es denso en el sentido del
orden.

Además, se puede observar que las cadenas maximales de P (x) ∩ S(y)
son:

{(P (x) ∩ S(y)) ∩ Ci}i∈I
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Notemos ahora que, los elementos de la familia anterior, son cerrados dentro
de cadenas maximales compactas. Por lo tanto, resultan ser compactos en
P (x) ∩ S(y).

Sabemos que (P (x)∩S(y),5|P (x)∩S(y)) es un POTS denso en el sentido del
orden con cadenas maximales compactas y, además, min(P (x)∩S(y)) = {y}
y max(P (x)∩S(y)) = {x} son conexos. Luego, por el Teorema 3.25, tenemos
que P (x) ∩ S(y) es conexo.

Para probar el regreso, supongamos que X tiene una cadena maximal
disconexa C. Por el Teorema 3.24, obtenemos p, q ∈ C tales que S(p)∩P (q) =
{p, q}, contradiciendo la condición de que S(p) ∩ P (q) es conexo.

En estos términos, observamos que en la clase de los espacios POTS con
cadenas maximales compactas, una condición necesaria y suficiente para que
dichas cadenas sean continuos T2, es que la intersección de los sucesores de
un punto con los predecesores de otro, sea conexo.

3.7. Una Aplicación a Hiperespacios

Recordemos que si X es un espacio topológico y A ⊂ X, entonces bdX(A)
denota la frontera de A en X. En la Definición 2.19, indicamos que un con-
tinuo T2 es un espacio T2, compacto, conexo y no degenerado. Si X es un
continuo T2, entonces un subcontinuo de X es un subconjunto no vaćıo de X
que es cerrado y conexo. Los continuos T2 satisfacen la siguiente propiedad,
conocida como el Teorema de los Golpes en la Frontera.

Teorema 3.27. Sean X un continuo T2 y U un subconjunto propio, abierto y
no vaćıo de X. Si C es una componente de clX(U) , entonces C∩bdX(U) 6= ∅.

Una prueba detallada del teorema anterior, puede verse en [10, Teore-
ma 1.31, p. 12]. En [10, Corolario 1.32, p. 13] se prueba el siguiente resultado,
el cual es un corolario del Teorema 3.27.

Teorema 3.28. Sea X un continuo T2. Supongamos que R y T son subcon-
juntos cerrados y no vaćıos de X tales que R  T y cada componente de T
intersecta a R. Entonces existe un subconjunto cerrado y no vaćıo S de X
tal que R  S  T y toda componente de S intersecta a R.
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En la presente sección, interpretaremos el teorema anterior, en el lenguaje
de espacios topológicos con una relación de orden. Para esto necesitamos
primero introducir algunos conceptos y establecer una notación adecuada.
Dado un espacio X, compacto y T2, consideremos las familias

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y no vaćıo en X}

y

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}.

Si X es un continuo T2, entonces C(X) es la familia de los subcontinuos de X.
Ahora vamos a darle una topoloǵıa a 2X . Para esto, si n ∈ N y U1, U2, . . . , Un
son subconjuntos abiertos de X, definimos el conjunto 〈U1, U2, . . . , Un〉 como
sigue:{

A ∈ 2X : A ⊂
n⋃
i=1

Ui y A ∩ Ui 6= ∅ para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}

}
.

Consideremos la familia

B = {〈U1, U2, . . . , Un〉 : n ∈ N y U1, U2, . . . , Un son abiertos en X} .

En [10, Teorema 1.43, p. 22] se prueba que B es una base para una topoloǵıa
τV en 2X . A τV se le conoce como la topoloǵıa de Vietoris de 2X . En algunos
art́ıculos, τV se define como la topoloǵıa finita de 2X . Como C(X) ⊂ 2X ,
podemos considerar en C(X) la topoloǵıa relativa de 2X , que denotaremos
también por τV , en lugar de (τV )|C(X). Incluso, si A ⊂ 2X , denotaremos por
τV a la topoloǵıa relativa de 2X en A.

De lo anterior, si X es un continuo T2, entonces podemos considerar los
espacios topológicos (2X , τV ) y (C(X), τV ). En [10, Teorema 1.58, p. 29] y
[10, Teorema 1.64, p. 31] se prueba que (2X , τV ) es compacto y T2, y que
(C(X), τV ) es compacto (y también es T2, por ser un subespacio de 2X).
A (2X , τV ) y (C(X), τV ) se les conoce como hiperespacios de X. En la pre-
sente sección vamos a utilizar el Teorema 3.28 para mostrar que (2X , τV ) y
(C(X), τV ) son conexos por arcos.

Consideremos ahora la siguiente noción, dada por A. K. Misra en [12]



108 CAPÍTULO 3. CADENAS COMPACTAS Y CADENAS CONEXAS

Definición 3.29. Sea X un continuo T2. Supongamos que A y B son subcon-
juntos no vaćıos de X tales que B ⊂ A. Decimos que B es un c-subconjunto
de A, o bien que A es un c-superconjunto de B, si cada componente de A
intersecta a B.

Para simplificar, cuando A sea un c-superconjunto de B, escribiremos
B b A o bien A c B. Consideremos ahora la relación 5 en 2X definida como
sigue:

si A,B ∈ 2X entonces A 5 B si y sólo si A c B. (3.7.1)

Es fácil probar que 5 es un orden parcial en 2X . En [10, Lema 2.27, p. 47] se
prueba que el orden 5 es continuo. Entonces (2X , τV ), con el orden 5, es un
POTS cuyo orden parcial es continuo. Esto implica, por el Lema 2.10, que
toda cadena maximal en (2X , τV ) es cerrada. Como (2X , τV ) es compacto, en
realidad toda cadena maximal en (2X , τV ) es compacta. Tenemos además el
siguiente resultado.

Teorema 3.30. En el espacio topológico (2X , τV ), con el orden parcial 5
definido en (3.7.1), toda cadena maximal es densa en el sentido del orden y,
además, conexa.

Demostración. Supongamos que C es una cadena maximal en 2X . Tomem-
os A,B ∈ 2X tales que A � B. Entonces B  A y, además, A es un c-
superconjunto de B. Por el Teorema 3.28, existe C ∈ 2X tal que B  C  A
y toda componente de C intersecta a B. Luego C � B. Como A c B y
B ⊂ C, toda componente de A intersecta a C. Luego A � C. En conse-
cuencia A � C � B. Ahora bien, como C es una cadena maximal en 2X ,
necesariamente C ∈ C. Esto prueba que C es denso en el sentido del orden.
Luego, por el Teorema 3.24, C es conexo.

Para probar ahora que (2X , τV ) es conexo por arcos, consideremos la sigu-
iente definición.

Definición 3.31. Un arco es un continuo homeomorfo al intervalo [0, 1].
Un arco generalizado es un continuo T2 cuya topoloǵıa es la del intervalo,
con respecto a un orden total.

Si el espacio topológico (X, τ) es un arco generalizado, entonces X es
un continuo T2 y, además, existe un orden total 5 en X de manera que la
topoloǵıa del intervalo τo en X, que dimos en la Definición 3.9, es justo τ.
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Supongamos que X es un continuo T2. Es conocido que X es un arco
generalizado si y sólo si X tiene exactamente dos puntos que no son de corte
(recordemos que, por el Teorema 2.20, todo continuo T2 tiene al menos dos
puntos que no son de corte). Una prueba detallada de esto, puede verse en
[10, Corolario 2.16]. A los únicos puntos del arco generalizado X que no son
de corte, se les llama los extremos de X.

Definición 3.32. Un espacio topológico X es conexo por arcos si para
cada p, q ∈ X, existe un arco generalizado A, contenido en X y con extremos
p y q.

El siguiente teorema aparece probado en [10, Teorema 2.24, p. 45].

Teorema 3.33. Sea X un espacio compacto y T2. Supongamos que A y B
son arcos generalizados contenidos en X, de modo que A tiene como extremos
a p y r, mientras que B tiene como extremos a r y q, donde p 6= q. Entonces
existe un arco generalizado C, contenido en A∪B, que tiene como extremos
a p y q.

El siguiente resultado aparece probado en [10, Teorema 1.16, p. 4].

Teorema 3.34. Sea (X, τ) un espacio compacto y T2.

1) si τ+ es una topoloǵıa en X tal que τ  τ+, entonces (X, τ+) no es
compacto.

2) si τ− es una topoloǵıa en X tal que τ−  τ, entonces (X, τ−) no es T2.

Como consecuencia del Teorema 3.34, tenemos el siguiente resultado, el
cual generaliza el Teorema 3.30.

Teorema 3.35. Sea X un continuo T2. Entonces en el espacio topológico
(2X , τV ), con el orden parcial 5 definido en (3.7.1), toda cadena maximal no
degenerada, es un arco generalizado y denso en el sentido del orden.

Demostración. Sea C una cadena maximal no degenerada en 2X . Vamos a
denotar la topoloǵıa de Vietoris de 2X , restringida a C, por τV . Como 2X es
T2, el espacio (C, τV ) es T2. Además (C, τV ) es compacto, como ya indicamos.
Por el Teorema 3.30, (C, τV ) es denso en el sentido del orden y, además,
conexo. Entonces (C, τV ) es un continuo T2. Notemos que el orden parcial
5, definido en (3.7.1), es un orden total cuando se restringe a C. Entonces
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podemos considerar la topoloǵıa del intervalo τo en C, con respecto a 5|C .
Por el Corolario 3.12, (C, τo) es T2.

Como ya indicamos, el orden 5 es continuo. Entonces τV es una topoloǵıa
en C tal que, si consideramos el espacio topológico (C, τV ) con el orden total
5|C, resulta que 5|C es continuo. Luego, por el Teorema 3.11, τo ⊂ τV . Como
(C, τV ) es T2, por la parte 2) del Teorema 3.34, τ0 = τV . Esto prueba que C
es un arco generalizado.

Sea X un continuo T2. Por el teorema anterior, el hiperespacio 2X contiene
arcos generalizados que son densos en el sentido del orden. Como veremos,
dichos arcos son los que se describen a continuación.

Definición 3.36. Supongamos que X es un continuo T2. Un arco ordenado
en 2X es un arco generalizado A, contenido en 2X , de manera que el orden
total de A es la inclusión ⊂, o bien la inclusión inversa ⊃. Si A,B ∈ A son
los extremos de A, decimos que A es un arco ordenado de A a B en 2X .

En [10, Teorema 2.22, p. 44] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 3.37. Sea X un espacio compacto y T2. Tomemos A,B ∈ 2X de
modo que A ⊂ B. Entonces existe un arco ordenado de A a B en 2X , si y
sólo si existe un subconjunto C de 2X , totalmente ordenado, compacto T2 y
denso en el sentido del orden, de modo que A,B ∈ C.

Si A b B, entonces existe una cadena maximal C en 2X tal que A,B ∈ C.
Si ademásA 6= B, resulta que C es no degenerada. Luego, por el Teorema 3.35,
C es un arco generalizado y denso en el sentido del orden. En particular C es un
subconjunto de 2X , totalmente ordenado, compacto T2 y denso en el sentido
del orden, de modo que A,B ∈ C. Luego, por el Teorema 3.37, existe un arco
ordenado de A a B en 2X . Con esto tenemos probada la mitad del resultado
siguiente. El teorema completo aparece demostrado en [10, Corolario 2.29, p.
48].

Teorema 3.38. Sea X un continuo T2. Tomemos A,B ∈ 2X . Entonces existe
un arco ordenado de A a B en 2X si y sólo si A b B.

Si A,B ∈ C(X) y A ⊂ B, entonces A b B y, por el teorema anterior,
existe un arco ordenadoA deA aB en 2X .No es dif́ıcil probar queA ⊂ C(X),
por lo que en realidad existe un arco ordenado de A a B en C(X).

Estamos en condiciones de probar el siguiente resultado.
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Teorema 3.39. Si X es un continuo T2, entonces 2X es conexo por arcos.

Demostración. Tomemos A,B ∈ 2X , de modo que A 6= B. Si B = X,
entonces A ⊂ X y, como X es conexo, A b B. Luego existe un arco ordenado
de A a B en 2X . En particular existe un arco generalizado contenido en 2X

que tiene tanto a A como a B. Esto termina la prueba en el caso en que
B = X. Si A = X, procediendo como en el caso anterior, encontramos un
arco ordenado de B a A en 2X . Supongamos ahora que A 6= X y B 6= X.
Entonces A b X y B b X, por lo que existen un arco ordenado A1 de A a
X en 2X , y un arco ordenado A2 en 2X de B a X. Notemos que A1 es un
arco generalizado en 2X con extremos A y X, mientras que A2 es un arco
generalizado en 2X con extremos X y B. Luego, por el Teorema 3.33, la unión
A1 ∪A2 contiene un arco generalizado A, con extremos A y B. Esto prueba
que 2X es conexo por arcos.

Si X es un continuo T2 y A,B ∈ C(X), siguiendo la misma demostración
que acabamos de dar, se tiene que C(X) también es conexo por arcos. Si
para cada n ∈ N definimos

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}

entonces, considerando en cada Cn(X) la topoloǵıa de Vietoris, también resul-
ta que cada Cn(X) es un espacio compacto, T2 y conexo por arcos. Entonces
todos los hiperespacios de X que hemos visto, a saber 2X y cada Cn(X)
(notemos que C1(X) = C(X)) son continuos T2 que, además son conexos
por arcos, independientemente de si X es conexo por arcos.

Conviene indicar que, en la Teoŕıa de Hiperespacios, la existencia de arcos
ordenados, no solo es útil para probar que los hiperespacios son conexos
por arcos. En realidad, los arcos ordenados constituyen en śı, una buena
herramienta para probar diversos aspectos que involucran a un continuo o a
sus hiperespacios. El lector interesado en la Teoŕıa de Hiperespacios, puede
consultar el texto [17].

Terminamos el presente caṕıtulo indicando que, una buena parte de los
resultados mostrados en la presente sección, en cuya referencia hemos recur-
rido a la Tesis de Licenciatura [10], aparecen probados originalmente en [12]
y [13].



Caṕıtulo 4

Puntos Fijos y Elementos
Terminales

4.1. Introducción

En este último caṕıtulo daremos aplicaciones en la Teoŕıa del Punto Fi-
jo para QOTS y POTS, haciendo uso de los resultados obtenidos en los
caṕıtulos anteriores, principalmente del Teorema 3.19. Cabe destacar que
originalmente la idea de esta aplicación es debida a A. D. Wallace en [21].
Primero, estudiaremos una generalización del concepto de sucesión en espa-
cios topológicos con redes. Luego, dentro de la clase de los conjuntos QOTS
y T2 con cadenas maximales compactas, veremos bajo qué condiciones, dada
una función continua que preserva el orden de dicho espacio en śı mismo,
tiene un subconjunto compacto fijo.

En la Sección 4.4 se introducirá el concepto de elemento terminal que
resulta ser una generalización del punto final. También veremos funciones no
alternantes y monótonas, que tendrán propiedades importantes, en el sentido
de preservar la separación.

Finalmente, en la Subsección 4.4.2, se ve la aplicación de la definición de
los elementos terminales y las funciones monótonas, al definir un orden que
generaliza al de la Sección 2.4. El objetivo del estudio de los objetos antes
mencionados, es mostrar que en la clase de los continuos T2 y localmente
conexos, los homeomorfismos de ellos en śı mismos que dejan fijo a un ele-
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mento terminal propio, tienen un punto fijo en el complemento del elemento
terminal.

4.2. Redes

En la presente sección usaremos la generalización de la noción usual de
sucesión. Utilizando dicha noción nos permitira relacionar la idea de ordenar
una colección de puntos de un espacio topológico X, por medio de una función
de un conjunto dirigido a X. Recordemos que en la Definición 1.2, aparece
el concepto de conjunto dirigido.

Definición 4.1. Si X es un conjunto, entonces una red en X es una función
χ : Λ→ X, donde (Λ,5) es un conjunto dirigido.

Si χ : Λ→ X es una red en X y λ ∈ Λ, es común denotar a χ(λ) por xλ
y, a toda la red, por {xλ}λ∈Λ. El conjunto N de los números naturales, con el
orden usual, es un conjunto dirigido. Entonces las redes en X, cuyo dominio es
dicho conjunto dirigido, son las sucesiones en X. La idea principal es sustituir
el orden total de N, por un casi orden con una orientación creciente.

Si X es un COCO y χ : Λ→ X es una red en X entonces, tanto X como
Λ poseen una relación de orden. Denotaremos con el mismo śımbolo dichas
relaciones de orden.

Definición 4.2. La red {xλ}λ∈Λ es monótona creciente si cada vez que
λ 5 µ en Λ tenemos que xλ 5 xµ en X.

A continuación generalizamos el concepto de acumulación y convergencia
para redes.

Definición 4.3. La red {xλ}λ∈Λ se acumula en x0 ∈ X si para todo abierto
U de X tal que x0 ∈ U y para cada λ ∈ Λ existe µ ∈ Λ tal que µ = λ y
xµ ∈ U .

Definición 4.4. La red {xλ}λ∈Λ converge a x0 ∈ X si para cualquier abierto
U de X tal que x0 ∈ U existe λ ∈ Λ tal que xµ ∈ U para toda µ = λ.

Notemos que, una red {xλ}λ∈Λ que converge a x0 en X, se acumula en x0.
Si (X,5) es un COCO, una condición suficiente para que el rećıproco pase, es
que X sea localmente convexo y la red sea monótona creciente, como veremos
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a continuación. Recordemos que en la Definición 2.34, aparece la noción de
localmente convexo.

Proposición 4.5. Si X es un COCO localmente convexo, entonces cualquier
red monótona creciente {xλ}λ∈Λ que se acumula en x0 ∈ X, converge a
x0 ∈ X.

Demostración. Sean x0 un punto de acumulación de la red monótona cre-
ciente {xλ}λ∈Λ y U un abierto que contiene a dicho punto. Como X local-
mente convexo, tenemos que existe V abierto convexo, tal que x0 ∈ V ⊂ U .

Como x0 es un punto de acumulación, sabemos que existe µ ∈ Λ tal que
xµ ∈ V , y al tomar cualquier λ = µ, existe µ′ = λ tal que xµ′ ∈ V . Usando la
convexidad de V y la monotońıa de la red , tenemos que xλ ∈ [xµ, xµ′ ] ⊂ V.

Por lo tanto, existe µ ∈ Λ tal que para cada λ = µ se tiene que xλ ∈ U ,
es decir la red converge a x0.

Más adelante, veremos como sustituir la condición de localmente convexo
por la de compacidad, cuando el orden sea parcial.

En los cursos de Topoloǵıa General, se prueba que la compacidad implica
que toda sucesión tiene un punto de acumulación [14, Teorema 28.1, pág.
179]. En el siguiente teorema observamos que dicho resultado se generaliza a
redes.

Teorema 4.6. Si X es compacto entonces toda red {xλ}λ∈Λ en X tiene un
punto de acumulción.

Demostración. Sean X compacto y {xλ}λ∈Λ una red de X. Consideremos
también la familia de cerrados {clX(Cλ)}λ∈Λ donde Cλ está definida como:

Cλ = {xλ′ : λ′ = λ}.

Por un lado, si λ = λ′ y xµ ∈ Cλ, entonces µ = λ. Luego, µ = λ′, es decir,
xµ ∈ Cλ′ . Entonces Cλ ⊂ Cλ′ .

Si tomamos {clX(Cλi)}i=1...n entonces, por ser Λ conjunto dirigido, existe
un λ0 mayor a todos los λi. Por la propiedad vista en el párrafo anterior:

∅ 6= Cλ0 = Cλ1 ∩ Cλ2 ∩ · · · ∩ Cλn .



116 CAPÍTULO 4. PUNTOS FIJOS Y ELEMENTOS TERMINALES

o bien:

∅ 6= clX(Cλ1) ∩ clX(Cλ2) ∩ · · · ∩ clX(Cλn) .

Es decir, dicha familia tiene la propiedad de la intersección finita.

Como X es compacto, existe x∗ ∈
⋂
λ∈Λ clX(Cλ) = C. Afirmamos que, x∗

es un punto de acumulación de la red {xλ}λ∈Λ.

Para ello, sean U un abierto que tiene a x∗ y λ ∈ Λ. Como x∗ ∈ clX(Cλ),
luego ∅ 6= U ∩ Cλ, es decir, existe µ = λ tal que xµ ∈ U . Por lo tanto, x∗ es
punto de acumulación de la red {xλ}λ∈Λ.

Ahora, notemos que dadoX espacio topológico y x ∈ X, siempre podemos
considerar a Λx una base local de x en X. Para definir la relación de orden
a Λx, decimos que B1 5 B2 si y sólo si B2 ⊂ B1. La definición de base local
permite darle a Λx una estructura de conjunto dirigido.

A continuación presentaremos otros resultados para redes, aplicando la
observación anterior, que nos permite tener una caracterización de la cerra-
dura de subconjuntos de un espacio topológico y de la continuidad de una
función f : X → Y .

Teorema 4.7. Si E ⊂ X, entonces x ∈ clX(E) si y sólo si existe una red
{xλ}λ∈Λ en E tal que converge a x.

Demostración. Sea x ∈ clX(E) , entonces para cualquier B ∈ Λx, definida
en el párrafo anterior, existe xB ∈ B ∩E, por la definición de cerradura. Aśı,
obtenemos la red {xB}B∈Λx . Afirmamos, que dicha red converge a x.

Sea un abierto U que tiene a x, por definición de base local existe B0

básico local de x tal que x ∈ B0 ⊂ U. Notemos que para cualquier B = B0

con B ∈ Λx tenemos que x ∈ B ⊂ U, es decir, xB ∈ B ⊂ U. Por lo tanto,
{xB}B∈Λx converge a x.

La otra implicación se sigue directo de la definición de cerradura.

Teorema 4.8. Sea f : X → Y . Entonces f es continua si y sólo si cada vez
que {xλ}λ∈Λ converga a x0 en X, entonces {f(xλ)}λ∈Λ converge a f(x0) en
Y.
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Demostración. Supongamos que f es continua en x0 y {xλ}λ∈Λ converge a
x0. Entonces, dado un abierto V de X que contenga a f(x0), tenemos que,
f−1(V ) es un abierto que tiene a x0. Por lo tanto, existe λ ∈ Λ tal que
xµ ∈ f−1(V ) para toda µ = λ. Esto prueba que, f(xµ) ∈ V para toda µ = λ,
es decir, que {f(xλ)}λ∈Λ converga a f(x0).

Por otro lado, para ver que f es continua, veremos que f(clX(E)) ⊂
clX(f(E)) . Tomemos x ∈ f(clX(E)), entonces x = f(x0) con x0 ∈ clX(E) .
Por el Teorema 4.7 tenemos que existe una red {xλ}λ∈Λ en E tal que converge
a x0. Por lo tanto, {f(xλ)}λ∈Λ ⊂ f(E) converge a f(x0) = x en Y. Esto
prueba, por el Teorema 4.7, que x ∈ clX(f(E)) .

A continuación aplicaremos nuestros resultados de redes en los espacios
compactos ordenados. El siguiente resultado, nos indica dónde se encuentra
el conjunto de los puntos de acumulación del Teorema 4.6 cuando X es un
espacio compacto casi ordenado.

Proposición 4.9. Sea X es un espacio compacto casi ordenado. Entonces
toda red monótona creciente {xλ}λ∈Λ en X tiene un punto de acumulación,
y el conjunto de los puntos de acumulación de {xλ}λ∈Λ están en E(x0) para
algún x0 ∈ X.

Demostración. Por el Teorema 4.6, tenemos que la red monótona creciente
{xλ}λ∈Λ en X tiene un punto de acumulación x0.

Sea U un abierto tal que E(x0) ⊂ U , por el Teorema 2.35, X es clc.
Entonces existe un abierto convexo V , de tal forma que E(x0) ⊂ V ⊂ U .
Como {xλ}λ∈Λ se acumula en x0 y V es abierto que lo contiene existe µ ∈ Λ
tal que xµ ∈ V.

Análogamente al Teorema 4.5, podemos notar que para cualquier λ = µ,
entonces existe µ′ = λ tal que xλ ∈ [xµ, xµ′ ] ⊂ V . Por lo tanto, tenemos que
xλ ∈ V para cada λ = µ.

Supongamos que existe un punto de acumulación x′0 de la red {xλ}λ∈Λ

tal que x′0 /∈ E(x0). Dado que, X es compacto y T2, entonces X es T3. Por lo
tanto, tenemos que existen dos abiertos ajenos B y U de X tales que x′0 ∈ B
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y E(x0) ⊂ U. Por lo dicho anteriormente, existe µ tal que para toda λ = µ,
tenemos que xλ ∈ V .

Luego, para el abierto B y µ ∈ Λ no existiŕıa alguien mayor que se quede
en el abierto B, es decir, x′0 no es punto de acumulación. Luego, todos los
puntos de acumulación están en E(x0).

Recordemos que la noción de clc y localmente convexo, son equivalentes
cuando el orden es parcial. Por lo tanto podŕıamos enunciar una versión para
espacios compactos ordenados del Teorema 4.9.

Corolario 4.10. Sea X es un espacio compacto ordenado. Entonces toda red
monótona creciente en X converge.

Demostración. Por el Corolario 2.36, X es localmente convexo. Usando la
Proposición 4.5 tenemos que la red converge a x0.

Sea f : X → X una función continua. A continuación, observaremos el
comportamiento de los puntos de acumulación de la red {fn(x)}n∈N. Para
facilitar la notación de dicha red definiremos el siguiente concepto.

Definición 4.11. Dados x ∈ X y f : X → X, definimos la órbita de x bajo
f como orb(x, f) = {fn(x)}n∈N.

Proposición 4.12. Sean X un espacio topológico y una función continua
f : X → X. Para cualquier x ∈ X, tal que orb(x, f) se acumula en x0 ∈ X,
se tiene que orb(x, f) se acumula a f(x0).

Demostración. Sean un abierto U que contiene a f(x0) y n ∈ N. Entonces
x0 está en f−1(U), el cual es abierto por la continuidad de f . Como orb(x, f)
se acumula en x0 ∈ X, entonces existe k = n tal que, satisface que fk(x) ∈
f−1(U), es decir, fk+1(x) ∈ U .

Luego, existe k+1 = n tal que, fk+1(x) ∈ U . Esto prueba que (fn(x))n∈N
se acumula en f(x0).

Una consecuencia de la Proposición 4.12, es que la orb(x, f) se acumula
en la orb(x0, f).
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4.3. Teoremas de Compactos Fijos en QOTS

y Puntos Fijos en POTS

Comenzamos esta sección enunciando un resultado que es consecuencia
de que la intersección de compactos anidados no vaćıos es un compacto no
vaćıo, cuya demostración se puede ver en [4, Corolario 3.1.5, p. 124].

Proposición 4.13. Sean X un espacio compacto y T2 y f : X → X una
función continua. Entonces, para cada subconjunto cerrado y no vaćıo P de
X tal que f(P ) ⊂ P, el conjunto:

K =
⋂
i∈N

f i(P )

es compacto, no vaćıo y f(K) = K.

Demostración. En primer lugar, notemos que, {f i(P )}i∈N es una cadena
anidada de compactos no vaćıos. Entonces K es un compacto no vaćıo.

Por otro lado se tiene que:

f(K) = f

(⋂
i∈N

f i(P )

)
⊂
⋂
i∈N

f i+1(P ) = K.

Afirmamos ahora que, K ⊂ f(K). Sea x ∈ K, entonces:

x = f i(yi) con yi ∈ P para cada i ∈ N.
Como P es compacto, {f i−1(yi)}i∈N−{1} se acumula en un punto y0 ∈ P,

por la Proposición 4.6.
Dado que, f es continua, por el Teorema 4.8 tenemos que, {f i(yi)}i∈N =

{x} se acumula en f(y0). Por lo tanto, f(y0) = x.
Si y0 /∈ K, como X es compacto y T2, entonces es T3. Es decir, existe un

abierto U tal que K ⊂ U y y0 /∈ clX(U). Además, sabemos por [4, Corola-
rio 3.1.5, p. 124 ], que existe N ∈ N, tal que fm(P ) ⊂ U para toda m 
 N ,
es decir, fm−1(ym) ∈ U para cualquier m 
 N + 1. Esto prueba que y0 ∈ U .
En vista de la contradicción, y0 ∈ K.

De la Proposición 4.13, se obtiene el siguiente resultado en la Teoŕıa de
los Continuos.
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Corolario 4.14. Sean X un continuo y T2 y f : X → X una función con-
tinua. Entonces, para cada subconjunto cerrado y no vaćıo P de X tal que
f(P ) ⊂ P, el conjunto:

K =
⋂
i∈N

f i(P )

es un continuo T2, no vaćıo y f(K) = K.

Ahora nos dedicaremos a ver condiciones necesarias y suficientes para
garantizar la existencia de un subconjunto compacto fijo bajo una función
continua f : X → X en un QOTS con cadenas maximales compactas.

Teorema 4.15. Supongamos que (X,5) es un QOTS, T2 y con cadenas
maximales compactas. Sea f : X → X una función continua que preserva el
orden. Entonces existe un subconjunto compacto no vaćıo K de X tal que
K ⊂ E(x0) para algún x0 ∈ X, y f(K) = K si y sólo si existe x ∈ X tal que
x y f(x) son comparables en el sentido del orden.

Demostración. Supongamos que existe un subconjunto compacto no vaćıo
K de X tal que K ⊂ E(x0) para algún x0 ∈ X y f(K) = K.

Como es no vaćıo, tomemos x ∈ K ⊂ E(x0). Entonces:

f(x) ∈ f(K) ⊂ K ⊂ E(x0).

Por tanto x 5 x0 5 f(x), es decir, x y f(x) son comparables.

Por otro lado, si existe x ∈ X tal que es comparable con f(x). Entonces
orb(x, f) es cadena porque f preserva el orden.

Además, por el Corolario 2.9, orb(x, f) está contenida en una cadena
maximal M , que es compacta por hipótesis. En estos términos como M tiene
un casi orden total, por el Teorema 1.39, la noción de orden semicontinuo y
continuo son la mismo. Entonces M es un espacio compacto casi ordenado.

Por la Proposición 4.9 aplicado a M , tenemos que orb(x, f) se acumula
en algún x0 ∈ M . Además, los puntos de acumulación de dicha sucesión
están en E(x0). Por la Proposición 4.12, tenemos que, f(x0) ∈ E(x0). Y para
cualquier elemento f(x) ∈ f(E(x0)), sabemos que, x0 5 x 5 x0. Como f
preserva el orden, observamos que:



4.3. PUNTOS FIJOS EN UN POTS 121

x0 5 f(x0) 5 f(x) 5 f(x0) 5 x0,

es decir, f(x) ∈ E(x0). Por lo tanto, f(E(x0)) ⊂ E(x0).

Definimos el siguiente conjunto:

K =
⋂
n∈N

fn(E(x0)) :

Como E(x0) es compacto por Teorema 3.19, y considerando la continuidad
de la función f , notemos que la siguiente familia:

{fn(E(x0))}n∈N,

es de compactos anidados no vaćıos que cumplen las hipótesis de la Proposi-
ción 4.13. Por tanto, existe un subconjunto compacto no vaćıo K de X tal
que K ⊂ E(x0) y f(K) = K.

Corolario 4.16. Supongamos que (X,5) es un POTS, T2 y con cadenas
maximales compactas. Sea f : X → X una función continua que preserva el
orden. Entonces, f tiene un punto fijo si y sólo si existe x ∈ X tal que x es
comparable con f(x).

Demostración. Es consecuencia directa del Teorema 4.15 y de que E(x0) =
{x0} por la antisimetŕıa.

En lo que resta de la sección probaremos resultados que nos permitan
encontrar subconjuntos compactos fijos bajo f , contenidos en el complemento
de un elemento mı́nimo de X.

Definición 4.17. Si (X,5) es un COCO con un elemento e ∈ X tal que
e 5 x para cada x ∈ X, y A ⊂ X. Entonces decimos que, A está acotado
fuera de e si existe y ∈ X − E(e) tal que A ⊂ S(y).

Teorema 4.18. Supongamos que (X,5) es un QOTS, T2 y con cadenas
maximales compactas. Además existe e ∈ X tal que e 5 x para cualquier
x ∈ X. Sea f : X → X una función continua que preserva orden y satisface:

1) Existe x ∈ X − E(e) tal que x y f(x) son comparables,

2) orb(x, f) es acotada fuera de e.
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Entonces existen x0 ∈ X − E(e) y un subconjunto compacto no vaćıo K
de X tal que K ⊂ E(x0) y f(K) = K.

Demostración. Sea x que satisface 1). Si orb(x, f) es acotada fuera de e,
obtenemos un punto de acumulación x0 como en el Teorema 4.15. Por lo
tanto, x0 ∈ clX(orb(x, f)) , por el Teorema 4.7.

Sabemos que existe y ∈ X−E(e) tal que orb(x, f) ⊂ S(y). Éste es cerrado
por el Proposición 1.36. Además, x0 ∈ clX(orb(x, f)) ⊂ S(y), es decir, y 5 x0

y e � y. Por tanto, x0 ∈ X − E(e). De la misma manera que hicimos en el
Teorema 4.15 construimos K entonces, K es un subconjunto compacto y no
vaćıo de X tal que K ⊂ E(x0) y f(K) = K.

Si además, le agregamos al Teorem 4.18 como hipótesis que X sea un
POTS, entonces f tiene un punto fijo distinto de e, por el Teorema 4.18 y
el Corolario 4.16.

La condición 2) del Teorema 4.18 no puede ser omitida de la hipótesis del
Teorema 4.18, aún cuando X es compacto y f sobreyectiva.

Ejemplo 4.19. Existe un POTS, T2 y con cadenas maximales compacta. Un
elemento mı́nimo e de X y x ∈ X − E(e), tal que x y f(x) son comparables
pero el único punto fijo es e.

Demostración. Sea X = A ∪ B ⊂ R2 el espacio con la topoloǵıa relativa
de R2 definido en coordenadas polares por:

A = {(ρ, θ) : ρ = 1}

B =

{
(ρ, θ) : ρ =

θ

1 + θ

}
Sea e = (0, 0) y fijamos x0 =

(
π

1+π
, π
)
∈ B − e. Con el siguiente orden:

(ρ1, θ1) 5 (ρ2, θ2)

si y sólo si:

ρ1 = ρ2 y θ1 = θ2 o ρ1 5 ρ2 5
π

1 + π
.
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Notemos que, B es una espiral con origen en e que tiende a A. Los elemen-
tos que tienen ρ más grande que π

1+π
sólo están relacionados con śı mismos.

Y el arco de espiral que va de e a x0 sigue el mismo orden lineal de θ. Por
tanto, X está parcialmente ordenado.

Para todos los elementos con ρ más grande que π
1+π

, S(x) = {x} = P (x)
es cerrado y para los demás puntos:

S((ρ1, θ1)) =

{
(ρ, θ) ∈ X : θ ∈

[
θ1,

π

1 + π

]}
P ((ρ1, θ1)) = {(ρ, θ) ∈ X : θ ∈ [0, θ1]}

son cerrados.

Por lo tanto, X es un POTS. Además como X es cerrado y acotado en
R2, entonces es compacto. Definimos f : X → X por:

f(1, θ) =
(

1, θ − π

2

)
,

f

(
θ

1 + θ
, θ

)
=

(
max

{
0,

θ − π
2

1 + θ − π
2

}
,max

{
0, θ − π

2

})

Lo que hace la función es girar π
2

en sentido de las manecillas del reloj,
con centro en e, a los elementos de A. Los elementos de B son girados π

2
en

sentido de las manecillas del reloj, por la espiral, siempre y cuando θ− π
2

sea
positivo, en otro caso los manda a e.

Como f gira en el sentido del orden, para los elementos distintos que son
comparables, al girar caen en el arco de la espiral entre e y x0, por tanto,
preserva el orden. En particular x0 y f(x0) son comparables.

La continuidad de f definida en A claramente se cumple. Y para los
puntos de B tenemos que al componer con cada proyección tenemos una
función continua, entonces f es una función continua.

Finalmente f es una función continua que preserva el orden, con x0 y
f(x0) comparables. Pero la rotación sólo fija a e.
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4.4. Elementos Terminales

A continuación estudiaremos los elementos terminales, que resultan ser
una generalización de los puntos finales que se encuentran en [16, pág. 99].
La definición de ambos se verá a continuación.

Definición 4.20. Decimos que e es punto final si para cada abierto U de
X que tenga a e, existe un abierto V de X tal que:

e ∈ V ⊂ clX(V ) ⊂ U

y clX(V )− V = bdX(V ) tiene un sólo punto.

Definición 4.21. Dados los subconjuntos P y Q de un conexo X, decimos
que están separados por K ⊂ X si:

X −K = A|B,

P ⊂ A y Q ⊂ B.

Si p y q no están separados por ningún punto, escribiremos p ∼ q.

Definición 4.22. Una cadena prima es un continuo T2 que es punto final,
punto de corte o un conjunto no degenerado E, representado como:

E = {x : a ∼ x y x ∼ b},

con elementos distintos a, b ∈ X tales que a ∼ b.

Para darnos una idea de las cadenas primas no degeneradas, tenemos por
ejemplo las curvas cerradas simples.

Definición 4.23. Una cadena prima E es un elemento terminal si tiene
la propiedad de que cada abierto U de X que contenga a E, existe un abierto
V de X tal que:

E ⊂ clX(V ) ⊂ U

y clX(V )− V = bdX(V ) tiene un sólo punto.

Si X es un continuo T2 con un punto de corte, entonces se demuestra en
[23, Teorema 1, p. 141] que X contiene un elemento terminal.
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Comparando las definiciones de punto final con elemento terminal. Pode-
mos notar que este último no necesariamente está dentro del abierto V . El
ejemplo de dos circunferencias tangentes muestra que clX(V ) no puede ser
remplazado por V en la definición de elemento terminal. Ya que si el abierto
tuviera al punto de tangencia, entonces la frontera tendŕıa dos puntos.

En el siguiente resultado observaremos cuál es la naturaleza del punto
frontera bdX(V ) en las definiciones de punto final y elemento terminal.

Lema 4.24. Sean X conexo y V un abierto no vaćıo de X tal que bdX(V ) =
{p} y X − clX(V ) 6= ∅, entonces:

X − bdX(V ) = V |(X − clX(V )).

Demostración. Por un lado, observemos que:

clX(V ) ∩ (X − clX(V )) = ∅.

Sabemos que:

X − clX(V ) ( X − V,

ya que si fuesen iguales como el de la izquierda es abierto y el de la derecha
cerrado. Entonces tendŕıamos que X no es conexo. Además, por propiedades
de la cerradura de un conjunto tenemos que:

X − clX(V ) ⊂ clX(X − clX(V )) ⊂ X − V,

por lo tanto, clX(X − clX(V )) = X − V y con ello se observa que

V ∩ clX(X − clX(V )) = V ∩X − V = ∅.

Una consecuencia importante del resultado anterior, es que si X es T1 y
tiene E un elemento terminal propio, entonces X tiene un punto de corte.
Para probarlo, tomemos z ∈ X − E, entonces E ∈ X − {z}. Por definición
de elemento terminal existe un abierto V tal que E ⊂ clX(V ) ⊂ X − {z} y
bdX(V ) tiene un sólo punto. Luego, X − clX(V ) no es vaćıo. Esto prueba,
por el Lema 4.24, que bdX(V ) es un punto de corte.
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Ahora nos preguntamos sobre la cantidad de puntos de corte de X que
puede tener un elemento terminal E, aún cuando ya que sabemos, por la
definición de E, que éste no tiene puntos de corte de śı mismo.

Proposición 4.25. Supongamos que X es un espacio topológico conexo, lo-
calmente conexo y T2. Si E es un elemento terminal propio de X, entonces
E tiene a lo más un punto de corte en X.

Demostración. Supongamos que E tiene dos puntos de corte, x0 y x1 de
X. Entonces para i = 0, 1 tenemos que:

X − {xi} = Ai|Bi y E − {xi} ⊂ Ai.

Si la última condición no fuera cierta existiŕıan z, w ∈ E−{xi} con z ∈ Ai
y w ∈ Bi. Luego, z � w ya que xi los separaŕıa, lo cual es falso.

Por el Lema 2.18, tenemos que si i 6= j entonces Bj ∪ {xj} ⊂ Ai. De
donde Bi ∩ Bj ⊂ Ai ∩ Bj = ∅, es decir Bi ∩ Bj = ∅. Tomemos yi ∈ Bi y
sea Ci la componente conexa en X − {xi} tal que yi ∈ Ci. Observamos que,
Ci ∩ Cj ⊂ Bi ∩Bj = ∅. Por tanto, Ci y Cj son ajenos.

Consideremos el abierto U = X − {y0, y1}. Notemos que, U toca tanto a
C0 como a C1 y no contiene a ninguno de las dos componentes. Como E es
un elemento terminal y E ⊂ U , ya que {y0, y1} ⊂ Bi ∪ Bj, entonces existe
un abierto V de X tal que E ⊂ clX(V ) ⊂ U y bdX(V ) tiene un sólo punto.
Luego, x1 ∈ V o x0 ∈ V , ya que si no tuviera a ninguno, como E ⊂ clX(V ),
entonces bdX(V ) tendŕıa más de un elemento.

Sin pérdida de generalidad supongamos que x0 ∈ V y bdX(V ) = {p}.
Entonces x0 6= p. Por el Lema 4.24, tenemos que:

X − {p} = V |(X − clX(V )).

Si p /∈ C0, como y0 ∈ C0, entonces C0 ⊂ X − clX(V ) , por ser C0 conexo.

Además, por el Lema 2.17, tenemos que clX(C0) = C0 ∪{x0} y es conexo
de X − {p} que toca a V . Por tanto, C0 ⊂ clX(C0) ⊂ V, lo cual es a una
contradicción. Esto prueba que p ∈ C0. Por otro lado, x1 ∈ V. Ya que si
x1 /∈ V entonces x1 = p pero p ∈ C0 y x1 /∈ C0 porque x1 /∈ B0. De forma
anláoga se ve que p ∈ C1.
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Lo anterior nos dice que bdX(V ) intersecta tanto a C0 como a C1. Esta
contradicción viene de haber supuesto que hab́ıa dos puntos de corte.

De existir un punto de corte en un elemento terminal veremos que éste de-
termina una separación particular de X, que más adelante motivará nuestra
definición del orden de un elemento terminal en la Subsección 4.4.2.

Proposición 4.26. Sea X es un espacio topológico conexo, localmente conexo
y T2. Con un elemento terminal propio E que tiene un punto de corte x de
X, entonces E − {x} y X − E son conjuntos separados.

Demostración. Como ningún par de elementos de E − {x} son separados
por definición de E, entonces tenemos que si C0 es una componente de X −
{x}, que intersecta a E − {x}. Entonces C0 contiene a E − {x} y, además,
tenemos la siguiente separación:

X − {x} = C0|X − (C0 ∪ {x}).

Luego, bastará mostrar que C0 = E − {x}, para tener la separación:

X − {x} = (E − {x})|(X − E),

ya que X − (C0 ∪ {x}) = X − E.

Supongamos que existe y ∈ C0 − E. Sea C una componente en X − {x}
distinta de C0. Tomemos z ∈ C, por la conexidad local, entre x y el abierto
X − {z, y} existe un subconjunto conexo abierto P de X tal que, x ∈ P y
y /∈ P , es decir, C − P 6= ∅.

Consideremos el subconjutno abierto (C0∪P )−{y}. Notemos que, (C0∪
P )−{y} contiene a E. Dado que, E es elemento terminal, entonces existe un
abierto conexo V tal que E ⊂ clX(V ) ⊂ (C0∪P )−{y}, donde bdX(x) = {p}.
Por el Lema 4.24 tenemos que:

X − {p} = V |(X − clX(V )).

Si p /∈ C0 y, como y /∈ clX(V ) y y ∈ C0. Usando la conexidad de C0,
tendŕıamos que C0 ⊂ X − clX(V ), es decir, E ∩ C0 = ∅, lo cual es falso. Por
lo tanto, p ∈ C0 y, además, dado que, x /∈ C0, entonces x 6= p. Por otro lado,
x ∈ E ⊂ clX(V ) = V ∪ {p}, entonces x ∈ V .
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Si p /∈ C, entonces como C − P 6= ∅ tendŕıamos que, C − clX(V ) 6= ∅,
es decir, el conexo C está contenido en el separando X − clX(V ). Además,
C ⊂ clX(C) = {x} ∪ C ⊂ V, ya que p no está en clX(C) y x ∈ clX(C) ∩ V ,
lo cual es contradictorio. Esto prueba que, p ∈ C.

Finalmente, p está en dos C y C0 componentes de X−{x}, lo cual es falso.
La contradicción vino de suponer que no se cumpĺıa que C0 = E − {x}.

4.4.1. Funciones No Alternantes

A continuación, estudiaremos las funciones no alternantes y monótonas,
las cuales tienen la propiedad de respetar separación.

Definición 4.27. Sea X y Y dos espacios T2 con f : X → Y continua y
sobreyectiva. Decimos que f es no alternante si para cada descomposición:

X − f−1(y0) = M |N con y0 ∈ Y

entonces ningún conjunto f−1(y) toca a ambos M y N . Por otro lado, f es
monótona si f−1(y) es conexo para cada y ∈ Y .

En el siguiente ejemplo vemos que la monotońıa y la no alternancia no
son conceptos equivalentes.

Ejemplo 4.28. Existe una función no alternante que no es monótona.

Demostración. Nos fijamos en la proyección del ćırculo unitario sobre el
intervalo [−1, 1] del eje x. No es monótona por que la imagen inversa del 0
es {−1, 1} que no es conexo.

Además, cualquier descomposición tiene sólo dos componentes conexas
y la imagen inversa de todo punto se queda contenido en una y sólo una
componente.

Por otro lado, toda función monótona es no alternante.

Ahora, veremos varias equivalencias de no alternancia que serán más
fáciles de manejar.
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Lema 4.29. Sean X y Y dos espacios topológicos compactos y T2. Las sigu-
ientes condiciones son necesarias y suficientes para que una función continua
f : X → Y sea no alternante. Dada la descomposición:

X − f−1(y0) = M |N con y0 ∈ Y

1) M = f−1(f(M)) y N = f−1(f(N)),

2) Y − {y0} = f(M)|f(N),

3) f(M) ∩ f(N) = ∅,

4) f−1(f(M)) ∩ f−1(f(N)) = ∅.

Demostración. Supongamos que f es no alternante. Para la primera condi-
ción, sea x ∈ M. Entonces f−1(f(x)) intersecta a M, por la no alternancia.
Luego, f−1(f(M)) ⊂ M . La otra contención siempre se cumple, por tanto
M = f−1(f(M)). De forma análogamente se ve que N = f−1(f(N)).

Supongamos 1), por la equivalencia de continuidad mencionada en [22,
(3.1) pág. 496] que dice que, dos conjuntos están separados en Y si sólo si
sus preimágenes también lo están en X. Por la descomposición tenemos que
como M = f−1(f(M)) y N = f−1(f(N)) están separados, entonces f(M) y
f(N) también lo están. Esto prueba 2).

Suponiendo 2), es directo la separación de f(M) y f(N), que prueba 3).

Ahora, supongamos 3) Si:

f(M) ∩ f(N) = ∅,

entonces:

f−1(f(M)) ∩ f−1(f(N)) = f−1(f(M) ∩ f(N)) = f(∅) = ∅.

Finalmente si f−1(y) intrsecta a M y N y como Z ⊂ f−1(f(Z)). Deduci-
mos entonces que f−1(y) toca tanto a f−1(f(M)) como a f−1(f(M)).

Como hab́ıamos mencionado al principio en el siguiente resultado se ob-
serva la importancia de las funciones no alternantes para este caṕıtulo.
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Lema 4.30. Sean X y Y dos espacios topológicos compactos y T2. Sea
f : X → Y una función cerrada y no alternante. Además, f−1(y) con y ∈ Y ,
separa a dos subconjuntos P y Q de X . Entonces y separa a f(P ) y f(Q)
en Y .

Demostración. Supongamos que, los subconjuntos P y Q de X que están
separados por f−1(y) ⊂ X. Entonces:

X − (f−1(y)) = A|B,
donde P ⊂ A y Q ⊂ B.

Notemos que:

f(X − (f−1(y))) = Y − {y} = f(A) ∪ f(B) , f(P ) ⊂ f(A) y f(Q) ⊂ f(B).

Por el Lema 4.29, tenemos que:

X − {y} = f(A)|f(B),

es decir, y separa f(P ) y f(Q) en Y .

Sin necesidad de que f−1 sea continua, la monotońıa de f cumple que
la imagen inversa de conexos es conexa. Enunciaremos a continuación dicho
lema, cuya demostración la podemos encontrar en [4, Teorema 6.1.29, p. 358].

Lema 4.31. Si f : X → Y es una función monótona y cerrada entonces para
cualquier subconjunto conexo C de Y , f−1(C) es conexo en X.

4.4.2. El Orden del Elemento Terminal

De ahora en adelante supondremos que X es un continuo T2 localmente
conexo y f : X → X una función continua y sobreyectiva.

Definición 4.32. Sea E un elemento terminal propio de X. Consideramos
la relación 5E definida en X como sigue: si x, y ∈ X entonces x 5E y si y
sólo si se satisface una de las siguientes condiciones:

1) x ∈ E;

2) x = y;
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3) x separa a E y y en X.

A 5E le llamaremos el orden del elemento terminal en X.

Por definición, si x ∈ X y e ∈ E entonces e 5E x y, además, x 5E x .
Es claro también que si x 5E e, entonces x ∈ E, es decir, E(e) = E. En el
siguiente resultado, mostraremos otras propiedades de la relación 5E.

Teorema 4.33. Sea E un elemento terminal propio de X. Entonces:

1) Para los elementos en el complemento de E, 5E es antisimétrica;

2) Los elementos E son los únicos elementos minimales de X, con respecto
al orden 5E;

3) Dada una cadena C con min(C) ⊂ X − E, se tiene que C ⊂ X − E;

4) Para cualquier x ∈ X, P (x) es cerrado.

5) (X,5E) es un QOTS. Si E es un solo punto, entonces (X,5E) es un
POTS.

Demostración. Supongamos que, x1, x2 ∈ X − E, tales que x1 5E x2 y
x2 5E x1. De la definición de 5E notamos que no podemos usar la primera
condición del orden 5E y si pasa el segundo ya habŕıamos terminado. La
posibilidad que falta analizar es cuando x1 6= x2 y:

X − {xi} = Ai|Bi con E ⊂ Ai y xj ∈ Bi para i 6= j.

Entonces, por el Lema 2.18 sucede que E ⊂ Ai ∪ {xi} ⊂ Bj, por que
xi ∈ Bj y xj /∈ Ai, pero E ⊂ Aj. En vista de esta contradicción, este caso no
es posible. Por lo tanto, sólo tenemos el caso x1 = x2. Esto prueba 1).

Para probar 2), sea x ∈ X tal que x 5E e para algún e ∈ E. Entonces
e 5E x, por la condición 1) de la definición del orden 5E, es decir, todo
elemento de E es minimal. Supongamos que existe y ∈ X fuese minimal.
Tomemos e ∈ E entonces sabemos que e 5E y, por la minimalidad de y
tendŕıamos también que y 5E e, o bien, y ∈ E(e) = E. Por lo tanto, los
elementos minimales sólo están en E.
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En vista de lo anterior, si tenemos una cadena cuyos elementos minimales
están en el complemento de E, implica que la cadena está también fuera de
E. De esta manera probamos 3).

Para probar 4), notemos que, P (x)− (E ∪{x}) es conjunto de los puntos
que separa a x y E, por la definición del orden 5E. Sea p un punto en la
cerradura de P (x) − (E ∪ {x}), que no esté en E ni sea x. Si p /∈ P (x) −
(E ∪ {x}) entonces la componente C de X − {p} que tenga a E, entonces
necesariamente tendrá a x, ya que de no ser cierto:

X − {p} = C|(X − ({x} ∪ C))

seŕıa una separación de E y x.

Pero C puede ser cubierto por abiertos cuya cerradura se quede conteni-
da en C, usando el Lema de la Cadena enunciado en [27, 3.1, p. 30]. Aśı,
obtenemos una cadena finita conexa G en C tal que une a E con x, como la
cerradura de cada eslabón se queda en C entonces p /∈ clX(G) .

Afirmamos que, P (x) − (E ∪ {x}) ⊂ G, de lo contrario, existiŕıa z ∈
(P (x)− (E ∪ {x}))−G, tal que tendŕıamos siguiente separación:

X − {z} = Az|Bz , E ⊂ Az , x ∈ Bz.

Además, G ⊂ X − {z}. Por lo tanto, G se queda en uno sólo de los
separandos, por ser conexo, pero toca a ambos, lo cual es contradición. Esto
prueba que P (x)− (E ∪ {x}) ⊂ G.

Finalmente, clX(P (x)− (E ∪ {x})) ⊂ clX(G) ⊂ X − {p}, contradiciendo
la elección de p. Luego P (x) − (E ∪ {x}) es cerrado. Por lo tanto, P (x) −
(E ∪ {x}) ∪ E ∪ {x} = P (x) es cerrado también.

Como ya vimos 5E es reflexiva. Para probar la transitividad de 5E,
tomemos x 5E y y y 5E z. Claramente para el caso en donde x ∈ E,
tenemos que, x 5 z. Análogamente para la condición 2) del orden 5E .

Por tanto, sólo basta ver el caso cuando se cumple que x separa a E y y,
junto con y separa a E y z.
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Tenemos que:

X − {x} = Ax|Bx con E ⊂ Ax y y ∈ Bx;

X − {y} = Ay|By con E ⊂ Ay y z ∈ By.

Afirmamos que:

X − {x} = Ax|Bx con E ⊂ Ax y z ∈ Bx.

Si z ∈ Ax entonces, por el Lema 2.18 sabemos que Ax ∪ {x} es conexo
y, además, es un subconjunto de X − {y} ya que y ∈ Bx. Por otro lado,
E ⊂ Ay ∩ Ax, esto nos dice que Ax ∪ {x} ⊂ Ay. Luego, z ∈ Ay y z ∈ By, lo
cual es falso. Por lo que la afirmación es cierta.

Para probar que es 5E es semicontinuo, basta notar que P (x) y S(x) son
cerrados para cada x ∈ X.

Si x ∈ E entonces S(x) = X. Por otro lado, si x /∈ E, entonces:

S(x) = {x} ∪ {y : x separa a E y y en X}.
Ahora, si tomamos la componente C de X − {x} que contiene a E. En-

tonces x separa a C de las demás componentes por lo que S(x) = X − C.
Como X es localmente conexo, las componentes de abiertos son abiertas,
dicho resultado se encuentra en [28, Teorema 27.9, pág. 200]. Luego, S(x) es
cerrado.

Por otro lado, P (x) es cerrado por 4). Por lo tanto, 5E es un QOTS.

En el caso donde E es un punto, tenemos que X es un POTS por el
Teorema 2.24.

A continuación daremos condiciones necesarias para que una separación
por un punto x se preserve al quitar f−1(f(x)).

Lema 4.34. Si tenemos que:

X − {x} = A|B

tal que:
A− f−1(f(x)) 6= ∅ 6= B − f−1(f(x))
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entonces:

X − f−1(f(x)) = (A− f−1(f(x)))|(B − f−1(f(x))).

Demostración. Como x ∈ f−1(f(x)), entonces X − f−1(f(x)) ⊂ X − {x}.
Luego:

X − f−1(f(x)) = A− f−1(f(x)) ∪B − f−1(f(x)).

Además, por hipótesis:

A− f−1(f(x)) 6= ∅ 6= B − f−1(f(x)).

Notemos que:

clX
(
A− f−1(f(x))

)
∩ (B − f−1(f(x))) ⊂ clX(A) ∩B = ∅.

Análogamente se observa que:

clX
(
B − f−1(f(x))

)
∩ (A− f−1(f(x))) = ∅.

Por lo tanto:

X − f−1(f(x)) = (A− f−1(f(x)))|(B − f−1(f(x))).

En el siguiente resultado confluyen los resultados de la Subsección 4.4.1
y el orden 5E.

Lema 4.35. Si f es no alternante y f(E) ⊂ E, entonces f preserva el orden.

Demostración. Supongamos que, x 5E y en X. Entonces tenemos los sigu-
ientes casos:

1) Si x ∈ E entonces f(x) ∈ E f(x) 5E f(y), por la definición de 5E.

2) Si x = y entonces f(x) = f(y). Por lo tanto, f(x) 5E f(y).

3) Supongamos que x /∈ E y, además, x 6= y. Entonces por la tercera
condición de 5E, tenemos que x separa a E y y en X :

X − {x} = M |N con E ⊂M y y ∈ N.
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Además, como f(E) ⊂ E y f(x) ∈ X−E, entonces f−1(f(x)) ⊂ X−E.
Por otro lado, y /∈ f−1(f(x)), ya que, f(x) 6= f(y). Por lo tanto:

E ⊂M − f−1(f(x)) y y ∈ N − f−1(f(x)).

Por el Lema 4.34, tenemos que:

X − f−1(f(x)) = (M − f−1(f(x)))|(N − f−1(f(x))).

Notando que f es cerrada, por ser X compacto y T2. Se sigue del
Lema 4.30 que, f(x) separa a f(E) y f(y). Además, f(E) ⊂ E con
E conexo, entonces se queda en el separando que contiene a f(E), es
decir, f(x) 5E f(y).

4.4.3. Teoremas de Subcontinuos y Puntos Fijos en Lo-
calmente Conexos

Sean X es continuo T2 localmente conexo y f : X → X una función con-
tinua y sobreyectiva. El objetivo se centra ahora en encontrar subcontinuos
y puntos fijos acotados fuera de algún elemento terminal E propio de X.

Lema 4.36. Si f : X → X es no alternante con f(E) ⊂ E. Entonces existe
un punto de corte x de X tal que x y f(x) son comparables. Además x puede
ser tomado de tal forma que para alguna y ∈ X se cumple que x �E y y
x �E f(y).

Demostración. Sea f : X → X una función no alternante con f(E) ⊂ E.
Analizaremos los siguientes casos:

1) Si E tiene un punto de corte x entonces x 5E f(x), es decir. x y f(x)
son comparables.

Por la sobreyectividad de f y la Proposición 4.26, existe y ∈ X −E tal
que f(y) ∈ X − E. Luego, x �E y y x �E f(y).
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2) Si E no tiene puntos de corte, nuevamente, podemos tomar y ∈ X −E
tal que f(y) ∈ X − E, por la sobreyectividad y el hecho que que
f(E) ⊂ E. Como E es elemento terminal, entonces existe un sub-
conjunto abierto A de X tal que:

E ⊂ clX(A) ⊂ X − {y, f(y)}

y clX(A)− A = {x}. Por el Lema 4.24, tenemos que:

X − {x} = A|(X − clX(A)).

Notemos que, x �E y y x �E f(y), debido a la tercera condición del
orden 5E. Reescribiendo lo anterior con B = X − clX(A) , tenemos
que:

X − {x} = A|B con E ⊂ A y {y, f(y)} ⊂ B.

Por lo tanto, f(y) ∈ B ∩ f(B). Lo que nos faltaŕıa para demostrar el
lema es que x y f(x) son comparables. Para ello, analizaremos más
casos:

2.1) Si f(x) ∈ clX(B) entonces por la segunda o tercera condición del
orden 5E tenemos que, x 5E f(x).

2.2) Si f(x) ∈ E entonces f(x) 5E x, por la primera condición del
orden 5E .

2.3) Si f(x) ∈ A− E y f(x) no fuera un punto de corte. Por el Lema
4.30, tenemos que f−1(f(x)) no separa en X. Además, usando el
Lema 4.34, se sigue que:

A− f−1(f(x)) = ∅ o B − f−1(f(x)) = ∅,

es decir, f−1(f(x)) contiene a A o a B.

Si B ⊂ f−1(f(x)), entonces f(y) ∈ A. Si A ⊂ f−1(f(x)) entonces
f(x) ∈ E. En ambos casos, obtenemos una contradicción. Por
tanto, f(x) es punto de corte. Afirmamos que:

X − {f(x)} = (f(A)− {f(x)})|(f(B)− {f(x)})
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y

f(A)− {f(x)} 6= ∅ 6= (f(B)− {f(x)}).

Como E ⊂ A y f(x) ∈ X − E ⊂ X − f(E), entonces f(E) ⊂
f(A) − {f(x)} 6= ∅. Además, al ser E conexo y tocar a f(A) −
{f(x)} tenemos que E ⊂ f(A)− {f(x)}.

Como f(x) 6= f(y) ∈ f(B) tenemos que f(B) − {f(x)} 6= ∅.
Finalmente, para ver que (f(A) − {f(x)}) y (f(B) − {f(x)}))
están mutuamente separados, supongamos que existe t ∈ X tal
que:

t ∈ clX(f(A)− {f(x)}) ∩ (f(B)− {f(x)}).

Entonces t ∈ clX(f(A)) ∩ f(B). Recordando que f es no alter-
nante, entonces sólo seŕıa posible que t = f(x). Contradiciendo
que f(x) ∈ A. De forma similar se obtiene que

∅ = clX(f(B)− {f(x)}) ∩ f(A)− {f(x)}.

Si x ∈ f(clX(B)), entonces por la segunda y tercera condición del
orden 5E, tenemos que f(x) 5E x.

Ahora, si x ∈ f(A)− {f(x)} usando el Lema 2.18 en:

X − {f(x)} = (f(A)− {f(x)})|(f(B)− {f(x)})

con

x ∈ f(A)− {f(x)},

X − {x} = A|B con f(x) ∈ A.

Tenemos que clX(B) = B ∪ {x} ⊂ f(A)− {f(x)}. Luego, f(y) ∈
f(A)−{f(x)} lo que es contradictorio, ya que f(y) ∈ f(B)−f(x)
y dichos conjuntos son ajenos.

Por lo tanto sólo es posible que x ∈ f(clX(B)). Esto prueba que,
f(x) y x comparables.
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Antes de demostrar nuestros resultados principales debemos introducir la
noción de acumulación y convergencia para sucesiones de conjuntos en un
espacio topológico.

Definición 4.37. Una sucesión de conjuntos {An}n∈N de X se acumula
en un punto x, si una infinidad de elementos de la sucesión {An}n∈N, inter-
secta cualquier abierto que tenga a x. Denotaremos al conjunto de puntos de
acumulación como ĺım supAn.

La sucesión de subconjuntos {An}n∈N de X converge a x, si todos excep-
to posiblemente una cantidad finita de elementos An, intersecta a cualquier
abierto que tenga a x. Denotaremos al conjunto de puntos de convergencia
como ĺım inf An.

Claramente ĺım inf An ⊂ ĺım supAn y en el caso que ĺım inf An = ĺım supAn,
entonces simplemente denotaremos a dicho conjunto como ĺımAn.

Teorema 4.38. Supongamos que X es un continuo T2 localmente conexo con
un elemento terminal E propio de X. Sea f : X → X una función monótona
y sobreyectiva, tal que f(E) = E. Entonces X contiene un subcontinuo no
vaćıo K que cumple f(K) = K y K es punto de corte o K ⊂ X−E. Además,
ningún punto de X separa a ningún par de puntos en K.

Demostración. Por el Teorema 4.33, X es un QOTS. Además, tenemos que
preserva el orden 5E usando el Lema 4.35, por ser una función monótona y
sobreyectiva. También por el Lema 4.36 existe un punto de corte x ∈ X tal
que x y f(x) son comparables.

1) Si x ∈ E, entonces la Proposición 4.26 dice que tenemos:

X − {x} = (E − {x})|(X − E)

Si f(x) = x , el teorema estaŕıa probado tomando K = {x}.

De lo contrario, tenemos que f(x) ∈ E−{x} porque f(E) = E. Luego,
por la Proposición 4.25, f(x) no es punto de corte. Usando que f es
una función no alternante y el Lema 4.30:

E − {x} ⊂ f−1(f(x)) o bien X − E ⊂ f−1(f(x)).
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Si E − {x} ⊂ f−1(f(x)), tendŕıamos que f(E) = {f(x)} ⊂ E − {x},
contradiciendo que f(E) = E. Por otro lado, si X−E ⊂ f−1(f(x)), nos
diŕıa que f(X) = E, lo cual es falso, ya que f(X) = X y X − E 6= ∅.
Por lo tanto, si x ∈ E, entonces f(x) = x con lo que habŕıamos probado
el teorema.

2) Ahora consideraremos el caso donde x ∈ X − E.

2.1) Supongamos que, x 5E f(x). Como X es un QOTS compacto,
entonces sus cadenas maximales son compactas. Además, por el
inciso 3) del Teorema 4.33, tenemos que la orb(x, f) está acotada
fuera de E. Usando el Teorema 4.18, con e ∈ E, tenemos que
existen x0 ∈ X−E(e) = X−E y un conjunto no vaćıo K ⊂ E(x0)
tal que f(K) = K. Por el inciso 1) del Teorema 4.33, E(x0) =
{x0}. Por lo tanto, K = {x0}. Esto probaŕıa el teorema presente,
para este caso.

2.2) Si f(x) �E x, consideramos la separación del caso 2) del Lema
4.36:

X − {x} = A|B.

Donde A es la componente de X−{x} que tiene a E. Si f(x) ∈ B,
entonces x 5E f(x) lo cual diŕıa, por el inciso 1) del Teorema 4.33
que f(x) = x, lo cual es falso. Esto prueba que, f(x) ∈ A.

Además, por el Lema 4.36, x puede ser tomado tal que exista
b ∈ X con b, f(b) ∈ B. Notemos que para cualquier entero positivo
n

X − f−n(x) = f−n(A)|f−n(B).

Dado que, f es monótona:

f−1(clX(B)) = clX
(
f−1(B)

)
= f−1(B) ∪ f−1(x),

deducimos por el Lema 4.31 que f−1(clX(B)) es conexo. Entonces
tenemos lo siguiente:

X − f−1(x) = f−1(A)|f−1(B) con x ∈ f−1(A),
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X − {x} = A|B con f(x) ∈ A y {b, f(b)} ⊂ B,

entonces el Lema 2.18 nos dice que f−1(clX(B)) ⊂ B.

Por otro lado,

clX(A) ⊂ X −B ⊂ X − f−1(B) ⊂ f−1(A).

Luego, si n � m tenemos

f−n(clX(A)) ⊂ f−m(A).

ComoX es compacto, afirmamos que ĺım sup f−n(x) 6= ∅. Para ello
tomemos yi ∈ f−i(x) 6= ∅, dicha sucesión al estar en un compacto
tiene una subsucesión convergente a x0 en X. Y dicho punto resulta
ser de acumulación de la familia de conjuntos {f−n(x)}n∈N, por lo
que x0 ∈ ĺım sup f−n(x).

Ahora, observaremos que ĺım sup f−n(x) = ĺım inf f−n(x). De no
ser cierto, tendŕıamos que existe x0 ∈ (ĺım sup f−n(x))−(ĺım inf f−n(x)).
Luego, por la conexidad local existe un abierto conexo U que tiene
a x0 tal que para cada N entero positivo con f−N(x) ∩ U 6= ∅,
habŕıa m 
 N de tal forma que f−m(x) ∩ U = ∅.

Entonces, U ⊂ f−m(A) o U ⊂ f−m(B) por la separación que
vimos. Pero f−N(x) ∩ U 6= ∅ y

f−N(x) ⊂ f−N(clX(A)) ⊂ f−m(A),

entonces U ⊂ f−m(A).

Por lo tanto, para cualquier p 
 m tendiŕıamos

U ⊂ f−m(A) ⊂ f−p(A),

es decir, f−p(x) ∩ U = ∅, contradiciendo que x0 ∈ ĺım sup f−n(x).

A continuación, veremos que ĺım f−n(x) es un continuo. Clara-
mente es cerrado y por lo tanto, compacto. Supongamos que ex-
isten dos cerrados ajenos no vaciós P y Q, tales que:

ĺım f−n(x) = P |Q,
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Como X es T4 entonces hay abiertos disjuntos U y V que contienen
a P y Q respectivamente. Podemos además suponer que hay un
entero positivo m tal que

f−m(x) ∩ U 6= ∅ 6= f−m(x) ∩ V.

Como f−m(x) es conexo por el Lema 4.31, podemos escoger una
sucesión de yn con n = m,m + 1, ... tal que yn ∈ f−n(x) − (U ∪
V ). Claramente dicha sucesión se acumula en y0 ∈ X − (U ∪ V )
contradiciendo que ĺım f−n(x) ⊂ U ∪ V .

Esto prueba que, ĺım f−n(x) es un continuo.

Veamos que ningún punto separa al ningún par de puntos de
ĺım f−n(x). De lo contrario, existiŕıa a ∈ X y p, q ∈ ĺım f−n(x)
tal que:

X − {a} = P |Q y p ∈ P , q ∈ Q.

Como {f−n(x)}n∈N converge a p y q, entonces hay un entero posi-
tivo N tal que f−m(x) toca tanto a P como a Q para m ≥ N. Por
la conexidad de f−m(x), tenemos que:

a ∈
⋂
m≥N

f−m(x).

Luego, x = fN+1(a) = f(x) contradiciendo nuestra suposición de
que f(x) �E x.

Afirmamos que, f(ĺım f−n(x)) ⊂ ĺım f−n(x). Tomemos y0 = f(x0)
con x0 ∈ ĺım f−n(x) y un abierto U tal que tenga a y0. Observemos
que x0 ∈ f−1(U). Por lo tanto, existe un entero positivo N tal que
para toda m ≥ N :

f−m(x) ∩ f−1(U) 6= ∅.

Por lo tanto:

∅ 6= f(f−m(x) ∩ f−1(U)) ⊂ f 1−m(x) ∩ U,
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es decir, y0 ∈ ĺım f−n(x).

Finalmente, usando el Corolario 4.14 observamos que:

K =
⋂
i∈N

f i(ĺım f−n(x))

es un continuo no vaćıo y ningún punto separa a ningún par de
puntos de K en X. Como K ⊂ ĺım f−n(x) ⊂ f−1(clX(B)) ⊂ B,
para cada n ∈ N, concluimos que:

K ⊂ X − clX(A) ⊂ X − E.

Corolario 4.39. Si se satisfacen las condiciones del Teorema 4.38 con E =
{p}, donde p es un punto final, entonces K ⊂ X − E.

Demostración. Tomemos y ∈ X − {p} tal que f(y) ∈ X − {p} y tenemos
que f(p) = p.

Como p es un punto final entonces existe un abierto A de X que tiene a
p tal que :

E ⊂ clX(A) ⊂ X − {y, f(y)}

y clX(A)− A = {x}. Usando el Lema 4.24, tenemos que:

X − {x} = A|(X − clX(A))

y que x 6= p. Entonces siguiendo el caso 2) del Lema 4.36, x y f(x) son
comparables. Además, x �p y y x �p f(y).

Por el Teorema 4.38, X contiene un subcontinuo no vaćıo K tal que
f(K) = K y K ⊂ X − {p}.

Con la maquinaria construida llegamos al teorema más importante del
caṕıtulo, el Teorema de Schweigert [20] y Wallace [21], encunciado a conti-
nuación.
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Teorema 4.40. Sea X un continuo T2 localmente conexo con un elemento
terminal E propio de X que no es punto de corte. Si f es un homeomorfismo
de X sobre śı mismo, tal que f(E) = E, entonces f tiene un punto fijo x0

en el complemento de E.

Demostración. Por el Lema 4.35 f y f−1 preservan orden 5E . Además, por
el Lema 4.36, hay un punto de corte p en X tal que p y f(p) son comparables.

El primer incisio de la demostración del Teorema 4.38 nos dice que si
p ∈ E, entonces f(p) = p. Si p no está en E, entonces tenemos que f(p) 5E p
o p 5E f(p).

Si p 5E f(p) por el inciso 2.1) del Teorema 4.38, existe un punto fijo x0

contenido en X − E.

Si f(p) 5E p usando un razonamiento análogo, para f−1 tiene un punto
fijo en el complemento de E.

Veremos que la condición de que f sea un homeomorfismo del Teorema
4.40 no se puede cambiar por la propiedad de ser monótona, con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.41. Existen un continuo T2 localmente conexo con un punto final
e y f : X → X una función continua, monótona y sobreyectiva que sólo fija
a e.

Demostración. Sea X el conjunto de puntos (x, y, z) ∈ R3 tales que z ∈
[0, 2], y satisfacen

x2 + y2 + z2 = 1 si z ∈ [0, 1],

x = 0 = y si z ∈ [1, 2].

Tenemos queX es una semiesfera unitaria con un arco unitario en (0, 0, 1).
Por lo tanto, X es un continuo T2 localmente conexo y e = (0, 0, 2) es punto
final.

Definimos f : X → X como:
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1)

f(x, y, z) =

(
−(1− 4z2)

1
2x

(x2 + y2)
1
2

,−(1− 4z2)
1
2y

(x2 + y2)
1
2

, 2z

)
si z ∈ [0,

1

2
],

2)

f(x, y, z) = (0, 0, 2z) si z ∈ [
1

2
, 1],

3)
f(x, y, z) = e si z ∈ [1, 2].

Para ver que está bien definida, basta analizar 1). Al evaluar un punto (x, y, z)
en X, tenemos:

f(x, y, z) =

(
−(1− 4z2)

1
2x

(1− z2)
1
2

,−(1− 4z2)
1
2y

(1− z2)
1
2

, 2z

)
.

Al elevar al cuadrado cada coordenada obtenemos:

(1− 4z2)x2

1− z2
+

(1− 4z2)y2

1− z2
+ 4z2

Factorizando y usando la definición de X :

(1− 4z2)(x2 + y2)

1− z2
+ 4z2,

= (1− 4z2) + 4z2 = 1.

En cada uno de sus tres intervalos de definición es continua, el único que
necesitaŕıa argumentación es el 1) por su denominador, pero no puede ser
cero por la construcción del objeto mismo. Además, cuando z = 1

2
tenemos

f(x, y, 1
2
) = (0, 0, 1) valen lo mismo en los dos primeros casos. Cuando z = 1,

entonces f(x, y, 1) = (0, 0, 2), toman el mismo valor en los dos últimos casos.

Luego, f es continua y claramente f(e) = e. Ahora notemos que la pre-
imagen de cualquier punto es conexo.

Para z ∈ [0, 1], tenemos que:

f−1(x, y, z) =

{(
(1− z2

4
)x

(1− z2)
1
2

,
(1− z2

4
)y

(1− z2)
1
2

,
z

2

)}
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es un punto. Al igual que f−1(e) = {e}.

Para z ∈ (1, 2) es la circunferencia que resulta de cortar a la semiesfera
unitaria con el plano paralelo al plano xy que pasa por z = 2.

Si en el caso 1) dejara puntos fijos implicaŕıa que z = 0 = x = y, lo cual
no se encuentra en X, y por tanto, nos lleva a una contradicción. Para el caso
2) implicaŕıa que z = 0, que también es una contradicción, por el intervalo
de definición. Finalmente sólo e es punto fijo de f .

Se puede observar que K = {(x, y, 0) ∈ X} es un subcontinuo que queda
fijo bajo f , tal como afirma el Teorema 4.38.

Las técnicas empleadas para demostrar el Teorema 4.38 dependen fuerte-
mente de la conexidad local. G. E. Schweigert mostró en [20] que si X es un
continuo separable y semilocalmente conexo con un elemento terminal E, y
f un homeomorfismo que deja fijo a E, entonces existe un subcontinuo fijo
K distinto de E, tal que ningún par de puntos de K es separado por ningún
punto de X. A. D. Wallace demuestra en [21] que la conexidad semilocal y
separabilidad pueden omitirse y que, en prescencia de conexidad local, K es
un punto.

Una pregunta que surge de este estudio es que si el Teorema 4.38 sigue
siendo válido si se quita la hipótesis de conexidad local. Los métodos em-
pleados en esta tesis parecen adecuados para atacar dicha conjetura.
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Topoloǵıa ∗∗, Editorial Alhambra, Madrid, España, 1979.

[19] J. Margalef Roig, E. Outelero Domı́nguez y J. L. Pinilla Ferrado,
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