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Prefacio

En este trabajo se interrelacionan dos estructuras matematicas: la de es-
pacio topoldgico y la de orden. Recordemos que una relacion en un conjunto
X, es un subconjunto del producto cartesiano X x X. Existen varios tipos
de relaciones y, en la Seccién 1.2, estudiamos algunas de ellas, siendo la mas
general la relacién de casi orden (ver Definicién 1.1). Como se mostrard, al
interrelacionar estas dos estructuras, podemos generalizar nociones topolégi-
cas como la cerradura de un conjunto (Subseccién 1.3.3) y los axiomas de
separacion.

En la Seccién 1.4 damos la definicion de casi orden semicontinuo y de
casi orden continuo (ver definiciones 1.28 y 1.29). Posteriormente indicamos
que la semicontinuidad de un casi orden, generaliza el axioma de separacion
T}, mientras que la continuidad de un casi orden, generariza el axioma de
separacion T5. En la Secciéon 1.5 presentamos otras propiedades, impuestas
en un casi orden, bajo las cuales se generalizan los axiomas de separacién T3,
Tsé y Ty. Entre otras propiedades que mostramos, hacemos ver que se puede

generalizar el Lema de Urysohn (ver Subseccién 1.5.4).

Conviene indicar que en la Seccién 1.5, se prueban los teoremas 1.59 y
1.60 los cuales son nuevos, hasta donde hemos podido investigar.

La teoria desarrollada nos permite estudiar, en la Subseccién 1.5.5, la
clase de los espacios topoldgicos compactos y Th, que poseen un casi orden
continuo. Aunque en la literatura dichos espacios ya han sido estudiados,
hasta donde hemos podido investigar, no reciben un nombre especial. En
este trabajo proponemos llamarlos espacios compactos casi ordenados, por
estar relacionados con los espacios compactos ordenados estudiados por L.
Nachbin en [15, pdg. 52].
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Conviene indicar que los teoremas 1.71, 1.72 y 1.73, que aparecen en la
Subseccion 1.5.5, son nuevos.

En el Capitulo 2, estudiamos dos clases de espacios topolégicos con una
estructura de orden. Por sus siglas en inglés, los llamamos QOT'S y POTS.
Los primeros son espacios topolégicos con un casi orden semicontinuo y, los
segundos, son QOTS con un orden parcial. Bajo ciertas condiciones, los
QOT'S son espacios compactos casi ordenados. En la Seccién 2.2, mostramos
que los POT'S son espacios T} y que los POT'S con orden parcial continuo son
T,. Posteriormente, en la Seccion 2.3, se considera la nocion de cadena, la cual
es importante en este trabajo. También se estudian las cadenas maximales
y, entre otros resultados, se prueba que en un QOT'S toda cadena maximal
es cerrada (Lema 2.10). Utilizando este resultado se muestra que los QOT'S
compactos, admiten elementos maximales y minimales (ver Teorema 2.13).

Como una aplicacién de los resultados obtenidos, en la Seccion 2.3.2,
vemos que todo continuo 77 tiene al menos dos puntos que no son de corte.
Al respecto damos dos demostraciones de este resultado. La primera (ver
Teorema 2.20), sigue la idea bdsica que se estudia en los cursos de Teorfa de
Continuos, mientras que la segunda (Teorema 2.29) no es usual y, desde un
principio, utiliza la interrelacion entre un espacio topoldgico y una estructura
de orden.

En la Seccion 2.5, generalizamos las nocién clasica de convexidad para
subconjuntos de R, a conjuntos con un casi orden. Entre otros resultados,
mostramos en el Teorema 2.35, que los espacios compactos casi ordenados,
satisfacen esta nocién general de convexidad.

Es importante comentar que, cuando interrelacionamos una estructura
topoldgica con una de casi orden, la topologia no necesariamente esta definida
en términos del casi orden, como sucede con la topogia del orden, la cual
estudiamos en el Capitulo 3, tanto para espacios que admiten un casi orden,
como para aquellos que tienen un orden total. El resultado més importante
del Capitulo 3, es el Teorema 3.19. La demostracién que aqui presentamos,
aunque larga pues hemos optado por escribirla a detalle, es mas sencilla
que la orginalmente presentada en [25]. En esencia en el Teorema 3.19 se
dan condiciones bajo las cuales las cadenas maximales en un QOT'S son
compactas. Més adelante, en la Seccién 3.6, damos condiciones bajo las cuales
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las cadenas maximales en un POT'S son conexas.

En el ultimo capitulo se presenta un resultado nuevo para la Teoria del
Punto Fijo, en la Proposicién 4.13. Usado para mostrar que en los espacios
QOTS, T, con cadenas maximales compactas, las funciones continuas de
dichos espacios en si mismos que preservan orden, dejan un conjunto fijo
(Teorema 4.15). Cuando el orden es parcial tenemos un teorema de punto
fijo (Corolario 4.16). Después se introduce la nocién de elemento terminal,
estudiado por A. D. Wallace en [23], que resulta ser una generalizacién de la
de punto final. Finalizamos mostrando que en la clase de los continuos 75 y
localmente conexos, los homeomorfismos de ellos en si mismos que dejan fijo
a un elemento terminal, también dejan fijo a un punto en el complemento de
dicho elemento (Teorema 4.40).

Para entender el presente trabajo, se requieren conocimientos de Topologia
General. En particular, las nociones de compacidad, conexidad y puntos de
corte. Hemos procurado que la tesis sea lo mas autocontenida posible y, cuan-
do enunciamos un resultado sin demostracién, damos una referencia adecua-

da.



Capitulo 1

Ordenes Topoloégicos

1.1. Introduccidon

En este capitulo trabajaremos con estructuras de orden asociadas a un
conjunto. Posteriormente veremos una forma no usual de relacionar el orden
con la topologia de un conjunto. En el proceso, obtendremos axiomas simi-
lares a los de separacién. Incluso varios resultados clasicos de la Topologia
General, que involucran los axiomas de separacién, seran consecuencia de
los que estudiaremos. Uno en particular serd el Lema de Urysohn, el cual
generalizaremos en la Subseccién 1.5.4.

Durante todo este trabajo, las letras N,Z y R representaran a los con-
juntos de los ntmeros naturales, de los niimeros enteros y de los niimeros
reales, respectivamente. Si X es un conjunto, entonces P(X), representara al
conjunto potencia de X. Si X es un espacio topolégico y A C X, entonces
los simbolos clx(A), intx(A) y bdx(A) denotardn la cerradura, el interior y
la frontera de A en X, respectivamente. La cardinalidad de un conjunto A se
denotard por por |A|.

1.2. Estructuras de Orden

En la presente seccion definiremos varios tipos de orden y propiedades
respecto a los antecesores y sucesores. Recordemos que una relacion en un
conjunto X, es un subconjunto < del producto cartesiano X x X. Recordemos
también que la pareja (X, <) indica que < es una relacién en el conjunto X. Si
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(a,b) €L, es comun escribir a < by decir que a es un antecesor o predecesor
de b, y que b es un sucesor o posterior de a. Si < es una relacién en X y
a,b € X, decimos que a estd relacionado con b bajo <, si a < b. Si a ;ﬁ b,
entonces decimos que a no estd relacionado con b, bajo <.

De acuerdo a las propiedades que cumplen los elementos que estan relacio-
nados, las relaciones se dividen en varios tipos. En esta seccién estudiaremos
cinco de ellas.

Definicién 1.1. (X, <) es un conjunto casi ordenado si se cumple que:
1) a £ a, para toda a € X;
2) para cada a,b,c € X, sia < byb< e entonces a < c.

Si (X, ) es un congunto casi ordenado, decimos que < es un casi orden
en X.

Para simplificar, si (X, <) es un conjunto casi ordenado, diremos que el
par (X, <), o bien que el conjunto X, es un COCO. Cuando una relacién <
en un conjunto X satisface la propiedad 1) de la Definicién 1.1, decimos que
es reflexiva y, cuando satisface la propiedad 2), decimos que es transitiva.
Por tanto, un casi orden en X es una relacién reflexiva y transitiva en X. La
nocién de casi orden, también llamada de preorden, fue dada en 1948 por G.
Birkhoff en [2], aunque con el nombre de conjunto ordenado, fue considerado
en 1937 por H. MacNeille en [9].

Definicién 1.2. (X, =) es un conjunto dirigido si se tiene que:
1) (X,2) es un COCO;
2) para cada a,b € X, existe c € X tal quea < c yb =< c.
Si (X, ) es un conjunto dirigido, decimos que < es una direccion en X.
Definicién 1.3. (X, =) es un conjunto parcialmente ordenado si:
1) (X,2) es un COCO;
2) para cada a,b € X, sia b yb= a, entonces a = b.

Si (X, £) es un conjunto parcialmente ordenado, decimos que < es un orden
parcial en X.
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Si (X, =) es un conjunto parcialmente ordenado, diremos que (X, <), o
bien que el conjunto X, es un COPO. Cuando una relacién < en un conjunto
X, satisface la propiedad 2) de la Definicién 1.3, decimos que es antisimétrica.
En éstos términos un orden parcial es un casi orden antisimétrico.

Se considera que la nocién de conjunto parcialmente ordenado tiene su
origen en los trabajos que realizé G. Boole, en el siglo XIX, cuando traté de
axiomatizar la 16gica proposicional. G. Birkhoff menciona en [2, p. 1], que
la nocién de conjunto parcialmente ordenado, aparece en forma fragmentada
en los trabajos que realizé G. Leibniz alrededor de 1690. También en [2, p.
1], G. Birkhoff da otras referencias en donde se utiliza esta nocién y propone
llamarlos posets (como es comun ahora ver este nombre en los textos en
inglés).

Definicién 1.4. (X, <) es un conjunto casi totalmente ordenado si
pasa que:

1) (X,2) es un COCO;
2) para cada a,b € X, se cumple que a < b o bien b < a.

Si (X, =) es un congunto casi totalmente ordenado, decimos que < es un casi
orden total en X.

Si (X, <) es un conjunto casi totalmente ordenado, diremos que el par
(X, £), o bien que el conjunto X, es un COCTO. Si < es una relacién en un
conjunto X y a,b € X, decimos que a y b son comparables bajo < sia < bo

bien b < a. En éstos términos, (X, <) es un COCTO si es un COCO en el
que cualesquiera dos de sus elementos son comparables bajo <.

Definicién 1.5. (X, <) es un conjunto totalmente ordenado si pasa
que:

1) (X,2) es un COPO;
2) para cada a,b € X, se cumple que a < b o bien b = a.

Si (X, ) es un conjunto totalmente ordenado, decimos que = es un orden
total en X.
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Si (X, =) es un conjunto totalmente ordenado, diremos que el par (X, <),

o bien que el conjunto X, es un COTO. Tenemos asi el siguiente diagrama,
en donde las flechas se deben leer como “implica”.

COTO ——=COPO

| |

coCcTO —COCO

También todo conjunto dirigido es un COCQO vy, como probaremos a con-
tinuacion, todo COCTO es un conjunto dirigido.

Teorema 1.6. Todo COCTO es un conjunto dirigido.

Demostracion. Como ambas estructuras son COCO basta ver que se cumple
la segunda propiedad de conjunto dirigido. Sean (X, <) un COCTO y a,b €
X. Como X es un COCTO, a <bo bien b < a. Sin perdida de generalidad,
supongamos que a < b. Entonces ¢ = b es un elemento de X tal que a S cy
b < c. Esto nos indica que X es un conjunto dirigido. O

Vamos ahora a mostrar que los cuatro conceptos, indicados en el diagrama
anterior, no son equivalentes.

Ejemplo 1.7. Eziste un COCTO que no es un COPO.

Demostracién. Sea X = {—1,1}. Definimos en X la relacién < como sigue:
si a,b € X entonces a < b siy s6lo si alb; es decir, si y sélo si a divide a
b. Por tanto, (X, <) es un COCTO ya que alb para todo a,b € X, lo que
implica que es reflexiva, transitiva y todos sus elementos estan relacionados.
Pero 1| — 1, —1|1 y —1 # 1, es decir que X no es un COPO. ]

Como todo COCTO es un COCO, el ejemplo anterior es también un
COCO que no es un COPO. Como todo COTO es un COPOQO, el ejemplo

anterior es, a su vez, un COCTO que no es un COTO y un COCO que no
es un COTO.

Ejemplo 1.8. Eziste un COPO que no es un COCTO. También existe un
conjunto dirigido que no es un COCTO.

Demostraciéon. Sea X un conjunto con més de un elemento. Consideremos
en P(X), el conjunto potencia de X, la relacién < definida como sigue: si
A, B € P(X), entonces A < B siy sélo si A C B. Es claro que (P(X), =) es
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un COPO. Si, ademés, A, B € P(X), entonces C' = AU B es un elemento de
P(X) tal que A < C'y B < C. Por tanto (P(X), <) es un conjunto dirigido.
Tomemos ahora a,b € X con a # b. Entonces {a}, {b} son dos elementos de
P(X) y no se cumple que {a} < {b} ni que {b} < {a}. Por tanto (P(X), =)

no es un COCTO. O

Como todo COPO es un COCO, el ejemplo anterior es también un
COCO que no es un COCTO. Puesto que todo COTO es un COCTO,
el ejemplo anterior es, a su vez, un conjunto dirigido que no es un COTO.
Notemos que el par (N, <), donde < es el orden usual en N, es un COTO.

Ejemplo 1.9. Eziste un COPO que no es un COTO.

Demostracién. Si | es la relacién de divisibilidad en N, entonces el par
(N, |) es un COPO que no es un COTO. O

Ejemplo 1.10. Existe un conjunto dirigido que no es un COPO ni un COC-
TO.

Demostracién. En Z la relacién < definida como a £ b si y sélo si alb, es
decir si y sélo si a divide a b, es un conjunto dirigido ya que, dados a,b € Z,
tenemos que ab € Z cumple que alab y blab. Ademés, (Z,<) es un COCO.
Usando el mismo razonamiento que en el Ejemplo 1.7, tenemos que (Z, <)
no es COPO. Como 2,3 € 7,312y 213, (Z,<) no es un COCTO. O

Ejemplo 1.11. Ezxiste un COPO que no es un conjunto dirigido.

Demostracién. Sea X = {2, 3}, nuevamente con la relacién de divisibilidad.
Notemos que alb en X si y s6lo si a = b, por lo que (X,]|) es un COPO.
Pero para 2,3 € X no existe un elemento en X que sea multiplo de ambos.
Entonces (X, |) no es un conjunto dirigido. O

Como todo COPO es un COCO, el ejemplo anterior es también un
COCO que no es un conjunto dirigido. Terminamos la presente seccion, in-
troduciendo un orden que usaremos en este trabajo con cierta frecuencia.

Definicién 1.12. Sean X un conjunto y < la relacion en X definida, para
a,b e X, como sigue:

a<b siysdlosi a=Dbh.
Entonces < se llama el orden discreto en X.

Si < es el orden discreto en X, entonces (X, =) es un COPO.
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1.3. Predecesores y Sucesores

1.3.1. Definiciones

Vamos ahora a definir tres conjuntos que seran muy importantes.

Definicién 1.13. Si (X, =) es un COCO y A C X, entonces :
P(A)={y € X:y <z para algin x € A},

es el conjunto de los predecesores de A. Ademds :
S(A) ={y € X:x <y para algin x € A}

es el conjunto de los sucesores de A y E(A) = P(A)NS(A) es el conjunto
de los equivalentes de A.

Si (X,S) es un COCO y A = {a}, para alguna a € X, entonces, por
simplicidad, denotaremos a los conjuntos P(A), S(A) y E(A), por P(a),
S(a) y E(a), respectivamente. Aunque es posible definir los conjuntos P(A),
S(A) y E(A) suponiendo tan solo que < es una relacién en X, procederemos
como lo hemos indicado en la definicién anterior.

Si (X,S)esun COCO y A C X, es facil notar que A es un subconjunto
de P(A), de S(A) y de E(A). Cuando se cumple la igualdad entre Ay P(A),
o bien entre A y S(A), el conjunto A recibe un nombre especial, segin se
indica en la siguiente definicién.

Definicién 1.14. Supongamos que (X, <) es un COCO y que A C X. Si
A = P(A), entonces A se llama decreciente. Si A = S(A), entonces A es
creciente. Decimos que A es mondtono si A es decreciente o bien cre-
ciente.

En ocasiones, a los conjuntos crecientes se les llama mondtonos crecientes
o bien conjuntos superiores, mientras que a los decrecientes se les conoce
como conjuntos mondtonos decrecientes o bien conjuntos inferiores. Si < es
el orden discreto en X y A C X, entonces P(A) = Ay S(A) = A. Es decir,
con el orden discreto, todo subconjunto de X es tanto decreciente como
creciente. Mas adelante, en la Seccién 2.5, estudiaremos la situacion en la
que F(A) = A se cumple. Podemos, por el momento, indicar lo que sucede
cuando F(a) = {a}, para cada a € A.
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Teorema 1.15. Supongamos que (X, <) es un COCO. Entonces < es anti-
simétrica si y sélo si E(a) = {a}, para cada a € X.

Demostracién. Supongamos primero que < es antisimétrica. Sean a € X
y b € E(a). Entonces b < a 'y a £ b, de donde a = b. Por tanto E(a) C {a}.
Como también {a} C E(a), resulta que F(a) = {a}.

Supongamos ahora que F(a) = {a}, para cada a € X. Sean a,b € X tales
que a £ by b= a. Entonces b € P(a) N S(a) = E(a) = {a}, de donde b = a.
Esto prueba que < es antisimétrica. ]

El teorema anterior también dice que si X es un COCO, entonces X es
un COPO siy sélo si E(a) = {a}, para cada a € X. Para la relacién del
Ejemplo 1.7, tenemos que F(1) = {—1,1}.

1.3.2. Resultados Fundamentales

Mostraremos ahora una serie de resultados sobre los conjuntos crecientes,

decrecientes y equivalentes. Supondremos, durante el resto de la presente
seccion, que (X, <) es un COCO.

Teorema 1.16. A C X es creciente (respectivamente, decreciente) si y sdlo
si X — A es decreciente (respectivamente, creciente).

Demostracién. Primero supongamos que A = S(A). Tomemos un elemento
y € P(X — A). Entonces y < x para algin x € X — A. Ahora si suponemos
que y € A entonces, como y £ xy A = S(A), tenemos que x € S(A) = A.
Esto es una contradiccidn, asi que y € X — A. Luego P(X — A) C X — A.
Como la otra contencién es cierta, tenemos que X — A = P(X — A). Por
tanto, X — A es decreciente. Una prueba similar hace ver que si X — A es
decreciente, entonces A es creciente. Por tanto A es creciente si y sélo si
X — A es decreciente. [

Por dualidad, A es decreciente si y s6lo si X — A es creciente. Ahora vamos
a probar que la operacion de tomar predecesor, preserva la contencion y la
union.
Teorema 1.17. Sean A C B C X y {U,: o € T'} una familia de subconjun-

tos de X. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1) P(A) C P(B);
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2) P (User Ua) = Uger P(Ua);

3) P (ﬂaGF ) - maEF p<U )
Demostracién. Si ©z € P(A), entonces < y para algin y € A. Como

A C B, y es un elemento de B tal que z < y. Luego z € P(B) vy, asi,
P(A) C P(B). Esto muestra 1).

Para probar 2), tomemos primero x € P (Uaer Ua) . Entonces x < y para
algtin y € J,cp Ua- Luego existe o/ € I tal que y € Uy y, ast:

r e P(Ux) C | JP(U
ael
Esto prueba que P (Uuer Ua) € Uger P(Us). Notemos ahora que Us C

Uaer Ua, para cada 8 € I'. Entonces, por 1), P(Us) C P (U,er Ua) , para
toda 8 € T'. Luego |, r P(Us) C P (Uyer Ua) - Esto prueba 2).

Para ver 3) notemos primero que (), .p Us C Ug, para cada 3 € I'. Luego,
por 1), P (Nuer Ua) C P(Ug), para toda 3 € I'. Entonces P ((,ep Ua) C
Nocr P(Us). Esto prueba 3). O

La otra contencién del inciso 3) del Teorema 1.17, no siempre se cumple.
Para ver esto, consideremos el par (R, <), donde < es el orden usual en R.
Es claro que (R, <) es un COCO. Sean U; = {0} y Uy = {1}. Entonces
P(U;NUy) = P(0) =0, pero 0 € P(Uy) N P(Us). Por tanto,

P(U)NP(Us) € P(ULNUy).

Corolario 1.18. Si{U,: a € I'} es una familia de subconjuntos decrecientes
de X, entonces |J,er Ua ¥ (Noer Ua s0n decrecientes.

Demostracién. Como P(U,) = U,, para cada a € I', usando las propieda-
des 2) y 3) del Teorema 1.17, tenemos que:

P(U Ua> =JPW.) = Va

a€el ael a€el
y que:
P<ﬂUa> c () PWU.) = ﬂUaCP<ﬂUa>.
aecl’ ael’ ael’ aecl’
Esto muestra que |J,.p Ua ¥ [per Ua son decrecientes. O
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Para los sucesores tenemos los siguientes resultados, cuyas demostraciones
son andalogas al teorema y corolario anteriores.

Teorema 1.19. Sean A C B C X y {U,: o € T'} una familia de subconjun-
tos de X. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1) S(A) C S(B);
2) S (UaeF Ua) = UaeF S(Ua)§
3) S (Muer Ua) € Nuer S(Ua).

Corolario 1.20. Si {U,: a € I'} es una familia de subconjuntos crecientes
de X, entonces | cr Ua ¥ (Naer Ua s0n crecientes.

Los corolarios 1.18 y 1.20 se utilizaran con frecuencia a lo largo de este

trabajo, en muchos casos sin hacer referencia a ellos.

Notemos ahora que si A C B C X, entonces
E(A)=PA)NS(A) Cc P(B)NnS(B) = E(B).

Por tanto, la propiedad 1) de los Teoremas 1.17 y 1.19, se satisface para el
conjunto de los equivalentes. Como se enuncia en el siguiente resultado, la
propiedad 3) de dichos teoremas también se satisface para el conjunto de los
equivalentes, pero no asi la propiedad 2).

Teorema 1.21. Sean A C X, B C X y {U,: o € I'} una familia de subcon-
juntos de X. Entonces

E(ﬂUa>CﬂE(Ua) y UE(UQ)CE(UUQ>.

acl acl’ acl acl
Sin embargo, no siempre pasa que E(AU B) C E(A)U E(B).

Demostracion. Para ver la primera parte, basta notar que:

#(00) -r(0e) s () < (Qrew)o(0e)
= () (P(U.) NS(U) = () E(U.).

ael ael
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Para mostrar la segunda parte, tomemos = € . £(U,). Entonces existe
o €T tal que x € E(Uy). Luego z € P(Uy) N S(Uy), por lo que existen
z,w € Uy tales que z < x < w. Notemos que z y w son elementos de |J o Ua
tales que z < x < w. Por tanto,

xEP(UUQﬂS(UMJzE(UUQ.

acl’ ael ael

Esto prueba que [, E(Us) C E (Uyer Ua) - La contencion E (U, Ua) C
Uaer £(Us) no es cierta en general. Para ver esto, consideremos el par (N, <),
donde < es el orden usual en N. Es claro que (N, <) es un COCO. Sean
A= {1}y B ={3}. Entonces 2 € E({1,3}) = E(AUB), pero 2 ¢ E({1})U
E({3}) = E(A) U E(B). Por tanto, E(AU B) € E(A) U E(B). O

Ahora probaremos el siguiente resultado.
Teorema 1.22. Si A C X, entonces P(A) es decreciente y S(A) es creciente.

Demostracién. Sea x € P(P(A)), entonces existe y € P(A) tal que x < .
Como y € P(A), existe a € A tal que y < a. Por transitividad concluimos que
x £ a, es decir, x € P(A). Por lo tanto P(P(A)) C P(A) y, como la otra con-
tencién siempre se cumple, tenemos que P(A) es decreciente. Andlogamente,
resulta que S(A) es creciente. O

1.3.3. El Operador Cerradura

Como hemos estado suponiendo, (X, =) es un COCO. Para cada A C X,
consideremos los conjuntos

d(A) = ﬂ{U C X: U es decreciente y A C U}

i(A) = m{U C X: U es creciente y A C U}.
Teorema 1.23. S5i A C X, entonces

1) A es decreciente si y solo si A = d(A). Mds ain, d(A) es el menor
subconjunto decreciente de X que contiene a A.

2) A es creciente si y solo si A = i(A). Mas aun, i(A) es el menor sub-
conjunto creciente de X que contiene a A.
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Demostracién. Para ver 1) notemos que, por la definicién de d(A) y el
Corolario 1.18, d(A) es un subconjunto decreciente de X tal que A C d(A).
Si B C X es decreciente y A C B, entonces por la definicién de d(A), sucede
que d(A) C B. Esto prueba que d(A) es el menor subconjunto decreciente de
X que contiene a A.

Supongamos ahora que A es un subconjunto decreciente de X que con-
tiene a A. Entonces, por la definicién, d(A) C A. Puesto que la otra con-
tencién también se cumple, tenemos que A = d(A).

Supongamos ahora que A = d(A). Entonces A es decreciente pues, como
ya vimos, el conjunto d(A) es decreciente. Esto termina la prueba de 1). La
prueba de 2) es similar. O

Si suponemos ahora que X es un espacio topoldgico con un casi orden
entonces, para cada A C X, podemos considerar los siguientes conjuntos:

D(A) = ﬂ{U C X: U es decreciente, cerradoen X y A C U}

I(A) = ﬂ{U C X: U es creciente, cerradoen X y A C U}.
Tenemos entonces el siguiente resultado.

Teorema 1.24. Si X es un espacio topoldgico con un casi orden y A C X,
entonces

1) D(A) es el menor subconjunto decreciente y cerrado de X, que contiene

a A;

2) I(A) es el menor subconjunto creciente y cerrado de X que contiene a
A.

Demostracién. Por el Corolario 1.18 D(A) es un subconjunto decreciente
y cerrado de X tal que A C D(A). Si B C X es decreciente y cerrado en X
tal que A C B entonces, por la definiciéon de D(A), sucede que D(A) C B.
Esto prueba 1). La prueba de 2) es similar. O

Los conjuntos D(A) e I(A) fueron definidos por L. Nachbin en [15, p.
34]. En [24], L. E. Ward, Jr. denota D(A) como Hy(A) y a I(A) por Hi(A).
Incluso define a D(A) como el casco cerrado decreciente de Ay a I[(A) como
el casco cerrado creciente de A. Preferimos, sin embargo, los nombres dados

en [6].
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Definicién 1.25. Si X es un espacio topoldogico con un casi orden y A C X,
entonces el conjunto D(A) se llama la cerradura decreciente de A en X,
mientras que el conjunto I(A) se llama la cerradura creciente de A en X.

Recordemos que cly(A) denota la cerradura de un subconjunto A del
espacio topolégico X. Si < es el orden discreto en X (ver Definicién 1.12),
entonces cualquier subconjunto de X es tanto creciente como decreciente.
Por tanto clx(A) = D(A) = I(A). Esta es una de las razones por la que
los conjuntos D(A) e I(A) generalizan la nocién de cerradura en un espacio
topologico. Otra razén es por que satisfacen las propiedades enunciadas en
el siguiente teorema.

Teorema 1.26. Los operadores cerradura decreciente y cerradura creciente,
satisfacen las siquientes propiedades:

1) D(0) =0 e 1(0) = 0;

2) AC D(A) y AC I(A);

3) D(AUB) = D(A)UD(B) ¢ [(AU B) = I(A) U I(B);
4) D(D(A)) = D(A) e I(I(A)) = I(A).

Demostracién. La parte 1) es trivial, ya que por definicién el conjunto vacio
es un cerrado decreciente y creciente. La parte 2) es consecuencia inmediata
de las definiciones de D(A) e I(A). Para ver 3) notemos que D(A U B) es
un subconjunto decreciente y cerrado en X tal que A C AUB C D(AU B).
Luego, por la parte 1) del Teorema 1.24, D(A) C D(AUB). De manera similar
tenemos que D(B) C D(AU B). Esto prueba que D(A)UD(B) C D(AUB).

Como D(A) y D(B) son decrecientes, por el Corolario 1.18, D(A)UD(B)
es decreciente. Ademas D(A) U D(B) es cerrado en X, por ser la unién de
dos cerrados en X. Entonces D(A) U D(B) es un subconjunto decreciente y
cerrado en X que contiene a AU B. Por la parte 1) del Teorema 1.24, se tiene
entonces que D(AU B) C D(A)U D(B). Esto prueba la primera parte de 3).
La demostracion de la segunda parte es similar.

Para ver 4), notemos que D(A) es un subconjunto decreciente y cerra-
do en X que contiene a D(A). Entonces, por la parte 1) del Teorema 1.24,
D(D(A)) € D(A). Ademés por la parte 2), D(A) C D(D(A)). Esto prueba
la primera parte de 4). La demostracién de la segunda parte es similar. [
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Terminamos la presente seccion con el siguiente resultado.

Teorema 1.27. Si X es un espacio topoldogico con un casi orden y A C X,
entonces

1) A es decreciente y cerrado en X si y solo si D(A) = A;
2) A es creciente y cerrado en X si y sdlo si [(A) = A.

Demostracién. Supongamos que A es decreciente y cerrado en X. Por la
parte 1) del Teorema 1.24, D(A) C A. Como también A C D(A), sucede que
D(A) = A. Por otro lado, si D(A) = A, entonces como D(A) es decreciente
y cerrado, A también posee dichas propiedades. Esto prueba 1). La prueba
de 2) es similar. O

1.4. Semicontinuidad

1.4.1. Un Poco de Historia

En la presente seccién consideraremos un espacio topoldgico con una
relacion de orden, ligada con la topologia de X. La interrelacion entre un espa-
cio topoldgico con un casi orden, fue investigada por L. Nachbin. Sus resulta-
dos estén recopilados en [15], publicado en 1950. Ya antes G. Birkhoff habia
investigado la interrelacion mencionada, e incluso fue uno de los primeros
en dar una descripcion de topologias intrinsecas definidas en conjuntos par-
cialmente ordenados. Algunos de sus resultados fueron recopilados en [2],
publicado en 1948.

En 1954 L. E. Ward, Jr. publicé los articulos [24] y [25], en el que se
generalizan varios resultados tanto de L. Nachbin como de G. Birkhoff. En el
presente trabajo vamos a escribir una buena parte del material publicado en
[24] v [25]. En [8] se menciona que la combinacién entre una topologia y una
estructura de orden, tiene aplicaciones en varias areas de las Matematicas
como la Teoria del Dominio, en Computaciéon Tedrica y en la Economia
Matematica (ver, por ejemplo, el articulo [6]). En el presente trabajo daremos
algunas aplicaciones dentro de la Topologia (mostrando generalizaciones de
los axiomas de separacion), especialmente de la Teoria de los Continuos y la
Teoria del Punto Fijo.
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1.4.2. Definiciones

Supongamos que X es un espacio topoldgico y que hay una relacién <
tal que (X,=) es un COCO. En las siguientes definiciones vemos una ma-
nera de ligar la estructura de casi orden en X con su estructura topoldgica.
Recordemos que a < b indica que a estd relacionado con b, bajo <. Por tanto
a % b, indica que a no esta relacionado con b, bajo <.

Definicién 1.28. Sean X un espacio topoldgico con un casi orden < en X.
Decimos que < es semicontinuo inferiormente (respectivamente, sema-
continuo superiormente), si para cada a,b € X tales que a % b (respecti-

vamente, b jé a) eziste un abierto U en X tal que a € U y, para todo x € U, se

tiene que x ;ﬁ b (respectivamente, b ;ﬁ x). Decimos que < es semicontinuo
si < es semicontinuo inferiormente y semicontinuo superiormente.

Si el casi orden < en el espacio topoldgico X es semicontinuo, semiconti-
nuo inferiormente, o bien semicontinuo superiormente, es comin decir que el
par (X, £) es semicontinuo, semicontinuo inferiormente, o bien semicontinuo
superiormente, segun sea el caso.

Notemos que el casi orden < es semicontinuo inferiormente si para cada
a,b € X tales que a no es predecesor de b, existe un abierto U en X tal que
a € U, de modo que ningin elemento de U es predecesor de b. De manera
similar, < es semicontinuo superiormente, si para cada a,b € X tales que b
no es un sucesor de a, existe un abierto V' en X tal que b € V, de modo que
ningun elemento de V' es sucesor de a.

Si < es el orden discreto en X (ver Definicién 1.12), entonces < es semi-
continuo si y sélo si, para cada a,b € X con a # b, existen abiertos U y V'
en X tales que a € U, b eV, b ¢ Uya¢V. Esdecir £ es semicontinuo
si y sélo si X es T7. En este sentido, al interrelacionar la topologia con una
estructura de orden, obtenemos que la semicontinuidad del casi orden es una
manera de generalizar el axioma de separacion T}.

Consideremos ahora la siguiente definicion.

Definicién 1.29. Sean X un espacio topoldgico con un casi orden < en X.
Decimos que < es continuo si para cada a,b € X tales que a i b, existen
abiertos U y V' en X tales que a € U, b € V' vy, para todo (x,y) € U x V, se
tiene que x i Y.
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Si el casi orden < en el espacio topologico X es continuo, es comin
decir que el par (X, <) es continuo. Bajo dicha situacién, los conjuntos U
y V garantizados en la Definicién 1.29, son ajenos, pues el casi orden < es
reflexivo. Notemos que < es continuo si para cada a,b € X tales que a no es
un predecesor de b, existen abiertos U y V en X con a € U, b € V, de modo
que ningtin elemento de U es predecesor de ningtin elemento de V.

Otro punto que se puede observar es que la semicontinuidad (inferior y
superior) y la continuidad, son propiedades hereditarias. Para probar esto,
basta restringir el orden al subconjunto e intersectar los respectivos abiertos
con el subespacio.

Si < es el orden discreto en X, entonces < es continuo si y sélo si para
cada a,b € X con a # b, existen abiertos U y V en X tales que a € U,
beVyUnNnV = (. En otras palabras < es continuo si y sélo si X es
T,. En este sentido, al interrelacionar la topologia con una estructura de
orden, la continuidad del casi orden es una manera de generalizar el axioma
de separacién Ts. Mas adelante, en este capitulo, veremos otras propiedades
de un casi orden que generalizan los axiomas de regularidad, de regularidad
completa y de normalidad.

1.4.3. Propiedades Fundamentales

A partir de este momento, en lo que resta de la seccién, pensaremos que
X es un espacio topolégico y que < es un casi orden en X.

Teorema 1.30. Si < es continuo, entonces < es semicontinuo.

Demostracion. Sean a,b € X tales que a i b. Como < es continuo, existen
abiertos U y V en X tales que a € U, b € V' y, para todo (z,y) € U x V|, se
tiene que x % y. En particular x ;ﬁ b, para cada z € U y a ;ﬁ Y, para toda
y € V. Por tanto < es semicontinuo. O

Como caso particular del teorema anterior, tenemos que los espacios Ts
son T}. Para esto basta considerar el orden discreto.

Vamos a ver ahora que las nociones de semicontinuidad inferior, semicon-
tinuidad superior y continuidad, son distintas.
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Ejemplo 1.31. Existe un casi orden semicontinuo inferiormente, pero no
semicontinuo superiormente.

Demostracion. Consideremos R con la topologia que tiene por base a la
familia S = {(a,0): a € R}. Sea < el orden usual en R. Como ya indicamos
(R, <) esun COTO. Sean a,b € R tales que a £ b. Entonces b < a. Tomemos
el abierto U = (a — €¢,00) en R donde 0 < € < aT’b Entonces a € U y, para
todo x € U, se tiene que b < z, es decir, x £ b. Esto muestra que < es
semicontinuo inferiormente.

Ahora bien, como 0 < 1, resulta que 1 £ 0. Sea U un abierto en R tal
que 0 € U. Entonces existe a € R tal que 0 € (a,00) C U. Esto implica
que a < 0y que 1 € U. Luego 1 < 1y, por tanto, < no es semicontinuo
superiormente. ]

Ejemplo 1.32. Eziste un casi orden semicontinuo superiormente, pero no
semicontinuo inferiormente.

Demostracion. Consideremos R con la topologia que tiene por base a la
familia S = {(—o00,a): a € R}. Sea < el orden usual en R. Una demostracién
analoga a la dada en el ejemplo anterior, hace ver que < es semicontinuo
superiormente, pero no semicontinuo inferiormente. ]

Ejemplo 1.33. Existe un casi orden semicontinuo, pero no continuo.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio topoldgico T, pero no
T, (por ejemplo, X puede ser un conjunto numerable con la topologia de
los complementos finitos). Como casi orden < en X, consideremos el orden
discreto. Entonces < es semicontinuo pero no continuo. ]

Las nociones de casi orden semicontinuo inferiormente y casi orden se-
micontinuo superiormente, como estan dadas en la Definiciéon 1.28, son un
tanto incomodas e inmanejables. Utilizando el conjunto de los predecesores y
el de los sucesores, dados en la Definicion 1.13, podemos caracterizar dichos
casi 6rdenes de un modo que, como veremos a lo largo del presente trabajo,
resultaran ser mas manejables.

Proposiciéon 1.34. < es semicontinuo inferiormente si y solo si P(b) es
cerrado en X, para cada b € X.
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Demostracién. Supongamos que < es semicontinuo inferiormente. Sean b €
X yae X —P(b). Entonces a ;E by, como < es semicontinuo inferiormente,

existe un abierto U en X tal que a € U y, para cada z € U, sucede que z ;E b.
Luego U C X — P(b) y, por tanto, X — P(b) es abierto en X. Esto muestra
que P(b) es cerrado en X.

Ahora supongamos que P(b) es cerrado en X, para cada b € X. Tomemos
a,b € X tales que a i b. Entonces P(b) es cerrado en X, por lo que U =
X — P(b) es abierto en X. Ademds a € U y, para todo x € U, se tiene que
x i b. Esto prueba que < es semicontinuo inferiormente. O

Proposicién 1.35. < es semicontinuo superiormente si y solo si S(b) es
cerrado en X, para cada b € X.

Demostracién. Supongamos que < es semicontinuo superiormente. Sean
be Xyae X —S(b). Entonces b i a 'y, como < es semicontinuo superior-
mente, existe un abierto U en X tal que a € U y, para cada x € U, sucede
que b ;g z. Luego U C X — S(b) y, por tanto, X — S(b) es abierto en X. Esto
prueba que S(b) es cerrado en X.

Ahora supongamos que S(b) es cerrado en X, para cada b € X. Sean
a,b € X tales que b i a. Entonces S(b) es cerrado en X, por lo que U =
X — S(b) es abierto en X. Ademés a € U y, para todo x € U, se tiene que
b jé x. Entonces < es semicontinuo superiormente. O]

Como consecuencia inmediata de las proposiciones anteriores, tenemos el
siguiente resultado.

Proposicién 1.36. < es semicontinuo si y sélo si P(b) y S(b) son cerrados
en X, para cada b € X.

Corolario 1.37. Si < es semicontinuo, entonces E(b) es cerrado en X, para
cada b € X.

Demostracién. Si < es semicontinuo y b € X entonces, por la Proposi-
cién 1.36, E(b) = P(b) N S(b) es la interseccién de dos cerrados en X. Por
tanto E(b) es cerrado en X. O
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Si < es el orden discreto en X, entonces P(b) = {b} y S(b) = {b}, para
cada b € X. Entonces, como caso particular de la Proposicién 1.36, tenemos
que X es Ty siy solo si {b} es cerrado en X, para cada b € X.

En el siguiente resultado presentamos una afirmacién sencilla pero muy
util, para el conjunto de los equivalentes.

Teorema 1.38. Sean a,b € X. Entonces a € E(b) si y sélo si b€ E(a).

Demostracién. Sia € E(b), entonces a es predecesor y sucesor de b. Luego
b es predecesor y sucesor de a, por lo que b € E(a). La prueba de que b € E(a)
implica a € E(b) es similar. O

Hemos visto que todo casi orden continuo es semicontinuo (Teorema
1.30) y, ademds, que existen casi érdenes semicontinuos que no son con-
tinuos (Ejemplo 1.33). Por tanto, la continuidad y la semicontinuidad son
nociones distintas. Sin embargo, como se indica en el siguiente resultado, si
el casi orden es total (cosa que no sucede con el casi orden presentado en el
Ejemplo 1.33), entonces la continuidad y la semicontinuidad son equivalentes.

Teorema 1.39. Sean X un espacio topoldgico y < un casi orden total en X.
Entonces < es continuo si y sélo si < es semicontinuo.

Demostracién. En vista del Teorema 1.30, basta ver que la semicontinuidad
implica la continuidad. Supongamos, por tanto, que < es semicontinuo. Sean
a,b € X tales que a % b. Como el casi orden < es total y a % b, sucede que
b<ayb¢ FE(a). Vamos a considerar ahora dos casos. Supongamos primero
que existe c € X tal que b < c =< ay c ¢ E(a) U E(b). Entonces a € S(c) y
b € P(c). Hagamos

U=X—-Plc) v V=X-5().

Por la Proposicién 1.36, U y V son abiertos en X. Si a € P(c), entonces
a € P(c)nS(c) = E(c). Luego a € E(c) y, por el Teorema 1.38, ¢ € F(a).
Como esto contradice el hecho de que, por suposicion, ¢ ¢ F(a), tenemos que
a ¢ P(c). Luego a € U. Ahora bien, si b € S(c), entonces b € S(c) N P(c) =
E(c). Luego b € E(c) y, por el Teorema 1.38, ¢ € E(b). Como esto es una
contradiccién, tenemos que b ¢ S(c). Luego b € V.

Hemos probado que U y V son abiertos en X tales quea € U y b e V.
Tomemos ahora z € U y y € V. Entonces x % cyc ;E y. Esto implica, pues
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el casi orden es total, que y < cy ¢ < x. Luego y < x, asi que x ;E y. Esto
muestra que < es continuo, en el caso de que exista ¢ € X como indicamos.

Supongamos ahora que no existe c € X talque b < c<aycé¢ E(a)U
E(b). Hagamos
U=X-Pb) y V=X-5).

Por la Proposicion 1.36, U y V son abiertos en X. Como a jﬁ b tenemos
ademas que a € U y b € V. Tomemos ahora x € U y y € V. Entonces
x%byagy, porloque b < xyy < a. Vamosademostrarque:cgy.
Para esto, supongamos por el contrario, que = < y. Sea ¢ = y. Entonces
b < x <y < a. Esto significa que ¢ es un elemento de X tal que b S ¢ < a
asi que, por hipétesis, ¢ € E(a) U E(b). Si ¢ € E(a), entonces a < ¢ = y,
pero esto contradice el que a % y. Si ¢ € E(b), entonces ¢ < b por lo que
xSy =cZ< b, es decir x £ b, contradiciendo el que x % b. Como en ambos
casos hemos obtenido una contradiccion, que proviene de haber supuesto que
x <y, deducimos que x i y. Con esto probamos que < es continuo. O

En el siguiente resultado se presentan dos caracterizaciones de los casi
ordenes continuos. Recordemos que si a € X, entonces una vecindad de a en

X es un subconjunto A de X para el cual existe un abierto U en X tal que
acUCA.

Proposicién 1.40. Sean X un espacio topoldgico y < un casi orden en X.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) £ es continuo;
2) D=A{(z,y) € X x X: 2z =y} es cerrado en X x X;

3) sia,b € X son tales que a % b, entonces existen vecindades N y N’

de a y b, respectivamente, tales que N es creciente, N' es decreciente y
NNON =40.

Demostracién. Supongamos que se cumple 1). Sea (a,b) € (X x X) — D.
Entonces a ?{_ by, como < es continuo, existen abiertos U y V en X tales
queac U be Vyx%y, para todo (x,y) € U x V. Notemos que U x V es
un abierto en X x X tal que (a,b) € U x V. Ademas, de existir un elemento
(c,d) € (U x V)N D, tendriamos que ¢ i dy c £ d, lo cual es es una
contradiccién. Por lo tanto, (U x V)N D = (). Esto muestra que (X x X)—D
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es abierto en X X X o, lo que es lo mismo, que D es cerrado en X x X. Esto
prueba que 1) implica 2).

Ahora, supongamos que se cumple 2). Sean a,b € X tales que a i b.
Entonces (X x X) — D es un abierto en X x X que tiene a (a, b). Por tanto,
existe un abierto bésico U x V en X x X tal que (a,b) e UxV C X x X —D.
Sean N = S(U) y N' = P(V). Como U y V son abiertos en X tales que
a € UCNybeV C N, tenemos que N es una vecindad de a, y N’
es una vecindad de b. Ademas, por el Teorema 1.22, N es creciente y N’ es
decreciente. Supongamos que existe un elemento x € NNN’' = S(U)NP(V).
Entonces existen ¢ € Uy d € V tales que ¢ < x y x < d. Luego (¢, d) es
un elemento de U x V tal que ¢ < d, es decir, tal que (¢,d) € D. Por tanto
(U x V)N D # (. Esto contradice el hecho de que U x V C X x X — D.
Luego N N N’ = (), probando asi que 2) implica 3).

Para probar que 3) implica 1). Sean a, b € X tales que a i b. Por hipoétesis,
existen vecindades N y N’ de a y b, respectivamente, tales que N es creciente,
N’ es decreciente y NN N’ = (). Sean U y V dos abiertos en X tales que
acUCNybeV CN'. Tomemos x € Uy y € V. Vamos a mostrar que
x ;E y. Para esto supongamos, por el contrario, que z < y. Como xz € U C N,
S(N) =Ny x £ y, tenemos que y € N. También y € V C N’. Entonces
y € NN N'. En vista de que esto contradice el hecho de que los conjuntos N
y N’ son ajenos, deducimos que x jé y. Esto prueba que < es continua. [

El conjunto D que se define en la parte 2) del Teorema 1.40, se llama la
gridfica del casi orden <. En éstos términos, la equivalencia entre las partes
1) y 2) de dicho teorema, indica que un casi orden en X es continuo, si y sélo
si su grafica es un subconjunto cerrado de X x X. Por esta razén a los casi
érdenes continuos se les llama también casi ordenes cerrados ([15, p. 31]).
En el caso particular en que < es el orden discreto en X, la equivalencia
entre las partes 1) y 2), dice que un espacio X es T5 si y sélo si el conjunto
{(z,y) € X x X: z =y}, conocido como la diagonal de X x X, es cerrado
en X x X.

De la prueba, en el Teorema 1.40, se sigue que < es continuo si y sélo
si para cada a,b € X con a ;é b, existen vecindades ajenas Ny N' de a y
b, respectivamente, tales que N es creciente, N’ es decreciente y para cada
(z,y) € N x N', sucede que z i y. Utilizaremos con frecuencia este hecho.
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Recordemos ahora el siguiente resultado, conocido como el Lema del Tubo.
Una demostracién del mismo puede verse en [14, Lema 26.8, p. 191].

Lema 1.41. Sean S y K dos espacios topoldgicos, con K compacto. Su-
pongamos que sog € S y que U es un subconjunto abierto de S x K tal que
{s0} x K C U. Entonces eziste un subconjunto abierto V de S tal que

{so} x KCV xK CU.

Corolario 1.42. Sean S y K dos espacios topologicos, con K compacto.
Supongamos que A es un subconjunto cerrado de S y que U es un subconjunto
abierto de S x K tal que A x K C U. Entonces existe un subconjunto abierto
VideS tal que Ax K CV x K CU.

Demostracion. Para cada a € A, U es un abierto en S x K y, ademds, se
tiene que {a} x K C A x K C U. Entonces, por el Lema 1.41, existe un
abierto V;, de S tal que {a} x K C V, x K C U. Sea V' = |J,.4 Va. Entonces
V es un abiertoen S tal que Ax K CV x K C U. ]

Cuando el casi orden < es continuo, tenemos el siguiente resultado, el
cual generaliza la primera parte de la Proposicién 1.36.

Proposicion 1.43. Sean X un espacio topoldgico y < un casi orden en X.
Si < es continuo, entonces P(A), S(A) y E(A) son cerrados en X, para cada
subconjunto compacto A de X.

Demostracién. Supongamos que A es compacto. Para ver que P(A) es
cerrado en X, tomemos un elemento b € X — P(A). Hagamos

D={(z,y) eXxX:2<y} v U=(XxX)—D.

Por la Proposicién 1.40, D es cerrado en X x X. Ademés ({b} x A)ND = 0,
pues b ¢ P(A). Luego {b} x A C Uy, como A es compacto, por el Lema 1.41,
existe un abierto V' en X tal que {b} x A C V x A C U. Notemos que V es
un abierto en X con b € V C X — P(A). Luego X — P(A) es abierto en X
y, por tanto, P(A) es cerrado en X. La prueba de que S(A) es cerrado en X,
es similar. Como E(A) = P(A) N S(A) es una interseccién de dos cerrados
en X, E(A) es cerrado en X. O
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Si el orden £ en X es el discreto, entonces la Propoisicién 1.43 dice que
si X es Ty, y A C X es compacto, entonces A es cerrado en X.

En la Subseccién 1.3.3, definimos los conjuntos D(A) e I(A), llamados la
cerradura decreciente y la cerradura creciente de A en X, respectivamente.
De las propiedades que probamos en dicha subseccién y la Proposicién 1.43,
se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.44. Sean X un espacio topoldgico y < un casi orden en X. Si
< es continuo, entonces P(A) = D(A) y S(A) = I(A), para cada subconjunto
compacto A de X.

Demostracion. Supongamos que A C X es compacto. Por la Proposi-
cién 143, P(A) es decreciente y cerrado en X. Sea B C X decreciente y
cerrado en X tal que A C B. Si z € P(A), entonces z < a, para algin
a € A. Como A C B, tenemos que a € B. Entonces z € P(B) = B, por lo
que P(A) C B. De esta manera P(A) es el menor subconjunto decreciente
y cerrado de X que contiene a A. Como esta propiedad también la posee
D(A), por el Teorema 1.24, sucede que P(A) = D(A). La prueba de que
S(A) = I(A) es similar. O

1.5. Axiomas de Separacion

1.5.1. Definiciones

En la presente seccién, la letra I denota el intervalo unitario [0, 1] con su
topologia usual y su orden usual. Recordemos que un espacio topolégico X
es:

1) regular si para cada x € X y cada subconjunto cerrado F' de X tal
que = ¢ F| existen subconjuntos abiertos U y V' de X tales que = € U,
FcVyUnV =40,

2) completamente regular si para cada x € X y cada subconjunto cerrado
F de X tal que z ¢ F, existe una funcién continua f: X — [ tal que

flz) =0y f(F) c {1}

3) normal si para cada dos subconjuntos cerrados ajenos Fy y F; de X,
existen subconjuntos abiertos Uy y U; de X tales que Fy C Uy, F1 C U
y Uo N U1 = (Z)
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Recordemos también que los espacios normales satisfacen el siguiente re-
sultado, conocido como el Lema de Urysohn.

Teorema 1.45. Un espacio topolégico X es normal si y sélo si, para cada
dos subconjuntos cerrados ajenos Fy y Fy de X, existe una funcion continua

f: X =1 tal que f(Fy) C {0} y f(Fy) C {1}.

Una prueba de lo anterior se encuentra en [4, Teorema 1.5.11, p. 41]. En
la presente seccién, basada en [24], presentamos axiomas de separacién en un
espacio topoldgico que admite una relacién <. Dichos axiomas son similares
a los de regularidad, de regularidad completa y de normalidad que hemos
presentado. Para describirlos, serd importante considerar la siguiente familia
de funciones.

Definiciéon 1.46. Supongamos que < y < son relaciones de orden en los
conjuntos X y Y, respectivamente. Decimos que una funcion f: X — Y
preserva el orden si para cada a,b € X tales que a < b, se sigue que

fla) 2 f(b).

Si £ y < son el orden discreto (ver Definicién 1.12) en X y Y, respecti-
vamente, entonces cualquier funcién f: X — Y preserva el orden.

Supongamos que X y Y son espacios topolégicos con relaciones < y <,
respectivamente. Definimos

C(X,Y)={f: X = Y: f es continua y preserva el orden}.

De nueva cuenta, si <y < son el orden discreto en X y Y, entonces C'(X,Y)
es la familia de las funciones continuas de X en Y. Para los axiomas de sepa-
raciéon que mas nos van a interesar, serd importante la familia C(X, I). En la
siguiente definicion presentaremos los axiomas de separacién correspondien-
tes a las propiedades de regularidad y regularidad completa.

Definicién 1.47. Supongamos que X es un espacio topoldgico con un casi
orden <. Decimos que X es:

1) mondtono regular, abreviado MR, si se cumplen las siguientes pro-
piedades:

1.1) para cada x € X y cada subconjunto cerrado F' de X tal que x ¢ F
y I es creciente, existen subconjuntos abiertos U y 'V de X tales
quex e U FCV,UNV =0, U es decreciente y V es creciente;
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1.2) para cada x € X y cada subconjunto cerrado F' de X tal que x ¢ F
y F' es decreciente, existen subconjuntos abiertos U yV de X tales
quex e U FcCV,UNV =, U es creciente y V es decreciente;

MR’ si se cumplen las siguientes propiedades:

2.1) para cada x € X y cada subconjunto cerrado F de X tal que
x & F y F es creciente, existe f € C(X,1) tal que f(x) =0y
fF) {1}

2.2) para cada x € X y cada subconjunto cerrado F de X tal que
r ¢ F y F es decreciente, existe f € C(X,I) tal que f(x) =1y
f(F) c {0}

3) fuertemente regular, abreviado SR, si se cumplen las siguientes

propiedades:

3.1) para cada x € X y cada subconjunto cerrado F' de X tal que x ¢ F
y P(x) N F =0, existen subconjuntos abiertos U yV de X tales
quex €U FCV,UNV =, U es decreciente y V es creciente;

3.2) para cada x € X y cada subconjunto cerrado F de X tal que x ¢ F
y S(x) N F =0, existen subconjuntos abiertos U yV de X tales
quex e U FCV,UNV =, U es creciente y V es decreciente;

SR’ si se cumplen las siguientes propiedades:

4.1) para cada x € X y cada subconjunto cerrado F de X tal que x ¢ F
y P(x)NF =0, existe f € C(X, 1) tal que f(x) =0y f(F) C {1};
4.2) para cada x € X y cada subconjunto cerrado F de X tal que x ¢ F
yS(x)NF =0, eziste f € C(X,1) tal que f(x) =1y f(F) C {0};

completamente <-regular, abreviado CR, si para cada x € X y
cada subconjunto cerrado F de X tal que x ¢ F, existen f,g € C(X,I)
tales que f(x) =1, g(x) =0y f(F) C {0} o bien g(F) C {1}.

La nocién de espacio completamente S-regular, se debe a L. Nachbin

(ver [15]). Antes de indicar las relaciones entre las propiedades anteriores,
presentaremos los axiomas de separacion correspondientes a la normalidad.

Definicién 1.48. Supongamos que X es un espacio topoldogico con un casi
orden <. Decimos que X es:
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1) mondtono normal, abreviado MN, si para cada dos subconjuntos
cerrados Fy y Fy de X tales que Fy N Fy = (), Fy decreciente y F,
creciente, existen subconjuntos abiertos Uy y Uy de X tales que Fy C Uy,
Frc U, UnU, =0, Uy es decreciente y U, es creciente;

2) MN' si para cada dos subconjuntos cerrados Fy y Fy de X tales que
FonFy =0, Fy decreciente y Fy creciente, existe f € C(X, 1) tal que
f(Fo) € {0} y f(F1) C {1}

3) fuertemente normal, abreviado SN si para cada dos subconjuntos
cerrados Fy y Fy de X tales que FyNFy = () y Fy es decreciente o bien
Fy es creciente, existen subconjuntos abiertos Uy y Uy de X tales que
Fyc Uy, Fy cUy, UynU, =0, Uy es decreciente y U, es creciente;

4) SN si para cada dos subconjuntos cerrados Fy y Fy de X tales que
FonFy = 0 y Fy es decreciente o bien F es creciente, existe f € C(X, 1)

tal que f(Fo) C {0} y f(F1) C {1}.

A los espacios monétono normales, L. Nachbin los definié como espacios
normalmente ordenados (ver [15, p. 33]).

Supongamos que X es un espacio topolégico y que < es el orden discreto.
Entonces cualquier subconjunto de X es tanto creciente como decreciente.
Ademas, usando el Lema de Urysohn, se puede probar lo siguiente:

a) que las propiedades M N, MN', SN y SN’ son equivalentes entre ellas
y, mas ain, equivalentes a la nocion clasica de normalidad en X;

b) que las propiedades M R y SR son equivalentes y, mas atin, equivalentes
a la nocion clasica de regularidad en X;

c¢) que las propiedades M R', SR’ y C'R son equivalentes entre ellas y, mas
alin, que son equivalentes a la nocion clasica de regularidad completa
en X.

En este sentido, al interrelacionar la topologia con una estructura de
orden, las propiedades dadas en las definiciones 1.47 y 1.48, extienden a
las nociones clasicas de normalidad, regularidad y regularidad completa, a
espacios topoldgicos con un casi orden definido.
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Uno de los objetivos importantes de la presente seccién sera demostrar
que las propiedades M N y M N’ son equivalentes y, ademés, que las pro-
piedades SN y SN’ son equivalentes. Otro de los objetivos sera estudiar
los espacios compactos y To con un casi orden continuo. Como veremos en
el Teorema 1.70, dichos espacios satisfacen la propiedad presentada en la
siguiente definicion.

Definicién 1.49. Sea X un espacio topoldgico con un casi orden <. Decimos

que < es fuertemente continuo si para cualesquiera a,b € X tales que
a ;g b, existe f € C(X,I) tal que f(b) =0y f(a) = 1.

La relaciéon entre un casi orden fuertemente continuo y uno continuo,
queda expresada en el siguiente resultado.

Teorema 1.50. Todo casi orden fuertemente continuo es continuo.

Demostraciéon. Supongamos que el espacio topolégico X posee un casi or-
den fuertemente continuo <. Tomemos a,b € X tales que a i b. Como <
es fuertemente continuo, existe f € C(X,I) tal que f(b) =0y f(a) = 1.

() s e (b))

Como f es continua U y V son abiertos en X. Ademas a € U y b € V.
Tomemos ahora (z,y) € U x V. Si < y entonces, como f preserva el orden,
f(z) < f(y). Sin embargo, como f(z) € (2,1] y f(y) € [0,3), resulta que
f(y) < f(z). De esta contradiccién se deduce que, para cada (z,y) € U XV,
se tiene que x % y. Por tanto < es continuo. 0

Si < es el orden discreto en X, entonces < es fuertemente continuo si y
solo si se cumple la siguiente condicion:

(x) para cualesquiera a,b € X con a # b, existe una funcién continua

f: X —=1talque f(a) =0y f(b)=1.

El Teorema 1.50 dice ademds, que la condicién (x) implica el axioma T,. A
su vez, si X es T3%, entonces X satisface (x). Recordemos que un espacio
topologico X es Tz% si para cualesquiera a,b € X con a # b, existen abiertos
UyVen X talesquea €U, beVycly(U)Nclyx(V)=0. Es claro que los
espacios T% son Ty. En [18, Ejemplo VIL.5.2, p. 49] se muestra un espacio T
que no es TQ%. En [18, Proposicién VIL.6.7, p. 52|, se prueba que los espacios
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T3 son TQ% y, en [18, Ejemplo VIL.6.8, p. 52], se da un espacio TQ% que no es
T3. Entonces T. 5L €5 un axioma de separaciéon entre los axiomas 15 y T3.

Usando el hecho de que una funciéon ¢g: Y — Z es continua si y sélo
si cly(¢g7'(B)) C g7 '(clz(B)), para cada B C Z, es facil probar que si X
satisface (x), entonces X es T,1. En [18, Ejemplo VIL.7.5, p. 62] se indica
la construccién de J. Thomas de un espacio X que es T3 pero no 1; 1. En
dicho espacio, existen dos puntos distintos a y b para los cuales toda funciéon
continua f: X — I es tal que f(a) = f(b). Entonces X es un espacio TQ%
que no cumple (*). El espacio M que construyé A. Mysior y se presenta en
[4, Ejemplo 1.5.9, p. 40], es también TQ% y no cumple (*). Como se menciona
en [4, p. 39|, existen espacios X que son T3 y tienen la propiedad de que
cada funcion continua f: X — R es constante. Dichos espacios son 7. 51 ¥ 1O
cumple (). También son espacios T3 que no satisfacen (x).

El espacio mostrado en [18, Ejemplo VIL.6.8, p. 52], que es TQ% y no T3,

cumple (*). Esto muestra que existen espacios que cumplen (x) y no son 73
ni T3 % .

De todo lo anterior, tenemos que la propiedad dada en (%) es, en cierta
forma, un axioma de separacion entre 7, 1y T, 1. En vista de esto, la nocién
de casi orden fuertemente continuo puede verse como una generalizacion del
axioma de separacion Ty1.

Terminamos la presente subseccion con el siguiente resultado, que serd ttil
mas adelante.

Teorema 1.51. Sean X un espacio topoldgico con un casi orden < y f €
C(X,I). Entonces, para cualesquiera r,s € (0,1), si definimos:

U=f7(0,r) y V=f"s1)

sucede que un U es abierto decreciente en X y V' es un abierto creciente en
X. Mds aun, sir < s, entonces UNV = (.

Demostracién. Tomemos r,s € (0,1). Como f es continua y los conjuntos
[0,7) v (s,1] son abiertos en I, entonces U y V son abiertos en X. Tomemos
x € P(U). Entonces x < y, para alguna y € U. Como f preserva el orden,
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f(z) < f(y) <, asi que x € U. Esto prueba que U es decreciente. Supong-
amos ahora que x € S(V). Entonces y < z, para alguna y € V. Como f
preserva el orden, s < f(y) < f(z), asi que = € V. Esto prueba que V es
creciente. Si tenemos que r < s, entonces [0,7) N (s,1] = 0, por lo que:

Unv=f70,m) NS ((s,1]) = f7([0,r) N (s,1]) = 0.

1.5.2. Relaciones Fundamentales

En la presente subseccién indicaremos las relaciones entre los axiomas de
regularidad y los de normalidad presentados en las Definiciones 1.47 y 1.48.

Teorema 1.52. Supongamos que X es un espacio topolégico con un casi
orden <. Entonces:

1) SN implica MN y SR implica MR;

3

)

2) SN implica MN' y SR’ implica MR';
) SN implica SN y SR' implica SR;
)

4) MN' implica MN y MR' implica MR.

Demostracién. Las pruebas de 1) y 2) son directas de las Definiciones 1.47
y 1.48. Mostremos 3). Supongamos primero que X es SN’. Consideremos dos
subconjuntos cerrados Fy y F; de X tales que FyNFy, = () y Fy es decreciente
o F} es creciente. Como X es SN'; existe f € C(X,I) tal que f(Fy) C {0}y
f(F1) C {1}. Hagamos

() ()]

Por el Teorema 1.51, U es un abierto decreciente en X, U; es un abierto
creciente en X y UgNU; = 0. Ademés Fy C f~1({0}) c Uy Fy C f71({1}) C
U;. Por tanto, X es SN. La prueba de que SR’ implica SR utiliza las mismas
ideas. Lo mismo sucede para la prueba de 4). O

Cuando el casi orden es semicontinuo, se tienen las relaciones indicadas
en el siguiente resultado.
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Teorema 1.53. Supongamos que X es un espacio topoldgico con un casi
orden < que es semicontinuo. Entonces:

1) SN implica SR y MN implica MR;

2) SN implica SR’ y MN' implica MR,

)
3) MR implica que < es continuo;
4) MR' implica que < es fuertemente continuo.

Demostracion. Supongamos que X es SN. Sean x € X y F un subconjunto
cerrado de X tal que z ¢ F'y P(x)NF = (). Como < es semicontinuo, P(x)
es cerrado en X. Entonces P(z) y F son cerrados ajenos en X y P(z) es
decreciente. Como X es SN, existen subconjuntos abiertos Uy y U; de X
tales que P(x) C Uy, F C Uy, UyNU; = 0, Uy es decreciente y U; es
creciente.

Supongamos ahora que x € X y que F' es un subconjunto cerrado de X tal
que z ¢ Fy S(xz)NF ={. Como £ es semicontinuo, S(X) es cerrado en X.
Entonces F'y S(x) son cerrados ajenos en X y S(x) es creciente. Como X es
SN, existen subconjuntos abiertos Uy y U; de X tales que F' C Uy, S(x) C Uy,
UyNU; = 0, Uy es decreciente y U, es creciente. Esto prueba que si X es SN,
entonces X satisface las propiedades 3.1) y 3.2) de la Definicién 1.47. Luego
X es SR.

Supongamos ahora que X es MN. Sean x € X y F un subconjunto
cerrado de X tales que x ¢ F'y I es creciente. Si existe y € P(z) N F,
entonces y < x y, como F' es creciente, x € F. Esto es una contradiccion,
asf que P(x) N F = (). Por tanto, P(z) y F son cerrados ajenos, con P(zx)
decreciente y F' creciente. Como X es M N, existen subconjuntos abiertos Uy
y Uy de X tales que P(xz) C Uy, F C Uy, UyNU; = 0, Uy es decreciente y Uy
es creciente.

Supongamos ahora que x € X y que F es un subconjunto cerrado de X tal
que x ¢ F'y F es decreciente. Si existe y € S(x) N F, entonces = < y y, como
F es decreciente, x € F. Esto es una contradiccién, asi que S(z) N F = ().
Por tanto, F'y S(z) son cerrados ajenos, con F' decreciente y S(x) creciente.
Como X es MN, existen subconjuntos abiertos Uy vy U; de X tales que
F C Uy, S(x) C Uy, UyNU; = 0, Uy es decreciente y U; es creciente. Esto
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prueba que si X es M N, entonces X satisface las propiedades 1.1) y 1.2) de
la Definicién 1.47. Luego X es M R. Esto termina la prueba de 1).

Para probar 2) supongamos que X es SN’. Sean = € X y F' un subcon-
junto cerrado de X tales que x ¢ F'y P(x)NF = (). Entonces P(z) y F son
cerrados ajenos con P(z) decreciente. Como X es SN', existe f € C(X, )
tal que f(P(z)) C {0}y f(F) C {1}. En particular f(x) =0, pues z € P(z).

Tomemos ahora x € X y F un subconjunto cerrado de X tales que z ¢ F'
y S(z) N F = {). Entonces F' y S(z) son cerrados ajenos con S(x) creciente.
Como X es SN/, existe f € C(X,I) tal que f(F) C {0}y f(S(z)) C {1}. En
particular, f(z) = 1, pues x € S(z). Esto prueba que si X es SN’, entonces
X satisface las propiedades 4.1) y 4.2) de la Definicién 1.47. Luego X es SR'.

Supongamos ahora que X es MN'. Sean x € X y F un subconjunto
cerrado de X tales que © ¢ F' y F es creciente. Entonces P(z) N F = (), por
lo que P(z) y F son dos cerrados ajenos, con P(z) decreciente y F' creciente.
Como X es M N’ existe f € C(X,I) tal que f(P(z)) C {0}y f(F) C {1}.
Si, en su lugar, suponemos que F es decreciente, entonces S(x) N F = ().
Luego F'y S(z) son dos cerrados ajenos, con F' decreciente y S(x) creciente.
Entonces existe f € C(X,I) tal que f(F) C {0} y f(S(x)) C {1}. Esto
implica que X satisface las propiedades 2.1) y 2.2) de la Definicién 1.47.
Luego X es M R'. Esto termina la prueba de 2).

Para probar 3), supongamos que X es M R. Sean a,b € X tales que a jﬁ b.
Entonces a es un elemento de X y P(b) es un subconjunto cerrado de X tales
que a ¢ P(b) y P(b) es decreciente. Como X es MR, existen subconjuntos
abiertos U y V de X tales que a € U, P(b) C V, UNV =0, U es creciente
y V es decreciente. Tomemos ahora (z,y) € U x V. Si z < y entonces, como
y € V y V es decreciente, sucede que x € V. Luego U NV # (. En vista
de que esto es una contradiccion, resulta que x jﬁ y. Esto prueba que < es
continuo y, asi, 3) se cumple.

Supongamos, por ultimo, que X es M R'. Sean a,b € X tales que a % b.
Entonces a € X y P(b) es un subconjunto cerrado de X tales que a ¢ P(b)
y P(b) es decreciente. Como X es M R', existe f € C'(X, ) tal que f(a) =1
y f(P(b)) C {0}. En particular, f(b) = 0, pues b € P(b). Esto prueba que =
es fuertemente continuo y, asi, 4) se cumple. m



1.5. AXIOMAS DE SEPARACION 31

Si < es el orden discreto en X, entonces la propiedad 1) del Teorema
1.53, dice que los espacios Ty son T3, la propiedad 2) dice que los espacios
Ty son T. 31 la propiedad 3) dice que los espacios T3 son T3 y, finalmente, la
propiedad 4) dice que los espacios T3% satisfacen la propiedad (%) que dimos
en la pagina 26.

Otras propiedades que se satisfacen son las que se mencionan en el si-
guiente resultado.

Teorema 1.54. Supongamos que X es un espacio topologico con un casi
orden <. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) si X es SR y MN, entonces X es SN;

2) si £ es semicontinuo y X es SN, entonces X es SR y MN;

3) si X es SR' y MN', entonces X es SN';

4) si < es semicontinuo y X es SN', entonces X es SR' y MN'.

Demostracién. Supongamos que X es SRy MN. Sean Fy y Fy dos sub-
conjuntos cerrados de X tales que Fy N Fy = (. Consideremos que F es
decreciente. Entonces = ¢ Fy y P(x) N F; = (), para cada x € Fy. Como X es
SR, existen abiertos U, y V, en X tales que v € U,, F} C V,, U, NV, = 0,
U, es decreciente y V. es creciente. Como {z} C U,, tenemos que

rePlx)cPU,)=U,CX -V, CX—F,.

Hagamos U = UxeFO U,. Entonces U es abierto en X y, ademéds, es una
uniéon de conjuntos decrecientes, por lo que U es decreciente. Luego X — U
es cerrado y creciente. Ademds, como para cada r € F, tenemos que x €
U, C X — Fy, al tomar la uniéon sobre todos los elementos de Fp, resulta
que Fy C U C X — Fi. De lo anterior tenemos que Fy y X — U son dos
subconjuntos cerrados de X tales que Fy N (X — U) = (), Fy es decreciente
y X — U es creciente. Como X es M N, existen abiertos Uy y U; en X tales
que Fy C Uy, X —U C Uy, UyNU; = 0, Uy es decreciente y Uy es creciente.
Notemos que F; C X — U C U;.

Si F) es creciente entonces, aplicando argumentos duales, podemos en-
contrar abiertos Uy y U; en X tales que Fy C Uy, Fy C Uy, UyNU; =0, Uy
es decreciente y U es creciente. Entonces X es SN. Esto prueba 1).
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Para ver 3) supongamos que X es SR’y MN'. Sean Fy y F; dos sub-
conjuntos cerrados de X tales que Fy N F; = (). Consideremos que F, es
decreciente. Entonces x ¢ Fy y P(x) N Fy = (), para cada « € Fy. Como X
es SR, existe f, € C(X, ) tal que f.(x) =0y f.(F1) C {1}. Hagamos

1
U, = f* ([O,§>) ,  para cada x € Fy

yU = UxeFO U,. Por el Teorema 1.51, U, es abierto en X y decreciente.
Entonces U es abierto y decreciente, por lo que X — U es cerrado y creciente.
Ademas, x € U, C X — Fj, para cada x € Fy por lo que al tomar la
union sobre todos los elementos de Fp, tenemos que Fy C U € X — F.
De esta manera, Fy y X — U son dos subconjuntos cerrados de X tales que
Fon(X —U) =0, Fy es decreciente y X — U es creciente. Como X es MN’,
existe f € C(X,I) tal que f(Fp) C {0} y f(X —U) C {1}. Puesto que
Fy ¢ X —U, sucede que f(Fy) C {1}.

Si suponemos que F} es creciente, aplicando argumentos duales, podemos
encontrar f € C(X,I) tal que f(Fy) C {0} y f(F1) C {1}. Entonces X es
SN'. Esto prueba 3).

Supongamos ahora que < es semicontinuo. Si X es SN entonces, por la
parte 1) del Teorema 1.52, X es M N y, por la parte 1) del Teorema 1.53, X
es SR. Entonces X es SRy MN. Esto prueba 2). Si X es SN’ entonces, por
la parte 2) del Teorema 1.52, X es M N’ y, por la parte 2) del Teorema 1.53,
X es SR'. Luego X es SR' y M N'. Esto prueba 4). ]

Corolario 1.55. Supongamos que X es un espacio topoldgico con un casi
orden semicontinuo <. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) X es SN siy sdlo si X es SR y MN;
2) X es SN’ siy sélo si X es SR' y MN'.

1.5.3. Formas Alternativas y Otros Resultados

En el siguiente resultado vemos una forma alternativa de considerar la
propiedad SN.

Teorema 1.56. Supongamos que X es un espacio topolégico con un casi
orden <. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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1) X es SN;

2) si Fy y Fy son subconjuntos cerrados de X tales que Fo N Fy =0 y Fy
es decreciente o bien Fy es creciente, existen subconjuntos cerrados Fj
y F| de X tales que Fjj es decreciente, F| es creciente, X = FjU FY,

Demostracion. Supongamos que X es SN. Sean F y F; dos subconjuntos
cerrados de X tales que Fy N Fy = (), Iy es decreciente o bien F) es creciente.
Entonces existen abiertos Uy y Uy en X tales que Fy C Uy, Fy C Uy, Uy N
U, = 0, Uy es decreciente y U; es creciente. Sean F}] = X — U, y F| =
X — Uy. Entonces Fj y F] son cerrados en X tales que Fj es decreciente, F|
es creciente, X = (X —Up)U(X —Uy) = F{UF], FENF, =0y FoNF] = 0.
Esto prueba que 1) implica 2).

Supongamos que se cumple 2). Sean Fy y F; dos subconjuntos cerrados
de X tales que FoNF, = 0, Fy es decreciente o bien F) es creciente. Entonces
existen subconjuntos cerrados Fj y F| de X tales que Fjj es decreciente,
F| es creciente, X = FyUF], FFNF, =0y FoNF = 0. Sean Uy =
X — F| y U = X — F}. Entonces Uy y U; son abiertos en X tales que Uy
es decreciente, Uy es creciente, Fy C X — F] = Uy, 1 C X —F,=U, y
)= (X —F))N (X — F}) = Uy N Uj. Esto prueba que 2) implica 1). O

Usando las mismas ideas que en el teorema anterior, podemos probar el
siguiente resultado.

Teorema 1.57. Supongamos que X es un espacio topoldgico con un casi
orden <. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) X es MN;

2) si Fy y Fy son subconjuntos cerrados de X tales que FoNFy =0, Fy es
decreciente y Fy es creciente, existen subconjuntos cerrados F| y F| de
X tales que Fj es decreciente, F es creciente, X = FJUF|, FiNF; =10

En la prueba del siguiente resultado utilizamos la cerradura decreciente
D(A) y la cerradura creciente I(A), de un conjunto A, como las definimos
en la Subsecciéon 1.3.3.
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Teorema 1.58. Supongamos que X es un espacio topolégico con un casi
orden <. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) X es MN;

2) si F'yV son subconjuntos de X tales que F' es cerrado y decreciente
en X, V es abierto y decreciente en X y I C V, entonces existe un
subconjunto W de X, abierto y decreciente en X, tal que FF C W C
D(W) cCV,

3) si F'yV son subconjuntos de X tales que F' es cerrado y creciente en X,

V' es abierto y creciente en X y F C V| entonces existe un subconjunto
W de X, abierto y creciente en X, tal que F C W C I(W) C V.

Demostracion. Supongamos que X es M N. Sean F,V C X tales que F
es cerrado y decreciente en X, V' es abierto y decreciente en X y F' C V.
Entonces F'y X —V son subconjuntos cerrados de X tales que FN(X —V) =
(), F es decreciente y X — V es creciente. Esto implica, pues X es M N, que
existen subconjuntos abiertos W y U en X tales que F C W, X —V C U,
WNU =0, W es decreciente y V' es creciente. Luego W € X — U C V. Esto
implica que X —U es un subconjunto cerrado y decreciente de X que contiene
a W. Luego D(W) C X —U. De estamanera F C W Cc D(IW)C X -U C V.

Esto muestra que 1) implica 2).

Supongamos ahora que se cumple 2). Sean F,V C X tales que F es
cerrado creciente en X, V' es abierto creciente en X y F' C V. Entonces X —V
y X — F' son subconjuntos de X tales que X — V es cerrado decreciente,
X — F es abierto creciente y X —V C X — F. Esto implica, por 2), que
existe un subconjunto U de X, abierto y decreciente en X, tal que X —V C
UcCDWU) C X —F. Entonces F C X — D(U) C X —U C V. Hagamos
W =X —D(U). Como D(U) es cerrado y decreciente en X, entonces W es
abierto y creciente en X. Ademads, puesto que X — U es cerrado y creciente
en X tal que W C X — U, tenemos que I(W) C X — U. Esto muestra que
FcWcI(W)cX—UcV.Por tanto 2) implica 3).

Ahora supongamos que se cumple 3). Sean Fy y F; dos subconjuntos
cerrados de X tales que Fy N Fy = ), Fy es decreciente y F} es creciente.
Entonces I} C X — Fy, F} es cerrado creciente en X y X — Fj es abierto
creciente en X. Por 3), existe un subconjunto W de X, abierto y creciente
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en X, talque  CW CI(W)C X —Fy.Sean Uy =X —I[(W)y Uy =W.
Entonces Uy y U; son abiertos en X, UyNU, = 0, Fy C Uy, Fy C Uy, Uy es
decreciente y U; es creciente. Luego X es M N. Esto prueba que 3) implica
1). ]

Si < es el orden discreto en X entonces el Teorema 1.58 dice que un
espacio X es normal si y sélo si, para cada subconjunto cerrado F' de X
y cada subconjunto abierto V' de X tal que F' C V, existe un subconjunto
abierto W de X tal que F C W C clx(W) C V.

Utilizando las mismas ideas que las dadas en la prueba del Teorema 1.58
tenemos el siguiente resultado, el cual hasta donde hemos podido investigar,
aparece por primera vez en la literatura.

Teorema 1.59. Supongamos que X es un espacio topoldgico con un casi
orden <. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) si Fo y Fy son dos subconjuntos cerrados de X tales que Fo N Fy = ()
y Iy es decreciente, entonces existen subconjuntos abiertos Uy y Uy de
X tales que Fy C Uy, Fy C Uy, UyNU;, = 0, Uy es decreciente y U, es
creciente;

2) si F' y'V son subconjuntos de X tales que F' es cerrado y decreciente
en X,V es abierto en X y F C V, entonces existe un subconjunto W
de X, abierto y decreciente en X, tal que F C W C D(W) C V;

3) si 'y V son subconjuntos de X tales que F es cerrado en X, V es
abierto y creciente en X y I C V, entonces existe un subconjunto W
de X, abierto y creciente en X, tal que F C W C I(W) C V.

Demostracién. Supongamos que se cumple 1). Sean F,V C X tales que F'
es cerrado y decreciente en X, V' es abierto en X y F' C V. Entonces F'y
X — V son cerrados en X tales que F N (X —V) =0 y F es decreciente.
Por 1), existen abiertos Uy y U; en X tales que F' C Uy, X — V C Uy,
UyNU;, = 0, Uy es decreciente y U; es creciente. Hagamos W = U,. Entonces
W c X —U; C V. Esto implica que X — U; es un subconjunto cerrado y
decreciente de X que contiene a W. Luego D(W) C X — U;. De esta manera
FcWcDW)cCX —U, CV.Esto muestra que 1) implica 2).

Supongamos que se cumple 2). Sean F,V C X tales que F' es cerrado
en X, V es abierto y creciente en X y F' C V. Entonces X —V C X — F|
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X — V es cerrado y decreciente en X y X — I es abierto en X. Por 2)
existe un subconjunto U de X, abierto y decreciente en X, tal que X —V C
UcDWU) cC X —F. Entonces F ¢ X — DWU) c X —U C V. Hagamos
W =X —D(U). Como D(U) es cerrado y decreciente en X, W es abierto y
creciente en X. Ademads, puesto que X — U es cerrado y creciente en X tal
que W C X — U, tenemos que [(W) C X — U. Esto muestra que FF C W C
I(W)c X —U c V. Por tanto, 2) implica 3).

Supongamos que se cumple 3). Sean Fy y F; dos subconjuntos cerrados
de X tales que Fy N F; = 0 y Fy es decreciente. Entonces Iy C X — Fy, Fy
es cerrado en X y X — Fj es abierto y creciente en X. Luego, por 3), existe
W C X, abierto creciente en X tal que Fy C W C I(W) C X — Fy. Luego,
Foc X—=I(W), Fy c W, X—I(W)y W son abiertos en X, (X—I(W))NW =
0, X — I(W) es decreciente y W es creciente. Haciendo Uy = X — I(W) y
U; = W, deducimos que 3) implica 1). ]

De manera similar, también tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.60. Supongamos que X es un espacio topologico con un casi
orden <. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) si Fy y Fy son dos subconjuntos cerrados de X tales que Fo N Fy = ()
y I es creciente, entonces existen subconjuntos abiertos Uy y Uy de X
tales que Fy C Uy, Fy C Uy, Uy N Uy = 0, Uy es decreciente y Uy es
creciente;

2) si 'y V son subconjuntos de X tales que F es cerrado en X, V es
abierto y decreciente en X y F' C V, entonces existe un subconjunto W
de X, abierto y decreciente en X, tal que F C W C D(W) C V,

3) si 'y V son subconjuntos de X tales que F es cerrado y creciente en
X,V es abierto en X y F' C V, entonces existe un subconjunto W de
X, abierto y creciente en X, tal que F C W C I(W) C V.

Supongamos que X es SN. Tomemos dos subconjuntos cerrados Fy y F)
de X tales que Fy N F;, = (. Si F, es decreciente, se cumple la propiedad
1) del Teorema 1.59. Por tanto, también se cumplen las propiedades 2) y 3)
del Teorema 1.59. Si en lugar de suponer que Fj es decreciente, resulta que
F} es creciente, entonces se cumple la propiedad 1) del Teorema 1.60. Luego
también se cumplen las propiedades 2) y 3) de dicho teorema.
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Terminamos la presente subseccién con dos resultados, uno valido en los
espacios M R y el otro en los espacios M R'.

Teorema 1.61. Supongamos que X es un espacio topolégico con un casi or-
den <. Si X es MR, entonces para cualesquiera par de subconjuntos cerrados
Ay B de X tales que ANB =0, A es compacto y B es creciente, existen
subconguntos abiertos U y'V de X tales que ACU, BCV,UNV =0, U es
decreciente y V' es creciente. Si B es decreciente, entonces U es creciente y
V' decreciente.

Demostracion. Supongamos que X es M Ry que B es creciente. Si existe
a € A tal que P(a) N B # (), entonces b < a, para algin b € B. Como B es
creciente, esto implica que a € B. Luego AN B # (). Puesto que eso es una
contradiccién, resulta que P(a) N B = (), para cada a € A.

Notemos que para cada a € A se tiene que a ¢ B. Esto implica, pues
X es MR, que existen abiertos U, y V, en X tales que a € U,, B C V,,
U,NV, =0, U, es decreciente y V, es creciente. Por tanto, {U,: a € A} es
una familia de abiertos cuya unién contiene al compacto A. Entonces existen
neNyayay,...,a, € Atalesque A C U, UU,, U---UU,, . Sean:

U=U, UUy,U--UU, v V=V,NVy,N--NV,,. (1.5.1)

Entonces U es una unién de abiertos decrecientes, por lo que U es abierto y
decreciente. Como V' es una interseccion finita de abiertos crecientes, V' es
abierto y creciente. Ademés A C U, BC V yUNV = (. Esto termina la
prueba, si B es creciente.

Supongamos ahora que B es decreciente. Entonces S(a) N B = (), para
cada a € A. También sucede que a ¢ B, para niguna a € A, por lo que
existen abiertos U, y V, en X tales que a € U,, B C V,, U, NV, = {,
U, es creciente y V, es decreciente. Siguiendo la prueba del caso anterior, y
definiendo U y V' como en (1.5.1), tenemos que U y V son abiertos en X
tales que AC U, BCV,UNV =0, U es creciente y V es decreciente. Esto
termina la demostracién. ]

Teorema 1.62. Supongamos que X es un espacio topoldgico con un casi
orden <. Si X es MR’ entonces, para cualesquiera par de subconjuntos cer-
rados A y B de X tales que AN B = (), A es compacto y B es creciente,
existe f € C(X,I) tal que f(A) C {0} y f(B) C {1}. Si B es decreciente,
entonces existe f € C(X,I) tal que f(A) C {1} v f(B) C {0}.
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Demostraciéon. Supongamos que B es creciente. Como para cada a € A,
tenemos que a ¢ B, existe f, € C(X,I) tal que f,(a) =0y fu(B) C {1}.
Como f, es continua y f,(a) = 0, existe un abierto U, en X tal que a € U, y
fa(Us) C [0,3) . Entonces {U,: a € A} es una familia de abiertos en X, cuya
union contiene al compacto A. Por tanto, existen n € Ny aq,a9,...,a, € A
tales que si U = U,, UU,, U---UU,,, entonces A C U.

Consideremos la funcién g: X — [ definida como:

g($) = min {fal(m)afaz(x)> .- '7fan(x)}'

Como las funciones f,,, fa,, - - -, fa, SO0 continuas, g es una funcién continua.
Ademas, si z € B, entonces f, (x) = 1, para cada i € {1,2,...,n}, por lo
que g(x) = 1. Tomemos ahora z € A. Entonces existe i € {1,2,...n} tal
que x € U,,, por lo que f,.(x) < % Esto implica que g(z) < %, siempre que
x € A

Definimos ahora f: X — I como:

f@)zznmx{qg@)—%}.

Entonces f es una funcién continua tal que f(A) C {0} y f(B) C {1}.
Tomemos ahora z,y € X tales que x < y. Sean 4,5 € {1,2,...,n} tales que
9(x) = fa(2) y 9(y) = fa,(y). Como f,, preserva el orden, tenemos que:

9(7) = fo, (%) < fo;(x) < fo; (y) = 9(y).

Luego g(z) < g(y), por lo que g(z) — 3 < g(y) — 5 y también 2g(z) — 1 <
2¢(y) — 1. Supongamos ahora que g(z) — 3 > 0. Entonces g(y) — 3 > 0, por
lo que f(z) =2g(z) -1y f(y) = 29(y) — 1. Luego f(z) < f(y). Supongamos
ahora que g(z) — 3 < 0. Entonces f(z) = 0y, ademds, f(z) < f(y). Esto
muestra que f preserva el orden. Luego f € C(X,I).

Si B es decreciente, siguiendo una demostracion similar, podemos obtener

una funcién f € C(X, 1) tal que f(A) c {1}y f(B) C {0}. O

1.5.4. El Lema de Urysohn Generalizado

Estamos en condiciones para probar que, en un espacio topologico X con
un casi orden, las propiedades M N y M N’ son equivalentes. Esto implica
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que el Lema de Urysohn es valido en un contexto mas general. En la prueba
del siguiente resultado, utilizaremos la notacién D(A) para representar a la
cerradura creciente de un subconjunto A de X (ver Subseccién 1.3.3).

Teorema 1.63. Supongamos que X es un espacio topologico con un casi
orden <. Entonces X es MN si y solo si X es MN'.

Demostracién. Notemos que, por la parte 4) del Teorema 1.52, M N' impli-
ca M N. Falta probar que M N implica M N’. Supongamos, por tanto, que X
es MN. Sean F, y F; dos subconjuntos cerrados de X tales que Fy N Fy = (),
Fy es decreciente y Fj es creciente. Definamos V(0) =0 y V(1) = X — F.
Notemos que D(V(0)) = D(0) = ), asi que V(0) y V(1) satisfacen las si-
guientes propiedades:

i) V(0) y V(1) son subconjuntos abiertos y decrecientes de X;

i)
i) D(V(0)) C V(1)
)
)

ii
ii) Fp C V(1);

V() =0y V(1) =X-F.

iv

Supongamos que para un numero natural n y cada k € {0,1,...,2"} tene-
mos construido un subconjunto V' (2%) de X de manera que se cumplen las
siguientes propiedades:

a (—) es abierto y decreciente en X, para cada k € {0,1,...,2"};

27l

)V
b) D(V(£)) cV (&), para cada k € {0,1,...,2" — 1};
¢) Fo CV (&), paracada k € {1,2,...,2"};

d) V(0)=0yV(1)=X-H.

Por las propiedades i)-iv) los conjuntos V(0) y V(1) satisfacen los e-
nunciados a) a d) con n = 1. Para cada k € {0,1,...,2""} vamos ahora
a construir un subconjunto V (2,1%) de X de manera que se cumplen las
siguientes propiedades:

a) Vv (271%) es abierto y decreciente en X, para cada k € {0,1,...,2""1};

V) D(V (zx)) CV (£5) , para cada k € {0,1,..., 2" — 1};
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(gnkﬂ) , para cada k € {1,2,..., 2n+1};
d) V(0)=0yV(1)=X-F.

Tomemos entonces k € {0,1,...,2""}. Supongamos primero que k es par.
Entonces k = 2p, para algin p € {0,1,...,2"}. En este caso definimos:

v (2nk+1> =V (%) '

En particular V(0) = 0 y V(1) = X — F;. Supongamos ahora que k # 1
y que k es impar. Entonces k = 2p + 1, para algin p € {1,2,...,2" — 1}.
Por la propiedad b) tenemos que D (V (%)) cVv (p;l) . Ademas D (V (2%))
es cerrado decreciente en X y, por a), V (’;inl) es abierto decreciente en X.
Entonces como X es M N, por el Teorema 1.58 existe un subconjunto W, de

X, abierto decreciente en X, tal que:

D(v (£>) c W, c D(W,) cv(pH). (1.5.2)

AL AL
k
4 (2n+1) - Wp'

Ahora supongamos que k = 1. Por ¢), Fy C V (2%) . Ademas Fj es cerra-
do decreciente en X y, por a), V (2%) es abierto decreciente en X. Como

X es MN, utilizando de nuevo el Teorema 1.58, deducimos que existe un
subconjunto W, de X, abierto decreciente en X, tal que:

En este caso definimos:

FocWyCc D(Wy) CV (%ﬂ) . (1.5.3)

En este caso definimos:

1
4 (2n+1) - WO'

Para cada k € {0,1,...,2""} hemos asi construido un subconjunto

Vv (Qn%) de X. Es claro que las propiedades a’) y d’) se cumplen. Para ver

que se cumple ¢’) notemos que Fy C Wy =V (#) . Tomemos ahora k €



1.5. AXIOMAS DE SEPARACION 41

{2,3,...,2""1}. Si k es par, entonces k = 2p, para algin p € {1,2,...,2"}.

Luego, por ¢),
P k
Fo C V(2_n) :V(2n+1) .

Si k es impar, entonces k = 2p + 1, para algin p € {1,2,...,2" — 1}. Luego,
por ¢) y (1.5.2),

Rcv(sz)en(v(s)) ch=V<Qf+l).

Entonces la propiedad ¢’) se cumple. Es claro que la propiedad b') se cumple
para k = 0. También se cumple para k = 1 pues, por (1.5.3),

D (v (2n1+1>) — D(Wy) C V (2n1+1> |

Tomemos ahora k € {2,3,...,2"" —1}. Si k es par, entonces k = 2p, para
algin p € {1,2,...,2" — 1}. Luego k + 1 es impar diferente de 1 y, ademas,
k+1=2p+1, por lo que

() v(@) - ()
Luego, por (1.5.2),
D (v <2f+1)) =D (V(Z))cw,=Vv (/;:11) .

Ahora supongamos que k es impar. Entonces k = 2p + 1, para algun p €
{1,2,...,2" — 1}. Luego k + 1 es par y, ademds, k + 1 = 2(p+ 1). Entonces

k E+1 p+1
V(2n+1>:Wp y V(2n+1)zv(2n)

Luego, por (1.5.2),

(o () s v (32) - (5)

Entonces la propiedad b') se cumple. Con esto probamos que la familia

{v (;ﬂ) k€ {0,1,...,2"+1}}




492 CAPITULO 1. ORDENES TOPOLOGICOS

satisface las propiedades a’)-d’). Consideremos ahora el conjunto de los racionales
diadicos en [0, 1]

3
D:{gfneNykemJ,“Qﬂ}.

De acuerdo a lo que hemos realizado se deduce, por induccién, que para cada
d € D, existe un subconjunto V(d) de X de modo que la familia {V(d): d €
D} satisface las siguientes propiedades:

*

a*) V(d) es abierto y decreciente en X, para cada d € D;

)
b*) D(V(d)) C V(d'), para cada d,d" € D con d < d';
c*) Fy C V(d), para cada d € D — {0};

)

) V) =0y V(1) =X — R,

Consideremos ahora la funcién f: X — [ definida, para z € X, como:
f(z)=sup{de D: z € X —V(d)}.

Para ver que f es en realidad una funcién, tomemos z € X. Como V(0) = (),
sucede que z € X — V(0). Luego 0 € {d € D: x € X — V(d)} y entonces,
{d € D: x € X —V(d)} es un subconjunto del intervalo [0, 1] acotado su-
periormente por 1. Tiene, por tanto, sentido considerar el supremo de dicho
conjunto. Luego f(z) estd bien definido y es un elemento del intervalo [0, 1].
Esto muestra que f, es en efecto, una funcién de X en [0, 1].

Supongamos que x € Fy. Por ¢*), x € V(d) para cada d € D —{0}. Luego
{de D:z e X —-V(d)} = {0}, asi que f(x) = 0. Ahora supongamos que
x € Fy. Como V(1) = X — Fy, tenemos que x € X — V(1). Luego 1 € {d €
D:z € X —V(d)}. Por tanto f(z) = 1. Esto muestra que f(Fy) C {0} v
f(Fy) C {1}

Consideremos ahora x,y € X tales que z < y. Tomemos d € D tal que
r € X —V(d). Siy € V(d) entonces, como V(d) es decreciente y x < v,
resulta que x € V(d). Esto es una contradiccién, asi que y € X — V(d). Con
esto tenemos que:

{deD:ze X-V(d)}Cc{deD:ye X -V(d)}
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Al tomar el supremo, sucede que f(z) < f(y). Esto muestra que f preserva
el orden.

Ahora vamos a probar que f es continua. Para esto, tomemos a € (0, 1).
Si x € f~'((a,1]), entonces f(z) > a. Luego existe dy € D tal que dy > a 'y
x € X —V(dy). Como D es denso en [, existe d; € D N (a,dy). Ahora bien,
puesto que D(V(dy)) es un subconjunto cerrado de X que contiene a V' (dy),
sucede que clx(V(dy)) € D(V(dy)). Luego, por b*):

clx(V(dy)) € D(V(dy)) C V(dyp)

y, como = € X — V(dp), deducimos que x € X — clx(V(d;)). Esto prueba
que:

F (1)) | J{X = dx(V(d)):d€ Dy d>a}.

Consideremos ahora que = € [J{X —clx(V(d)): d € D y d > a} . Entonces
existe d € D — {1} talque d > ay z € X — clx(V(d)). Como D es denso
en I, existe d € DN (a,d). Luego a < d" < d y, usando b*), sucede que
V(d)c DV (d)) CcV(d) Cclx(V(d). Luego X —clx(V(d)) c X —V(d),
por lo que x € X — V(d'). Esto implica que f(z) > d' > a, de donde

U{X —dx(V(d):deDyd>a}C f((a1)).
De todo esto se tiene que
F (1)) = J{X —cx(V(d)) : d € Dy d > a}.

Por consiguiente, f~*((a, 1]) es abierto en X. Ahora vamos a probar que el
conjunto f~1([0,a)) es abierto en X, haciendo ver que:

F7H0,0)) =\ J{V(d): de Dyd<a}.

Tomemos, por tanto z € f~1([0,a)). Entonces f(z) < a y, como D es denso
en I, existe d € DN(f(x),a). Luego f(x) < d, por lo que = € V(d) (en efecto,
siz € X — V/(d), entonces, por la definicién de f(x) resulta que f(z) > d,
contradiciendo el hecho de que f(x) < d). Esto prueba que:

FH(0.a) c | J{V(d):de Dyd<a}.
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Tomemos ahora z € (J{V(d):d € Dy d<a}. Entonces x € V(dy) para
algin dy € D tal que dy < a. Sid € Dy dy < d', por b*), se sigue que:

T € V(do) C D(V(do)) C V(d/)

porloque {de€ D:x € X—-V(d)} C[0,dp). Al tomar el supremo, deducimos
que f(x) < dp < a. Esto muestra que

{(V(d):de Dyd<a}c f[0,a)).

Por tanto f71([0,a)) = {V(d): d € D y d < a},de donde f~'([0,a)) es abier-
to en X.

Hemos probado que, para cada a € (0,1), los conjuntos f~'([0,a)) y
f~((a, 1]) son abiertos en X. Esto implica que f es una funcién continua.
Entonces f € C(X,I) y, como f(Fy) C {0} y f(F1) C {1}, concluimos que
X es MN'. O

El Teorema 1.63 se debe a L. Nachbin y aparece en [15, Teorema 1, p.
36]. Notemos que si < es el orden discreto, entonces el Teorema 1.63 es justo
el Teorema 1.45 que, como indicamos, es el Lema de Urysohn. También es
claro que si a,b € R y a < b entonces, utilizando un homeomorfismo entre
los intervalos [0, 1] y [a, b] y el Teorema 1.63, podemos probar que X es M N
si y solo si para cada par de cerrados ajenos Fy, F; C X, con Fj decreciente
y Fi creciente, existe f € C(X, [a,b]) tal que f(Fo) C {a}y f(F1) C {b}.

El siguiente resultado fue probado originalmente por L. E. Ward, Jr. en

[24, Teorema 9, p. 363]. La prueba que presentamos aqui es un poco distinta
a la dada por L. E. Ward, Jr.

Teorema 1.64. Supongamos que X es un espacio topologico con un casi
orden <. Entonces X es SN siy solo si X es SN'.

Demostracién. Notemos que, por la parte 3) del Teorema 1.52, SN’ implica
SN. Falta probar que SN implica SN’. Supongamos, por tanto, que X es
SN. Consideremos el conjunto:

k
D:{2—n:n€Nyk€{0,1,...,2”}}.
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Sean Fy y F) dos subconjuntos cerrados de X tales que Fy N F; = 0y
Fy es decreciente. Definamos V(0) = 0 y V(1) = X — F;. Utilizando la
equivalencia entre las afirmaciones 1) y 2) del Teorema 1.59, podemos seguir
la demostracién del Teorema 1.63 (en donde usamos la equivalencia entre
las afirmaciones 1) y 2) del Teorema 1.58), y asi mostrar que para cada
d € D existe un subconjunto abierto V(d) de X de modo que la familia
{V(d): d € D} satisface las propiedades b*)-d*) de dicha demostracién vy,
ademds, V' (d) es decreciente para cada d € D — {1}. Consideremos ahora la
funcién f: X — [ definida, para = € X, como:

f(x)=sup{de D: z € X —V(d)}.

De la misma manera en que hicimos ver en la prueba del Teorema 1.63,
resulta que f esta bien definida, f(Fy) C {0}, f(F1) C {1} y f es continua.
Para probar que f preserva el orden, tomamos z,y € X tales que = < .
Vamos a probar que

{deD:zeX-V(d)}Cc{deD:ye X -V(d)}.

Como ahora el conjunto V(1) no necesariamente es decreciente, la demostra-
cién cambia un poco. A saber, podemos proceder como sigue: sid € D — {1}
y z € X — V(d) entonces, de la misma manera en como hicimos ver antes,
se sigue que y € X — V(d) (pues V(d) es decreciente). Si z € X — V(1),
entonces f(z) = 1. Supongamos que f(y) = d < 1, entonces existe d’ tal
que d S d < 1. Luego, y ¢ X — V(d'), es decir, y € V(d'). Como V(d')
es decreciente, entonces x € V(d'). Por lo tanto, v ¢ X — V(d'), es decir,
f(z) £ d = 1, lo cual contradice que f(z) = 1. Luego f(x) = f(y) =1y, de
esta manera, siempre sucede que f(z) < f(y). Esto prueba que f € C(X,I).

Si en lugar de suponer que Fj es decreciente tenemos que F) es creciente,
entonces podemos aplicar una demostracion similar, para deducir que existe
f e C(X,I) tal que f(Fy) C {0} y f(F1) C {1}. Esto prueba que X es
SN'. O

1.5.5. Espacios Compactos Casi Ordenados

En [15, p. 52], L. Nachbin considera importante la clase de espacios des-
critos a continuacion.
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Definiciéon 1.65. Sea X un espacio topoldgico con un casi orden <. Si X

es compacto y < es un orden parcial continuo, decimos que la pareja (X, <)
es un espacto compacto ordenado.

Como consecuencia de la Proposicion 1.40, los espacios compactos orde-
nados son Ty (ver Corolario 2.5).

En la presente subseccion, vamos a estudiar espacios topoldgicos com-
pactos y Ty, que poseen un casi orden continuo. Hasta donde hemos podido
investigar a tales espacios no se les da nombre en la literatura, aunque pode-
mos darles el que proponemos en la siguiente definicion.

Definicién 1.66. Un espacio compacto casi ordenado es un espacio
topologico compacto y Ty, que posee un casi orden continuo.

Con esta notacion, los espacios compactos ordenados son también espacios
compactos casi ordenados.

A partir de este momento, en la presente subseccién, supondremos que
< es un casi orden en X. Como una aplicacién de la Proposicién 1.43 y del
Teorema 1.57, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 1.67. Sea X un espacio compacto casi ordenado. Entonces X es

MN.

Demostracién. Sean Fy y F; dos subconjuntos cerrados de X tales que
FyNF, =0, Fy es decreciente y F} es creciente. Como los espacios compactos
y 15 son normales, tenemos que X es normal. Luego existen abiertos U y V'
en X tales que Fy CU, Fy CVyUNV =(. Hagamos F; = P(X — V) y
F/ = S(X —U). Entonces F{ es decreciente y F] es creciente. Como X — U
y X — V son subconjuntos cerrados del compacto X, X —U y X —V son
compactos. Entonces, por la Proposicién 1.43, Fjj y F] son cerrados en X.
Ademds, como V NU = (), tenemos que

X=X-VUX-U)CP(X-V)US(X -U)=F,UF],

por lo que FjU F| = X. Supongamos ahora que existe x € F; N Fyj. Entonces
r € P(X—V), porloque x £y para algin y € X — V. Como Fj es creciente
y x € FY, sucede que y € Fy. Luego y € V, pues F; C V. Esto implica que
y € Vy alavez, y € X — V. Como esto es una contradiccion, tenemos
que Fy N F} = (). De manera similar se tiene que Fy N F| = (). Luego, por el
Teorema 1.57, X es M N. O]



1.5. AXIOMAS DE SEPARACION 47

Como caso particular del teorema anterior, los espacios compactos orde-
nados son M N. El Teorema 1.67 aparece primero probado en [15, Teorema 4,
p. 57] (para espacios compactos ordenados) y, posteriormente, en [24, Lema
3, p. 361] para espacios compactos casi ordenados.

Recordemos que los espacios SN son M N. Por esta razén, el siguiente
resultado, probado originalmente en [24, Teorema 4, p. 361], es una versién
mas fuerte que el Teorema 1.67.

Teorema 1.68. Sea X un espacio compacto casi ordenado. Entonces X es

SN.

Demostracion. Sean Fy y F} dos subconjuntos cerrados de X tales que
FyNF, = (). Consideremos el caso en que Fy es decreciente. Supongamos que
existe x € Fy N S(F}). Entonces y < z, para alguna y € F; y, como Fj es
decreciente, resulta que y € Fjy. Luego y € FyN F}. Esto es una contradiccion,
asi que FyNS(F1) = 0. Notemos ahora que S(F}) es creciente. Ademds, como
I} es cerrado en el compacto X, F| es compacto. Luego por la Proposicién
1.43, S(F1) es cerrado en X. Como X es M N (Teorema 1.67), existen dos
subconjuntos abiertos Uy y Uy en X tales que Fy C Uy, S(Fy) C Uy, UyNU; =
(), Uy es decreciente y U es creciente.

Supongamos ahora que Fy es creciente. Entonces P(Fp)NF; = (). Ademés
P(Fp) es cerrado y decreciente y, como Fj es creciente y X es M N, existen
dos abiertos Uy y U; en X tales que P(Fy) C Uy, Fy C Uy, Uy NU; = 0, Uy
es decreciente y U; es creciente. Esto prueba que X es SIV. O]

Corolario 1.69. Sea X un espacio compacto casi ordenado. Entonces X es

SR.

Demostracién. Por el Teorema 1.68, X es SN. Luego, por la parte 1) del
Teorema 1.53, X es SR. O

Como caso particular del Teorema 1.68, los espacios compactos ordenados
son SN (y también SR).

Supongamos que X es un espacio compacto casi ordenado. Entonces, por
definicién, el casi orden de X es continuo. Como veremos en el siguiente
resultado, el casi orden de X es, en realidad, fuertemente continuo.
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Teorema 1.70. Sea X un espacio compacto casi ordenado, con un casi orden
<. Entonces < es fuertemente continuo.

Demostracion. Por el Teorema 1.68, X es SN. Entonces, por el Teorema
1.64, X es SN'. Aplicando la parte 2) del Teorema 1.52, tenemos que X
es MN'. Aplicando ahora la parte 2) del Teorema 1.53, resulta que X es
MR'. Por tltimo, aplicando la parte 4) del Teorema 1.53, tenemos que < es
fuertemente continuo. O

Una prueba alternativa del Teorema 1.70 es la siguiente: por el Teorema
1.67, X es MN. Entonces, por el Teorema 1.63, X es MN'. Luego apli-
camos las partes 2) y 4) del Teorema 1.53 como hicimos antes. Terminamos
la presente subseccién indicando que el Teorema 1.70 aparece probado ori-
ginalmente en [24, Corolario 9.1], aunque ya antes habia sido probado por
L. Nachbin para espacios compactos ordenados (ver [15, Capitulo II]). Co-
mo caso particular del Teorema 1.70, tenemos que en un espacio compacto
ordenado el orden parcial es fuertemente continuo.

Terminamos la presente subseccion probando tres resultados que, hasta
donde hemos podido investigar, aparecen por primera vez en la literatura.

Teorema 1.71. Supongamos que X es un espacio compacto casi ordenado,
con un casi orden <. Sean ¥ € X y A un subconjunto cerrado de X tales
que x ;E a, para ninguna a € A. Entonces existen subconjuntos abiertos U y
V de X tales que x € U y A C V, U es creciente, V' es decreciente y, para
ningin (z,y) € U X V, se tiene que z % Y.

Demostracion. Por hipétesis v € X y A C X es cerrado en X. Si x € A,
entonces x ;ﬁ z, lo cual contradice la reflexividad de <. Luego = ¢ A. Si
existe a € S(z)N A, entonces z < a para el elemento a de A. Esto contradice
el hecho de que x i a, para ninguna a € A. Luego S(z) N A = (. Como X
es SR (Corolario 1.69), existen subconjuntos abiertos U y V de X tales que
reU, ACV,UNV =0, U es creciente y V es decreciente. Si (z,y) € U xV
y z < y entonces, como V es decreciente, z € V. Luego z € UNV. Como esto
contradice el hecho de que U y V son ajenos, deducimos que z f Y. [

Teorema 1.72. Supongamos que X es un espacio compacto casi ordenado,
con un casi orden <. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X tales que,
para ninguna (a,b) € AX B, se tiene que a i b. Entonces existen subconjuntos
abiertos U yV de X tales que A C U, B C V, U es creciente, V' es decreciente
y, para ningin (z,y) € U X V, se tiene que z jé Y.
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Demostracion. Como A es cerrado en el espacio compacto X, resulta que
A es compacto. Luego, por la Proposicién 1.43, S(A) es cerrado en X. Si
existe b € BN S(A), entonces a < b, para algin elemento a € A. Esto es
una contradiccién, asi que B N S(A) = (). Tenemos asi que B y S(A) son
subconjuntos cerrados y ajenos de X y, ademds, S(A) es creciente. Como X
es SN (Teorema 1.68), existen abiertos U y V en X tales que S(A) C U,
BcCcV,UNV =0, U es creciente y V es decreciente. Si (z,y) € U X V' y
2z < y entonces, como V es decreciente, z € V. Luego 2 € UNV. ]

Teorema 1.73. Supongamos que X es un espacio compacto casi ordenado.
Entonces, para cada cerrado A en X y cada abierto decreciente B en X
tales que A C B, existe un subconjunto abierto decreciente V' en X tal que

AcCV ccx(V)cCB.

Demostracion. Por el Teorema 1.67, X es M N. Luego, por el Teorema 1.58,
existe un abierto decreciente V en X tal que A C V. C D(V) C B. Como
D(V') es un subconjunto cerrado de X que contiene a V, sucede que clx (V) C
D(V). De esta manera A C V C clx(V) C B. O

1.5.6. Otros Aspectos

Como hemos visto la interrelacién de una topologia con una estructura
de orden nos ha permitido generalizar los axiomas de separacién y, en par-
ticular el Lema de Urysohn. En [24, Seccién 7] se muestra que también se
puede generalizar el Teorema de Extensién de Tietze. En la Seccién 8 del
mismo articulo, se muestra una generalizaciéon del Teorema del Encaje en
cubos de Tychonoff (la cual estd dada en espacios CR). En [24, Seccién 9], se
generalizan resultados sobre retractos. Enunciar en este trabajo dichos teore-
mas, involucra definir nuevos conceptos e incluso introducir cierta notacién.
Preferimos no alargar este trabajo, tratar otros aspectos y remitir al lector a
[24], para una mayor informacion.

Tanto el tema de los axiomas de separacién en espacios topoldgicos con
una propiedad de orden, como el de la extension, aparece en otros articulos
de investigacién. Para el lector interesado, mencionamos [1], [3], [6] y [11].
En [8, Seccién 2.3|, se muestran otros resultados para los espacios compactos
ordenados.



Capitulo 2

QOTS y POTS

2.1. Introduccion

En el presente capitulo vamos a trabajar con dos nuevas clases de espa-
cios topoldgicos, que poseen una estructura de orden. Los llamaremos POT'S
y QOTS. Bajo ciertas condiciones, veremos que dichos espacios coinciden
con los espacios compactos casi ordenados y con los espacios compactos or-
denados, que estudiamos en la Subseccion 1.5.5. Luego de presentar, en la
Seccion 2.3, una serie de resultados relacionados con los subconjuntos de un
QOTS que, informalmente hablando, estdn totalmente ordenados y “son los
mas grandes” con dicha propiedad, mostraremos como una aplicacién a la
Teoria de los Continuos, una prueba de que un continuo 7} tiene al menos
dos puntos que no son de corte (ver definiciones 2.15 y 2.19). Hasta cierto
punto, la demostracién que aqui presentamos, es similar a la que se estudia
en los cursos de Teoria de los Continuos, pero puesta en el lenguaje de los
espacios topoldgicos con una estructura de orden.

En la Seccién 2.4, vamos a definir un orden especial <, en un espacio
conexo y T;. También definiremos una nueva clase de espacios topolégicos
con una estructura de orden, llamados POT'S débiles. Como consecuencia
del estudio del orden <. y de las propiedades de los POT'S débiles, daremos
una prueba alternativa, y que no se parece a la que se estudia en los cursos
de Teoria de los Continuos, del hecho de que los continuos 77 tienen al menos
dos puntos que no son de corte. Esta demostracién resalta, en buena medida,
la interrelacién entre un espacio topolégico y una estructura de orden.

o1
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Al final del capitulo, en la Secciéon 2.5, generalizamos la nocién de con-
vexidad en R, a espacios topoldgicos con una estructura de orden. Luego
daremos dos pruebas del hecho de que los espacios compactos casi ordena-
dos poseen esta propiedad general de convexidad. La primera demostracion,
utilizara el Lema de Urysohn Generalizado y, la segunda, usard el hecho de
que los espacios compactos casi ordenados son SN.

2.2. Propiedades Fundamentales

En la siguiente definicién, vamos a considerar dos clases de espacios topo-
l6gicos, con estructura de orden, que seran de importancia durante el presente
trabajo.

Definicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico con un casi orden <. Decimos
que X es un:

1) espacio topoldgico casi ordenado, si < es semicontinuo;

2) espacio topolégico parcialmente ordenado si X es un espacio
topoldgico casi ordenado y < es un orden parcial en X.

Si X es un espacio topoldgico casi ordenado entonces, para simplificar,
decimos que X es un QOT'S. De manera similar, si X es un espacio topoldgico
parcialmente ordenado, decimos que X es un POT'S. Utilizamos la nomen-
clatura anterior, més por fuerza de la costumbre, que por tener un equiva-
lente castellanizado. En inglés, a un espacio topoldgico casi ordenado, se le
llama “quasi ordered topological space”, mientras que a un espacio topolégi-
co parcialmente ordenado, se le llama “partially ordered topological space”.
Ademas referirse a dichos espacios como FTCO y ET PO, nos parece muy
extrano, luego de utilizar constantemente QOTS y POTS.

Las nociones presentadas en la Definicién 2.1 aparecen originalmente en
[25, p. 145]. En esta seccién vamos a probar una serie de propiedades de los

POTS.
Proposicién 2.2. Todo POTS es T;.

Demostraciéon. Supongamos que X es un POT'S. Sean z,y € X tales que
x#y. Six S yyy S xentonces, como el orden < es parcial, sucede que
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xr = y. En vista de que esto es una contradiccion, tenemos que x jﬁ Yy o

bien y i x. Consideremos primero el caso x g y. Por la Proposicién 1.36,
X —P(y) y X —5(x) son abiertos en X. Ademas x € X —P(y),y € X —S(x)
y¢ X —Ply)yxz ¢ X — S(z). Esto prueba que X es T3, cuando = % Y.
Supongamos ahora que y i x. Entonces X — P(x) y X — S(y) son abiertos
en X talesquey € X — P(z),z € X —S(y), ¢ X —P(z) yy ¢ X — S(y).
Esto prueba que X es T7. O

Cuando el orden parcial definido en X, el cual es un POT'S, es continuo,
resulta que X es Ty, segun se prueba en el siguiente resultado. En su demos-
tracion utilizaremos el hecho de que un espacio topolégico es T3 si y solo si
cada par de puntos distintos se encuentran en vecindades ajenas.

Proposicion 2.3. Si X es un POTS cuyo orden parcial es continuo, en-
tonces X es Ts.

Demostracién. Sean x,y € X tales que x # y. Entonces z i y o bien

Y jﬁ x. En cualquier situaciéon, por la Proposicién 1.40, existen vecindades
ajenas de x y y, respectivamente. Esto prueba que X es T5. O

Corolario 2.4. Si X es un POTS cuyo orden parcial es total, entonces X
es Ts.

Demostracion. El resultado se sigue del Teorema 1.39 y la Proposicién 2.3.
[

Corolario 2.5. Si X es un espacio compacto ordenado, entonces X es Ts.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio compacto ordenado. En-
tonces X es un POT'S cuyo orden parcial es continuo. Luego, por la Proposi-
cion 2.3, X es Ts. O

En la Seccion 1.5 utilizamos la estructura de un espacio topolégico X con
un casi orden < que es semicontinuo. Por ejemplo, el Teorema 1.53, puede
enunciarse diciendo “Si X es un QOT'S, entonces”. El Corolario 1.55 dice
que, en un QOT'S, ser SN es equivalente a ser SR y M N. También dice que
en un QOT'S ser SN’ es equivalente a ser SRy M N'.

En este trabajo entendemos que un POT'S compacto es un espacio topo-
l6gico compacto que, a su vez, es un POT'S. De manera similar, un QOTS
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compacto es un espacio topolégico compacto que también es un QOTS. En
estos términos, el Teorema 1.68 dice que si X es un QOTS compacto y
T, cuyo casi orden es continuo, entonces X es SN. De este resultado y la
Proposicién 2.3, resulta que todo POT'S compacto cuyo orden parcial es
continuo es SN. Este enunciado equivale a decir que los espacios compactos
ordenados son SN pues, los POT'S compactos cuyo orden parcial es continuo,
son precisamente los espacios compactos ordenados.

2.3. Cadenas Maximales y Puntos de Corte

En la presente seccién veremos las nociones de cadena y de cadena maxi-
mal en un COCO. También consideraremos las nociones de elemento maxi-
mal y de elemento minimal en un COCO. Nuestro primer objetivo es lograr
caracterizar las cadenas maximales en un QOT'S y ver condiciones, bajo
las cuales, podemos garantizar la existencia de elementos minimales y de
elementos maximales. Nuestro segundo objetivo es utilizar la teoria desa-
rrollada de los espacios topoldgicos parcialmente ordenados, para probar un
resultado clasico en la Teoria de los Continuos, a saber que todo continuo
tiene al menos dos puntos que no son de corte.

2.3.1. Cadenas Maximales

Si (X,=) esun COCO y C C X, entonces el simbolo <o representa el
casi orden de X, restringido a C.

Definicién 2.6. Si (X, =) es un COCO, entonces x € X es un elemento
minimal en X si para cada y € X, dey < x se sigue que x < y. Decimos
que z € X es un elemento maximal en X si para caday € X, de z S y
se sique que y < z.

Supongamos que (X, =) es un COCO. En términos del conjunto de los
predecesores, sucesores y equivalentes (Definicién 1.13), tenemos que x es un
elemento minimal de X si y sélo si P(z) C S(x). En forma equivalente, = es
minimal en X siy sélosi E(z) = P(x). De manera similar « es maximal en X
siy sblo si S(z) C P(x) lo cual, a su vez, es equivalente a que E(z) = S(x).

Definicién 2.7. 5i (X, =) es un COCO, entonces una cadena en X es un
subconjunto C de X tal que (C, §\C) es un COCTO. Una cadena maximal
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en X es una cadena en X que no estd contenida propiamente en otra cadena
en X.

Como consecuencia del Lema de Zorn tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.8. Si (X, =) es un COCO, entonces eziste una cadena mazimal
en X.

Demostracién. Sea U = {U,: o € I'} una familia de subconjuntos de X
tales que, para cada a € I', U, es una cadena en X y, para cada «a, 5 € I'; se
tiene que U, C Ug o bien Ug C U,. Notemos que si consideramos la familia
C de todas las cadenas en X, con el orden de la inclusion, entonces U es una
cadena en C. Vamos a mostrar, por tanto, que U posee una cota superior en

C.

Para lograr lo indicado en el parrafo anterior, sea U = |J, . Ua- Es claro
que (U, =) es un COCO. Tomemos ahora a,b € U. Entonces existen «, § €
I" tales que a € U, y b € Ug. Como U, C Ug o bien Ug C U,, existe § € {a, 5}
tal que a,b € Us. En vista de que Us es una cadena en X, tenemos que a < b
o bien b = a. Esto muestra que (U, £(¢) es un COCTO o, lo que es lo mismo,
que U es una cadena en X. Como U, C U para cada o € I, tenemos que U es
una cota superior de U en C. Esto implica, por el Lema de Zorn, que C posee
un elemento maximal. Dicho elemento es, por tanto, una cadena maximal en

X. ]

Corolario 2.9. Si (X, ) es un COCO y C es una cadena en X, entonces
ezxiste una cadena maximal en X que contiene a C.

Demostracion. La prueba es una modificaciéon de la demostracién del teo-
rema anterior. Sea C la familia de todas las cadenas en X que contienen a C
y, ademas, supongamos que C tiene el orden de la inclusién. Consideremos
ahora una familia Y = {U, € C: a € I'} tal que, para cada o, € T, se
tiene que U, C Us o bien Ug C U,. Siguiendo la demostraciéon del teorema
anterior, podemos ver que U posee una cota superior en C. Luego, por el
Lema de Zorn, C posee un elemento maximal. Dicho elemento es, por tanto,
una cadena maximal en X que contiene a C. ]

Ahora probaremos que, en un QQOT'S, toda cadena maximal es cerrada.
Dicho resultado fue probado originalmente por A. D. Wallace en [21, p. 415].

Lema 2.10. Toda cadena maximal en un QOTS es cerrada.
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Demostracion. Sean X un QOT'S y C una cadena maximal en X. Notemos
primero que, por el Corolario 1.36, P(z) y S(x) son cerrados en X, para cada
x € C. Entonces (), (P(x)US(x)) es cerrado en X. Tomemos ahora c € C.
Como C es una cadena en X, para todo x € C tenemos que ¢ <z oz < c.
Por tanto ¢ € P(x) U S(x), para cada x € C. Luego c € [, (P ( U S(x)).
Esto prueba que C' C (), . (P(z) U S(x)).

Tomemos ahora y € (), .(P(z) U S(x)) y hagamos D = C'U {y}. Como
C' es una cadena en X, cada dos elementos de C' son comparables, es decir
a < bo bien b < a, para cada a,b € C. Ademés si x € C, resulta que
y € P(x)U S(z), por lo que y < x o bien z < y. Esto muestra que cada dos
elementos de D son comparables o, en otras palabras, que D es una cadena
en X. Como C' C Dy C es una cadena maximal en X, se tiene que C' = D.
Luego y € C. Esto muestra que (),.(P(xz) U S(x)) C C. Por tanto:

C=()(P(x)US(x)).

zeC
Como (e (P(x)US(r)) es cerrado en X, resulta que C' es cerrado en X. [

Teorema 2.11. Supongamos que X es un espacio topologico compacto y no
vacio. Si < es un casi orden semicontinuo inferiormente en X, entonces X
posee un elemento minimal.

Demostracion. Por el Teorema 2.9, existe M una cadena maximal. Con-
sideremos el conjunto £ = {P(z): x € M}. Mostraremos ahora que:

({P(z): P(x) € M} #0.

Como < es semicontinuo inferiormente, cada conjunto P(x) es cerrado en X.
Supongamos que { P(x1), P(x2), ..., P(x,)} es una familia finita de elementos
de £. Como M es una cadena, existe j € {1,2,...,n} tal que, z; < x; para
cada i € {1,2,...,n}. Entonces:

0 # P(x;) = P(z1) N P(xg) NN P(xy,).

Tenemos asi que £ es una familia con la propiedad de la interseccion finita, de
subconjuntos cerrados en X. Como X es compacto, por [4, Teorema 3.1.1, p.
123], existe g € (,cp P(). Supongamos ahora que y € X es tal que y < .
Como M es una cadena maximal, sucede que y € M Luego xg € P(y), de
donde zy < y. Esto muestra que xj es un elemento minimal en X. O
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De manera similar se prueba el siguiente resultado.

Teorema 2.12. Supongamos que X es un espacio topologico compacto y no
vacio. St < es un casi orden semicontinuo superiormente en X, entonces X
posee un elemento mazximal.

Si combinamos los teoremas 2.11 y 2.12; tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.13. Supongamos que X es un espacio topoldgico compacto y
no vacio. Si < es un casi orden semicontinuo en X, entonces X posee un
elemento minimal y un elemento maximal.

El Teorema 2.12 aparece originalmente en [21, p. 415]. Posteriormente
aparece en [25, Teorema 1, p. 146], enunciado junto con el Teorema 2.11.
Conviene comparar el Teorema 2.11 con el resultado mostrado en [2, Teorema
16, p. 63], valido en espacios parcialmente ordenados.

Vamos a probar ahora que, en un QOT'S, la cerradura de una cadena es
también una cadena.

Teorema 2.14. Si (X,Z) es un QOTS y C' es una cadena en X, entonces
clx(C) es una cadena en X.

Demostracion. Vamos a probar primero que

1) para cada z € clx(C) y para toda ¢ € C, tenemos que z < ¢ o bien
c< 7.

Para ver 1), sean = € clx(C) y ¢ € C. Supongamos que x i cyc % x.
Entonces:

z e (X — P(e)N (X — S(c)).

Como = es semicontinuo, por la Proposicién 1.36, X — P(c) y X — S(c) son
abiertos en X. Entonces (X — P(c)) N (X — S(c)) es un abierto en X que
tiene al punto x, que se encuentra en la cerradura de C. Entonces existe
y e CN(X —P(c))N(X = S(c)). Esto implica que ¢ y y son elementos de C'
no comparables, lo cual contradice el hecho de que C' es una cadena y prueba

1).

Tomemos ahora x,y € clx(C). Si z y y no son comparables, entonces x
es un elemento del abierto (X — P(y)) N (X — S(y)) de X. Como x € clx(C),
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existe c € CN (X — P(y)) N (X — S(y)). Esto implica que y es un elemento
en la cerradura de C, que no se compara con un elemento de C' (a saber, con
¢), contradiciendo 1). Por tanto  y y son comparables y, asi, clx(C') es una
cadena en X. O]

Usando el Teorema 2.14, podemos dar una prueba alternativa del Lema 2.10.
Para esto supongamos que M es una cadena maximal en X. Como, por el
Teorema 2.14, clx(M) es una cadena en X que contiene a M, por la max-
imalidad de M, tenemos que clx(M) = M. Luego M es cerrado en X. En
el siguiente capitulo serd importante obtener condiciones, bajo las cuales las
cadenas maximales son compactas.

2.3.2. Puntos de Corte

En la presente subseccién, veremos una utilidad que tienen los resultados
y la relaciones definidas anteriormente. Conviene establecer cierta notacion
y recordar algunos resultados de la Topologia General.

Definicién 2.15. Sean X un espacio topologico conexo y p € X. Decimos
que p es un punto de corte de X si X — {p} no es conexo.

Si X es un espacio topolégico, entonces la notaciéon X = P|Q indica que
P y @ son subconjuntos no vacios de X tales que:

X:PUQ, Clx(P)ﬂQ:(Z) y Pﬂch(Q):@

Supongamos que X es un espacio topolégicoy que A C X es tal que A = B|C.
Es facil probar que si A es abierto en X, entonces B y C' son abiertos y ajenos
en X. De manera similar, si A es cerrado en X, entonces B y C son cerrados
y ajenos en X.

El siguiente resultado se conoce como el Lema de las Orejas. Las partes 1)
y 2) son sencillas de probar. Y la parte 3), estd probado en [16, Proposicién
6.3, p. 88].

Lema 2.16. Sean X un espacio topoldégico y C' un subconjunto de X tales
que X — C = A|B. Entonces

1) si C es abierto en X, entonces AUC y BUC son abiertos en X

2) si C es cerrado en X, entonces AUC y BUC son cerrados en X;
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3) st X y C son conexos, entonces AUC y BUC son conezos.
Utilizaremos el Lema 2.16 en la prueba del siguiente resultado.

Lema 2.17. Sea X un espacio conexo y Ty. Supongamos que x € X es tal
que X —{z} = K|L. Entonces clx(K) = KU {z} y clx(L) = LU {z}.

Demostracién. Como X es 71, el conjunto {x} es cerrado en X. Luego, por
la parte 2) del Lema 2.16, K U {z} es cerrado en X. Como K C K U {z},
resulta que cly(K) C K U{z}. Ahora bien, como X — {z} es abierto en X
los conjuntos K y L son abiertos y ajenos en X. Ademas K # X, pues L
es no vacio y K N L = (). Entonces K no es cerrado en X pues, en tal caso,
K es un subconjunto propio y no vacio del espacio conexo X, que es tanto
abierto como cerrado en X. En vista de que esto contradice la conexidad de X,
deducimos que K no es cerrado en X. Entonces clx (K)— K # ) y, como todos
los puntos de la cerradura de K se encuentran en K U {z}, necesariamente
clx(K) = K U{z}. De manera similar se prueba que clx(L) = LU {z}. O

El siguiente resultado se utilizara con cierta frecuencia a lo largo de este
trabajo.

Lema 2.18. Sea X un espacio conexo. Supongamos que x,y € X son tales
que:
X—{z}=K|L y X-—{y}=M|N.

Size M yye K entonces NU{y} C K.

Demostracién. Notemos que x # y, pues x € M C X — {y}. Ahora bien,
por el Lema de las Orejas, N U {y} es conexo. Como x € M, resulta que
z ¢ N U{y}. Por tanto N U {y} es un subconjunto conexo de X — {z} y,
como intersecta a K, pues y € K, tenemos que N U {y} C K. O

Recordemos que un conjunto X es degenerado si posee solamente un ele-
mento. Si X tiene al menos dos elementos, decimos que X es no degenerado.
Consideremos ahora la siguiente definicion.

Definicién 2.19. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
no degenerado. Un continuo T es un espacio Ty, compacto, conexo y no
degenerado. Finalmente, un continuo Ty es un espacio Ty, compacto, conexo
y no degenerado.
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Recordemos que los espacios compactos y 75 son T} y, en particular, son
T3%. Ademas, si X es un conjunto conexo y TS%, entonces X = ), X es
degenerado o bien X es no numerable (ver [19, Proposicién XII.1.25, p. 18]).
Como, por definicién, un continuo 7, es no degenerado, de lo anterior se
sigue que los continuos 75 son no numerables. También los continuos son no
numerables.

No debemos confundir la nocién de continuo que se da en la Defini-
cién 2.19, con la que aparece en la Definicién 1.29. Mientras que la primera
involucra solamente a un espacio topoldgico, la segunda se refiere a un casi
orden definido en un espacio topolégico. En particular, tiene sentido consid-
erar un casi orden continuo < en un continuo X. Un espacio compacto casi
ordenado, conexo y no degenerado es, por ejemplo, un continuo 75 en el que
el orden parcial es continuo.

Estamos listos para enunciar el resultado principal de esta subseccién. En
inglés al siguiente teorema se le llama el “non-cut point existence theorem”,
lo cual podemos traducir como “el teorema de la existencia de puntos que
no son de corte”. Independientemente de su nombre, el resultado es muy
importante en la Teoria de los Continuos y, como veremos, la técnica de
definir un casi orden semicontinuo inferiormente en un espacio topolégico,
resultara clave. Recordemos que la cardinalidad de un conjunto A se denota
por |A|.

Teorema 2.20. Un continuo T tiene al menos dos puntos que no son de
corte.
Demostraciéon. Sea X un continuo 7} no degenerado. Hagamos:

N ={p € X: pno es un punto de corte de X'}

y supongamos que |N| < 1. Como | X| > 2 existe 29 € X — N. Luego zg es
un punto de corte de X vy, por tanto, X — {zo} = A|B. Como N posee a
lo mas un elemento, podemos suponer, sin perder generalidad, que N C B.
Entonces, para cada x € A, tenemos que z es un punto de corte de X. Luego,
para toda x € A, sucede que:

X —{z} = A(z)|B(z) con =z € B(x).

Lo anterior significa que, para cada = € A, podemos escoger a B(x) de modo
que tenga a . Por el Lema 2.18, A(z)U{x} C A, paratoda z € A. Por tanto,
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A(z) C A, para cada x € A. Ademas, por el Lema 2.17, clx(A) = AU{zo} y
clx(A(x)) = A(x) U{z}, para cada x € A. También tenemos que, para toda
x € A, los conjuntos A(z) y B(z) son ajenos, no vacios y abiertos en X. Los
conjuntos A y B también son ajenos, no vacios y abiertos en X.

Hagamos A(z¢) = A B(xy) = B. Notemos que:
A(x) #(, paracadax € cly(A). (2.3.1)
Consideramos ahora la siguiente relacién < en cly(A) :
si z,y € clx(A), entonces x < y siy sélo si A(z) C A(y).
Notemos que = < x, para cada = € clx(A). Afirmamos que:
1) < es un orden parcial en clx(A).

Para probar 1), notemos primero que A(z) C A(x), para cadaz € clx(A).
Luego x < z, para cada = € clx(A). Tomemos ahora z,y,z € clx(A) de
modo que z < yy y < z. Entonces A(z) C A(y) v A(y) C A(z), por lo
que A(x) C A(z). Esto muestra que = < z, por lo que (clx(A),<) es un

COCO. Tomemos ahora z,y € clx(A) de modo que z < y y y < z. Entonces
A(x) C Aly) vy A(y) C A(x). Luego A(z) = A(y). Esto implica que

X —{a} = A(@)[B(x), v X-{y}=A@)B(y)

Supongamos que x # y. Como A(x) C X —{z} v A(z) = A(y) C X — {y},
resulta que x ¢ A(x) y y ¢ A(x). Luego x € B(y) y y € B(x). Aplicando el
Lema 2.18, sucede entonces que A(z) U {y} C B(z), de donde A(z) C B(z).
Como esto contradice el hecho de que A(x) y B(z) son ajenos. Por lo tanto,
x = y. Esto prueba que (clx(A4),=) es un COPO vy, asi, 1) se cumple.

Como (clx(A), =) es un COPO, para cada z € clx(A) podemos conside-
rar el conjunto P(z) de los predecesores de x, que dimos en la Definicién 1.13.
Afirmamos ahora que:

2) P(x) =clx(A(x)), para cada x € clx(A).

Para ver 2), tomemos = € clx(A). Recordemos que z < g, para cada
z € clx(A) . Luego:

P(zg) ={z €clx(A4): z Sz} = clx(A).
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Esto prueba que 2) se cumple si x = xy. Ahora, si x # xy. Entonces z € A.
Sea y € P(z). Entonces y < x, por lo que A(y) C A(x). Al tomar cerraduras
obtenemos que

Ay) U{y} = clx(A(y)) C clx(A(x)) -

Luego y € clx(A(x)) . Esto prueba que P(x) C clx(A(x)).

Para mostrar la otra contencién, tomemos z € clx(A(z)) = A(x) U {z}.
Como z € A, clx(A(x)) C A. Luego z € A. Si z = x, entonces z < x, por
lo que z € P(z). Si no, z € A(z). Luego z # xz, por lo que x € X — {z} =
A(z) U B(z). Recordemos que:

X —{z}=A(2)|B(z), X —{z}=Ax)|B(x) y z9€ B(z)NB(x).

Si z € A(z) entonces, por el Lema 2.18, B(z) U {z} C A(x). Luego z( €
B(z) C A(z), por lo que zg € A(x) N B(x). En vista de que esto contradice
el hecho de que A(x) y B(z) son ajenos, deducimos que = ¢ A(z). Luego
x € B(z) y, por el Lema 2.18, A(z)U{z} C A(z). En particular A(z) C A(z),
por lo que z < x. Luego z € P(z). Esto prueba que clx(A(z)) C P(z) v,
como la otra contencién también es cierta, 2) se cumple.

De 2) y la Proposicién 1.34, se sigue que < es semicontinuo inferiormente.
Tenemos, con todo esto, que clx(A) es un espacio topolégico compacto y no
vacio y que < es un orden parcial en clx(A) que es semicontinuo inferior-
mente. Entonces, por el Teorema 2.11, clx(A) posee un elemento minimal p.
Luego p es un elemento de cly(A) tal que, por 2) y el hecho de ser minimal,
se tiene que:

A(p) U{p} = clx(A(p)) = P(p) = {p}-

Por tanto A(p) = 0. Esto contradice (2.3.1) y, como dicha contradiccién
proviene de haber supuesto que |N| < 1, deducimos que |N| > 2. En otras
palabras, X tiene al menos dos puntos que no son de corte. O

2.4. El Orden del Punto de Corte

En la presente seccion, vamos a definir un orden parcial especial en un
espacio conexo y 77. Nuestro objetivo es dar una prueba alternativa del
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Teorema 2.20. Los resultados de esta seccion aparecieron originalmente en el
articulo [26].

Consideremos primero la siguiente nocion.

Definicién 2.21. Sea X un espacio conexo y T1. Sean x,c,d € X. Deci-

mos que x separa a ¢ y d en X si existen C,D C X — {x} tales que
X —{z}=C|D,ceCydeD.

Con respecto a la nociéon dada en la definiciéon anterior, tenemos el si-
guiente resultado.

Teorema 2.22. Sea X un espacio conexo y T1. Supongamos que x,c,d € X
son tales que x separa a ¢ y d en X. Entonces ¢ no separa a x y d en X v,
ademds, d no separa a x y ¢ en X.

Demostracién. Como x separa a cy a den X, tenemos que X —{z} = C|D,
conce CydeD.Sicseparara a zy d en X, entonces X — {c} = A|B, con
x € Ayde B. Por el Lema 2.18, BU {c} C C. Luego d € C. Esto implica
que d € C'N D. Como esto contradice el hecho de que C' y D son ajenos,
deducimos que ¢ no separa a x y d. De manera similar se puede probar que
d no separa a r y c. ]

Vamos ahora a definir una relacién de orden en un espacio conexo y 7T}
que admite un punto de corte.

Definicién 2.23. Supongamos que X es un espacio conexo y 11, y que e es
un punto de corte de X. Consideremos la relacion <. en X definida como
sigue: si x,y € X entonces x <,y si y solo si x =e, x =y o bien x separa
aeyay. A=, selellama el orden del punto de corte en X.

Por definicién e <, x, para cada z € X y, ademas x <, z, para toda
x € X. Es claro también que x <. e si y s6lo si x = e. En el siguiente
resultado, mostramos otras propiedades de la relacion <,.

Teorema 2.24. Sean X un espacio conexo y Ty y e un punto de corte de X.
Entonces:

1) <. es un orden parcial en X;

2) e es el unico elemento minimal de X, con respecto al orden <.;
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3) <. no es un orden total en X

4) los puntos de X que no son de corte son los elementos mazimales de
X, con respecto al orden <;

5) six € X, entonces P(x) es un conjunto totalmente ordenado.

Demostracién. Como notamos en el parrafo anterior <, es reflexiva. Tomem-
os z,y € X tales que ¢z <. y vy y <. x. Supongamos que r # y. Si x = e,
entonces y <, e, asi que y = e = x. Si y = e, de manera similar deducimos
que z = e = y. Como estamos suponiendo que = # y, resulta que x # e y
y # e. Entonces x separa a e y y y, ademas, y separa a e y x. Luego:

X —{z}=AB, X-{y}=C|D, e AnC, yeB y xz€D.

Por el Lema 2.18, C'U{y} C B. Como e € C, tenemos entonces que e € B.
Luego e € AN B. Esto contradice el hecho de que A y B son ajenos. Como
dicha contradiccién proviene de suponer que x # y, deducimos que x = y.
Esto prueba que <. es antisimétrica.

Para ver que <, es transitiva, sean x,y,z € X tales que x <,y y y <, .
Sie=xzo0ox=yo0x=2zo0 bien y = z, entonces z <, z. Supongamos, por
tanto, que e # x, r # y, x # 2 y y # z. Entonces x separa a e y y y, ademas,
y separa a e y z. Luego:

X —{z}=AB, X—-{y}=C|D, e AnC,ye Byz¢€D.

Si x € D entonces, por el Lema 2.18, C' U {y} C B. Luego, como e € C,
resulta que e € B. Por tanto e € AN B. En vista de que esto contradice
el hecho de que A y B son ajenos, deducimos que x ¢ D. Luego z € C'y,
aplicando de nuevo el Lema 2.18, tenemos que D U {y} C B. Como z € D,
resulta que z € B. Esto implica que X — {z} = A|B,cone € Ay z € B, es
decir, x separa a e y z. Luego z <. z. De esta manera probamos que <, es
transitiva.

De todo lo anterior tenemos que <, es un orden parcial en X. Esto prueba
1). Para probar 2), sea x € X tal que = <. e. Entonces x = e, por lo que e
es minimal en X. Si y € X también es minimal en X entonces, como e <, v,
por la minimalidad de y se sigue que y = e. Asi, 2) se cumple.
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Para probar 3), veremos que en X existen dos elementos que no son
comparables, con respecto a <.. En efecto, como e es un punto de corte de
X, X —{e} =C|D. Tomemos z € C'yy € D. Entonces z # y, x £ eyy #e.
Ademas e separa a x y y. Luego, por el Teorema 2.22, x no separaa ey yy,
tampoco, y no separa a e y x. Por tanto, x ie Yyy ie x. Esto prueba 3).

Para mostrar 4) supongamos primero que x € X no es un punto de corte
de X. Para ver que x es maximal en X, con respecto a <., sea y € X tal que
x <, y. Como <, es un orden parcial en X, para ver que z es maximal en
X, debemos verificar que x = y. Supongamos, por tanto, que z # y. Como
e es un punto de corte de X y x no es un punto de corte de X, sucede que
x # e. Entonces, al tener que x <, y, resulta que = separa a e y y. Luego
X — {x} no es conexo. En vista de que esto contradice el hecho de que x no
es un punto de corte de X, deducimos que z = y. Luego = es maximal en X.

Ahora supongamos que x € X es maximal en X. Si x = e, entonces e es
maximal en X. Como e <, y para cada y € Y, tenemos asi que X = {e}.
Esto contradice el hecho de que e es un punto de corte de X. Por tanto = # e.
Ahora bien, si z es un punto de corte de X, entonces X — {z} = A|B. Como
x # e, podemos elegir A de modo que e € A. En vista de que B # (), podemos
tomar un punto y € B. Entonces x # y y, ademas, x separa a e y a y. Luego
x <. y. Pero al ser x un elemento maximal de X, resulta que = = y. Tenemos
una contradiccién y, por tanto, concluimos que x no es un punto de corte de
X. Esto prueba 4).

Para probar 5), tomemos = € X. Como (X, <.) es un conjunto parcial-
mente ordenado, al restringir el orden parcial <, a P(x), tenemos que P(x)
es también un conjunto parcialmente ordenado. Vamos a mostrar ahora que
cualesquiera dos elementos de P(z) son comparables. Por la definicién de <.,
tenemos que e,x € P(z) y e <, x. Entonces los elementos e y = de P(z) son
comparables. También cualquier elemento de P(z) es comparable con ey, a
su vez, comparable con z. Resta probar que los elementos de P(x) — {e, x}
son comparables. Tomemos, por tanto, p,q € P(x) — {e,z} y supongamos
que p ie qg. Como p <.z, g S vy p,q ¢ {e,x}, sucede que p y ¢ separan
a e y xr. Ademas, como p ;Ee q, resulta que p no separa a e y ¢. Luego
X—{p}t=GH X —-{¢}=1lJ,ecGNl,z e HNJyqe G.Sipel
entonces, por el Lema 2.18, J U {¢} € G. Como = € J, esto implica que
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x € G. Luego x € G N H. En vista de que esto contradice el hecho de que G
y H son ajenos, deducimos que p ¢ I. Luego p € J y, como X — {q} = I|J
con e € Iype J, sucede que g separa a e y p. Luego q <, p. Esto muestra
que p y ¢q son comparables. Asi, 5) se cumple. O

En la Seccién 4.4.3, generalizaremos el orden del punto de corte a espacios
localmente conexos.

2.4.1. POTS Débiles

En la presente subseccion vamos a introducir un nuevo tipo de espacio
topoldgico con una estructura de orden.

Definicién 2.25. Sea X un espacio topoldgico con un orden parcial <. De-
cimos que X es un espacio topologico parcialmente ordenado débil
si < satisface la siguiente propiedad:

(%) para cada v € X tal que x no es mazimal en X, existe un subconjunto
cerrado K, de X tal que K, C S(x) y K, —{x} es no vacio y creciente.

Decimos, ademds, que el orden parcial < es débilmente continuo si satis-
face la propiedad ().

Para simplificar si X es un espacio topoldgico parcialmente ordenado
débil, diremos que X, o bien que el par (X, <) es un POT'S débil. En el sigu-
iente resultado mostramos que las relaciones semicontinuas superiormente
son débilmente continuas.

Teorema 2.26. Sea X un espacio topoldgico con un orden parcial <. Si <
es semicontinuo superiormente, entonces < es débilmente continuo.

Demostracion. Sea x € X tal que x no es maximal en X. Entonces existe
y € X tal que © < y y « # y. Hagamos K, = S(x). Por la Proposicién 1.35,
K, es cerrado en X. Ademds K, C S(x) y y € K, — {z}. Supongamos
que z € S(K, — {z}). Entonces w £ z, para algin w € K, — {z}. Luego
r £ w y, por transitividad, x < z Esto implica que z € S(z) = K,. Si
z = x, entonces de w < z se sigue que w < x. Como también z S w y < es
antisimétrica, tenemos que w = x. Esto es una contradiccién, asi que z # .
Luego z € K, — {z}, probando que K, — {z} es creciente. Por tanto, < es
débilmente continuo. m
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Ahora mostraremos que el orden del punto de corte que indicamos en la
Definicién 2.23, es débilmente continuo.

Teorema 2.27. Sean X un espacio conexo y I y e un punto de corte de X.
Entonces <. es débilmente continuo. Por tanto, (X,<.) es un POTS débil.

Demostracién. En la demostracién de la parte 4) del Teorema 2.24, vimos
que e no es un elemento maximal en X. Ademds, como e <, z para cada
x € X, resulta que S(e) = X. Hagamos K. = X. Entonces K, es cerrado
en X, K, C S(e) y K. —{e} = X —{e} # 0. Tomemos x € S(K, — {e}).
Entonces y <. x, para algin y € K, — {e}. Luego, y € S(e), por lo que
e <. y. Por transitividad e <, z. Si x = e entonces, de y <, z, se sigue
que y <. e, asi que y = e. Esto es un absurdo, por lo que = # e. Luego
reX —{e} =K. —{e}y, asi, K. — {e} es creciente.

Ahora supongamos que z € X — {e} no es maximal en X. Entonces
existe y € X tal que x <. y y x # y. Por tanto, z separa a ey y, de donde
X—{z} = E|F,cone € Eyy € F. Hagamos K, = FU{z}. Por el Lema 2.17,
K, = clx(F), asi que K, es cerrado en X. Ademéds, K,—{z} = F # (). Vamos
a probar ahora que K, C S(z). Notemos primero que = <. x. Ademds, para
cada z € F|, de la igualdad X — {z} = E|F y el hecho de que e € F, se sigue
que x separa a ey z. Luego z <. z, de donde z € S(z). Esto muestra que
K, C S(x).

Por tltimo, veamos que K, — {z} = F es creciente. Tomemos z € S(F).
Entonces w <, z, para algin w € F. Como F' C X — {x}, resulta que w # x.
Si w = z, entonces z € F. Si w # z entonces, como w <, z, sucede que w
separa a e y z. Luego X — {w} = A|B, con e € Ay z € B. Ahora bien,
de z # w, sucede que z € A o bien x € B. Si x € B, por el Lema 2.18,
AU{w} C F. Luego e € F, pues e € A. Esto implica que e € ENF), lo cual es
una contradiccién, asi que x € A. Aplicando de nuevo el Lema 2.18, tenemos
que BU{w} C F. Luego z € F pues z € B. Con esto hemos probado que
S(F) C F, de donde F es creciente. Como consecuencia de esto, el orden
parcial <, es débilmente continuo. Por tanto (X, <.) es un POT'S débil. [

Mas adelante, en la Seccion 4.4.3, mostraremos que cuando X es local-
mente conexo (X, <.) es un POTS.

A partir de este momento, en la presente secciéon, supondremos que un
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POTS débil compacto es un POTS débil que, ademds, es un espacio com-
pacto. Los POT'S débiles compactos satisfacen las dos propiedades que se
enuncian en el siguiente resultado.

Teorema 2.28. Supongamos que X es un POTS débil compacto. Entonces
se cumplen las siguientes propiedades:

1) X posee un elemento mazimal;

2) si X no estd totalmente ordenado y, para cada v € X, P(x) es un con-
Jjunto totalmente ordenado, entonces X tiene al menos dos elementos
mazimales.

Demostracién. La prueba de 1) es similar a la prueba del Teorema 2.11.
Considerando £ = {K,: x € M}, donde M es una cadena maximal en X y
K, satisface la propiedad () de la Definicién 2.25.

Para probar 2) supongamos X no estd totalmente ordenado. Entonces ex-
isten dos elementos distintos x,y € X que no son comparables. Supongamos
que existe z € S(x) N S(y). Entonces z,y € P(z) y, como P(z) esta to-
talmente ordenado, x y y son comparables. Como esto es una contradicion,
tenemos que S(z) N S(y) = 0.

Supongamos que x y y no son maximales en X. Como X es un POTS
débil, existen subconjuntos cerrados K, y K, de X tales que K, C S(z),
K, C S(y) y los conjuntos K, — {z} y K, — {y} son no vacios y crecientes.
Como S(z) N S(y) = 0, tenemos que K, N K, = 0. No es dificil probar que
K, y K, son POTS débiles compactos. Entonces, por 1), existen zp € K, y
yo € K, de modo que xy es maximal en K, y 3y es maximal en K,. Como
los conjuntos K, — {z} y K, — {y}, que estan contenidos en S(z) y S(y)
respectivamente, son crecientes en X, xy y 1o son elementos maximales de
X. Ahora bien, como K, y K, son ajenos, xy # yo. Esto prueba que X tiene
al menos dos elementos maximales. O]

Estamos en condiciones de presentar una prueba alternativa del Teore-
ma 2.20. Originalmente el resultado siguiente aparece probado en [26, Sec-
cién 4, p. 215] para continuos Ts. Sin embargo, como indicamos, es también
valido para continuos 7;. Notemos que, mientras que en la prueba del Teore-
ma 2.20, fue importante definir un orden parcial semicontinuo inferiormente,
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ahora serd importante definir un orden parcial débilmente continuo (nocién
que, por el Teorema 2.26, es mas débil que la semicontinuidad superior).

Teorema 2.29. Un continuo T, tiene al menos dos puntos que no son de
corte.

Demostracion. Sea X un continuo 77 y no degenerado. Si X no posee
puntos de corte entonces, como X es no degenerado, X tiene al menos dos
puntos que no son de corte de X. Supongamos ahora que X tiene un punto
de corte e. Consideremos el orden del punto de corte <, en X. Por la parte 1)
del Teorema 2.24, <, es un orden parcial en X. Ademas, por el Teorema 2.27,
<. es débilmente continuo. Entonces (X, <.) es un POT'S débil compacto.
Por las propiedades 2) y 4) del Teorema 2.24, X no esté totalmente ordenado
y, para cada € X, P(x) es un conjunto totalmente ordenado. Entonces, por
la parte 2) del Teorema 2.28, X tiene al menos dos elementos maximales p y
q. Por la parte 3) del Teorema 2.24, p y ¢ no son de corte en X. O

2.5. Espacios Casi Localmente Convexos

En la presente seccion veremos que la nocién usual de convexidad en R se
puede adaptar a espacios topologicos casi ordenados. Utilizando dicha nocién,
presentaremos los llamados espacios casi localmente convexos y, por tltimo,
probaremos que los espacios compactos casi ordenados son casi localmente
convexos (ver Definicion 1.66).

Si (X,=) esun COCO y a,b € X son tales que a < b, definimos:
la,b] ={z € X:a <z S b}

Recordemos la Definicién 1.13, en la que si (X, <) esun COCOy A C X,
definimos:
P(A) ={y € X: y < x para algin z € A},

como el conjunto de los predecesores de A. Ademas:
S(A) ={y € X: x <y para algin z € A}

es el conjunto de los sucesores de Ay E(A) = P(A)NS(A) es el conjunto de
los equivalentes de A. Recordemos que A C E(A) y, si A C B C X, entonces
E(A) C E(B).
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Definicién 2.30. Supongamos que X es un COCO y que A C X. Decimos
que A es convexo si A= E(A).

Es inmediato de la definicién que si (X,<) es un COCO y A C X,
entonces A es convexo si y sélo si £(A) C A. También, que A es convexo si y
solo si para cualesquiera a,b € Ay x € X sia < x < b, entonces x € A. En
otras palabras A es convexo si y sélo si para cualesquiera a,b € A con a < b,
se tiene que [a,b] C A. Como caso particular, X es convexo.

Vamos a presentar en el siguiente resultado algunas propiedades funda-
mentales de los conjuntos convexos.

Teorema 2.31. Supongamos que X es un COCO y que A, B C X. Entonces
1) si A es creciente o bien decreciente, entonces A es convezo;

2) si A y B son convezos, entonces AN B es convero, pero no necesaria-
mente AU B es convexo;

3) los conjuntos P(A), S(A) y E(A) son convexos;
4) sixz € Ay A es convezo, entonces E(x) C A.

Demostracién. Supongamos que A es decreciente. Entonces E(A) = P(A)N
S(A) = AN S(A) C A. Luego A es convexo. De manera similar se prueba
que A es convexo, cuando A es creciente. Asi, 1) se cumple.

Supongamos ahora que A y B son convexos. Por el Teorema 1.21, E(AN
B) C E(A)NE(B) = AN B. Luego AN B es convexo. Consideremos ahora
el par (N, <), donde < es el orden usual en N. Es claro que (N, <) es un
COCO. Sean A = {1} y B = {3}. Entonces A y B son convexos, 2 €
E({1,3}) = E(AUB), pero 2 ¢ E({1})UE({3}) = E(A) U E(B). Por tanto
E(AUB) ¢ E(A)U E(B), de donde AU B no es convexo. Esto prueba 2).

Por el Teorema 1.22, P(A) es decreciente y S(A) es creciente. Entonces,
por 1), P(A) y S(A) son convexos. Luego, por 2), E(A) = P(A) N S(A) es
convexo. Esto prueba 3). Para ver 4) notemos que si x € Ay A es convexo,
entonces F(z) = E({z}) C E(A) = A. Esto prueba 4). O
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Supongamos que X es un COCO y que {U,: o € I'} es una familia de
subconjuntos convexos de X. Entonces, por el Teorema 1.21,

E (ﬂ Ua> C () EWa) = () Va-

Esto implica que (),cr Ua €s convexo. En otras palabras, cualquier inter-
seccion de subconjuntos convexos de X, es convexa. Entonces, al igual que
hicimos en la Subseccién 1.3.3, en donde para cada A C X, consideremos los
conjuntos

d(A) = ﬂ{U C X: U es decreciente y A C U}

i(A) = ﬂ{U C X: U es creciente y A C U},

podemos ahora considerar el conjunto
c(A) = ﬂ{U C X:Uesconvexoy A C U}.

Por lo que indicamos anteriormente, ¢(A) es convexo. Ademads, la versién
equivalente al Teorema 1.23, para convexidad, es la que se enuncia a conti-
nuacién. Su demostracion es similar a la del Teorema 1.23.

Teorema 2.32. 51 X es un COCO y A C X, entonces A es convexo si y
solo st A = c(A). Mds ain, c(A) es el menor subconjunto convexo de X que
contiene a A.

Tenemos también el siguiente resultado.

Teorema 2.33. 57 X es un COCO y A C X, entonces A es convexo si y
sélo sii(A)Nd(A) = A.

Demostracién. Notemos primero que A C i(A) Nd(A) y que, por la parte
1) del Teorema 2.31:

{U C X:U es decrecientey ACU} C{U C X: U es convexoy A C U}

y

{UCX:Uescrecientey ACU} C{U C X: U es convexoy A C U}.



72 CAPITULO 2. QOTS Y POTS

Al tomar la interseccién, resulta que i(A) C ¢(A) y d(A) C ¢(A). Luego
A C i(A)Nd(A) C ¢(A). De aqui se sigue que si A es convexo, entonces
i(A) Nd(A) = A. Ahora supongamos que i(A) N d(A) = A. Como i(A) es
creciente y d(A) es decreciente, por la parte 1) del Teorema 2.31, i(A) y
d(A) son convexos. Luego, por la parte 2) del Teorema 2.31, i(A) Nd(A) es
convexo. Esto implica que A es convexo. O

Consideremos ahora las siguientes nociones.
Definicién 2.34. Supongamos que X es un COCO. Decimos que X es:

1) cast localmente convexo si para cada v € X y cada abierto U en
X tal que E(x) C U, existe un abierto y convexo V en X tal que
E(x)cV cU;

2) localmente convexo si para cada x € X y cada abierto U en X tal
que x € U, existe un abierto y convero V en X tal que x € V C U.

Para simplificar, si X es casi localmente convexo, diremos que X es clc.
Por la parte 4) del Teorema 2.31, si X es localmente convexo entonces X
es cle. Ademds, si X es un COPO, entonces E(x) = {x}, para cada z € X
(Teorema 1.15). Esto implica que si X es un COPO entonces X es clc siy
solo si X es localmente convexo.

En la Definiciéon 1.66 aparece la nocién de espacio compacto casi ordena-
do. Como una aplicacién del Teorema 1.70, tenemos el siguiente resultado,
en donde < representa el casi orden del espacio.

Teorema 2.35. Si X es un espacio compacto casi ordenado, entonces X es
cle.

Demostracién. Sean z € X y U un abierto en X tales que E(x) C U. Si
U = X, entonces V' = X es un abierto y convexo en X tal que E(z) C V C U.
Supongamos, por tanto, que U # X. Afirmamos que:

1) para cada t € X — U, existe un abierto U; en X tal que =z € U,
t ¢ clx(Uy) y Uy es decreciente o bien creciente.

Para probar 1), sea t € X — U. Como E(z) C U, resulta que t ¢ E(z) =
P(z) N S(z). Entonces t ¢ P(x) o bien t ¢ S(z). Luego t i x o bien x ;E t.
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Supongamos primero que t i x. Por el Teorema 1.70, existe f; € C(X, 1) tal
que fi(x) =0y fi(t) = 1. Sean:

(b)) 5 v ()

Es claro que x € U; y t € V,. Por el Teorema 1.51, U, es abierto decreciente
en X, V; es abierto creciente en X y U;NV; = (). Entonces V; es un abierto en
X que tiene a t y no intersecta a U;. Luego t ¢ clx(U;) . También se cumple

que = ¢ clx(V;) .

Supongamos ahora que x % t. Por el Teorema 1.70, existe g, € C(X,I)
tal que ¢g:(t) =0y g:(x) = 1. Sean:

e () 5 oea (b))

Es claro que z € Uy y t € V;. Por el Teorema 1.51, U; es abierto creciente
en X, V; es abierto decreciente en X y U; NV, = (). Entonces V; es un abierto
en X que tiene a t y no intersecta a U;. Luego t ¢ clx(U;). También se
cumple que z ¢ clx(V;). De esta manera 1) se cumple.

Para cada t € X — U, tomemos un abierto U; de X como se indica en
1). Entonces x € Uy, para toda t € X — U. Como X — U es cerrado en
el espacio compacto X, tenemos que X — U es compacto. Ademas, por 1),
{X —clx(U;) : t € X — U} es una familia de abiertos en X tales que:

X-Uc |J xX—dx(t).

teX-U

Por la compacidad de X — U, existen n € Ny ty,t9,...,t, € X —U de modo
que:

X — UCU —clx(U,,)) -

Hagamos V' = (), U;,. Como {J;_, (X —clx(Uy)) = X — N, clx(Uy,),

tenemos que:

x € V= ﬁUtz C ﬁ(ﬂX(Utl) C U.

i=1 =1
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Es decir z € V' C U. Ahora bien, por 1), cada conjunto Uy, U,,,...,U,, es
abierto. Luego V' es abierto. También por 1), para cada i € {1,2,...,n},
Uy, es decreciente o bien creciente. Esto implica, por la parte 1) del Teo-
rema 2.31, que U, es convexo. Luego V' es una intersecciéon de conjuntos
convexos y, por tanto, V' es convexo. Como x € V, por la parte 4) del Teore-
ma 2.31, E(z) C V. Con esto hemos probado que V' es un abierto y convexo
en X tal que E(xz) C V C U. Por tanto, X es cle. O

Corolario 2.36. Si X es un espacio compacto ordenado, entonces X es
localmente convexo.

Demostracion. Como X es un espacio compacto ordenado, X es un espacio
compacto casi ordenado. Luego, por el Teorema 2.35, X es clc. Esto implica,
como X es un COPO, que X es localmente convexo. n

Notemos que X es un espacio compacto y casi ordenado si y sélo si X es
un QOT'S compacto y Ts, cuyo casi orden es continuo. En estos términos es
como aparece enunciado originalmente el Teorema 2.35 en [25, Teorema 2,
p. 147]. Ademds, como se menciona en dicho articulo, el Corolario 2.36 fue
probado por L. Nachbin (ver [15, Capitulo IIIJ).

En [24, Corolario 10.1, p. 364], L. E. Ward, Jr. prueba el Teorema 2.35 sin
utilizar el hecho de que, en un espacio compacto casi ordenado, el casi orden
es fuertemente continuo (Teorema 1.70). En su lugar utiliza dos resultados.
Uno de ellos es el hecho de que los espacios compactos casi ordenados son
SN (Teorema 1.68) y el otro es el siguiente teorema.

Teorema 2.37. Supongamos que X es SN y que satisface la siquiente propiedad:

(x) si A,B C X son cerrados en X y W es un abierto en X tal que
ANB C W, entonces existen abiertos U y'V en X de modo que A C U,
BCcVyUNnV =W

Entonces para cada cerrado decreciente A en X, cada cerrado creciente B en
X y cada abierto W en X tal que AN B C W, existe un subconjunto abierto
y convero C de X tal que ANBCC cCW.

Demostracion. Sea A un cerrado decreciente en X, B un cerrado creciente
en X y W un abierto en X, de modo que ANB C W. Por (x), existen abiertos
UyVenXdemodoque ACU BCVyUNV =W. Entonces Ay X —U
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son cerrados en X tales que AN (X —U) = 0 y A es decreciente. Como
X es SN, existen abiertos P, y ()1 en X tales que A C P, X —U C @y,
PiNn @, = 0, P, es decreciente y Q; es creciente. Como X — V' y B son
cerrados en X tales que (X — V)N B = () y B es creciente, por ser X un
espacio SN, existen abiertos P, y Q2 en X tales que X —V C P, B C ()9,
P,NQy =0, P, es decreciente y D, es creciente. Sea C' = P; N Q,. Entonces

ANBCPNQC(X-Q)N(X-P)CcUNV =W

Por tanto, ANB C C' C W. Ademas C' es abierto en X, por ser la interseccion
de dos abiertos en X. Como P; es decreciente y ()5 es creciente, por la parte
1) del Teorema 2.31, P; y ()2 son convexos. Luego, por la parte 2) del Teo-
rema 2.31, C' es convexo. O

En estos términos, la demostracién alternativa del Teorema 2.35 queda
como sigue: primero X es SN, pues X es un espacio compacto casi ordenado.
Como X es compacto y Tb, entonces X es normal. Lo que ahora se indica
es que los espacios normales satisfacen la propiedad (x) del Teorema 2.37.
Tomemos ahora z € X y un abierto U en X tales que E(x) C U. Como
E(z) = P(z) N S(x), P(x) es cerrado decreciente, S(z) es cerrado creciente
y P(x) N S(z) C U, por el Teorema 2.37, existe un subconjunto abierto y
convexo C' de X tal que P(xz)NS(x) C C C W. Por tanto, X es clc.

Como se puede observar, la diferencia entre las dos demostraciones del
Teorema 2.35 esta en que la primera utiliza el Lema de Urysohn Generaliza-
do, mientras que la segunda no.



Capitulo 3

Cadenas Compactas y Cadenas
Conexas

3.1. Introduccion

Supongamos que (X, =) es un COCO. En la Definicién 2.7 indicamos lo
que es una cadena en X y, a su vez, lo que entendemos por cadena maximal
en X. Luego, en el Teorema 2.8, probamos que X siempre posee una cadena
maximal. Si pedimos, en su lugar, que X sea un QOT'S, entonces como vimos
en el Lema 2.10, toda cadena maximal en X es cerrada en X. Si X es un
QOTS compacto, tenemos por tanto, que toda cadena maximal en X es
compacta. En otras palabras la compacidad de un QOT'S es una condicién
suficiente para que toda cadena maximal sea compacta. En el presente capitu-
lo, veremos que dicha condicién no es necesaria. Vamos a dar tres condiciones
que resultaran ser equivalentes al hecho de que toda cadena maximal sea
compacta (ver Teorema 3.19).

En el presente capitulo también daremos una relacién de compacidad y
completez cuando el espacio es una cadena con la topologia del intervalo.
Al final daremos condiciones, bajo las cuales, las cadenas maximales en un
POTS son conexas. Como consecuencia de este resultado, se sigue que el
hiperespacio de los subconjuntos cerrados y no vacios de un continuo 75 es
CONEXO POT arcos.

7
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3.2. Conjuntos Simplemente Ordenados

En la presente seccion vamos a tratar con una estructura de orden, ligada
a la que definimos como C'OTO.

Definicién 3.1. (X,<) es un conjunto simplemente ordenado si se
tiene que:

1) para cada a € A, no se cumple que a < a;
2) para cada a,b,c € X siaSbybs e entonces a s c;
3) para cada a,b € X con a # b, tenemos que a S b o bien b S a.

Si (X, S) es un conjunto simplemente ordenado, decimos que S es un orden
stmple en X.

Cuando una relacién satisface la propiedad 1) de la Definicién 3.1, deci-
mos que es antirreflexiva. En éstos términos un orden simple es una relacion
antireflexiva y transitiva, en la que cada dos elementos distintos son com-
parables bajo <. Como hicimos en el Capitulo 1, si (X, <) es un conjunto
simplemente ordenado, es comun decir que X es simplemente ordenado. En
tal situacion, si a,b € X y a # b, entonces no puede suceder que a S by
b S a pues, de ser este el caso, por transitividad, a < a, lo cual contradice
la antirreflexividad de <. Notemos también que si a,b,c € X son tales que
a S bybS e entonces a # ¢ pues, por transitividad, sucede que a < ¢
asi que, por antireflexividad, a # c.

Supongamos que (X, <) es un COTO. Entonces X es un COCTO en el
que se cumple la propiedad de antisimetria. Por la Definicién 2.7, tenemos
que X es una cadena en la que se cumple la antisimetria. Podemos decir
entonces que un COTO es una cadena antisimétrica. Notemos que el orden
total < induce una relacién < en X como sigue:

paraa,be X, aSbsiysdlosia<bya#b. (3.2.1)

Entonces (X, <) es un conjunto simplemente ordenado. Al orden simple <,
dado en (3.2.1), se le llama el orden estricto de =. A la inversa, si (X, <) es
un conjunto simplemente ordenado, entonces < induce una relacién < en X
como sigue:

para a,b € X, a < bsiysélosia=>bobiena s b. (3.2.2)
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Entonces (X, <) es un COTO. De esta manera, un conjunto simplemente
ordenado (X, <) puede llevarse a un COTO (X, £), definiendo el orden <
como en (3.2.2). También un COTO (X, =) puede llevarse a un conjunto
simplemente ordenado (X,<), definiendo el orden S como en (3.2.1). En
este sentido podemos intercambiar un orden simple y un orden total, cuando
nos convenga.

3.3. Cotas en un COCO

3.3.1. Elementos Maximales y Minimales

Supongamos que (X,=) es un COCO y que A C X. Como A, con el
casi orden restringido <4 es un COCO, podemos considerar las nociones
de elemento minimal y elemento maximal en A, como fueron dadas en la
Definicién 2.6. Entonces:

1) a € X es un elemento minimal de A si a € Ay, para cada z € A, de
x < a se sigue que a < x;

2) b € X es un elemento mazximal de A sib € Ay, para cada x € A, de
b < x se sigue que = < b.

Definimos ahora

min(A) = {a € X: a es un elemento minimal de A}

max(A) = {b € X: b es un elemento maximal de A}.

Vamos ahora a presentar una serie de propiedades de los minimales y los
maximales de un conjunto. Comenzamos con el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sea (C, <) una cadena. SiT y R son subconjuntos no vacios
de C tales que T C R, entonces

1) para todo x € max(T) y y € max(R), se tiene que x < y;

2) para cada w € min(T") y z € min(R), tenemos que z < w.
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Demostracién. Sean z € max(7T") y y € max(R). Como T C R C C, sucede
que z y y son elementos de la cadena C. Luego x < y o bien y < z. En vista
de que z € Ry de que y € max(R) siempre sucede que z < y. Esto prueba
1). La demostracién de 2) es similar. O

Ahora indicamos cémo calcular min(A) y max(A), cuando A es una ca-
dena.

Teorema 3.3. Supongamos que (X, <) es un COCO y que A C X es una
cadena. Entonces:

1) simin(A) # 0, sucede que min(A) = E(xq)NA, para cada xyg € min(A);
2) simax(A) # ), entonces max(A) = E(x1)NA, para toda 1 € max(A).

En particular, si < es semicontinuo y A es cerrado en X, min(A) y max(A)
son cerrados en X.

Demostracién. Tomemos zy € min(A). Si € min(A) entonces, como A
es una cadena y zg,z € A, x < x4 o bien xy < z. En cualquier caso, por la
minimalidad de z( y de x, tenemos que x € FE(xg). Luego min(A) C E(xq)NA.
Tomemos ahora y € E(xy) N A. Para ver que y es un elemento minimal de
A, sea z€ Atal que 2 S y. Como z Sy yy Sz, por transitividad, z < xg.
Esto implica, pues zy € min(A), que xy < z. Luego y < 29 vy 29 = 2z, de
donde y < z. Esto muestra que y € min(A). Por tanto, E(xy) N A C min(A).
Con esto probamos que min(A) = E(xy) N A. De manera similar se prueba
que max(A) = E(x1) N A, para cada z; € max(A). Si £ es semicontinuo y
A es cerrado en X, entonces, usando 1), 2) y el Corolario 1.36, resulta que
min(A) y max(A) son cerrados en X. O

En la Proposicién 1.43, probamos que si X es un espacio topolégico y <
es un casi orden continuo en X, entonces P(A) y S(A) son cerrados en X,
para cada subconjunto compacto A de X. Si, en su lugar, el casi orden <
es semicontinuo y A C X, entonces en el siguiente teorema mostramos otras
condiciones, bajo las cuales, P(A) y S(A) son cerrados en X.

Teorema 3.4. Supongamos que (X,<) es un QOTS y que A C X es una
cadena. Entonces:

1) Si min(A) # 0, resulta que S(A) = S(a), para cada a € min(A). En
particular, S(A) es cerrado en X.
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2) Si max(A) # 0, sucede que P(A) = P(a), para cada a € max(A). En
particular, P(A) es cerrado en X.

Demostracién. Para ver 1), tomemos a € min(A). Entonces a € A y, por
la parte 1) del Teorema 1.19, S(a) C S(A). Tomemos z € S(A). Entonces
x < z, para alguna x € A. Como A es una cadena en X, a < x o bien
z < a. En cualquier situacion, en vista de que a es un elemento minimal de
A, se tiene que a < x. Luego, por transitividad, a £ z asi que z € S(a).
Esto prueba que S(A) C S(a). Como la otra contencién también es cierta,
S(A) = S(a). Ahora bien, por la Proposiciéon 1.36, S(a) es cerrado en X.
Luego S(A) es cerrado en X. Esto prueba 1). La prueba de 2) es similar. [

Corolario 3.5. Supongamos que (X, <) es un QOTS y que A C X es una
cadena en X. Simin(A) # 0 y max(A) # 0, entonces E(A) es cerrado en X.

Demostracién. Como min(A) # () y max(A) # 0, por el Teorema 3.4, P(A)
y S(A) son cerrados en X. Luego E(A) = P(A)NS(A), es cerrado en X. [

Bajo las condiciones del corolario anterior, tenemos que F(A) = P(a) N

S(b), para cada (a,b) € min(A) x max(A).

Si (X,S)esun QOTS y A C X es compacto y no vacio entonces, por el
Teorema 2.13, min(A) # 0 y max(A) # (. Sin embargo, no podemos concluir
de aqui que P(A) y S(A) son cerrados en X, a menos que < sea continuo o
que A sea una cadena.

3.3.2. Elementos Maximos y Minimos

Consideremos ahora la siguiente definicién.

Definicién 3.6. Supongamos que (X, <) es un COCO, que A C X y que
a,b € X. Decimos que:

1) a es un elemento minimo de A sia € A ya < x, para cada x € A;
2) b es un elemento mdximo de A sibe A yx < b, para cada x € A.

Si (X,S) esun COCO y A C X tiene un elemento minimo a, entonces
a€ Ay, comoa =< x para cada x € A, six < a entonces a < x. Esto muestra
que todo elemento minimo de A es un elemento minimal de A. Similarmente,
todo elemento maximo de A es un elemento maximal de A.



82  CAPITULO 3. CADENAS COMPACTAS Y CADENAS CONEXAS

Si(X,Z) esun COPO y A C X tiene un elemento minimo a, entonces
a es tunico. En efecto, si y es un elemento minimo de A, entonces y < a,
pues a € A. De manera similar a < y. Luego, por la antisimetria, a = y.
De forma analoga se prueba que si A tiene un elemento maximo, éste es
unico. En particular, si X es un COTO y A C X tiene un elemento minimo
(respectivamente, maximo), éste es inico. Como todo elemento minimo es
minimal, si X es un COPO y A C X tiene un elemento minimo, entonces
dicho elemento es el inico elemento minimo y, a su vez, el Unico elemento
minimal de A. Lo mismo se deduce si A tiene un elemento maximo.

Si (X, S) es un COCTO (es decir, si X es una cadena) y A C X tiene
un elemento minimal a, entonces a es un elemento minimo de A. Para ver
esto tomemos x € A. Entonces a < x o bien z < a. En el segundo caso,
como a es un elemento minimal de a, resulta que a < x. Por tanto a < x,
para cada x € A. Esto prueba que a es un elemento minimo de A. Con
esto probamos que los elementos minimales de A son elementos minimos
de A. Como también los elementos minimos de A son elementos minimales
de A deducimos que, en un COCTO, la nociéon de elemento minimo es la
misma que la de elemento minimal. De manera similar se deduce que, en
un COCTO, la nocién de elemento méaximo es la misma que la de elemento
maximal.

Si (X,=) es un COTO entonces, como X es un COPO y también un
COCTO, las nociones de elemento minimal y elemento minimo coinciden y,
cuando uno de ellos existe, entonces es iinico. De manera similar, las nociones
de elemento maximal y elemento maximo coinciden y cuando uno de ellos
existe, entonces es unico.

3.3.3. Supremo e Infimo en un COCO

Aunque ya en el Capitulo 1 utilizamos la nociéon de cota superior para
un orden parcial, en donde el orden es la contenciéon, vamos ahora a dar la
definicion general de cota superior y de cota inferior.

Definicién 3.7. Supongamos que (X, <) es un COCO y que A C X. Decimos
que:

1) A estd acotado superiormente en X, si existe b € X tal que a < b,
para cada a € A. A b se le llama una cota superior de A en X.
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2) A estd acotado inferiormente en X, si existe x € X tal que x < a,

para cada a € A. El elemento a se llama una cota inferior de A en
X.

Decimos que p € X es un supremo de A en X, sip es un elemento minimal
del conjunto de las cotas superiores de A. Decimos también que ¢ € X es un
infimo de A en X, si q es un elemento mazimal del conjunto de las cotas
inferiores de A.

Si p es un supremo de A, tenemos que p es una cota superior de Ay, si
es una cota superior de A tal que x < p, entonces p < x. De manera similar,
si ¢ es un infimo de A, entonces g es una cota inferior de A y, si x es una
cota inferior de A tal que ¢ < x, entonces x < g.

Si X esun COCO y A C X, definimos
inf(A) = {q € X: g es un infimo de A}

y
sup(A) = {p € X : p es un supremo de A}.

Si(X,S)esun COTO y A C X admite un supremo p en X entonces, por lo
que hemos comentado, sup A = {p} y, ademas, p es el tinico elemento minimo
del conjunto de las cotas superiores de A. De manera similar, si A tiene un
infimo ¢ en X, entonces inf(A) = {q} y ¢ es el tnico elemento méximo del
conjunto de las cotas inferiores de A.

Si (X, <) es un conjunto simplemente ordenado entonces, como ya in-
dicamos, al considerar el casi orden < definido como en (3.2.2), resulta que
(X,=) es un COTO vy, en particular, es un COCO. Si A C X, podemos
entonces considerar las nociones de elemento minimal, elemento maximal,
elemento minimo, elemento maximo, cota inferior, cota superior, infimo y
supremo de A en (X, S), pensando que dichas nociones se aplican en (X, <).

3.4. La Topologia del Orden

3.4.1. La Topologia del Orden en un COTO

En la presente subseccién, supondremos que (X, <) es un conjunto simple-
mente ordenado y no degenerado. También supondremos que < es la relacién
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definida en (3.2.2). Entonces (X, <) es un COTO o, lo que es lo mismo, es
una cadena antisimétrica y no degenerada. Vamos a definir una topologia 7,
en X y, posteriormente, consideraremos el espacio topoldgico (X, 7,) con el
orden total <. Para esto, dados a,b € X, definimos los siguientes conjuntos:

1) [a,b) ={r € X:a < x b}

N}

) (a,b)={reX:aSzSbh
3) (a,b] ={r e X:a Sz b
4) [a,b) ={r e X:a <z S b}

Nos referiremos a dichos conjuntos como los intervalos en X determinados
por a y b. A los del tipo 1) los llamaremos intervalos cerrados en X, a los
del tipo 2), intervalos abiertos en X vy, a los del tipo 3) y 4), intervalos
semiabiertos en X. Si a,b € X, es usual considerar también los siguientes
subconjuntos de X :

la,400) ={r e X:a<lz}, (a,+0)={reX:aZzx}

(—oo,bj={reX: 220} y (—o00,b)={reX:x3Zb}

Todos los conjuntos de la forma anterior se llaman rayos en X. Los del tipo
(a,+00) y (—00,b) se llaman rayos abiertos en X, mientras que los del tipo
[a,+00) vy (—00,b] se conocen como rayos cerrados en X.

Notemos que en (X, <), para cada a,b € X, tenemos que

Para a,b € X, puede suceder que (a,b) = (). Dicha situacién especial se
considera en la siguiente definicién.

Definicién 3.8. Si (X, <) es un conjunto simplemente ordenado y no dege-
nerado y a,b € X son tales que a S b y (a,b) =, entonces b es un sucesor
inmediato de a. También decimos que a es un predecesor inmediato de

b.

Consideremos ahora la coleccién B de los subconjuntos de X de los si-
guientes tipos:
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a) todos los intervalos abiertos (a,b) en X;

b) todos los intervalos de la forma [ag, b), donde ag es el elemento minimo
de X, si es que dicho elemento existe;

¢) todos los intervalos de la forma (a, by], donde by es el elemento méximo
de X, si es que dicho elemento existe.

Notemos que si x € X, entonces existe B € B tal que x € B. Para ver
esto, supongamos primero que X tiene un elemento minimo aq. Entonces ag
es unico. Si ademas = = ag, x se encuentra en un elemento de B de la forma
b). Si ahora suponemos que X tiene un elemento maximo by y que x = by,
entonces x se encuentra en un elemento de B de la forma c). Supongamos
ahora que, x # ag y que, x # by. Entonces x se encuentra en un elemento de
B de la forma a). Esto muestra que siempre existe B € B tal que x € B.

No es dificil probar que si By, By € By x € By N By, entonces existe
B3 € B tal que © € B3 C By N B,. Entonces la familia B es una base para
una topologia 7, en X.

Definicién 3.9. Supongamos que (X,<) es un conjunto simplemente orde-
nado y no degenerado. La topologia T, en X que tiene por base a la familia
B antes descrita, se llama la topologia del orden en X.

A la topologia del orden que acabamos de describir, también se le llama la
topologia del intervalo. Vamos a estudiar ahora el espacio topoldgico (X, 7p),
con el orden total <. Como consecuencia de lo que probamos en el siguiente
teorema, los rayos abiertos en X son abiertos en (X, 7).

Teorema 3.10. En el espacio topoldgico (X,7,) con el orden total <, se

tiene que, para cada x € X, los conjuntos P(x) y S(x) son cerrados en X.
Luego (X, £), con la topologia T,, es un POTS.

Demostracién. Dada z € X, si y € X — P(x), entonces y # x y y ;é x.
Siy S z, entonces por la definicién de <, resulta que y < z. En vista de
que esto es absurdo y de que < es un orden simple, tenemos que =z < .
Supongamos ahora que y € X es tal que < y. Entonces x # y y, como S
es un orden simple, no sucede que y < z. Luego y € X — P(x). Esto prueba
que:

X—Plx)={ye X: 23y} = (z,+00).
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De manera similar se prueba que:
X—S@)={yeX:ysa}=_(-002).

Ahora vamos a probar que el conjunto (z,+00) es abierto en X. Tomemos
entonces z € (z,+00). Supongamos que X admite un elemento méaximo by.
Entonces (x,by] es un abierto en X tal que z € (z,by] C (z,+00). Suponga-
mos ahora que X no admite un elemento maximo. Entonces existe w € X tal
que z S w. Luego (z,w) es un abierto en X tal que z € (z,w) C (z,+00).
Esto prueba que (z,+00) es abierto en X. Luego X — P(x) es abierto en X
y, de esta manera, P(z) es cerrado en X.

Utilizando argumentos similares a los dados en el parrafo anterior, se
prueba que el conjunto (—oo, z) es abierto en X. Luego S(z) es cerrado en
X. Por tanto (X, =) es un POT'S. O

Como mostramos en el teorema anterior, los rayos abiertos en X, son
abiertos en (X, 7,). Notemos ahora que cada elemento de B se puede escribir
como una interseccion finita de rayos abiertos en X. En efecto, si existe el
elemento minimo ag de X, entonces [ag,b) = (—00,b); si existe el elemento
maximo by de X, entonces (a,by] = (a,+00). Ademas (a,b) = (—o0,b) N
(a, +00). Esto prueba que la coleccién de los rayos abiertos en X es una
subbase de la topologia 7,.

Ahora mostramos otra propiedad del espacio (X, 7,) con el orden = .

Teorema 3.11. En el espacio topoldgico (X,7,) con el orden total <, se

tiene que < es continuo. Mds ain, 7, es la topologia mds gruesa que se le
puede dar a X, de modo que < es continuo.

Demostracién. Por el Teorema 3.10 y la Proposicién 1.36, < es semiconti-
nuo. Como =< es un casi orden total, por el Teorema 1.39, < es continuo.

Supongamos ahora que 7 es una topologia en X tal que, si consideramos
el espacio topolégico (X, 7) con el orden total <, resulta que = es continuo.
Vamos a probar que 7, C 7. Como B es una base de la topologia 7,, basta
con verificar que B C 7. Tomemos entonces B € B. Supongamos que B es
del tipo descrito en a). Entonces B = (a,b), para a,b € X tales que a < b.
Sea x € B. Notemos que a S =y x S b. Esto implica, pues < es un orden
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simple, que x i ayb ;E x. Como el casi orden total < es continuo en el
espacio topolégico (X, 7), existen Uy, Vi, Uy, Vo € 7 tales que € Uy N Vs,
a €V, be Uy, ademas:

i) para todo y € Uy, se tiene que y i a;

ii) para todo y € V5, se tiene que b ;ﬁ Y.

Notemos que U; N V5 es un elemento de 7 tal que z € U; N V5. Ademas
siy € Up N Vs, pori)yii),yiaybiy. Luego a S y < b, de donde
y € (a,b) = B. Por tanto, U; NV, C B. Esto prueba que B € 1.

Supongamos ahora que B es del tipo descrito en b). Entonces B = [ag, b),
donde ay es el elemento minimo de X y b € X es tal que ap < b. Sea x € B.
Notemos que ap £z y © S b. Luego b i x 'y, como < es continuo en (X, 7),
existen U,V € 7 tales que x € U, b € V y, para cada y € U, se tiene que
b ;E y. Entonces U es un elemento de 7 tal que x € U C [ap,b) = B. Esto
prueba que B € 7. Si, por tltimo, suponemos que B es del tipo descrito en ¢)
entonces, por una prueba similar a b), se tiene que B € 7. Tenemos asi que
B C 7y, como ya indicamos, sucede que 7, C 7. ]

Corolario 3.12. El espacio topoldgico (X, 1,), con el orden total <, es Th.

Demostracién. Como (X, =) es un COTO, entonces el espacio topoldgico
(X, 7,) con el orden total < es un POT'S. Como, por el Teorema 3.11, < es
continuo, por la Proposicién 2.3, (X, 7,) es un espacio Ts. UJ

Consideremos ahora la siguiente propiedad en un COCO.

Definicién 3.13. Supongamos que Y es un COCO. Decimos que Y es com-
pleto si, para cada cadena no vacia C en 'Y, se tiene que inf(C) # 0 y

sup(C) # 0.

En el siguiente teorema, mostramos que la compacidad de (X, 7,) ca-
racteriza la completez de (X, <). Como se puede observar, la prueba de la
compacidad de X, a partir de su completez, es bastante similar a la de-
mostracién de que el intervalo cerrado [0, 1], como subespacio de R con su
topologia usual, es compacto.

Como los conjuntos totalmente ordenados son cadenas antisimétricas, el
teorema dice que una cadena antisimétrica es completa si y sélo si, con la
topologia del orden, la cadena es compacta.



88  CAPITULO 3. CADENAS COMPACTAS Y CADENAS CONEXAS

Teorema 3.14. FEl conjunto totalmente ordenado (X,<) es completo si y
sélo si el espacio topoldgico (X, 1,) es compacto.

Demostracién. Supongamos primero que (X, 7,) es compacto. Sea T" una
cadena en X. Queremos demostrar que inf(7") # () y sup(7) # 0. Hagamos
C = clx(T). Como X es compacto, C' es compacto. Ademds, como (X, <)
es un COTO y < es continuo (Teorema 3.11), (C, <) es un COTO y S0
es continuo (el Teorema 2.14). Ahora bien, por el Teorema 2.13, C' posee un
elemento minimal ¢ y un elemento maximal p. Como X es un COTO, q es
el elemento minimo de C'y p el elemento maximo de C. De aqui se sigue que
inf(T) = {q} y sup(T") = {p}. Esto prueba que (X, =) es completo.

Supongamos ahora que (X, <) es completo. Como X es una cadena, se
tiene que Inf(X) # 0 y sup(X) # 0. Ademés, inf(X) = {ao}, sup(X) = {bo},
ag es el minimo de X y by es el maximo de X. Entonces X = [ag, by]. Para
ver que (X, 7,) es compacto, sea A una cubierta abierta de X. Afirmamos
que:

1) para cada z € X — {by}, existe y € X tal que < y y bastan dos
elementos de A para cubrir el intervalo [z, y].

Para probar 1), tomemos = € X — {by}. Si z tiene un sucesor inmediato,
entonces existe y € X tal que x S y y (x,y) = 0. Por tanto el intervalo
[z,y] = {x,y} estd cubierto por, a lo mds, dos elementos de A, uno que
tiene a x y otro que tiene a y. Ahora supongamos que x no tiene un sucesor
inmediato. Tomemos A € A tal que x € A. Como = # by y A es abierto
en X, existe c € X tal que x S ¢y [z,¢) C A. Debido a que x no tiene un
sucesor inmediato, existe y € (z,¢). Entonces [z,y] C A, asi que el intervalo
[z, y] esta cubierto por un sélo elemento de A. Esto prueba 1).

Consideremos ahora el conjunto S de todos los elementos y € X — {ag}
tales que, el intervalo [ag,y], puede ser cubierto por una cantidad finita de
elementos de A. Como X es no degenerado, ag € X — {bp}. Luego, por 1),
existe yp € X tal que ag < yo y el intervalo [ag, yo] estd cubierto por, a lo
m4ds, dos elementos de A. Esto implica que yo € S. Luego S # ). Como X
es una cadena, S es una cadena. Entonces, puesto que (X, <) es completo,
sup(S) # 0. Ademds existe ¢ € X tal que sup(S) = {c}. Notemos que
ap S Yo = ¢ < by. Afirmamos que:
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2) ceS.

Para probar 2), recordemos primero que ag < ¢, asi que ¢ € X — {ap}.
Sea A € A tal que ¢ € A. Como la familia B es una base de 7,, existe B € B
tal que ¢ € B C A. Si B es del tipo 2), es decir si [ag,c] C B, entonces
el intervalo [ag, c] puede ser cubierto por un elemento de A (a saber, por
A). En este caso, ¢ € S. Supongamos ahora que A es del tipo 3). Entonces
existe a € X tal que ¢ € (a,by] C A. Como sup(S) = {c} y a S ¢, a no es
una cota superior de S. Por tanto, existe d € S N (a, ], asi que el intervalo
[ag, d| puede ser cubierto por una cantidad finita de elementos de A. Como
[d,c] C (a,by] C A, el intervalo [d, ] puede ser cubierto por un elemento
de A. Luego el intervalo [ag, ¢] = [ag,d] U [d, ], puede ser cubierto por una
cantidad finita de elementos de A. Esto implica que ¢ € S (incluso implica
que X es compacto). Supongamos, por ultimo, que B es del tipo 1). Entonces
existe a € X tal que (a,c] C A. Procediendo como en el caso anterior, existe
d € SN (a,c|, asi que el intervalo [ag, d] puede ser cubierto por una cantidad
finita de elementos de A. Como el intervalo [d, ¢] se cubre con un elemento de
A, deducimos que el intervalo [ag, d| se puede cubrir con una cantidad finita
de elementos de A. Esto prueba que ¢ € Sy, asi, 2) se cumple.

Notemos que si ¢ = by entonces, por 2) y la definicién de S, X es compacto.
Supongamos, por tanto, que ¢ < by. Entonces, por la definicién de ¢, para
cada z € X con ¢ $ z, el intervalo [ag, 2] no puede ser cubierto con una
cantidad finita de elementos de A. Sin embargo, como ¢ € X — {by}, por
1), existe y € X tal que ¢ < y y el intervalo [c,y] se puede cubrir con, a
lo més, dos elementos de A. Por 2) el intervalo [ag, ¢] se puede cubrir con
una cantidad finita de elementos de A. Por tanto, el intervalo [ag, y] se puede
cubrir utilizando un nimero finito de elementos de A. De esta contradiccién
se tiene que ¢ = by y, como ya indicamos, X es compacto. O

3.4.2. La Topologia del Orden en un COCO

Es posible definir una cierta “topologia del intervalo” o “topologia del
orden” en un COCO. Para esto acudimos al Teorema 3.10 en donde probamos
que, si (X, =) es un COTO, entonces los conjuntos P(z) y S(z) son cerrados
en (X, 7,), para cada z € X. Dichos conjuntos son los complementos de los
rayos abiertos en X, los cuales son abiertos subbésicos en (X, 7,). Entonces
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los conjuntos P(z) y S(x) son cerrados subbdsicos en (X, 7,). Este hecho es
justo el que determina una topologia de orden en un COCO.

Definicién 3.15. Supongamos que (X, <) es un COCO. Entonces la topo-
logia del orden en X, es la topologia 7o que tiene a la familia:

S={P(zx):z € X}U{S(x): x € S} (3.4.1)
como subbase de los subconjuntos cerrados de X.

Recordemos que una subbase para los subconjuntos cerrados de un espa-
cio topoldgico Y, es una familia 7 de subconjuntos cerrados en Y, tal que
cualquier cerrado de Y es una interseccién arbitraria de uniones de subfamil-
ias finitas de T .

De nueva cuenta, a la topologia del orden en X, también le llamaremos
la topologia del intervalo en X. Por definicion, los conjuntos de la forma
X — P(x) y X — S(z) con x € X, son abiertos subbasicos en (X, 7). En lo
que resta de la presente subseccién, supondremos que (X, <) es un COCO
y consideraremos el espacio topolégico (X, 79) con el casi orden <. Como,
por definicién, P(x) y S(x) son cerrados en X, para cada x € X, por la
Proposicién 1.36, < es semicontinuo. Entonces (X, <), con la topologia 7o,
es un QOT'S (por el Teorema 3.10, (X, <), con la topologia 7,, es un POT'S,
cuando < es un orden total).

La versiéon correspondiente ahora del Teorema 3.11, es la que se enuncia
a continuacioén.

Teorema 3.16. En el espacio topoldgico (X, 7o) con el casi orden <, se tiene
que To es la topologia mds gruesa que se le puede dar a X, de modo que <
es semicontinuo.

Demostracion. Supongamos que 7 es una topologia en X tal que, si con-
sideramos el espacio topolégico (X, 7) con el casi orden <, resulta que < es
semicontinuo. Vamos a probar que 7o C 7. Tomemos x € X. Por la Propo-
sicién 1.36, los conjuntos P(z) y S(x) son cerrados en (X, 7). Esto implica
que los conjuntos X — P(z) y X — S(x), los cuales son abiertos subbésicos en
(X, 70), son elementos de la topologia 7. Entonces las intersecciones finitas
de conjuntos de la forma anterior, es decir los abiertos bésicos de (X, 75), son
elementos de 7. Finalmente, las uniones de los conjuntos antes descritos, o
sea, los abiertos de (X, 70), se encuentran en 7. De esta manera 7o C 7. [
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Supongamos que (X, <) es un COCO. Sea T una topologia en X tal que,
si consideramos el espacio topolédgico (X, 7) con el casi orden <, resulta que
< es semicontinuo. Entonces, por la Definicién 2.1, X es un QOT'S vy, por el
Teorema 3.16, 7o C 7. Esto significa que, cuando consideramos que X es un
QOTS, la topologia 7 de X, la cual no tiene por qué estar definida utilizando
el casi orden de X (cosa que se hace con la topologia 7¢), es menos gruesa que
To, es decir, es tal que 7o C 7. Si, en su lugar X es un COTO que también
es un POTS| entonces la topologia 7 de X es menos gruesa que T,, es decir,
To C T.

Supongamos que (X, <) es un COCTO, con la topologia del orden. En-
tonces X es una cadena. Tomemos n € N asi como elementos ay, as, ..., a, €
X. Como X es una cadena podemos suponer, sin perder generalidad, que
a; L ay £ --- < a,. Luego:

P(a;) U P(ag)U---U P(a,) = P(ay,) (3.4.2)
’ S(ar) U S(az)U---US(a,) = S(ay). (3.4.3)

Esto significa que, cuando X es una cadena con la topologia del orden, los
subconjuntos de X de la forma P(a;) U P(ag)U---U P(a,) y los de la forma
S(a1)US(az)U---US(an), que por definicién son béasicos cerrados de X, son
en realidad subbaésicos cerrados de X. El resto de los subbasicos cerrados de
X tienen la forma:

P(ay) U P(ag) U---U P(a,) U S(by) US(by) U---US(by)
donde n,m € Ny, sin perder generalidad (pues X es una cadena):
@mSayS-Sa, Yy b Sbh=Shy
Usando (3.4.2) y (3.4.3), tenemos que:
P(a;) U P(ag)U---U P(a,)US(b)US(b2)U---US(by) = Plan) U S(b).

De todo esto se infiere que, en una cadena X con la topologia del orden, los
bésicos cerrados de X son de la forma P(a), S(b), o bien P(a)US(b), donde
a,b € X. Més ain, como P(a) U S(b) = X cuando b < a, resulta que los
bésicos cerrados de X son de la forma P(a) (con a € X), S(b) (con b € X),
X o bien P(a) U S(b) con a < b. Usaremos este resultado en la siguiente
seccion.
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3.5. Compacidad para Cadenas Maximales

Supongamos que (X, <) es un COCO. Como vimos en la subseccién
anterior, si a X le damos la topologia del orden 79, se cumplen resultados
similares a los teoremas 3.10 y 3.11. Bajo ciertas condiciones, se puede dar
un resultado similar al Teorema 3.14, en donde se caracteriza la compacidad
en espacios casi ordenados. Esto es justo lo que hacemos en el Teorema 3.19,
resultado principal de esta seccién.

En el enunciado original del Teorema 3.19, que se encuentra en [25, Teore-
ma 3, p. 149], se indica que las afirmaciones 1) y 3) son equivalentes. La prue-
ba que aqui presentamos de que 3) implica 1), es una variante méas simple que
la originalmente presentada. En su demostraciéon ocuparemos los siguientes
lemas. Para el primero, recordemos que si / es un conjunto bien ordenado,
cuya relacién de orden es <, entonces una familia {C;};c; estd anidada si
para cada 7,j € I, de 7 < j resulta que C; C Cj.

Lema 3.17. Sea X un espacio topoldgico tal que para toda familia anidada
de cerrados no wvacios de X, su interseccion es no vacia. Entonces X es
compacto.

Demostracién. Sea {C;};c; una familia, con la propiedad de la interseccién
finita, de subconjuntos cerrados X. Por [4, Teorema 3.1.1, pag. 123], para que
X sea compacto, basta con verificar que (,; C; # (. Por el Teorema del Buen
Orden de Zermelo, enunciado en [7, Teorema 5.1, pag. 48], podemos suponer
que I es un conjunto bien ordenado, cuya relacién de orden es < y cuyo
primer elemento es 7y. Definimos ahora los siguientes conjuntos:

F = ﬂ(]i para toda ¢ €1 con 1 # ig.
j<i
Notemos que {F;};c; es una familia anidada de cerrados de X. Ademas:
(Ci=)F
iel icl

Si probamos que cada F; es no vacio entonces, por la hipétesis, (,c; F; # 0
y, de esta manera, (),.; C; # (. Supongamos, por tanto, que existe i* € I
tal que Fj» = (). Como I estd bien ordenado, podemos pedir que i* es el
primer elemento de I con esta propiedad. Entonces {F}};~;« es una familia
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anidada de cerrados no vacios de X cuya interseccion, la cual es Fj«, es vacia.
Esto contradice nuestra hipétesis, asi que F; # () para toda 7 € I y, como ya
indicamos, se sigue que (,.; C; # 0. O

Lema 3.18. Sea C una cadena. Si T y R son subconjuntos no wvacios de
C, comparables, y tales que E(R)NC C E(T)NC, entonces R C T o bien
E(R NC=E(T)NnC

Demostraciéon. Como 7'y R son comparables R C 17" o bien T' C R. En
el primer caso terminamos y, en el segundo, tenemos que E(T) C E(R).
Luego E(T)NC C E(R)NC y, como la otra contencién también es cierta,
E(R)NC=E(T)NC. O

Otro comentario con respecto al siguiente teorema es que, en su enunciado
original, la afirmacién 4) aparece como sigue: F(z) es compacto, para toda
x € X, y todo subconjunto cerrado de X tiene un elemento minimal y un
elemento maximal.

Teorema 3.19. Supongamos que (X, =) es un QOT'S. Entonces las siguien-
tes cuatro afirmaciones son equivalentes:

1) si C' es una cadena cerrada en X, entonces C' es compacto;
2) si C es una cadena mazimal en X, entonces C' es compacto;

3) siC es una cadena cerrada y no vacia en X, entonces min(C') y max(C')
son compactos y no vacios;

4) E(z) es compacto, para toda x € X, y toda cadena cerrada y no vacia
en X, tiene un elemento minimal y un elemento maximal.

Mas ain, las afirmaciones 1)-4) implican que:
5) X es completo y E(x) es compacto, para cada x € X.

Si X es una cadena con la topologia del intervalo, entonces 5) implica las
afirmaciones 1)-4).

Demostracién. Supongamos que se cumple 1). Sea C' una cadena maximal
en X. Como X es un QOTS, por el Lema 2.10, C' es cerrada en X. Entonces
C' es una cadena cerrada en X y, por 1), C' es compacto. Esto prueba que 1)
implica 2).
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Ahora supongamos que se cumple 2). Sea C' una cadena cerrada en X. Por
el Corolario 2.9, existe una cadena maximal M en X tal que C' C M. Por 2)
M es compacto y, como C' es cerrado en M, resulta que C' es compacto. Esto
prueba que 2) implica 1). Por tanto las afirmaciones 1) y 2) son equivalentes.

Afirmamos ahora que
(x) para cada z € X, E(x) es una cadena cerrada y no vacia en X.

Para ver esto, sea v € X. Es claro que z € F(z) asi que E(x) # 0.
Como = es semicontinuo, por el Corolario 1.4.3, E(z) es cerrado en X. Si
y,z € E(x) entonces y <z y x < z, por lo que y < 2z (también se cumple
que z < y). Esto muestra que cada dos elementos de F(z) son comparables.
Por tanto, F(z) es una cadena cerrada y no vacia en X vy, asi, (x) se cumple.

Vamos a probar ahora que las afirmaciones 3) y 4) son equivalentes.
Supongamos primero que se cumple 3). Sea z € X. Por (x) y 3), min(E(x))
es compacto y no vacio. Utilizando el hecho de que E(z) es una cadena y de
que min(E(z)) # 0, resulta que min(E(x)) = E(z). Esto muestra que E(x)
es compacto. Notemos ahora que, por 3), toda cadena cerrada y no vacia en
X, tiene un elemento minimal y un elemento maximal. Por tanto, 3) implica

1),

Supongamos que se cumple 4). Sea C' una cadena cerrada y no vacia en
X. Por 4), min(C) # 0 y max(C) # 0. Podemos entonces tomar o € min(C')
y 1 € max(C). Por el Teorema 3.3, min(C) y max(C') son cerrados en X,
min(C) = E(xy) N C'y max(C) = E(x;) N C. Entonces, como por 4) E(x)
y E(x1) son compactos, min(C) y max(C') son subconjuntos cerrados de
espacios compactos, asi que son compactos. Esto muestra que 4) implica 3).
Por tanto, las afirmaciones 3) y 4) son equivalentes.

Vamos a probar ahora que las afirmaciones 1) y 3) son equivalentes.
Supongamos primero que se cumple 1). Sea C' una cadena cerrada y no vacia
en X. Por 1), C' es compacto. Entonces, por el Teorema 2.13, min(C') # 0 y
max(C) # (. Tomemos x¢ € min(C) y z; € max(C). Por el Teorema 3.3:

min(C) = E(xg) NC y max(C) = E(x;)NC.
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Como £ es semicontinuo, E(xg) y E(x;) son cerrados en X. Luego min(C) y
max(C') son subconjuntos cerrados del compacto C. Asi que dichos conjuntos
son compactos. Esto prueba que 1) implica 3).

Supongamos ahora que se cumple 3). Sea C' una cadena cerrada y no
vacia en X. Para ver que C' es compacto, usaremos el Lema 3.17. Tomemos,
por tanto, una familia anidada Z, de subconjuntos cerrados y no vacios de
C. Entonces cualesquiera dos elementos de Z son comparables y, como C' es
cerrado en X, cada elemento de Z es cerrado en X. Probaremos que (Z # 0,
haciendo ver que:

(xx) existe mg € X tal que E(mo) NT # (), para cada T € Z.

Antes de proseguir, veamos que de (xx) se sigue que [Z # (). Supongamos,
por tanto, que (%*) es cierto. Como < es semicontinuo, E(mg) es cerrado
en X. Ademds, puesto que 3) implica 4), E(mg) es compacto. Entonces, por
(%x):

es una familia de cerrados no vacios del espacio compacto E(myg). En vista de
que cada dos elementos de Z son comparables, resulta que cada dos elementos
de £ son comparables. Luego la familia £ tiene la propiedad de la interseccion
finita. De esta manera, por la equivalencia de compacidad con la interseccién
no vacia de familias con la propiedad de la intersecciéon finita, enunciada en
[4, Teorema 3.1.1, p. 123], tenemos que:

0+ (Emo)NT: T eI} c ()L
Por tanto (Z # 0.

Ahora bien, para probar (xx), consideremos la familia
S={E(T)NC: T eT}.

Notemos que cualesquiera dos elementos de S son comparables. Para ver
esto, tomemos S, 5" € §. Entonces existen T, 7" € 7 tales que S = E(T)NC
y 8" = E(T") N C. Como cada dos elementos de Z son comparables, T C T"
o bien 7" C T. En el primer caso, S = E(T)NC C E(T')nC = 5y,
en el segundo caso, S’ C S. Esto muestra que cada dos elementos de S son
comparables.
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Tomemos ahora T' € Z. Como C' es una cadena y T C C, el conjunto
T es una cadena. Ademéds T es no vacio y cerrado en X. Entonces, por 3),
min(7) # 0 y max(T) # 0. Luego, por el Corolario 3.5, E(T) es cerrado en
X. Como también C' es cerrado en X, E(T) N C es cerrado en X. Ademés
0+ T C E(T)NC. Esto muestra que cada elemento de S es un subconjunto
no vacio de la cadena C, que ademas es cerrado en X. Luego cada elemento
de S es una cadena cerrada y no vacia. Por 3), resulta que cada elemento
de S posee un elemento minimal y un elemento maximal. Esto nos permite
considerar los conjuntos

M = U{min(S): SeSt y U= U{max(S): S e St

Por lo que acabamos de indicar, M y U son subconjuntos no vacios de C.
Luego clx (M) y clx(U) son subconjuntos cerrados y no vacios de la cadena
C, asi que cly (M) y clx(U) son cadenas cerradas no vacias en X. Luego, por
3), existe my € max (clx(M)) . Notemos que mg € C. Para ver que my satis-
face lo que se indica en (%), vamos a probar primero algunas propiedades.
Empezamos con la siguiente:

a) mo < u, para cada u € U.

Para ver a), supongamos que, por el contrario, existe u € U tal que
mo i u. Como < es semicontinuo, existe un abierto A de X tal que mg € A

y, para cada x € A, tenemos que x i u. Como mgy € cly(M) y A es un
abierto en X que tiene a my, existe w € AN M. De las definiciones de M y
U, existen S, 5" € S tales que w € min(S) y v € max(S’). Como cada dos
elementos de S son comparables, S C S’ 0 bien S C S. En el primer caso,
w,u € Sy, en el segundo caso, w,u € S. Ahora bien, si w,u € S’ entonces,
por el hecho de que w y u son elementos de la cadena C' y de que u es un
elemento maximal de S’, se tiene que w < w. Si w,u € S entonces, como
w y u estdn en la cadena C'y w es un elemento minimal de .S, también se
sigue que w < w. Sin embargo, como w € A, tenemos que w i u. De esta
contradiccién se deduce que a) es cierto.

Afirmamos ahora que:

b) mg € Sy, para cada S; € S.
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Para probar b), supongamos, por el contrario, que existe S; € S tal que
mo ¢ S1. Recordemos que:

min(S;) #0 y  max(S;) # 0.

Tomemos T7 € Z tal que S; = E(Ty) N C. Como my € C' — S sucede que
mo ¢ E(T1). Ahora bien, si my € FE(S;) entonces existen x,y € Sj tales
que mop < xy y < mg. Puesto que x,y € E(T}), existen 2/,y’ € T} tales
que z < ' y ¢ < y. Por transitividad, mg < 2’ y vy < myg. Por tanto,
mgy € E(T1). Como esto es absurdo, tenemos que

mo € C — E(S)). (3.5.1)

Sea K = S; N P(my). Vamos a probar ahora que min(S) C P(K), para
cada S € §. Tomemos, por tanto, S € §. Como cualesquiera dos elementos
de S son comparables, S C S; o bien S; C S. Supongamos que S; C S.
Entonces max(K) C K C S; C S. Sean z € min(S) y z € K. Entonces
x € S C Sy, por la minimalidad de z en S, z < . Luego z € P(K), asi que
min(S) C P(K). Ahora, supongamos que S C S;. Entonces, por la definicién
de M:
min(S) C SNM CSNM C M Cclx(M).

Como mg es un elemento maximal de la cadena cly (M), min(S) C P(mq).
Luego min(S) € S;NP(my) = K C P(K). Con esto probamos que min(S) C
P(K), para cada S € §. Al tomar la unién sobre todos los elementos de S,
sucede que M C P(K). Tomando cerraduras en X y recordando que P(K)
es cerrado en X, sucede que clx (M) C P(K). En particular my € P(K) pues
mg es un elemento de cly(M). Luego existe z € K tal que my £ z. Como
K = S1N P(my), z es un elemento de Sy tal que mg < z y 2 < mg. Luego
mgy € E(S1). Esto contradice (3.5.1) y, de esta manera, b) se cumple.

Afirmamos ahora que:
¢) max(T N P(myg)) # 0, para cada T € Z.

Para probar esto, sea T' € Z. Hagamos S = E(T)NC. Notemos que S € S
y que, por b), mg € S. Entonces existe t; € T tal que t; < mg. Esto muestra
que T'N P(mg) # (. Como, ademés, T'N P(mg) es una cadena cerrada en X,
por 3), max(7T N P(my)) # (. Esto prueba c).

Ahora vamos a probar que:
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d) paracadaT € Zy cadat € max(T'NP(my)),si S = E(T)NC, entonces
min(S) C P(t).

Tomemos T" € Z, t € max(T N P(my)), S = E(T)NC y x € min(9).
ComoteT C E(T)NC = S, por la minimalidad de x en S, x < t. Entonces
x € P(t). De esta manera min(S) C P(t).

El siguiente enunciado generaliza d).

e) para cada T' € Z y cada t € max(T N P(my)), se tiene que min(S;) C
P(t), para cualquier S; € S.

Tomemos T' € Z, t € max(T'NP(my)) y S1 € S. Hagamos S = E(T)NC'y
seaT) € Ttalque S; = E(T))NC. Si S; = S, entonces e) es justo el enunciado
d). Supongamos, por tanto, que S; # S y tomemos x € min(S;). Como
cualesquiera dos elementos de & son comparables, S; C S o bien S C 5.
Supongamos que S; C S. Como Ty 17 son comparables, por el Lema 3.18,
Ty C T. Luego Ty N P(mg) C T'N P(myg). Sea t; € max(T, N P(my)). Por la
parte 1) del Teorema 3.2, t; < t y, por d) (cambiando Tty S por T, t; y S,
respectivamente), min(S;) C P(t1). Luego < ¢; y, como también t; < ¢,
se sigue que = < t. De esta manera, x € P(t), cuando S; C S. Supongamos
ahora que S C S;. Sea y € min(S). Por d), y < t y, por la parte 2) del
Teorema 3.2, x < y. Luego x < ty, asi, x € P(t). Esto prueba e).

Vamos a probar ahora que:

f) para cada T' € Z y cada t € max(T N P(my)), se tiene que clx (M) C
P(t).

Tomemos T' € T y t € max(T N P(myg)). Por e), min(S;) C P(t), para
cualquier S; € §. Tomando la unién sobre todos los elementos de S resulta,
por la definicién de M, que M C P(t). Tomando ahora cerraduras, y recor-
dando que P(t) es cerrado en X, sucede que clx(M) C P(t). Esto prueba

£).

Estamos en condiciones de probar que mg satisface (xx). Tomemos T" € 7.
Por ¢), existe ¢t € max(T N P(myg)). Entonces t € P(my), por lo que t < my.
Ademas, por f), my € clx(M) C P(t), asi que my = t. De esta manera,
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t € E(mo) NT y (%) se cumple. Como ya indicamos de este hecho se sigue
que C es compacto. Por tanto 3) implica 1).

De todo lo anterior tenemos que las afirmaciones 1)-4) son equivalentes.

Vamos a probar ahora que 1) implica 5). Por (x) y 1), tenemos que E(x) es
compacto, para cada z € X. Para ver que X es completo, sea C' una cadena
no vacia en X. Por el Teorema 2.14, clx(C) es una cadena. Esto implica,
por 1), que clx(C) es compacto. Ademds, por el Teorema 2.13, clx(C) tiene
un elemento maximal xz; y un elemento minimal xy. Claramente x; es cota
superior de C. Supongamos que x; no es un supremo de C. Entonces existe
una cota superior s € X de C tal que s £ z7 y 21 ;E s. Por semicontinuidad,
existe un abierto U en X que tiene a x; y, para cada a € U, sucede que
a g s. Como z7 € clx(C), podemos tomar ¢ € U N C, luego ¢ i s, lo cual
es una contradiccién ya que s es una cota superior de C. Por tanto, x; es
un supremo para C. De forma similar se prueba que xg es un infimo de C.
Luego X es completo. Esto muestra que 1) implica 5).

Como las afirmaciones 1), 2), 3) y 4) son equivalentes, deducimos que las
afirmaciones 1)-4) implican 5).

Supongamos ahora que X es una cadena con la topologia del intervalo.
Para ver que 5) implica 4), es suficiente probar que toda cadena cerrada y no
vacia en X, tiene un elemento maximal y un elemento minimal. Sea C' una
cadena cerrada y no vacia en X. Como X es completo, C' tiene un supremo
21 y un infimo zy. En particular, z; es una cota superior de C' y xg es una
cota inferior de C. Si 21 ¢ C' entonces, puesto que C' es cerrado en X y X es
una cadena con la topologia del intervalo, existe un basico cerrado B en X
tal que C C B C X — {z1}. Afirmamos que:

(") existe a € X tal que C C P(a) y x1 ¢ P(a).

Para probar esto notemos que, por lo que comentamos al final de la Sec-
cién 3.4.2, existen a,b € X tales que B = P(a), B = S(a) o bien B =
P(a)US(b) y a £b. Si B = P(a), se cumple ("X). Supongamos ahora que
B = S(a). Entonces C' C S(a) y 1 ¢ S(a). Tomemos ¢ € C. Como ¢ € S(a)
y o1 es una cota superior de C, tenemos que a < ¢y ¢ < 1. Luego a < x4,
por lo que z; € S(a). Como esto es absurdo, B = P(a) US(b) y a < b. Si
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existe ¢ € C'N S(b), entonces b < cy ¢ = xq, por lo que b £ x;. Luego
x1 € S(b) C B, lo cual también es absurdo. Por tanto C' C P(a) y 21 ¢ P(a).
Esto prueba (?X).

De ("X) se sigue que a es una cota superior de C' tal que a < z1. Como
x1 es un elemento minimal del conjunto de las cotas superiores de C| resulta
que z; = a. Luego z; € P(a). De este absurdo se deduce que z; € C' vy,
por tanto, x; es un elemento maximal de C. De forma similar se prueba que
xo € C, asi que, x( es un elemento minimal de C. Esto prueba que 5) implica
4). Como las afirmaciones 1)—4) son equivalentes, tenemos entonces que 5)
implica las afirmaciones 1)—4). O

Corolario 3.20. Supongamos que (X, =) es un QOTS. Si X es compacto,
entonces X es completo y E(x) es compacto, para cada v € X .

Demostracién. Sea C' una cadena cerrada en X. Como X es compacto, C'
es compacto. Entonces X cumple la propiedad 1) del Teorema 3.19. Luego,
por el mismo teorema, X cumple la propiedad 5). O

Corolario 3.21. Si X es una cadena con la topologia del intervalo, entonces
X es compacto si y solo si X es completo y E(x) es compacto, para cada
reX.

Demostracion. Si X es una cadena con la topologia del intervalo, entonces
X es un QOTS. Si X es compacto entonces, por el Corolario 3.20, X es
completo y cada conjunto F(z) es compacto. Si ahora suponemos que X es
completo y que E(x) es compacto, para cada z € X, entonces la afirmacion 5)
del Teorema 3.19 se cumple. Por el mismo teorema resulta que la afirmacion
1) se cumple. Ahora bien, dicha afirmacién aplicada a X, que es una cadena
cerrada en X, indica que X es compacto. O

El Corolario 3.21 es una generalizacién del Teorema 3.14.

Notemos ahora que, en el Teorema 3.19, en la prueba de que 5) implica
3), es importante el hecho de que X es una cadena. Vamos a ver que existe
un conjunto parcialmente ordenado, con la topologia del intervalo, en el que
5) no implica 3). Consideremos en R, con el orden usual <, el subconjunto
X = BUC, donde

B={23} y C={teR:0<t<1}=10,1).
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Definimos un orden < en X como sigue, para a,b € X, a S bsiysolosia =10
obiena,beCyagb,obienaeCybEB.Lueg02§£3,3§§2,a§2y
a < 3, para cada a € C' vy, si a,b € C, entonces a < b siy sélo si a < b. No
es dificil probar que (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Ademaés,
sup(C) = B. Como los elementos 2 y 3 no son comparables, X no es una
cadena. Consideremos que X tiene la topologia del intervalo. Entonces X es
un POT'S. No es dificil probar que X es completo y que E(x) es compacto,
para cada = € X. Entonces X satisface la afirmacién 5) del Teorema 3.19.
Como C' = P(2)N P(3) y los conjuntos P(2) y P(3) son cerrados en X, C' es
una cadena cerrada y no vacfa en X. Como BNC = (), C no tiene elementos
maximales. Entonces X no satisface 3).

3.6. Conexidad en POTS y de Cadenas Ma-
ximales

En lo que resta del presente capitulo veremos condiciones, bajo las cuales,
un POTS resulta conexo y bajo las que una cadena maximal resulta ser
conexa. Necesitaremos la siguiente definicion en donde, usamos la notacion
dada en (3.2.1), que podemos definir en un COCO:

rSy significaque =<y y z#uy.

Definicién 3.22. Supongamos que (X, <) es un COCO. Decimos que X es
denso en el sentido del orden, o bien que < es orden denso, si cuando
a y b son elementos de X tales que a S b, eziste z € X tal que a S 2z S b.

En el siguiente resultado, probamos que la propiedad de ser denso en el
sentido del orden es hereditaria con respecto a cadenas maximales.

Teorema 3.23. Supongamos que (X, <) es un COCO. Si X es denso en el
sentido del orden, entonces toda cadena maximal en X es densa en el sentido
del orden.

Demostracion. Sea C' una cadena maximal en X. Supongamos que C' no
es densa en el sentido del orden. Entonces existen a,b € C tales que a S by,
para ninguna z € C, sucede que a S z S b. Como X es denso en el sentido del
orden, existe x € X tal que a S = < b. Luego z ¢ C, por lo que D = CU{z}
es un subconjunto de X que contiene propiamente a C. Ademas D es una
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cadena en X. Para ver esto notemos primero que cada dos elementos de C
son comparables, pues C' es una cadena en X. Tomemos ahora y € C'—{a, b}.
Como a,y € C, sucede que a < y o bien y < a. En el segundo caso, como
y < aya =< x resulta que y < x. Consideremos entonces que a < .
Comparando y con b, tenemos que b < y o bien y < b. En el primer caso,
resulta que © < by b <y, asi que ¢ < y. En el segundo caso, tenemos que
y es un elemento de C' tal que a S y < b. Como esto es una contradiccidn,
hemos probado que cada elemento de C' — {a, b} se compara con z. Como a
y b también se comparan con z, resulta asi que D es una cadena en X. En
vista de que esto contradice la maximalidad de C, deducimos que C' es densa
en el sentido del orden. O

Ahora mostramos que la propiedad 2) del Teorema 3.19 (la cual es equiva-
lente a la propiedad 1) de dicho teorema), implica que las cadenas maximales
en un POT'S, son densas en el sentido del orden.

Teorema 3.24. Supongamos que (X, =) es un POTS. Entonces toda cadena
conexa en X es densa en el sentido del orden. Mds aun, si las cadenas ma-
ximales en X son compactas, entonces cualquier cadena maximal y densa en
el sentido del orden es conexa.

Demostracion. Supongamos que C' es una cadena conexa en X. Si C' no es
densa en el sentido del orden, entonces existen z,y € C tales que z S y y
ninguna z € C es tal que z S z S y. Esto implica, como C es una cadena,
que cada elemento de C' es un predecesor de x o bien un sucesor de y. Luego
C' C P(z) U S(y). Como £ es semicontinuo, P(x) y S(y) son subconjuntos
cerrados y no vacios de X. Ademas:

Px)ynSy)nC={z€C:z2Zzxyy=z}

Si el conjunto P(x) N S(y) N C es no vacio, entonces y < z y, como también
x <y, tenemos que z = y. Esto contradice el hecho de que x < y. Por tanto,
Px)NnSy)NnC =0y, asi, C = (P(x)NC)U (S(y) N C) es la unién de
dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de C. Luego C no es conexo.
Como esto es una contradiccion, C' es densa en el sentido del orden. Con
esto probamos que las cadenas conexas en X son densas en el sentido del
orden. En particular, las cadenas conexas y maximales en X, son densas en
el sentido del orden.
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Ahora, supongamos que todas las cadenas maximales en X son com-
pactas. Sea C una cadena maximal en X, que es densa en el sentido del orden.
Entonces C' es compacto y, por Lema 2.10, C' es cerrado en X. Supongamos
que C' no es conexo. Entonces C' = PU(Q, donde P y () son cerrados ajenos
y no vacios en X. De la compacidad de C| se sigue que P y () son compactos.
También de la compacidad de C' y el Teorema 2.13, se sigue que C' tiene un
elemento maximal u. Supongamos, sin perder generalidad, que u € ). Como
P es compacto, aplicando de nuevo el Teorema 2.13, se tiene que P tiene un
elemento maximal p. Como P y () son ajenos, p # u. Ademas como u es
maximal en la cadena C, se tiene que p < u. Luego p S u. Hagamos:

FPo=Plp)nC vy Qy=C-F,.

Es claro que BN Qy =0, C = PyUQy, p € Py y u € Q. A continuacién
enlistamos otras propiedades de Py y Q.

1) PCFyy Qo CQ;
2) Qo=Q— P(p) C S(p);

3) Pyy Qo son cerrados en X.

Como cualesquiera dos elementos de P son comparables y p es maximal
en P, tenemos que P C Fy. Luego Q9 = C — Pyp € C — P C Q. Esto
prueba 1). Para ver 2), tomemos y € Q. Por 1), y € Q@ C C y, como
PoN Qo = 0, resulta que y ¢ P(p). Luego Qy C @ — P(p). Por otro lado
Q — P(p) cC— P(p) C C — Py. De esto Qo = @ — P(p). Por tanto, ningin
punto de @)y es un predecesor de p. Esto implica, pues C' es una cadena, que
todos los elementos de @)y son posteriores de p. De esta manera Qg C S(p).
Esto prueba 2).

Para probar 3), notemos que, como < es semicontinuo inferior, P(p) es
cerrado en X. Como también C' es cerrado en X, Py = P(p) N C' es cerrado
en X. Puesto que = es semicontinuo superior, S(p) es cerrado en X, asi que,
por 2), clx(Qo) C S(p). Tomemos ahora x € cly(Qo). Entonces z € S(p),
por lo que p £ x. Como C'y () son cerrados en X y @y C Q C C, tenemos
también que clx(Qy) C Q C C. Luego x € C' = Py U Q. Si x € Py, entonces
x € P(p), por lo que, x < p. De esta manera, x < py p < x. Esto implica,
pues < es antisimétrica, que x = p. Luego p = x € P N Q. En vista de que
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esto contradice el hecho de que PN Q = (), no es cierto que x € Py, asi que,
x € Q. Esto prueba que clx(Qo) C Qo, por lo que Q) es cerrado en X. Esto
prueba 3).

De 3), tenemos que )y es un subconjunto cerrado del compacto C. Luego
Qo es compacto. Aplicando el Teorema 2.13, )y tiene un elemento minimal
q. Como p € Py, ¢ € Qo y Py N Qg = 0, sucede que p # ¢. Por 2), tenemos
que, p < ¢, asi que p S ¢. En vista de que C es densa en el sentido del
orden y de que p,q € C, existe z € C tal que p S z S ¢. Esto significa que
pS2=4q,p+# 2y qF# z Ahora bien, como C' = ByUQy, tenemos que z € Py
o bien z € Q. Si z € Py, entonces z < p. Luego 2z < py p < z, por lo que,
p = z (por la antisimetria de <). De esta contradiccién resulta que z € Q)
y, por la minimalidad de ¢ en @, sucede que ¢ < 2. Como también z < g,
por antisimetria, ¢ = z. Esta contradiccién que hemos obtenido, proviene de
suponer que C' no es conexo. En consecuencia, C' es conexo. O

En el siguiente teorema mostramos condiciones, bajo las cuales, un POT'S
resulta ser conexo.

Teorema 3.25. Supongamos que (X,<) es un POTS denso en el sentido
del orden y tal que toda cadena maximal en X es compacta. Si el conjunto
de los elementos mazximales de X, o bien el de los elementos minimales de
X es conexo, entonces X es conezxo.

Demostraciéon. Supongamos que X no es conexo. Entonces X = P U @,
donde P y (@ son dos subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de X. Sin
perder generalidad, consideremos que max(X), el conjunto de los elementos
maximales de X, es conexo. Como P y () estan separados, podemos también
suponer que max(X) C Q. Sip € P, entonces {p} es una cadena en X. Luego,
por el Corolario 2.9, existe una cadena maximal C' en X tal que {p} C C.
Notemos que C' N P # () y que, por hipétesis, C' es compacto. Luego, por el
Teorema 2.13, C' tiene un elemento maximal z. Afirmamos que

1) z es un elemento maximal de X.

Para probar 1), sea x € X tal que z < x. Si z ¢ C, entonces D = C'U{z}
es un subconjunto de X que contiene propiamente a C. Si y € C entonces,
por la maximalidad de z en C, y < z. Luego, por transitividad, y < x.
Esto implica que D es una cadena. Como esto contradice la maximalidad de
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C, necesariamente x € (. Aplicando de nuevo la maximalidad de z en C,
tenemos que x < z. Esto prueba 1).

De 1) y el hecho de que max(X) C @, se tiene que z € C'N Q. Entonces
C' es un subconjunto de X que intersecta a los conjuntos separados Py Q.
Luego, C' no es conexo. Ahora bien, como C' es una cadena maximal en X,
por el Teorema 3.23, C es denso con respecto al orden. Entonces, por la
segunda parte del Teorema 3.24, C' es conexo. Tenemos una contradiccion
que proviene de suponer que X no es conexo. Luego X es conexo. O

Damos ahora una condicién necesaria y suficiente para que las cadenas
maximales en un POT'S sean conexas.

Teorema 3.26. Sea (X, =) un POTS con cadenas mazximales compactas.
Entonces cada cadena mazimal es conexa si y solo si P(x) N S(y) es conezo,
para cada x,y € X.

Demostracion. Supongamos que toda cadena maximal en X es conexa.
Sean z,y € X. Siy i x entonces P(x) N S(y) es vacio, ya que si tuviera un
elemento z, por transitividad tendriamos que y < z. Por lo tanto, el caso
interesante es cuando y < z. Consideremos la familia {C;};c; de las cadenas
maximales en X que tienen a y y a x. Por hipotesis, cada cadena C; es conexa
y, por el Teorema 3.24, cada C; es densa en el sentido del orden.

Afirmamos ahora que P(x) N S(y) también es denso en el sentido del
orden. Para ver esto, tomemos dos elementos a y b en P(z) N S(y) tales que
a S b. Entonces hay una cadena maximal C; de la familia {C;},c; tal que
tiene a los elementos a,b, z,y, es decir, tiene la secuencia y < a S b < .
Como C} es densa en el sentido del orden, existe z € C; tal que:

A

asSzsh

[IA

Yy x.

Luego z € P(z) N S(y). Por lo tanto, P(x) N S(y) es denso en el sentido del
orden.

Ademas, se puede observar que las cadenas maximales de P(z) N S(y)
son:

{(P(x) N S(y)) N Citier
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Notemos ahora que, los elementos de la familia anterior, son cerrados dentro
de cadenas maximales compactas. Por lo tanto, resultan ser compactos en

P(x) N S(y).

Sabemos que (P(2)NS(y), <|p@a)ns(y)) €s un POT'S denso en el sentido del
orden con cadenas maximales compactas y, ademds, min(P(x) NS(y)) = {y}
y max(P(x)NS(y)) = {z} son conexos. Luego, por el Teorema 3.25, tenemos
que P(z) N S(y) es conexo.

Para probar el regreso, supongamos que X tiene una cadena maximal
disconexa C'. Por el Teorema 3.24, obtenemos p, ¢ € C tales que S(p)NP(q) =
{p, q}, contradiciendo la condicién de que S(p) N P(q) es conexo. ]

En estos términos, observamos que en la clase de los espacios POT'S con
cadenas maximales compactas, una condicion necesaria y suficiente para que
dichas cadenas sean continuos 75, es que la interseccién de los sucesores de
un punto con los predecesores de otro, sea conexo.

3.7. Una Aplicaciéon a Hiperespacios

Recordemos que si X es un espacio topolégico y A C X, entonces bdx(A)
denota la frontera de A en X. En la Definicién 2.19, indicamos que un con-
tinuo 75 es un espacio 15, compacto, conexo y no degenerado. Si X es un
continuo 75, entonces un subcontinuo de X es un subconjunto no vacio de X
que es cerrado y conexo. Los continuos 75 satisfacen la siguiente propiedad,
conocida como el Teorema de los Golpes en la Frontera.

Teorema 3.27. Sean X un continuo Ty y U un subconjunto propio, abierto y
no vacio de X. Si C' es una componente de clx(U) , entonces CNbdx (U) # 0.

Una prueba detallada del teorema anterior, puede verse en [10, Teore-
ma 1.31, p. 12]. En [10, Corolario 1.32, p. 13] se prueba el siguiente resultado,
el cual es un corolario del Teorema 3.27.

Teorema 3.28. Sea X un continuo T,. Supongamos que R yT' son subcon-
guntos cerrados y no vacios de X tales que R & T' y cada componente de T
intersecta a R. Entonces existe un subconjunto cerrado y no vacio S de X
tal que R & S G T y toda componente de S intersecta a R.
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En la presente seccién, interpretaremos el teorema anterior, en el lenguaje
de espacios topoldgicos con una relacion de orden. Para esto necesitamos
primero introducir algunos conceptos y establecer una notacion adecuada.
Dado un espacio X, compacto y T5, consideremos las familias

2% = {A C X: A es cerrado y no vacio en X}

C(X) = {A € 2%: A es conexo}.

Si X es un continuo 75, entonces C'(X) es la familia de los subcontinuos de X.

Ahora vamos a darle una topologfa a 2X. Para esto, sin € Ny Uy, Us, ..., U,
son subconjuntos abiertos de X, definimos el conjunto (Uy, Us, ..., U,) como
sigue:

{AGQX:ACUUiyAﬂUi#@paracadaiG{1,2,...,n}}.

i=1
Consideremos la familia

B={(Uy,Us,...,Uy):n€NyU,U,,...,U, son abiertos en X}.

En [10, Teorema 1.43, p. 22| se prueba que B es una base para una topologia
7 en 2%, A 7y se le conoce como la topologia de Vietoris de 2X. En algunos
articulos, 7 se define como la topologia finita de 2%. Como C(X) C 2%,
podemos considerar en C'(X) la topologfa relativa de 2%, que denotaremos
también por 7y, en lugar de (7v)|c(x). Incluso, si A C 2%, denotaremos por
7y a la topologia relativa de 2% en A.

De lo anterior, si X es un continuo 75, entonces podemos considerar los
espacios topolégicos (2%, 7y) v (C(X),7y). En [10, Teorema 1.58, p. 29] y
[10, Teorema 1.64, p. 31] se prueba que (2%, 7y) es compacto y Tb, y que
(C(X),7v) es compacto (y también es Ty, por ser un subespacio de 2%X).
A (2%, 7v) y (C(X),7v) se les conoce como hiperespacios de X. En la pre-
sente seccién vamos a utilizar el Teorema 3.28 para mostrar que (2%, 7y) y
(C(X), ) son conexos por arcos.

Consideremos ahora la siguiente nocién, dada por A. K. Misra en [12]
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Definicién 3.29. Sea X un continuo Ty. Supongamos que A y B son subcon-
guntos no vacios de X tales que B C A. Decimos que B es un c-subconjunto
de A, o bien que A es un c-superconjunto de B, si cada componente de A
intersecta a B.

Para simplificar, cuando A sea un c-superconjunto de B, escribiremos

B € A o bien A 5 B. Consideremos ahora la relacién < en 2% definida como
sigue:

si A, B € 2% entonces A < B siysélosi A B. (3.7.1)

Es facil probar que < es un orden parcial en 2%. En [10, Lema 2.27, p. 47] se
prueba que el orden < es continuo. Entonces (2%, 7y/), con el orden <, es un
POTS cuyo orden parcial es continuo. Esto implica, por el Lema 2.10, que
toda cadena maximal en (2%, 7y/) es cerrada. Como (2%, 7y/) es compacto, en
realidad toda cadena maximal en (2%, 7y) es compacta. Tenemos ademds el
siguiente resultado.

Teorema 3.30. En el espacio topoldgico (2°,1y), con el orden parcial <
definido en (3.7.1), toda cadena mazimal es densa en el sentido del orden y,
ademds, conexa.

Demostracién. Supongamos que C es una cadena maximal en 2%. Tomem-
os A,B € 2% tales que A S B. Entonces B ¢ A y, ademas, A es un c-
superconjunto de B. Por el Teorema 3.28, existe C € 2¥ talque BC C ¢ A
y toda componente de C' intersecta a B. Luego C < B. Como A 3 By
B C C, toda componente de A intersecta a C. Luego A S C. En conse-
cuencia A S C' S B. Ahora bien, como C es una cadena maximal en 2%
necesariamente C' € C. Esto prueba que C es denso en el sentido del orden.
Luego, por el Teorema 3.24, C es conexo. O

Para probar ahora que (2%

iente definicién.

, Ty) €s conexo por arcos, consideremos la sigu-

Definicién 3.31. Un arco es un continuo homeomorfo al intervalo [0, 1].
Un arco generalizado es un continuo Ty cuya topologia es la del intervalo,
con respecto a un orden total.

Si el espacio topolédgico (X, 7) es un arco generalizado, entonces X es
un continuo 73 y, ademads, existe un orden total < en X de manera que la
topologia del intervalo 7, en X, que dimos en la Definicion 3.9, es justo 7.
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Supongamos que X es un continuo 75. Es conocido que X es un arco
generalizado si y sélo si X tiene exactamente dos puntos que no son de corte
(recordemos que, por el Teorema 2.20, todo continuo T; tiene al menos dos
puntos que no son de corte). Una prueba detallada de esto, puede verse en
[10, Corolario 2.16]. A los unicos puntos del arco generalizado X que no son
de corte, se les llama los extremos de X.

Definicién 3.32. Un espacio topologico X es conexo por arcos si para
cada p,q € X, existe un arco generalizado A, contenido en X y con extremos

pygq.

El siguiente teorema aparece probado en [10, Teorema 2.24, p. 45].

Teorema 3.33. Sea X un espacio compacto y Ts. Supongamos que A y B
son arcos generalizados contenidos en X, de modo que A tiene como extremos
ap yr, mientras que B tiene como extremos a r y q, donde p # q. Entonces
existe un arco generalizado C, contenido en AU B, que tiene como extremos

apyq.
El siguiente resultado aparece probado en [10, Teorema 1.16, p. 4].
Teorema 3.34. Sea (X, 7) un espacio compacto y Ts.

1) si 74 es una topologia en X tal que T & T4, entonces (X, T4) no es
compacto.

2) si T es una topologia en X tal que 7_ G T, entonces (X, 7_) no es Ts.

Como consecuencia del Teorema 3.34, tenemos el siguiente resultado, el
cual generaliza el Teorema 3.30.

Teorema 3.35. Sea X un continuo Ty. Entonces en el espacio topologico
(2%, 1), con el orden parcial < definido en (3.7.1), toda cadena mazimal no
degenerada, es un arco generalizado y denso en el sentido del orden.

Demostracién. Sea C una cadena maximal no degenerada en 2%. Vamos a,
denotar la topologfa de Vietoris de 2%, restringida a C, por 7. Como 2% es
Ty, el espacio (C, 1y ) es To. Ademads (C, 7y) es compacto, como ya indicamos.
Por el Teorema 3.30, (C,7y) es denso en el sentido del orden y, ademas,
conexo. Entonces (C,7y) es un continuo 7. Notemos que el orden parcial
<, definido en (3.7.1), es un orden total cuando se restringe a C. Entonces
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podemos considerar la topologia del intervalo 7, en C, con respecto a <ic .
Por el Corolario 3.12, (C, 7,) es 1.

Como ya indicamos, el orden < es continuo. Entonces 7y es una topologia
en C tal que, si consideramos el espacio topoldgico (C,7y) con el orden total
< ¢, resulta que < es continuo. Luego, por el Teorema 3.11, 7, C 7. Como
(C,1v) es Ty, por la parte 2) del Teorema 3.34, 7o = 7y,. Esto prueba que C
es un arco generalizado. O]

Sea X un continuo T5. Por el teorema anterior, el hiperespacio 2% contiene
arcos generalizados que son densos en el sentido del orden. Como veremos,
dichos arcos son los que se describen a continuacion.

Definicién 3.36. Supongamos que X es un continuo Ty. Un arco ordenado
en 2% es un arco generalizado A, contenido en 2%, de manera que el orden
total de A es la inclusion C, o bien la inclusion inversa D. Si A, B € A son
los extremos de A, decimos que A es un arco ordenado de A a B en 2.

En [10, Teorema 2.22, p. 44] se prueba el siguiente resultado.

Teorema 3.37. Sea X un espacio compacto y To. Tomemos A, B € 2% de
modo que A C B. Entonces existe un arco ordenado de A a B en 2%, siy
solo si existe un subconjunto C de 2%, totalmente ordenado, compacto Ty y
denso en el sentido del orden, de modo que A, B € C.

Si A @ B, entonces existe una cadena maximal C en 2% tal que A, B € C.
Si ademas A # B, resulta que C es no degenerada. Luego, por el Teorema 3.35,
C es un arco generalizado y denso en el sentido del orden. En particular C es un
subconjunto de 2%, totalmente ordenado, compacto T y denso en el sentido
del orden, de modo que A, B € C. Luego, por el Teorema 3.37, existe un arco
ordenado de A a B en 2X. Con esto tenemos probada la mitad del resultado
siguiente. El teorema completo aparece demostrado en [10, Corolario 2.29, p.
48].

Teorema 3.38. Sea X un continuo Ty. Tomemos A, B € 2X. Entonces existe
un arco ordenado de A a B en 2% si y solo si A € B.

Si A,B € C(X)y A C B, entonces A € B y, por el teorema anterior,
existe un arco ordenado A de A a B en 2%. No es dificil probar que A C C(X),
por lo que en realidad existe un arco ordenado de A a B en C(X).

Estamos en condiciones de probar el siguiente resultado.
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Teorema 3.39. Si X es un continuo Ty, entonces 2% es conexo por arcos.

Demostracién. Tomemos A, B € 2%, de modo que A # B. Si B = X,
entonces A C X y, como X es conexo, A € B. Luego existe un arco ordenado
de A a B en 2%. En particular existe un arco generalizado contenido en 2%
que tiene tanto a A como a B. Esto termina la prueba en el caso en que
B = X. Si A = X, procediendo como en el caso anterior, encontramos un
arco ordenado de B a A en 2¥. Supongamos ahora que A # X y B # X.
Entonces A € X y B € X, por lo que existen un arco ordenado A; de A a
X en 2%, y un arco ordenado A, en 2% de B a X. Notemos que A; es un
arco generalizado en 2% con extremos A y X, mientras que A, es un arco
generalizado en 2% con extremos X y B. Luego, por el Teorema 3.33, la unién
A1 U A,y contiene un arco generalizado A, con extremos A y B. Esto prueba
que 2% es conexo por arcos. 0

Si X es un continuo Ty y A, B € C(X), siguiendo la misma demostracién
que acabamos de dar, se tiene que C'(X) también es conexo por arcos. Si
para cada n € N definimos

Cn(X) = {A € 2% A tiene a lo mas n componentes}

entonces, considerando en cada C,,(X) la topologia de Vietoris, también resul-
ta que cada C,,(X) es un espacio compacto, T» y conexo por arcos. Entonces
todos los hiperespacios de X que hemos visto, a saber 2% y cada C,(X)
(notemos que C1(X) = C(X)) son continuos Ty que, ademds son conexos
por arcos, independientemente de si X es conexo por arcos.

Conviene indicar que, en la Teoria de Hiperespacios, la existencia de arcos
ordenados, no solo es 1til para probar que los hiperespacios son conexos
por arcos. En realidad, los arcos ordenados constituyen en si, una buena
herramienta para probar diversos aspectos que involucran a un continuo o a
sus hiperespacios. El lector interesado en la Teoria de Hiperespacios, puede
consultar el texto [17].

Terminamos el presente capitulo indicando que, una buena parte de los
resultados mostrados en la presente seccién, en cuya referencia hemos recur-
rido a la Tesis de Licenciatura [10], aparecen probados originalmente en [12]

y [13].



Capitulo 4

Puntos Fijos y Elementos
Terminales

4.1. Introduccion

En este ultimo capitulo daremos aplicaciones en la Teoria del Punto Fi-
jo para QOTS y POTS, haciendo uso de los resultados obtenidos en los
capitulos anteriores, principalmente del Teorema 3.19. Cabe destacar que
originalmente la idea de esta aplicacién es debida a A. D. Wallace en [21].
Primero, estudiaremos una generalizacién del concepto de sucesién en espa-
cios topologicos con redes. Luego, dentro de la clase de los conjuntos QOT'S
y 15 con cadenas maximales compactas, veremos bajo qué condiciones, dada
una funciéon continua que preserva el orden de dicho espacio en si mismo,
tiene un subconjunto compacto fijo.

En la Seccién 4.4 se introducira el concepto de elemento terminal que
resulta ser una generalizacién del punto final. También veremos funciones no
alternantes y monotonas, que tendran propiedades importantes, en el sentido
de preservar la separacion.

Finalmente, en la Subseccién 4.4.2, se ve la aplicacion de la definicién de
los elementos terminales y las funciones monoétonas, al definir un orden que
generaliza al de la Seccion 2.4. El objetivo del estudio de los objetos antes
mencionados, es mostrar que en la clase de los continuos 75 y localmente
conexos, los homeomorfismos de ellos en si mismos que dejan fijo a un ele-
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mento terminal propio, tienen un punto fijo en el complemento del elemento
terminal.

4.2. Redes

En la presente seccién usaremos la generalizacién de la nocién usual de
sucesion. Utilizando dicha nocién nos permitira relacionar la idea de ordenar
una coleccién de puntos de un espacio topolégico X, por medio de una funcién
de un conjunto dirigido a X. Recordemos que en la Definicién 1.2, aparece
el concepto de conjunto dirigido.

Definicién 4.1. Si X es un conjunto, entonces una red en X es una funcion
x: A= X, donde (A, =) es un conjunto dirigido.

Six:A— X esunared en X y A € A, es comtn denotar a x(A) por x,
y, a toda la red, por {x)}xea. El conjunto N de los niimeros naturales, con el
orden usual, es un conjunto dirigido. Entonces las redes en X, cuyo dominio es
dicho conjunto dirigido, son las sucesiones en X. La idea principal es sustituir
el orden total de N, por un casi orden con una orientacién creciente.

Si X esun COCO vy x: A — X es una red en X entonces, tanto X como
A poseen una relacién de orden. Denotaremos con el mismo simbolo dichas
relaciones de orden.

Definicién 4.2. La red {x)}rcn es mondtona creciente si cada vez que
A S pen A tenemos que x\ =z, en X.

A continuacién generalizamos el concepto de acumulacion y convergencia
para redes.

Definicién 4.3. La red {x)\}ren se acumula en xq € X si para todo abierto
U de X tal que xy € U y para cada A € A existe p € A tal que p = X\ y
z,€U.

Definicién 4.4. La red {x)} en converge a xy € X si para cualquier abierto
U de X tal que o € U existe X € A tal que x, € U para toda pn 2 .

Notemos que, una red {x)}rea que converge a xo en X, se acumula en .
Si (X, =) esun COCO, una condicién suficiente para que el reciproco pase, es
que X sea localmente convexo y la red sea mondtona creciente, como veremos
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a continuacion. Recordemos que en la Definicion 2.34, aparece la nocién de
localmente convexo.

Proposicion 4.5. Si X es un COCO localmente convexo, entonces cualquier
red mondtona creciente {x)}ren que se acumula en xy € X, converge a
xo € X.

Demostracién. Sean zy un punto de acumulacién de la red monétona cre-
ciente {z)}rea ¥ U un abierto que contiene a dicho punto. Como X local-
mente convexo, tenemos que existe V' abierto convexo, tal que xro € V C U.

Como z( es un punto de acumulacién, sabemos que existe u € A tal que
z, € V,y al tomar cualquier A = p, existe ¢/ = A tal que z,, € V. Usando la
convexidad de V' y la monotonia de la red , tenemos que ) € [z,,x,/] C V.

Por lo tanto, existe u € A tal que para cada A = u se tiene que x, € U,
es decir la red converge a x. [

Maés adelante, veremos como sustituir la condicién de localmente convexo
por la de compacidad, cuando el orden sea parcial.

En los cursos de Topologia General, se prueba que la compacidad implica
que toda sucesion tiene un punto de acumulacién [14, Teorema 28.1, pag.
179]. En el siguiente teorema observamos que dicho resultado se generaliza a
redes.

Teorema 4.6. Si X es compacto entonces toda red {x)}recn en X tiene un
punto de acumulcion.

Demostracién. Sean X compacto y {z)}rea una red de X. Consideremos
también la familia de cerrados {clx(C))}rea donde C) estd definida como:

Oy = {zy: N 2 AL

Por un lado, si A 2 X y x, € C), entonces p1 = \. Luego, u = X, es decir,
x, € Cy. Entonces Cy C Cly.

Si tomamos {clx(C\,)}i=1.» entonces, por ser A conjunto dirigido, existe
un A\g mayor a todos los A;. Por la propiedad vista en el parrafo anterior:

0#Cy=CyNC\,N---NCy, .
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o bien:
@ 7é Clx(C)\l) N Clx(C)\Q) N---N CIX(C)\n) .

Es decir, dicha familia tiene la propiedad de la interseccién finita.

Como X es compacto, existe x, € (¢, clx(Cy) = C. Afirmamos que, z,
es un punto de acumulacién de la red {z)}rea.

Para ello, sean U un abierto que tiene a z, y A € A. Como z, € clx(C)),
luego 00 # U N C}, es decir, existe p = A tal que z, € U. Por lo tanto, z, es
punto de acumulacién de la red {z)}aea- O

Ahora, notemos que dado X espacio topolégicoy x € X, siempre podemos
considerar a A, una base local de x en X. Para definir la relacién de orden
a A\,, decimos que By < By siy sblo si By C Bj. La definicién de base local
permite darle a A, una estructura de conjunto dirigido.

A continuacién presentaremos otros resultados para redes, aplicando la
observacién anterior, que nos permite tener una caracterizacién de la cerra-
dura de subconjuntos de un espacio topoldgico y de la continuidad de una
funcion f: X - Y .

Teorema 4.7. Si E C X, entonces x € clx(E) si y solo si existe una red
{z }ren en E tal que converge a .

Demostracién. Sea z € clx(F), entonces para cualquier B € A,, definida
en el parrafo anterior, existe g € BN E, por la definicion de cerradura. Asi,
obtenemos la red {zg}pea,. Afirmamos, que dicha red converge a .

Sea un abierto U que tiene a z, por definicién de base local existe By
basico local de x tal que x € By C U. Notemos que para cualquier B = B
con B € A, tenemos que x € B C U, es decir, g € B C U. Por lo tanto,
{zB}Ben, converge a x.

La otra implicacién se sigue directo de la definicién de cerradura. ]

Teorema 4.8. Sea f: X — Y. Entonces [ es continua si y sélo si cada vez
que {x)}ren converga a xo en X, entonces {f(xx)}ren converge a f(xy) en
Y.
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Demostracién. Supongamos que f es continua en o y {z)}rea converge a
xo. Entonces, dado un abierto V' de X que contenga a f(zg), tenemos que,
f7HV) es un abierto que tiene a x. Por lo tanto, existe A\ € A tal que
z, € f~1(V) para toda u = \. Esto prueba que, f(x,) € V para toda pn = A,
es decir, que {f(z))}rea converga a f(xo).

Por otro lado, para ver que f es continua, veremos que f(cly(E)) C
clx(f(F)). Tomemos = € f(cly(FE)), entonces x = f(xg) con g € clx(E).
Por el Teorema 4.7 tenemos que existe una red {x)} ea en F tal que converge
a xg. Por lo tanto, {f(zx)}rxea C f(E) converge a f(xg) = x en Y. Esto
prueba, por el Teorema 4.7, que z € clx(f(E)).

O]

A continuacién aplicaremos nuestros resultados de redes en los espacios
compactos ordenados. El siguiente resultado, nos indica dénde se encuentra
el conjunto de los puntos de acumulacién del Teorema 4.6 cuando X es un
espacio compacto casi ordenado.

Proposicion 4.9. Sea X es un espacio compacto casi ordenado. Entonces
toda red mondtona creciente {x)}ren en X tiene un punto de acumulacion,
y el congunto de los puntos de acumulacion de {x)}ren estin en E(xy) para
algin xo € X.

Demostracién. Por el Teorema 4.6, tenemos que la red mondétona creciente
{zx}ren en X tiene un punto de acumulacién .

Sea U un abierto tal que E(xg) C U, por el Teorema 2.35, X es clc.
Entonces existe un abierto convexo V', de tal forma que E(xy) C V C U.
Como {x)}rea se acumula en 2 y V' es abierto que lo contiene existe p € A
tal que z, € V.

Andlogamente al Teorema 4.5, podemos notar que para cualquier A = pu,
entonces existe ' = A tal que zy € [z,,x,/] C V. Por lo tanto, tenemos que
x) € V para cada A = .

Supongamos que existe un punto de acumulacién xj, de la red {z)}rea
tal que z{, ¢ E(x¢). Dado que, X es compacto y T, entonces X es T3. Por lo
tanto, tenemos que existen dos abiertos ajenos B y U de X tales que xj, € B
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y E(zg) C U. Por lo dicho anteriormente, existe u tal que para toda A\ = p,
tenemos que x, € V.

Luego, para el abierto B y p € A no existiria alguien mayor que se quede
en el abierto B, es decir, z(, no es punto de acumulacién. Luego, todos los
puntos de acumulacion estan en E(x). O

Recordemos que la nocién de cle y localmente convexo, son equivalentes
cuando el orden es parcial. Por lo tanto podriamos enunciar una version para
espacios compactos ordenados del Teorema 4.9.

Corolario 4.10. Sea X es un espacio compacto ordenado. Entonces toda red
mondotona creciente en X converge.

Demostracion. Por el Corolario 2.36, X es localmente convexo. Usando la
Proposicién 4.5 tenemos que la red converge a xg. O

Sea f: X — X una funcién continua. A continuacién, observaremos el
comportamiento de los puntos de acumulacién de la red {f"(z)},en. Para
facilitar la notacién de dicha red definiremos el siguiente concepto.

Definicién 4.11. Dadosx € X y f: X — X, definimos la érbita de x bajo
[ como orb(z, ) = {f"(x) }nen.

Proposiciéon 4.12. Sean X un espacio topologico y una funcion continua
f: X = X. Para cualquier x € X, tal que orb(z, f) se acumula en xq € X,
se tiene que orb(x, f) se acumula a f(xo).

Demostracién. Sean un abierto U que contiene a f(xg) y n € N. Entonces
xg estd en f~1(U), el cual es abierto por la continuidad de f. Como orb(z, f)
se acumula en zy € X, entonces existe k = n tal que, satisface que f*(z) €

f~YU), es decir, f*(x) € U.

Luego, existe k+1 = n tal que, f**(z) € U. Esto prueba que (f™(x))nen
se acumula en f(xg). O

Una consecuencia de la Proposicién 4.12; es que la orb(zx, f) se acumula
en la orb(xo, f).
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4.3. Teoremas de Compactos Fijos en QOT'S
y Puntos Fijos en POTS

Comenzamos esta seccion enunciando un resultado que es consecuencia
de que la interseccién de compactos anidados no vacios es un compacto no
vacio, cuya demostracién se puede ver en [4, Corolario 3.1.5, p. 124].

Proposicion 4.13. Sean X un espacio compacto y Ty y f: X — X una
funcion continua. Entonces, para cada subconjunto cerrado y no vacio P de
X tal que f(P) C P, el conjunto:

K=[f(P)

es compacto, no vacio y f(K) = K.

Demostracién. En primer lugar, notemos que, {f(P)}ieny es una cadena
anidada de compactos no vacios. Entonces K es un compacto no vacio.

Por otro lado se tiene que:

f(K)=f (ﬂ f%P)) c(fH(P) =K.
ieN ieN
Afirmamos ahora que, K C f(K). Sea x € K, entonces:

x = f'(y;) con y; € P para cada i € N.

Como P es compacto, {f"'(y;) }ien—q13 se acumula en un punto yo € P,
por la Proposicién 4.6.

Dado que, f es continua, por el Teorema 4.8 tenemos que, {f*(y;) }ien =
{z} se acumula en f(yq). Por lo tanto, f(yo) = x.

Siyp ¢ K, como X es compacto y Ty, entonces es T3. Es decir, existe un
abierto U tal que K C Uy yo ¢ clx(U). Ademds, sabemos por [4, Corola-
rio 3.1.5, p. 124 |, que existe N € N, tal que f™(P) C U para toda m > N,
es decir, f™(y,,) € U para cualquier m > N + 1. Esto prueba que gy, € U.
En vista de la contradiccion, yg € K.

O]

De la Proposicién 4.13, se obtiene el siguiente resultado en la Teoria de
los Continuos.
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Corolario 4.14. Sean X un continuo y 1Ty y f: X — X una funcion con-
tinua. Entonces, para cada subconjunto cerrado y no vacio P de X tal que
f(P) C P, el conjunto:

K=ﬁﬁ@>

es un continuo Ty, no vacio y f(K) = K.

Ahora nos dedicaremos a ver condiciones necesarias y suficientes para
garantizar la existencia de un subconjunto compacto fijo bajo una funcién
continua f: X — X en un QOT'S con cadenas maximales compactas.

Teorema 4.15. Supongamos que (X,<) es un QOTS, Ty y con cadenas
maximales compactas. Sea f: X — X wuna funcion continua que preserva el
orden. Entonces existe un subconjunto compacto no vacio K de X tal que
K C E(xg) para algin xo € X, y f(K) = K siy sdlo si existe v € X tal que
x y f(x) son comparables en el sentido del orden.

Demostraciéon. Supongamos que existe un subconjunto compacto no vacio
K de X tal que K C E(xo) para algin zp € X y f(K) = K.

Como es no vacio, tomemos = € K C E(xg). Entonces:

f(z) € [(K) C K C E(x).

Por tanto x < x¢ £ f(x), es decir, z v f(x) son comparables.

Por otro lado, si existe € X tal que es comparable con f(z). Entonces
orb(z, f) es cadena porque f preserva el orden.

Ademads, por el Corolario 2.9, orb(z, f) estd contenida en una cadena
maximal M, que es compacta por hipdtesis. En estos términos como M tiene
un casi orden total, por el Teorema 1.39, la nocién de orden semicontinuo y
continuo son la mismo. Entonces M es un espacio compacto casi ordenado.

Por la Proposicién 4.9 aplicado a M, tenemos que orb(z, f) se acumula
en algin zqg € M. Ademas, los puntos de acumulacién de dicha sucesion
estdn en F(x). Por la Proposicién 4.12, tenemos que, f(zg) € E(xg). Y para
cualquier elemento f(x) € f(E(xg)), sabemos que, g < x < xy. Como f
preserva el orden, observamos que:
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zo = f(xo) = f(2) = fwo) = o,
es decir, f(x) € E(x). Por lo tanto, f(E(x)) C E(xo).

Definimos el siguiente conjunto:

K = () f(B(xo)) :

Como E(zg) es compacto por Teorema 3.19, y considerando la continuidad
de la funcién f, notemos que la siguiente familia:

{/"(E(20)) }nen,

es de compactos anidados no vacios que cumplen las hipétesis de la Proposi-
cion 4.13. Por tanto, existe un subconjunto compacto no vacio K de X tal
que K C E(xg) y f(K) = K. O

Corolario 4.16. Supongamos que (X,=) es un POTS, Ty y con cadenas
maximales compactas. Sea f: X — X una funcion continua que preserva el
orden. Entonces, f tiene un punto fijo si y solo si existe v € X tal que z es
comparable con f(x).

Demostracién. Es consecuencia directa del Teorema 4.15 y de que E(zg) =
{zo} por la antisimetria. O

En lo que resta de la secciéon probaremos resultados que nos permitan
encontrar subconjuntos compactos fijos bajo f, contenidos en el complemento
de un elemento minimo de X.

Definicién 4.17. Si (X, <) es un COCO con un elemento e € X tal que
e £ x para cada v € X, y A C X. Entonces decimos que, A estd acotado
fuera de e si existe y € X — E(e) tal que A C S(y).

Teorema 4.18. Supongamos que (X, <) es un QOTS, Ty y con cadenas
mazimales compactas. Ademdas existe e € X tal que e < x para cualquier
x € X. Sea f: X — X una funcion continua que preserva orden y satisface:

1) Existe v € X — E(e) tal que x y f(x) son comparables,

2) orb(z, f) es acotada fuera de e.
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Entonces ezisten xo € X — E(e) y un subconjunto compacto no vacio K
de X tal que K C E(zo) y f(K) = K.

Demostracién. Sea x que satisface 1). Si orb(z, f) es acotada fuera de e,
obtenemos un punto de acumulaciéon zy como en el Teorema 4.15. Por lo
tanto, xg € cly(orb(z, f)), por el Teorema 4.7.

Sabemos que existe y € X —E(e) tal que orb(z, f) € S(y). Este es cerrado
por el Proposicién 1.36. Ademés, x¢ € clx(orb(z, f)) C S(y), es decir, y < x
y e % y. Por tanto, zg € X — E(e). De la misma manera que hicimos en el
Teorema 4.15 construimos K entonces, K es un subconjunto compacto y no

vacio de X tal que K C E(xg) y f(K) = K.
[

Si ademas, le agregamos al Teorem 4.18 como hipdtesis que X sea un
POTS, entonces f tiene un punto fijo distinto de e, por el Teorema 4.18 y
el Corolario 4.16.

La condicién 2) del Teorema 4.18 no puede ser omitida de la hipdtesis del
Teorema 4.18, atn cuando X es compacto y f sobreyectiva.

Ejemplo 4.19. FExiste un POTS, Ts y con cadenas maximales compacta. Un
elemento minimo e de X yx € X — E(e), tal que x y f(x) son comparables
pero el unico punto fijo es e.

Demostracién. Sea X = AU B C R? el espacio con la topologia relativa
de R? definido en coordenadas polares por:

A=A{(p,0): p=1}

1
B = {(pﬁ): pz%}

Sea e = (0,0) y fijamos z = (HLW, 7) € B —e. Con el siguiente orden:

(p1,01) = (p2,02)

si y solo si:

= 0, =0 < py <
pP1r=p2 Y U1 20P1_P2_1+7T
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Notemos que, B es una espiral con origen en e que tiende a A. Los elemen-
tos que tienen p mas grande que 7 sélo estan relacionados con si mismos.
Y el arco de espiral que va de e a xg sigue el mismo orden lineal de 6. Por

tanto, X estd parcialmente ordenado.

Para todos los elementos con p mds grande que 17—, S(x) = {z} = P(x)
es cerrado y para los demas puntos:

147

S((p1,01)) = {(p7 fleXx:be [01’ L]}

P((p1,01)) ={(p,0) € X: 0 €[0,01]}

son cerrados.

Por lo tanto, X es un POTS. Ademés como X es cerrado y acotado en
R2, entonces es compacto. Definimos f: X — X por:

0.0 = (1L,0-3).

0 0—3 T
f (m,@) = (max {O,m} ,max {0,0 — 5})

Lo que hace la funcién es girar 7 en sentido de las manecillas del reloj,
con centro en e, a los elementos de A. Los elementos de B son girados § en
sentido de las manecillas del reloj, por la espiral, siempre y cuando ¢ — 7 sea

positivo, en otro caso los manda a e.

Como f gira en el sentido del orden, para los elementos distintos que son
comparables, al girar caen en el arco de la espiral entre e y x(, por tanto,
preserva el orden. En particular xy y f(zg) son comparables.

La continuidad de f definida en A claramente se cumple. Y para los
puntos de B tenemos que al componer con cada proyeccién tenemos una
funcién continua, entonces f es una funcién continua.

Finalmente f es una funcién continua que preserva el orden, con zy y
f(xp) comparables. Pero la rotacién sélo fija a e.
O
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4.4. Elementos Terminales

A continuacién estudiaremos los elementos terminales, que resultan ser
una generalizacién de los puntos finales que se encuentran en [16, pag. 99).
La definicién de ambos se vera a continuacion.

Definicién 4.20. Decimos que e es punto final si para cada abierto U de
X que tenga a e, existe un abierto V de X tal que:

eeV Ccx(V)cCU
yclx (V) =V =bdx (V) tiene un sdlo punto.

Definicién 4.21. Dados los subconjuntos P y (Q de un conexo X, decimos
que estan separados por K C X si:

X — K =A|B,
PCcAyQCB.
Si p v g no estan separados por ningin punto, escribiremos p ~ q.

Definicién 4.22. Una cadena prima es un continuo Ty que es punto final,
punto de corte o un conjunto no degenerado E, representado como:
E={x:a~zyx~Db}

con elementos distintos a,b € X tales que a ~ b.

Para darnos una idea de las cadenas primas no degeneradas, tenemos por
ejemplo las curvas cerradas simples.

Definicién 4.23. Una cadena prima E es un elemento terminal si tiene

la propiedad de que cada abierto U de X que contenga a E, existe un abierto
V de X tal que:

FE C Clx(V) cU
yclx(V) =V =bdx(V) tiene un sdlo punto.

Si X es un continuo 75 con un punto de corte, entonces se demuestra en
[23, Teorema 1, p. 141] que X contiene un elemento terminal.
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Comparando las definiciones de punto final con elemento terminal. Pode-
mos notar que este ltimo no necesariamente esta dentro del abierto V. El
ejemplo de dos circunferencias tangentes muestra que clx (V') no puede ser
remplazado por V' en la definicién de elemento terminal. Ya que si el abierto
tuviera al punto de tangencia, entonces la frontera tendria dos puntos.

En el siguiente resultado observaremos cudl es la naturaleza del punto
frontera bdx (V') en las definiciones de punto final y elemento terminal.

Lema 4.24. Sean X conexo y V un abierto no vacio de X tal que bdx (V) =
{p} y X —clx (V) # 0, entonces:

X —bdx(V) =V|(X = clx(V)).
Demostracion. Por un lado, observemos que:

Clx(V) N (X - Clx<V)) = @

Sabemos que:

X —cx(V)C X -V,

yva que si fuesen iguales como el de la izquierda es abierto y el de la derecha
cerrado. Entonces tendriamos que X no es conexo. Ademas, por propiedades
de la cerradura de un conjunto tenemos que:

X — CIX(V) - Clx(X — Clx(V)> cX— ‘/,
por lo tanto, clx(X — clx(V)) = X — V y con ello se observa que

VNdx(X —cx(V))=VNX -V =0
O

Una consecuencia importante del resultado anterior, es que si X es 77 y
tiene E un elemento terminal propio, entonces X tiene un punto de corte.
Para probarlo, tomemos z € X — E| entonces E € X — {z}. Por definicién
de elemento terminal existe un abierto V tal que E C clx(V) C X — {z} y
bdx (V) tiene un sélo punto. Luego, X — clx (V) no es vacio. Esto prueba,
por el Lema 4.24, que bdx (V') es un punto de corte.



126 CAPITULO 4. PUNTOS FIJOS Y ELEMENTOS TERMINALES

Ahora nos preguntamos sobre la cantidad de puntos de corte de X que
puede tener un elemento terminal E, aun cuando ya que sabemos, por la
definiciéon de E, que éste no tiene puntos de corte de si mismo.

Proposicion 4.25. Supongamos que X es un espacio topologico conexo, lo-
calmente conexo y Ts. Si E es un elemento terminal propio de X, entonces
E tiene a lo mds un punto de corte en X.

Demostracion. Supongamos que E tiene dos puntos de corte, xo y x; de
X. Entonces para ¢ = 0, 1 tenemos que:

Si la tltima condicién no fuera cierta existirfan z,w € E—{x;} con z € A,
y w € B;. Luego, z = w ya que x; los separaria, lo cual es falso.

Por el Lema 2.18, tenemos que si @ # j entonces B; U {z;} C A;. De
donde B;NB; C A;N B;j = 0, es decir B; N B; = ). Tomemos y; € B; y
sea C; la componente conexa en X — {x;} tal que y; € C;. Observamos que,
C:NC; C B;N B; = (. Por tanto, C; y C; son ajenos.

Consideremos el abierto U = X — {yo,41}. Notemos que, U toca tanto a
Cp como a (' y no contiene a ninguno de las dos componentes. Como E es
un elemento terminal y £ C U, ya que {yo,y1} C B; U B;, entonces existe
un abierto V' de X tal que £ C clx(V) C U y bdx (V) tiene un sélo punto.
Luego, 1 € V 0 xp € V, ya que si no tuviera a ninguno, como E C clx(V),
entonces bdx (V) tendria mas de un elemento.

Sin pérdida de generalidad supongamos que zg € V' y bdx (V) = {p}.
Entonces xy # p. Por el Lema 4.24, tenemos que:

X —{p} =V[(X —clx(V)).
Sip ¢ Cp, como yy € Cy, entonces Cy C X — clx(V), por ser Cy conexo.

Ademas, por el Lema 2.17, tenemos que cly(Cy) = CoU{xzo} y es conexo
de X — {p} que toca a V. Por tanto, Cy C clx(Cy) C V, lo cual es a una
contradicciéon. Esto prueba que p € Cy. Por otro lado, 1 € V. Ya que si
x1 € V entonces 1 = p pero p € Cy y x1 ¢ Cy porque x1 ¢ By. De forma
anldoga se ve que p € (.
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Lo anterior nos dice que bdy (V') intersecta tanto a Cy como a C;. Esta
contradiccién viene de haber supuesto que habia dos puntos de corte. O

De existir un punto de corte en un elemento terminal veremos que éste de-
termina una separacion particular de X, que mas adelante motivara nuestra
definicién del orden de un elemento terminal en la Subseccién 4.4.2.

Proposicion 4.26. Sea X es un espacio topolégico conexo, localmente conexo
y Ts. Con un elemento terminal propio E que tiene un punto de corte x de
X, entonces E — {x} y X — E son conjuntos separados.

Demostracién. Como ningin par de elementos de £ — {z} son separados
por definicion de E, entonces tenemos que si Cj es una componente de X —
{z}, que intersecta a E — {x}. Entonces Cy contiene a £ — {z} y, ademés,
tenemos la siguiente separacion:

X —{z} = Cy|X — (Cy U {x}).

Luego, bastara mostrar que Cy = E — {z}, para tener la separacién:

X —{az} = (E - {=zp[(X - E),
yvaque X — (CoU{z}) =X —FE.

Supongamos que existe y € Cy — E. Sea C' una componente en X — {z}
distinta de Cy. Tomemos z € C, por la conexidad local, entre x y el abierto
X — {z,y} existe un subconjunto conexo abierto P de X tal que, x € Py
y & P, es decir, C' — P # ().

Consideremos el subconjutno abierto (CoU P) — {y}. Notemos que, (CoU
P)—{y} contiene a E. Dado que, E es elemento terminal, entonces existe un
abierto conexo V tal que E C clx (V) C (CoUP)—{y}, donde bdx(z) = {p}.
Por el Lema 4.24 tenemos que:

X —{p} = V(X = clx(V)).

Sipé¢ Cyy, comoy ¢ clx(V)yy € Cp. Usando la conexidad de Cy,
tendriamos que Cy C X — clx(V), es decir, E N Cy = 0, lo cual es falso. Por
lo tanto, p € Cy y, ademds, dado que, x ¢ Cy, entonces = # p. Por otro lado,
x € E Cclx(V)=VU{p}, entonces z € V.
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Sip ¢ C, entonces como C' — P # () tendrfamos que, C' — clx (V) # 0,
es decir, el conexo C' esté contenido en el separando X — clx (V). Ademas,
C Cclx(C)={2}UC CV, yaquepnoestd en cly(C)y x € clxy(C)NV,
lo cual es contradictorio. Esto prueba que, p € C.

Finalmente, p estd en dos C'y Cy componentes de X —{z}, lo cual es falso.
La contradiccién vino de suponer que no se cumplia que Cy = E — {z}. O

4.4.1. Funciones No Alternantes

A continuacién, estudiaremos las funciones no alternantes y mondétonas,
las cuales tienen la propiedad de respetar separacion.

Definicién 4.27. Sea X y Y dos espacios Ty con f: X — Y continua y
sobreyectiva. Decimos que f es no alternante si para cada descomposicion:

X = fyo) = MIN conyo €Y

entonces ningiin conjunto f~1(y) toca a ambos M y N. Por otro lado, f es
mondtona si f~(y) es conexo para cada y €Y.

En el siguiente ejemplo vemos que la monotonia y la no alternancia no
son conceptos equivalentes.

Ejemplo 4.28. Eziste una funcion no alternante que no es mondtona.
Demostraciéon. Nos fijamos en la proyeccién del circulo unitario sobre el
intervalo [—1,1] del eje x. No es mondtona por que la imagen inversa del 0
es {—1,1} que no es conexo.

Ademas, cualquier descomposicion tiene sélo dos componentes conexas

y la imagen inversa de todo punto se queda contenido en una y sélo una
componente. O

Por otro lado, toda funcién mondtona es no alternante.

Ahora, veremos varias equivalencias de no alternancia que seran mas
faciles de manejar.
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Lema 4.29. Sean X y Y dos espacios topologicos compactos y Ts. Las sigu-
ientes condiciones son necesarias y suficientes para que una funcion continua
f: X =Y sea no alternante. Dada la descomposicion:

X = fyo) = MIN conyo €Y

1) M= fH(f(M)) y N = f7H(f(N)),
2) Y —{yo} = F(M)[F(N),

3) f(M)N f(N) =0,

4) Q)N FTHIN) = 0.

Demostraciéon. Supongamos que f es no alternante. Para la primera condi-
cién, sea x € M. Entonces f~!(f(x)) intersecta a M, por la no alternancia.
Luego, f~!(f(M)) C M. La otra contencién siempre se cumple, por tanto
M = f~Y(f(M)). De forma andlogamente se ve que N = f~1(f(N)).

Supongamos 1), por la equivalencia de continuidad mencionada en [22,
(3.1) pag. 496] que dice que, dos conjuntos estdan separados en Y si sélo si
sus preimagenes también lo estan en X. Por la descomposicion tenemos que

como M = f7Yf(M))y N = f~1(f(N)) estdn separados, entonces f(M) y
f(N) también lo estan. Esto prueba 2).

Suponiendo 2), es directo la separaciéon de f(M) y f(N), que prueba 3).
Ahora, supongamos 3) Si:

FM) N fN) =0,

entonces:
FHAAD)) N FHAN)) = M) N F(N)) = £(0) = 0.

Finalmente si f~1(y) intrsecta a M y N y como Z C f~(f(Z)). Deduci-
mos entonces que f~!(y) toca tanto a f~1(f(M)) como a f~I(f(M)). O

Como habiamos mencionado al principio en el siguiente resultado se ob-
serva la importancia de las funciones no alternantes para este capitulo.
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Lema 4.30. Sean X y Y dos espacios topologicos compactos y Ts. Sea
f: X =Y una funcién cerrada y no alternante. Ademds, f~'(y) cony €Y,
separa a dos subconjuntos P y @ de X . Entonces y separa a f(P) y f(Q)
enY.

Demostraciéon. Supongamos que, los subconjuntos P y ) de X que estan
separados por f~!(y) C X. Entonces:

X —(f'(y) = AlB,
donde PC Ay Q C B.

Notemos que:

JX = w)) =Y —{yt = f(AUS(B), f(P)C [(A)y [(Q) C f(B).

Por el Lema 4.29, tenemos que:

X —{y} = F(AIf(B),
es decir, y separa f(P)y f(Q)enY. O]

Sin necesidad de que f~! sea continua, la monotonia de f cumple que
la imagen inversa de conexos es conexa. Enunciaremos a continuacién dicho
lema, cuya demostracién la podemos encontrar en [4, Teorema 6.1.29, p. 358|.

Lema 4.31. Si f: X — Y es una funcion mondtona y cerrada entonces para
cualquier subconjunto conexo C' de'Y, f~Y(C) es conexo en X.

4.4.2. El Orden del Elemento Terminal

De ahora en adelante supondremos que X es un continuo 75 localmente
conexo y f: X — X una funcién continua y sobreyectiva.

Definicién 4.32. Sea E un elemento terminal propio de X. Consideramos
la relacion <g definida en X como sigue: si x,y € X entonces x Spy si y
solo si se satisface una de las siguientes condiciones:

1) z € E;

2) x=vy;
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3) x separa a E yy en X.
A <g le llamaremos el orden del elemento terminal en X .

Por definicién, si z € X y e € E entonces e <p = vy, ademds, x <p x .
Es claro también que si x <p e, entonces x € FE, es decir, E(e) = E. En el
siguiente resultado, mostraremos otras propiedades de la relacién <p.

Teorema 4.33. Sea E un elemento terminal propio de X. Entonces:

1) Para los elementos en el complemento de E, <p es antisimétrica;

2) Los elementos E son los inicos elementos minimales de X , con respecto
al orden <g;

3) Dada una cadena C con min(C') C X — E, se tiene que C C X — E;
4) Para cualquier x € X, P(x) es cerrado.

5) (X,=g) es un QOTS. Si E es un solo punto, entonces (X,<g) es un
POTS.

Demostracién. Supongamos que, 1,12 € X — E, tales que x1 <p 29 v

29 Sg x1. De la definicién de <g notamos que no podemos usar la primera

condicién del orden <p y si pasa el segundo ya habrfamos terminado. La
posibilidad que falta analizar es cuando xy # x5 y:

X —{x;} = Ai|B;con EC A; y xj € B, parai # j.

Entonces, por el Lema 2.18 sucede que £ C A; U {z;} C Bj, por que
x; € By x; ¢ A;, pero E C A;. En vista de esta contradiccion, este caso no
es posible. Por lo tanto, sélo tenemos el caso 7 = z5. Esto prueba 1).

Para probar 2), sea x € X tal que z <p e para algin e € E. Entonces
e <p x, por la condicién 1) de la definicién del orden =g, es decir, todo
elemento de F es minimal. Supongamos que existe y € X fuese minimal.
Tomemos e € FE entonces sabemos que e <g y, por la minimalidad de y
tendriamos también que y <g e, o bien, y € E(e) = E. Por lo tanto, los
elementos minimales s6lo estan en E.



132 CAPITULO 4. PUNTOS FIJOS Y ELEMENTOS TERMINALES

En vista de lo anterior, si tenemos una cadena cuyos elementos minimales
estan en el complemento de E, implica que la cadena esta también fuera de
E. De esta manera probamos 3).

Para probar 4), notemos que, P(z) — (EU{x}) es conjunto de los puntos
que separa a x y E, por la definiciéon del orden <p. Sea p un punto en la
cerradura de P(z) — (E U {z}), que no esté en F ni sea z. Si p ¢ P(x) —
(E U {x}) entonces la componente C' de X — {p} que tenga a E, entonces
necesariamente tendrd a x, ya que de no ser cierto:

X —{pt=Cl(X - ({z}U0))
seria una separacion de F y .

Pero C puede ser cubierto por abiertos cuya cerradura se quede conteni-
da en C, usando el Lema de la Cadena enunciado en [27, 3.1, p. 30]. Asi,
obtenemos una cadena finita conexa G en C tal que une a E con z, como la
cerradura de cada eslabén se queda en C' entonces p ¢ clx(G) .

Afirmamos que, P(z) — (E U {z}) C G, de lo contrario, existirfa z €
(P(z) — (FU{z})) — G, tal que tendriamos siguiente separacién:

X—{z}=A,B.,ECA,,r€B,.

Ademds, G C X — {z}. Por lo tanto, G se queda en uno sélo de los
separandos, por ser conexo, pero toca a ambos, lo cual es contradicién. Esto
prueba que P(x) — (FU{z}) C G.

Finalmente, cly(P(z) — (EU{z})) C clx(G) C X — {p}, contradiciendo
la eleccion de p. Luego P(x) — (E U {z}) es cerrado. Por lo tanto, P(z) —
(EU{z})UEU{z} = P(x) es cerrado también.

Como ya vimos <p es reflexiva. Para probar la transitividad de <p,

tomemos * <p y y y <g z. Claramente para el caso en donde r € F,
tenemos que, x < z. Andlogamente para la condicién 2) del orden <p .

Por tanto, sélo basta ver el caso cuando se cumple que x separa a F y y,
junto con y separa a E'y z.
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Tenemos que:

X —{z}=A;|Bycon EC A, yy € By;
X —{yt=A4,B,con ECA,yz€B,.

Afirmamos que:

X —{z}=A,B,con ECA,yz€B,.

Si z € A, entonces, por el Lema 2.18 sabemos que A, U {z} es conexo
y, ademds, es un subconjunto de X — {y} ya que y € B,. Por otro lado,
E C A,NA,, esto nos dice que A, U{z} C A,. Luego, z € A,y z € By, lo
cual es falso. Por lo que la afirmacion es cierta.

Para probar que es <p es semicontinuo, basta notar que P(z) y S(x) son
cerrados para cada xz € X.

Si x € E entonces S(x) = X. Por otro lado, si z ¢ F, entonces:

S(z) ={z}U{y: x separaa E'y y en X}.

Ahora, si tomamos la componente C' de X — {z} que contiene a E. En-
tonces x separa a C' de las demds componentes por lo que S(z) = X — C.
Como X es localmente conexo, las componentes de abiertos son abiertas,
dicho resultado se encuentra en [28, Teorema 27.9, pag. 200]. Luego, S(z) es
cerrado.

Por otro lado, P(z) es cerrado por 4). Por lo tanto, <g es un QOT'S.

En el caso donde E es un punto, tenemos que X es un POTS por el
Teorema 2.24. W

A continuacién daremos condiciones necesarias para que una separacion
por un punto z se preserve al quitar f~(f(x)).

Lema 4.34. Si tenemos que:
X —{z}=A|B

tal que:
A= f@) #0# B~ (f(z))
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entonces:

X = (@) = (A= (f@)IB - f(f(@).

Demostracién. Como z € f~(f(x)), entonces X — f~!(f(z)) € X — {z}.
Luego:

X = [H(f@) = A= [ (f(@) VB~ f(f(2)).

Ademas, por hipotesis:

A= [T f(@) #0# B~ [ (f(2)).

Notemos que:

cly (A= [T (f(2))) N (B = f~(f(2)) Cclx(A)N B = 0.

Anélogamente se observa que:

clx (B — [ (f(2) N (A= (f(x))) = 0.

Por lo tanto:
X = [T f(@) = (A= FHF@DIB = fH(f (@)
O

En el siguiente resultado confluyen los resultados de la Subseccién 4.4.1
y el orden <p.

Lema 4.35. Si f es no alternante y f(E) C E, entonces f preserva el orden.

Demostracién. Supongamos que, z S y en X. Entonces tenemos los sigu-
ientes casos:

1) Six € E entonces f(z) € E f(x) <g f(y), por la definicién de <p.
2) Siz =y entonces f(x) = f(y). Por lo tanto, f(z) <g f(y).

3) Supongamos que = ¢ E vy, ademds, © # y. Entonces por la tercera
condicién de <pg, tenemos que z separa a E'y y en X :

X —{z}=M|Ncon ECMyyeN.
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Ademds, como f(E) C E'y f(z) € X—FE, entonces f~!(f(z)) C X—E.
Por otro lado, y & f~1(f(z)), ya que, f(z) # f(y). Por lo tanto:

ECM~—f(f(x)yyeN—f(f(z)).
Por el Lema 4.34, tenemos que:

X = [ (f(@) = (M = fH(f@)IN = f(f(2)))-

Notando que f es cerrada, por ser X compacto y T5. Se sigue del
Lema 4.30 que, f(x) separa a f(E)y f(y). Ademds, f(E) C E con
E conexo, entonces se queda en el separando que contiene a f(F), es

decir, f(z) =g f(y).

O

4.4.3. Teoremas de Subcontinuos y Puntos Fijos en Lo-
calmente Conexos

Sean X es continuo 75 localmente conexo y f: X — X una funcién con-
tinua y sobreyectiva. El objetivo se centra ahora en encontrar subcontinuos
y puntos fijos acotados fuera de algin elemento terminal E propio de X.

Lema 4.36. Si f: X — X es no alternante con f(E) C E. Entonces existe
un punto de corte x de X tal que x y f(x) son comparables. Ademds x puede
ser tomado de tal forma que para alguna y € X se cumple que x Sp y y

r3e f(y)

Demostracién. Sea f: X — X una funcién no alternante con f(E) C E.
Analizaremos los siguientes casos:

1) Si E tiene un punto de corte x entonces x <g f(x), es decir. z y f(z)
son comparables.

Por la sobreyectividad de f y la Proposicién 4.26, existe y € X — E tal
que f(y) € X — E. Luego,  Spyy = S f(y)
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2) Si E no tiene puntos de corte, nuevamente, podemos tomar y € X — F

tal que f(y) € X — E, por la sobreyectividad y el hecho que que
f(E) € E. Como FE es elemento terminal, entonces existe un sub-
conjunto abierto A de X tal que:

ECdx(A) c X —{y, f(y)}
y clx(A) — A = {z}. Por el Lema 4.24, tenemos que:

X —{a} = A[(X — clx(4)).

Notemos que, * Spyy « Sg f(y), debido a la tercera condicién del
orden <p. Reescribiendo lo anterior con B = X — clx(A), tenemos
que:

X —{z}=AlBcon EC Ay {y, fy)} C B.

Por lo tanto, f(y) € BN f(B). Lo que nos faltaria para demostrar el
lema es que x y f(z) son comparables. Para ello, analizaremos més
Ccasos:

2.1) Si f(z) € clx(B) entonces por la segunda o tercera condicién del
orden <p tenemos que, r <p f(x).

2.2) Si f(z) € E entonces f(x) <g z, por la primera condicién del
orden <pg .

2.3) Si f(r) € A— Ey f(x) no fuera un punto de corte. Por el Lema
4.30, tenemos que f~!(f(z)) no separa en X. Ademds, usando el
Lema 4.34, se sigue que:

A= (f(@) =00 B~ [T (f(x) =0,
es decir, f~1(f(z)) contiene a A 0 a B.
Si B C f~!(f(x)), entonces f(y) € A. Si A C f~(f(z)) entonces

f(z) € E. En ambos casos, obtenemos una contradiccién. Por
tanto, f(x) es punto de corte. Afirmamos que:

X = {f(@)} = (f(A) = {f@DIf(B) = {f(2)})
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y
fA) ={f(@)} #0 # (f(B) — {f(2)}).
Como F C Ay f(r) € X — E C X — f(F), entonces f(F) C

fA) = {f(x)} # 0. Ademas, al ser E conexo y tocar a f(A) —
{f(z)} tenemos que E C f(A) — {f(z)}.

Como f(z) # f(y) € f(B) tenemos que f(B) — {f(x)} # 0.

Finalmente, para ver que (f(A) — {f(x)}) v (f(B) — {f(2)}))
estan mutuamente separados, supongamos que existe t € X tal

que:

t e cx(f(A) = {f(@)}) N (f(B) = {f(2)}).

Entonces ¢t € clx(f(A)) N f(B). Recordando que f es no alter-
nante, entonces sélo serfa posible que t = f(z). Contradiciendo
que f(x) € A. De forma similar se obtiene que

0= clx(f(B) = {f(x)}) N f(A) = {f(2)}.

Siz € f(clx(B)), entonces por la segunda y tercera condicién del
orden =g, tenemos que f(z) <g x.

Ahora, si z € f(A) — {f(x)} usando el Lema 2.18 en:

X ={f@)} = (f(A) = {F@DIFB) = {f(=)})

v e f(A) = {f(@)},
X —{z} = A|B con f(x) € A.

Tenemos que clx(B) = BU{z} C f(A) — {f(z)}. Luego, f(y) €
f(A)—{f(x)} lo que es contradictorio, ya que f(y) € f(B)— f(x)

y dichos conjuntos son ajenos.

Por lo tanto sélo es posible que z € f(clx(B)). Esto prueba que,
f(x) y x comparables.
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Antes de demostrar nuestros resultados principales debemos introducir la
nociéon de acumulacion y convergencia para sucesiones de conjuntos en un
espacio topoldgico.

Definicién 4.37. Una sucesion de conjuntos {An}neny de X se acumula
en un punto x, si una infinidad de elementos de la sucesion { A, }nen, inter-
secta cualquier abierto que tenga a x. Denotaremos al conjunto de puntos de
acumulacion como limsup A,,.

La sucesion de subconjuntos { A, }nen de X converge a x, si todos excep-
to posiblemente una cantidad finita de elementos A,, intersecta a cualquier
abierto que tenga a x. Denotaremos al conjunto de puntos de convergencia
como liminf A,,.

Claramente lim inf A,, C limsup A,, y en el caso que lim inf A,, = lim sup A,,
entonces simplemente denotaremos a dicho conjunto como lim A,

Teorema 4.38. Supongamos que X es un continuo Ty localmente conexo con
un elemento terminal E propio de X. Sea f: X — X una funcion mondtona
y sobreyectiva, tal que f(E) = E. Entonces X contiene un subcontinuo no
vacio K que cumple f(K) = K y K es punto de corte o K C X —E. Ademds,
ningun punto de X separa a ningun par de puntos en K.

Demostracién. Por el Teorema 4.33, X es un QOT'S. Ademds, tenemos que
preserva el orden <p usando el Lema 4.35, por ser una funcién mondétona y

sobreyectiva. También por el Lema 4.36 existe un punto de corte x € X tal
que z y f(z) son comparables.
1) Si z € E, entonces la Proposicién 4.26 dice que tenemos:

X —{a} = (B {z}[(X - E)

Si f(z) =z, el teorema estarfa probado tomando K = {x}.

De lo contrario, tenemos que f(x) € E—{x} porque f(E) = E. Luego,
por la Proposicién 4.25, f(x) no es punto de corte. Usando que f es
una funcién no alternante y el Lema 4.30:

E—{z} c f(f(z)) o bien X — E C f7}(f(x)).
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Si B —{z} C f~'(f(2)), tendriamos que f(E) = {f(z)} C E — {z},
contradiciendo que f(E) = E. Por otro lado, si X —E C f~(f(x)), nos
dirfa que f(X) = F, lo cual es falso, ya que f(X) =Xy X — F # (.
Por lo tanto, si x € F, entonces f(x) = x con lo que habriamos probado
el teorema.

Ahora consideraremos el caso donde z € X — F.

2.1)

2.2)

Supongamos que,  <g f(x). Como X es un QOT'S compacto,
entonces sus cadenas maximales son compactas. Ademas, por el
inciso 3) del Teorema 4.33, tenemos que la orb(z, f) estd acotada
fuera de E. Usando el Teorema 4.18, con e € FE, tenemos que
existen g € X — E(e) = X — E y un conjunto no vacio K C E(x)
tal que f(K) = K. Por el inciso 1) del Teorema 4.33, E(zg) =
{zo}. Por lo tanto, K = {x(}. Esto probaria el teorema presente,
para este caso.

Si f(x) Sg x, consideramos la separacién del caso 2) del Lema
4.36:

X — {2} = A|B.

Donde A es la componente de X —{z} que tiene a E. Si f(z) € B,
entonces x <g f(z) lo cual dirfa, por el inciso 1) del Teorema 4.33
que f(x) = x, lo cual es falso. Esto prueba que, f(z) € A.

Ademas, por el Lema 4.36, x puede ser tomado tal que exista
b€ X conb, f(b) € B. Notemos que para cualquier entero positivo
n

X =) = (A (B).

Dado que, f es mondtona:

fHelx(B) = clx (f71(B)) = fH(B)U fH(2),

deducimos por el Lema 4.31 que f~!(clx(B)) es conexo. Entonces
tenemos lo siguiente:

X = f7 @) = FHA)FNB) conx € f(A),
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X —{a} = A[B con f(zx) € Ay {b,f(b)} C B,
entonces el Lema 2.18 nos dice que f~!(clx(B)) C B.

Por otro lado,
cdy(A)C X —-BCX—fB)cfA).
Luego, si n S m tenemos
(el () € F(A).

Como X es compacto, afirmamos que lim sup f~"(x) # (). Para ello
tomemos y; € f~'(z) # 0, dicha sucesién al estar en un compacto
tiene una subsucesién convergente a xg en X. Y dicho punto resulta
ser de acumulacién de la familia de conjuntos { f~"(z) }nen, por lo
que o € limsup f~"(x).

Ahora, observaremos que limsup f~"(x) = liminf f~"(z). De no

ser cierto, tendriamos que existe xg € (lim sup f~"(z))—(liminf f~"(z)).
Luego, por la conexidad local existe un abierto conexo U que tiene

a xo tal que para cada N entero positivo con f~N(x) NU # 0,
habria m > N de tal forma que f~™(x) N U = (.

Entonces, U C f~™(A) o U C f~™(B) por la separacién que
vimos. Pero f[™M(x)NU #0y

J7N (@) € fT(elx (A)) € f7(A),
entonces U C f~™(A).

Por lo tanto, para cualquier p > m tendiriamos

Ucf ™A c A,
es decir, f7P(x) NU = (), contradiciendo que xy € limsup f~"(z).
A continuacién, veremos que lim f~"(z) es un continuo. Clara-

mente es cerrado y por lo tanto, compacto. Supongamos que ex-
isten dos cerrados ajenos no vaciés Py @, tales que:

lim f7"(z) = P|@Q,
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Como X es Ty entonces hay abiertos disjuntos U y V' que contienen
a Py @ respectivamente. Podemos ademas suponer que hay un
entero positivo m tal que

@) nU#0# " (x)NV.

Como f~™(x) es conexo por el Lema 4.31, podemos escoger una
sucesién de y, con n = m,m + 1,... tal que y, € f"(z) — (U U
V). Claramente dicha sucesién se acumula en yp € X — (U U V)
contradiciendo que lim f~"(z) CUUV.

Esto prueba que, lim f~"(z) es un continuo.

Veamos que ningin punto separa al ningtin par de puntos de
lim f~"(z). De lo contrario, existiria a € X y p,q € lim f~"(x)
tal que:

X—{a}=PlQypeP, qeq.

Como {f~™(x)}nen converge a p y ¢, entonces hay un entero posi-
tivo N tal que f~(x) toca tanto a P como a ) para m > N. Por
la conexidad de f~™(x), tenemos que:

a € ﬂ f™(x).

Luego, r = f¥*1(a) = f(z) contradiciendo nuestra suposicién de
que f(z) Sg .

Afirmamos que, f(lim f~"(z)) C lim f~™(x). Tomemos yy = f(x¢)
con g € lim f~"(x) y un abierto U tal que tenga a yo. Observemos

que zg € f~1(U). Por lo tanto, existe un entero positivo N tal que
para toda m > N :

fM@) N fTHU) # 0.

Por lo tanto:

0#f(f™(@)nfHU)) C fM@)NT,
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es decir, yo € lim f7"(x).

Finalmente, usando el Corolario 4.14 observamos que:

K =) f(lim f(x))

€N

es un continuo no vacio y ningin punto separa a ningun par de
puntos de K en X. Como K C lim f~"(z) C f~!(clx(B)) C B,
para cada n € N, concluimos que:

KcCcX—-clx(A)CX—-FE.
[l

Corolario 4.39. Si se satisfacen las condiciones del Teorema 4.38 con E =
{p}, donde p es un punto final, entonces K C X — E.

Demostracién. Tomemos y € X — {p} tal que f(y) € X — {p} y tenemos
que f(p) = p.

Como p es un punto final entonces existe un abierto A de X que tiene a
p tal que :

ECdx(A) c X —{y, f(y)}
y clx(A) — A = {z}. Usando el Lema 4.24, tenemos que:
X —{z} = A|(X = clx(4))

y que z # p. Entonces siguiendo el caso 2) del Lema 4.36, = y f(z) son
comparables. Ademds, * S, yy ¢ S, f(y).

Por el Teorema 4.38, X contiene un subcontinuo no vacio K tal que
f(K) =Ky K X - {p}. O

Con la maquinaria construida llegamos al teorema méas importante del
capitulo, el Teorema de Schweigert [20] y Wallace [21], encunciado a conti-
nuacion.
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Teorema 4.40. Sea X un continuo Ty localmente conexo con un elemento
terminal E propio de X que no es punto de corte. Si f es un homeomorfismo
de X sobre si mismo, tal que f(E) = E, entonces f tiene un punto fijo xg
en el complemento de E.

Demostracién. Por el Lema 4.35 fy f~! preservan orden <p . Ademds, por
el Lema 4.36, hay un punto de corte p en X tal que py f(p) son comparables.

El primer incisio de la demostracion del Teorema 4.38 nos dice que si
p € E, entonces f(p) = p. Si p no estd en E, entonces tenemos que f(p) g p

op =g f(p)

Sip <g f(p) por el inciso 2.1) del Teorema 4.38, existe un punto fijo xq
contenido en X — E.

Si f(p) <g p usando un razonamiento anélogo, para f~! tiene un punto
fijo en el complemento de E.
O

Veremos que la condiciéon de que f sea un homeomorfismo del Teorema
4.40 no se puede cambiar por la propiedad de ser mondtona, con el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 4.41. Existen un continuo Ty localmente conexo con un punto final
ey f: X = X una funcion continua, mondtona y sobreyectiva que solo fija
ae.

Demostracién. Sea X el conjunto de puntos (z,y,2) € R? tales que z €
[0,2], y satisfacen

P+t =1si2€]0,1],
r=0=ysizell,?2].

Tenemos que X es una semiesfera unitaria con un arco unitario en (0,0, 1).
Por lo tanto, X es un continuo 75 localmente conexo y e = (0,0, 2) es punto
final.

Definimos f: X — X como:
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1)

(1—422)2z (1 —42%)3y , 1
flz,y,2) = (— Ry ,— 1) ,22) si z € |0, 5],
2)
flx,y,z) =(0,0,22) si z € [%, 1],
3)

flz,y,z) =esizell,?2].

Para ver que estd bien definida, basta analizar 1). Al evaluar un punto (z, y, 2)
en X, tenemos:

o C(1-4i (1-4:)3y 22,).
f( 7y7 ) ( (1_22)% ) (1_22)% 9

Al elevar al cuadrado cada coordenada obtenemos:
(1 — 42%)2? (1 —42%)y?

4 2
1 — 22 1 — 22 Tz
Factorizando y usando la definicién de X :
(=449 |

1— 22

= (1 —-42°) + 42° = 1.

En cada uno de sus tres intervalos de definicién es continua, el tinico que
necesitarfa argumentacién es el 1) por su denominador, pero no puede ser
cero por la construccion del objeto mismo. Ademas, cuando z = % tenemos
f(z,y, %) = (0,0, 1) valen lo mismo en los dos primeros casos. Cuando z = 1,
entonces f(x,y,1) = (0,0, 2), toman el mismo valor en los dos tltimos casos.

Luego, f es continua y claramente f(e) = e. Ahora notemos que la pre-
imagen de cualquier punto es conexo.

Para z € [0, 1], tenemos que:

I (x’y’z)_{((1-%)%’(1—22)?2)}
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es un punto. Al igual que f~!(e) = {e}.

Para z € (1,2) es la circunferencia que resulta de cortar a la semiesfera
unitaria con el plano paralelo al plano xy que pasa por z = 2.

Si en el caso 1) dejara puntos fijos implicaria que z = 0 = z = y, lo cual
no se encuentra en X, y por tanto, nos lleva a una contradiccion. Para el caso
2) implicarfa que z = 0, que también es una contradiccién, por el intervalo
de definicién. Finalmente sélo e es punto fijo de f.

Se puede observar que K = {(x,y,0) € X} es un subcontinuo que queda
fijo bajo f, tal como afirma el Teorema 4.38. [

Las técnicas empleadas para demostrar el Teorema 4.38 dependen fuerte-
mente de la conexidad local. G. E. Schweigert mostr6 en [20] que si X es un
continuo separable y semilocalmente conexo con un elemento terminal F, y
f un homeomorfismo que deja fijo a E, entonces existe un subcontinuo fijo
K distinto de F, tal que ningin par de puntos de K es separado por ningin
punto de X. A. D. Wallace demuestra en [21] que la conexidad semilocal y
separabilidad pueden omitirse y que, en prescencia de conexidad local, K es
un punto.

Una pregunta que surge de este estudio es que si el Teorema 4.38 sigue
siendo valido si se quita la hipétesis de conexidad local. Los métodos em-
pleados en esta tesis parecen adecuados para atacar dicha conjetura.
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