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Introducción

En éste trabajo estudiamos conceptos importantes en la teoŕıa de procesos estocásticos
tales como martingalas, tiempos de paro, procesos puntuales de Poisson, subordinado-
res o procesos de Lévy, para finalizar dando una aplicación en el marco de la teoŕıa de
riesgo. Ésta aplicación está basada en el art́ıculo de Biffis y Kyprianou: A note on scale
functions and the time value of ruin for Lévy insurance risk processes, [4].

La tesis consta de cuatro caṕıtulos. El primer caṕıtulo es de carácter introductorio y
contiene conceptos y resultados que se necesitarán a lo largo de la tesis. Se estudian
elementos básicos de teoŕıa de martingalas y tiempos de paro tales como las desigual-
dades maximales y el teorema de paro de Doob.

En el segundo caṕıtulo se generaliza la idea del Proceso de Poisson en una dimensión.
Estudiamos las medidas aleatorias de Poisson en espacios medibles σ-finitos. Damos
una construcción expĺıcita y se demuestran algunas propiedades como la propiedad de
la imagen y la fórmula de Campbell. Definimos un proceso puntual de Poisson.
Finalmente se da una extensión de la noción de los procesos puntuales de Poisson de-
finiendo a una clase más general llamada subordinadores y demostramos el teorema de
Finetti-Lévy-Khintchine, el cual nos proporciona una caracterización de los subordina-
dores en términos de sus exponentes de Laplace.

En el tercer caṕıtulo introducimos la noción de los procesos de Lévy, estudiamos pro-
piedades sobre los mismos mediante sus exponentes de Laplace, para aśı dar paso a la
definición de los procesos de Lévy espectralmente negativos e iniciar con el estudio de
problemas de salida mediante las funciones de escala.

Finalmente el último caṕıtulo se divide en dos secciones, en la primera sección se anali-
zan las penalizaciones descontadas al momento de la ruina para el comportamiento del
superávit caracterizado por un proceso de Lévy espectralmente negativo cuyos saltos
son de variación acotada. La segunda sección muestra algunos ejemplos de funciones de
escala para algunos casos particulares de procesos de riesgo.

A lo largo del presente trabajo se parte del supuesto que el lector tiene conocimiento
previo en teoŕıa de la medida, para lo cual puede consultarse [1], [2], [5] o [9].
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Caṕıtulo 1

Martingalas y Tiempos de Paro

En este primer caṕıtulo definiremos y estudiaremos las principales propiedades de los
tiempos de paro y las martingalas a tiempo continuo, temas fundamentales para el
estudio de los procesos estocásticos y el desarrollo de los caṕıtulos posteriores. Para
poder iniciar con este trabajo definiremos de manera formal a los procesos estocásticos,
sus trayectorias, procesos equivalentes y algunas de sus propiedades más importantes.

1.1. Procesos Estocásticos

Consideremos un sistema que se caracteriza por tomar valores en un conjunto de estados
previamente especificado. Supongamos que el sistema evoluciona o cambia de un estado
a otro a lo largo del tiempo, y sea Xt el estado del sistema al tiempo t. Si se considera que
la forma en la que el sistema evoluciona no es determinista, sino provocada por algún
efecto azaroso, entonces puede considerarse que Xt es una variable aleatoria para cada
valor de t. Esta colección de variables aleatorias es la definición de proceso estocástico,
y sirve como modelo para representar la evolución aleatoria de un sistema a lo largo del
tiempo.

Definición 1.1. Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias X =
(Xt)t∈I , donde I ⊆ R+, definidas en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P) con valores
en un espacio medible (E, E), generalmente llamado espacio de estados.

Si por ejemplo tomamos a I como un subconjunto finito o numerable de R+ extendemos
la definición al caso discreto. Generalmente vamos a considerar al conjunto I como R+.

Definición 1.2. La trayectoria de un proceso (Xt)t≥0 se define como la función t 7−→
Xt(ω) para cada ω ∈ Ω.

La definición anterior nos proporciona un modelo matemático para un experimento
aleatorio cuyo resultado se puede observar de manera continua en el tiempo.

Las siguientes definiciones caracterizan a los procesos a través de sus trayectorias.
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Definición 1.3. Decimos que un proceso estocástico (Xt)t≥0 es continuo (por la derecha
o por la izquierda) si las trayectorias del proceso son continuas (por la derecha o por
la izquierda) casi seguramente, es decir, que para casi toda ω ∈ Ω se cumple que la
trayectoria correspondiente t 7−→ Xt(ω) es continua (por la derecha o por la izquierda).
De la misma manera se define continuidad por la derecha con ĺımite por la izquierda o
el de continuidad por la izquierda con ĺımite por la derecha.

Más adelante se verá la importancia de que los procesos tengan alguna de las propie-
dades trayectoriales arriba mencionadas.

Una cuestión importante para el estudio de procesos estocásticos es poder definir cuan-
do dos procesos son iguales, aśı que consideremos a dos procesos estocásticos (Xt)t≥0

y (Yt)t≥0 en el mismo espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Decimos que dos procesos es-
tocásticos son iguales si para toda t ≥ 0 y toda ω ∈ Ω se cumple que Xt(ω) = Yt(ω).
Esta propiedad de igualdad entre dos procesos estocásticos es muy fuerte. A conti-
nuación se analizarán tres conceptos de “igualdad”entre procesos, los cuales requieren
condiciones un poco más débiles que la definida anteriormente.

Definición 1.4. El proceso (Yt)t≥0 es una modificación del proceso (Xt)t≥0 si para cada
t ≥ 0 se tiene que

P(ω ∈ Ω : Yt(ω) = Xt(ω)) = 1.

Definición 1.5. Los procesos (Yt)t≥0 y (Xt)t≥0 son indistinguibles si

P(ω ∈ Ω : Xt(ω) = Yt(ω); para toda t ∈ [0,∞)) = 1.

Definición 1.6. Dos procesos estocásticos (Xt)t≥0 y (Yt)t≥0 definidos en los espacios
de probabilidad (Ω,F ,P) y (Ω̃, F̃ , P̃) respectivamente y con el mismo espacio de estados
(E, E) son equivalentes si tienen las mismas distribuciones finito dimensionales, es de-
cir, si para cualquier sucesión finita t1, t2, . . . , tn donde 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn < ∞ y
A ∈ En se tiene

P ((Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn) ∈ A) = P ((Yt1 , Yt2 , . . . , Ytn) ∈ A) .

Es claro que si dos procesos son indistinguibles unos es modificación del otro y por lo
tanto ambos son equivalente. Por otro lado, dos procesos pueden ser una modificación
uno del otro y tener diferentes trayectorias.

Ejemplo 1.7. Consideremos a una variable aleatoria Z positiva con distribución con-
tinua, sea Xt = 0, Yt = 1 si t = Z y Yt = 0 en otro caso. El proceso (Yt)t≥0 es una
modificación de (Xt)t≥0, ya que para cada t ≥ 0 tenemos que

P(Xt = Yt) = P(Z 6= t) = 1,

y por otro lado
P(Xt = Yt; para toda t ∈ (0,∞]) = 0.
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En general si un proceso es modificación de otro y ambos son continuos por la derecha
o por la izquierda, entonces van a ser indistinguibles, en efecto,

Proposición 1.8. Sea (Yt)t≥0 una modificación de (Xt)t≥0 y ambos son continuos por
la derecha (por la izquierda) o continuos, entonces (Xt)t≥0 y (Yt)t≥0 son indistinguibles.

Demostración. La demostración es para el caso en que ambos procesos son continuos
por la derecha, los otros dos casos son análogos.
Sea A el conjunto donde las trayectorias del proceso (Xt)t≥0 no son continuas por las
derecha, y sea B el conjunto análogo para el proceso (Yt)t≥0. Si Ct = {Xt 6= Yt}, y
C =

⋃
t∈Q+

Ct, entonces P(C) = 0. Por lo tanto si N = A ∪ B ∪ C, se tendra P(N) = 0.

Como N tiene probabilidad cero, entonces para cada ω /∈ N se tiene Xt(ω) = Yt(ω) para
toda t ∈ Q+. Si t no es racional, existe una sucesión (tn)n≥1 de racionales no negativos,
decreciente que converge a t. Para ω /∈ N , Xtn(ω) = Ytn(ω) para cada n ≥ 1, y

Xt(ω) = ĺım
n→∞

Xtn(ω) = ĺım
n→∞

Ytn(ω) = Yt(ω).

Como P(N) = 0, entonces (Xt)t≥0 es indistinguible de (Yt)t≥0.

De lo anterior es claro que un proceso estocástico es en realidad una función que depende
de dos variables (ω, t), si tomamos a t fija, sabemos que Xt es una función F -medible,
pero si el evento ω es fijo no tenemos conocimiento de alguna propiedad de medibilidad
sobre las trayectorias. Es por ello que conviene tener alguna propiedad de medibilidad
conjunta.

Definición 1.9. Un proceso estocástico X = (Xt)t≥0 con espacio de estados (E, E) se
llama medible si, para toda A ∈ E, el conjunto {(t, ω) : Xt(ω) ∈ A} pertenece a la
σ-álgebra producto B[0,∞)×F , es decir,

(t, ω) 7−→ Xt(ω) : ([0,∞)× Ω,B[0,∞)×F) 7−→ (E, E).

1.2. Filtraciones

Para poder definir los conceptos de tiempos de paro y martingalas en el caso continuo
es necesario el concepto de filtración.

Definición 1.10. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad. Una filtración es una familia
(Ft)t≥0 de sub-σ-álgebras de F , tales que Fs ⊂ Ft siempre y cuando s ≤ t.

Al sistema (Ω,F , (Ft)t≥0,P) se le llama espacio de probabilidad filtrado. Sea (Xt)t≥0 un
proceso estocástico definido en (Ω,F ,P), la filtración canónica asociada a dicho proceso
esta dada por Ft = σ(Xs : s ≤ t). Denotaremos por

Ft− = σ

(⋃
s<t

Fs

)
, Ft+ =

⋂
s>t

Fs para toda t ≥ 0.
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Es claro que Ft− ⊆ Ft ⊆ Ft+ , sea s0 < t entonces, (Xs : s ≤ s0) ⊆ (Xs : s ≤ t) por lo
que Fs0 ⊆ Ft para toda s0 < t por lo cual se tiene que

⋃
s<t

Fs ⊆ Ft. Por lo tanto por la

definición de σ-álgebra Ft− ⊆ Ft. La prueba para la segunda contención es análoga por
lo que omitiremos el detalle.

El introducir una filtración nos permite estudiar conceptos más interesantes y más útiles
que el concepto de proceso medible.

Definición 1.11. Sea (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espacio de probabilidad filtrado y sea (Xt)t≥0

un proceso estocástico definido en (Ω,F ,P) diremos que el proceso es adaptado a la
filtración (Ft)t≥0 si para toda t ≥ 0 se tiene que la variables aleatoria Xt es Ft-medible.

Definición 1.12. Sea (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espacio de probabilidad filtrado y sea (Xt)t≥0

un proceso estocástico definido en (Ω,F ,P) diremos que el proceso es progresivamente
medible si para toda t ∈ R

(s, ω) ∈ [0, t]× Ω 7−→ Xs(ω)

es B[0, t]×Ft-medible.

Notemos que todo proceso es adaptado a su filtración canónica y todo proceso pro-
gresivamente medible es adaptado. En general no siempre se tendrá que un proceso
adaptado es progresivamente medible, salvo que el proceso sea continuo por la derecha
o por la izquierda, por lo cual enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 1.13. Sea (Xt)t≥0 un proceso estocástico con valores en un espacio métrico
(E,B(E)), adaptado a la filtración (Ft)t≥0 y continuo por la derecha, o por a izquierda,
entonces (Xt)t≥0 es progresivamente medible.

Demostración. Demostraremos el caso en que el proceso es continuo por la derecha, el
otro caso es análogo. Por lo que es suficiente ver que para cada A ∈ B

{(s, ω) ∈ [0, t]× Ω : Xs(ω) ∈ A} ∈ B[0, t]×Ft.

Para cada n ≥ 1, k = {0, 1, . . . , 2n − 1} y 0 ≤ s ≤ t, definamos el proceso

Xn
s (ω) =

{
X (k+1)t

2n
(ω) si kt

2n
< s ≤ (k+1)t

2n
,

X0(ω) si s = 0.

Debido a la continuidad por la derecha tenemos que ĺım
n→∞

Xn
s (ω) = Xs(ω) para toda

(s, ω) ∈ [0, t] × Ω. Por lo tanto basta mostrar que Xn
s (ω) es B[0, t] × Ft-medible para

obtener el resultado.

Al conjunto

{(s, ω) ∈ [0, t]× Ω : Xn
s (ω) ∈ A}
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se puede ver como

2n⋃
k=1

{(
kt

2n
,
(k + 1)t

2n

]
×
{
X (k+1)t

2n
(ω) ∈ A

}}⋃{
{0} × {X0(ω) ∈ A}

}
,

el cual claramente esta en B[0, t]×Ft.

Definición 1.14. Una filtración (Ft)t≥0 se llama continua por la derecha si Ft = Ft+
para toda t ≥ 0.

De esta última definición veamos que (Ft+)t≥0 es continua por la derecha. Renombremos
a Ft+ por Gt, entonces,

Gt ⊆ Gt+ =
⋂
s>t

Gs =
⋂
s>t

(⋂
u>s

Fu

)
⊆
⋂
s>t

Fs = Ft+ = Gt,

para toda t ≥ 0, por lo tanto es continua por la derecha.

1.3. Tiempos de Paro

Definición 1.15. Sea (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espacio de probabilidad filtrado. Una función
τ : Ω 7−→ [0,∞] se llama tiempo de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0 si

i) τ es F∞ = σ(Ft : t ∈ [0,∞)) medible

ii) el conjunto (τ ≤ t) pertence a Ft para toda t ≥ 0.

Ejemplo 1.16. Si τ es una función constante, entonces τ es un tiempo de paro, ya que

(τ ≤ t) =

{
∅ si t < c,
Ω si t ≥ c,

ambos conjuntos pertenecen a Ft, por lo tanto el conjunto (τ ≤ t) es medible con respecto
a Ft para toda t ≥ 0, y por definición, τ es tiempo de paro.

Ejemplo 1.17. Si τ es un tiempo de paro y k una constante positiva, entonces τ + k
es un tiempo de paro, ya que si t ∈ [0, k), entonces (τ + k ≤ t) = ∅, el cual esta en Ft,
ahora si t ≥ k, entonces

(τ + k ≤ t) = (τ ≤ t− k) ∈ Ft−k ⊆ Ft.

Por lo tanto τ + k es tiempo de paro.

Proposición 1.18. Si la filtración (Ft)t≥ es continua por la derecha, entonces τ es un
tiempo de paro si y sólo si (τ < t) ∈ Ft para toda t ≥ 0.

5



Demostración. =⇒) Sea t ≥ 0 fijo, por ser τ tiempo de paro

(τ ≤ s) ∈ Fs ⊂ Ft. para toda s < t,

entonces

(τ < t) =
⋃
s<t

(τ ≤ s) ∈ Ft para toda t ≥ 0.

⇐=) Como la filtración es continua por la derecha y como (τ < t) ∈ Ft para toda t ≥ 0,
se tiene que

(τ ≤ t) =
⋂
s>t

(τ < s) ∈ Ft+ = Ft

Notemos que en la primera parte de la demostración, nunca se utilizó que la filtración
(Ft)t≥0 es continua por la derecha, por lo cual, se puede afirmar que si τ es un tiempo
de paro entonces (τ < t) ∈ Ft para toda t ≥ 0.

Proposición 1.19. Sea τ un tiempo de paro con respecto de la filtración (Ft)t≥0 y
Xt = 1[0,τ ](t), entonces el proceso (Xt)t≥0 resulta ser un proceso adaptado a la filtración.

Demostración. Sea t ≥ 0 fija, entonces

Xt(ω) =

{
1 si t ≤ τ(ω),
0 si t > τ(ω),

por lo tanto,

(Xt ≤ u) =


∅ si u < 0,
(τ < t) si u ∈ [0, 1),
Ω si u ≥ 1,

y esos tres conjuntos están en Ft, ya que τ es tiempo de paro, en conclusión el conjunto
(Xt ≤ u) ∈ Ft para toda t ≥ 0.

Definición 1.20. Definamos al tiempo de entrada en A o primera vez que entra el
proceso (Xt)t≥0 al conjunto A, como

TA(ω) =

{
ı́nf{t ≥ 0 : Xt(ω) ∈ A} si {t ≥ 0 : Xt(ω) ∈ A} 6= ∅,
∞ si {t ≥ 0 : Xt(ω) ∈ A} = ∅.

Proposición 1.21. Sea X = (Xt)t≥0 un proceso estocástico adaptado a la filtración
(Ft)t≥0, y con espacio de estados (E,B(E)), donde (E, d) es un espacio métrico y sea
A ∈ B(E)

i) Si (Xt)t≥0 es continuo por la derecha, (Ft)t≥0 es continua por la derecha y A es
un conjunto abierto entonces TA es un tiempo de paro con respecto a (Ft)t≥0.
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ii) Si (Xt)t≥0 es continuo y A es un conjunto cerrado entonces TA es un tiempo de
paro con respecto (Ft)t≥0.

Demostración. i) Sea Ω0 tal que para todo ω ∈ Ω0 la trayectoria Xt(ω) es continua
por la derecha, entonces P(Ω0) = 1. Sea

Bt =
⋃
s<t
s∈Q+

(Xs ∈ A) para t ≥ 0 fija

donde A es un abierto de B(E).
Notemos que Bt ∈ Ft ya que el proceso X es Ft-adaptado. En consecuencia para
mostrar que TA es un tiempo de paro, basta mostrar que (TA ≤ t) = Bt.
Sea ω ∈ Bt, entonces existe s ∈ Q+ y s < t tal que Xs(ω) ∈ A, por lo tanto
TA ≤ s < t, es decir ω ∈ (TA < t).
Sea ω ∈ (TA < t) entonces existe t0 tal que Xt0 ∈ A, como A es abierto y Xt0 ∈ A
entonces existe ε0 tal que V (Xt0(ω), ε0) = {y ∈ E : d(y,Xt0(ω)) < ε0} ⊂ A. Como
X es continuo por la derecha para ε0 existe δ0 tal que para todo s ∈ [t0, t0 + δ0),
Xs(ω) ∈ V (Xt0(ω), ε0) ⊂ A, por lo tanto TA es un tiempo de paro.

ii) Para x ∈ E, sea ρ(x,A) = ı́nf{d(x, y) : y ∈ A}, y consideremos la sucesión de
vecindades abiertas de A dada por An = {x ∈ E : ρ(x,A) < 1

n
}; como X es

continuo y An es abierto entonces por (i) TAn es tiempo de paro.
Notemos que TAn < TAn+1 , ya que An+1 ⊂ An, además TA ≥ TAn para toda n ∈ N,
por lo tanto el ĺımite de (TAn)n≥1 existe y es menor que TA. Sea T = ĺım

n→∞
TAn .

Sobre (TA = 0) se tiene que TAn = 0 para toda n ∈ N. Sobre (TA > 0) existe un
entero k = k(ω) ≥ 1 tal que

0 < TAn < TAn+1 < TA para n ≥ k

Para probar que TA = T es suficiente probar que T ≥ TA en el conjunto (TA >
0, T < ∞). En dicho evento tenemos, por la continuidad de las trayectorias de
X, que ĺım

n→∞
XTAn

= XT y XTAm
∈ ∂Am para toda m > n ≥ k. Ahora si hacemos

tender a m a infinito obtenemos que XT ∈ An, para toda n ≥ k y por lo tanto

XT =
∞⋂
n≥k

An = A, es decir, TA ≤ T por la definición de TA. Finalmente

(TA = 0) = (X0 ∈ A) ∈ F0 ⊂ Ft,

y para t > 0

(TA ≤ t) =
∞⋂
n=1

(TAn < t) ∈ Ft

Por lo tanto TA es tiempo de paro.
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Definición 1.22. Sea τ un tiempo de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0. Deno-
tamos por Fτ a la colección de eventos A ∈ F tales que

A ∩ (τ ≤ t) ∈ Ft para cada t ∈ R+

Llamaremos a Fτ la σ-álgebra detenida en τ .

Proposición 1.23. Sea τ un tiempo de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0, enton-
ces Fτ es una σ-álgebra.

Demostración. Tenemos que Ω ∈ Fτ y ∅ ∈ Fτ , ya que

Ω ∩ (τ ≤ t) = (τ ≤ t) ∈ Ft y ∅ ∩ (τ ≤ t) = ∅ ∈ Ft.

Veamos que si A ∈ Fτ , entonces Ac ∈ Fτ ,

Ac ∩ (τ ≤ t) = (τ ≤ t) ∩ (A ∩ (τ ≤ t))c ∈ Ft.

Para terminar, sea {An}n≥1 una sucesión tal que An ∈ Fτ para toda n ∈ N. Por

demostrar
∞⋃
n=1

An ∈ Fτ ,

(
∞⋃
n=1

An

)
∩ (τ ≤ t) =

∞⋃
n=1

(An ∩ (τ ≤ t)) ∈ Ft

Por lo tanto Fτ es una σ-álgebra.

Lema 1.24. Sean θ y τ dos tiempos de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0, entonces
θ ∧ τ y θ ∨ τ son tiempos de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0.

Demostración. Como (τ ≤ t) ∈ Ft y (θ ≤ t) ∈ Ft, entonces el conjunto

(θ ∧ τ > t) = (θ > t) ∩ (τ > t) = (θ ≤ t)c ∩ (τ ≤ t)c ∈ Ft,

por lo tanto (θ∧ τ ≤ t) = (θ∧ τ > t)c ∈ Ft, es decir θ∧ τ es tiempo de paro. La prueba
es análoga para θ ∨ τ .

Lema 1.25. Sea (τn)n≥1 una sucesión de tiempos de paro con respecto a la filtración
(Ft+)t≥0, entonces

sup
n≥1

τn, ı́nf
n≥1

τn, ĺım inf
n→∞

τn, ĺım sup
n→∞

τn

son tiempo de paro con respecto a la filtración (Ft+)t≥0. Si además (τn)n≥1 es una suce-
sión de tiempos de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0, entonces el sup

n≥1
τn también

es un tiempo de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0.
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Demostración. Para la demostración de este lema basta ver que(
sup
n≥1

τn ≤ t

)
=
∞⋂
n=1

(τn ≤ t) y

(
ı́nf
n≥1

τn < t

)
=
∞⋃
n=1

(τn < t)

los cuales están en Ft.
Veamos con detalle la primera igualdad, sea ω ∈

(
sup
n≥1

τn ≤ t

)
, lo cual equivale a decir

que sup
n≥1

τn(ω) ≤ t que es equivalente a que para toda n ≥ 1, τn(ω) ≤ t por lo que

ω ∈ (τn ≤ t) para toda n ≥ 1 por lo tanto ω ∈
∞⋂
n=1

(τn ≤ t). La segunda igualdad se

demuestra de manera análoga.

Lema 1.26. Sean θ y τ dos tiempo de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0, y A ∈ Fθ
entonces A ∩ (θ ≤ τ) ∈ Fτ ∩ Fθ. En particular si θ ≤ τ entonces Fθ ⊂ Fτ .

Demostración. Basta probar que A ∩ (θ ≤ τ) está en Fτ y en Fθ.

Primero veamos que A∩ (θ ≤ τ)∩ (τ ≤ t) ∈ Fτ para todo t ≥ 0, para ello tenemos que

A ∩ (θ ≤ τ) ∩ (τ ≤ t) = A ∩ (θ ≤ t) ∩ (θ ∧ t ≤ τ ∧ t) ∩ (τ ≤ t) ∈ Ft,

ya que A ∩ (θ ≤ t) ∈ Ft, (τ ≤ t) ∈ Ft y θ ∧ t y τ ∧ t son Ft-medibles, entonces
A ∩ (θ ≤ τ) ∈ Fτ .

Veamos ahora que A ∩ (θ ≤ τ) ∈ Fθ, fijémonos entonces en los siguientes conjuntos

A ∩ (θ ≤ τ) ∩ (τ ≤ t) ∩ (θ ≤ t) ∈ Ft

y
A ∩ (θ ≤ τ) ∩ (τ > t) ∩ (θ ≤ t) = A ∩ (τ > t) ∩ (θ ≤ t) ∈ Ft,

por lo tanto

A∩(θ ≤ τ)∩(θ ≤ t) =

(
A∩(θ ≤ τ)∩(τ ≤ t)∩(θ ≤ t)

)
∪
(
A∩(θ ≤ τ)∩(τ > t)∩(θ ≤ t)

)
∈ Ft,

lo cual prueba que A ∩ (θ ≤ τ) ∈ Fθ.
En particular si θ ≤ τ entonces Fθ ⊂ Fτ , sea A ∈ Fθ entonces A∩ (θ ≤ τ) ∈ Fθ ∩Fτ y
como (θ ≤ τ) = Ω entonces A ∩ Ω ∈ Fθ ∩ Fτ y por lo tanto Fθ ⊂ Fτ

Lema 1.27. Sea τ un tiempo de paro con respecto a (Ft)t≥0 y θ una función Fτ -medible
tal que θ ≥ τ , entonces θ es un tiempo de paro con respecto a (Ft)t≥0.

Demostración. Como θ es Fτ -medible y como θ ≥ τ , entonces (θ ≤ t) = (θ ≤ t)∩ (τ ≤
t) ∈ Ft, por lo tanto θ es tiempo de paro.

Lema 1.28. La suma de dos tiempos de paro es tiempos de paro.
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Demostración. Sean τ y θ dos tiempos de paro con respecto a (Ft)t≥0, entonces τ ∨ θ
es un tiempo de paro con respecto a la misma filtración, es claro que τ es Fτ -medible,
θ es Fθ-medible y Fτ , Fθ ⊂ Fτ∨θ, ya que τ , θ ≤ τ ∨ θ, por lo que concluimos que τ + θ
es Fτ∨θ-medible, además τ +θ ≥ τ ∨θ aśı que por el lema anterior concluimos que τ +θ
es un tiempo de paro.

Hemos probado que la suma de tiempos de paro es nuevamente un tiempo de paro,
analicemos ahora qué pasa con la diferencia. Consideremos a τ1 y τ2 dos tiempos de
paro con respecto a (Ft)t≥0 de tal manera que τ1 ≥ τ2 y τ2 = k, donde k es una
constante. Notemos que

(τ1 − τ2 ≤ t) = (τ1 ≤ t+ k) ∈ Ft+k

por lo tanto, la diferencia no es tiempo de paro.

Lema 1.29. Sea τ un tiempo de paro con respecto a (Ft)t≥0 entonces existe una sucesión
(τn)n≥1 de tiempos de paro discretos tal que ĺım

n→∞
τn = τ .

Demostración. Definamos primero una sucesión (τn)n≥1 de tiempos aleatorios decre-
ciente, de la siguiente manera

τn(ω) =

{
k

2n
, si k−1

2n
≤ τ(ω) < k

2n
, k = {1, 2, . . .}

∞ si τ(ω) =∞.

Por definición τn ≥ τn+1.
Veamos que τn es Fτ -medible para toda n, es decir, (τn ≤ t) ∩ (τ ≤ t) ∈ Ft para toda
t ≥ 0. Sea k ∈ N tal que k−1

2n
≤ t < k

2n
y sea ω ∈ (τn ≤ t), entonces por definición de τn

τn(ω) ≤ t ⇐⇒ τn(ω) ≤ k − 1

2n
⇐⇒ τ(ω) <

k − 1

2n

por lo tanto (τn ≤ t) = (τ < k−1
2n

), entonces

(τn ≤ t) ∩ (τ ≤ t) =

(
τ <

k − 1

2n

)
∩ (τ ≤ t) =

(
τ <

k − 1

2n

)
∈ F k−1

2n
⊂ Ft

Por lo tanto τn es Ft-medible. Como τn ≥ τ por el Lema 1.3.4 tenemos que τn es un
tiempo de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0.
Es claro que ĺım

n→∞
τn = τ ya que

|τn − τ | ≤
1

2n
−→
n→∞

0.

Lema 1.30. Sea τ y θ con tiempos de paro con respecto a (Ft)t≥0. Entonces Fτ∧θ =
Fτ ∩ Fθ y cada uno de los eventos

(τ < θ), (θ < τ), (τ ≤ θ), (θ ≤ τ), (τ = θ)

pertenecen a Fτ ∩ Fθ
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Demostración. Es claro que τ ∧ θ ≤ τ , θ aśı que por el Lema 1.3.3 tenemos Fτ∧θ ⊂ Fτ
y Fτ∧θ ⊂ Fθ por lo tanto concluimos que Fτ∧θ ⊂ Fτ ∩ Fθ. Para ver la otra inclusión
tomemos un conjunto A ∈ Fτ ∩ Fθ y veamos que

A ∩ (τ ∧ θ ≤ t) = A ∩ [(τ ≤ t) ∪ (θ ≤ t)]

= [A ∩ (τ ≤ t)] ∪ [A ∩ (θ ≤ t)] ∈ Ft

por lo tanto A ∈ Fτ∧θ y Fτ∧θ = Fτ ∩Fθ. Ahora veamos que los conjuntos mencionados
están en Fτ ∩ Fθ.
Sea A = Ω, es claro que A ∈ Fθ y por el Lema 1.3.3 (θ ≤ τ) = A ∩ (θ ≤ τ) ∈ Fτ ∩ Fθ
e intercambiando a τ y θ tenemos que (τ ≤ θ) ∈ Fτ ∩ Fθ. En consecuencia, (θ = τ) ∈
Fτ ∩ Fθ ya que (θ = τ) = (θ ≥ τ) ∩ (θ ≤ τ). Para finalizar (θ < τ) ∈ Fτ ∩ Fθ ya
que (θ < τ) = (θ ≤ τ) ∩ (θ = τ)c y nuevamente intercambiando a τ y θ tenemos que
(τ < θ) ∈ Fτ ∩ Fθ.

Definición 1.31. Un conjunto A ⊂ R+ × Ω es progresivamente medible si el proceso
estocástico

1A(t, ω) =

{
1 si (t, ω) ∈ A
0 si (t, ω) /∈ A

es progresivamente medible.

Proposición 1.32. Sean τ y θ dos tiempos de paro con respecto a la filtración (Ft)t≥0

tal que θ ≤ τ . Entonces los intervalos [θ, τ ], (θ, τ), [θ, τ), (θ, τ ] y [τ ] son conjuntos
progresivamente medibles.

Demostración. Primero definamos al proceso estocástico (Xt)t≥0 porXt(ω) = 1[θ,τ)(t, ω).
Notemos que este proceso es continuo por la derecha. Para ver que dicho proceso es
progresivamente medible, es suficiente notar que es adaptado, debido al Teorema 1.2.1.
Como

X−1
t (1) = (θ ≤ t < τ) = (θ ≤ t) ∩ (t < τ) ∈ Ft para toda t ≥ 0.

tenemos que el proceso (Xt)t≥0 es adaptado. De las siguiente igualdades

(θ, τ) =
∞⋃
n=1

[
θ + 1

n
, τ
)
, [θ, τ ] =

∞⋂
n=1

[
θ, τ + 1

n

)
,

(θ, τ ] =
∞⋃
n=1

[
θ + 1

n
, τ
]
, [τ ] =

∞⋂
n=1

[
τ, τ + 1

n

)
.

se concluye que estos intervalos son progresivamente medibles.

Definición 1.33. Sea (Xt)t≥0 un proceso estocástico y τ un tiempo de paro, vamos a
definir a la función Xτ en el evento (τ <∞) por

Xτ (ω) = Xτ(ω)(ω).

El siguiente teorema nos muestra que si un proceso (Xt)t≥0 es progresivamente medible
y τ , un tiempo de paro finito, entonces la función Xτ es una variable aleatoria.
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Teorema 1.34. Sea (Xt)t≥0 un proceso progresivamente medible con respecto a (Ft)t≥0

y con espacio de estados (E,B(E)), y sea τ un tiempo de paro con respecto a la misma
filtración. Entonces

i) La variable aleatoria Xτ definida en el conjunto (τ <∞) ∈ Fτ , es Fτ -medible.

ii) El “proceso parado”(Xt∧τ )t≥0 es progresivamente medible con respecto a (Ft)t≥0.

Demostración. Para probar el inciso (i) basta mostrar que para cualquier B ∈ B(E) y
t ≥ 0 el evento (Xτ ∈ B) ∩ (τ ≤ t) está en Ft y como

(Xτ ∈ B) ∩ (τ ≤ t) = (Xt∧τ ∈ B) ∩ (τ ≤ t)

entonces será suficiente probar (ii).
Sea ϕ(s, ω) = s ∧ τ(ω) y r ≤ t, entonces

(ϕ ≤ r) = {(s, ω) ∈ [0, t]× Ω : s ∧ τ(ω) ≤ r}
= ([0, r]× Ω) ∪ ([0, t]× (τ(ω) ≤ r)) ∈ B[0, t]×Ft.

Ahora consideremos al mapeo Ψ : [0, t]×Ω 7−→ [0, t]×Ω definido de la siguiente manera
(s, ω) 7−→ (ϕ(ω), ω), este mapeo es B[0, t] × Ft-medible, ya que para cada I ⊂ [0, t] y
A ∈ Ft se tiene que

Ψ−1(I × A) = {(s, ω) : ϕ(s, ω) ∈ I y ω ∈ A}
= ϕ−1(I) ∩ ([0, t]× A) ∈ Ft.

Como el proceso (Xt)t≥0 es progresivamente medible, entonces la composición

X ◦Ψ(s, ω) = X(s ∧ τ(ω), ω) = Xs∧τ(ω)

es B[0, t]×Ft-medible, lo cual muestra el segundo inciso.

1.4. Martingalas a tiempo continuo

Definición 1.35. Sea (Xt)t≥0 un proceso estocástico adaptado a la filtración (Ft)t≥0,
con E [| Xt |] < ∞ para toda t ≥ 0. Decimos que el proceso es submartingala si para
cada pareja de reales s, t,

E[Xt | Fs] ≥ Xs para 0 ≤ s < t <∞,

y sobremartingala si para cada pareja de reales s, t,

E[Xt | Fs] ≤ Xs para 0 ≤ s < t <∞.

Decimos que el proceso (Xt)t≥0 es martingala si es submartingala y sobremartingala, es
decir,

E[Xt | Fs] = Xs para 0 ≤ s < t <∞.
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Veamos a continuación algunos ejemplos de martingalas, por lo que también necesitamos
una definición previa.

Definición 1.36. Un movimiento browniano es un proceso (Bt)t≥0 adaptado a la fil-
tración (Ft)t≥0, continuo, que toma valores en R tal que

i) B0 = 0 casi seguramente.

ii) Para 0 ≤ s < t, Bt − Bs es independiente de Fs y con distribución Normal con
media cero y varianza (t− s).

Ejemplo. Sea (Bt)t≥0 el movimiento browniano adaptado a la filtración (Ft)t≥0. De
la definición del movimiento browniano se tiene que Bt − Bs es independiente de Fs,
gracias a dicha propiedad se obtiene que el movimiento browniano es martingala, ya
que

E[Bt | Fs] = E[Bt −Bs | Fs] + E[Bs | Fs]
= E[Bt −Bs] +Bs = Bs.

Ejemplo. Sea (Bt)t≥0 el movimiento browniano adaptado a la filtración (Ft)t≥0, veamos
que el proceso (B2

t − t)t≥0 es martingala. Sea s ≤ t, entonces

E[B2
t − t | Fs] = E[B2

t −B2
s − (t− s) | Fs] +B2

s − s

basta mostrar que E[B2
t −B2

s − (t− s) | Fs] = 0 para ver que (B2
t − t)t≥0 es martingala.

Entonces,

E[B2
t −B2

s − (t− s) | Fs] = E[(Bt −Bs)
2 − (t− s) + 2BtBs − 2B2

s | Fs]
= E[(Bt −Bs)

2]− (t− s) + 2E[Bs(Bt −Bs) | Fs],

claramente el primer término es igual a (t− s) y el último es igual a cero gracias a que
el movimiento browniano es martingala, por lo tanto

E[B2
t −B2

s − (t− s) | Fs] = 0.

Ejemplo. Sea (Bt)t≥0 un movimiento browniano adaptado a (Ft)t≥0, veamos que el
proceso (Mα

t )t≥0 definido por

Mα
t = exp

{
αBt −

α2

2
t

}
,

donde α ∈ R, es una martingala. para demostrarlo basta ver

E
[
Mα

t+s

Mα
t

∣∣∣∣Ft] = 1 donde 0 < s <∞.
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Entonces

E
[

exp

{
αBt+s −

α2

2
(t+ s)− αBt +

α2

2
t

}∣∣∣∣Ft]
= E

[
exp

{
α(Bt+s −Bt)−

α2

2
s

}∣∣∣∣Ft]
= exp

{
−α

2

2
s

}
E [exp {α(Bt+s −Bt)}| Ft] ,

pero sabemos que Bt+s − Bt es independiente de Ft y que se distribuye como una v.a.
Normal con media cero y varianza s, por lo tanto

E [exp {α(Bt+s −Bt)}| Ft] = exp

{
α2

2
s

}
.

es decir,

E
[

exp

{
αBt+s −

α2

2
(t+ s)− αBt +

α2

2
t

}∣∣∣∣Ft] = 1.

1.4.1. Desigualdades Maximales

Proposición 1.37. Sea (Xn)n∈J , donde J = {0, 1 . . . , N}, una submartingala integrable
y λ ≥ 0, entonces

P
(

sup
n∈J

Xn ≥ λ

)
≤ 1

λ
E
[
XN1{sup

n∈J
Xn≥λ}

]
≤ 1

λ
E[| XN |].

Demostración. Sea

τ =

{
ı́nf{n : Xn ≥ λ} si existe n ≤ N tal que Xn ≥ λ,
N en otro caso.

Notemos que N ≥ τ . Como (Xn)n∈J es una submartingala y τ un tiempo de paro, por
el Teorema de Muestro Opcional (caso discreto) tenemos que E[XN ] ≥ E[Xτ ]. Sea

A =

{
ω ∈ Ω : sup

n∈J
Xn(ω) ≥ λ

}
,

para ω ∈ A tenemos que Xτ (ω) ≥ λ, ya que al menos va a existir una k ∈ J tal que
Xk(ω) ≥ λ y la más pequeña de ellas cumple que es mayor o igual a λ. Entonces

E[XN ] ≥ E[Xτ ] = E[Xτ1A] + E[Xτ1Ac ]

≥ λP(A) + E[Xτ1Ac ],

pero en Ac, τ es igual a N , de tal modo

E[XN ] ≥ λP(A) + E[XN1Ac ],

y si restamos el último termino en ambas pates de la desigualdad se obtiene que

E[XN1A] ≥ λP(A).

obteniendo la primera desigualdad, mientras que la segunda desigualdad es clara.
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Corolario 1.38. Sea (Xn)n∈J , donde J = {0, 1, . . . , N}, una martingala o submartin-
gala y λ ≥ 0. Si E [Xp

N ] <∞ para alguna p > 1, entonces

λpP
(

sup
n∈J
|Xn| ≥ λ

)
≤ E [|XN |p]

y además

E [|XN |p] ≤ E
[
sup
n∈J
|XN |p

]
≤
(

p

p− 1

)p
E [|XN |p] .

Demostración. Si (Xn)n∈J es una martingala o submartingala, entonces (|Xn|p)n∈J es
una submartingala positiva gracias a la desigualdad de Jensen condicional, ya que

E [ |Xm+1|p| Fm] ≥ |E [Xm+1| Fm] |p = |Xm|p

Aśı, aplicando la proposición anterior a la submartingala (|Xn|p)n∈J tenemos que

P
(

sup
n∈J
|Xn|p ≥ λp

)
≤ 1

λp
E [|XN |p]

y dado que

P
(

sup
n∈J
|Xn| ≥ λ

)
≤ P

(
sup
n∈J
|Xn|p ≥ λp

)
ya que

{
sup
n∈J
|Xn| ≥ λ

}
⊆
{

sup
n∈J
|Xn|p ≥ λp

}
, la primera desigualdad del corolario queda

demostrada.
Para probar la segunda desigualdad consideremos a X∗ = sup

n∈J
|Xn| y a k una constante

positiva. Aplicando la proposición anterior, el teorema de Fubini, y la desigualdad de
Hölder tenemos que

E [(X∗ ∧ k)p] = E
[∫ X∗∧k

0

pλp−1 dλ

]
= E

[∫ k

0

pλp−11{λ≤X∗} dλ

]
Fubini
=

∫ k

0

pλp−1P (λ ≤ X∗) dλ
Prop. 1.4.1

≤
∫ k

0

pλp−1 1

λ
E
[
|XN |1{λ≤X∗}

]
dλ

= E
[
|Xn|

∫ X∗∧k

0

pλp−2 dλ

]
=

p

p− 1
E
[
|Xn|(X∗ ∧ k)p−1

]
Hölder

≤ p

p− 1
E [|Xn|p]

1
p E [(X∗ ∧ k)p]

p−1
p .

Dividiendo por E [(X∗ ∧ k)p]
p−1
p en ambas partes de la desigualdad y elevando a la p

obtenemos

E [(X∗ ∧ k)p] ≤
(

p

p− 1

)p
E [|XN |p] ,

para finalizar hacemos tender a k a infinito y llegamos a la segunda desigualdad del
corolario.
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Corolario 1.39. Sea (Xt)t∈[0,T ] una martingala tal que para p > 1,

sup
s∈[0,T ]

E [|Xs|p] <∞.

Entonces para D ⊂ [0, T ] numerable y λ > 0,

λpP
(

sup
t∈D
|Xt| ≥ λ

)
≤ sup

t∈[0,T ]

E [|XN |p] ,

y

E
[
sup
t∈D
|Xt|

]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t∈[0,T ]

E [|Xt|p] .

Demostración. Sea (Dn)n≥1 una sucesión creciente de conjuntos finitos de D, tal que

D =
∞⋃
n=1

Dn. Por el corolario anterior para cada Dn = {1, . . . , N} tenemos que

λpP
(

sup
t∈Dn
|Xt| ≥ λ

)
≤ sup

t∈Dn
E [|Xt|p] ≤ sup

t∈D
E [|Xt|p] ≤ sup

t∈[0,T ]

E [|Xt|p] .

Sean (Yn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias definidas por Yn = sup
t∈Dn
|Xt|; y Y =

sup
t∈D
|Xt|. Notemos que Yn es una sucesión creciente y que además converge a Y .

Por otro lado, sea λ > 0, definamos a los conjuntos

An = {ω ∈ Ω : Yn(ω) ≥ λ} y A = {ω ∈ Ω : Y (ω) ≥ λ}

es claro que (An)n≥1 es una sucesión creciente de subconjuntos de Ω. Si vemos que
∞⋃
n=1

An = A, entonces

λpP (A) = λp lim
n→∞

P (An) ≤ sup
t∈[0,T ]

E [|Xt|p]

esto prueba la primera desigualdad de corolario. Ahora mostremos que lim
n→∞

An = A.

⊆) Sea ω ∈ A, es decir, sup
t∈D
|Xt(ω)| ≥ λ, que por definición de supremo es análogo

a decir que para toda ε > 0 exista una t ∈ D tal que |Xt(ω)| ≥ λ − ε, como

D =
∞⋃
n=1

Dn entonces para toda ε > 0 existe una m ∈ N y t ∈ Dm tal que

|Xt(ω)| ≥ λ− ε. Sea An,ε = {ω ∈ Ω : Yn ≥ λ− ε} entonces

Ym(ω) = sup
t∈Dm
|Xt(ω)| ≥ |Xt(ω)| ≥ λ− ε para toda ε > 0

entonces para toda ε > 0, ω ∈ Am,ε lo cual implica que ω ∈
∞⋃
m=1

Am,ε, entonces

ω ∈
∞⋃
m=1

{Ym ≥ λ} y por lo tanto ω ∈
∞⋃
n=1

An.
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⊇) Ahora consideremos un elemento ω ∈
∞⋃
n=1

An, entonces existe m ∈ N y t ∈ Dm

tal que ω ∈ Am, por lo que sup
t∈Dm
|Xt(ω)| ≥ λ. Como t ∈ D ya que D =

∞⋃
n=1

Dn

entonces
sup
t∈D
|Xt(ω)| ≥ sup

t∈Dm
|Xt(ω)| ≥ λ

y por lo tanto ω ∈ A.

Ahora pasemos a la segunda desigualdad, veamos que

E [Y p
n ] = E

[
sup
t∈Dn
|Xt|p

]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t∈Dn

E [|Xt|p]

≤
(

p

p− 1

)p
sup
t∈[0,T ]

E [|Xt|p]

para toda n ∈ N. Como el lim
n→∞

Y p
n = Y p aplicamos el teorema de Convergencia Monóto-

na y tenemos que E [Y p] = lim
n→∞

E [Y p
n ], es decir

E
[
sup
t∈D
|Xt|p

]
= lim

n→∞
E
[

sup
t∈Dn
|Xt|p

]
,

por lo tanto

E
[
sup
t∈D
|Xt|p

]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t∈[0,T ]

E [|Xt|p] .

Corolario 1.40 (Desigualdades de Doob). Sea (Xt)t∈[0,T ] una martingala continua
por la derecha (o por la izquierda). Entonces para p > 1 tenemos

i) λpP

(
sup
t∈[0,T ]

|Xt|p ≥ λ

)
≤ sup

t∈[0,T ]

E [|Xt|p],

ii) E

[
sup
t∈[0,T ]

|Xt|p
]
≤
(

p

p− 1

)p
sup
t∈[0,T ]

E [|Xt|p]

Demostración. Por el corolario anterior, sabemos que ambas desigualdades se cumplen
para D ⊂ [0, T ] numerable y como en este caso tenemos continuidad por la derecha (o
por la izquierda), podemos aproximar y aśı obtener el resultado.

1.5. Regularidad y Convergencia

Sea (Xt)t≥0 un proceso estocástico con espacio de estados (R,B(R)). Consideremos dos
números reales a y b de tal manera que a < b y un subconjunto I de [0,∞). Sea
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F = {t1 < t2 < . . . < td} un subconjunto finito de I, vamos a definir de manera
inductiva los tiempos

s1 = ı́nf {ti : Xti > b}, s2 = ı́nf {ti > s1 : Xti < a},
s2n+1 = ı́nf {ti > s2n : Xti > b} s2n+2 = ı́nf {ti > s2n+1 : Xti < a},

por convención ı́nf (∅) = td. Definamos a

D(X,F, [a, b]) = sup {n : s2n < td},

y al número de veces que cruza el proceso (Xt)t∈I por abajo del intervalo [a, b] por

D(X, I, [a, b]) = sup {D(X,F, [a, b]) : F ⊂ I y finito. }

La función D(X, I, [a, b]) es una variable aleatoria cuando I es numerable y además se
cumple que

Proposición 1.41. Sean (Xt)t≥0 una submartingala y el conjunto I numerable, enton-
ces

(b− a)E [D(X, I, [a, b])] ≤ sup
t∈I

E
[
(Xt − b)+

]
.

Demostración. Basta probar la desigualdad en el caso en que I es finito. Tomemos al
conjunto I como {t1 < t2 < . . . < td}. Por definición, los tiempos s1, s2, . . . , s2n, . . . son
tiempos de paro con respecto a la (Fti)ti∈I . Si Ak = {sk < td}, entonces Ak ∈ Fsk y
Ak ⊃ Ak+1 ya que sk ≤ sk+1. En el conjunto A2n−1 tenemos que X2n−1 > b y en el
conjunto A2n tenemos que X2n < a, aplicando el teorema de paro para el caso discreto
notamos que

0 ≤
∫
A2n−1

(Xs2n−1 − b) dP ≤
∫
A2n−1

(Xs2n − b) dP

=

∫
A2n

(Xs2n − b) dP +

∫
A2n−1\A2n

(Xs2n − b) dP

≤ (a− b)P (A2n) +

∫
A2n−1\A2n

(Xs2n − b) dP.

Notemos que en el conjunto A2n−1 \ A2n, s2n = td, entonces

(b− a)P (A2n) ≤
∫
A2n−1\A2n

(Xs2n − b)+ dP =

∫
A2n−1\A2n

(Xtd − b)+ dP.

Revisemos que A2n = {D(X, I, [a, b]) ≥ n}, tomemos ω ∈ A2n que es equivalente a
s2n(ω) < td(ω) si y solo si n ∈ {k : s2n(ω) < td(ω)} si y solo si

n ≤ sup {k : s2n(ω) < td(ω)} = D(X, I, [a, b])(ω)

por lo que se cumple la igualdad de conjuntos y tenemos que P (A2n) = P (D(X, I, [a, b])(ω) ≥ n),
además, los conjunto A2n−1 \ A2n son disjuntos dos a dos, por lo que

∞∑
n=1

(b− a)P (D(X, I, [a, b]) ≥ n) ≤
∞∑
n=1

∫
A2n−1\A2n

(Xtd − b)+ dP,
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que es equivalente a

(b− a)E [D(X, I, [a, b])] ≤ E
[
(Xtd − b)+

]
y queda demostrada la propocisión

Gracias a esta proposición obtendremos el teorema fundamental de regularización para
submartingalas a tiempo continuo.

Teorema 1.42. Sea (Xt)t≥0 una submartingala, entonces

Xt+(ω) = ĺım
s↓t
s∈Q

Xs(ω), Xt−(ω) = ĺım
s↑t
s∈Q

Xs(ω)

existen casi seguramente para toda t ≥ 0 y s > 0 respectivamente.

Demostración. Consideremos al conjunto

An,a,b = {ω ∈ Ω : D(X,Q ∩ [0, n], [a, b])(ω) =∞}

donde a y b son números racionales. De la proposición anterior tenemos que

(b− a)E [D(X,Q ∩ [0, n], [a, b])] ≤ sup
t∈Q∩[0,n]

E
[
(Xt − b)+

]
si td es un punto extremo derecho de Q∩[0, n] y por la desigualdad del triángulo tenemos
que para cualquier t ∈ Q ∩ [0, n]

E
[
(Xt − b)+

]
≤ E

[
X+
t

]
+ b+ ≤ E

[
X+
td

]
+ b+

entonces

sup
t∈Q∩[0,n]

E
[
(Xt − b)+

]
≤ E

[
X+
td

]
+ b+ <∞

por lo que

E [D(X,Q ∩ [0, n], [a, b])] <∞ y P (An,a,b) = 0

por lo tanto
⋃

a,b∈Q
An,a,b también tiene medida cero.

Ahora definamos a los siguientes conjuntos,

Bn,a,b =

ω ∈ Ω : ĺım inf
s↓t

s∈Q∩[0,n]

Xs(ω) < a < b < ĺım sup
s↓t

∈Q∩[0,n]

Xs(ω)


y

Cn,a,b =

ω ∈ Ω : ĺım inf
s↑t

s∈Q∩[0,n]

Xs(ω) < a < b < ĺım sup
s↑t

s∈Q∩[0,n]

Xs(ω)

 ,
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es claro que Bn,a,b, Cn,a,b ⊆ An,a,b entonces Bn =
⋃

a,b∈Q
Bn,a,b y Cn =

⋃
a,b∈Q

Cn,a,b ⊆ An por

lo que Bn y Cn tienen medida cero, aśı como tambien B =
⋃
n∈N

Bn y C =
⋃
n∈N

Cn.

Sea Ω∗ = Ω \ B, si ω ∈ Ω∗ entonces ĺım inf
s↓t

s∈Q∩[0,n]

Xs(ω) = ĺım sup
s↓t

s∈Q∩[0,n]

Xs(ω) por lo que el ĺımite

existe y es igual a Xt+ y como P (Ω∗) = 1 concluimos que ĺım
s↓t
s∈Q

Xs(ω) = Xt+(ω) c.s.,

analogamente para Xt−(ω).

Ahora definiremos y veremos algunas propiedades de integrabilidad uniforme.

1.5.1. Integrabilidad Uniforme

Si X es una variable aleatoria integrable, es claro que X1{|X|≥α} se va a cero conforme α
se va a infinito, además es dominada por |X|, entonces por el teorema de convergencia
dominada

ĺım
α→∞

∫
{|X|≥α}

|X| dP = 0.

Si ahora tomamos una familia de variables aleatorias integrables (Xi)i∈J , donde J es
un conjunto de ı́ndices, vemos que para cada i ∈ J se cumple

ĺım
α→∞

∫
{|Xi|≥α}

|Xi| dP = 0

pero el ĺımite no necesariamente es uniforme en J .
El siguiente concepto, como se verá más adelante, nos será de gran utilidad para la
convergencia de martingalas.

Definición 1.43. Una familia U = (Xi)i∈J de variables aleatorias integrables, donde J
es un conjunto de ı́ndices, se llama uniformemente integrable si

ĺım
α→∞

[
sup
i∈J

∫
{|Xi|≥α}

|Xi| dP = 0

]
.

La siguiente proposición enuncia las propiedades más importantes de una familia de
variables aleatorias uniformemente integrables, a su vez, dichas propiedades resultarán
condiciones necesarias y suficientes para que una familia de variables aleatorias sea
uniformemente integrable.

Proposición 1.44. Sea U = (Xi)i∈J una familia de variables aleatorias integrables, pa-
ra que U sea uniformemente integrable es necesario y suficiente que las tres condiciones
siguientes se cumplan

i) sup
i∈J

E [|Xi|] <∞
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ii) sup
i∈J

P (|Xi| > c) −→
c→∞

0,

iii) La medida Qi es una medida definida en F por

Qi(A) =

∫
A

|Xi| dP,

entonces la familia {Qi}i∈J es uniformemente absolutamente continua, es decir,
para toda ε > 0 existe δ > 0 tal que para toda A ∈ F con P (A) < δ implica que
sup
i∈J

Qi(A) < ε.

Demostración. =⇒) Supongamos que U es uniformemente integrable, y observemos
que para toda |Xi| v.a. uniformemente integrable y toda A ∈ F se tiene que∫

A

|Xi| dP =

∫
A∩{|Xi|≥α}

|Xi| dP +

∫
A∩{|Xi|<α}

|Xi| dP

≤
∫
A∩{|Xi|≥α}

|Xi| dP + αP (A)

Por ser U uniformemente integrable, para ε > 0 existe α0 > 0 tal que

sup
i∈J

∫
{|Xi|≥α}

|Xi| dP <
ε

2
para α ≥ α0.

Sea A ∈ F tal que, P (A) ≤ ε
2α0

. por lo anterior tenemos que

sup
i∈J

∫
A

|Xi| dP ≤ sup
i∈J

∫
{|Xi|≥α0}

|Xi| dP + α0P(A) < ε.

Lo cual demuestra que la condición iii) es necesaria.
Para ver que la condición i) es necesaria, observemos que∫

Ω

|Xi| dP =

∫
{|Xi|≥α}

|Xi| dP +

∫
{|Xi|<α}

|Xi| dP

≤
∫
{|Xi|≥α}

|Xi| dP +

∫
{|Xi|<α}

α dP

≤
∫
{|Xi|≥α}

|Xi| dP + α

Como U es uniformemente integrable al aplicar el supremo a ambas partes de la
desigualdad, se obtiene que

sup
i∈J

∫
Ω

|Xi| dP <
ε

2
+ α para α ≥ α0.

Para obtener la condición ii) basta aplicar la desigualada de Chebyshev a Xi y
ver que

P (|Xi| ≥ c) ≤ 1

c
E [|Xi|]
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entonces

sup
i∈J

P (|Xi| ≥ c) ≤ sup
i∈J

1

c
E [|Xi|]

es claro que al hacer a c tender a infinito sup
i∈J

P (|Xi| ≥ c) se va a cero.

⇐=) Reciprocamente supongamos que las condiciones i), ii), iii) se cumplen.
Sea ε > 0, por la condición iii) existe δ > 0 tal que para toda A ∈ F con P (A) < δ
implica que

sup
i∈J

Qi(A) = sup
i∈J

∫
A

|Xi| dP < ε

además, por Chevyshev y la condición i) tenemos que

P (|Xi| ≥ c) ≤ 1

c
E [|Xi|] ≤

1

c
sup
i∈J

E [|Xi|] <∞ para toda i ∈ J

Sea α0 =
δ

sup
i∈J

E [|Xi|]
> 0, si α ≥ α0 entonces

P (|Xi| ≥ α) ≤ 1

α
E [|Xi|] ≤

1

α
sup
i∈J

E [|Xi|] < δ

por lo tanto

sup
i∈J

∫
{|Xi|≥α}

|Xi| dP < ε.

Lo cual prueba que U es uniformemente integrable.

Teorema 1.45. Sea (Xn)n∈N una sucesión de variables aleatorias integrables. Si lim
n→∞

Xn =

X casi seguramente, entonces las siguiente afirmaciones son equivalentes.

i) (Xn)n∈N es uniformemente integrable.

ii) Xn converge a X en L1

Demostración. Supongamos que Xn converge a X en L1, es decir, para toda ε > 0 existe
N ∈ N tal que si n ≥ N entonces

∫
ω
|X −Xn| dP < ε, y veamos que las condiciones de

la proposición 1.44 se cumplen. Notemos primero que X es integrable debido a∫
Ω

|X| dP ≤
∫

Ω

|X −Xn| dP +

∫
Ω

|Xn| dP para toda n ∈ N,

entonces ∫
Ω

|X| dP <∞.

Para probar la condición i) de la proposición anterior, tomemos A ∈ F , entonces∫
A

|Xn| dP ≤
∫
A

|X| dP +

∫
Ω

|Xn −X| dP para toda n ∈ N.
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En particular para A = Ω y n ≥ N∫
Ω

|Xn| dP ≤
∫

Ω

|X| dP +

∫
Ω

|Xn −X| dP ≤
∫

Ω

|X| dP + ε

entonces

sup
n≥N

E [|Xn|] = sup
n≥N

∫
Ω

|Xn| dP ≤
∫

Ω

|X| dP + ε <∞.

Por otro lado, sea ε > 0 y N ∈ N tal que∫
Ω

|Xn −X| dP <
ε

2
para n ≥ N,

y recordando que Xn y X son integrables, sabemos que existe δ > 0 tal que si P (A) < δ
entonces ∫

A

|Xn| dP <
ε

2
para n < N y

∫
A

|X| dP < ε

2
,

además ∫
A

|Xn| dP ≤
∫
A

|X| dP +

∫
Ω

|Xn −X| dP < ε si n ≥ N,

por lo tanto ∫
A

|Xn| dP < ε para toda n ∈ N siempre que P (A) < δ

por lo tanto la condición iii) se satisface y (Xn)n∈N es uniformemente integrable.
Supongamos ahora que las variables aleatorias Xn son uniformemente integrables. Por
el lema de Fatou y por la condición i) del teorema anterior implica que∫

Ω

|X| dP ≤ ĺım inf
n→∞

∫
Ω

|Xn| dP <∞.

por lo tanto X es integrable.
Sea c > 0, definamos a Xc

n por

Xc
n(ω) =

{
Xn(ω) si |Xn(ω)| ≤ c,
0 en otro caso.

y a Xn,c = Xn −Xc
n. De la misma manera se define a Xc y a Xc, entonces

E [|Xn −X|] ≤ E [|Xc
n −Xc|] + E [|Xn,c|] + E [|Xc|] .

Sabemos que X es integrable, entonces dada ε > 0 existe c1 ∈ N tal que

E [|Xc|] =

∫
{|X|>c}

|X| dP < ε

3
para c ≥ c1.

Por otro lado (Xn) es uniformemente integrable, entonces existe c2 tal que si c ≥ c2 y
para toda n ∈ N entonces

E [|Xn,c|] =

∫
{|Xn|>c}

|Xn| dP <
ε

3
.
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Sea c = max {c1, c2}, entonces las últimas dos esperanzas de la desigualdad son menores
a ε

3
respectivamente. Gracias a el Teorema de Convergencia Dominada tenemos que para

n suficientemente grande

E [|Xc
n −Xc|] < ε

3
,

ya que las variables aleatorias |Xc
n − Xc| están dominadas por |Xn − X| y además

convergen c.s. a cero. Por lo tanto

E [|Xn −X|] < ε,

y Xn converge a X en L1

Teorema 1.46. Si (Xn)n∈N es una submartingala tal que

sup
n∈N

E
[
X+
n

]
<∞

entonces (Xn) converge c.s. a un ĺımite que es finito c.s.

Demostración. Notemos que |Xn| = 2X+
n −Xn y recordemos que

ĺım inf
n∈N

Xn ≤ ĺım inf
n∈N

|Xn|

entonces ∫
ĺım inf
n∈N

Xn dP
Fatou

≤ ĺım inf
n∈N

∫
|Xn| dP

= ĺım inf
n∈N

{
2

∫
X+
n dP−

∫
Xn dP

}
≤ ĺım inf

n∈N

{
2

∫
X+
n dP−

∫
X0 dP

}
≤ 2 sup

n∈N
E
[
X+
n

]
−
∫
X0 dP <∞

por lo que ĺım inf
n∈N

Xn <∞ c.s.

Supongamos que el ĺımite no existe, entonces existiŕıan dos reales a y b tal que ĺım inf
n∈N

Xn <

a < b < ĺım sup
n∈N

Xn, con probabilidad positiva; entonces tendŕıamos queD(X,N, [a, b]) =

+∞ con probabilidad positiva, lo cual es imposible ya que

+∞ = (b− a)E [D(X,N, [a, b])] ≤ sup
n∈N

E
[
(Xn − b)+

]
≤ sup

n∈N
E
[
X+
n

]
< +∞.

Por lo tanto existe X = lim
n→∞

Xn < +∞ casi seguramente.
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Ahora consideremos una familia de σ-álgebras decreciente en lugar de creciente. Sea
(Fn)n≤0, una sucesión de sub-σ-álgebras tal que Fn ⊂ Fm si n ≤ m ≤ 0. Una submar-
tingala con respecto a (Fn) es una familia adaptada (Xn) de variables aleatorias tal que
E [X+

n ] <∞ para cada n y

Xn ≤ E [Xm| Fn] para n ≤ m ≤ 0.

Entonces tenemos lo siguiente

Teorema 1.47. Si (Xn)n∈−N, es una submartingala, entonces el ĺım
n→−∞

Xn existe casi

seguramente. Si además sup
n∈N

E [|Xn|] < ∞, entonces (Xn)n∈−N es uniformemente inte-

grable, la convergencia se satisface en L1, y para toda n

ĺım
k→−∞

Xk ≤ E [Xn| F−∞] ,

donde F−∞ =
⋂

n∈−N
Fn

Demostración. Por la propiedad de submartingala sabemos que Xn ≤ E [X0| Fn] para
todo n ≤ m ≤ 0 aśı que tomemos a F ∈ Fn y fijémonos en lo siguiente∫

F

Xn dP ≤
∫
F

E [X0| Fn] dP =

∫
F

X0 dP

en particular para F = {ω ∈ Ω : Xn(ω) ≥ 0}, entonces∫
Ω

X+
n dP ≤

∫
F

X0 dP ≤
∫

Ω

X+
0 dP

por lo que

sup
n∈N

E
[
X+
n

]
≤ E

[
X+

0

]
<∞

entonces la primera observación se prueba exactamente como en el teorema de conver-
gencia para submartingalas (Teorema 1.46). Para probar la segunda parte del teorema,
primero observemos que si sup

n∈N
E [|Xn|] <∞ es equivalente a ĺım

n→−∞
E [Xn] > −∞.

Ahora, para cualquier λ > 0 y n, tenemos∫
{|Xn|>λ}

|Xn| dP =

∫
{Xn>λ}

Xn dP +

∫
{Xn<−λ}

|Xn| dP

=

∫
{Xn>λ}

Xn dP−
∫

Ω

Xn dP +

∫
{Xn≥−λ}

Xn dP.

y tomemos una ε > 0 fija y un entero negativo n0 tal que

−E [Xn] < ε− E [Xn0 ] para n ≤ n0.
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Por lo tanto, gracias a la propiedad de submartingala vemos que∫
{|Xn|>λ}

|Xn| dP ≤
∫
{Xn>λ}

Xn0 dP−
∫

Ω

Xn dP +

∫
{Xn≥−λ}

Xn0 dP

≤
∫
{Xn>λ}

Xn0 dP + ε− E [Xn0 ] +

∫
{Xn≥−λ}

Xn0 dP

=

∫
{|Xn|>λ}

|Xn0 | dP + ε.

Por Chevyshev tenemos que

P (|Xn| > λ) ≤ 1

λ
sup
n∈N

E [|Xn|]

de aqúı concluimos que |Xn0|1{|Xn|>λ} converge a cero casi seguramente cuando λ tiende
a infinito, por lo tanto al aplicar el teorema de convergencia dominada a ésta última
variable aleatoria y por la desigualdad van a implicar que (Xn)n∈−N es uniformemente
integrable y por ende la convergencia se satisface en L1.
Para concluir la demostración, por la propiedad de submartingala tenemos que para
todo A ∈ F−∞ ∫

A

Xn dP ≤
∫
A

Xm dP para n ≤ m,

y gracias a la convergencia en L1 obtenemos que∫
A

ĺım
n→−∞

Xn dP = ĺım
n→−∞

∫
A

Xn dP ≤
∫
A

Xm dP =

∫
A

E [Xm| F−∞] dP

para todo A ∈ F−∞. Por lo tanto

ĺım
n→−∞

Xn ≤ E [Xm| F−∞] .

Proposición 1.48. Sea (Xt)t≥0 una submartingala. Si E [|Xt|] < ∞ para todo t, en-
tonces E [|Xt+|] <∞ para toda t y

Xt ≤ E [Xt+| Ft] casi seguramente.

La igualdad se obtiene si la función t 7−→ E [Xt] es continua por la derecha. Además
(Xt+)t≥0 es una submartingala con respecto a (Ft+) con trayectorias continuas por la
derecha y con ĺımites por la izquierda.

Demostración. Sea (tn)n∈N una sucesión decreciente de racionales que converge a t,
como

E [Xt] ≤ E [Xtn ] ≤ E [Xt1 ]

entonces sup
n∈N

E [|Xtn|] < ∞ y por el Teorema anterior Xtn converge a Xt+ en L1. Por

otro lado, por la propiedad de submartingala

Xt ≤ E [Xtn| Ft] para toda n ∈ N
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pasando al ĺımite obtenemos
Xt ≤ E [Xt+| Ft] .

Además, la convergencia en L1 implica que E [Xt+ ] = ĺım
n→∞

E [Xtn ] y si t 7−→ E [Xt] es

continua por la derecha E [Xt] = E [Xt+ ] y recordando que

E [Xt+| Ft] ≥ Xt, y E [Xt] = E [Xt+ ] =

∫
E [Xt+ | Ft] dP

por lo tanto Xt = E [Xt+ | Ft] casi seguramente.

Finalmente sea s < t y (sn) una sucesión de racionales decreciente menores que t que
convergen a s. Por lo ya demostrado

Xsn ≤ E [Xt| Fsn ] ≤ E [E [Xt+| Ft]| Fsn ] = E [Xt+| Fsn ]

aplicando nuevamente el teorema anterior

Xs+ ≤ E [Xsn| Fs+ ] ≤ E [E [Xt+| Fsn ]| Fs+ ] = E [Xt+ | Fs+ ]

Es decir (Xt+)t≥0 es una submartingala con respecto a (Ft+)t+≥0. Por último aplicando
el teorema 1.5.1 vemos que t 7−→ Xt+ es continua por la derecha y con ĺımite por la
izquierda.

Teorema 1.49. Sea (Xt)t≥0 una martingala con respecto a una filtración (Ft)t≥0 con-
tinua por la derecha y completa. Si la función t 7→ E [Xt] es continua por la derecha
entonces el proceso (Xt)t≥0 tiene una modificación continua por la derecha y con ĺımite
por la izquierda.

Demostración. Supongamos que la función t 7→ E [Xt] es continua por la derecha, probe-
mos que el proceso (Xt+)t≥0 es una modificación continua por la derecha de (Xt)t≥0. Es
claro que (Xt+)t≥0 es adaptado gracias a que la filtración es continua por la derecha. Sea
t ≥ 0 y definamos una sucesión (tn)n∈N de números racionales que decrezca a t, por razo-
namientos análogos a los de la proposición anterior sabemos que E [Xt+ ] = ĺım

n→∞
E [Xtn ]

y por hipótesis ésta es igual a E [Xt].
De la proposición anterior vemos que Xt+ ≥ Xt casi seguramente, entonces Xt+ = Xt

casi seguramente. Nuevamente gracias a la proposición anterior el proceso (Xt+)t≥0 es
una submartingala continua por la derecha y con ĺımite por la izquierda.

A partir de ahora vamos a considerar solamente submartingalas continuas por la dere-
cha, notemos que para estos procesos la desigualdad de la proposición 1.5.1 se extiende
a

(b− a)E [D(X,R+, [a, b])] ≤ sup
t≥0

E
[
(Xt − b)+

]
,

ya que I lo podemos tomar como Q+ y como este es un subconjunto denso de R+,
puedo cambiar la desigualdad a Q+ por R+ sin alterarla. A continuación veamos algunos
resultados de convergencia.
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Teorema 1.50. Sea (Xt)t≥0 una submartingala tal que

sup
t≥0

E
[
X+
t

]
<∞.

Entonces Xt → X∞ casi seguramente, cuando t se va a infinito y X∞ es integrable.

Demostración. Como |Xt| = 2X+
t −Xt entonces notemos que

E [|Xt|] = 2E
[
X+
t

]
− E [Xt] ≤ 2E

[
X+
t

]
− E [X0]

lo cual implica que sup
t≥0

E [|Xt|] <∞. Por lo tanto para toda a < b

E [D(X,R+, [a, b])] ≤
1

(b− a)
sup
t≥0

E
[
(Xt − b)+

]
≤ 1

(b− a)

(
|b|+ sup

t≥0
E [|Xt|]

)
<∞,

lo cual va a implicar que D(X,R+, [a, b]) <∞ casi seguramente.
Como en el teorema 1.42, resulta que el conjunto

A =
⋃
a,b∈Q

{ω ∈ Ω : D(X,R+, [a, b])(ω) =∞},

tiene probabilidad cero, esto va a implicar que

P
(

ĺım inf
t→∞

Xt < ĺım sup
t→∞

Xt

)
= 0,

ya que de lo contrario existiŕıan dos números a y b tal que el conjunto{
ω ∈ Ω : ĺım inf

t→∞
Xt(ω) < ĺım sup

t→∞
Xt(ω)

}
⊂ A

tendŕıa probabilidad positiva y por ende A también. Por lo tanto

Xt −→
t→∞

X∞.

Por otro lado, por el lema de Fatou se tiene que

E [|X∞|] ≤ ĺım inf
t→∞

E [|Xt|] ,

lo cual prueba que X∞ es integrable.

Teorema 1.51. Sea (Xt)t≥0 una martingala, entonces las siguiente condiciones son
equivalentes,

i) El ĺım
t→∞

Xt existe en L1,
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ii) Existe una variable aleatoria X∞ en L1, tal que Xt = E [X∞| Ft],

iii) La familia (Xt)t≥0 es uniformemente integrable.

Si estas condiciones se satisfacen entonces X∞ = ĺım
t→∞

Xt casi seguramente.

Demostración. Primero veamos que la condición ii) implica la iii) fijémonos en

|Xt| = |E [X∞| Ft] | ≤ E [ |X∞|| Ft]

entonces

E [|Xt|] ≤ E [|X∞|]

por lo tanto

sup
t≥0

E [|Xt|] ≤ E [|X∞|] <∞.

Luego si A = {|Xt| > c} entonces∫
A

|Xt| dP =

∫
A

|E [X∞| Ft] | dP ≤
∫
A

E [ |X∞|| Ft] dP =

∫
A

|X∞| dP.

Por otro lado por la desigualdad de Chevyshev obtenemos que

P (A) ≤ 1

c
E [|Xt|] ≤

E [|X∞|]
c

−→
c→∞

0,

lo cual va a implicar que

sup
t≥0

∫
A

|Xt| dP ≤ sup
t≥0

∫
A

|X∞| dP −→
c→∞

0.

Si la condición iii) se satisface se tiene que sup
t≥0

E [|Xt|] <∞ y por lo tanto la condición

del teorema pasado, entonces Xt converge a X∞ casi seguramente y como (Xt)t≥0 es
uniformemente integrable entonces también converge en L1. Lo cual prueba la condición
i).
Para finalizar, si la condición i) se satisface, por la igualdad

Xt = E [Xt+h| Ft] para toda t ≥ 0 y h > 0,

resulta que Xt = E [X∞| Ft], para toda t ≥ 0.

Para finalizar el caṕıtulo enunciaremos enunciaremos el teorema de paro de Doob para
martingalas continuas.
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1.6. Teorema de Paro de Doob

Teorema 1.52 (Teorema de Paro de Doob). Sean τ y θ dos tiempo de paro con
respecto a (Ft)t≥0 de tal manera que θ ≤ τ casi seguramente. Si (Xt)t≥0 es una mar-
tingala continua por la derecha que satisface las condiciones i), ii) ó iii) del Teorema
1.51 entonces

i) Xτ y Xθ son integrables,

ii) Xθ = E [Xτ | Fθ] = E [X∞| Fθ], en particular E [Xτ ] = E [Xθ] .

Demostración. Por el teorema de paro en el caso discreto resulta que

Xθ = E [Xτ | Fθ] = E [X∞| Fθ] , (1.1)

para cada tiempo de paro θ ≤ τ , donde θ y τ toman valores numerables. Ahora defina-
mos dos sucesiones de tiempos de paro discretos (θn)n∈N y (τn)n∈N tal que decrecen a θ
y τ respectivamente.
Sea A ∈ Fθ ⊂ Fθn , entonces ∫

A

Xθn dP =

∫
A

Xτn dP (1.2)

para toda n ≥ 1.
Por la continuidad por la derecha del proceso se tiene que ĺım

n→∞
Xθn = Xθ y ĺım

n→∞
Xτn =

Xτ casi seguramente. Gracias a la ecuación (1.1) tenemos que las familias (Xθn)n∈N
y (Xτn)n∈N son uniformemente integrables y por consiguiente los ĺım

n→∞
Xθn = Xθ y

ĺım
n→∞

Xτn = Xτ se satisfacen en L1, entonces al pasar el ĺımite en la ecuación (1.2)

obtenemos ∫
A

Xθ dP =

∫
A

Xτ dP

Lo cual finaliza la prueba del teorema.

Ahora demostraremos una proposición que nos será de gran utilidad en el siguiente
caṕıtulo ya que la utilizaremos para probar la independencia entre procesos de Poisson.

Proposición 1.53. Un proceso cádlág adaptado X es una martingala si y solo si para
todo tiempo de paro acotado τ , Xτ ∈ L1 y

E [Xτ ] = E [X0] .

Demostración. Si X es martingala y τ un tiempo de paro acotado, por el teorema de
paro de Doob (1.52) Xτ ∈ L1 además

E [Xτ ] = E [X0] .

30



Ahora, sea s ≤ t y A ∈ Fs definimos a τ = t1Ac + s1A, entonces τ es un tiempo de paro
acotado y por hipótesis

E [X0] = E [Xτ ] = E [Xt1Ac ] + E [Xs1A] .

Analogamente, definimos θ = t, por lo que es un tiempo de paro acotado y nuevamente
por hipótesis

E [X0] = E [Xt] = E [Xt1A] + E [Xt1Ac ] ,

por lo tanto
E [Xt1A] = E [Xs1A] para toda A ∈ Fs,

es decir
E [Xt| Fs] = Xs.
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Caṕıtulo 2

Procesos Puntuales de Poisson y
Subordinadores

En este caṕıtulo introducimos las nociones básicas de los procesos puntuales de Poisson
y subordinadores. El proceso de Poisson y dos importantes familias de martingalas con
respecto a este proceso serán estudiadas. También introducimos la noción de medidas
aleatorias de Poisson para poder definir el proceso puntual de Poisson. La última parte
de éste caṕıtulo concierne al estudio de los subordinadores y su relación con la fórmula
de Lévy-Khintchine.

2.1. Procesos puntuales de Poisson

2.1.1. Procesos de Poisson

Definición 2.1. Un proceso de Poisson con parámetro c > 0 es un proceso (Nt)t≥0

adaptado a la filtración (Ft)t≥0 con trayectorias no decrecientes, continuas por la derecha
con ĺımite por la izquierda, que toma valores en {0, 1, 2, . . .} tal que

i) N0 = 0 casi seguramente.

ii) Para 0 ≤ s ≤ t, Nt − Ns es independiente de Fs y tiene distribución de Poisson
con parámetro c(t− s).

Fijémonos ahora en dos familias de martingalas respecto a la filtración natural (Ft)t≥0

del proceso de Poisson N . Sea

Mt = Nt − ct, y ξqt = exp
{
−qNt + ct(1− e−q)

}
, t ≥ 0, q > 0

De la independencia y homogeneidad de los incrementos, tenemos que

E [Nt+s| Ft] = E [Nt+s −Nt +Nt| Ft] = Nt + cs,
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luego restando c(t+ s) en ambos lados, obtenemos que M = (Mt)t≥0 es una martingala
con respecto a (Ft). Por la aditividad de los exponentes tenemos que para cualesquiera
s, t ≥ 0 tales que s < t

E[ξqt |Fs] = E[e−qNt+ct(1−e
−q)|Fs]

= ect(1−e
−q)E[e−q(Nt−Ns)−qNs|Fs]

= ect(1−e
−q)−qNsE[e−q(Nt−Ns)]

= ect(1−e
−q)−qNsec(t−s)(e

−q−1)

= e−qNs+cs(1−e
−q) = ξqs

resultando que ξq = (ξqt )t≥0 es también una martingala con respecto a (Ft).

Ahora, sea H = (Ht)t≥0 un proceso continuo por la izquierda, definimos la integral
estocástica con respecto al proceso de Poisson N por∫ t

0

Hs dNs =
∑
s≤t

Hs∆Ns, donde ∆Ns = Ns −Ns− .

Notemos que de la definición de N , tenemos la siguiente identidad∫ t

0

Hs dNs =
∞∑
n=1

Hτn1{τn≤t},

donde los τn son v.a. independientes con ley exponencial de parámetro c.

Proposición 2.2. Sea H un proceso continuo por la izquierda con

E
[∫ t

0

|Hs| ds
]
<∞, para toda t ≥ 0,

entonces la integral compensada∫ t

0

Hs dNs − c
∫ t

0

Hs ds, t ≥ 0,

es una martingala con respecto a (Ft). Además, obtenemos la célebre fórmula de
compensación

E
[∫ t

0

Hs dNs

]
= cE

[∫ t

0

Hs ds

]
Demostración. Supongamos que H es un proceso simple, i.e.

Hs = Hti para s ∈ (ti, ti+1]

donde 0 = t0 < t1 < . . . < tn = t es una partición del intervalo [0, t] y Hti es Fti-
medible, supongamos también que H es acotado.
Sea s < t, y supongamos sin perdida de generalidad que tj < s ≤ tj+1, entonces
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E
[∫ t

0

Hu dNu − c
∫ t

0

Hu du

∣∣∣∣Fs]
= E

[
n−1∑
i=0

Hti(Nti+1
−Nti)− c

n−1∑
i=0

Hti(ti+1 − ti)

∣∣∣∣∣Fs
]

= E

[
n−1∑
i=0

Hti

[
(Nti+1

−Nti)− c(ti+1 − ti)
]∣∣∣∣∣Fs

]

= E

[
j−1∑
i=0

Hti

[
(Nti+1

−Nti)− c(ti+1 − ti)
]

+Htj

[
(Ns −Ntj)− c(s− tj)

]∣∣∣∣∣Fs
]

+ E
[
Htj

[
(Ntj+1

−Ns)− c(tj+1 − s)
]∣∣Fs]

+ E

[
n−1∑
i=j+1

Hti

[
(Nti+1

−Nti)− c(ti+1 − ti)
]∣∣∣∣∣Fs

]

Notemos que

E [Hti [(Nt − ct)− (Nti − cti)]| Fti ] = 0 para t ∈ (ti, ti+1],

lo cual implica que el segundo termino de la última suma sea cero; Además

E

[
n−1∑
i=j+1

Hti

[
(Nti+1

−Nti)− c(ti+1 − ti)
]∣∣∣∣∣Fs

]

=
n−1∑
i=j+1

E
[
Hti

[
(Nti+1

−Nti)− c(ti+1 − ti)
]∣∣Fs]

=
n−1∑
i=j+1

E
[
E
[
Hti

[
(Nti+1

−Nti)− c(ti+1 − ti)
]∣∣Fti]∣∣Fs] = 0,

Por lo tanto

E
[∫ t

0

Hu dNu −
∫ t

0

Hu du

∣∣∣∣Fs] =

∫ s

0

Hu dNu −
∫ s

0

Hu du,

lo que implica que

∫ t

0

Hs dMs es una martingala.

A continuación, supongamos que H es un proceso continuo por la izquierda y acotado
para alguna C > 0. Para n ∈ N, definamos

H
(n)
t = Hk/2n

, para k2−n < t ≤ (k + 1)2−n.

Por lo tanto, (Hn, n ≥ 1) es una sucesión de procesos simples, acotados y continuos por
la izquierda tales que
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H
(n)
t −→ Ht para toda t ≥ 0 casi seguramente.

Por el teorema de convergencia dominada, obtenemos que Int :=

∫ t

0

H(n)
s dMs, donde

Ms = Ns − cs, converge a It :=

∫ t

0

Hs dMs, casi seguramente. Dado que In es martin-

gala y converge casi seguramente a I, por el teorema de convergencia dominada para
esperanza condicional, I es martingala,

E
[∫ t

0

Hu dMu

∣∣∣∣Fs] = ĺım
n→∞

E
[∫ t

0

H(n)
u dMu

∣∣∣∣Fs] = ĺım
n→∞

∫ t

0

H(n)
u dMu =

∫ t

0

Hu dMu.

Ahora, por simplicidad supongamos que H es positivo y definamos el siguiente tiempo
de paro TC = ı́nf {t ≥ 0 : Hs ≥ C}. Entonces

(IC)t :=

∫ Tc∧t

0

Hs dMs para t ≥ 0,

es martingala. Por el teorema de paro óptimo, obtenemos la formula de compensación.
Por otro lado, como TC se va a ∞, cuando C crece, tenemos que IC converge a∫ t

0

Hs dMs, casi seguramente. Por consiguiente, aplicando el teorema de convergencia

monótona, tenemos que

E
[∫ TC∧t

0

Hs dNs

]
−→ E

[∫ t

0

Hs dNs

]
cuando C →∞.

Por otro lado, usando de nuevo el teorema de convergencia monótona obtenemos que

E
[∫ TC∧t

0

Hs ds

]
−→ E

[∫ t

0

Hs ds

]
cuando C →∞,

y hemos completado al prueba.

Otra familia de martingalas importante relacionadas con el proceso de Poisson está de-
finida en la siguiente proposición.

Proposición 2.3. Sea h una función medible positiva, entonces el proceso exponencial

exp

{
−
∫ t

0

h(s) dNs + c

∫ t

0

(1− e−h(s)) ds

}
, t ≥ 0,

es una martingala con respecto a (Ft). En particular, tenemos la fórmula exponencial

E
[
exp

{
−
∫ t

0

h(s) dNs

}]
= exp

{
−c
∫ t

0

(1− e−h(s)) ds

}
.
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Demostración. Supongamos que h es una función simple, de la siguiente forma

h(t) =
n−1∑
i=0

hti1(ti,ti+1]

donde 0 = t0 < t1 < . . . < tn = t es una partición del intervalo [0, t] y hti es Fti-
medible. Verifiquemos la condición de martingala. Sea s < t y supongamos sin perdida
de generalidad que tj < s ≤ tj+1, entonces usando un argumento similar a la prueba
del resultado anterior vemos que para la martingala exponencial ξq, tomando a q igual
al valor hti para cada i, tenemos

E
[

exp

{
−
∫ t

0

h(u) dNu + c

∫ t

0

(1− e−h(u)) du

} ∣∣∣∣Fs]
= exp

{
c

∫ t

0

(1− e−h(u)) du

}
E

[
exp

{
−

n−1∑
i=0

hti(Nti+1
−Nti)

}∣∣∣∣∣Fs
]

donde el segundo factor corresponde a

E

[
exp

{
−

n−1∑
i=0

hti(Nti+1
−Nti)

}∣∣∣∣∣Fs
]

= E

[
exp

{
−

n−1∑
i=0

hti(Nti+1
−Nti)

}
exp{−htj(Ns −Ns)}

∣∣∣∣∣Fs
]

=

j−1∏
i=0

exp{−hti(Nti+1
−Nti)} exp{−htj(Ns −Ntj)}×

E

[
n−1∏
i=j+1

exp{−hti(Nti+1
−Nti)} exp{−htj(Ntj+1

−Ns)}

∣∣∣∣∣Fs
]

= exp

{∫ s

0

−h(u) dNu

} n−1∏
i=j+1

E
[
exp{−hti(Nti+1

−Nti)}
]
E
[
exp{−htj(Ntj+1

−Ns)}
]

= exp

{
−
∫ s

0

h(u) dNu

}
exp

{
−c
∫ t

s

(1− e−h(u)) du

}
y finalmente obtenemos

E
[

exp

{
−
∫ t

0

h(u) dNu + c

∫ t

0

(1− e−h(u)) du

} ∣∣∣∣Fs] = exp

{
−
∫ s

0

h(u) dNu + c

∫ s

0

(1− e−h(u)) du

}
Por lo tanto el proceso exponencial es martingala. A fin de extender este resultado
para cualquier h medible positiva, es suficiente aproximar a h por una sucesión (hn)n≥1

de funciones simples positivas tales que converjan a h, casi seguramente, y aplicar el
teorema de la convergencia monótona.

Concluimos esta sección con un criterio para la independencia de procesos de Poisson
que nos será de gran utilidad para lo que sigue.
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Proposición 2.4. Sean N y N ′ dos procesos (Ft)-Poisson. Los procesos son indepen-
dientes si y solo si nunca saltan simultáneamente, es decir

Nt −Nt− = 0 ó N ′t −N ′t− = 0 para toda t > 0 casi seguramente.

Es crucial en la proposición asumir que N y N ′ son procesos de Poisson en la misma
filtración, En otro caso, el resultado no es cierto. Por ejemplo, si definimos N ′t = N2t es
claro que N ′ sigue siendo un proceso de Poisson que nunca salta al mismo tiempo que
N y N ′ no es independiente de N .

Demostración. Primero, supongamos que N y N ′ son independientes y sea (τn)n≥1 los
tiempos de saltos sucesivos de N . Entonces∑

s>o

(∆Ns)(∆N
′
s) =

∑
n≥1

∆N ′τn c.s.

Por otro lado, para cada t fijo, tenemos que

E [∆N ′t ] = E [N ′t −N ′t− ]

= ĺım
s↑t

E [Nt −Ns]

= ĺım
s↑t

c(t− s)

= 0

Por lo tanto ∆N ′t = 0 c.s. para toda t.
Por la independencia de N ′ y (τn)n≥1 tenemos que

E

[∑
n≥1

∆N ′τn

]
= E

[∑
s>0

(∆Ns)(∆N
′
s)

]
=
∑
s>0

E [∆Ns]E [∆N ′s] = 0

Entonces ∆N ′τn = 0 c.s. para toda n ∈ N, i.e. cada vez que salta N , no lo hace N ′.

Para el regreso de la proposición necesitaremos del siguiente lema.

Lema 2.5. Sea M una martingala càdlàg de variación acotada y M ′ una martinga-
la càdlàg acotada en la misma filtración. Si M y M ′ nunca saltan simultáneamente
entonces MM ′ es una martingala.

Demostración. Para demostrar este lema, debido a la proposición (1.6.1), es suficiente
mostrar que para cualquier tiempo de paro T , tenemos

E [MTM
′
T ] = E [M0M

′
0] .

Tomemos, 0 = t0 < t1 < · · · < tk = A, una partición del intervalo [0, A] con T ≤ A c.s.
Entonces

MTM
′
T −M0M

′
0 =

∑
ti<T

Mti(M
′
ti+1
−M ′

ti
) +

∑
ti<T

M ′
ti

(Mti+1
−Mti)

+
∑
ti<T

(M ′
ti+1
−M ′

ti
)(Mti+1

−Mti).
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Si tomamos la esperanza de la igualdad anterior, es claro que la esperanza de los pri-
meros dos términos del lado derecho son iguales a 0, por lo que

E [MTM
′
T −M0M

′
0] = E

[∑
ti<T

(M ′
ti+1
−M ′

ti
)(Mti+1

−Mti)

]
.

Por otro lado, como M ′ esta acotado y M es de variación acotada, tenemos∣∣∣∣∣∑
ti<T

(M ′
ti+1
−M ′

ti
)(Mti+1

−Mti)

∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣∑
ti<T

(Mti+1
−Mti)

∣∣∣∣∣ ≤ CV A
0 (M) ≤ C ′,

donde V A
0 (M) es la variación total de M . Cuando la longitud del más grande de los

subintervalos en la partición tiende a 0, tenemos que

∑
ti<T

(M ′
ti+1
−M ′

ti
)(Mti+1

−Mti) −→
∑
s<T

(∆Ms)(∆M
′
s) = 0,

la convergencia se da por el hecho de que M (también recordemos que M es de variación
acotada) y M ′ son càdlàg y nunca saltan simultáneamente. Por lo tanto aplicando el
teorema de convergencia dominada, obtenemos el resultado.

Ahora, sean h y h′ dos funciones simples y definamos las martingalas exponenciales

Mt = exp

{
−
∫ t

0

h(s) dNs + c

∫ t

0

(1− e−h(s)) ds

}
,

y

M ′
t = exp

{
−
∫ t

0

h′(s) dN ′s + c′
∫ t

0

(1− e−h′(s)) ds
}
,

las cuales están definidas en la misma filtración. Ya que N y N ′ nunca saltan simultánea-
mente, las martingalas M y M ′ nunca saltan simultáneamente también y el producto
es una martingala por el lema anterior. Por lo que E [MtM

′
t ] = 1, lo cual implica que

E
[
exp

{
−
∫ t

0

h(s) dNs −
∫ t

0

h′(s) dN ′s

}]
= exp

{
−c
∫ t

0

(1− e−h(s)) ds− c′
∫ t

0

(1− e−h′(s)) ds
}

= E
[
exp

{
−c
∫ t

0

(1− e−h(s)) ds

}]
E
[
exp

{
−c′

∫ t

0

(1− e−h′(s)) ds
}]

,

y la independencia queda demostrada.
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2.1.2. Medidas de Poisson y procesos puntuales de Poisson

Definición 2.6. Sea (E, E , µ) un espacio medible donde µ es una medida σ-finita. Una
medida aleatoria de Poisson con medida de intensidad µ es una familia de variables
aleatorias M = {M(A), A ∈ E} definidas en algún espacio de probabilidad (Ω,F ,P)
tales que

i) Si B ∈ E es tal que µ(B) <∞, la variable aleatoria M(B) tiene una distribución
Poisson con parámetro µ(B), es decir,

P (M(B) = k)) =
µ(B)k

k!
e−µ(B), para k = 0, 1, . . .

Si µ(B) =∞, entonces M(B) =∞ c.s.

ii) Sea B1, B2, . . . , Bn una sucesión finita de conjuntos disjuntos dos a dos de E, las
variables aleatorias M(B1),M(B2), . . . ,M(Bn) son independientes.

Ejemplo. Sea E = R+, E = B(R) y µ = cλ, donde λ es la medida de Lebesgue y c > 0.
El proceso

t 7−→M([0, t]),

es un proceso de Poisson con parámetro c. De manera inversa, sea N un proceso de
Poisson con parámetro c = 1 y definimos

M(B) =

∫ ∞
0

1B(s) dNs,

la familia M es una medida aleatoria de Poisson.

Primero, por ser la familia M una medida aleatoria de Poisson sabemos que M([0, t])
es independiente de M([t, t+ s]) para todo s, t > 0, además

P (M([0, t]) = k) =
µ([0, t])k

k!
e−µ([0,t]) =

(ct)k

k!
e−ct,

y

P
(
M([t, t+ s]) = k̂

)
=
µ([t, t+ s])k̂

k̂!
e−µ([t,t+s]) =

(cs)k̂

k̂!
e−cs = P

(
M([0, s]) = k̂

)
por lo tanto

t 7−→M([0, t]),

es un proceso de Poisson.

Ahora, veamos que la familia M definida por M(B) =

∫ ∞
0

1B(s) dNs es una medida

aleatoria de Poisson. Sea B ∈ E tal que µ(B) = λ(B) < ∞, q ≥ 0, por la martingala
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exponencial tenemos

E [exp {−M(B)q}] = E
[
exp

{
−
∫ ∞

0

q1B(s) dNs

}]
= exp

{
−
∫ ∞

0

(1− e−q1B(s)) ds

}
= exp

{
−
∫ ∞

0

(1− e−q)1B(s) ds

}
= exp

{
−λ(B)(1− e−q)

}
que resulta ser la transformada de Laplace de una v.a. de Poisson con parámetro λ(B).

Si λ(B) = ∞, entonces existe una sucesión B1 ⊂ B2 ⊂ . . . tal que
⋃
n∈N

Bn = B y

λ(Bn) < ∞ para toda n ∈ N, por lo que la sucesión (1Bn)n≥1 es creciente, positiva y
converge a 1B, por lo tanto aplicando el teorema de la convergencia monótona obtene-
mos que M(B) =∞.

Ahora, sea B1, B2, . . . , Bn una sucesión finita de conjuntos disjuntos dos a dos de E ,
definimos M = (M(B1),M(B2), . . . ,M(Bn)) y Q = (q1, q2, . . . , qn) con qi ≥ 0 para toda
i veamos que las v.a. M(Bi) son independientes

E [exp {−〈Q,M〉}] = E

[
exp

{
−

n∑
i=1

qiM(Bi)

}]

= E

[
exp

{
−
∫ ∞

0

n∑
i=1

qi1Bi(s) dNs

}]

= exp

{
−
∫ ∞

0

(1− e−
∑n
i=1 qi1Bi (s)) ds

}
= exp

{
−

n∑
i=1

∫ ∞
0

(1− e−qi)1Bi(s) ds

}

= exp

{
−

n∑
i=1

(1− e−qi)λ(Bi)

}

=
n∏
i=1

E [exp {−M(Bi)q}]

Por lo tanto la familia M es una medida aleatoria de Poisson.

Debido a su definición y por la Proposición 1.4, las medidas aleatorias de Poisson
satisfacen las siguientes propiedades:

Proposición 2.7 (Propiedad de Superposición). Sea (µn, n ≥ 1) una sucesión de
medidas σ-finitas y definamos µ =

∑
n≥1 µn. Si µ es también una medida σ-finita y
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M (1),M (2), . . . son medidas aleatorias de Poisson independientes con medidas de inten-
sidad µ1, µ2, . . . respectivamente, entonces M =

∑
n≥1M

(n) es una medida aleatoria de
Poisson con medida de intensidad µ.

Demostración. Primero, sea B ∈ E , supongamos que µ(B) < ∞ y fijémonos en la
transformada de Laplace de M(B). Sea q ≥ 0, por el teorema de convergencia dominada
y la continuidad de la función exponencial

E [exp {−M(B)q}] = E

[
exp

{
− ĺım

n→∞

n∑
i=1

M (i)(B)q

}]

= ĺım
n→∞

E

[
exp

{
−

n∑
i=1

M (i)(B)q

}]

= ĺım
n→∞

exp

{
−

n∑
i=1

µi(B)(1− e−q)

}
= exp

{
−µ(B)(1− e−q)

}
por lo tanto la transformada de Laplace corresponde a la de una v.a. de Poisson con
parámetro µ(B).

Si µ(B) = ∞ y µi(B) < ∞ para toda i, tenemos entonces que ĺım
n→∞

n∑
i=1

µi(B) = ∞,

además, sea q > 0 por continuidad

1 = ĺım
n→∞

exp

{
−

n∑
i=1

µi(B)(1− e−q)

}

= E

[
exp

{
− ĺım

n→∞

n∑
i=1

M (i)(B)q

}]

si y solo si M(B) = ĺım
n→∞

n∑
i=1

M (i)(B) =∞.

En el caso de que µi(B) =∞ p.a. i, entonces M (i)(B) =∞ y por lo tanto M(B) =∞.

Ahora, sea B1, B2, . . . , Bn una sucesión finita de conjuntos disjuntos dos a dos de E ,
sabemos que para toda k ∈ N, M (k)(B1),M (k)(B2), . . . ,M (k)(Bn) son independientes,
entonces∑

k≥1

M (k)(B1),
∑
k≥1

M (k)(B2), . . . ,
∑
k≥1

M (k)(Bn) son independientes

Por lo tanto M es una medida aleatoria de Poisson con intensidad µ.
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Proposición 2.8 (Propiedad de Divisibilidad). Sea M una medida aleatoria de
Poisson en (E, E), con intensidad µ y (Bi) una sucesión de conjuntos disjunta dos a dos
de conjuntos de E, entonces las restricciones M |B1

, M |B2
, . . . son medidas aleatorias

de Poisson independientes con intensidad µ(· ∩B1), µ(· ∩B2), . . . respectivamente.

Demostración. Primero veamos que M |Bi es medida aleatoria de Poisson para toda
i ∈ N.
Sea A ∈ E tal que µ(A ∩Bi) <∞, entonces

P
(
M |Bi (A) = k

)
= P (M(A ∩Bi) = k) =

µ(A ∩Bi)
k

k!
e−µ(A∩Bi),

si µ(A ∩Bi) =∞, entonces M |Bi (A) = M(A ∩B1) =∞.
Sea A1, A2, . . . , An una sucesión finita de conjuntos disjuntos dos a dos de E , entonces
la sucesión A1 ∩ Bi, A2 ∩ Bi, . . . , An ∩ Bi es también una sucesión finita de conjuntos
disjuntos dos a dos, por lo que

M |Bi (A1) = M(A1 ∩Bi), . . . , M |Bi (An) = M(An ∩Bi) son independientes.

Esto implica que M |Bi es una medida de Poisson para toda i. Ahora veamos que (M |Bi)
son independientes, para ello consideramos a C ∈ E , notemos que la sucesión C ∩Bi es
disjunta dos a dos, por tanto

M |B1
(C) = M(C ∩B1), . . . , M |Bn (C) = M(C ∩Bn) son independientes.

Proposición 2.9 (Propiedad de la Imagen). Sea f : (E, E) −→ (G,G) una función
medible, µ una medida σ-finita en (E, E) y γ la medida imagen de µ inducida por f .
Suponemos también que γ es σ-finita. Si M es una medida aleatoria de Poisson en
(E, E) con medida de intensidad µ y si definimos

M ◦ f−1(C) = M(f−1), para C ∈ G

Entonces M ◦ f−1 es una medida aleatoria de Poisson con medida de intensidad γ.

Demostración. Sea C ∈ G tal que γ(C) <∞,

P
(
M ◦ f−1(C) = k

)
= P

(
M(f−1(C)) = k

)
=
µ(f−1(C))k

k!
e−µ(f−1(C))

=
γ(C)k

k!
e−γ(C).

Si γ(C) =∞, entonces M(f−1(C)) =∞.

Sea C1, C2, . . . , Cn una sucesión finita de conjuntos disjuntos dos a dos de G, entonces
la sucesión finita de imágenes inversas f−1(Ci) es ajena dos a dos para i = 1, 2, . . . , n,
por lo que
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M(f−1(C1)),M(f−1(C2)), . . . ,M(f−1(Cn)) son independientes.

Por lo tanto M ◦ f−1 es una medida aleatoria de Poisson con intensidad γ.

Fijémonos ahora en la construcción de medidas aleatorias de Poisson. Primero, supon-
gamos que µ(E) <∞ y definamos la medida de probabilidad

ρ(B) =
µ(B)

µ(E)
, para B ∈ E .

Tomemos (ξn)n≥1, una sucesión de variables aleatorias independientes identicamente
distribuidas con ley ρ y a N una variable aleatoria de Poisson con parámetro µ(E) que
sea independiente de (ξn)n≥1.

Ahora, definamos a la medida aleatoria

M(dx) =
N∑
i=1

δξi(dx),

donde δy es la medida de Dirac en y. Observemos que la medida aleatoria M es una
medida de conteo, i.e. para cualquier B ∈ E

M(B) = card {i ≤ N : ξi ∈ B} ,

aún más, M es una medida aleatoria de Poisson con intensidad µ.

Primero verifiquemos la construcción para el caso finito, por simplicidad escogemos
µ(E) = 1. Calculando la distribución de M(B), para B ∈ E tenemos

P (M(B) = k) =
∞∑
n=k

P

(
N∑
i=1

1{ξi∈B} = k|N = n

)
P (N = n) .

Como (1{ξi∈B}, i ≥ 1) es una sucesión de variables aleatorias Bernoulli con parámetro
µ(B), entonces

P (M(B) = k) =
∞∑
n=k

e−1

n!

(
n

k

)
µ(B)k(1− µ(B))n−k

=
µ(B)k

k!
e−1

∞∑
r=0

(1− µ(B))r

r!

=
µ(B)k

k!
e−µ(B).

Ahora, demostremos la independencia (propiedad (ii)). Sea B y B′ dos conjuntos ajenos
en E , sea un proceso de Poisson (Nt)t≥0 con parámetro 1 (o µ(E)) que es independiente
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de (ξn)n≥1 y definimos Xt = ξNt , y sea (Ft) la filtración natural de X = (Xt)t≥0.
Definimos a los procesos de conteo

NB
t = card{i ≤ Nt : ξi ∈ B} y NB′

t = card{i ≤ Nt : ξi ∈ B′}

Veamos que NB
t y NB′

t son procesos de Poisson, sean t, s ≥ 0 entonces revisemos que
tienen incrementos estacionarios

NB
t+s −NB

t =

Nt+s∑
i=1

δξi(B)−
Nt∑
i=1

δξi(B)

=

Nt+s∑
i=Nt+1

δξi(B)

=

Nt+s−Nt∑
i=1

δξNt+i(B)

L
=

Ns∑
i=1

δξi(B) = NB
s ,

análogamente para NB′
t .

Además, ya demostramos que tienen un distribución de Poisson debido a su definición y
es claro que tienen incrementos independientes por lo que NB

t y NB′
t son procesos (Ft)-

Poisson. Debido a que B y B′ son ajenos, NB
t y NB′

t nunca saltan simultáneamente y
por lo tanto son independientes, fijando t =1 (NB

1 = M(B), NB′
1 = M(B′)) obtenemos

que M es una medida aleatoria de Poisson.

Para el caso σ-finito, escogemos una partición (Bn, n ≥ 1) de E con Bn ∈ E y µ(Bn) <
∞ para toda n ∈ N. Por el caso finito, para toda n ∈ N existe Mn(A) con intensidad
µ(A) para todo A ∈ E|Bn y definimos

M(A) =
∑
n≥1

Mn(A ∩Bn) para A ∈ E ,

por lo tanto por la propiedad de superposición M es medida aleatoria de Poisson.

Proposición 2.10 (Fórmula de Campbell). Sea f : E −→ R medible y M una medida
aleatoria de Poisson con intensidad µ. Definimos

< M, f >=

∫
E

f(x) dM(x),

entonces

E [exp {− < M, f >}] = exp

{
−
∫
E

(1− e−f(x)) dµ(x)

}
.
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Demostración. Supongamos primero que µ(E) <∞ y que f es una función simple, i.e.

f(x) =
∞∑
i=1

ci1{x∈Bi}, ci ≥ 0 y (Bi) una partición de E.

Veamos primero que< M, f > está bien definido, es claro que< M, f >=
∑∞

i=1 ciM(Bi),
y por la construcción anterior tenemos

< M, f >=
∞∑
i=1

ciM(Bi) =
N∑
j=1

f(ξj),

donde (ξn)n≥1 es una sucesión de v.a identicamente distribuidas con ley ρ(·) = µ(·)/µ(E)
y N es una v.a. de Poisson con parámetro µ(E) que es independiente de (ξn)n≥1. Por
lo tanto

E [exp {− < M, f >}] = E

[
exp

{
−

N∑
i=1

f(ξi)

}]

=
∞∑
k=0

E
[
e−f(ξ1)···ef(ξk)

] µ(E)k

k!
e−µ(E)

=
∞∑
k=0

(∫
E

e−f(x) dµ(x)

µ(E)

)k
µ(E)k

k!
e−µ(E)

= exp

{
−
∫
E

(1− ef(x)) dµ(x)

}
,

observando además que lo anterior demuestra que < M, f > está bien definido.

Para demostrar la fórmula de Campbell para cualquier función medible positiva, defi-
nimos la integral < M, f > por aproximación. Definamos

fn(x) =
k

2n
en

{
x :

k

2n
≤ f(x) <

k + 1

2n

}
.

Entonces, es claro que fn converge a f y aplicando el teorema de la convergencia monóto-
na, obtenemos

< M, f >= ĺım
n→∞

< M, fn >,

que implica

E [exp {− < M, f >}] = exp

{
−
∫
E

(1− e−f(x)) dµ(x)

}
.

Nos ocupamos ahora del caso cuando µ(E) =∞. Sea (Bn)n≥1 una sucesión de conjuntos

ajenos en E ta que µ(Bn) <∞ para toda n ∈ N. Para cada n ≥ 1, definimos En =
⋃
k≤n

Bk
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y tomamos la restricción Mn = M |En . Sea f ≥ 0 medible, entonces por definición

< Mn, f >=

∫
E

f(x)1{En}(x) dMn(x),

satisface la fórmula de Campbell. Ya que En converge de manera creciente a E cuando
n se va a ∞ , es claro que f1{En} converge a f y que (1 − e−f(x))1{En} converge a
(1 − e−f(x)) de manera creciente. Por lo tanto, para finalizar, aplicamos el teorema de
convergencia monótona nuevamente, y obtenemos

E [exp {− < M, f >}] = ĺım
n→∞

E [exp {− < Mn, f >}]

= ĺım
n→∞

exp

{
−
∫
En

(1− e−f(x)) dµ(x)

}
= exp

{
−
∫
E

(1− e−f(x)) dµ(x)

}
,

lo cual deseábamos probar.

Ahora, introducimos M una medida aleatoria de Poisson en [0,∞)×E con medida de
intensidad λ⊗µ, donde λ es la medida de Lebesgue en [0,∞) y µ es una medida σ-finita
en E.

Lema 2.11. Casi seguramente, para toda t ≥ 0

M ({t} × E) = 0 ó 1.

Demostración. Primero supongamos que µ(E) < ∞. Para n ≥ 1, por la propiedades
de estacionariedad e independencia de M

P
(
∃k ≤ 2n : M

(
[(k − 1)2−n, k2−n)× E

)
≥ 2
)
≤

n∑
k=1

P
(
M
(
[(k − 1)2−n, k2−n)× E

)
≥ 2
)

= 2nP
(
M
(
[0, 2−n)× E

)
≥ 2
)
.

Por otro lado

P
(
M
(
[0, 2−n)× E

)
≥ 2
)

= 1− e−2−nµ(E) − 2−nµ(E)e−2−nµ(E) ≤ (2−nµ(E))2,

implicando que

P
(
∃k ≤ 2n : M

(
[(k − 1)2−n, k2−n)× E

)
≥ 2
)
≤ 2−nµ2(E).

Haciendo a n tender a ∞ obtenemos el resultado.
Probemos ahora el resultado cuando µ(E) = ∞. Sea (Bn)n≥1 una sucesión de conjun-
tos ajenos en E tal que µ(Bn) < ∞ para toda n ∈ N. Para cada n ≥ 1, definimos

En =
⋃
k≤n

Bk y la función fn(x) = 1{{t}×En} y notemos que casi seguramente, para toda

t ≥ 0

< M, fn >=

∫
[0,∞)×E

1{{t}×En} dM(x) = M ({t} × En) ≤ 1,
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ya que µ(En) < ∞. Por otro lado, la sucesión (fn)n≥1 es creciente y converge a f =
1{{t}×E}. Luego, aplicando el teorema de convergencia monótona, tenemos que

M({t} × E) =< M, f >= ĺım
n→∞

< M, fn >= ĺım
n→∞

M({t} × En) ≤ 1,

que se satisface casi seguramente para toda t ≥ 0, ya que

A = {ω ∈ Ω : para toda t ≥ 0, < M, f >≤ 1}
cumple que

A =
⋂
n≥1

{ω ∈ Ω : para toda t ≥ 0, < M, fn >≤ 1} ,

y cada uno de estos conjuntos tienen probabilidad igual que 1.

Si M({t} × E) = 1, entonces existe uno y solo un punto ∆t ∈ E tal que

M |{t}×E = δ(t,∆t).

Si M({t} × E) = 0, entonces no definimos ∆t ∈ E.

Definición 2.12. El proceso definido por ∆ = (∆t)t≥0 es un proceso de Poisson puntual
con medida caracteŕıstica µ.

Lema 2.13. Sea B ∈ E tal que 0 < µ(B) <∞ y definimos

TB = ı́nf{t ≥ 0 : ∆t ∈ B}.
Entonces, TB y ∆TB son variables aleatorias independientes. La distribución de TB es
una v.a. exponencial con parámetro µ(B) y la de ∆TB esta dada por µ(· ∩B)/µ(B).

Demostración. Sea A ⊂ B. Un sencillo cálculo muestra que

P (TB ≤ t,∆TB ∈ A) = P
(
TA < TB\A, TA ∧ TB\A ≤ t

)
.

Por otro lado, es claro que TA es el primer salto del proceso de Poisson NA definido por

NA
t = card{s ≤ t : ∆s ∈ A},

por lo cual TA tiene una distribución exponencial con parámetro µ(A). Ya que A y
B \A son ajenos, TA y TB\A son variables aleatorias independientes exponenciales con
parámetros µ(A) y µ(B)− µ(A), respectivamente. Por lo tanto,

P (TB ≤ t,∆TB ∈ A) = P
(
TA < TB\A, TA ∧ TB\A ≤ t

)
= P

(
TA < TB\A, TA ≤ t

)
= E

[
E
[

1{TA<TB\A,TA≤t}

∣∣∣TA]]
= E

[
1{TA≤t}E

[
1{TA<TB\A}

∣∣∣TA]]
= E

[
1{TA≤t}e

−(µ(B)−µ(A))TA
]

=
µ(A)

µ(B)
(1− e−tµ(B)),

obteniendo el resultado deseado.
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2.2. Subordinadores

Los subordinadores son una extensión de la noción de los procesos de Poisson puntuales
y generalmente, son definidos como sigue.

Definición 2.14. Un subordinador es un proceso estocástico que toma valores en [0,∞)
con trayectorias càdlàg (i.e. continuas por la derecha y con ĺımites por la izquierda) y
tal que tiene incrementos homogéneos e independientes.

Es importante notar que los subordinadores tienen trayectorias crecientes. También
estamos interesados en los subordinadores matados que son un poco más generales que
los subordinadores. Con mayor exactitud, sea σ = (σt)t≥0 un subordinador y e = eq
tiempo exponencial independiente con parámetro q ≥ 0, el proceso σ(q) que toma valores
en [0,∞) y definido por

σ
(q)
t =

{
σt si t ∈ [0, e)
∞ si t ∈ [e,∞)

es llamada un subordinador matado con tasa q. De hecho cualquier proceso continuo
por la derecha no-decreciente X = (Xt)t≥0 que tome valores en [0,∞) es un subordina-
dor matado con tasa q si y solo si P (Xt <∞) = e−qt y condicionando sobre Xt < ∞,
el incremento Xt+s −Xt es independiente de (Xu, 0 ≤ u ≤ t) y tiene la misma ley que
Xs.
Notemos que el proceso de Poisson es un subordinador cuyos saltos son iguales a uno.

Usando la descomposición

σn = σ1 + (σ2 − σ1) + . . .+ (σn − σn−1),

la independencia y homogeneidad de los incrementos de σ, observamos que la transfor-
mada de Laplace de σn satisface

E
[
e−qσn

]
= (E [eqσ1 ])n q ≥ 0.

Además si t es un número racional, tenemos

E
[
e−qσt

]
=
(
E
[
e−qσ1

])t
q ≥ 0.

Por la continuidad por la derecha de las trayectorias, esta última igualdad es válida
para una t ≥ 0 arbitraria. Ahora, si

E
[
e−qσ1

]
= e−Φ(q) para toda q ≥ 0,

para una función Φ : R+ −→ R+ llamada el exponente de Laplace, entonces

E
[
e−qσt

]
= e−tΦ(q) para toda t, q ≥ 0.
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Una pregunta natural es: ¿Cuáles son las funciones Φ que aparecen como el exponente
de Laplace de un subordinador?

Teorema 2.15 (De Finetti, Lévy, Khintchine). (i) Si Φ es el exponente de Laplace
de un subordinador σ = (σt)t≥0, entonces existe un único par (k, d) de reales

no negativos y una única medida Π con soporte en (0,∞), que satisface

∫
(1 ∧

x) dΠ(x) <∞, tal que para toda λ ≥ 0

Φ(λ) = k + dλ+

∫
(0,∞)

(1− e−λx) dΠ(x). (2.1)

(ii) De manera inversa, cualquier función Φ que pueda ser expresada de la forma (1.1)
es el exponente de Laplace de un subordinador.

La ecuación (2.1) se conoce como la fórmula de Lévy-Khintchine; uno llama a k la tasa
de muerte, d la deriva y Π la medida de Lévy de σ.

Demostración. (i) Para cualquier t > 0, tenemos que

E
[
e−λσt

]
= e−tΦ(λ).

Notemos que Φ puede ser expresado como sigue

Φ(λ) = ĺım
n→∞

n(1− e−Φ(λ)/n) y 1− eΦ(λ)/n = E
[
1− e−λσ1/n

]
.

Ahora, definimos F n(x) = nP
(
σ1/n > x

)
, x > 0 y notemos que∫

(0,∞)

e−λxF n(x) dx =

∫
(0,∞)

e−λxnP
(
σ1/n > x

)
dx

= n

∫
(0,∞)

e−λx
∫ ∞
x

P
(
σ1/n ∈ dy

)
dx

= n

∫ ∞
0

∫ y

0

e−λx dxP
(
σ1/n ∈ dy

)
=
n

λ

∫ ∞
0

(1− e−λy)P
(
σ1/n ∈ dy

)
=
n

λ
E
[
1− e−λσ1/n

]
=
n

λ
(1− e

Φ(λ)
n ),

entonces
Φ(λ)

λ
= ĺım

n→∞

∫
(0,∞)

e−λxF n(x) dx.

Por lo cual (F n(x)dx, n ≥ 1) converge vagamente a una medida dada en [0,∞) cuando
n tiende a ∞. Ya que cada función F n decrece, el ĺımite tiene necesariamente la forma

dδ0(dx) + Λ(x)dx,
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donde d ≥ 0, Λ es una función no creciente. En consecuencia

Φ(λ)

λ
= d+

∫
(0,∞)

e−λxΛ(x) dx,

donde integrando por partes obtenemos,

∫
(0,∞)

e−λxΛ(x) dx = Λ(x)

(
1− e−λx

λ

)∣∣∣∣∞
0

−
∫ ∞

0

(
1− e−λx

λ

)
dΛ(x)

=
Λ(∞)

λ
− 1

λ

∫ ∞
0

(1− e−λx) dΛ(x)

por lo que con k = Λ(∞) y Π(dx) = −dΛ(x) en (0,∞) obtenemos (2.1). Para finalizar
la prueba verifiquemos la condición sobre la medida Π establecida anteriormente,∫

(0,∞)

(1 ∧ x) dΠ(x) =

∫ 1

0

x dΠ(x) +

∫ ∞
1

dΠ(x)

=

∫ 1

0

x dΠ(x)−
∫ ∞

1

dΛ(x)

=

∫ 1

0

x dΠ(x) + Λ(1)− Λ(∞)

como Λ(x) es no creciente, Λ(∞) <∞, además

∫ 1

0

x dΠ(x) ≤
∫ 1

0

(1− e−λx) dΠ(x) ≤ Φ(λ) <∞,

por lo tanto ∫
(0,∞)

(1 ∧ x) dΠ(x) <∞.

(ii)Consideremos un proceso puntual de Poisson ∆ = (∆t, t ≥ 0) con valores en
[0,∞] y con medida caracteŕıstica Π + kδ∞. Esto significa que para cualquier bore-
liano B ⊆ (0,∞], el proceso de conteo NB

t = card{s ∈ [0, t] : ∆s ∈ B} es un proceso
de Poisson con intensidad Π(B) + kδ∞(B), y para borelianos ajenos corresponden pro-
cesos de Poisson independientes. En particular, el instante del primer punto al infinito,
T∞ = ı́nf{t ≥ 0 : ∆t = ∞}, tiene una distribución exponencial con parámetro k
(T∞ = ∞, si k = 0), y es independiente del proceso puntual de Poisson restringido a
(0,∞). Además, éste último es un proceso puntual de Poisson con medida caracteŕıstica
Π.

Definimos Σ = (Σt, t ≥ 0) como

Σt = dt+
∑

0≤s≤t

∆s.
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La condición
∫

(1 ∧ x) dΠ(x) asegura que si t < T∞ entonces Σt < ∞ c.s. Observemos
que Σ es un proceso creciente, continuo por la derecha y que inicia en 0, con tiempo de
vida T∞, y sus incrementos son estacionarios e independientes sobre [0, T∞]. En otras
palabras, Σ es un subordinador. Finalmente, la fórmula de Campbell da como resultado
que para toda λ, t ≥ 0,

E [exp{−λΣt}] = exp

{
−t
(
k + dλ+

∫
(0,∞)

(1− eλx) dΠ(x)

)}
,

lo cual muestras que el exponente de Laplace de Σ esta dado por (2.1).

La prueba de la fórmula de Lévy-Khintchine nos da también una interpretación proba-
bilista como se puede ver en el siguiente corolario.

Corolario 2.16 (Descomposición de Lévy-Itô). Uno tiene casi seguramente, para toda
t ≥ 0:

σt = dt+
∑

0≤s≤t

∆s,

donde ∆ = (∆s : s ≥ 0) es un proceso puntual de Poisson con valores en (0,∞] y medida
caracteŕıstica Π + kδ∞. El tiempo de vida de σ esta dado por ζ = ı́nf{t ≥ 0 : ∆t =∞}.
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Caṕıtulo 3

Procesos de Lévy espectralmente
negativos

3.1. Introducción

Sean B = (Bt, t ≥ 0) un movimiento browniano estándar y σ = (σt, t ≥ 0) un subordi-
nador sin deriva independiente de B. Definimos al proceso X = (Xt, t ≥ 0) como

Xt = ct+ βBt − σt con c > 0, β ≥ 0. (3.1)

Observemos que si β = 0 y σ es un proceso de Poisson compuesto, es decir, σ es de la
forma

σt =
Nt∑
n=1

Yn,

donde N = (Nt, t ≥ 0) es un proceso de Poisson de parámetro λ y Y1, Y2, . . . una sucesión
de variables aleatorias independientes identicamente distribuidas e independientes de
N , entonces

Xt = ct−
Nt∑
n=1

Yn con c > 0, t ≥ 0,

representa el modelo clásico de ruina de Cramér-Lundberg empezando en 0, donde in-
terpretamos a ct como la entrada por primas hasta el tiempo t con c constante positiva
y Yj el monto de la j−ésima reclamación.

Debido a lo anterior, podemos interpretar a X = (Xt, t ≥ 0) definido por (3.1) como el
modelo de ruina generalizado de Crámer-Lundberg, donde nuevamente ct es la entrada
por primas hasta el tiempo t con c constante positiva, Bt es el comportamiento del ca-
pital inicial y las primas invertidas en el mercado al tiempo t afectado por la volatidad
β del mercado y σt el monto de las reclamaciones al tiempo t.
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3.2. Exponente de Laplace

Observemos ahora al exponente de Laplace correspondiente al proceso X,

E
[
e−λXt

]
= E

[
e−λ(ct+βBt−σt)

]
= exp

{
−t
(
λc+

β2λ2

2
− φ(λ)

)}
= exp {−tΦ(λ)},

donde

φ(λ) =

∫
(0,∞)

(1− e−λx) dΠ(x),

entonces

Φ(λ) = λc+
β2λ2

2
−
∫

(0,∞)

(1− e−λx) dΠ(x).

Revisaremos algunas de las propiedades de la función Φ : [0,∞) 7−→ R. Primero de-
mostraremos que Φ(λ) es una función convexa. Sean λ1, λ2 ≥ 0 y α ∈ [0, 1],

Φ(αλ1 + (1− α)λ2) = lnE
[
eαλ1X1e(1−α)λ2X1

]
.

Por otro lado, de la desigualdad de Hölder con p =
1

α
y q =

1

(1− α)
,

E
[
eαλ1X1e(1−α)λ2X1

]
≤
(
E
[
eλ1X1

])α (E [eλ2X1
])(1−α)

entonces

Φ(αλ1 + (1− α)λ2) = lnE
[
eαλ1X1e(1−α)λ2X1

]
≤ α ln

(
E
[
eλ1X1

])
+ (1− α) ln

(
E
[
eλ2X1

])
= αΦ(λ1) + (1− α)Φ(λ2),

por lo tanto Φ es convexa.

Por ser (σt)t≥0 un subordinador sin deriva y gracias al teorema de convergencia domi-
nada,

ĺım
λ→∞

φ(λ)

λ
= ĺım

λ→∞

∫
(0∞)

e−λxΠ(x) dx = 0, donde Π(x) = Π(x,∞)

entonces,

ĺım
λ→∞

Φ(λ)

λ2
=
β2

2
,

por lo que, Φ(λ) = O(λ2).

Ahora definamos la función inversa generalizada de Φ como,

Φ−1(λ) = ı́nf {s ≥ 0 : Φ(s) ≥ λ}

para cada λ ≥ 0. Por la convexidad de Φ resulta que Φ−1(0) es la ráız más grande de
Φ, además si Φ−1(0) > 0 entonces el cero y Φ−1(0) son las dos únicas ráıces.
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3.3. Procesos de Lévy espectralmente negativos

Definimos ahora una clase general de procesos estocásticos llamados procesos de Lévy,
y veamos que X pertenece a ésta clase.

Definición 3.1 (Proceso de Lévy). Un proceso Z = (Zt : t ≥ 0) definido sobre un
espacio de probabilidad (Ω,F ,P) se dice que es un proceso de Lévy si posee las siguiente
propiedades:

i) Las trayectorias de Z son continuas por la derecha casi seguramente con ĺımites
por la izquierda.

ii) P (Z0 = 0) = 1.

iii) Para 0 ≤ s ≤ t, Zt − Zs tiene la misma distribución que Zt−s.

iv) Para 0 ≤ s ≤ t, Zt − Zs es independiente de Gs = σ(Zu : u ≤ s).

Observemos que la propiedad (iv) es equivalente a probar que para todo 0 < t1 < t2 <
. . . < tn ≤ s la variables aleatorias Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1 son independientes,
debido a la versión funcional del lema de clases monótonas.

Proposición 3.2. El proceso X = (Xt, t ≥ 0) definido en (3.1) es un proceso de Lévy.

Demostración. Es claro que el proceso X al tiempo t = 0 es identicamente 0 casi segura-
mente, por lo que basta mostrar que tiene incrementos independientes y estacionarios.
Sean t, s ≥ 0, por ser (Bt)t≥0 un movimiento browniano y (σt)t≥0 un subordinador
tenemos

Xt+s −Xs = c(t+ s) + βBt+s − σt+s − (cs+ βBs − σs)
= ct+ β(Bt+s −Bs)− (σt+s − σt)
L
= ct+ βBt − σt
= Xt

por lo tanto el proceso es estacionario.
Para mostrar la independencia de los incrementos es suficiente probar que para todo
0 < t1 < t2 < . . . < tn las variables aleatorias Xt1 , Xt2 − Xt1 , . . . , Xtn − Xtn−1 son
independientes, es decir

E

[
exp

{
λ

n∑
i=i

(Xti −Xti−i)

}]
=

n∏
i=1

E
[
exp

{
λ(Xti −Xti−i)

}]
, λ ≥ 0.

Entonces, debido a los incrementos independientes de B y de σ y a la independencia
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entre los mismos, tenemos que

E

[
exp

{
λ

n∑
i=i

(Xti −Xti−i)

}]

= E

[
exp

{
λ

n∑
i=i

[
(cti − βBti − σti)− (cti−1 − βBti−1

− σti−1
)
]}]

= E

[
exp

{
λ

n∑
i=1

[
c(ti − ti−1)− β(Bti −Bti−1

)− (σti − σti−1
)
]}]

=
n∏
i=1

E
[
exp

{
λ(Xti −Xti−i)

}]
,

por lo tanto el proceso X es un proceso de Lévy.

Definición 3.3. Sea x ∈ [0,∞) definimos Px(·) = P (· |X0 = x), por lo que Px es la ley
del proceso X + x. En particular P0 = P.

A continuación veremos que el proceso X satisface la propiedad fuerte de Markov.

Teorema 3.4. Supongamos que τ es un tiempo de paro y sea Fs = σ(Xu : u ≤ s).

Definimos en {τ <∞} el proceso X̃ = (X̃t, t ≥ 0) donde

X̃t = Xτ+t −Xτ , t ≥ 0.

Entonces bajo el evento {τ <∞} el proceso es independiente de Fτ y tiene que misma
ley de X.

Demostración. Como una distribución finito dimensional determina la ley de un proceso
estocástico, basta probar que para cualquier F : Rn 7−→ R continua y acotada, H ∈ Fτ
y 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn

E
[
F
(
Xτ+t1 −Xτ , Xτ+t2 −Xτ+t1 , . . . , Xτ+tn −Xτ+tn−1

)
;H ∩ {τ <∞}

]
= E

[
F
(
Xt1 , Xt2−t1 , . . . , Xtn−tn−1

)]
P (H ∩ {τ <∞}) .

Con este fin, definimos una sucesión de tiempos de paro {τ (n) : n ≥ 1} por

τ (n) =

{
k2−n si (k − 1)2−n < τ ≤ k2−n para k = 1, 2, . . .
0 si τ = 0.

Debido a los incrementos independientes y estacionarios de X, junto con el hecho de
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H ∩ {τ (n) = k2−n} ∈ Fk2−n obtenemos

E
[
F
(
Xτ (n)+t1 −Xτ (n) , Xτ (n)+t2 −Xτ (n)+t1 , . . . , Xτ (n)+tn −Xτ (n)+tn−1

)
;H ∩ {τ (n) <∞}

]
=
∑
k≥0

E
[
F
(
Xτ (n)+t1 −Xτ (n) , . . . , Xτ (n)+tn −Xτ (n)+tn−1

)
;H ∩ {τ (n) = k2−n}

]
=
∑
k≥0

E
[
F
(
Xk2−n+t1 −Xk2−n , . . . , Xk2−n+tn −Xk2−n+tn−1

)
;H ∩ {τ (n) = k2−n}

]
=
∑
k≥0

E
[
1{H∩{τ (n)=k2−n}}E

[
F
(
Xk2−n+t1 −Xk2−n , . . . , Xk2−n+tn −Xk2−n+tn−1

)∣∣Fk2−n
]]

=
∑
k≥0

P
(
H ∩ {τ (n) = k2−n}

)
E
[
F
(
Xt1 , Xt2−t1 , . . . , Xtn−tn−1

)]
= E

[
F
(
Xt1 , Xt2−t1 , . . . , Xtn−tn−1

)]
P
(
H ∩ {τ (n) <∞}

)
Las trayectorias de X son continuas por la derecha casi seguramente y τ (n) ↓ τ cuando
n tiende a infinito, entonces Xτ (n)+s → Xτ+s casi seguramente para toda s ≥ 0 cuando
n tiende a infinito. Se sigue del teorema de convergencia dominada que

E
[
F
(
Xτ+t1 −Xτ , Xτ+t2 −Xτ+t1 , . . . , Xτ+tn −Xτ+tn−1

)
;H ∩ {τ <∞}

]
= ĺım

n→∞
E
[
F
(
Xτ (n)+t1 −Xτ (n) , . . . , Xτ (n)+tn −Xτ (n)+tn−1

)
;H ∩ {τ (n) <∞}

]
= ĺım

n→∞
E
[
F
(
Xt1 , Xt2−t1 , . . . , Xtn−tn−1

)]
P
(
H ∩ {τ (n) <∞}

)
= E

[
F
(
Xt1 , Xt2−t1 , . . . , Xtn−tn−1

)]
P (H ∩ {τ <∞})

mostrando que X̃ es independiente de Fτ bajo el evento {τ <∞} y tiene la misma ley
que X.

Ahora que contamos con la propiedad fuerte de Markov para el proceso X enunciamos
el siguiente resultado.

Teorema 3.5. Para x ≥ 0 definimos al primer tiempo de pasada por arriba del nivel x
como

Tx = ı́nf{t ≥ 0 : St ≥ x},
donde St = supu∈[0,t] Xu. Entonces, el proceso T = (Tx, x ≥ 0) es un subordinador con
exponente de Laplace Φ−1(·), matado en un tiempo exponencial en el caso que X deriva
hacia −∞.

Demostración. Notemos que

Tx = ı́nf{t ≥ 0 : St ≥ x} = ı́nf{s ≥ 0 : Xs ≥ x},

ahora mostremos que T tiene incrementos independientes y estacionarios.
Sea x, y ≥ 0, podemos definir a Tx+y como,
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Tx+y = ı́nf{s ≥ 0 : Xs ≥ x+y} = Ty+ı́nf{s ≥ Ty : Xs ≥ x+y} = Ty+ı́nf{t ≥ 0 : Xt+Ty−y ≥ x},

por otro lado, gracias a que el proceso X tiene sólo saltos negativos tenemos

Xt+Ty − y = Xt+Ty −XTy ,

y por la propiedad fuerte de Markov sabemos

Xt+Ty −XTy
L
= Xt.

Por lo que el proceso T tiene incrementos independientes y además

Tx+y − Ty = ı́nf{t ≥ 0 : Xt+Ty − y ≥ x} L= ı́nf{t ≥ 0 : Xt ≥ x} = Tx

entonces T es estacionario, y como es creciente es un subordinador.

Para mostrar que el exponente de Laplace de T es Φ−1(·), notemos que

E
[
eΦ−1(λ)Xt

]
= etΦ(Φ−1(λ)) = etλ,

y definamos al proceso M = (Mt, t ≥ 0) como

Mt = exp{Φ−1(λ)Xt − tλ},

donde X está adaptado a su filtración natural (Ft)t≥0.
Veamos que el proceso (Mt)t≥0 es martingala. Sean 0 ≤ s ≤ t, entonces

E
[
exp{Φ−1(λ)Xt − λt}

∣∣Fs]
= E

[
exp{Φ−1(λ)(ct+ βBt − σt + βBs − βBs + σs − σs + cs− cs)− λt}

∣∣Fs]
= exp{Φ−1(λ)Xs − λt}E

[
exp{Φ−1(λ)Xt−s}

]
= exp{Φ−1(λ)Xs − λt} exp{(t− s)Φ(Φ−1(λ))}
= exp{Φ−1(λ)Xs − λs} = Ms,

por lo tanto M es martingala. Notemos que para una x ≥ 0 fija, Tx es un tiempo de
paro. Por lo que (MTx

t )t≥0, donde

MTx
t = MTx∧t = exp{Φ−1(λ)XTx∧t − λ(Tx ∧ t)},

es una martingala, esto se debe a que Tx ∧ t ≤ t y para 0 ≤ s ≤ t tenemos

E [MTx∧t| Fs] = MTx∧t∧s = MTx∧s.

Además, observemos que está acotada
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MTx∧t ≤ eΦ−1(λ)x,

entonces MT es uniformemente integrable, y gracias al teorema de paro de Doob (1.52)
obtenemos

1 = E [Mt∧Tx ] = E
[
Mt∧Tx1{Tx<∞}

]
+ E

[
Mt∧Tx1{Tx=∞}

]
,

donde el segundo sumando

E
[
Mt∧Tx1{Tx=∞}

]
= E [Mt] = eΦ−1(λ)Xt−tλ −−→

t→0
0

por lo que al aplicar el teorema de convergencia dominada al primer sumando, y debido
a que

MTx = exp{Φ−1(λ)XTx − λTx} = exp{Φ−1(λ)x− λTx}

obtenemos

E
[
MTx1{Tx<∞}

]
= e−xΦ−1(λ).

Ahora fijaremos nuestra atención a un cambio de medida que será de gran utilidad. El
primer paso consiste en analizar cómo caracterizar la deriva del proceso X a través de
su exponente de Laplace.
Sabemos que

E
[
eλX1

]
= eΦ(λ),

por lo que

E
[
X1e

λX1
]

= Φ′(λ)eΦ(λ),

entonces

E [X1] = Φ′(0+)

Resultado de lo anterior podemos caracterizar la deriva del proceso como sigue, si
Φ−1(0) > 0 entonces Φ′(0+) < 0, por lo que X deriva hacia −∞. Además, si Φ−1(0) = 0,
tenemos dos casos, cuando Φ′(0+) = 0 entonces X oscila y finalmente si Φ′(0+) > 0
entonces X deriva hacia +∞.

Ahora, notemos que E
[
eΦ−1(q)X1

]
= eq por lo tanto el proceso M q = (M q

t , t ≥ 0)

definido como

M q
t = eΦ−1(q)Xt−qt,

es una martingala y definimos la siguiente medida P(q) como

dP(q)

dP

∣∣∣∣
Ft

= M q
t

∣∣∣
Ft
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Calculando la transformada de Laplace bajo la nueva medida P(q) obtenemos

E(q)
[
eλXt

]
= E

[
eλXteΦ−1(q)Xt−qt

]
= exp

{
(Φ(λ+ Φ−1(q))− q)t

}
.

Por lo que definimos al exponente de Laplace bajo la medida P(q) como

Φ(q)(λ) = Φ(λ+ Φ−1(q))− q

Con el siguiente lema veremos una propiedad importante de la medida P(q)

Lema 3.6. Para toda x > 0 y q > 0 la ley de (Xt, 0 ≤ t < Tx) es la misma bajo P(q)

que bajo P[ ·|Tx < eq], donde eq es una variable aleatoria independiente de X con ley
exponencial de parámetro q.

Demostración. Calculando, para y < x y A ∈ Ft

P (A ∩ (Xt ∈ dy) ∩ (t < Tx)|Tx < eq)

= P (A ∩ (Xt ∈ dy) ∩ (t < Tx) ∩ (Tx < eq)) \P (Tx < eq) ,

donde

P (Tx < eq) = E
[
1{Tx<eq}

]
= E

[∫ ∞
Tx

qe−qy dy

]
= E

[
e−qTx

]
= e−xΦ−1(q)

y

P (A ∩ (Xt ∈ dy) ∩ (t < Tx) ∩ (Tx < eq))

= E
[
E
[
1A∩(Xt∈dy)∩(t<Tx)∩(Tx<eq)∩(t<eq)

∣∣Ft]]
= E

[
1A∩(Xt∈dy)∩(t<Tx)Ey

[
1(Tx<eq)

]
E
[
1(t<eq)

]]
= E

[
1A∩(Xt∈dy)∩(t<Tx)

]
Py(Tx < eq)P (t < eq)

= E
[
1A∩(Xt∈dy)∩(t<Tx)

]
e−(x−y)Φ−1(q)e−qt,

por lo que finalmente

P (A ∩ (Xt ∈ dy) ∩ (t < Tx)|Tx < eq) = e−qteyΦ−1(q)P (A ∩ (Xt ∈ dy) ∩ (t < Tx))

= Pq(A ∩ (Xt ∈ dy) ∩ (t < Tx)).

De la forma del exponente de Laplace Φ(q) vemos que

E(q)[X1] = Φ′(Φ−1(q)).

Observemos que si q ≥ 0 y Φ−1(0) > 0 tenemos Φ′(Φ−1(q)) > 0. Por lo tanto X deriva
hacia ∞ bajo la medida P(q). Si q es idénticamente cero y Φ−1(0) = 0 entonces P(q) y P
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coinciden. En el caso en que q = 0 y Φ−1(0) > 0, vamos a denotar a P(q) por P# cuyo
exponente de Laplace vamos a denotar por

Φ#(λ) := Φ(λ+ Φ−1(0)).

Notemos que bajo P# el proceso X deriva hacia ∞, es decir, que si bajo la medida
original P el proceso deriva hacia −∞ al hacer el cambio de medida P# esta obliga al
proceso a derivar hacia ∞. En este sentido enunciamos el siguiente lema el cual nos
dice que la ley P condicionada a derivar hacia +∞ coincide con P#.

Lema 3.7. Supongamos que el proceso X deriva hacia −∞, entonces

ĺım
x→∞

P (A|S∞ > x) = P#(A).

Demostración. Recordemos que

E
[
e−λTx , Tx <∞

]
= e−Φ−1(λ)x,

por lo que haciendo a λ idénticamente cero, obtenemos

P (Tx <∞) = P (S∞ > x) = e−xΦ−1(0),

entonces,

S∞
L
= eΦ−1(0).

donde eΦ−1(0) es una variable aleatoria con ley exponencial de parámetro Φ−1(0).

Fijémonos ahora en

P (A|S∞ > x) =
P (A, S∞ > x)

P (S∞ > x)

= eΦ−1(0)x (P (A, Tx < t) + P (A, t ≤ Tx <∞))

donde

P (A, t ≤ Tx <∞) = E
[
1{A∩(t≤Tx)∩(Tx<∞)}

]
= E

[
E
[
1{A∩(t≤Tx)∩(Tx<∞)}

∣∣Ft]]
= E

[
1{A∩(t≤Tx)}EXt [1{Tx<∞}]

]
= E

[
1{A∩(t≤Tx)}P (S∞ > x−Xt)

]
= E

[
1{A∩(t≤Tx)}e

−Φ−1(0)(x−Xt)
]

obteniendo

P (A|S∞ > x) = eΦ−1(0)x
[
P (A, Tx < t) + E

[
eΦ−1(0)(Xt−x), 1{A∩(t≤Tx)}

]]
= eΦ−1(0)P (A, Tx < t) + P#(A, t < Tx)
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y ya que

eΦ−1(0)P (A, Tx < t) ≤ eΦ−1(0)P (Tx < t) ≤ eλt+x(Φ−1(0)−Φ−1(λ)) −−−→
x→∞

0

concluimos que

ĺım
x→∞

P (A|S∞ > x) = P#(A).

3.4. Problemas de salida

Para continuar, denotaremos por W a la función de escala, la cual veremos que es la
única función creciente absolutamente continua con transformada de Laplace∫ ∞

0

e−λxW (x) dx =
1

Φ(λ)
, λ > Φ−1(0), (3.2)

además vamos a asumir la siguientes igualdades, que determinan la ley del ı́nfimo global
en el caso en que X deriva hacia +∞ y la del ı́nfimo hasta un tiempo exponencial
independiente de X y de parámetro q,

E
[
eλI∞

]
=
λΦ′(0+)

Φ(λ)
, λ > 0. (3.3)

E
[
eλIeq

]
=

q(Φ−1(q)− λ)

Φ−1(q)(q − Φ(λ))
, λ > 0. (3.4)

Definimos para a > 0 los tiempos de arribo

Ta = ı́nf{t ≥ 0 : Xt > a}, T ∗a = ı́nf{t ≥ 0 : −Xt > a}.

y enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Para toda 0 < x < a, la probabilidad de que el proceso X, iniciando en
x, salga por primera vez del intervalo [0, a] por arriba es

Px[Ta < T ∗0 ] =
W (x)

W (a)
(3.5)

Demostración. Supongamos primero que E [X1] > 0 y probemos que la función definida
por

W (x) =
P (I∞ ≥ −x)

Φ′(Φ−1(0))
=

P (I∞ ≥ −x)

Φ′(0)
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satisface (3.2) y (3.5). Notemos primero que

Px[Ta < T ∗0 ] = P (Ta−x < T ∗x ) = P
(
ITa−x > −x

)
y calculamos Px[I∞ ≥ 0], por lo que obtenemos

Px[I∞ ≥ 0] = Ex[1{I∞≥0}1{Ta<T ∗0 }] + Ex[1{I∞≥0}1{Ta≥T ∗0 }]

= Ex
[
1{Ta<T ∗0 }Ex[1{I∞≥0} | FTa ]

]
+ Ex

[
1{T ∗0≤Ta}Ex[1{I∞≥0} | FT ∗0 ]

]
= Ex

[
1{Ta<T ∗0 }Ea[1{X∞≥0}]

]
+ Ex

[
1{T ∗0≤Ta}EXT∗0 [1{X∞≥0}]

]
= Px[Ta < T ∗0 ]Pa[I∞ > 0]

= P
(
ITa−x > −x

)
Pa[I∞ > 0],

por lo tanto

Px[I∞ ≥ 0] = P
(
ITa−x > −x

)
Pa[I∞ > 0]. (3.6)

Aśı, por un lado

Px(I∞ ≥ 0) = Φ′(0)W (x) y Pa(I∞ ≥ 0) = Φ′(0)W (a),

por lo que

Px(Ta < T ∗0 ) = P
(
ITa−x ≥ −x

)
=
W (x)

W (a)
.

Finalmente veamos que satisface la condición requerida para la transformada de Lapla-
ce,

∫ ∞
0

e−λxW (x) dx =
1

Φ′(0)

∫ ∞
0

e−λxP (I∞ ≥ −x) dx

=
1

Φ′(0)

∫ ∞
0

e−λx
∫ x

0

P (−I∞ ∈ dz) dx

=
1

λΦ′(0)

∫ ∞
0

P (−I∞ ∈ dz)

∫ ∞
z

λe−λx dx

=
1

λΦ′(0)

∫ ∞
0

e−λzP (−I∞ ∈ dz)

=
1

λΦ′(0)
E
[
eλI∞

]
,

y gracias a la identidad (3.3) tenemos∫ ∞
0

e−λxW (x) dx =
1

Φ(λ)
.

Ahora, si X deriva hacia −∞, definimos a
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W (x) = eΦ−1(0)W#(x),

donde W# denota a la función de escala del proceso X bajo la media P# introducida
anteriormente. Tenemos∫ ∞

0

e−λxW (x) dx =

∫ ∞
0

e−(λ−Φ−1(0))xW#(x) dx

=
1

Φ#(λ− Φ−1(0))

=
1

Φ(λ)
,

y, por lo demostrado anteriormente y del lema (3.6), vemos

P (Ta−x < T ∗x ) = e−(a−x)Φ−1(0)P (Ta−x < T ∗x |Ta−x <∞)

= e−(a−x)Φ−1(0)P#(Ta−x < T ∗x ) =
exΦ−1(0)W#(x)

eaΦ−1(0)W#(a)
=
W (x)

W (a)
.

Cuando X oscila, necesitamos un argumento ĺımite. Sea P̃(ε) la medida correspondiente
al proceso Xt + εt, donde ε > 0, y notemos que, con la notación obvia, Φ̃(ε)(λ)→ Φ(λ)
cuando ε ↓ 0. Aśı, aplicando el teorema de continuidad para las transformadas de
Laplace, deducimos de (3.2) que W (x) = ĺımε↓0 W̃

(ε)(x) existe. Para probar que (3.5)
ocurre con esta W , notemos que

P (Ta−x < T ∗x ) ≤ P̃(ε)(Tx−a < T ∗x ) =
W̃ (ε)(x)

W̃ (ε)(a)
.

Por otro lado, sea 0 < t <
x

ε
fija,

P (T ∗x < t, T ∗x < Ta−x) ≤ P̃(ε)(T ∗x−εt < Ta−x) = 1− W̃ (ε)(x)

W̃ (ε)(a− εt)
,

y la conclusión se sigue haciendo ε ↓ 0 y luego t→∞.

Ahora con el estudio del tiempo de salida σa = Ta ∧ T ∗0 , podemos generalizar el resul-
tado anterior. Notemos el hecho de que la función W (q) determina la distribución del
tiempo de salida. Espećıficamente W (q) denota la única función creciente absolutamente
continua con transformada de Lapace∫ ∞

0

e−λxW (q)(x) dx =
1

Φ(λ)− q
, λ > Φ−1(q), q ≥ 0, (3.7)

y por conveniencia definimos W (q)(x) = 0 para x ∈ (−∞, 0). También necesitamos la
función definida por Z(q)(x) = 1 para x ≤ 0 y
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Z(q)(x) = 1 + qW
(q)

(x) para x > 0, donde W
(q)

(x) =

∫ x

0

W (q)(y) dy. (3.8)

Por lo que extendiendo el resultado previo resulta en la solución completa al problema
de salida en la siguiente forma:

Teorema 3.9. Para 0 ≤ x ≤ a y q ≥ 0 tenemos

Ex[e−qTa ;Ta < T ∗0 ] =
W (q)(x)

W (q)(a)
, (3.9)

y

Ex[e−qT
∗
0 ;T ∗0 < Ta] = Z(q)(x)− W (q)(x)Z(q)(a)

W (q)(a)
. (3.10)

Demostración. Tomemos q > 0. Usando el lema (3.6), vemos que

Ex[e−qTa ;Ta < T ∗0 ] = E
[
e−qTa−x ;Ta−x < T ∗x

]
= E

[
1{Ta−x<T ∗x }

∫ ∞
Ta−x

qe−qt dt

]
= E

[
1{Ta−x<T ∗x }1{Ta−x<eq}

]
= P (Ta−x < T ∗x |Ta−x < eq)P (Ta−x < eq)

= e−(a−x)Φ−1(q)P (I(Ta−x) ≥ −x |Ta−x < eq )

= e−(a−x)Φ−1(q)P(q)(I(Ta−x) ≥ −x).

Definimos

V (q)(x) = c(q)exΦ−1(q)P(q)(I∞ ≥ −x), (3.11)

recordando que X deriva hacia +∞ bajo P(q) y por la ecuación (3.6) tenemos que

Ex[e−qTa ;Ta < T ∗0 ] =
V (q)(x)

V (q)(a)
.

Además tomando λ > Φ−1(q) y definiendo λ̃ = λ− Φ−1(q), se sigue de (3.3) que∫ ∞
0

e−λxV (q)(x) dx = c(q)

∫ ∞
0

e−λ̃xP(q)(I∞ ≥ −x) dx

=
c(q)

λ̃
E(q)

[
eλ̃I∞

]
=
c(q)Φ′(Φ−1(q))

Φ(q)(λ̃)

=
c(q)Φ′(Φ−1(q))

(Φ(λ)− q)
,

escogiendo c(q) = 1/Φ′(Φ−1(q)) tenemos (3.7) para q > 0, por lo tanto

V (q)(x) = W (q)(x).
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Manteniendo a q > 0 podemos usar (3.9) en (3.4) junto con el hecho de que al ser W (q)

un función creciente podemos hablar de la medida W (q)(dx) asociada con la distribución
W (q)(0, x], por lo que integrando por partes obtenemos una caracterización de la medida
W (q), ∫

[0,∞)

e−λxW (q)(dx) = W (q)(0) +

∫
(0,∞)

e−λxdW (q)(0, x]

=

∫ ∞
0

λe−λxW (q)(0)dx+

∫ ∞
0

λe−λxW (q)(0, x]dx

=
λ

Φ(λ)− q
para λ > Φ−1(q),

entonces,∫ ∞
0

e−λxP
(
−Iep ∈ dx

)
= E

[
eλIeq

]
=

q(Φ−1(q)− λ)

Φ−1(q)(q − Φ(λ))

=
q

Φ−1(q)

(
Φ−1(q)

1

q − Φ(λ)
− λ

q − Φ(λ)

)
=

q

Φ−1(q)

∫ ∞
0

e−λxW (q)(dx)− q
∫ ∞

0

e−λxW (q)(x)dx

=

∫ ∞
0

e−λx
[

q

Φ−1(q)
W (q)(dx)− qW (q)(x)

]
para toda λ > 0, por lo tanto

P
(
−Ieq ∈ dx

)
=

q

Φ−1(q)
W (q)(dx)− qW (q)(x)dx. (3.12)

De donde se sigue,

Ex
[
e−qT

∗
0 ;T ∗0 <∞

]
= E

[∫ ∞
T ∗x

qe−qt dt

]
= Px (eq > T ∗0 )

= Px
(
−Iep > 0

)
= P

(
−Iep > x

)
= 1− P

(
−Iep ≤ x

)
= 1 + q

∫ x

0

W (q)(y) dy − q

Φ−1(q)
W (q)(x)

= Zq(x)− q

Φ−1(q)
W (q)(x),

entonces,
Ex
[
e−qT

∗
0 ;T ∗0 < Ta

]
= Ex

[
e−qT

∗
0
]
− Ex

[
e−qT

∗
0 ;Ta < T ∗0

]
,
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ocupando la propiedad de Markov fuerte

Ex
[
e−qT

∗
0 ;Ta < T ∗0

]
= Ex

[
e−qTa ;Ta < T ∗0

]
Ea
[
e−qT

∗
0 ;Ta < T ∗0

]
= Ex

[
e−qTa ;Ta < T ∗0

]
Ea
[
e−qT

∗
0
]
,

por lo que al aplicar (3.9) y (3.4) obtenemos,

Ex
[
e−qT

∗
0 ;T ∗0 < Ta

]
= Z(q)(x)− Z(q)(a)

W (q)(x)

W (q)(a)
.
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Caṕıtulo 4

Valuación al tiempo de ruina para
un modelo de riesgo asociado a un
proceso de Lévy espectralmente
negativo

4.1. Introducción

En este caṕıtulo analizamos las penalizaciones descontadas al momento de la ruina para
el comportamiento del superávit caracterizado por un proceso de Lévy espectralmente
negativo cuyos saltos son de variación acotada.

Gerber y Shiu introdujeron en la teoŕıa del riesgo una función que penaliza conjun-
tamente el valor presente del superávit al momento de la ruina, el superávit antes de
la ruina y el déficit después de la ruina para un proceso tipo Crámer-Lundberg, esta
esperanza de la penalización descontada se conoce como la formula de Gerber y Shiu.

La caracteŕıstica principal de este modelo es que el proceso de riesgo tiene incrementos
estacionarios e independientes sin saltos positivos.

A continuación caracterizaremos propiedades de la esperanza de las penalidades descon-
tadas a través del uso de las funciones de escala cuando el comportamiento del superávit
está caracterizado por un proceso de Lévy espectralmente negativo.

4.2. Aplicaciones

Definición 4.1. Sea f : R3 −→ [0,∞) una función medible y acotada tal que f(0, ·, ·) =
0 y x, q ≥ 0. Para un proceso de Lévy espectralmente negativo, X, que inicia en x, la
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función de penalización con descuento asociada con f y q está dada por

φf (x, q) = Ex
[
e−qT

∗
0 f(−XT ∗0

, XT ∗−0
, XT ∗−0

)1{T ∗0<∞}

]
. (4.1)

donde XT ∗−0
:= ı́nft<T ∗−0

Xt, con T ∗0 := ı́nf{t > 0 : Xt < 0} denotando el tiempo de
ruina de X.

A continuación utilizaremos un caso particular del resultado conocido como la ley
qúıntuple para procesos de Lévy que se encuentra en el Teorema 7.7 de [7] y cuya prue-
ba omitiremos. El cual dice que la qúıntuple ley para procesos de Lévy espectralmente
positivos pude reducirse a la triple ley como

P
(
XT+

x
− x ∈ du, x−XT+

x − ∈ dv, x−XT+
x − ∈ dy

)
= eΦ−1(0)(v−y)W (x− dy)Π(du+ v)dv.

para y ∈ [0, x], v ≥ y y u > 0.

El siguiente teorema provee una caracterización anaĺıtica exacta de φ en término de las
funciones de escala estudiadas en el caṕıtulo anterior.

Teorema 4.2. Supongamos que X es un proceso de Lévy. El valor esperado de la
función de penalización con descuento definida en (4.1) esta dado por

φf (x, q) =

∫
(0,∞)3

1{v≥y}f(u, v, y)K(q)
x (du, dv, dy),

donde

K(q)
x (du, dv, dy) = eΦ−1(q)(v−y)

{
W (q)′(x− y)− Φ−1(q)W (q)(x− y)

}
Π(du+ v)dydv.

Demostración. A lo largo de la demostración asumiremos algunos resultados concer-
nientes a las funciones de escala.
Probaremos el resultado para el caso donde q > 0. El resultado para el caso donde
q = 0 se sigue al tomar el ĺımite cuando q ↓ 0, recordando que si Φ−1(0) > 0 entonces
Φ′(0+) < 0, por lo que X deriva hacia −∞, es decir, E [X1] < 0. Ahora, por convenien-
cia, definiremos un proceso de Lévy espectralmente positivo Y = −X. Por lo que ahora
el problema es calcular

E
[
e−qσxf(Yσx − x, x− Yσx− , x− Y σx−

)1{σx<∞}
]

o lo que seŕıa equivalente

E
[
e−qσx ;Yσx − x ∈ du, x− Yσx− ∈ dv, x− Y σx−

∈ dy
]
,

donde σx = ı́nf{t > 0 : Yt > x}, Y σx−
= supt<σx Yt, y en la segunda esperanza, por

conveniencia implicitamente entendemos σx <∞.
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De acuerdo a la ley qúıntuple, mencionada al inicio de la sección, en el caso que Y
derive hacia ∞ (y por eso Φ−1(0) = 0), tenemos para u, v > 0 y 0 < y ≤ v ∧ x,

P
(
Yσx − x ∈ du, x− Yσx− ∈ dv, x− Y σx−

∈ dy
)

= kW (x− dy)Π(du+ v)dv

= kW ′(x− y)Π(du+ v)dydv

donde W es la función de escala asociada a X teniendo por transformada de Laplace
1/Φ(λ), W ′ es una versión de su densidad, y k es una constante que depende de la
normalización del tiempo local en el supremo de Y .
De hecho notemos que, por un lado, la ley quintuple nos dice

P (Yσx 6= x) = k

∫ ∞
0

∫ ∞
y

∫ ∞
0

W ′(x− y)Π(du+ v)dvdy

= k

∫ ∞
0

∫ ∞
y

∫ ∞
v

W ′(x− y)Π(du)dvdy

= k

∫ ∞
0

∫ ∞
y

W ′(x− y)Π(v)dvdy

= k

∫ x

0

∫ ∞
0

W ′(x− y)Π(z + y)dzdy.

Por otro lado, por el método de resolventes descrito al final de la sección 8.4 de Ky-
prianou y recordando que X deriva a ∞ (y por eso Φ−1(0) = 0), también sabemos
que

Px(−XT ∗0
∈ du,XT ∗−0

∈ dy) = Π(du+ v){W (x)−W (x− v)}dv
para u, v > 0. Integrando sobre u, v > 0 obtenemos

P (Yσx 6= x) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

Π(du+ v){W (x)−W (x− v)}dv

=

∫ ∞
0

{W (x)−W (x− v)}Π(v)dv

=

∫ ∞
0

Π(v)

∫ v

0

W ′(x− y)dydv

=

∫ x

0

∫ ∞
y

Π(v)W ′(x− y)dvdy

=

∫ x

0

W ′(x− y)

∫ ∞
0

Π(z + y)dzdy.

Comparando las dos ecuaciones para P (Yσx 6= x) llegamos a la conclusión de que k = 1.
Para completar la prueba, necesitamos desarrollar la expresión

W ′(x− y)Π(du+ v)dydv (4.2)

de modo que incorpore el descuento exponencial. Sin embargo, esto puede lograrse
simplemente aplicando el cambio de medida exponencial

dP(q)

dP

∣∣∣∣
Ft

= eΦ−1(q)Xt−qt,
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donde Ft = σ(Xs : s < t).
Recordemos que bajo P(q) el proceso X sigue siendo espectralmente negativo, e, inde-
pendiente del valor de E [X1], sigue derivando hacia ∞. Además, la función de escala
bajo P(q), que escribimos como WΦ−1(q)(x), está relacionada a la función q-escala de X
bajo P, es decir W (q)(x), a través de la relación

W (q)(x) = eΦ−1(q)xWΦ−1(q)(x), (4.3)

ya que ∫ ∞
0

eλxW (q)(x) dx =
1

Φ(λ)− q
,

por lo que ∫ ∞
0

eλxW (q)(x) dx =

∫ ∞
0

e−λxeΦ−1(q)xWΦ−1(q)(x) dx

=

∫ ∞
0

e−(λ−Φ−1(q))WΦ−1(q)(x) dx

=
1

Φ(q)(λ− Φ−1(q))

=
1

Φ(λ− Φ−1(q) + Φ−1(q))− Φ(Φ−1(q))

=
1

Φ(λ)− q

Haciendo uso de (4.2) pero bajo la ley P(q), podemos escribir

E
[
e−qσx ;Yσx − x ∈ du, x− Yσx− ∈ dv, x− Y σx−

∈ dy
]

= eΦ−1(q)(x+u)P(q)(Yσx − x ∈ du, x− Yσx− ∈ dv, x− Y σx−
∈ dy)

= eΦ−1(q)(x+u)WΦ−1(q)(x− y)ΠΦ−1(q)(du+ v)dv

= eΦ−1(q)(x+u)W ′
Φ−1(q)(x− y)ΠΦ−1(q)(du+ v)dydv.

Donde ΠΦ−1(q) es la medida de salto asociada con (X,P(q)) y W ′
Φ−1(q) es una versión de

la densidad de WΦ−1(q). Sabemos que ΠΦ−1(q)(dx) = e−Φ−1(q)xΠ(dx) ya que

φ(q)(λ) = aqλ+
σ2
q

2
λ2 −

∫ ∞
0

(1− e−λx)Πq(dx)

y

φ(q)(λ) = φ(λ+ Φ−1(q))− q

= a(λ+ Φ−1(q)) +
σ2

2
(λ+ Φ−1(q))2 −

∫ ∞
0

(1− e−(λ+Φ−1(q)))Π(dx)− q

= (a+ σ2Φ−1(q))λ+
σ2

2
λ2 −

∫ ∞
0

(1− e−λx)e−Φ−1(q)xΠ(dx)

+ aΦ−1(q) +
σ2

2
Φ−1(q)2 −

∫ ∞
0

(1− e−Φ−1(q)x)Π(dx)− q,
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por lo que

aq = a+ σ2Φ−1(q),

σ2
q = σ2,

Πq(dx) = e−Φ−1(q)Π(dx),

obteniendo entonces

E
[
e−qσx ;Yσx − x ∈ du, x− Yσx− ∈ dv, x− Y σx−

∈ dy
]

= eΦ−1(q)(x+u)W ′
Φ−1(q)(x− y)e−Φ−1(q)(u+v)ΠΦ−1(q)(du+ v)dydv

= e−Φ−1(q)(v−y)e−Φ−1(q)(x−y)W ′
Φ−1(q)(x− y)ΠΦ−1(q)(du+ v)dydv.

Se sabe que podemos diferenciar WΦ−1(q) casi seguramente [Kyprianou 2006]. Se sigue
de poder diferenciar (4.3) casi seguramente que resulta en una densidad que satisface

W (q)′(x)− Φ−1(q)W (q)(x) = eΦ−1(q)xW
(q)′

Φ−1(q)(x).

Usando la fórmula anterior obetenemos

E
[
e−qσx ;Yσx − x ∈ du, x− Yσx− ∈ dv, x− Y σx−

∈ dy
]

= e−Φ−1(q)(v−y){W (q)′(x− y)− Φ−1(q)W (q)(x− y)}Π(du+ v)dydv,

donde u, v > 0, 0 < y < v ∧ x. Notemos en particular cuando q = 0, recordando que
Φ−1(0) = 0 cuando el proceso deriva hacia −∞, vemos que concuerda con la fórmula
(4.2) y la prueba queda completa.

4.3. Ejemplos

Para finalizar mostramos ejemplos de funciones de escala para algunos caso particulares
del proceso de riesgo X = (Xt, t ≥ 0).

1. Iniciamos cuando X está definido como Xt = at + σBt, con a, σ > 0, q = 0 y
deseamos encontrar a W tal que,∫ ∞

0

e−λxW (x) dx =
1

Φ(λ)
, donde Φ(λ) = aλ+

σ2λ2

2
,

entonces

1

Φ(λ)
=

1

aλ+ σ2λ2

2

=
A

λ
+

B

a+ σ2

2
λ
,

por lo que resolviendo el sistema encontramos que

A =
1

a
y B = −σ

2

2a
,
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aśı que

1

Φ(λ)
=

1

aλ
− σ2

2a

1

a+ σ2

2
λ

=
1

aλ
− 1

a

(
1

2a
σ2 + λ

)
.

De donde obtenemos

1

aλ
− 1

a

(
1

2a
σ2 + λ

)
=

1

a

∫ ∞
0

e−λx dx− 1

a

∫ ∞
0

exp

{
−
(

2a

σ2
+ λ

)
x

}
dx

=
1

a

∫ ∞
0

e−λx
(

1− e−(2a/σ2)x
)
dx.

Por lo tanto

W (x) =
1

a

(
1− e−(2a/σ2)x

)
.

Ahora calculemos W (q) para q > 0. Para ello recordemos que∫ ∞
0

e−λxW (q)(x) dx =
1

Φ(λ)− q
, donde Φ(λ) = aλ+

σ2λ2

2
,

por lo que primero encontramos la factorización adecuada para el denominador,
es decir,

aλ+
σ2λ2

2
− q =

σ2

2

(
λ2 +

2a

σ2
λ− 2q

σ2

)
=
σ2

2
(λ+ α)(λ− β),

donde una vez resuelto el sistema obtenemos

α =
a

σ2

+
− 1

σ2

√
a2 + 2qσ2, β =

2q

ασ2
.

Entonces
1

aλ+ σ2λ2

2
− q

=
2

σ2(λ+ α)(λ− β)

=
2

σ2

(
A

λ+ α
+

B

λ− β

)
Obteniendo

A = − 1

α + β
, B =

1

α + β
,

aśı que

1

aλ+ σ2λ2

2
− q

=
2

σ2

(
− 1

α + β

(
1

λ+ α

)
+

1

α + β

(
1

λ+ β

))
=

2

σ2

(
− 1

α + β

∫ ∞
0

e−(λ+α)x dx+
1

α + β

∫ ∞
0

e−(λ+β)x dx

)
=

2

σ2

(
1

α + β

∫ ∞
0

e−λx
(
e−βx − e−αx

)
dx

)
74



por lo tanto

W (q)(x) =
2

σ2(α + β)

(
e−βx − e−αx

)
.

2. Finalmente consideremos el caso donde X está definido como

Xt = at+ σBt −
Nt∑
i=1

Yi,

con a, σ > 0, N = (Nt, t > 0) un proceso de Poisson de parámetro c > 0 y
Y1, Y2, . . . una sucesión de variables aleatorias independientes identicamente dis-
tribuidas como exponenciales de parámetro θ. Nuevamente, deseamos encontrar
W (q) tal que∫ ∞

0

e−λxW (q)(x) dx =
1

Φ(λ)− q
, donde Φ(λ) = aλ+

σ2λ2

2
− cλ

θ + λ
.

Aplicando el mismo procedimiento que en los dos ejemplos anteriores y sin perdida
de generalidad supongamos que hemos obtenido la factoriazación correspondiente
para el rećıproco del exponente de Laplace menos q, es decir,

1

aλ+ σ2λ2

2
− cλ

θ+λ
− q

=
2(θ + λ)

σ2λ3 + (2a+ σ2θ)λ2 + 2(θa− c− q)λ− 2θq

=

(
2

σ2

)
θ + λ

(λ+ α)(λ− β)(λ+ γ)
,

y recordando que para que una ecuación de grado 3 de la forma ax3+bx2+cx+d =
0 con a, b, c, d ∈ R tenga soluciones reales es necesario que su discriminante sea
mayor o igual a cero (∆ ≥ 0), es decir,

∆ = 18abcd− 4b3d+ b2c2 − 4ac3 − 27a2d2 ≥ 0,

lo que en nuestro caso corresponde a que

72σ2qθ(2a+ σ2θ)(c+ q − θa) + 8qθ(2a+ σ2θ)3

+ 4(2a+ σ2θ)2(θa− c− q)2 − 32σ2(θa− c− q)3 − 108σ4q2θ2 ≥ 0.

Entonces

2

σ2

θ + λ

(λ+ α)(λ+ β)(λ+ γ)
=

(
A

λ+ α
+

B

λ+ β
+

C

λ+ γ

)(
2

σ2

)
y resolviendo se obtiene

A =
θ − α

(α− β)(α− γ)
, B =

β − θ
(α− β)(β − γ)

, C =
θ − γ

(β − γ)(α− γ)
,
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aśı que

1

aλ+ σ2λ2

2
− cλ

θ+λ
− q

=
2

σ2

(
θ − α

(α− β)(α− γ)

(
1

λ+ α

)
+

β − θ
(α− β)(β − γ)

(
1

λ+ β

)
+

θ − γ
(β − γ)(α− γ)

(
1

λ+ γ

))
=

2

σ2

(∫ ∞
0

e−λx
(

θ − α
(α− β)(α− γ)

e−αx +
β − θ

(α− β)(β − γ)
e−βx +

θ − γ
(β − γ)(α− γ)

e−γx
)
dx

)
.

Por lo tanto

W (q)(x) =
2

σ2

(
θ − α

(α− β)(α− γ)
e−αx +

β − θ
(α− β)(β − γ)

e−βx +
θ − γ

(β − γ)(α− γ)
e−γx

)
.
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