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Introduccion.

Esta tesis tiene como principal objetivo dar una introduccién a una rama de
las matematicas relativamente nueva, llamada Geometria Tropical. Dicha rama
reduce problemas algebraicos a unos del tipo combinatorio, que en ocasiones son
més sencillos de tratar. El Dr. Imre Simon (1943-2009), matematico brasileno,
es considerado el fundador del algebra tropical y es precisamente esa la razén
por la cual esta geometria lleva ese peculiar adjetivo:

“FEn 1978 el autor fue guiado a la investigacién de conjuntos reconocibles
con multiplicidades en otro semi-anillo, denotado M, [...] Este es justamente el
semi-anillo de los nimeros naturales extendido con oo bajo las operaciones de
tomar minimos y la adicién. Tal semi-anillo, a veces llamado el semi-anillo Min-
Plus, es importante en investigacion de operaciones donde es usado en problemas
de costo de minimizacién [...] Aqui, lo llamaremos el semi-anillo tropical, una
sugerencia de Christian Choffrut.”!

Como el mismo autor menciona, la geometria tropical se aplica en otras
ramas de la ciencia y por un tiempo la gente sélo estuvo interesada en ello
por sus aplicaciones. Se aplica en la Geometria Enumerativa, en la Geometria
Algebraica Real y Compleja, en la Ciencia Computacional y en las Mateméticas
Discretas (especificamente a la Programacion Dindmica), entre otras.

Mas adelante, se empezo6 a estudiar a la Geometria Tropical por si misma,
especificamente el anillo de polinomios con coeficientes en el semi-anillo tropical.
Teniendo ya una teoria sobre polinomios con las operaciones usuales de R se
empezaron a enunciar resultados conocidos de Geometria Algebraica Clasica
(con las operaciones usuales en R) en el contexto tropical. Se definieron los
conceptos usuales de raiz de un polinomio y de hipersuperficie. Actualmente,
algunos conceptos todavia no estan bien definidos, como el de variedad.

Esta tesis consiste de 3 partes: la primera formada por definiciones y resul-
tados que son importantes para entender los conceptos basicos de la Geometria
Tropical; la segunda formada por dichos conceptos, junto con resultados conoci-

LSimon, Imre. Recognizable Sets with Multiplicities in the Tropical Semi-ring. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Brasil.



1 INTRODUCCION

dos que permiten entender el mundo tropical; y finalmente la tercera vera cémo
se aplica la geometria tropical en la geometria algebraica compleja.

Esta tesis no se basé en un sélo libro, se utilizaron articulos de Mikhalkin,
Allermann y Sturmfels, entre otros.



Capitulo 1

Conceptos Preliminares.

En este capitulo se introduciran conceptos y resultados relevantes para desar-
rollar una introduccion a la Geometria Tropical, principalmente de la Geometria
Convexa. Se trataran poliedros, las partes que los componen, subespacios que
determinan asi como una operacién en ellos que serd de gran utilidad en los
siguientes capitulos. También se hablara de un caso particular importante de
poliedro muy apegado a la Geometria Tropical: el cono.

Por tltimo, se recordard una métrica que sera de importancia en el 1ltimo
capitulo: la métrica de Hausdorff.

1.1. Reticulas.

Definicién 1.1 Sean R el campo de los numeros reales, Z el anillo de los
enteros y R™ wisto como espacio vectorial n-dimensional sobre R. Sea f =
{v1,v2,...,0,} una base de R™. Definimos la Z-Reticula A generada por 3 como:

A= {i a;v;

=1

aiGZ,Ui€5}.

En este caso, llamamos a 8 base de A.

Es decir, A consiste de las combinaciones lineales de elementos en 8 con
coeficientes enteros. Intuitivamente, A es una malla discreta de puntos en R™.
Por comodidad, pediremos que v; € Z",Vi,1 < i < n.

Diremos que dos reticulas son isomorfas si existe una transformacién biyec-
tiva entre bases de reticulas. Como se pide que dicha base, también sea base
del espacio vectorial, basta que se trate de una transformacién lineal inyectiva
o suprayectiva para obtener autométicamente el isomorfismo entre reticulas.

En la Figura 1.1 se describe la situaciéon: Sea « la base candnica y f =
{(2,1),(—1,2)}. Aqui la transformacién es la correspondiente a la matriz:
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Y Y

Figura 1.1: Dos reticulas isomorfas en R?.

(22)

Asi como en el caso de espacios vectoriales, un conjunto finito de elementos
en la reticula es linealmente independiente si la tinica combinaciéon de dichos
elementos que da cero, es la combinacién donde todos los coeficientes son cero.
Diremos que un conjunto 3 genera a la reticula si todo elemento en ella se escribe
como combinacién lineal de elementos en 8 con coeficientes en R. Llamaremos
base al conjunto de vectores de mayor cardinalidad en A que sea linealmente
independiente y que genere a la reticula.

Si R = Z, los vectores que forman dicha base serdn llamados primitivos al
no ser multiplos no triviales de algin otro vector, especificamente:

Definicién 1.2 Sea v € 2. Diremos que u = (uq,...,u,) es un vector primi-
tivo si med{uy,...,u,} =1, es decir, sus coordenadas son primos relativos.

Mas generalmente, sea A una Z-reticula en R" y sea u € A. Decimos que u
es un vector primitivo si existe un isomorfismo ¢ : A—7Z" tal que p(u) es un
vector primitivo.

1.2. Espacios Afines.

Definicién 1.3 Sea V' un espacio vectorial n-dimensional. Un espacio afin A
es un subconjunto de V' tal que para cualquier a € A,

A—a
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es un subespacio vectorial de V, donde A —a = {x — alx € A}.

Si A es un subespacio afin y a € A definiremos la dimension de A como
dim(A-a), que si es un subespacio lineal de R™.

(a+bd)o,

O1

Figura 1.2: Dos origenes diferentes, en general, dan lugar a definiciones de adi-
cién diferentes.

Note que lo que diferencia a A de V es el hecho de no haber un “origen”
en el primero y este hecho repercute en que la suma de dos puntos en A no
esté bien definida en A (Figura 1.2).

Es decir, si a,b € A, en general, a+ b no tiene por qué ser un elemento en A.
Entonces para definir la suma de manera que sea cerrada tomaremos O € A 'y
definiremos la suma como sigue:

(a+b)ol = (a701)+(b701) + 0.

Note que, de la definicién de espacio afin, se sigue que dicha suma es cerrada,
va que A — O; es un espacio vectorial.

En general, dicha suma depende del “origen” que se elija, excepto cuando
los coeficientes de los vectores a y b suman 1:

Aa+ (1 =XNb)o, =014+ Aa—01)+ (1= X)(b—0)
=01+ Aa—X201+(1—=X)b— 01+ O
=Xa+(1=M\)p

que es la suma usual de Ada y (1 — Xben V.
Ademas, dichas combinaciones caracterizan al espacio afin. Es asi que si
B = {vy,v9,...,v,} € R™ hablaremos del Espacio Afin asociado a B, Af f(B),
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como el conjunto de puntos de la forma

m
Z SkUk,
k=1
con si € R tal que
m
Z S = 1.
k=1
Diremos que dos subespacios afines By C son Ortogonales, B1LC, sidado ¢y € C

Vb e B,Vec e C,< b,cy — c >= cte.

1.3. Poliedros

Un hiperplano en R"™ es el conjunto de ceros de una funcién lineal que tiene
dimension n — 1. Un semi-espacio es el conjunto de puntos que quedan de un
lado de un hiperplano.

Definicién 1.4 Sea f : R"—R™ una funcion. Llamaremos a f afin cuando
su regla de correspondencia sea de la forma

f(z) = az + b,
donde a € R y b € R™.

Definicién 1.5 Sea f una funcion afin. Definimos un semi-espacio como el
conjunto de puntos de la forma

{z e R"[f(x) = 0}.

En esta tesis, consideraremos a un poliedro como interseccién finita de semi-
espacios, en particular pueden ser no acotados.

Definicién 1.6 Llamaremos Poliedro al conjunto de puntos en R™ de la forma
A=Az eR"fi(z) =0,..., fi(x) = 0, frra(x) <0,..., fm(z) < 0}
donde f; : R"—R es afin.
Es posible caracterizar a un poliedro compacto de la siguiente forma:

Definicién 1.7 Sea {a1,as,...,an} un conjunto de puntos en R™. El Politopo
A generado por las ay, es su envolvente conveza, denotado por Conv{ai,as, ... am}.
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Figura 1.3: Un poliedro en R? es la interseccién finita de semi-espacios.

Es decir, es el conjunto de puntos de la forma:

m
E Skak
k=1

m
donde los s son reales no negativos tales que Z s =1 (Figura 1.3).
k=1
La ventaja de los espacios afines es poder definir en subconjuntos de R™ con-

ceptos que no podriamos definir directamente en los subconjuntos, por ejemplo
el de ortogonalidad. Dados dos poliedros A1 y Ay decimos que son Ortogonales
si Aff(A1)L Aff(Ay).

Dado un subconjunto Y de un espacio topoldgico X con la topologia T,
podemos dotar de una topologia a Y intersecando los abiertos de 7 con Y,
obteniendo la topologia relativa. Recordemos que

nt(Y)= J T

TeT, TCY

es el interior de Y. Es el abierto mas grande contenido en Y. Entonces el interior
relativo de Y seria el interior con respecto a la topologia relativa. En este sentido
uno se refiere al interior relativo en la siguiente definicion.

Definicién 1.8 Sea A un poliedro en R*. Un poliedro A’ es una cara de A si
existe H semi-espacio de R tal que:

A =ANHyHNint(A)=¢

donde int(B) denota el interior relativo de B con respecto al Af f(B).
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Note que, en esta definicién de cara, A no es una cara de si mismo. Lla-
maremos vértice a una cara de dimension cero. Llamaremos a A’ una faceta de
A si dim(A’)=dim(A)-1. La frontera del poliedro serd la unién disjunta de los
interiores relativos de todas sus caras. En la Figura 1.4 se muestra un poliedro
generado por 4 vectores del plano xy, junto con su espacio afin.

z

Figura 1.4: El poliedro A junto con Aff(A), en este caso, el plano z = 0.

Se probard el siguiente resultado: Todo punto en el interior relativo de un
poliedro se puede escribir como combinaciéon convexa de sus vértices, donde
todos los coeficientes de los vértices son no nulos.

Lema 1.9 Sea A un poliedro compacto y sea I = {a;}F_, su conjunto de
vértices. Si p € int(A), entonces

k
p = § O-Otiai
i=1

k
con Zaai =1yo, >0.
i=1
Demostracién : Se hard por induccién sobre la cardinalidad de 1.

Para k =1 el lema se cumple trivialmente. Para k = 2 es conocido que todo
punto en el interior relativo de un segmento entre oy y s es de la forma

ooy + (1 —0)as,

donde o estd en el intervalo abierto (0, 1).
Supongamos el resultado vilido para k — 1 vértices y se demostrard que se
cumple para k.
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Sea p € int(A). Consideremos el rayo que parte de o, y que pasa por p. Sea
g € int(A’) un punto en dicho rayo de tal manera que p esté en el segmento
entre ay, y ¢, con A’ el poliedro generado por I\ {ay, }. Por definicién de ¢, existe
or € (0,1) tal que
p=orq+ (1 —or)ay

y por hipdtesis de induccién en A’,

k—1 k
= 00,0, Y 0o, =1,y 00, >0,Vi,
i=1 i=1

por lo que

k—1
p =0 (Z aaiai> + (1 - ak)ak
i=1

con -
okZUai—i—(l—ak)zak'l—l—(l—ak):l
i=1

de donde se sigue el resultado (Figura 1.5).

(%)

a3

A

Ak

Figura 1.5: Dado p € in(A), siempre podemos encontrar g € in(A’) tal que p
esté en el segmento de g a «y.

O

Definicién 1.10 Sea v € R™ y sea A C R™ un poliedro n-dimensional. Se
denotard a
Tyt A—H

como la proyeccion sobre el espacio vectorial H ortogonal a v. Si x € Im(m,)
denotaremos por
M, = max{\ € Rlz + v € A}.
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Definimos la sombra de A con respecto de v como

Syp(A) = {z + Myv|z € Im(m,)}.

Es decir, la “tapa superior” de un poliedro A es su sombra con respecto de
ent1 = (0,0,...,0,1) (Fig. 1.6).

Figura 1.6: La sombra de A.

1.4. Subdivision de un Poliedro.

Definicién 1.11 Sea A un poliedro en R™ y sea T' = {A1,Aq, ..., A} CR?
un conjunto finito de poliedros. Decimos que I' es una subdivision de A si:

1. ANAy#£ o= AN NALeT.
2. int(A;)N int(Ag)= ¢, sii# k.
3. Ay N A; es una cara de AA; y es una cara de Ay.

4o | int(A)=A.

A€l

Diremos que un Poliedro es Entero, si todos sus vértices son vectores en
la reticula Z™ y en ese caso una subdivisién de éste con tnicamente poliedros
enteros serd una Subdivision Entera. A menos que se diga lo contrario, de aqui en
adelante sélo se consideraran poliedros y subdivisiones enteras.

Ejemplo 1.12 Subdivisiones del tridngulo A con vérties en (2,0),(0,2) y el
origen.
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R
SN

=N

A
T

AdA%

\N

Figura 1.7: Subdivisiones enteras de A.

Aqui se presentan algunas subdivisiones de A (Fig. 1.7). Dichas subdivisiones
juegan un papel muy importante a lo largo de toda la tesis.

Es claro que no se trata de todas las subdivisiones de dicho triangulo, pero
si de todas sus subdivisiones enteras.

Definicién 1.13 Sea f : R®"—R una funcion. Decimos que f es concava si se
tiene que para cada x,y € R™ y cada t € R se tiene que

fltz+ (1 =t)y) <tf(z)+ 1 -1)f(y).

Intuitivamente en una fucién céncava, la grafica de la funcién en cualesquiera
dos puntos queda siempre por encima del segmente comprendido entre ellos.

Definicién 1.14 Sea A un poliedro n-dimensional y I' una subdivision de éste.
Llamaremos a T reqular si existe una funcion v : A—R continua, concava y
que satisface:

1. v|ar es afin VA" € T.
2. v|laruar no es afin VA", A" € T con A'; A" de dimension mdzima.

Note que existe literatura donde se consideran funciones convexas en lugar
de céncavas.

1.5. Conos y Abanicos.

Definicién 1.15 Sea o C R™. Llamaremos a o cono, cuando dicho conjunto
esté determinado, a través de igualdades o desigualdades, por funciones lineales
en R™, es decir, si existen funciones lineales

f17f27"'afm:Rn—>R
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tales que

c={zeV|fi(x)=0,fo(z) =0,..., fr(x) =0, frr1 <0,..., fu(z) <0}

En particular, todo cono es un poliedro.

Figura 1.8: Diferentes conos en R™.

Definicién 1.16 Un abanico X es un conjunto finito de conos en' V' que satis-
facen las siguientes condiciones:

a) La interseccion de dos conos en X, pertenece a X.

b) Cada cono o € X es la unidn disjunta o = U nt(T), donde int(T)
7€X:7Co
denota el interior relativo de T.

La segunda condicién evita encimar un cono sobre otro.

El inciso b) de la figura 1.9 no es un abanico porque dos de los tres abanicos
de dimensién dos (en colores naranja y azul), no pueden ser vistos como unién
ajena de los interiores relativos de sus subconos en X. Como es de esperarse,
definiremos la dimension de un abanico X como el maximo de las dimensiones
de los conos contenidos en él. Un abanico X es puro dimensional o de dimension
pura si cada inclusién maximal de un cono en X tiene la dimensién de X. La
unién de todos los conos en X se denotard por | X| C V.

Definicién 1.17 Sean Y, X abanicos en V. Y es un subabanico de X (denotado
Y< X) si para cada cono o € Y existe un cono o' € X tal que o C o’. Con
esto podemos definir una funcion Cy,x : Y —X que manda a o al inico cono
incluido minimalmente o' € X con o C o’.
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a) b)

Figura 1.9: El inciso b no es un abanico.

Sea X un abanico y 0 € X un cono. Decimos que un cono 7 € X es una
cara de o si T C o, en cuyo caso escribimos 7 < 0. Por supuesto que Af f(1) C
Aff(o),A; CA,.

Construccion: Vectores Normales. Sean 7 < o conos en un abanico X con
dim(7)=dim(eo)-1. Esto quiere decir que existe una funcional lineal

fAff(c)—R
que se anula en 7, es no negativa en todo o y es diferente de cero en o. Como
AJ/A-,— o~ Zdim(o’)/zdim(’r) ~7

podemos elegir un vector u, € A, cuya clase en A, /A, sea generador. Denotare-
mos a dicha clase por u, /. = [us] € Ay /A, y serd llamada el vector (primitivo)
normal de o relativo a T.

Se denotard por X ) al conjunto de todos los conos k-dimensionales de
X. Llamaremos Abanico Ponderado (X,wx) de dimensién k al abanico X de
dimension pura k, junto con una funcién

wy : XH 7.

Al entero wx (o) se le conoce como el peso de la cara o € X¥). Por simplicidad
solemos escribir w(o) en lugar de wx (o).

Se escribira, abusando de la notacién, al abanico ponderado X, en lugar de
(X,wx) cuando sea claro del contexto de qué funcién wx se habla. Note que
estamos agregando pesos sélo a los elementos del abanico de mayor dimension.

Definicién 1.18 Sea X un abanico ponderado de dimensién pura k. Decimos
que X es un Abanico Balanceado ¢ que cumple la Condicion de Balance si para
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cada 7 € X de dimension k — 1 se cumple

Z Wollg /7 =0,

oOT

donde u, - es el vector primitivo normal de o relativo a T y w, es el peso de la
faceta o.

1.6. Suma de Minkowski y Area Mixta.

Se definird una operacién binaria en poliedros.

Definicién 1.19 Sean B y C subconjuntos de R™. Se define la Suma de Minkosw-
ki como
BaC:={b+clbe B,ce C}.
Si Ay A’ son poliedros, A@A’ también es un poliedro. De hecho, si B = {};
y C = {v}; son los conjuntos de vértices de A y A’, respectivamente, entonces

el conjunto de vértices de A @ A’ estd contenido en B @ C. Eso es un caso
particular de la siguiente proposicién.

Proposicion 1.20 Sean B y C' subconjuntos de R™. Entonces

Conv{B} @ Conv{C} = Conv{B @ C'}.

Veamos unos ejemplos. Considere dos tridngulos A y A’ como en la figura
1.10.

B3 V3

P2

@ b1 "

Figura 1.10: Suma de Minkowski de dos triangulos.
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Considerando O como el origen, A & A’ se puede pensar de la siguiente
forma: fijando algin vértice ya sea de A o A’ vamos formando A ¢ A’.

Fijemos pues (3;. La suma de 1 con cada uno de los puntos en el segmento
de 1 a5 forma, en la A® A’ el segmento entre p y 7, segin la Prop. 1.20. De
hecho, al correr la suma sobre todo A’, obtenemos un tridngulo congruente a
A’ (esquina inferior derecha). Fijando ahora fs y sumandolo con todo elemento
de A’, obtenemos el de en medio a la izquierda. Andlogamente, fijando vértices
de A’ obtenemos tridngulos congruentes a A dentro de A ¢ A’.

Note que el origen sélo cambia la ubicaciéon de la suma pero no su forma ni
su tamano. También note que, en general,

B,C ¢ B&C,

pero si 0 € B, entonces C C B® C.

En general, se puede dotar al conjunto de poliedros en R™ de una operacién
binaria, considerando a la Suma de Minkowski. La operacién es cerrada, debido
a que se cumple Prop. 1.20. Hay un elemento neutro, es decir, si A es un
poliedro en R™,

{0} A=Aa{0} =A,

ademds es asociativa, médulo relacion de semejanza entre los poliedros.
Es decir, diremos que dos poliedros A y A’ estdn relacionados si y sélamente
si son semejantes.

Definicién 1.21 Sean A y A’ dos poliedros en R™. El Area Mizta de A y A
se define como

M(AA') = Area(A @ A") — Area(A) — Area(A').

Figura 1.11: Area Mixta de dos tridngulos.
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1.7. Meétrica de Hausdorff.

Definicién 1.22 Sea (X, d) un espacio métrico, con una métrica d. Sean A y
B subconjuntos de X. La distancia de Hausdorff se define como

dy (A, B) == max{d (A, B),d (B, A)},

donde
d' (A, B) = sup inf d(a,b).
(4.B) = sup fuf d(a. )
Entonces la distancia de Hausdorff intuitivamente nos dice que dos subcon-
juntos estan tan alejados como lo estan, de los puntos més cercanos, los mas
alejados, segun la métrica d (Figura 1.12).

B

S fyep d(a,b
infyep d(a,b) a Paca fpep d(a,b)

Figura 1.12: La distancia de Hausdorff entre A y B es, intuitivamente, la mayor
distancia entre los puntos ‘mas cercanos’de A y B.

Note que es posible d (A, B) = co. De las definiciones, se obtiene dg (A, A) >
0, dy(A,B) =dg (B, A) asi como la desigualdad del tridngulo: Si A, B'y C son
subconjuntos no vacios de X,

dg(A,B) <dy(A,C)+du(C,B).

Al considerarse subconjuntos arbitrarios de X, es posible encontrar sub-
conjuntos diferentes cuya distancia de Hausdorff sea cero, es decir, dy es una
Pseudométrica en el conjunto de subconjuntos no vacios de X. Pero, si Ay B
son subconjuntos cerrados,

dy(A,B)=0& A= B.

Mas aun, si A y B son compactos, la distancia se alcanza en algin punto de A
vy B.
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Entonces, dy define una métrica en el conjunto de subconjuntos cerrados de
X, que son los de nuestro interés. Podemos introducir la convergencia bajo la
métrica de Hausdorff.

Definicién 1.23 Sea {A;}ien una familia de subconjuntos cerrados de un espa-
cio métrico X. Decimos de dicha familia converge en compactos con la métrica
de Hausdorff a A, si para cada compacto C' existe una vecindad U C C' tal que

lim dy(A:NU,ANTU) = 0.
t—00



Capitulo 2

Geometria Tropical.

En este capitulo se introduciran las definiciones y conceptos bésicos relativos
a la geometria tropical.

2.1. El Semi-anillo Tropical.

Sea T = R U {—oc0}. Denotaremos por (T, *“ + 7,“-") o abusando de la
notacién, por T al semi-anillo tropical que consta de las siguientes operaciones:

“«ym TxT +—s T «7. TxT +—s T
(xy) = max{xy} (xy) = x+vy

Donde + es la suma usual de los nimeros reales. Definiremos ademas
“r+ (—00)” = méx{x,—oc0} =2a,Vr €T

‘g —00” =z + (—o00) = —oo,Vz €T,
“9 =0, Va € T.

Es decir, se cumplen:
“B+0"=3, “(—0)-(-00)" =(-x), “5-(=5)" =0,
“527 =10, “rlr =7 “—-2-3+1)7 =1
“l+ (=00 - —1)" =max{l,—oo + (—1)} = mdx{1l, —oc0} = 1.

Observe que, en general, se tiene

“a+a” =a,VaeT.

17
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Es decir, T es idempotente con la adiciéon. Note que no hay inversos aditivos
en T, pero més ain, jno puede haber inversos aditivos! Es claro que la adicion
tropical es cerrada, asociativa y tiene neutro (—oo) por lo que si T tuviese
inversos aditivos contradiria un resultado de la Teoria de Grupos:

Si G es un grupo y existe un elemento a € G tal que a + a = a, entonces
a = Og.

Por lo tanto, con estas operaciones, T es solamente un monoide con la adicién
y es un grupo con el producto. También se cumple que, Va, b,c € T,

“(a+b) ¢ =mix{a,b} + c=max{a+c¢,b+c} =“a-c+b- -,

es decir, en T el producto se distribuye sobre la suma.

Tener la Ley Distributiva nos va a permitir realizar simplificaciones de poli-
nomios por término comun como en los polinomios con las operaciones usuales
de R.

Recuerde que al escribir “3 — 3”7, realmente uno se esta refiriendo a “3 +
(—3)” = méx{3, —3} = 3. Uno debe evitar caer en el siguiente error:

“3-3" = “3(1—1)" =3+ méax{l, -1} = 4.

Existe literatura donde se considera a la adicién como tomar el minimo
en lugar del maximo. En ese caso, el neutro “aditivo” seria oo y todo resultado
escrito aqui tiene su contraparte con estas operaciones. Mds adelante se definirdn
funciones céncavas. Tomando el minimo se consideran funciones convexas.

La idea es formular una teoria lo mas analoga posible a la de la Geometria
Algebraica sobre los polinomios formados con estas dos operaciones. Y para ello,
lo primero que necesitamos es entender cémo son dichos polinomios.

2.2. Polinomios Tropicales.

Sea T[x1,x2, ..., x,] el anillo de polinomos en n variables con coeficientes en

T.Siz=(2z1,29,...,2,) y @ = (a1,...,q,) € N*. Denotaremos por
«
=gt = a4 ape, =< T, >,

el producto interno usual de R”.
Sea f € T[z], entonces:

fla)=¢ Z aox®” € T[x]

aeN”

f(z) = méx {an+ < z,a >}
ace(f)
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con
e(f) = {a € N'ay # —o0}

denotando al conjunto de exponentes de los monomios de f con coeficiente
distinto del neutro aditivo, justo como en la teoria clésica.

Definicién 2.1 Sea f € T[z]. El Politopo de Newton se define como la envol-
vente convera de (f). En simbolos,

Ay = Conv{e(f)}.

Denotaremos por
ml(z) = ant+ < z,0 >,

al monomio de f correspondiente al exponente a.
Ejemplo 2.2

Escrito asi, el polinomio tropical en dos variables f(z1,22) = “22929 —

loy23 — coxiay’ es

f(z1,29) = “2-0-0 — Lozl — coxdr,0”
= “2 — lx 23 — cox”

= mix{2, -1+ a1 + 229, —00 + 31}

=méix{2, -1+ 21 + 229, —00}

= max{2, —1 + z1 + 2z5}

= HlEiX{2—|— < (ZL’1,1’2), (0,0) >, 14 < (1‘1,172), (1,2) >}

En el caso del polinomio de este polinomio, e(f) = {(0,0), (1,2)}.
Asi como en el caso de los polinomios en R con las operaciones usuales,
podemos definir el grado de un polinomio.

Definicién 2.3 Sea f € T[z1,...,2,]. El grado de f se define como

n
max aila = (ay,...,«
aee(f){i=1 1‘ ( 1 n)}

Definimos el grado del polinomio ‘cero’como —oo. El polinomio del ejemplo
2.2 tiene grado 3 por el monomio “— lz;23”.

n»

Hay que tener cuidado al escribir “z™”, ya que es diferente escribir “lx” =

“e+1"yx=x+0= “Ox” = “a”. También observe de la ultima linea la
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razén por la cual no nos interesan los monomios cuyos coeficientes son —oo.
Esos monomios sencillamente no se toman en cuenta.

Asi, f se reduce a ser una funcién afin lineal a trozos, lo cual es mucho més
sencillo que un polinomio en n-variables con las operaciones usuales de R.

El polinomio g(z,y) = “(z + y)(xz — y)”, es en realidad,

glz,y) ="z w+r-(-y)+y-v+y-(-y)
=“2? +(=1) -2y +0-2y +0- (—1)y*”
— “xQ + (_1 —‘y—O)l‘:lj—l— (_1)y2aa

_ “.’172 +zy — y2w

max{2z,z +y,2y — 1}

— “932 4 Ty — y277

por lo que £(g) = {(2,0),(1,1),(0,2)}. En este caso, Ay es el tridngulo con
vértices en (2,0),(1,1) y (0,2).

Mientras en la teoria cldsica las raices de los polinomios son los puntos
donde el polinomio se anula, en geometria tropical, las raices de un polinomio
son los puntos donde el polinomio sea igual a por lo menos dos de sus monomios.
Es decir, que al calcular el maximo de las funciones afines correspondientes a
monomios, haya por lo menos 2 donde el méximo se alcanza. Al tratar un solo
polinomio, al conjunto de raices se le conoce como Hipersuperficie Tropical,
andlogamente al caso cldsico, el de la Geometria Algebraica.

Definicién 2.4 Sea f € T[x]. La Hipersuperficie Tropical definida por f es
Hy = {z € T"(30, 8 € e(f), f(2) = m(¢) = m{(x), con o B}.

Es decir, el conjunto de puntos que constituyen el punto de quiebre de la
grafica de f. Asi como donde la gréafica del polinomio no es diferenciable.

Note que la grafica de f se forma por hiperplanos. La derivada en cada
hiperplano es constante (su vector normal) por lo que los tnicos lugares donde
dicha gréfica no es diferenciable es donde dos hiperplanos se intersecan.

Ejemplo 2.5
Pensemos en el siguiente polinomio en una sola variable:
flz)=«—92* —32° + 2% + 12 + 0" = méx{4x — 9,3z — 3,22,z + 1,0}.

Su grafica estd formada por segmentos de lineas rectas. Sus raices seran un
conjunto finito de puntos.
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Ademis, R se descompone en puntos e intervalos abiertos, que corresponden
a partes donde domina una funcién afin sobre las demas y donde dos coinciden
(ver figura 2.1).

Figura 2.1: Descomposicién de R en 5 intervalos abiertos y 4 puntos.

(Exactamente como? En primer lugar, H; estd formado por la proyeccién
en R de los puntos en la interseccién de las rectas y = mlf(x),z' € {0,1,2,3,4}
que alcancen el méximo en dichos puntos. Observe que no hablamos de todas
las intersecciones.

Especificamente, la proyeccién de los puntos en dicha interseccién son {—1,0,1,2,9/4,3,10/3,9/2,6}.
Los puntos donde se alcanza el maximo en por lo menos dos monomios son
{-1,1,3,6} = Hy. En lugar de obtener los puntos de interseccién y ponerse a
verificar si el maximo se alcanza en dichos puntos, recurra a la grafica de dichas
funciones y verifique quién esta por encima en qué subconjuntos de R.

En el caso de 2 variables, las hipersuperficies tropicales son llamadas Curvas
Tropicales.

Ejemplo 2.6 Recta Tropical.

Sea f(xz,y) = “+y+ 0" = méx{z,y,0}. Para saber cémo es la grafica
de f basta saber en qué partes del plano tropical T2 dominan cada una de las
funciones afines =, y y 0.

La funcién 0 domina en las parejas (z,y) cuyas entradas son no positivas, la
funcién  domina donde la primer entrada es positiva y ademads estan por debajo
de la recta x = y, es decir, cuando y < z. Por dltimo, la funcién y domina en
las parejas cuya segunda entrada es positiva y que estan por arriba de la recta
x = 0. (Figura 2.2).

Los demas subconjuntos del plano corresponden a lugares donde dos monomios
alcanzan el maximo. Especificamente las partes negativas de los ejes coordena-
dos junto con la parte positiva de la grafica de la funcién identidad, y el origen,



22 CAPITULO 2. GEOMETRIA TROPICAL.

Figura 2.2: La dominancia de los diferentes monomios en R2.

donde los tres monomios son iguales y por ende es igual a f(0,0). Dichos puntos
constituyen la Recta Tropical.

Si queremos trabajar de manera local, ya sea en ciertos puntos de R™ o en
un exponente en €(f), es mejor tomar en cuenta un subconjunto adecuado de
Ay, ademads a través de ellos podemos subdividir tanto a Ay como descomponer
en poliedros a R™:

Definicién 2.7 Sea [ € T[x1,22,...,2,] y € R™. El Poliedro asociado a x
se define como

A, = Conv{a € e(f)|f(x) = an+ < z,a >}
La Celda o Célula de x,

C. ={y e R"|Ay = A},
donde A es la cerradura topoldgica de A.

En este caso, nos referimos a la cerradura bajo la topologia usual de R™. A
una celda de dimension cero le llamamos vértice.

Observe que inmediatamente se puede definir la Hipersuperficie Tropical de
f en términos de los Poliedros asociados a los puntos = deR":

H; = {x € R"|A, no es un punto}.
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Claro, porque si A, = «ap entonces el inico monomio que alcanza el maximo
en z es el correspondiente al exponente ag y por lo tanto no pertenece a la
Hipersuperficie Tropical de f.

Ahora, definiendo la relacién de equivalencia “z = y” si y solamente si C, =
Cy, obtenemos una particién de R™ que llamaremos Descomposicion Poliedral
de R™ inducida por f. Es decir, si P es el conjunto de clases de equivalencia,

| | int(C.) =R,

[z]eP

donde int(A) es el interior relativo de A y Ll denota la unién disjunta.

Note que, en el ejemplo 2.5, en puntos negativos menores que 1, el tnico
monomio que es de interés es el coeficiente constante 0, mientras que en -1
dominan tanto el término constante como el de primer grado. De hecho, no hay
un solo punto en R en donde todos los monomios alcancen el maximo. Es decir,
al trabajar localmente, podemos prescindir de ciertos monomios de f.

He ahi donde entran las Partes Iniciales de un punto.

Definicién 2.8 Sean f(x) = “> cyn aar®” € T[x] y 2 € R™. Definimos la
z—Parte Inicial de f como

In,f(z) = ¢ Z aax"7.

age(f),ml(2)=1(2)

Note que A, = Ap,_(y). Si solamente nos fijamos en el punto z y en una
vecindad suya suficientemente pequena, In. f(z) es un polinomio que coincide
con f(x).

Diremos que dos puntos x,y € R? estdn en posicion general si el segmento
formado por ellos tiene pendiente distinta de 0, 1 6 co. También diremos que dos
rectas tropicales (dos hipersuperficies generadas por un polinomio tropical de
grado 1) estdn en posicidn general si por lo menos dos monomios son ‘multiplo
tropical’de los monomios correspondientes en el otro polinomio.

Es decir, si f,g € T[xz,y], son de grado 1 y e(f) = e(g), diremos que Hy y
H, estan (rectas tropicales) en posicion general si existe A € R tal que

“)\mg(:c)” _ “mg(x)” y “)\mg(x)” _ “m%(az)”

para «, 5 € e(f) con a # 3.
Es en este sentido en que las rectas tropicales (las hipersuperficies generadas

por un polinomio tropical de grado 1) tienen las mismas propiedades que las
rectas ‘usuales” (la curva generada por un polinomio con las operaciones usuales
de R™): dos puntos en posicién general determinan una tnica recta y dos rectas
no paralelas se intersecan en un solo punto (Fig. 2.3).

Ejemplo 2.9 La Ecuacion General de la Recta Tropical.
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Figura 2.3: Dos rectas en posicién general se intersecan en un punto y dos puntos
en posicion general determinan una tinica recta.

Sea f(z,y) = “ax + by + ¢’ = max{z + a,y + b, c}. Atacaremos el problema
de encontrar Hy y Ay,

Primero encontraremos los vértices v de Hy, que en este caso sélo es uno,
determinando los puntos donde los tres monomios coinciden y, por ende, sean
iguales a f(v). Especificamente,

r+a=y+b=c,

=r=c—a,y=c—b,

por lo que (¢ —a,c—b) es el vértice de Hy.

De ahi que los demas puntos de la Hipersuperficie Tropical de f son en los que
f coincide en dos funciones y supera a la tercera. Dando esas tres posibilidades
restantes lugar a los tres rayos que parten de (¢ — a,c — b) (figura 2.4).

y=rta>c y+b=c>z+a r+a=y+b>c
y=zx+ayx>c—a =y>cr+ayy=c—b =y=zx+a—-byy>c—>b

Note que si s6lo un coeficiente de dicho polinomio es —oo, Hy se reduce a
ser una linea recta clasica de pendiente 0, oo o 1. Si f es un solo monomio, Hy
serfa por definicién el conjunto vacio (figura 2.5).

Ademds, £(f) es un conjunto de, a lo més, 3 elementos. Por lo tanto, Ay es
el tridngulo con vértices en (1,0), (0,1) y el origen, alguno de sus lados o alguno
de sus vértices.

2.3. Subdivisiones Duales.
Definicién 2.10 Sea f € T[z]|. La Subdivision Dual de f es

Ff = {Aw|l‘ S Rn}
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Figura 2.4: La recta recta tropical consta de un solo vértice: (¢ — a,c — b).

Figura 2.5: Rectas Tropicales dadas por polinomios con s6lo 2 monomios.
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siendo A, el Poliedro asociado a x (ver Def. 2.7).

Se probard que I'y es una subdivisién regular de Ay y algunas propiedades
de dicha subdivisién. Especificamente cémo son sus poliedros y una condicion
de ortogonalidad.

Teorema 2.11 Sean x = (x1,...,%,), f(x) = “>° cyn @az®” € Tx] y Ty la
Subdivision Dual asociada a f.
Entonces, I'y es una subdivision reqular de Ay.

Demostracion :

Primero que nada, I'y es un conjunto finito de poliedros al ser |e(f)| < oo,
ITy| < 21 < 0.

Construiremos un poliedro (n 4 1)-dimensional (A) a partir de A ¢. Con ello
definiremos una funcién céncava (y¢) en Ay. Dicha funcién estara dada por los
monomios de f que alcanzan el maximo en algin punto de R".

Tomaremos la proyeccién (m,11) en R™ de ciertas caras de A de vuelta
a Ay y, dicha proyecciéon dara lugar a una subdivisién I' en Ay. Por tltimo,
verificaremos que, en realidad, dicha subdivisién es I'y.

Sea pues A = Conv{(a, aq)}. Definimos v¢ : Ay—R como

7(p) = mix{\ € R|(p,\) € A}.
Note que
f(@) = méx{an+ < z,a >} = max{< (a, an), (z,1) >}.
Sea ¢ € R™. Llamaremos

Mf - ;Ielé’A};{< (p7 Vf(p))v (E’ 1) >}a

Fe ={(p,7 () < (0,77 (p)), (€, 1) >= M¢}.

Al hacer variar £ en R", considerar F¢ es tomar parte de la “tapa superior”
del poliedro A (ver Def. 1.10) ortogonal a (¢, 1). Claro, F¢ es el conjunto de
puntos cuyo producto interior con (£,1) es constante. Proyectar Fy en Ay para
toda ¢ € R™ daré, por construccién, una subdivision regular en él. Llamémosle
I' a dicha subdivisién (Figura 2.6).

Se probaré que si mf (x),a € e(f) coincide con f(z) en £, entonces (, ay) €

F¢. Llamando

Tny1(A) = {(ala---aan)|<a17~--aan,an+l) € A}7

definimos I' = {7,411 (F¢)|§ € R™}. Obtendremos que 7,41 (F¢) € I'y.
Sea a € A¢Ne(f). Como o € Ag, tenemos que
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Figura 2.6: Idea geométrica en el caso unidimensional.

f(6) = ma () = méx {< (8,a5),(6,1) >}

= Breng();){< (ﬁv’}/f(ﬂ))a (57 ]-) >} = M§

Tomar el maximo con ag y con v¢(5) da exactamente lo mismo, porque de
entre los 8 se encuentran los a que forman la “parte de arriba” de A. Ademas,
basta fijarnos en los vértices de 5, porque es en ellos donde se alcanzan los
valores méximos y minimos de .

Por ende, es claro que si
M = max{< (p,7¢(p)), (&, 1) >},
pEA;

entonces el mismo maximo tomado ahora sobre los {a} que generan (con com-
binaciones convexas) a Ag, debe ser exactamente Me, justo la dltima igualdad.

Ahora, acabamos de concluir que los « € e(f) cuyos monomios dominan en
&, pertenecen a m,41(F¢). Y debe ser claro que la otra contencién también se
cumple: los monomios que pertenecen a m,41(F¢) son justo los que dominan en

£
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Por lo tanto,
Iy ={m1(Fe)teern =T,

de lo que se sigue el teorema.
O

Teorema 2.12 Sean f(x) € T[xz], Hy la Hipersuperficie Tropical de f yT'y su
Subdivision Dual. Entonces Vo € R™,

Aff(Az) LASF(Co),

dim(Af(A2) + dim(Af£(C.)) = n.

Demostracion :

Sea z € R™. Demostraremos que
<z—yp—p >=0,Vy e Aff(C.),vp,p" € Aff(A.).

Es decir, que los subespacios afines Af f(C,) y Aff(A.) son ortogonales (ver
Conceptos Preliminares). Se demostrara para los vértices a de A,.
Asi, sean a € e(In.f) y «,y € C,. Lo tltimo implica que Vj3 € e(In,f)

fy) =maly) =mp(y), f(@) = ma(z) =mg(). (2.1)
Entonces
<y, f-—a>=aq—ag =<z, —a>,

de lo que se sigue el resultado.
Para cualquier par de puntos de A, se sigue exactamente el mismo argu-
mento, si p,p’ € A,

p= Z oo, p = Z ola

ace(In f) ace(In.f)

y como se sigue cumpliendo (2.1), entonces

Z Tama(y) = Z oama(y), Z Tama() = Z oo (T)

ace(In. f) ace(In. f) ace(In. f) ace(In. f)

y de manera anéloga,
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Oaqla —

>

ace(In. f)

>

ace(In f)

De donde se sigue que,

0= >
ace(In,f)
ace(In. f)

!/
00

Oq <Y —2,00>—

Ot > — <Y —T,

29

=<y, Z ola— Z Tatt >
ace(In,f) ace(In. f)

=<z, Z ol o — Z Tatt > .
ace(In, f) ace(In, f)

o, <y—x,a>

/
Ua

ace(Inf)

>

a€e(In,f)

o >

=<y—xz,p>—<y—x,p >

De igual manera basta demostrar dicha igualdad para el conjunto generador
de AfF(C-).

Se utilizaran los espacios lineales en lugar de los afines para obtener la igual-
dad de las dimensiones usando el Teorema de la Dimensién.

Como dim(Aff(C,)) = k, eso significa que para cualquier vector a € C.,
dim(Aff(C,) —a) = k, visto como subespacio vectorial lineal de R™. De hecho,
es isomorfo a R¥. Supondremos que dicho « es un vértice de A,. Ademds,
podemos suponer sin pérdida de generalidad, que B = {a; — a}¥_; es una base
de Aff(C,) — «, donde «; € e(f), a; # .

Sea L : R"—RF definida por

L(z) = (< z,0; — a0 >);,

es decir, L es una matriz rectangular de k X n con < x,; — a > en el i-ésimo
renglon.

L es claramente lineal. También, note que el nicleo de L, son exactamente
los puntos ortogonales a Af f(C.)
Aff(A,) — p! Ademss,

— «a, jQue acabamos de demostrar que son

Ll — a) = (|lai — f])i # 0.

De hecho, Im(B) es un base de Im(L), por lo que I'm(L) es isomorfo a Af f(C,)—
a. Asi, del teorema de la dimensién obtenemos

dim(Aff(A.)) = dim(Nuc(L)) = dim(R")—dim(Im(L)) = dim(R"™)—dim(Af f(C.)) = n—k.

Por lo tanto, dim(Af f(A,)) + dim(Aff(C.)) = n.
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Cabe hacer notar que diferentes polinomios tropicales pueden tener el mismo
Politopo de Newton y la misma Subdivisién Dual. Especificamente los monomios
que no corresponden a vértices de poliedros en la subdivisién no afectardn la
curva tropical. Consideremos, por ejemplo, el caso en dos variables.

Sea f(z,y) = “@®+y+x+0” € T[x,y]. Es claro que el monomio x, correspon-
diente al punto (1,0), no afecta a Hy ni a Ay, es decir, si g(z,y) = “z? +y+07,
entonces Hy = Hy y Ay = A, (Figura 2.7).

Figura 2.7: El monomio x es irrelevante.

Dado un polinomio tropical hemos obtenido un poliedro y una subdivisiéon
de él. Se hard un proceso inverso: dado un poliedro A y una subdivisién de él
I' obtendremos un polinomio g tal que A; = Ay I'y =I'. Consideremos A y I'
como en la figura 2.8.

Recordemos que, en el caso de existir, el Teo. 2.12 asegura que g determina
una curva tropical cuyos rayos y segmentos son ortogonales a los correspondi-
entes en I'. Es decir, H, seria de la forma de la figura 2.9.

Cada rayo o segmento, es la interseccién de dos hiperplanos, que correspon-
den a monomios en g, por lo que requerimos por lo menos de seis monomios,
correspondientes a las seis regiones que separan los rayos y segmentos. Tam-
bién se puede pensar que, visto desde I', por cada vértice de un poliedro en I'
obtenemos un monomio, y tenemos seis vértices: (0,0), (1,0), (0, 1), (2,0),(0,2)
y (1,1).

Entonces, cada uno de los monomios debe tener coeficiente distinto de —oo,
por lo que g tiene que ser de la forma g(x,y) = “az®y® +bx'y® +cay* +da?y° +
exy? 4+ fa'y'”. Basta determinar los coeficientes de manera que se obtenga a
I' como subdivision dual.
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(0,0) (2,0)

Figura 2.8: Un tridngulo A y su subdivisién I'.

Figura 2.9: Posible curva tropical dual a I'.
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Los coeficientes de los monomios deben ser escogidos de tal forma que cada
monomio domine a los deméas en alguna regién abierta del plano. Recordemos
de la demostracion del Teo. 2.11 que los coeficientes de los monomios que eran
relevantes para la subdivisién del poliedro de Newton, inducian una funcién
céncava en el poliedro (Figura 2.10).

fa

Figura 2.10: Una funcién céncava en A

En realidad, el inverso también es cierto: de una funcién céncava, en un
poliedro adecuado con una subdivisién dada, podemos obtener un polinomio
tropical que corresponda a dicho poliedro y a dicha subdivision (Teorema
2.13).

Es asi que tomando

g(z,y) = “O-zy+(—4)-2>+(—4)-y°+0-2+0-y—1" = max{z+y, 20—4, 2y—4,z,y, -1},

obtenemos el polinomio deseado (Figura 2.11).

Entonces, dado un poliedro A € R™ y una subdivisiéon I' de éste, hay una
condicién para asegurar que existe algin polinomio en n-variables cuya subdi-
vision dual es I' y ésta es que dicha subdivisién sea Regular (Ver Conceptos
Preliminares).

En general, se tiene el siguiente resultado cuya demostracion es andloga a la
del Teorema 2.11.

Teorema 2.13 Sea A un poliedro n-dimensional con vértices en Z"™ con en-
tradas no negativas y I' una subdivision reqular de A. Entonces existe un poli-
nomio tropical f € Tlx1,...,xy] tal que Ay = A yT'y=T.

Demostracién :

Como T es regular, existe v : A—R que satisface 1 y 2 en Def. 1.14.
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Figura 2.11: La gréfica de g

T

Figura 2.12: Una subdivisién regular de un poliedro.

Denotemos por V al conjunto de elementos de I" de dimensién cero. Definimos

f) =3 la)a.

acV

De inmediato se obtiene que Ay = A.

Utilizando el mismo argumento de la demostraciéon del Teorema 2.11 con-
cluimos que la “tapa superior”del poliedro A= Conv{(a,v(c)} conforma los
elementos de la subdivisién dual de f, pero también, por construccion, es la
grafica de la funcién v, que por ser regular es exactamente I' (Figura 2.12).

Por lo tanto, I'y =I".
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Cabe hacer notar que hasta el momento en que se escribe esta tesis, o por
lo menos hasta donde sabe el autor, no hay ningin criterio que ayude a decidir
cuando una subdivision es regular mas que el de construir la funcién misma.

Sin embargo, es un hecho conocido que todas las subdivisiones (cuyos ele-
mentos tienen vértices en Z?) de poliedros dentro de un cuadrado de lado 2 son
regulares. En particular, todas las subdivisiones del tridngulo A con vértices en
(2,0),(0,2) y el origen son regulares. Cada una corresponde a una curva tropical
dada por un polinomio tropical cuadratico. De hecho, para conocer todas las
diferentes curvas tropicales de dichos polinomios (f(z,y) = “ax?® + bxy + cy? +
dx + ey + f” donde a,c, f # —o0) basta fijarnos en todas las subdivisiones que
tenga A.

Dichas curvas, se conocen como Conicas Tropicales y estdn determinadas,
salvo traslaciones y la longitud de sus aristas compactas, por las subdivisiones
de éste (Figura 2.13).

N DT
DN

N7

Figura 2.13: Algunas Curvas Tropicales y su subdivisién dual.

No todas las subdivisiones de poliedros, incluso de dimensién dos, son regu-
lares. Por ende, hay subdivisiones de poliedros que no son subdivisiones duales
a ningun polinomio tropical.

Ejemplo 2.14

En efecto, no toda subdivisién estd dada por un polonomio. Consideremos
el poliedro de la figura 2.14.

Para mostrar que dicha subdivisiéon no es regular, supondremos por el con-
trario que si lo es y que por ende estd dada por un polinomio, en este caso de
dos variables. Consideraremos a uno de sus vértics v y las aristas ly,ls,l3 y I4
que parten de él.

Como la curva tropical de dicho polinomio tiene rayos perpendiculares a las
aristas que parten de v, digamos FE1, Fs, E3, F, respectivamente, entonces para
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I3

ly

h

Figura 2.14: Los diferentes segmentos que parten de v.

que E4 no interseque a Es en vez de a E3, E7 debe ser més largo que Eo (Figs.
2.15 y 2.16).

Pero considerando ahora el vértice u podemos repetir dicho argumento en los
cuatro vértices del cuadrado central obteniendo siempre que, moviéndonnos en
el sentido contrario de las manecillas del reloj, el rayo que corresponde a uno de
los lados del cuadrado central es més largo que el rayo correspondiente al lado
anterior, con lo que llegariamos, por transitividad, a que F; es mas largo que
si mismo. He ah{ la contradiccién (Figura 2.15). Por lo tanto, dicha subdivisién
no es regular.

Es

Es
Ey

Es Ey E,

Ey

Ey

Figura 2.15: E; debe ser mas largo que Fs.

La subdivisiéon dual de un polinomio tropical juega un papel importante a
la hora de clasificar hipersuperficies tropicales. Sin embargo, le falta un aspecto
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Figura 2.16: Vecindades de los vértices del cuadrado interior.

para poder diferenciar totalmente a una curva tropical de otra. Ese es el caso
en la figura 2.17:

Aqui se tienen dos subdivisiones diferentes que dan lugar a la misma Hiper-
superficie Tropical. Necesitamos otro concepto que ayude a hacer distincién en
estos casos.

Sea f € T[xy,za,...,2, y sea 0 C R™ una celda (n — 1)-dimensional. Por
el Teo. 2.12, A, el politopo dual a o tiene dimensiéon 1. Es decir, A, es un
segmento de recta. Entonces podemos medir la longitud de dicho segmento y
asociar esa longitud a o.

Definicién 2.15 Sea f € T[xy, za,...,x,]. La Hipersuperfice Tropical Ponder-
ada (Hy,wy), consta de Hy junto con la siguiente funcion:

Si o CR™ es una celda (n-1)-dimensional, v un vértice de A, yp € R™ un
vector primitivo, se define el peso de o como

W = r/{lgﬁéc{)\pp\p +ve A}

Note que estamos agregando pesos solo a las caras de la Hipersuperficie
Tropical de mayor dimension. Hay muchos autores que suelen llamar a la Hiper-
superficie Tropical Ponderada, Hipersuperficie Tropical. Se gana algo agregando
pesos y se vera a continuacion.

En la figura 2.17, esas dos subdivisiones darfan lugar a dos hipersuperficies
tropicales dieferentes.

Intuitivamente, sélo hablamos de las veces que “cabe” el vector primitivo en
su cara correspondiente.

En la figura 2.18, se puso el peso de cada rayo o segmento alrededor de cada
vértice por la siguiente observacién:

Fijémonos en un vértice v de la hipersuperficie tropical de la izquierda.
Considerémoslo en el origen. Tomando en cuenta la reticula Z2, para cada rayo
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Figura 2.17: Dos subdivisiones distintas que dan la misma curva tropical.

] ]

Figura 2.18: Dos hipersuperficies tropicales ponderadas.

Do
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o segmento o que parta de v, consideremos al vector primitivo u, que genera a
la reticula de o, también anclado en el origen.

Por otro lado, en A, (que, en este caso, es un poliedro bidimensional), pode-
mos pensar, de manera analoga, por cada cara de A,, en el vector primitivo
que genere a su Z2 reticula. Por cada cara, hay dos vectores primitivos. Para
escoger alguno, utilice el sentido contrario a las manecillas del reloj y un punto
en el interior de A,.

En realidad, el vector primitivo de A, el de una de las caras de A,, es el
vector primitivo de o rotado 7/2 en el sentido contrario a las manecillas del
reloj.

Vea que la suma de todos los vectores primitivos, multiplicados por su peso
correspondiente, suman cero, ya sea considerando a los vectores en la hipersu-
perficie tropical o en el poliedro de newton.

- ~ -
Va N ’/
’ \ &
19 y ==Z _
Z | - -
N A SRR s
A ’ T
SN -~ -

Figura 2.19: Un vértice en la Hipersuperficie Tropical junto con sus vectores
primitivos y reticulas y pesos correspondientes.

O lo que es lo mismo, uno le da toda la vuelta al poliedro del vértice, con-
siderando los lados y pesos de cada cara (figura 2.19).
Reformularemos la Condicién de Balance dada en el capitulo anterior.

Definicién 2.16 (Condicion de Balance) Sea C' un abanico bidimensional. Sea
v un vértice de C' y o un rayo o segmento de recta que parte de v. Si se cumple

E Wty = 0,
(e
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donde u, es un vector primitivo de o, decimos que C' es un abanico tropical.

En realidad, jtodas las hipersuperficies tropicales no degeneradas cumplen
|

dicha condicién en cada uno de sus vértices! Hay definiciones para dimension

mayor que 2 de abanico tropical (ver Conceptos Preliminares).

2.4. Teoremas de Bernstein y Bézout Tropicales.

En esta seccion se verd una breve y basica introduccion a la teoria de in-
terseccién tropical. Se dard la contraparte tropical de un resultado cldsico en
geometria algebraica: el Teorema de Bernstein.

Teorema 2.17 (Bernstein)
Sean h y g dos polinomios genéricos complejos en dos variables, entonces el

nimero de soluciones de h(x,y) = g(z,y) = 0 en (C*)? contando multiplicidades
es, a lo mds, el Area Mixta M(An, Ay).

Y como caso particular, se tiene un resultado mas conocido:

Teorema 2.18 (Bézout)

Sean C1 y Cy dos curvas algebraicas complejas proyectivas suaves distintas
de grados di y do, respectivamente. La interseccion C1 N Cs consiste de un
conjunto de a lo mds dids puntos.

De hecho la igualdad se da contando a los puntos en la interseccién con su
multiplicidad local de interseccién en Cy y Cs.

Es decir, dadas ciertas condiciones sobre las curvas y una definicién adecuada
de multiplicidad, podemos determinar de manera precisa la cantidad de puntos
en su interseccién. El teorema de Bernstein nos dice que esta cantidad esta en
funcién de las curvas.

Los siguientes parrafos ahondaran en cémo son las intersecciones de cur-
vas tropicales y en como conviene definir la multiplicidad de un punto en su
inteseccién.

Dados dos polinomios tropicales f,g € T[x,y] y sus curvas tropicales Hy y
H,, primero debemos preguntarnos cémo serd su interseccion.

Considere el polinomio producto “f - g7, que de aqui en adelante se deno-
tard simplemente por fg. Por la definiciéon del producto tropical de cualquier
elemento de T con —oo = Or, T es un dominio entero. Note que los exponentes
de los monomios de fg son todas las sumas de un exponente de un monomio
de f con un exponente de un monomio de g. Por ende, al igual que en el caso
clésico,

e(fg) = e(f) @ eg),
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donde @ es la Suma de Minkwoski definida en el capitulo anterior.

Entonces utilizando la Prop. 1.20 obtenemos que el Politopo de Newton de
fg es la Suma de Minkwoski de los politopos de Newton de f y g.

En particular, si * € R" y denotamos por A/ al politopo de x con respecto
al polinomio f, entonces del razonamiento anterior obtenemos que

A9 = Al @ A9, Yz € R™.

Entonces A9 es un punto si y sélamente si Af y AZ son puntos. Recuerde
que se puede pensar a la Curva Tropical de un polinomio como el conjunto de
puntos cuyo poliedro no es un punto. De ésto se sigue la siguiente proposicion.

Proposicién 2.19 Sean f,g € T[x,y]. La Curva Tropical del producto de f y
g es la union de las Curvas Tropicales de f y g, en simbolos,

Hfg:HfUHg.

Ahora, como la curva tropical del producto es la unién de las curvas de sus
factores, se deduce que al intersecar dos curvas tropicales podemos no obtender
un conjunto finito. Considere

f(x) — “x_"_y_’_o” yg(x) — 44x+y+177.

En este caso, Hy y H, son las rectas tropicales con vértices en el origen y en el
(1,1), respectivamente. Por otro lado, el polinomio producto es

fla)g(z)” =z +y+0)(z+y+ 1)
=“Croy+lz+ay+y+ly+z+y+ 17
=2+ (@y+ay) +y°+(1+0)(z+y) +17
= +ay+y’+1lx+y) +1
=2 foy+y?+le+ly+17

Por lo que Ay es un tridngulo con vértices en (2,0), (0,2) y el origen. Este
viene equipado con una funcién regular que determina la subdivision dual de
fg y por ende, la forma su curva tropical (Figura 2.20).

Note que su interseccion es la semirecta 1 < y = z. Claramente si alguna
de las dos rectas tropicales estuviera trasladada por un vector suficientemente
pequeno, en una direcciéon adecuada, la interseccién seria finita. Observe que
hay muchas direcciones en la que esto se puede lograr y que en dado caso, la
interseccién seria siempre sélo un punto.

Esto motiva la siguiente definicion.
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Figura 2.20: Hy,4 es la unién de Hy y Hy,.

Definicién 2.20 Sean f, g € T[x,y]. Decimos que Hy y H, se intersecan transver-
salmente si Hy N Hy es un conjunto finito de puntos que no son vértices de Hy
ni de Hg.

Que Hy y H, sean transversales significa exactamente que ningin vértice de
Hy pertenezca a H, y viceversa. Entonces, todo vértice v de Hy, cumple una y
s6lo una de las siguientes propiedades:

= v es un vértice de Hy.
= v es un vértice de Hy.
= E Hf n Hg.

Recuerde que a vértices en la curva tropical les corresponden politopos de
dimensién méaxima en la subdivisién dual (Teo. 2.12). Supongamos primero
que v es un vértice de Hy. Entonces, salvo traslacién, A y A9 son el mismo
politopo en I'y y en I'f4, respectivamente. Andlogamente si v es un vértice de
H,.

Eso quiere decir que los vértices en el tercer caso van a dar a diferentes
politopos que no formaban parte ni de I'y ni de I'y. Como esos son todos los
vértices de Hyg4, ésos deben ser todos los politopos de dimensién méxima en
I't4. Con esos terminamos de determinar a la subdivisién dual del politopo de
Newton del producto (Figura 2.21).

Es decir, si v es un vértice de Hy, entonces v ¢ Hy, por lo que AJ es un
punto, digamos xy. Entonces

A{:g:Ag@xo:AgJﬂfo,

una traslacién de AJ.
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Por lo tanto, cada elemento de I'y y I'y tiene una copia en I'f,. Entonces,
los demas elementos de dimensién maxima en I';, son los dados por vértices en
H N H, g-

Ademsds, note que en ese caso, A y AY tienen dimensién 1, son segmento
de recta no parelelos y por lo tanto su suma de Minkwosky es siempre un
paralelogramo.

of

]

T

U1

e
Figura 2.21: En este caso si v € Hy N Hy, A, es un paralelogramo en Ay,.

Ahora, nos falta definir la multiplicidad de interseccién de dos curvas transver-
sales en un punto de la interseccion.

Definicién 2.21 Sean f,g € T|x,y] dos polinomios tropicales cuyas curvas
tropicales se intersecan transversalmente. Sea v € Hy N H,. Se define la multi-
plicidad de v en Hyy, denotada por p(v) como el drea del paralelogramo A{:g.

Con ésto es suficiente para probar el caso mas sencillo de interseccion de
curvas tropicales.
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Teorema 2.22 (Bernstein)
Sean f, g € T[xz,y] dos polinomios grado ¢ y d, respectivamente. Supongamos
que sus curvas tropicales Hy y H, se intersecan transversalmente. Entonces

Yo ulv) = M(AgA,),

veEH;NH,

siendo M(A, A" el Area Mizta de A y A y contando a cada punto con su
multiplicidad de interseccion.

Demostracion :

Considere la curva tropical Hy,. Como bien sabemos,
Afg = Af (&) Ag.

Ademas, hay una correspondencia 1 a 1 entre los vértices de la curva tropical
y los politopos de dimensién dos en la subdivisiéon dual de fg. En particular, a
cada punto v € Hy N H, le corresponde un 1nico paralelogramo A, cuya area es
p(v). Como los demés politopos bidimensionales en Ay, corresponden a puntos
en Hy y Hy, la suma de sus 4reas es

Area(Ay) + Area(Ay),
por lo que la suma de las multiplicidades de los puntos en Hy N H es
Area(Aygy) — Area(Ay) — Area(A,),
que justo es el Area Mixta de Ary A,

O

Como caso particular se tiene la versién tropical del Teorema de Bézout,
pero necesitamos unas definiciones antes. Estas son condiciones sobre las curvas,
analogamente al caso clasico.

Definicién 2.23 Sea f € T[x,y]. Decimos que f es genérico de grado d si Ay
es el tridngulo con vértices en (d,0), (0,d) y el origen.

Llamaremos Curva Genérica a la curva tropical de un polinomio genéri-
co. Denotando por A, al tridngulo con vértices en (d,0), (0,d) y el origen, ya
estamos listos para probar la version tropical del Teorema de Bézout:

Corolario 2.24 (Bézout Tropical)
Sean f,g € T[x,y] dos polinomios genéricos de grado ¢ y d, respectivamente.
Supongamos que sus curvas tropicales Hy y Hy se intersecan transversalmente.

Entonces la suma de las multiplicidades de los puntos en HyNH, es evactamente
cd.
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Demostracion :

En este caso Ay, = A. @ Ag. El Teorema de Bernsteins nos dice que sélo
basta calcular el Area Mixta de Acy Ag.
Pero, como A, = Conv{(c,0), (0,¢),(0,0)} y Ay = Conv{(d,0), (0,d), (0,0)},

entonces
Ay = Conv{(c+d,0), (¢, d), (c,0), (0, +d), (d, ), (0,¢), (0,0)}

y éste ultimo en realidad es Conv{(c + d,0), (0,c¢+d), (0,0)} = Actq.
Es asi que

M(Ac, Ag) = Area(Aysy) — Area(Ay) — Area(A,)
= Area(A.yq) — Area(A.) — Area(Ay)
=1/2(c+d)* —1/2¢* — 1/2d*
=cd



Capitulo 3
Tropicalizacion.

En este capitulo se vera como la geometria tropical se aplica para estudiar
problemas de geometria algebraica compleja.

Es decir, para estudiar ciertas propiedades de objetos algebraicos se definiran
contrapartes en el mundo de la geometria tropical que revelen informacién sobre
los objetos originales.

3.1. Amibas y sus Complementos.

Definicién 3.1 Sea f un polinomio en Clz,y]. La hipersuperficie definida por
f se define como

Vi ={(z,y) € (C*)* | f(x,y) = 0},
donde C* = C\ {0}.

Definiremos la siguiente transformacién de (C*)? al plano real.
Log: (C*)? — R?
(z,y)  —  (log|z]loglyl),

donde log es el logaritmo natural con base el irracional e y |a| denota el
modulo del complejo a.

Definicién 3.2 Sea f € Clx,y]. Definimos la Amiba de f como
Ar = Log(Vy).

Asi como en el caso de polinomios tropicales, si f(z,y) = > cpqxPy?, con-
sideramos al conjunto de exponentes de f como e(f) = {(p,q) € N?|cp, # 0} vy
al Politopo de Newton A de f como la envolvente convexa de &(f).

45
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Ejemplo 3.3

Sea f(x,y) = x—y—1. Por el momento fijémonnos exclusivamente en la parte
real de V. Consta de los puntos en la recta que pasa por (1,0) y (0, —1) excepto
estos dos tulitmos. La Amiba de f es aplicar Log a los puntos (|z|, |z — 1), los
cuales son dos rayos y un segmento. Note que al acercarse a (1,0) nos acercamos
al eje y asintéticamente; en puntos cercanos a (0, 1) obtenemos puntos cercanos
al eje x y al hacer crecer el valor absoluto de x, la imagen de (|z|, |z — 1|) bajo
Log se acerca a la diagonal (Figura 3.1).

s,

Figura 3.1: Parte Real de la Amiba de una Hipersuperficie.

Algunas observaciones de las amibas:

= Son bidimensionales, al ser imagen de una superficie en un espacio real
4-dimensional.

= Son conexas, porque son la imagen bajo una funcién continua de un
conexo.

= Son no acotadas. Tomemos un punto en la interseccién del polinomio con
alguno de los ejes. Una vecindad V suficientemente pequena, a través del
mapeo Log, manda a dichos puntos a infinito. Llamaremos un tentdculo a
las imdgenes de dichos puntos que se acercan a oo o —oco (Figura 3.2).

= Son conjuntos cerrados del plano.
= Cada tentaculo tiene cabida para un rayo al que se acerca asintéticamente.

= Dichos rayos corresponden a lados del poligono de Newton y, como en el
caso tropical, son ortogonales a sus lados correspondientes.

= Por cada lado de A, hay por lo menos un rayo y el nimero maximo de
rayos esta dado por la longitud entera del lado correspondiente.
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Log(V)

Figura 3.2: A la izquierda, el médulo de la curva algebraica, a la derecha, un
tentaculo de su amiba con su rayo correspondiente.

= Tienen area finita. Mds aun,
Area(A) < 72 Area(A).
Las amibas cuya drea cumplen la igualdad son particularmente especiales,

son llamadas Curvas Simples de Harnack. Tienen la particularidad de tener el
nimero maximo de componentes en R? \ A (Figura 3.3).

Figura 3.3: Curva Simple de Harnack de segundo grado.

Del complemento de una amiba:
» Cada componente conexa de R? \ A es convexa.

= Existe una funcién 1 a 1 entre las componentes del complemento y los
puntos en £(f). Por ende, el niimero méximo de componentes conexas no
excede al nimero de puntos enteros en el Poligono de Newton.
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= Algunas de sus componentes conexas son acotadas y ellas corresponden a
puntos enteros interiores de A. Sin embargo, hay puntos interiores que no
corresponden a ninguna componente conexa.

= Solamente los vértices de A forsozamente corresponden a componentes
del complemento de la amiba. Por lo tanto, el nimero minimo de dichas
componentes es el nimero de vértices en A.

3.2. Familias de Amibas y sus Limites.

Queremos asociarle un objeto tropical a la amiba de una variedad algebraica.
Para ésto definiremos una transformacién que “adelgace” a la amiba.

Log;: (C*)? — R2?
(,y) — LOQt(x7y)=<l°g('x') l”g(‘y'))— i Log(,y)

log(t) 7 log(t) ) — log(t)

Como se hizo anteriormente, si f € C[z,y] es un polinomio y V es su
variedad correspondiente, definimos su amiba como A; = Log:(Vy). Note que a
medida que t crece, la frontera de los tentdculos de A; se va acercando a dichos
rayos.

Definicién 3.4 Definimos el limite de la familia de amibas como

tliglo At

Debemos tratar con cuidado dicho limite, la palabra nos da una idea de
convergencia y necesitamos hablar de convergencia aunque sea en subconjuntos
del plano. Esta se obtendra de una métrica en el conjunto de subconjuntos
cerrados: la Métrica de Hausdorff (ver Def. 1.23).

Es, en este sentido, que nos referimos al limite de una familia de amibas
limy oo A

Dicho limite siempre es un abanico tropical. El problema es que no toma
en cuenta ‘hoyos’, es decir, las componentes acotadas del complemento de la
amiba. También puede suceder que aplaste varios tentaculos en un solo. Se
pierde demasiada informacién (Fig. 3.4).

Por otro lado, en el momento en que se le pone un subindice a la variedad
algebraica V', se estd pensando que se tiene toda una familia de variedades
algebraicas o que se tiene una sola que va cambiando con respecto al parametro
t.

Empecemos con una hipersuperficie V. Esta depende tnicamente del poli-
nomio f que la define, entonces para que V; vaya cambiando con respecto a t,
el polinomio f tendria que ir cambiando con respecto a ese mismo parametro ¢.
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im0 At

TN

Figura 3.4: Tomar el limite de una amiba es proceso demasiado agresivo.

Es decir, ya no basta pensar en el anillo de polinomios Clz, y], hay que meter
polinomios cuyos coeficientes sean, por lo menos, polinomios en una variable ¢.
Resulta que seran algo méas que eso. Veamos un ejemplo antes.

Ejemplo 3.5

Tomemos de nuevo f(z,y) = = —y — 1. Entonces, A, = {Log(|z|, |z —
1|)|x € C} y notemos que el punto (xg,y0) € Vy con zg = 1/2(1 + V/3i) y
Yo = 1/2(—1 +/3i) va a dar al tinico vértice del limite de A;:

i log|xzo| log|yol
im ,
t—o0 \ log(t) ~ log(t)

e <zO;<t>’ zogo<t>>
~(0,0)

M Logq (0, 0)

De hecho, si A es el limite de la familia de amibas, los complejos = en el
circulo unitaria van a dar a puntos de la forma (0,s) en A y los de la forma
|z — 1] = 1 van a dar a puntos (s,0) en A.

Note que, en la préctica, este proceso es complicado. Es dificil obtener el
limite de una familia de amibas. Resulta que hay una forma de llegar al limite
sin pasar por la amiba y luego calcularlo explicitamente usando a la Geometria
Tropical. De esa forma la geometria tropical se aplica en la geometria algebraica
compleja.

La idea, como el argumento puesto arriba sugiere, es expandir el campo de
coeficientes. Ya no sélo consideraremos a C, sino por lo menos a C[t]. Necesi-
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tamos un campo que contenga todas las soluciones de ecuaciones, por ejemplo,
del estilo
22 =1+t

en dicho caso, la solucién esta en términos de Series de Laurent:

o (1/2)
x—z<k>t,
k=0
1) (r—k+1
donde (Z :r(r ) kfr + ),reRyO<t<1. Pero dichas series no

son suficientes, podriamos tener ecuaciones de la forma:
2 213
2? = (t+12)%,

dichas ecuaciones no serfan Series de Laurent, habria que permitir exponentes
fraccionarios, pero acotados y con un denominador en comun,

= /2/3
_ 1(8k+2)/3
=3 (e

k=0

con 0 < t < 1. Ademds, vamos a querer poder evaluar dichas series en ciertos
reales t cercanos al cero, por lo que habra que pedir ademés eso. Todo esto nos
lleva a lo siguiente.

3.3. Campo de Series de Puiseux Generalizado.

Definicién 3.6 Sea F' un campo. Definimos el Campo de Series de Puiseux
como

Pt} = {¢ : U—>R’ $(t) = ait',a; e Fic ICRte U},
iel

donde U C R es una vecindad del 0 donde ¢ converge e I estd bien ordenado.

Es decir, todo subconjunto de I tiene un primer elemento.

Cabe hacer notar que el Campo de Series de Puiseux solo considera series con
exponentes racionales que tienen un denominador en comun. De ahi que el
definido aqui es una generalizacién. Se puede probar que si F es algebraicamente
cerrado y de caracteristica cero, P{t} es la cerradura algebraica de F((t)), el
Campo de Series de Laurent de F'.

Entonces, en lugar de una familia de polinomios, ya tenemos un solo poli-
nomio que guarda en sus coeficientes la informacién de toda una familia. Nece-
sitamos poderle asociar algo en T que sea el simil del limite de la familia de
amibas original.
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Es decir, daremos una funcién de P{t} a T que oculte el proceso de limite de
una familia de curvas algebraicas con coeficientes en un campo F. Después se
enunciara un teorema que asegure obtener exactamente lo mismo usando series
o usando limites de familias de amibas.

Definicién 3.7 Sea K un campo. Llamaremos una valuacion en K a la funcion
val : K—T
que satisface Va,b € K :
1. val(a) = 0o < a = 0.
2. val(ab) = val(a) + val(b).
3. min{val(a),val(b)} < wal(a +b)

Si F' = C, notemos las siguientes propiedades de la series de Puiseux con
respecto al limite y al logaritmo en base t. Sea j € I el elemento minimo de [ y

(t) =2 ,c; ait’ € P:

lim log (¢(t)) = lim log, (Z at )

i€l

oy j yij
%Lr)%logt (t Zazt >

el

— It J ]
= %51(1) log.(t") + log, <Z a;t >

el

iy g

4 Tim oo (zt )
1

=7

donde ¢ — 5 > 0.
Porque a medida de que t se acerca a cero, dicha serie se acerca al valor del
coeficiente del exponente més pequeno, es decir, si t—0,

log, (Z aiti]) —log(a;)—0.
el

Ademds, si j' € I' es el elemento minimo de I' y ¢(t) = > .o apt’ € P,
entonces

It Logu(p(1)0(0)) = i loga (o(1)) + lim logu(6()) = ' + j
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Estas observaciones conllevan a la siguiente valuacién en P:

val : P — T
Zielaiti —  min(I)

es decir, enviar al minimo exponente de la serie, el correspondiente al ele-
mento minimo de I.

Definiendo val(0) = oo, basta probar 3. para que val sea una valuacion.
Eso se sigue de observar que la igualdad se tiene cuando val(p(t)) # val(p(t))
0 aj # —ay;, en otro caso, dada la definicién de P, val(p(t) + ¢(t)) debe ser
estricamente mayor que val(p(t)) y val(p(t)).

Podemos suponer que wval es una funcién que contiene al 1, ya que si val es
una valuacién en K, entonces 1/Aval es una valuaciéon en K, VA > 0.

Tomando —wal en lugar de val, hemos encontrado exactamente cémo aso-
ciarle a polinomios con coeficientes en P objetos tropicales:

Definicién 3.8 Sea f(x,y) = Z d(t)x'y’ € P{t}[z,y] un polinomio de dos

pee(f)
variables con coeficientes en el Campo de Series de Puiseux. Se define la Trop-

icalizacion de f, Tropy € T[z,y] como el polinomio dado por

Trops(z,y) = © Z —val(¢)z'y’”.
pee(f)

Tropy es un polinomio cuyos coeficientes constan de lo tnico que quedaba
al tomar el limite de los logaritmos en base t.

Pero asi como se hizo en C[z,y] podemos pensar en la amiba asociada a un
polinomio en Pz, y], basta definir una norma en el Campo de Series de Puiseux
y tomar el logaritmo en base t.

Es asf que si ¢(t) = >, a;t" podemos definimos la siguiente norma en P:

vaal : P — T
|¢|7'ual — e_val(¢)
Dicha norma cumple una versién no Arquimedeana de la desigualdad del
tridngulo:
|9+ ¢l—var < max{|P—vat, [¢|-var}-
Recordemos que si |-| denota el valor absoluto, a,b € R con |a|] < [b], la
Propiedad Arquimedeana nos asegura que existe un natural n € N tal que

|b| < nlal.

Observe que dicha propiedad no se cumple en absoluto en P. Si ¢, € P,
[0| —vat < || y m € N, entonces

Bl var = ¢+ O+ ... + Ol vat = || —var < |@]-vai-
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Como se hizo anteriormente para curvas algebraicas complejas, podemos
definir la Amiba No Arquimedeana sobre P. Sea Vp C (P*)™ una variedad
algebraica. Definimos, de manera analoga, el mapeo logaritmo como sigue:

Logp - Py — @
LOgP(¢1v~~~a¢n) I (log|¢1|7vala~~~7log‘¢n‘7val)

Note que, en realidad, (log|¢1|—valy - - -, 10g|Pn| —vai) = (—val(P1), ..., —val(¢y,)).

Definicién 3.9 Seq f € Plz,y]. Sea Vy su variedad algebraica correspondiente.
Definimos la Amiba no Arquimedeana de f como

Ag = Logp(Vy \ (P*)?).

El hecho de que dicha amiba es en realidad una curva tropical que guarda
la informacion de f queda expresado en el siguiente teorema:

Teorema 3.10 (Kapranov) Sea f € Plx,y]. La Hipersuperficie de la Tropical-
izacion de f coincide con su Amiba (no Arquimedeana), en simbolos, Hryop, =

Ay, .

Finalmente la conexién entre los 3 mundos: Sea f un polinomio con coefi-
cientes en el Campo de Series de Puiseux.

Por un lado, cada t en una vecindad suficientemente cercana al 0 obtenemos
un polinomio f; € C[z,y] que define una curva algebraica compleja. Por lo que
dicha vecindad del 0 define una familia de curvas algebraicas V%,, una familia
de amibas A; y un limite lim; o A; en T[z,y] (En este dltimo limite se piensa
at=1/k, donde k es el pardametro del Campo de Series de Puiseux).

Por otro lado, f tiene su correspondiente Amiba No Arquimedeana, denotada
Aj. Resulta que estamos hablando de la misma curva tropical:

Teorema 3.11 (Viro Patchworking) Sea Vi una variedad algebraica compleja
con pardmetro t y Vp su correspondiente variedad en (P*)2. Entonces la Amiba
no Arquimedeana A(Vp) es el limite de las amibas A(V;) cuando t—o0 con
respecto a la métrica de Hausdorff en compactos. En particular, lim;—, o A(V%)
existe en ese sentido.

Tanto el Teorema de Kapranov como el de Viro se pueden extender a Ideales
de polinomios, ademds de que se puede generalizar a n indeterminadas.
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