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Introduccion

El presente trabajo fue realizado con la intencién de complementar el estudio actuarial
basado en temas estadisticos y probabilisticos que se dirijan a modelos para la medicién
de riesgos orientados al sector asegurador. Esta intencién emana de la necesidad de dar
a conocer al estudiante de la carrera de Actuaria un poco mds acerca de las aplicaciones
que tienen las materias de probabilidad y estadistica con otras como lo son matemati-
cas actuariales del seguro de danos y teorfa del riesgo, ademéds de explorar temas que
actualmente se deben considerar para su aplicacion.

Para poder alcanzar este objetivo, se realizé una seleccién de temas y modelos bajo los
cuales se pretenden conocer los riesgos a los que se expone una compania aseguradora.
Para esto se consultaron diversos libros y manuales de certificaciones internacionales
que en conjunto y con su informacién cubren las necesidades que se plantean. Por otro
lado, y con la finalidad de interactuar con un programa computacional estadistico que
complemente la parte tedrica de los modelos, se implementa el uso del programa R para
los calculos del trabajo.

Esta tesis estd organizada en cuatro capitulos, que son los siguientes: el capitulo 1
contiene las bases de probabilidad que se utilizan para el desarrollo de los modelos de
pérdidas agregadas descritos en el capitulo 2, estos temas involucran definiciones de las
distribuciones tanto discretas como continuas que se estarédn presentando a lo largo de los
capitulos de este trabajo, a su vez, este capitulo introduce definiciones inherentes a las
modificaciones de los contratos de seguros que se realizan en este sector y que influyen en
el comportamiento de las distribuciones anteriormente mencionadas. Posteriomente, en
los capitulos 2 y 3 se dan a conocer los modelos que siguen las distribuciones de las pér-
didas agregadas, asi como los métodos que se utilizan para describir estas distribuciones
y, con base en ello, se puedan tener las herramientas necesarias para realizar los cdlculos
internos que requieran las aseguradoras. Es importante mencionar que la teorfa se apoya
de varios ejemplos que ayudan a ilustrar las ideas dentro de la misma. Finalmente, en
el capitulo 4 se muestra la aplicaciéon de la teorfa presentada en este trabajo, utilizando
una base de datos confidencial, que refleja la situaciéon de los datos que se manejan en
las companias aseguradoras.

Como complemento, en las iltimas secciones se adiciona un anexo de probabilidad y
estadistica que servird como apoyo en el desarrollo de cada capitulo y también contiene
los cédigos en R mediante los cuales se realizan las aplicaciones del presente trabajo.
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Capitulo 1

Aspectos introductorios

Existen diferentes tipos de riesgos en todos lados, comenzando por los riesgos que con-
llevan actividades cotidianas como cruzar una avenida, bajar unas escaleras o conducir
un automoévil, pero es importante tener claro que el término riesgo concretamente se
refiere a la posibilidad de que ocurra un evento incierto y que, como consecuencia, pueda
danarnos o perjudicarnos de alguna manera. Por esta razén, es légico pensar que, en
la mayoria de las ocasiones, se busque reducir, evitar o transferir ciertos riesgos, de tal
manera que es necesario identificar los riesgos y posteriormente tratar de medirlos para
controlarlos y manejarlos, sujetos a las necesidades que se tengan y a las posibilades de
realizar este proceso.

En lo que concierne al d&mbito actuarial, existen diversas formas de llevar a cabo un con-
trol, medicién y anélisis de riesgos, pero principalmente en este trabajo interesan aquéllos
que impliquen pérdidas econémicas ocasionadas por diferentes eventos. Por ejemplo, en
el d&mbito financiero uno de los objetivos que interesan es obtener el rendimiento deseado
de las inversiones que se realicen. Para ello existen factores que se deben considerar al
momento de analizar la informacién y tomar una decisién. Entre éstos estd el estudio de
ciertos riesgos como el de mercado y el de liquidez, etc. Ahora bien, si nos concentramos
en el sector asegurador, que es el que concierne a este trabajo, el riesgo que se consid-
erard, estd enfocado a las pérdidas que absorben las companias aseguradoras mediante
sus pdlizas de seguros emitidas; esto no es mas que un contrato por medio del cual la
aseguradora se protege de las futuras pérdidas que pudiera contraer como consecuencia
de cubrir su portafolio de asegurados, ya sea a través de asegurar sus bienes materiales
0 personas.

Entonces, el conjunto de pérdidas que tiene una compania aseguradora es uno de los
principales elementos que la aquejan, de tal forma que calcular los costos de dichas
pérdidas es una tarea dificil, y es por esta situaciéon que la Actuaria se ha dedicado
a proponer modelos que ayuden a realizar de mejor manera estos cédlculos, mediante
modelos matemédticos y numeéricos, que nos ayuden a obtener resultados méds cercanos
a la realidad. Evidentemente, en este tipo de problemas el Actuario necesita saber
la probabilidad de ocurrencia en diferentes tipos de siniestros, pues con ello intentard



realizar cdlculos para conocer, a futuro, la situaciéon econémica de la aseguradora y los
aspectos que se deben tener en cuenta de conformidad al comportamiento de las pélizas.

En particular, para llevar a cabo cualquier tipo de modelo que se requiera, existen dos
aspectos que se deben considerar: el primero de ellos se relaciona con el nimero esperado
de reclamos que se presenten en un campo especifico del seguro y en un tiempo determi-
nado, este punto se denominard como Frecuencia. El segundo aspecto a considerar para
evaluar los riesgos asociados a los contratos de seguros, es la Severidad que representa el
costo absorbido por la compania de los eventos asegurados.

De tal forma que la frecuencia y la severidad son indispensables para la valuacién de
los contatos de seguros, debido a que la combinacién de estos elementos representa las
pérdidas que debe afrontar la aseguradora para el portafolio de las pdlizas que tiene
aseguradas, y que reciben el nombre de Pérdidas Agregadas. En este sentido, el prin-
cipal objetivo es desarrollar modelos actuariales basados en conceptos probabilisticos y
estadisticos que ayuden a medir las pérdidas que se tengan en este campo, utilizando
como medio la teoria de Modelos de Pérdidas Agregadas.

1.1 Distribuciones

Como introduccién a la teoria de los modelos que se desarrollan en este trabajo, el
primer punto que se plantea estd asociado al valor esperado de la pérdida agregada por
asegurado para un periodo determinado, que es conocido como Prima Pura, en donde
estdn involucrados los conceptos, tanto de frecuencia como de severidad. Supdngase
que en promedio 40 reclamaciones son recibidas un periodo anual y que el promedio
de esas reclamaciones es de $3,000, si asumimos que la frecuencia y la severidad son
independientes, la prima pura serfa de $120,000. Por otro lado, dado el cardcter positivo
de los montos de reclamacién, éstos se modelardn con variables aleatorias que tienen
soporte en RT o en algin subconjunto del mismo.

En este primer capitulo se introducen las distribuciones (modelos) mds comunes para
modelar tanto el tamafio de las pérdidas (severidad) como del mimero de reclamaciones
en un periodo determinado (frecuencia). Evidentemente, en ambos casos el objetivo es
encontrar distribuciones continuas y discretas que mejor ajusten a los tipos de datos,
dependiendo de las circunstancias presentadas.

Las definiciones que se presentan a continuacién caracterizan a algunas de las distribu-
ciones que se estudiardn en este trabajo y por lo tanto es importante conocerlas.

Definicién 1 Una distribucién paramétrica es una funcion de distribucion que estd de-
terminada de acuerdo a uno o varios valores llamados pardmetros los cuales son fijos y

finitos.

Esto sirve para todas las funciones de distribucién conocidas, por ejemplo, la distribucién
Exponencial la caracteriza su pardmetro (1/6).
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Definicién 2 Una distribucién de escala es una distribucion paramétrica que tiene la
propiedad de que al multiplicar la variable aleatoria por una constante positiva, la dis-
tribucion resultante de la nueva v.a. pertenece a la misma familia de distribuciones.

Por ejemplo, la distribucién Pareto («, ) es una distribucién de este tipo, que posee un
parametro de escala 6, que al multiplicarse por una constante ¢, la nueva v.a. resulta
una Pareto con pardmetros (c, c).

Demostracién: Si X ~ Pareto(w,0), Y = c¢X variable aleatoria tiene la siguiente dis-
tribucién:

Fy(y) =P(Y <y)=P(cX <y) =P (X <¥)=Fx (%)

0 « I
Esto es Fx (%) =1— [ - 9] =1- {y _T_ 09} que es la funcién de distribucién de

ol

una Pareto («, cf).

1.1.1 Algunas distribuciones continuas

Determinar la familia de distribucién a la que pertencen los datos de una muestra es uno
de los objetivos de este trabajo, por lo cual este punto se restringe a mencionar algunas
de las distribuciones que modelan la severidad, sujetas a las condiciones de tener soporte
en los reales positivos. Entre ellas, estan las distribuciones Exponencial, Gamma, Beta,
Pareto, Pareto Inversa, Weibull, Lognormal y Gumbel.

A manera de resumen, a continuacién se muestran las funciones de densidad de probabili-
dades, de distribucién, de supervivencia, de riesgo, asf como las caracteristicas numéricas
de algunas de las distribuciones continuas. Adicional a ello se incorporan los graficos
comparativos de sus funciones.

Cabe mencionar, que al interior del apéndice A se incluye informacién de las caracteris-
ticas para estas distribuciones, en donde se consideran algunas de las modificaciones de
cobertura a las variables aleatorias.



Exponencial (1/60)

fﬂxk%; 0<x<w

Fx(x)=1-€7%
SX(x)=e‘§

hx(x)=1/8

E(X)- 6

Var(X)= 6?

M(H)=(1-0)"r <L

Gamma (a, )

(x/0)%e"%

;0<x<mw

Fx(x)- T(a; %)
Sx(x)=1-T(a; 5 )

E(X)- of

Var(X)= 82a

My(t)=(1-61)"r <

Donde

[ )eE

Nag) =), yI(a)

Beta (a, b)

T(a+b)
I'(a)I'(b)

fio)-

Fx(x)= p(a.b;x)

Sx(x)=1-B(a,b;x)

___4a
B a+b
Var(A )= ab =
) (a+b+1)a+b)
Donde
ey - _Tla+h)
P(a.6:%) = T

a>0,b>00<x<1

o bien

dv | Bla,b) = I;r‘“(l—t)b_ldf

x*1(1 —:c)b_lg 0<x<1

Ixta~1(1—r)b-1dr;
0




Pareto (a,0)

af*” e rew
(x+6)* 1’

fx)-

- [4] a
r-1-( g )

sio-( 757 )
hx{x)=3;$?j
E(D-—2
Var(X)= af?

(a-2)(a-1)°

Weibull (0, 7)

T _(Iv-'la T
fl)= L) e

c0=x<w

Fy(x)=1-¢ ™8

Sx(x)= @O

(x/8)*
T

hy(x)=

E(X)= 61 (1 + %)

2
Lognormal (u,c")
) < ;:jm[jx::_u;:ul )
fx(x)= e 2w ;0<x<w
X0 .21

Fx(x)=- 'Im( h‘(?‘fj}—.u )

Sx(x)=1- o( In(e)-s )

E(X)=exp(pn+ 50 )

Var(X)= gluo’ (ecz 3 1)




Fx)
00 04 08

Syl(x)
00 04 08

Fi(x)
00 04 08

Syl(x)
00 04 08

Exp (1/6)

Gamma con parametros (3,1/2)

Distribucion Densidad
[(e}
o
=]
&
T T T T T T T T D T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
X X
Supervivencia Riesgo
=
X o
=
o
=
T T T T T T T T o T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
X X
Fig. 1.1
Exponencial con parametro (1/10)
Gamma (a, 0)
Distribucion Densidad
=
__ ©
25,
= N
o
o
T T T T T T T = T T T T T T T
0 B 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
X X
Supervivencia Riesgo
e
~ 1
2 o
PR
cQ
T T T T T T T (=} T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 16 20 25
X X
Fig. 1.2




Fx)

Sx(x)
00 04 08

Fu(x)

Sx(x)
00 04 08

10 20

0.0

Beta (a, b)

Distribucion Densidad
- a
X
/ )
T T T T T T o 'y T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 08 1.0
X X
Supervivencia Riesgo
o
el
N
)
<8
o
T T T T T T I T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 08 1.0
B X
Fig. 1.3
Beta con parametros (2,3)
Pareto («, 0)
Distribucion Densidad
©
. =
% o
o
S
T T T T T O T T T T T
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
X X
Supervivencia Riesgo
[=e}
= <©
= o
o
<
T T T T T o T T T T T
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
X X
Fig. 1.4

Pareto con parametros (4,30)

7



Fu(x)

Sy(x)

F(x)
00 04 08

0.4

0.0

0.8

0.4

Weibull (6, 1)

Distribucion Densidad
-
i x <
= O
o
_ =}
T T T T T T T C) T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
X X
Supervivencia Riesgo
7 .
= O
- E; o
_ =)
o -
T T T T T T T o T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 10 20 30 40 50 60
X X
Fig. 1.5
Weibull con parametros (5,1/18)
Lognormal (i, 0%)
Distrihueion Densidad
T o
N
4 w5 2
x o
B (o)
=}
i T T T g T T T T T
0 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500
X X
Supervivencia Riesgo
=7
B ©
i o
_ = o
| F g
_ o
=
T T T T o T T T ¥ T
0 100 200 300 400 500 100 200 300 400 500
X X
Fig. 1.6

Lognormal con parametros (3,5)

8



Sumas de variables aleatorias

Es importante conocer algunos resultados acerca de sumas para las variables aleatorias
que modelan la severidad en los datos, debido a que, con ellos, se pueden simplificar los
resultados posteriores de nuestro anélisis.

Supéngase que X1, Xo, ..., X, son variables aleatorias independientes, se define
n

Y = ZX“ entonces:

i=1

Si X;~ N(pj,02) =Y ~N (Z L) Za;?)
=1 =1

Si XiNExpG) :>Y~Gamma(a=n,9:

)

>|=

Si X; ~ Gamma(a;,0) =Y ~ Gamma (Z Q;, 9)
i=1

Si X; ~ Ji — cuadrada(k;) =Y ~ Ji — cuadrada (Z kl>

=1

Tabla 1.1

Colas de una distribucion

Otra caracteristica relevante de las distribuciones esta relacionada con su cola derecha,
que corresponde al peso de la distribucién al final de los valores que toma. Es de tanta
importancia la cola de las distribuciones debido a que en ocasiones habra reclamos ele-
vados dentro de nuestro portafolio de pdlizas y al anélizar las posibles distribuciones en
los datos, el estudio de sus colas servird para elegir un modelo, ademds que el impacto
de esos reclamos tan elevados puede modificar de manera significativa el total de las
pérdidas del portafolio.

Existen diversas formas para determinar qué tan pesada es la cola de una distribucién,
a continuacién se presentan algunos métodos:

e Uno de los métodos estd basado en la existencia de los momentos de las distribu-
ciones y sirve para casos especiales puesto que, la existencia de todos los momentos
de una distribucién indica que su cola es ligera, mientras que, si para una distribu-
cién no estan definidos todos sus momentos, entonces tendra una cola pesada.

Un ejemplo claro de una cola pesada en una distribucién es la Pareto pues su k — ésimo
momento existe sélo cuando k < a.



e El segundo método que sirve para determinar la cola de alguna distribucién es a
través de la funcién de riesgo o "hazard" definida como:

hx (z) = Ix(z)
Sx (x)
Debido a que la naturaleza de esta funcién es revelar informacién acerca de las colas
de las distribuciones, el criterio para determinar las colas es el siguiente: si la funcién
de riesgo es creciente significa que posee una cola ligera, mientras que, si es decreciente
entonces la distribucién tiene una cola pesada. Por otro lado, si la funcién de riesgo es
constante como en la distribucién exponencial que se muestra en la Fig. 1.1 no se puede
definir que pertenezca a ninguna de estas dos clases de colas pesadas y ligeras.

e Finalmente, el tdltimo método propuesto para conocer qué tan pesada es la cola de
una distribucién es por medio de su funcién media de pérdida en exceso (e(d)),
esto es, si e(d) es creciente en d, entonces se considera que tiene cola pesada y
si es decreciente tendrd cola ligera. Més adelante se explica cémo se obtiene esta
funcién.

Adicional a estos métodos se cuenta con una alternativa para comparar colas entre dos
distribuciones con la misma esperanza, esto se realiza tomando el limite del cociente de
sus funciones de supervivencia, es decir:

W

lim 2L (2)

z—00 53 ()

o bien de sus funciones de densidad

. fi (93)
A T (o)

Si la razén diverge a oo implica que la f.d.p del numerador es la que tiene la cola més
pesada.

1.1.2 Distribuciones discretas

En esta seccién se exponen las familias de distribuciones discretas que pueden describir
la frecuencia de las reclamaciones en los datos de una compaiia aseguradora y, en otros
casos, incluso, la severidad de los mismos, pero este desarrollo se incluye méas adelante
en la secciéon Modelos compuestos de frecuencia. Aqui se presentan las caracteristicas de
cada una de ellas, que podrian ayudar a identificarlas para utilizarlas en una situacién
concreta.

Sea N la v.a. que cuenta el nimero de reclamaciones, entonces la funcién de probabil-
idad denotada como py = P(N =k); k = 0,1,2,... representa la probabilidad de que

10



exactamente k reclamaciones ocurran. La funcién generadora de probabilidades (f.g.p.)
para esta v.a. es:

Py (2) =E (V) = Zpkzk
k=0

Que ademds sirve para hallar los momentos de las variables aleatorias discretas, ya que

Py’ (1) =E(N)
Py (1) = B[N (N — 1)) =B (N?) - B ()
Var(N)=P (1) + P’ (1) - [P (1))

Teniendo como base esta notacién de las distribuciones, se puede comenzar a estudiar
las principales distribuciones discretas que se utilizan para modelar la distribucién del
nimero de reclamaciones en las pdélizas de seguros.

Binomial (n,q)
Esta distribucién caracteriza el nimero de éxitos o fracasos, segin sea el caso, en m

ensayos Bernoulli independientes.
Su funcién de densidad de probabilidades (f.d.p.) es

pe=P(N=k)= < T,? )qk(l—q)m_k; k=0,1,2...,m;

m entero positivo y 0 < ¢ < 1

Una caracteristica propia de la distribucién binomial, es que su varianza es menor que
su media y, este hecho, puede ser 1til para seleccionarla en una situacién de modelacién
basada en datos reales.

Caracteristicas numéricas
E(N) =mq
Var (N) =mq(1—q)
Py(z)=[+q(z-1"
My (t) = [(1 - q) +ge']"
[(m+1)q] si (m+1)q¢Z

Moda =
(m+1)g—1y (m+1)g si (m+1)geZ
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Ejemplo 3 N ~ Binomial(50,0.6)

Binomial(50,0.6)

Pk

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

N ll|||“ hll'la “““““

0 10 20 30 40 50

Fig. 1.7

Geométrica (p)

Con funcién de densidad de probabilidades

5\ 1

Caracteristicas numéricas
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Una propiedad relevante de la distribucién geométrica es la llamada pérdida de la memo-
ria y bajo el contexto que hemos manejado, como la distribucién describe el niimero de
reclamaciones, esto significa que: La probabilidad de que el nimero de reclamaciones sea
mayor a m+ j reclamaciones, dado que ha habido al menos m reclamaciones, no depende
de este valor; es decir sean m, j € Z, luego N ~ Geom(f) entonces:

PIN>m+j|N>m|]=P[N > j]
Ejemplo 4 N ~ Geom(1.5)

Geom(1.5)
< ]
o
o
g
o (o]
e S
N ‘
e | ‘ | | I I [ * I P
=]
| \ | |
0 5 10 15
k
Fig.1.8

Binomial Negativa (s,)

Para esta distribucién su funcién de densidad de probabilidades es

e (M) o) ()

k = 0,1,2,....donde § > 0,7 >0
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Caracteristicas numéricas

E(N)=rp
Var (N)=rB(1+8)

Py(z)=[1-p(-1"

M (8) = [umlw]

Esta distribucién, a diferencia de la binomial, tiene la propiedad de que su varianza es
mayor a su media.

Ejemplo 5 N ~ BinNeg(0.25,15)

BinNeg(0.25,15)

Pk

0.05
|

0 5 10 15 20 25 30 35

0.00
|

Fig. 1.9

Poisson (1)
La distribucién posee la siguiente f.d.p.
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Ae=A
pk:P(N:k‘): k"

s A>0,k=0,1,2,...

Caracteristicas numéricas
E(N)=A

Var(N) =X\
Py (2) = erz=1)

My (t) _ e)\(et—l)

B A siA¢Z
MOd“‘{ AyA—1 sireZ

En esta distribucién se debe resaltar que su media es igual a la varianza.

Ejemplo 6 N ~ Poisson(5)

Poisson(5)
o
=
e
. o |
o
m ‘
O_ —
o
8 — |‘ ‘llll ““““““““““““““““““
e | | | | |
0 10 20 30 40
K
Fig. 1.10
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Sumas de variables aleatorias

Una vez mostradas las distribuciones que pueden caracterizar las frecuencias de recla-
maciones y antes de comenzar con el estudio de las clases a las que pueden pertenecer,
se presentan las distribuciones de las sumas para dichas variables aleatorias cuando se
supone independencia entre las mismas.

m
Sean Ny, Ny, N3, ..., N, v.a’s independientes y sea S = ZNi entonces:
i=1

Si N; ~ Geom(B) = S ~ BinNeg(,m)

Si N; ~ BinNeg(B,7;) = S ~ BinNeg (6,Zm>

i=1

Si N; ~ Poisson(\;) = S ~ Poisson (Z )\1-)
i=1

Tabla 1.2

Clases (a, b, 0) y (a, b, 1)

Existen dos clases mediante las cuales se caracteriza a las distribuciones discretas, esta
clasificacién se deriva de la modificacién de las distribuciones de acuerdo con la probabil-
idad de que no existan reclamaciones, es decir pg = P (N = 0) . Dichas clases se conocen
como (a, b, 0) y (a, b, 1), y cada una presenta particularidades especificas, en general,
la clase (a, b, 0) se comporta como cualquier distribucién discreta con un recorrido de
la variable aleatoria desde k = 0,1,2, ..., mientras que las distribuciones de la clase (a,
b, 1) tienen la caracteristica de que la probabilidad de que no existieran reclamaciones (
po) se encuentra modificada o bien truncada, esto es, que se modifica cuando pg tiene un
valor mayor a cero, mientras que se trunca cuando se determina pg exactamente igual al
valor cero.

La clase (a, b, 0)

Como se ha mencionado previamente, las distribuciones discretas que caracterizan el
nimero de reclamaciones en una péliza de seguros tienen la caracteristica de pertenecer
a la clase (a, b, 0), o bien, bajo ciertos criterios a la clase (a, b, 1). En este punto,
se entenderd que la distribucién por si sola y considerando que toma valores p; con
k =0,1,2,... pertenece a una clase llamada (a, b, 0), dicha clase estd compuesta de las
cuatro distribuciones discretas que se desarrollaron anteriormente y tiene la caracteristica
de poder expresar las probabilidades de reclamacién a través de la siguiente férmula
recursiva:
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b
Pk oy 2 k=1,2,..
Pr—1 k
donde a y b son constantes propias de cada distribucién, por lo que a continuacién se
muestran cada uno de sus valores, asi como el valor de la funcién de probabilidad en
cero, i.e. la probabilidad de que no hubiera reclamaciones pg = P (N = 0).

Distribucién a b Po
Binomial —1%(1 (m+1) ﬁ (1-—q)™
Geométrica % 1+8)7"
Binomial Negativa % (r—1) % 1+p""
Poisson 0 e
Tabla 1.3

Esta clase provee una forma de encontrar las probabilidades de las distribuciones discretas
a través de la férmula recursiva anteriormente presentada. Si reescribimos la férmula de
tal manera que quede como una funcién lineal, por medio de la pendiente de esta funcién
se puede identificar la distribucién de probabilidad, esto es, si la pendiente es igual a cero
entonces se trata de una distribucién Poisson, si es negativa entonces serd Binomial y si
es positiva es una distribucién Binomial Negativa:

kPR kb k=1,2,..

Pr—1
De forma general:
Distribucion Funcién lineal
Poisson k Pk _ A
Pk—1
Binomial L. L( +1—k)
Dk—1 1gq
. . . Pk
Binomial Negativa | & =—(k+r-1
& Pe—1 1+ ( )
Tabla 1.4

Ejemplo 7 Obtener para las siguientes distribuciones, su f.d.p. con k = 0,1,...,6 y
posteriormente encontrar con la funcion lineal el comportamiento de sus pendientes.

e Poisson(5)
e Binomial(8,0.3)
e BinNeg(1,5)

Para cada distribucién se obtienen las probablidades:
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Las pendientes asociadas son:

k | Poisson(py) | Binomial(pg) | BinNeg(px)
0 | 0.006737947 0.05764801 0.03125

1 | 0.033689735 0.19765032 0.078125

2 | 0.084224337 0.29647548 0.1171875
3 | 0.140373896 0.25412184 0.13671875
4| 0.17546737 0.1361367 0.13671875
5 | 0.17546737 0.04667544 0.123046875
6 | 0.146222808 0.01000188 0.102539063

Tabla 1.5

Poisson(kpy/pr—1) | Binomial(kpy/pr—1) | BinNeg(kpk/pr—1)
5 3.428571429 2.5
5 3 3
5 2.571428571 3.5
5 2.142857143 4
5 1.714285714 4.5
5 1.285714286 5

Tabla 1.6
Pendiente Poisson(5)
3
o
8
I
é 8 — * L * L J » L J
oy [Ie]
=~
& |
<t
g |
~
T \ T \ \ \
1 2 3 4 5 6
k
Fig. 1.11
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kpk/ Pi

kpk/ P4

3.5

2.0 25 3.0

15

30 35 40 45 50

25

Pendiente Binomial(8,0.3)

2 3 4 5 6
k
Fig. 1.12
Pendiente BinNeg(1,5)
| \ | | \
2 3 4 5 6
k
Fig. 1.13
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La clase (a, b, 1)

A diferencia de la clase anterior (a, b, 0), en esta clase se omite o modifica la probabilidad
en cero de las distribuciones que forman parte de ella, esto debido a que en ocasiones las
distribuciones de la clase (a, b, 0) no describen bien a la distribucion real en uno o varios
puntos, generalmente en la cola izquierda de los datos, por lo que la férmula recursiva
para esta clase queda de la siguiente forma:

Pho oy ¥ k=234
Prk—1 k
Una de las justificaciones que tiene esta clase es que en el &mbito asegurador, la probabil-
idad en cero con distribuciones discretas es la probabilidad de que no ocurran reclama-
ciones. Esta probabilidad podria ser demasiado grande, reflejando que muchos asegurados
no incurren en reclamaciones durante la vigencia de su pdliza, o bien, se puede dar el
caso en que la probabilidad de que no existan reclamaciones sea cero, dejando en claro
que el portafolio de asegurados realiza por lo menos una reclamacién en un determinado
periodo de tiempo. Entonces, esta nueva clase serd de utilidad en este tipo de situaciones.

Debido a que la probabilidad en cero debe ser ajustada para toda la distribucién, entonces
para esta clase (a, b, 1) tenemos dos subclases:

Truncada en cero Modificada en cero
(rx) (P
Cuando pg =0 Cuando pg > 0

Se determina p;‘f a la probabilidad de que k reclamaciones ocurran dentro de una dis-
tribucién de la clase truncada en cero, con T superindice que refiere al nombre de la clase
Truncada y p{cw es la probabilidad de que existan k reclamaciones con M superindice
referente al nombre de la clase Modificada en cero.

Noétese que las férmulas para la clase (a, b, 0) y (a, b, 1) son muy parecidas entre si y
por ello es que guardan la siguiente relacion:

' =cpky pi = cp; k=1,2,3, ...

Para encontrar la constante ¢, utilizaremos las f.g.p. tanto de los miembros de la clase
oo

o0
(a, b, 0), P(2) = Zpk. z¥, como de la subclase modificada en cero PM (z) = ijkw 2",
k=0

k=0
Entonces

PM () =it + > pp 2 =phl e pr 28 = p +c[P(2) = pol;
k=1 k=1
evaluandoen z =1 (PM (1) = P(1) = 1)

l—pM

l=p¥ +c[l—po] = c= l—poo

regresando al desarrollo

20



oM
PM (2) = pi + 2P0 (P (2) — ]

1—po
l—pM pM—l
M 0 0
=py + P(z)+ P
0 1—po () 1—po 0

~py" (1 —po) + (P )P0+ '

(2)

1—po 1—po
1—pM] 1-—pM
[1 p°}+ P p ()
1—po 1—po

Considerando que p)! = 0 para la subclase truncada, se llega a lo siguiente:

T Pk
k

pk;k:1727"' p :1 ;
— Do

k=1,2,..

1—p)']  1-p)! P (z) —po

PMzzb— OLL Y P(z PT(z)="22 2

(2) P () ()=
Tabla 1.5

Ademas,

o =1 =pi")pf vy PM(2)=p) + (1 —pp") PT (2)

Al igual que en la clase (a, b, 0), las distribuciones Poisson, Geométrica, Binomial y
Binomial Negativa también pertenecen a la clase (a, b, 1) pero se incluye ademds a la
distribucién Binomial Negativa Extendida que, a diferencia de la ya conocida, considera
a su pardmetro r entre los valores de —1 y 0 y se denomina ETBN (Extended Truncated
Negative Binomial).

Ejemplo 8 Para que estas subclases ilustren mejor las modificaciones que tienen las
probabilidades, supdngase que el nimero de reclamaciones que recibe una compania ase-
guradora se distribuye como una Binomial con pardmetros m = 10, ¢ = 0.3, veamos cémo
son pr k= 1,2,3,... para la clase (a, b, 0) y cada subclase de la (a, b, 1). Considerar
para la clase modificada en cero, que el 40% de las pdlizas no tuvieron reclamaciones

Se pueden obtener los siguientes valores

a=——9  — 042857

1—gq
q
b= (m+1)1— =4.71428
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po = (1 —q)™ =0.02824
Para calcular las probabilidades asociadas a la clase (a, b, 0)
b
D = (a—i— k) Pr—1, k=1,2,3,...
p1 = (—0.42847 + 4.71428)0.02824 = 0.12102

4.71428

Dy = (—0.42847 + ) 0.12102 = 0.2333

4.71428

P = <—0.42847 + ) 0.2333 = 0.26662

Considerando que la distribucién Binomial pertenece a la subclase Truncada en cero pg
y tomando que pl’ = 0, se generan las siguientes probabilidades

. m 0.12102
P T 1= 0.02824
luego

4.71428

b
pl = <a + k) pl = (0.42847 + ) 0.12453 = 0.24014

4.71428

pl = (—0.42847 + ) 0.24014 = 0.27444

Finalmente para la subclase Modificada en cero pfy se considera la probabilidad en cero
como
po=0.4>0

-

p = (1 —p}")pf = (1 —0.4)0.12453 = 0.074718 o bien

v 1=pY 1-0.4

P = Pt T 1 0.02824

0.12102 = 0.074722

ps" = (1—0.4)0.24014 = 0.144084
py" = (1—0.4)0.27444 = 0.164664
En resumen
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D Py py
0.02824752 0 0.4
0.12106082 | 0.1245799 | 0.07474794
0.23347444 | 0.2402612 | 0.14415674
0.26682793 | 0.2745843 | 0.16475055

Tabla 1.8

WM =D =

Noétese que para la distribucién Binomial en la clase (a, b, 0) se determina la probabilidad
en cero fija, de acuerdo a los pardmetros estimados. Por otro lado, cuando se utiliza esta
distribucién en la subclase truncada en cero, se fuerza a que la probabilidad en cero sea
cero, con esto lo que sucede es que la probabilidad en otros puntos aumenta y se distribuye
de forma homogena. Este escenario nos estaria diciendo que la probabilidad de que no
existan reclamaciones es exactamente cero, mientras que en la subclase modificada en
cero, simplemente se determina la probabilidad de que no haya reclamaciones en este caso
de 0.4. Evidentemente implica que las probabilidades cuando hay 1,2 y 3 reclamaciones
sean més pequefias comparadas con py y pi.

1.2 Variables y modificaciones de cobertura

En esta seccién se definen conceptos utilizados para el desarrollo de la teoria probabilis-
tica y estadistica que abarcan los seguros. Primero hay que tener en claro que existen
distintos tipos de acuerdos entre las companfas aseguradoras y el asegurado, bajo los
cuales se buscan satisfacer las necesidades de ambos a través de las distintas coberturas
que se ofrecen en las pdlizas de sequros. Entonces, para desarrollar las modificaciones
de cobertura de los contratos de seguros, es indispensable comenzar a definir las nuevas
variables que generalmente se observan en los modelos y por medio de las cuales se apoya
la teorfa posterior.

Definicién 9 Para un valor establecido d, donde P (X > d) > 0, la variable aleatoria de
pérdida en exceso o variable de pago es

YP=X-d|X>d

yP_ ] no estd definida X <d
N X —d X >d

Esta variable tiene dos caracteristicas importantes, la primera de ellas es que estd trun-
cada por la izquierda, es decir que aquellas observaciones por debajo del valor d son
omitidas y estd trasladada debido a que los valores que toma la v.a. empiezan a partir
de d.

Obsérvese graficamente un caso particular de la funcién de densidad de probabilidades
para la variable aleatoria Y cuando d = 10.
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Ejemplo 10 Si X ~ Pareto(4,30)

0.15
|
0.15
|

0.10
|
0.10
|

x(x)
fyp(x)

0.05
|
0.05
|

N

T T T T T
0 20 40 60 80 100 20 40 60 80 100

X YP

0.00
|
0.00
|

Fig. 1.14

Definicién 11 La esperanza de la variable de pago se conoce como funcién media de
pérdida en exceso y se calcula como

ex(d)=e(d)=E(Y")=E(X-d|X >d)

/d wdm caso continuo

e(d) =

- P(X =
;(33 - d)l(FX(Z)) caso discreto

Para el caso continuo e integrando por partes la expresién anterior se reduce a lo siguiente:

(z —d)Sx (z)|7 + /dOOSX (z)dx
Sx (d)

_ [P dfix @,
(0= [ R

Sk,
=), S@°

Esto representa el valor esperado de los montos pagados en una compania aseguradora
dado que ya se ha excedido el valor del deducible d. En efecto, este tipo de modificaciones
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en los contratos produce que los montos esperados a pagar por parte de la compania,
crezcan o se reduzcan considerablemente dependiendo del valor del deducible implemen-
tado.

Ejemplo 12 Supdngase que los montos pagados se distribuyen exponencial con 6 = %,
entonces scudl es la esperanza de pago, con un deducible de 10007.

e8] e—Sx 1 |: 6—836 oo :| 1 |: 6_8000:| 1
61000:/ dx = — = |- —— | ==
( ) 1 1000 678000 8 8

000 e—8000 T e—8000 8
Ejemplo 13 Si las pérdidas se distribuyen Pareto(a = 2,6 = 800) sCudl seria la esper-
anza de la variable de pago si se aplica un deducible d = 5007

S () = ( 800 )2 v Sx (500) = (800>2 — 037869

 + 800 500 + 800
2 2
S| 1~

e (500) = 20 / = 8002 [

0-37869 /500 (2 + 800) 0.37869 |« + 800 |,

8002 1
= = 1300
0.37869 [500 + 800}

En esta distribucién la esperanza de pago es de 1300 cuando se aplica el deducible de
500, mientras que la esperanza de la distribucién Pareto, antes de aplicar un deducible es
de 800, por lo tanto E(X) < e(500) . Esto quiere decir que sin considerar un deducible
con valor de 1000 la companfa aseguradora espera pagar pérdidas por un valor de 800
mientras que al aplicar el deducible estaria esperando pagar pérdidas que alcancen un
valor de 1300, de tal forma que cubrirfa inicamente pérdidas por valores mayores y no
considerarfa pagar aquellas que se encuentren por debajo del deducible.

Casos especiales

1. La funcién media de pérdida en exceso, cuando se tiene una distribucién exponen-
cial es igual a la esperanza de la distribucién

e(d) =146

2. Para una distribucién Pareto con a > 1, la funcién media de pérdida en exceso
depende del valor del deducible y esta funcién se encuentra por encima del valor
de la esperanza de la distribucién que no se afecta por el deducible. Esta funcién
puede encontrarse al interior del apéndice A.

_0+d
T a-—1

e(d)
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3. Si la distribucién es una Pareto trasladada con « > 1, la funcién media de pérdida
en exceso es :

e(d):ad_l; d>0

Definicién 14 La variable por pérdida o variable censurada por la izquierda y trasladada
es :

L {0 Xx<d
Y _(X_d)+_{x—d X>d

La variable anterior se entiende como censurada debido a que dicha varibale tiene conocimiento
de los "datos" que estdn por debajo del valor d y para estos datos se asigna probabilidad
igual a cero.

Si graficamos la f.d.p. para Y con la misma distribucién del ejemplo utilizado para la
variable de pago, cuando d = 10, se tiene que:

@ @
o | o |
© ©
o | o |
= = x o«
= o Z © |
o~ ~
o oS |

o | \ O | S———
© T T T T T T © T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
X YL

Fig. 1.15

La esperanza de esta variable se calcula :

/ (x —d) fx (z)dz caso continuo
d

B(YY) —BX-di)={

Z(w —d)P(X =z) caso discreto
r=d
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Definicién 15 La variable de pérdida limitada o variable censurada por la derecha es:

X X<u

Y:X/\u:{ v X >u

Esta nueva variable aleatoria se define de tal manera porque se utiliza cuando se im-
plementa un limite de pdliza y debido a este concepto es que se llama censurada por la
derecha, pero mas adelante se explica cudl es la funcién de dicha variable.
Su esperanza, llamada valor esperado limitado, es:
u
/ z fx (x)dz+u Sx (u) caso continuo
0
E[X Au] =
u
Z 2P (X =z)+u Sx (u) caso discreto
x=0

Es relevante saber que por medio de estas variables se desarrollan todas las modificaciones
que un contrato de seguro posee.

Algunas relaciones y consecuencias
L YP =vyLl|yl>o

2B (") = BI(X — d);] = e (d) Sx ()

3.E(YL):/doo(z—d)fx(w)dx:/dooxfx(m)dx—d/doofx(m)dx

:/Ooa:fx (x)dx—/odxfx ($)d$—d/doofX (z) dz

0
Por lo tanto

E(Y*") =E(X)-E[X Ad]

De lo anterior se observa

_ E(YY)  E(X)-E[XAd]
SAUAR A v 7oy 7 B v e )

Para el caso continuo
E[X Au]= / z fx (x)dz+u Sx (u); integrando por partes / z fx (z)dz
0 0
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U= du = dz

donde dv = fx (z) ©=Fx (z) continuando con la integracién

E[X Au] = xFX(x)|g—/0uFX(m)dm+u Sx (u)
:uFX(u)—/Ou(l—SX(x))dm—i—uSX(u)

:u—uSX(u)—u+/uSX(x)dm+u Sx (u)

0

Por lo tanto

E[X/\u]:/uSX (x) dz

Anélogamente

E (YF) :/dOOSX () dx

Ejemplo 16 Se determina que las pérdidas siguen una distribucion lognormal con p =
10 y 0 = 2, ademds se desea implementar un deducible de 5000, sCudl serd la esperanza
de pérdida que se tiene con esta informacion ?. Nota: Revisar la seccion de distribuciones
del apéndice A, en donde se encuentra la expresion simplicada de la esperanza de cada
distribucion considerando la aplicacion de un deducible.

E(Y') =E(X) - E[X Ad]
E(X) =ett% = el0+% = 162754.79
o2 In(d) — p — o
E[X Ad] = "% %6 [U} d[l - Fy (d)]

=

Sx (d) 1¢{m(‘i)l‘]1¢{m(500§)10}

=1 — ¢[—0.741403] = ¢ [0.741403] = 0.7707754

E[X Ad] = 162754.79 + ¢ [—2.741403] + 5000 [0.7707754]
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= 162754.79 x (1 — ¢ [2.741403)) + 3853.877

= 162754.79 * (1 — 0.9969411) + 3853.877 = 4351.7276
Por lo tanto E (Y'*) = 162754.79 — 4351.7276 = 158403.06

Esta esperanza de pérdida es muy elevada y evidentemente para que disminuya su valor,
el deducible que se implemente debe ser mayor.

Ejemplo 17 Una pdliza de seguro cubrird el monto de un siniestro hasta un monto
mdximo de beneficio de 200. Supdngase que su f.d.p. es

3(50)3

fX(x):7§ x > 50

;, Cuadl es el pago esperado por la compania aseguradora?

La variable asociada es

X X <200

Y:X/\200:{ 200 X >u

u
Dado que E[X Au] = / Sx (x)dz, y como la distribucién es una Pareto trasladada, si
0

x € [a,00), se obtiene la esperanza de la v.a. a través de

oo

E(X):a+/ Sx (x)dz

a

200

200 750\ 3
Entonces E[X A 200] = 50 + / () dz = 50 + 503 5,2
x

50 T

= 73.4375
50

El pago esperado por la compania es de 73.4375

1.2.1 Deducibles

Una vez definidas la variables anteriores que describen las pérdidas absorbidas por las
companias aseguradoras, se deben relacionar estas variables con los conceptos de mod-
ificaciones en los contratos de seguros méds frecuentes que se utilizan para la reduccién
de los montos de las pérdidas que asumen las aseguradoras. Por lo tanto comenzaremos
con una de las modificaciones mds comunes que se implementan llamado Deducible y
denotado por d, bajo el cual el asegurado se obliga a participar en las pérdidas de los
siniestros ocurridos pagando tnicamente el valor de d para que su siniestro pueda ser cu-
bierto por la aseguradora, si el monto de la pérdida que sufre el asegurado estd por debajo
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del deducible, generalmente lo que sucede es que el asegurado decide responsabilizarse
del pago por el siniestro sin involucrar a la aseguradora en el pago de los danos.

Asimismo se puede implementar un limite de pdliza u, o algin tipo de coasequro «, para
los contratos de seguros, pero mds adelante se retoman los conceptos.

Deducible ordinario

Se conoce a este tipo de deducible como aquél que generalmente implementan las asegu-
radoras en donde se hace participe al asegurado de la pérdida X y por medio del cual se
maneja la siguiente l6gica: si la pérdida que sufre el asegurado es menor o igual al valor
del deducible d, la aseguradora no paga al asegurado por los danos que cubre el seguro,
dejando que éste asuma los gastos del siniestro, sin embargo, si las pérdidas rebasan el
valor del deducible, la companifa aseguradora se ve obligada a pagarle el monto X — d.

Para la aplicacién de este deducible se puede hacer uso tanto de la variable de pérdida
como la de pago; de hecho, en este caso no sufren ninguna modificacién respecto a como
se definieron anteriormente; asi que se obtienen las siguientes funciones para cada una:

YP =
Fyr(y) = x (y;;l)(@FX <d); y>0 Fyr(y)=Fx (y+d); y>0
Fx (d) y=20
Frr) = P >0 | e -

X fx(y+d) y>0
SYP(y)=w;y>0 Syr(y)=Sx(y+d); y=0
hyr (y) =hx (y+d); y>0 byt (y) =hx (y+d); y>0

Tabla 1.9

Para el caso discreto sélo basta sustituir la f.d.p. por la probabilidad de ocurrencia en el punto que
corresponda
Deducible franquicia

El deducible franquicia, a diferencia del deducible ordinario, se aplica con el siguiente
criterio: en el momento que las pérdidas exceden el deducible d, la aseguradora se hace
cargo de la pérdida total X y mientras los danos no superen el valor del deducible, el
asegurado es quien paga el siniestro.

Bajo este deducible las variables de pago y pérdida se reducen a:

30



yP_ ] no estd definida X <d
n X X >d

., [0 x<d
Y _{X X >d

Y sus funciones correspondientes son:

YP YL
0 O<y=d Fx(d) 0<y<d
Fyr (y) = _ Fyr (y) =
W y>d Fx(y) y>d
Fx(d) y=0
Fro ) = £ v > () =
X Ix(y) y>d
1 O<y=<d {Sx(d) 0<y<d
Syr (y) = Sy (y) =
gi EZ; y>d Sx(y) y>d
0 O<y<d 0 O<y<d
hyr (y) = byt (y)Z{
hx(y) y>d hx(y) y>d
Tabla 1.10

En consideracién al deducible franquicia y de manera andloga al caso del deducible or-
dinario, las esperanzas de las variables (por pago y pérdida) son:

E(Y!Y)=E(X)-E[X Ad]+d[l - Fx (d)]

E(X)—E[X Ad
[1— Fx (d)]

E(Y?) = +d

Ejemplo 18 Supdngase que la pérdida X tiene la siguiente funcién de distribucion

Fx (z) =1 —0.002¢ 200052

Determinar la f.d.p., la funcién de supervivencia, la funcién de riesgo y la esperanza para
Y? y Y cuando se implementa un deducible ordinario y un deducible franquicia.
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Sx (z) = 0.002¢70:0095% y £y (z) = 0.000001¢~0-0005=

Deducible ordinario

Para Y
fx (y+1000)  0.000001¢~0-0005(y+1000)
* fyr(y)= - —0.5
Sx (1000) 0.002¢
0.000001¢~0-0005y 0.5 —0.0005
= 0.0020-05 = 0.0005¢="-7%°Y 4y >0
1002 —0-0005(y+1000)
. Syr(y) = Sx (y +1000) _ 0.002¢ 00005y 4 <
Sx (1000) 0.002¢—0-5
_ fx (y+1000) 0.000001¢~0-0005(y+1000) B
o hyr(y) = Sx (y+1000) ~ 0,002 —0-0003(5 - 1000) =0.0005 y>0
Notemos que Y ~ Ezponencial(2000), entonces
e E(Y") =2000
Para Y%
Fx (1000) = 0.99878 y=0
* fyr(y) =

fx (y +1000) = 0.000001¢~0-0005(y+1000) 4, >
e Syr (y) = Sx (y + 1000) = 0.002¢~0-0005(y+1000) 4, > ()

e hys (y) = hx (y + 1000) = 0.0005 y >0

« B(YY) = / Sx (x)dz :/ 0.002¢—0-0005z
d 1000
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—0.0005z |® —0.0005(1000)

e

0.0005

= 0.002 [_ 0.0005

} — 0.002 {—e } — 2.42612

1000

Deducible franquicia

Para YT
0.000001¢—0-0005y
o fyr(y)= Sf)zl(é/gO) = 0 002670 B = 0.000824361e°-0005y 4, > 1000
X . e -
1 0 <y <1000
o Syr(y) = —0.0005
.002 Y
SS)((l(OyO)O) e = LOISTe Oy 1000
X . :
0 0 <y < 1000
e hyr (y) =
hx (y) =0.0005 y > 1000
E(X)—-E[X A 1000
° ]E(YP) = ([1) 7 [(1000)] | + d = 2000 + 1000 = 3000
—I'x
Para YL

Fx (1000) = 0.99878 y=0

fx (y) = 0.000001e=0-0005y 4 > 1000

Sx (y) = 0.002e0-0005 4 > 1000

Sx (1000) = 0.001213 0 <y <1000
e Syr(y) =
{ 0 0 <y < 1000

hx (y) = 0.0005 1y > 1000

o BE(YL) =E(X)—E[X A 1000] + 1000 [1 — Fx (1000)] = 2.42612 + 1000 [0.001213]
= 3.63912
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Razén de pérdida eliminada

En ocasiones es necesario medir de alguna manera el impacto debido a la aplicacién de
un deducible d, por lo que se considera el valor esperado de la pérdida sin la aplicacién
del deducible (E (X)), asi como el valor esperado de la variable por pérdida (YL), y de
aqui surge la siguiente definicién.

Definicién 19 La razén de pérdida eliminada es el cociente de decremento en el valor
esperado del pago con un deducible ordinario respecto al valor esperado del pago sin la
implementacion del deducible.

E(X)-[E(X)-E(XAd)] E(XAd)

(X) _
E (X) E(X)

siempre que E (X)) exista.

Por lo que a través de este cociente se obtiene el porcentaje que puede ser eliminado en
la pérdida X al introducir un deducible de monto d.

Ejemplo 20 Considerando la distribucion del ejemplo 18, ;Cudl es la razén de pérdida
eliminada que se tiene con un deducible de 10007

Debido a que la distribucién tiene E (X) = / 20.000001e~0-00052 g7,
0

.’E€_0‘0005w o0 o0 e—0.000Sw 0.000001
E(X) =0.000001 | ————— = =
(X) [ 0.0005 |, +/0 0.0005 ] 0.00052
Y 4 —2.42612
E(Y?) = 242612 = ————~ = 0.39347

4

Esto quiere decir que aproximadamente el 39% de las pérdidas pueden ser eliminadas si
se considera un deducible de 1000.

1.2.2 Inflacién, limite de pdliza y coaseguro

Se ha dicho que existen diversas opciones para la modificacién de las coberturas en una
pdliza de seguros, una de ellas se considera con la aplicacién de un deducible, asi que
en esta seccion se estudia lo que sucede cuando se modifica la variable de pérdida por
fenémenos como la inflacién, algin limite de pdliza o un coaseguro, siempre y cuando
se tenga claro que posterior a la aplicacién de estas coberturas se debe implementar un
deducible ordinario.
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Entonces, primero hay que tomar en cuenta que los montos de reclamaciones durante un
tiempo fijo se deben actualizar a la dltima de fecha del periodo estudiado, mediante el
efecto inflacionario con una tasa, r. Esta situaciéon es importante por el valor del dinero
a través del tiempo puesto que el nimero de reclamaciones que se tenfan a partir de un
deducible d, se incrementardn a partir de considerar el efecto de la inflacién, y aquellas
reclamaciones que no rebasaban al deducible en un periodo especifico, después de conocer
su valor en la fecha de valuacién, puede ser que estén por encima de él, provocando el
incremento de pagos por parte de la aseguradora.

Bajo este esquema se sigue como referencia a la v.a. X que representa la pérdida ocurrida
para cada péliza de seguro; pero en esta ocasiéon después de realizar la trasformacion
Z = (1+r)X debida al efecto inflacionario, se tiene que introducir el deducible d a la
variable aleatoria, puesto que éste no se incrementard al aplicar la tasa 7.

Se desea saber cudl es el costo esperado por pérdida y pago de esta nueva variable.
Anteriormente se obtuvo que: E[(X —d)] =E(X) —E[X Ad];

Se define Z = (1 + r) X y hemos de hallar el valor para E[(Z — d)]| = E(Z)-E[Z A d];

SiZ = (1+r)X por el Teorema 48 referente a la transformacién de variables aleatorias,
ubicado en el apéndice A

donde
E[ZAd] :/ 2fy (2)dz+d[1 — Fy (d)] =

a z d
:/O T <m>dz+d[1—FX<1+rﬂ

:/O“i”(1+r)xfx($)dm+d[1_FX (ﬁﬂ

o[ s ()

:(1+r)E{X/\1j_J
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regresando a (x)

E[(Z—d)+]:E[(1+T)X]—(1+T)E[X/\1170}

~a+n{se0-B|xA ]}

1+7r

Por lo tanto

E (YF) :(1+r){E(X)—E{X/\1jZ_J}

Siempre que Fx ( d ) < 1.

147

Y el valor esperado por pago es
d
(1+7) {E(X)E [X }}

A
1+7r
1_FX<1—(|i—r>

E(YF) =

Ejemplo 21 La variable aleatoria X tiene una distribucion Pareto(a = 4, § = 500),
se quiere determinar cudl serd el incremento esperado para la variable de pago Y si se

conoce que habra una inflacion del 3% y se toma en cuenta un deducible de 100

Si B(YP) = dmsg(g)dx
sx@=(75m) 909 (1 550)
—
RN Y
0.4822 J100 (2 +500)* 04822 | 3 (2 +500)%|
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5001 1
- = 200.02
0.4822 l3(100+500)31
100 500 500 ’
Ademas E | X A —— | = B[X A97.08] = — |1 — ([ ———— ) | =68.79
emas [ 1.03} [ =3 [ (97.08+500> ]

4
500 100 500
B(X) = 3~ = 166.66 y Sx (1.03) - (97.08 i 500) = 04917

1.03[166.66 — 68.79]

= 205.01
0.4917

Por lo tanto E (YP) =

El incremento esperado en este ejemplo es del 2.5% después de actualizar la distribucién
de los montos con el efecto inflacionario y el deducible mencionados.

Por otra parte, ademds de la aplicacién de un deducible en un péliza de seguro, se puede
dar el caso de que las companfas de seguros se protejan con un limite de péliza, que, en
su caso mds sencillo y sin aplicar ninguna otra modificacién de cobertura, corresponde
a la definicién de la variable censurada por la derecha; esto significa que al tener una
pédida de monto X, si dicha cantidad no rebasa el valor del limite en la pdliza u, la
compania aseguradora tiene que pagar dicho monto X por completo; sin embargo, si la
pérdida es méas grande que el limite de pdliza, entonces la compania se limita a pagar el
monto u sin importar a cudnto asciendan las pérdidas totales.

Algunas propiedades de esta variable se desarrollaron, pero del mismo modo que se puede
aplicar el efecto inflacionario en un contrato que se modifica por un deducible d, también
se puede utilizar en uno que tiene limite de pdliza. Entonces, andlogamente y con la
trasformacién Y = (1 + r) X, el valor esperado para esta nueva variable aleatoria es:

(1+7‘)E[X/\13L_J

Cabe hacer mencién que existen casos comunes utilizados en contratos de seguros, en los
cuales se presenta la combinacién de un deducible ordinario d, con un limite de pdliza u,
por lo cual se obtiene la variable Y como sigue

0 X <d
Y = X—d d<X<u

u—d X>u

En cuyo caso su valor esperado (continuo), integrando por partes, es:
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o

E(Y):/du(x—d)fx(x)d:c—k/ (u—d) fx (z) da

u

=(u—d)Fx (u)—i—/duSX (x)dr — (u—d) + (v —d) Sx (u)

= /dusx (z) dz

En estos casos es relevante enteder conceptualmente que el limite de pdliza es el monto
mdzrimo a pagar por parte de la aseguradora, pero que también existe el monto mdximo
cubierto, una cantidad fija por arriba de la cual no se pagardan beneficios adicionales.
Una idea més fécil para comprender lo anterior es que en el caso de la variable censurada
por la derecha llamamos al limite de péliza u y, como se menciond, no existe mas que
una modificaciéon de cobertura, motivo por el cual el limite de péliza = monto méaximo
cubierto. Sin embargo, al tomar en cuenta otras modificaciones como un deducible
ordinario y limite de poéliza se tiene la siguiente diferencia

monto maximo a pagar = u — d # monto maximo cubierto = u

Por 1ltimo, una de las modificaciones que en ocasiones llega a ser considerada en las
polizas de seguros es el coaseguro. Este concepto hace participe al asegurado de la
pérdida ocurrida en el siniestro, de manera que sea cual sea el monto X de la pérdida,
la aseguradora sélo pagard un porcentaje de ésta. Es decir, supongamos que « es el
porcentaje de coaseguro, entonces la aseguradora absorbera los gastos de la variable
aleatoria de pérdida Y = aX, y evidentemente el asegurado pagard la cantidad (1 — «) X.
Por ejemplo si X = 100 y a = .40, entonces el la compania pagard un monto igual a
Y = 40 mientras que el asegurado tendra que cubrir el resto.

Una vez estudiadas las caracteristicas de las modificaciones en las coberturas de un
seguro, se pueden contemplar las variables de pérdida y pago, en el sentido que cada una
se vea afectada por la inflacion, el deducible, el limite de pdliza y el coaseguro; sin perder
de vista que deben seguir ese orden al momento de modificar la variable X, entonces

d
0 X<
147
Yi=4 all4nX—d - <x<
1+r — 1+r
u
—d X >
o (u ) 1+

d
Mientras que Y Psera igual que Y'© excepto cuando X < s puesto que no est4 definida
r

en este caso.
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Y los valores esperados de ambas variables, resultan en:

E(YY) =a(l+r) [E(X/\li )—E(X/\ld ﬂ

r —+7r

E (Y1)

E(YP):l—FX(d)

Si se quisieran hallar los momentos de estas variables, el calculo se vuelve més dificil, sin
embargo, por medio del segundo momento enunciado en el siguiente teorema se puede
determinar la varianza de las mismas.

Teorema 22 Para la variable de pérdida Y,

E [(YL)2] = a2(141)? {E [(X A u*ﬂ _E [(X A d*)ﬂ — 20" B (X Au’) + 2d°E (X A d*)}

d
donde u* = —- dr = T Para el segundo momento de la varible Y* basta dividir
r

1+r
la expresién anterior entre [1 — Fx (d*)].

Dem:

*

o0

E[(YL)z} :/u Q21+ e —d? fx (:E)d:ch/ o2 [u—d fx (z) dz

diviendo entre o?
E [(YL)2] *

o2 :/u [(1+T)2x2—2(1+r)xd+d2]fX(x)d;g

s

+(u—d)’ [ = Fx (u")] = (1 +7)

/Ou*xzfx (z)dx — /Od*:czfX (2) dx]

u* d*
—2(1+r)d /0 zfx (z)dz — /0 ofx (z)dr| + d? [Fx (u*) — Fx (d*)]

+(u—d)* [1 = Fx (u”)]
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— (1+47) {E[ (X Au)?] — w21 — Fy (u*)] — B[(X A d*)?] +d*2[1 — Fy (d*)]}

21 +7)?d {EB(X Au*) —u* [1 — Fx (u*)] = B(X Ad*) +d*[1 — Fy (d*)]}

+(L+7)?d? [Fx (u*) = Fx (d)] + (1+7)* (' = d*)* [1 = Fx (u”)]

realizando el cociente con (1 + 7)>

B[(rt)’]

[ (1+7)]?

= B[(X Au*)’] = B[(X Ad*)?] —2d* [B(X Au*) —B (X Ad*)|g

Ademis, se tienen las siguientes funciones de densidad de probabilidades y de distribu-
cién para las variables de pago y pérdida, considerando tanto deducible ordinario como

deducible franquicia:

e Deducible ordinario, limite de pdliza, coaseguro e inflacion

Para YP

Fyr (y)

fye (y)

y+ad d
Fx () - Px (o)

0 y=0

0<y<alu—d

- h ()
1 y > a(u—d)
0 y=20

y+ad

1 Ix(aos
(&) 0<y<alu—d
F

a(l+r)q_ X(%)

u

1_FX 1+r
d

(%)
1*FX(1+T>
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Para YL

Fx (%) y=0
Fyi(y) =14 Fy (ay('fif)) 0<y<alu—d
1 y > a(u—d)
Fx (&) y=0
o) =4 artmfx (2455) 0<y<a(u-d)
a(l+r) /X a(+n) Yy

1-Fx (1) y=au-a
e Deducible franquicia, limite de péliza, coaseguro e inflacién

Para YT

0 0<y<ad
Ix (a(1y+v’>) ~ X (1%”)
Fyr (y) = p ad <y <ou
1-Fx (1)
1 Yy > au
0 0<y<ad
1 fx (704 yr)
At (Hd) ad <y < ou
@ r
fre () = L= Fx (o)
I_FX(lir)
< Y= au
17FX (1ir>
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Para YL

Fy (1&) 0<y<ad
Fyzr (y) Fx (a(f’ﬂ)) ad < y < au
1 Y > au
Fx (1) y=0
fre (y) = a(ll_”) fx (a(ly_kr)) ad <y < au

Yy =au

1= ()

Ejemplo 23 Las pérdidas X ~ Pareto(a = 3,0 = 200,000). Se implementan modifica-
ciones de cobertura considerando lo siguiente:

1. d = 50,000

2. Limite de pdliza de 150,000
3. Coaseguro del 90%

4. Inflacién 5%

Calcular el valor esperado de las pérdidas por pago de la pdliza.

150000 = a (u — d) = u = 1580900 -+ 50000 = 216666.67
Entonces .
indefinida X < %
YP =1¢ 0.9[(1.05) X — 50000] %(())0; < %(6)?67
150000 > 7216f§§.67
Luego
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216666.67 200000 200000 2
E(XA = 1- = 75775.15
< 1.05 ) 2 [ (2063492+200000) ]

50000 200000 200000 2
E(X = 1- = 34763.31
< N Tos > 2 l (4761905—%200000) ] 34763.3

3
50000 200000
- = 0.526911
&<L%> mem+mmm> 05269117

0.9 (1.05) [75775.145 — 34763.31
0.526911

Por lo tanto E (Y7) = = 73553.47

Esta variable de pérdida estd afectada por todas las modificaciones de cobertura que
hemos estudiado.

1.2.3 Modificaciones en los modelos de frecuencia

Debido a que las modificaciones utilizadas en la seccién anterior influyen sobre los modelos
continuos, es légico pensar que para las distribuciones discretas también existen, y, a este
respecto, son dos tipos de modificaciones las que se consideran: FExposicidn y Cobertura.

Las modificaciones de exposicion se refieren al nimero de miembros pertenecientes a un
grupo asegurado durante un tiempo determinado; en este tipo de modificaciones interesa
adaptar los modelos de frecuencia ya conocidos cuando el nimero de individuos expuestos
se ve alterado. Supdngase que el modelo original estd basado en n; expuestos y que se
requiere adaptar a un nuevo modelo con ny expuestos, entonces bajo las distribuciones
conocidas se alteran los pardmetros de tal manera que resultan las siguientes:

n1 expuestos ng expuestos
Poisson(A) Poisson(AfL)

Binomial(m, q); m entero Binomial(m%,q)

BinNeg(r, 5) BinNeg(rit, B)
Tabla 1.11

Por otra parte, las modificaciones de cobertura se presentan al cambiar o implementar
un deducible, por el efecto de la inflacién o un limite de reclamacién en el contrato.
Por ejemplo, supongamos que el deducible se incrementa en una pdéliza de seguros, esto
provoca que haya menos pagos por parte de la companfa debido a que los montos de las
pérdidas menores al deducible de clientes que sufran algin siniestro, no seran sujetos de

pago.

En general, en este tipo de modificaciones las frecuencias se siguen distribuyendo igual,
pero con diferentes pardmetros. Para este concepto, se debe utilizar la constante v, que
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representa la probabilidad de pago por parte de la aseguradora cuando se implementa
alguna modificacién en su cobertura; por ejemplo, si se implementa un deducible d,
entonces dicha constante es:

v=P(X >d)=1- Fx (d)

por lo que, ademds de usar la frecuencia, también se considera la distribucién de severidad
de los datos para obtener wv, y se comienzan a mezclar las distribuciones de severidad
con las de frecuencia. Finalmente, los pardmetros de las distribuciones de frecuencia se
habran modificado por v siempre que haya pago, de la siguiente manera:

Distribucién Parametros modificados

Poisson A=

p(])\/[ _ ef)\ + efv)\ 7p(])\467v)\

Poisson Modificada en cero Po = 1— e
A* =
Binomial q* =wvq

_py —(A—@™+ (1 —vg)™ —pg" (1 —vg)™

Binomial Modificada en cero Po 1—(1—qm
q" =g
Binomial Negativa B =B

e —(14+8)""+ A +v8) " —pif(1+vB)"

BinNeg Modificada en cero Py = —ata)

Tabla 1.12

En el caso especifico que un deducible quiera ser removido porque se requiere conocer la
distribucién de la frecuencia sin ninguna modificacién, entonces el valor de v es:

o
T 1-Fx(d)

Supdngase también que ya existe un deducible d y que estd afectando la distribucién de
frecuencias de pago, pero se requiere implementar un nuevo deducible d*, entonces

1 Fy (d°)
- 1-Fx(d)

v

44



Cabe mencionar que esto aplica tanto para distribuciones de la clase (a,b,0) como de la
clase (a,b,1).

1.2.4 Modelos compuestos de frecuencia

Antes de comenzar con el estudio de los modelos de pérdidas agregadas, se hard un breve
acercamiento al concepto de crear una nueva distribucién a partir de dos distribuciones
discretas; lo cual hace pensar en una distribucién primaria y otra secundaria que dan
como resultado la distribucién compuesta en cuestién. Esta idea posteriormente se gen-
eraliza al momento de conocer el modelo de riesgo colectivo, por lo que en esta primera
instancia se asigna la siguiente notacién; sin embargo, en el siguiente capitulo cambian
algunos términos.

Sea N una variable aleatoria discreta con f.g.p Py (2) y My, Ma, ..., My variables aleato-
rias discretas independientes e identicamente distribuidas con f.g.p Pps (z). Ademds,
supongamos que N y las Mjs son independientes entre si. Entonces, nuestra distribu-
cién compuesta S = My + My + - - - + My tiene su correspondiente f.g.p:

Ps (2) = Py [Py (2)]

Dem :

Ps(z2) =) P[S=k 2= Y P[S=k|N=nP[N =n] 2

k=0 k=0n=0

[e.°]

=Y PIN=n]Y P[My+My+---+M,=k|N=n]z
n=0 k=0

= ZIP’ [N =n] [Py (2)]" = Py [Pu (2)|m

n=0
Y su esperanza se calcula por medio de:
E(S)=Ps (1) [Py (Pu(1)] =E(N)E (M)

Esta idea nos hace pensar entonces, que la distribucién compuesta creada, se debe al
monto de las reclamaciones recibidas asi como al nimero de reclamaciones que se hayan
tenido y que ambos conceptos poseen una distribucién discreta; de tal forma que la suma
que involucra frecuencia y severidad resultard el total del portafolio.

En general, esto nos sirve si existen miembros de las clases (a,b,0) 6 (a,b,1) para las
distribuciones primarias, es decir, a partir de:

P[S:k]ziIP[M1+M2+-~-+MN:k|N:n]]P’[N:n]

n=0
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=Y P(My+My+---+ M, =k)P[N =n]

n=0

Se reescribe la expresién anterior renombrando las variables de la siguiente forma

gn:P[S:n]vpn:P[N:n]an:P[M:n]

entonces
o0
gk = anfl:n
n=0
donde f;",k = 0,1,2,3,.... es la n — ésima convolucién de f,k = 0,1,2,... que es la

probabilidad de la suma de n variables aleatorias independientes e identicamente dis-
tribuidas.

Esta nueva notacién y teoria es de mucha utilidad para los modelos de pérdidas agregadas
porque simplifican los calculos posteriores en el momento de encontrar la distribucién del
riesgo S; motivo por el cual més adelante se retoma dicho modelo en la seccién del Método
Recursivo.

Ahora que ya se han estudiado previamente las variables aleatorias, las modificaciones
en los contratos de seguros asi como las distribuciones (con sus respectivas clases) que
caracterizardn a los modelos de pérdidas agregadas, lo siguiente es pasar al tema principal
de estudio y para el cual son necesarios los siguientes capitulos, con el fin de tener distintos
modelos para su desarrollo.
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Capitulo 2

Modelos de pérdidas agregadas

Las pérdidas que tiene una compania aseguradora pueden surgir de manera individual
o colectiva, dependiendo del tipo de seguro que se contrate, de tal manera que poner
atencién en este tipo de caracteristicas juega un papel muy importante en las pérdidas
que contraiga la empresa.

Como se ha mencionado, el objetivo principal del presente trabajo es el estudio del riesgo
agregado que absorbe la compainfa aseguradora cuando combina cada uno de los riegos
individuales de su portafolio de asegurados. Asi que, para alcanzar nuestro objetivo,
es indispensable conocer los dos modelos que se apegan a la teoria propuesta para el
desarrollo de este tema:

-Modelo de riesgo individual
-Modelo de riesgo colectivo

Antes de conocer las caracteristicas para cada uno de los modelos, debe entenderse el
concepto de pérdidas agregadas, como aquéllas que definen el total de pérdidas pagadas
por la aseguradora en un periodo de tiempo dado. Esto involucra algunos temas que
se han tocado anteriormente, lo relativo a que existe un nimero de reclamaciones y con
ellas un monto asociado que determina las pérdidas que absorbe la compania de seguros.
Entonces, construir modelos que describan, de la mejor manera, la distribucién de pér-
didas agregadas contruibuird en el desarrollo teérico de conceptos referentes al cédlculo
de reservas, primas y otros estudios actuariales que se basan en la informacién obtenida
y que son cuestiones primordiales para la constituciéon de las companias aseguradoras,
aunque no se indagardn estas cuestiones en este trabajo.

Entrando en términos matemadticos, en general, los modelos agregados representan una
suma de variables aleatorias denotadas por S que llamaremos riesgo; sin embargo, se
deben conocer las caracteristicas del modelo individual y colectivo para comprender de
forma especifica las diferencias que poseen y los criterios que consideran.
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2.1 Modelo de riesgo individual

Bajo este modelo las pérdidas agregadas S, son el resultado de una suma de variables
aleatorias:

S=X1+Xo+Xs+---+ X,

donde n es un nimero fijo que determina el nimero de posibles reclamaciones que se
tuvieron en un periodo de tiempo y cada uno de los montos de las pérdidas estd rep-
resentado por las variables aleatorias X1, Xo, ..., X,, de acuerdo a las n reclamaciones

realizadas.
n

Entonces, para la pérdida agregada S = Z X se tiene la siguiente esperanza y varianza:

i=1

]E[S]:ZE(Xi) y Var(S):ZVaT(Xi)

En este modelo las Xis, i = 1,...,m se asumen variables aleatorias independientes y
generalmente poseen una probabilidad de masa en cero debido a que se presentarin
casos en donde no existan pérdidas o pagos.

Un ejemplo que podria dar idea de cémo se presenta este modelo, es a través de contratos
para grupos de vida en donde se cubre a cierto nimero de personas n, y cada una posee
diferentes coberturas de acuerdo a las categorias que se establecen para su grupo. Esta
situacién produce que las personas tengan distintas probabilidades de pérdidas, sujetas
a su edad o cualquier otra dependencia que exista y se determine en el contrato.

Para que el panorama quede més claro, supongamos un portafolio con n pdélizas, cada
poliza por individuo y a lo largo de un periodo de tiempo establecido. Entonces defi-
namos ¢; como la probabilidad de que el i — ésimo asegurado efectie exactamente una
reclamacién durante ese periodo definido y (1 — ¢;) que no haga ninguna reclamacién, de
tal forma que ¢; + (1 — ¢;) = 1. Esto claramente decribe una variable aleatoria Bernoulli
que asigna valores de 1 y 0 respectivamente, a dicha variable la podemos llamar R;.
Ahora bien, al momento que la i — ésima péliza efectie una reclamacién se vera reflejado
en el monto que la compania aseguradora deberd asumir, entonces definimos la variable
aleatoria B; > 0 como el monto de reclamacién de la i — ésima péliza. Por lo tanto, el
monto de la ¢ — ésima poliza estd definida por:

X — B;R; con probabilidad ¢;, cuando R; =1
"1 0 con probabilidad (1 — ¢;); cuando R; =0

Con B; LR;
Si ademds se supone independencia entre cada una de las X;‘s, se ha llegado al modelo
n

S = Z X; que se expone como el modelo de riesgo individual. Esta variable es el monto
i=1
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que debe asumir la companfa aseguradora por el concepto de la reclamaciones de sus
asegurados y es por eso que se conoce como un "modelo de pérdidas agregadas".

Uno de los objetivos serd conocer las caracteristicas de esta nueva variable S, asi que los
conceptos de esperanza y varianza que se mencionan anteriormente, ahora son estudiados
con el conocimiento de como se comporta cada X;; y ademds agregaremos la funcién de

distribucién y la f.g.m. para el modelo individual.

Para cada X; se tiene asociada una funcién de distribucién Fx; (z), entonces la funcién
de distibucién del riesgo S queda en términos de convoluciones como:

Fs(z)= (Fx, - * Fx, ) ()

sin embargo Fs (z) se vuelve dificil de calcular debido a que las distribuciones de cada
X, pueden ser muy distintas entre si, por lo cual es més sencillo identificar la distribucién
de cada una de ellas por separado y llegar a:

Fx, ()= (1- qz‘)(x)(o,m) + qiFp, (x)

donde Fp, es la funcién de distribucién de la v.a. de los montos de reclamacién B;.

Dem:

Fx, () =P[X; <z] =P[X; <z | no hubo reclamacién] P [no hubo reclamacién]
+P[X; < x | hubo reclamacién] P [hubo reclamacion)

=(1=4q)@),., +eFs (z) m

Luego, para la funcién generadora de momentos de S primero se tiene el caso de la f.g.m.
para cada X;

My, (t)=E [etXi] —E [etxi

i

R, = 0} ]P’[Rl = O] +E [etXi

R, =1]P[R; = 1]

=E [60] (1—q;)+E [etBﬂ q
=(1—aq)+ Mp, (t)g =1+ ¢ [Mp, (t) —1]

Entonces a partir de esto se obtiene Mg (t) que, por el supuesto de independencia entre
las X;s es:
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H 1_% MB ) 1)}

Analogamente la f.g.p. para X; es

Px;(2) =E [sX:] =E [z%

R; = 0] P[R; = 0] + B [2¥

| Ry =1]P[R; = 1]
=E[2°] (1 —q)+E[z5] g

=1 —q)+Pp (2) 4

Ps(z) = H 1 — g+ qiPs, (2)]

Si consideramos el valor de B; como constante (b;)
—

Ps(z)=]][1-a+az"]
1=1

Por otra parte la esperanza del riesgo S es:

=E ZX ZE ) que ya se conocia desde un principio, pero con

respecto a la deﬁn1c10n de la varlable X; esto se modifica de tal forma que

E(S) = ZE [B;R;]; comoB; y R; son independientes = ZE [B;|E[R] .

=1 =1

Al ser R; ~ Bernoulli(q;) entonces E[R;] = ¢; y Var(R;) = ¢;(1 — ¢;), por lo cual la
esperanza de S resulta

S) = iQiE B
i—1

Sabemos que la Var(S E Var (X;), entonces para tener una expresién que involucre

las probabilidades de reclamamon y los montos, hagamos lo siguiente:

i) Primero se desarrolla el segundo momento de X; considerando los supuestos de inde-
pendencia y que R; ~ Bernoulli(g;)

E(X?) =B(BIR}) = B[BY| B[R] = B [B}] [Var(R:) + E* (Ri)]
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=B (B [¢: (1 — @) + ¢?] = i [BY]

ii) De tal manera que para desarrollar la Var (X;)
Var (X;) =E [Xf] - B2 (X;)

= ¢E [B?] - [¢E [B)])? = ¢.E [BZ] — ¢7B? [B;]

=q; [Var (B;) + E? [Bi]] — ¢7B* [B;] = ¢;Var (B;) + ¢;B* [B;] — ¢?E? [Bj]

= qVar (B;) + qi (1 — ¢;) B* [Bj]

Entonces de los resultados tenemos que la varianza de S es

Var(S) = Z Var (X;) = [a:Var (Bi) + ¢ (1 — ;) B [By]]

i=1

Se ha mencionado que la distribucién de S es complicada de obtener, por este motivo no se
utilizan las convoluciones como una alternativa a este problema, sin embargo, a partir del
capitulo siguiente se desarrollan algunos métodos que, junto con los resultados anteriores,
proporcionarén la distribucién de las pérdidas agregadas en un modelo individual.

2.2 Modelo de riesgo colectivo

Este modelo representa las pérdidas agregadas como una suma aleatoria de variables
aleatorias donde N es la varible aleatoria del nmimero de reclamaciones realizadas y
X1, Xo,..., Xy son las variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas
que representan los montos de cada reclamacién, por lo que el modelo queda:

S=X14+Xo+X3+---+Xy, N=0,1,2,...
donde S =0 cuando N =0

Dicho modelo también es conocido como el modelo compuesto de reclamaciones agre-
gadas, donde S es la distribucion compuesta, N la distribucion primaria (frecuencia
de reclamaciones) y la distribucién comun entre las X4ds serd la distribucidn secundaria
(severidad de las reclamaciones).

Ademass, el modelo colectivo considera ciertas caracteristicas de independencia:
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- Condicional a N = n, X1, Xo, ..., X,, variables aleatorias de severidad son independientes
e idénticamente distribuidas; por lo que el monto de cada reclamacién tiene la misma
distribucién y es independiente de cualquier otra.

- Las X5 son independientes de N; esto es, que la variable del nimero de reclamaciones
es independiente del tamano o monto de las mismas.

Noétese que en el modelo de riesgo individual cuando las Xi's son i.d. entonces se convierte
en un caso especial del modelo colectivo salvo porque P (N =n) = 1.

Como el objetivo es encontrar la distribucién que mejor ajuste a .S, y esto se obtendrd a
partir de la distribucién que ajustemos para N y de la distribucién de las X7s; entonces
la frecuencia y severidad se modelardn de forma separada pues trae consigo muchas
ventajas, entre las cuales estdn las siguientes:

- Debido a que el nimero esperado de reclamaciones se ve afectado por el niumero de
pdlizas que se vayan asegurando y se ird actualizando basado en datos anteriores, el
hecho de tener por separado la frecuencia es més préctico para ir modificando nuestros
datos.

- El efecto de factores econémicos como la inflacién se ven reflejados en las pérdidas
de la compania por lo que identificar estos factores en los montos agregados se puede
volver complicado, y si analizamos la frecuencia y severidad por separado esto resulta
mds sencillo.

- El impacto de deducibles, coaseguros y limites de pdlizas se estudia de manera mas
sencilla tanto en las distribuciones de severidad como en las de frecuencia.

- Los modelos desarrollados para pérdidas que no estdn cubiertas, costos de reclamacion
de las aseguradoras y reaseguradoras suelen ser mds consistentes.

- Debido a que la forma de la distribucién de S depende de las distribuciones de X y
N, el conocer cada una de ellas servird para ajustar mejores distribuciones para S. Por
ejemplo, si la cola de la distribucién de X es mucho mds pesada que la cola de N, la
forma de la cola que tendran las pérdidas agregadas serd determinada por la severidad y
serd mads insensible a la frecuencia.

Entonces los pasos a seguir para hallar la distribucién méds adecuada para el modelo
propuesto de .S son:

i) Desarrollar un modelo de la distribucién para la frecuencia N basada en datos.

ii) Desarrollar un modelo para la distribucién comin de las pérdidas X74’s basdndonos en
los datos.
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iii) Usando estos dos modelos, llevar a cabo los cdlculos necesarios para encontrar la
distribucién de S.

Lo primero que se debe establecer a partir del modelo S = ZXi es su funcién de
i=1
distribucién

Fs(e) =B(S<a) =Y pP(S<a| N=n)= 3 p,Fy" ()

n=0

llamada distribucion compuesta, donde Fx () = P (X < z) es la funcién de distribucién
de las X7is, p, = P(N =n) y F§" (z) es la n-ésima convolucién de las v.a’s (F¥* (x) =
P(X; + Xy + - -+ X,, < x) que se obtiene por medio de:

0 =<0

F;‘(O(x){ 1 >0
y

FF (2) = / Fil* D@ =) fx () dy; k= 1,2, ...

/ FE @ =y fx @) dy; B =1,2, ..

Las colas para la distribucién con x > 0, son:

1_FS an F*n

Si X es una v.a. con probabilidad cero para valores negativos, cuyo caso se presenta
en el andlisis de este trabajo debido a que los montos reclamados en una aseguradora
unicamente tomaran valores mayores o iguales a cero, su funcién de distribucién se reduce
a:

xr
FiF (2) = /0 Fl V(@ —y)fx (y) dy; k= 2,3, ..

para k =1 F (z) = Fx (z)

y su f.d.p es
f@) = [ B s @y k= 12,
0

Entonces si X es v.a. continua, la f.d.p de S es:
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fs (@) =) puf¥ (@)
n=1

con probabilidad de masa en cero pg =P (S =0) en = 0.
Si X tiene distribucién discreta con probabilidades en 0, 1,2, ... las funciones anteriores

de distribucién y densidad serdn sustituidas por sumas en lugar de integrales sobre cada
valor, tomado por la v.a. z; y en este caso S tendra como funcién de probabilidad:

fs(@)=P(S=2)=> puf¥'(z), 2=0,1,2,..

n=0

Su f.g.p, condicionando sobre el valor de NV y tomando las hipétesis de independencia es:

Ps(z) =E (25) = E (X1++Xw)

=E(°)P(N = 0)+iE(zX1+”'+X" | N=n)P(N =n)

n=1

:]P’(N:O)—i—iE ﬁsz P(N =n)

=Y [Px (2)]"P(N =n) =B | Px (2)"] = Py (Px (2))

| Ps(z) = Py (Px (2)) |

Siguiendo las mismas consideraciones, la f.g.m, la esperanza y la varianza para S se
obtienen

Ms () =E(e) =B[B[e"S | N]] = B[ B [ef5:+%0) | ]

oo
=Y B[N F XY | N = n] P (N =n)

n=0
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o0

_ ZE [et(X1+'~+Xn) | N = n] ]P)(N _ n) — ZE [et(X1+~-~+Xn)] IP)(N _ n)

=>E Hetxi]P(N:n):Z HE[etXi]]]P’(N:n)
n=0 =1 n=0 Li=1

n) = > (Mx ()" P(N =n) = B [(Mx (1)"]

n=0 n=0

I
gk
Gl
N
L
N
~
=
I

E [elog(<Mx<t>>N)} = E [eN1os((Mx(O)] = My (log(Mx ())

Ms (t) = My (log(Mx (t))

y dejandola en términos de la f.g.p.

[Ms (1) = Py (Mx (1)) |

E(S) =E[E[S | N]]=E |E

x|

=Y E[X1+Xo+-+ Xy | N=n]P(N =n)

n=0

=Y EB[Xi + Xo+ -+ X, | N =n]P(N =n)

n=0

=Y B[X1+Xy+- + X, |P(N =n)
n=0

=Y Y E[Xi|P(N =n)

n=0 =0

Al ser las X;s v.a.ii.d. su esperanza es la misma y es E [X] en general, entonces:

S S E[XIP(N =n)=>Y nE[X]P(N =n)=E[X]E[N]
n=0 =0 n=0
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La varianza de S se calcula por medio de la férmula de varianza iterada donde
Var (S)=E[Var (S| N)|+ Var[E(S | N)]=E[NVar(X)] + Var [NE (X)]

=E(N)Var(X)+ Var(N)E? (X)

| Var (S) =E(N) Var(X) + Var(N)E? (X) |

Y finalmente el tercer momento alrededor de la media para S, es:

E {(5 ~E (5))3J —E(N)E {(X ~E (X))3J +3Var (N)E(X) Var (X)
+E [(N - E(N))ﬂ E(X)?

Es posible verificar los resultados de la esperanza y varianza por medio de las propiedades
de la f.g.m o bien de la f.g.p. ubicadas en el apéndice A.

Ejemplo 24 Una compariia de sequros conoce que el niumero de reclamaciones para su
seguro de automouiles sigue una distribucidn Poisson con esperanza 3 yn = 0,1,2,3.
Ademds, las probabilidades que tiene cada monto de reclamacion son las siguientes:

Monto de reclamacién | Probabilidad
1 0.60
2 0.25
3 0.15
Tabla 2.1

Calcular por medio de las convoluciones desarrolladas, el valor de Fg (3).
Como N ~ Poisson(3), entonces a =0, b=X=3y
_ = A _ -3 _
po =e " =e° =0.049787068

p1 = 3e~3 = 0.149361205

Py = gpg = 0.224041808
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Sabemos que P [N = 0] = pg = fo = 0.049787068

Si encontramos la distribucién de la pérdida agregada de manera "légica", es decir sin
utilizar aun las convoluciones, se supone lo siguiente:

e fs (1) resulta sélo si se tiene una reclamacién de monto igual a 1

= fs (1) = p1P[X; = 1] = p1f32 (1) = 0.149361205 * 0.60 = 0.089616723

e Para fg (2) tendriamos 2 posibilidades, la primera es que haya una reclamacién de
monto 2 o bien 2 reclamaciones, cada una de monto 1.

= fs(2) =piP[X1 =2] + pP [ X1 + Xo = 2] = p1 ¥ (2) + p2fE (2)

= (0.149361205 x 0.25) + (0.224041808 * 0.62) = 0.117995352

e Luego fg (3) se presenta bajo las siguientes opciones:
- Una reclamacién de monto 3
- Dos reclamaciones, una de monto 2 y la otra de monto 1, o viceversa

- Tres reclamaciones, cada una de monto 1

=

fs(3) =P [X1 = 3] + polP [X1 + Xo = 3] + p3P [Xy + X + X3 = 3]

=p1f (3) +p2fE (3) + pa3f (3) = (0.149361205  0.15)

+(0.224041808 * 2% 0.6 * 0.25) + (0.224041808 0.63) = 0.138009754
=

Fs(3) = fs(0)+ fs (1) +fs(2)+ fs(3)

= (0.049787068 + 0.089616723 + 0.117995352 + 0.138009754 = 0.395408897

Este proceso no fue tan dificil puesto que las combinaciones entre el nimero de reclama-
ciones y el monto que debian tener eran sencillas de saber y de calcular, sin embargo, de
forma general se debe realizar por medio de las convoluciones, como se vio anteriormente
y se presenta a continuacion:
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fs(z) = anf)*(" (); £=0,1,2,...
n=0

Asi que para el ejemplo en cuestién

3
fs(3) = an Y(z); x=0,1,2,..
n=0

Como

fs(0) = po = 0.049787068

fs(0) = pof5° (0) = 0.049787068

L0) =1y f(x) =0Vz £0

El siguiente paso es construir f¥" (z); ¢ =0,1,2,... y paran =0,1,2,3

=

F@) = iV @-y) fx @) =012,
y=0

e Para f¥ ()= Zf;}o (x —y) fx (y); 2 =0,1,2,...; conocemos el valor de
y=0

%0(0) = 1, entonces para f3 (z) siempre se tendrd la siguiente igualdad

-Siz=0= f{ (0)=fx (0)=0

-Siz=1= f (1) = fx (1) = 0.60
-Siz=2= f(2)=fx(2)=0.25
-Siz=3= f(3) = fx (3)=0.15

o Para fZ(2) =Y [ (@—y) fx (y);z=0

1,2, ..
y=0
t=0yy=0= fZ(0)=f¥(0)fx(0)=0
r=1yy=0= fZ 1) =f 1) fx(0)=0
r=lyy=1= f¥&(1)=f¥0)fx(1)=0
r=2yy=0= fZ2) =132 fx(0)=0
r=2yy=1= f12(2) = £ (1) fx (1) = 0.6 % 0.6 = 0.36
r=2yy=2= f¥(2)=f{0)fx(2)=0



r=3yy=0= f3
r=3yy=1= f3
r=3yy=2= f3
r=3yy=3= f
r=dyy=1= f¢
r=4yy=2= [
r=dyy=3= f¢
r=5yy=2= f3
r=5yy=3= 3
r=6yy=3= [y

Finalmente

0-Sl$—0:>f
-Siz=1= fZ(1

-Slm—2:>f

—Slx—4:>f
-Siz=5= f{
—Slx—6:>f

Z

e Para f33

szyy:O:>fX
e=lyy=1=f¢
r=2yy=1= f{
r=3yy=1= [P
r=dyy=1= [
r=4yy=2=
r=5yy=1= 3
r=5yy=2= 3
r=5yy=3= 3
r=6yy=1= 3
r=6yy=2= f3
r=6yy=3= f3
r=Tyy=1=

0

(
(
(2
-Siz=3= (3
(
(
(

4
)
6

(3) = fx' (3) fx (0)
B) =21 =
(B)=fx 1) fx(2)=
(3) = £ (0) fx (3)
=16 fx1)=
@) =12 fx 2=
=1 fx0)=
(5) = fx (3) fx (2) =
(6)=f(2) fx(3) =
(6) = fx' (3) fx (3) =

0
0
0.3
0.15+0.15=0.3
0.
0.
0.

0.25%0.6 =0.15
0.6 *0.25 =0.15

0.15% 0.6 = 0.09
0.25 % 0.25 = 0.0625
0.6 * 0.15=0.09
0.15 % 0.25 = 0.0375
0.25 % 0.15 = 0.0375
0.15 % 0.15 = 0.0225

09 + 0.0625 + 0.09 = 0.2425
03754 0.0375 = 0.075

0225
fx(y);2=0,1,2

(0) = f3(0) fx (0) =0

(1) =f20) fx(1)=0

@) =fFMfx1)=0

(3) = f32(2) fx (1) = 0.36 % .06 = 0.216

(4) = f32(3) fx (1) = 0.3% 0.6 = 0.18

(4) = f22(2) fx (2) = 0.36 % 0.25 = 0.09

(5) = f32 (4) fx (1) = 0.2425 % 0.6 = 0.1455

(5) = f12(3) fx (2) = 0.3%0.25 = 0.075

(5) = f22(2) fx (3) = 0.36 % 0.15 = 0.054

(6) = f22(5) fx (1) = 0.075 % 0.6 = 0.045

(6) = £12(4) fx (2) = 0.2425 % 0.25 = 0.060625

(6) = f12(3) fx (3) = 0.3%0.15 = 0.045

(7) = f22(6) fx (1) = 0.0225 % 0.6 = 0.0135



r=Tyy=2= 3
r=Tyy=3= 3
r=8yy=2= 3
r=8yy=3= 2
r=9yy=3= 3

Entonces
-Siz=0= f£2(0) =
-Siz=1= f2(1) =
-Siz=2= f2(2) =
SSiz=3= fi3(3) =
CSiz=d4=— f3(4) =
Siz=5= f3(5) =
-Siz=6= f2(6) =
-Siz=T= f2(7) =
-Siz=8= f2(8) =
CSiz=9= f(9) =

En resumen, para la construccién de fg (3

0.18 +0.09 = 0.27
0.1455 + 0.075 + 0.054 = 0.2745
0.045 + 0.060625 + 0.045 = 0.150625

0.0135 + 0.01875 + 0.036375 = 0.068625

0.005625 + 0.01125 = 0.016875
0.003375

an

(7) (5) fx (2) = 0.075 % 0.25 = 0.01875
(7) (4) fx (3) = 0.2425 ¥ 0.15 = 0.036375
(8) = [ (6) fx (2) = 0.0225 % 0.25 = 0.005625
(8) (5) fx (3) = 0.075 % 0.15 = 0.01125
9) (6) fx (3) = 0.0225  0.15 = 0.003375

)y con ello Fg (3), tenemos el

siguiente cuadro resumen se presenta con la ﬁnahdad de ilustrar el ejercicio, dicho cuadro

Unicamente considera valores de x = 0,1,2, ...,

distribucién no suma 1 :

9, por lo cual se observa que la funcién de

] R0 7@ @ 2@ 7s @) Fs (2)
0 1 0 0 0 0.049787068  0.049787068
1 0 0.6 0 0 0.089616723 0.139403791
2 0 0.25 0.36 0 0.117995352 0.257399143
3 0 0.15 0.3 0.216 0.138009754 0.395408897
4 0 0 0.2425 0.27 0.114821427 0.510230324
5 0 0 0.075 0.2745 0.078302612 0.588532936
6 0 0 0.0225 0.150625 0.038719738 0.627252674
7 0 0 0 0.068625 0.015374869 0.642627543
8 0 0 0 0.016875 0.003780706 0.646408249
9 0 0 0 0.003375 0.000756141 0.64716439
Pn | 0.049787068 0.149361205 0.224041808 0.224041808

Tabla 2.2

Por ejemplo, para el valor de fgs (3)

fs(3)=

(0.049787068 * 0) +

(0.149361205  0.15) +
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+(0.224041808 % 0.216) = 0.138009754
De tal manera que realizando lo mismo con z en 0,1 y 2 y acumulando la distribucién

Fs (3) = 0.395408897

Distribucion de Reclamaciones Agregadas (Convoluciones)
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Fig. 2.1

2.2.1 Algunos resultados analiticos

De acuerdo con los resultados anteriores es que surgen algunos modelos especificos para
la distribucién de las pérdidas agregadas, y conocerlos en esta seccién serd de mucha
utilidad para que, posteriormente, los calculos nimericos se vuelvan mas sencillos.

Modelo Binomial Compuesto

Bajo este modelo el riesgo S tiene una distribucién binomial compuesta cuando la fre-
cuencia N se distribuye Binomial (n,p) y sus caracteristicas numéricas son:

E (5) = npkE (X)
Var(S) =np (E (X?) — pE (X)z)
Mg (t) = (1 —p+pMx (t))"
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Modelo Binomial Negativo Compuesto

Cuando el nimero de reclamaciones tiene una distribucién Binomial Negativa entonces
el riesgo S se distribuye Binomial Negativa Compuesta y se tiene:

E(S) = rpE(X)
Var(S)=rg (E (XQ) + PE (X)2>

Mg (t) = L+5(1iMx (t))]r

Modelo Poisson Compuesto

Haciendo las mismas suposiciones que en los modelos anteriores, en este caso se tiene lo
siguiente para S :

)
Var (S) = AE (X?)
Mg (t) = Mx(®H)=1)

Ejemplo 25 Supongamos que N ~ Poisson(\) y que X; ~ Bernoulli(q), aplicando lo
anterior para la distribucion de S, tenemos que

Ms (t) = 2MxO=D: donde My (£) = ' ~1 y en particular para
My, (t) = (1—q) +q¢'

por lo que Mg (t) = eMI=a)+ae'=1) — Mae =) = ra(e'~1)
.S ~ Poisson(Aq)

Estos modelos son un caso relativamente facil de calcular y obtener, sin embargo, habra
casos en que la distribucién asociada a S sea mds dificil de identificar por lo que selec-
cionar modelos para la severidad que tengan una convolucién conocida y fécil de obtener
ayudard a encontrar resultados més répido.

Otro modelo que ayuda para problemas computacionales si consideramos un grupo ase-
gurado, donde cada miembro tenga un modelo Poisson compuesto para sus pérdidas
agregadas, es el siguiente:

Teorema 26 Supdngase que S; tiene una distribucion Poisson compuesta con pardmet-

ros A\; y funcion de distribucion para severidades F; (z) para j = 1,2,...,n. Ademds, que

S1, 5, ..., S, son independientes. Entonces S = Sy + Sy + - -+ S, tiene una distribu-
n

cion Poisson compuesta con pardmetro A = E Aj y funcion de distribucion de severidad

F(:c):z

LF (x).

>3
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Dem:
Sea M; (t) la f.g.m. de Fj (x) para j = 1,2,...,n. Entonces S; tiene f.g.m. dada por:

Ms, (t) =E (etsf) = N (Mi()=1) que por la independencia de las Sj's, S tiene f.g.m.

Ms (t) = H Ms, (t) = H exp (Aj [M; (t) — 1]) = exp Z)\ij ] —A

n n
Aj Aj
Debido a que Z TJMj (t) es la f.gm. de F (z) = Z “LF; (x), entonces Mg (t) tiene
j=1 j=1
la forma de la f.g.m. de una distribucién Poisson compuesta.

2.2.2 DModificaciones en los modelos agregados

Ahora que se sabe cémo obtener mds informacién acerca de la v.a. S, podemos comenzar
a involucrar las variables por pérdida y por pago que hemos definido en un principio;
esto porque la distribucion de S también se verd afectada una vez que apliquemos mod-
ificaciones en la cobertura de contratos.

Supoéngase un panorama sencillo bajo el cual el portafolio de pérdidas se modifique debido
a la aplicaciéon de un deducible d, en este caso la variable aleatoria S depende de N y
de las X’s , entonces se tendran que considerar dos posibilidades:

- La primera es que tengamos a N’ variable aleatoria por pérdida que modela la fre-
cuencia de las pérdidas agregadas, mientras que las X;s determinan la severidad de las
mismas. En este escenario a través de la variable por pérdida Y* modificaremos las X;’s
que representan los montos, pues recordemos que:

Ly o 0 X<d
= d)+_{Xd X >d

Asf que la severidad de las reclamaciones se verd afectada, en este sentido, Y;* representa
el pago por la i-ésima pérdida, mientras que la frecuencia seguird distribuyendose de la
misma forma puesto que, como su nombre lo indica, estamos considerando las pérdidas
totales que sufre la compafia sin importar aquéllas que realmente se pagan.

Entonces, el modelo colectivo queda
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S=YI+vE+ v

donde S =0si N¥ =0

- La segunda opcién es considerar a Y, llamada variable de pago, que reflejard los
montos pagados por la companfa aseguradora una vez que han excedido el valor del
deducible d ; pero ademds de ello, en este caso, la variable que modela la frecuencia
de las reclamaciones N* también se modificard, esto porque queremos ver reflejados en
niimero de pagos efectuados, entonces los parametros para N cambiardn conforme a lo
que se revisé en las modificaciones de cobertura para modelos de frecuencia, donde se

considera a la constante v como la probabilidad de pago por parte de la aseguradora.
Entonces el modelo seria

S=Y"+Y +- -+ Y

donde S = 0si N =0y Y, es la variable de pago que representa el monto de la i-¢sima
pérdida bajo el concepto de YT que anteriormente definimos.

Es importante considerar las modificaciones de los contratos de seguros en los modelos
colectivos, debido a que, bajo circunstancias apegadas a la realidad, generalmente esta
informacion es la que se manejaré.

Entonces, con cada uno de los conceptos de las variables por pérdida y por pago, ya

sabfamos que Y = Y|y > 0. Luego, retomando el concepto de v como la probabilidad
de pago, las funciones de distribucién de estas variables, guardan la siguiente relacién:

Fyr=(1—-v)+vFyr(y); y>0
porque 1 —v =P [YL = O] = Fyr (0).
Y sus f.g.m.
My (t) = (1 —v) +vMyr (t)
que en términos de la esperanza son:
B | =B [ [yE = 0| P[YE = 0] +B [ |YE > 0| P[vE > 0]
Ademds, para el niimero de pérdidas N7 y el niimero de pagos N se tiene esta relacién
con sus f.g.p.
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Pynr (z) = Pyr (1 — v+ v2)

donde Pyr (2) = E (zNP) y Py (2) =E (ZNL) .

Finalmente con los resultados del Modelo Colectivo, las f.g.m. de S en términos de las
variables por pérdida y por pago son:

Mg (t) = E (') = Pyu (My (t))

Ms (t) = E (e') = Pyr (Myr (1))

que guardan la siguiente relacién:

PNL [MyL (t)] = PNL [1 — v+ UMyP (t)] = PNP [MyP (t)]

Ejemplo 27 Se conoce que el nimero de pérdidas en el Modelo de Riesgo Colectivo se
distribuyen BinNeg( = 1.5,r = 12) y que los montos de las pérdidas (X;s) tienen dis-
tribucion Pareto(a = 3,0 = 150). Ademds de esta informacion sabemos que se determina
una inflacion del 3% y se aplicardn las siguientes modificaciones de cobertura.

Deducible d = 40
Limite de péliza = 250
Coaseguro = 85%

Determinar la esperanza y la varianza de las pérdidas agregadas considerando que el
monto de las pérdidas se ve modificado por la variable aleatoria de pérdida y por la
variable aleatoria de pérdida en exceso (o variable de pago).

Primero encontremos E (S) y Var (S), cuando las X;s se modifican por Y'X; entonces
consideramos la inflacién, posteriormente el deducible, el limite de pdliza y al final el
coaseguro.

Para encontrar el valor de u

2
a(u—d) =250 = u = % + 40 = 344.1176.

De tal manera que para cada X; se tiene que :
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40
0 <103
40 344.1176
yE = 85[(1.03) X — 4 <X
085[(1.03) X —40] - 755 =X <73
344.1176
250 =
= 1.03

—
E[YL] =a(l+r) [E(XAlir>—E(XAlj_rH

344.1176 40
= 0.85(1.03) [E (X A 103) ~-E (X A 103”

Para la Pareto(3,150)

344.1176 150 150 2
E(XA——— )= 1= s5raae 50 | | = 67501
< N o3 > 2 [ <324.386+150)] 67.50

40 150 150 2
EB(XA—)="2|1-(—2 ) | =27.676
< A1.03> 2 [ <38.834+150)]

= E [Y1] = 0.85(1.03) [67.501 — 27.676] = 34.8669

Luego para N sabemos que se distribuye BinNeg(1.5,12) pero esta variable, que rep-
resenta el mimero de reclamaciones del modelo colectivo, no se modifica por ser variable
de pédida y no de pago.

:>E(NL) =rf=12x15=18
Por los resultados anteriores

E(S)=E(YH)E (NL) = 34.8669 * 18 = 627.6042
Aparte de esta situacion, como el nimero de reclamaciones se distribuye Binomial Nega-

tiva, el modelo se reduce a un modelo Binomial Negativo Compuesto, razén por la cual,
como se mostré en la seccién anterior, la varianza de S es :

Var(s) =r8 [B((v%)") + 6B (v4)°] .

. . 2
Entonces hay que obtener el segundo momento en términos de Y-, i.e. E[ (YX)"] que se
vio en la seccién de variables y modificaciones de cobertura.
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B[ (YL)?] = (.85)% (1.03)* {E

3441176\ 2
) | SR
(XA 1.03 ) ]

40 344.1176 40 40
22— )E(xrZ—2) 42— |E(X A —
<1.03> ( " 1os >+ (1.03) < A1.03>}

Para la distribucién Pareto

[ 344.1176 \ 2| 40 \2
E|(xpZ20 E|(xA—
< N 103 ) Y l( " 1.03> ]

344.1176 \*|  1502T (3)T (1) 324.386
E|(xA - 31—
( 1.03 ) I (3) B( ’ ’324.386+150>

5 150 S T4 [0,
+ (324.386) (W> =150 {F(S)F(D/O t (lt)odt}
0.68
)

40 \*| 15027 (3)T (1) 38.83495 ) 150 ’
E|(XnA = 1) 4(38.83495)% (oo
[( 1.03) ] r'(3) 5(3, ' 38.83495 + 150 ) T )"\ 3583295 7 150
0.205
0 >

t3
= 1502 —
50 [3 ( 3
40
B[ (Y£)?] = (.85)% (1.03) (10520.66021 — 951.6193487 — 2 <103) (67.5014)

31 [
+3326.6138 = 1502 l ( + 3326.6138 = 10520.66021

2111\ 3

+ 755.9135756 = 951.6193487

Entonces

4
+2 (183> (27.67626437)) = 4963.722677

Finalmente

Var($) =18 [B((v%)?) + 8B (Y£)?| = 18 [4963.722677 + 1.5 (34.8669)°

= 122170.9275
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Como segundo punto también debemos calcular la E (S) y Var (S) considerando a las
YFs y a N¥ como la frecuencia.

40
La funcién para Y a diferencia de Y es sélo considerar que los valores para X < To3

no estéan definidos, asi que para la [E [YP] basta dividir E [YL} entre Sx (%)

40 150 3
Sx (=) =(=———] =0501217
X <1.03> (38.83495 + 150)

L
De ahi E [YF] = BIYT) 348669 o sa3as65

4\ 0.501217
Sx (ﬁ)

Para N¥ debemos obtener E [N P ] , entonces, como es la frecuencia correspondiente al
pago que realiza la aseguradora, se modifica respecto al valor de v, donde :

d 10
—P(x 1Py —
v < ” 1+r> X(1.03)

esto porque recordemos que es la probabilidad de pago una vez que se ha aplicado inflacién
y deducible en el ntimero de reclamaciones, entonces

v = Sx (i) = 0.501217971983

Por lo tanto la Distribucién Binomial Negativa considera los pardmetros r = 12 y 8% =
v = 0.751826958

_—
E [NT] =rB" = 9.021923496.

De esta forma E (S) = E [YP] E [NT] = 627.6041864

La Var (S) =rp" [E {(YP)Q} +6°E (YP)Q}

e
2
2l BI(YE)T] 4963.722677
B|(vF)?] = T E (A " osomary - 90332418 y

Var (S) = 9.021923496 [9903.321418 +0.751826958 (69.56434365)2]
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= 122170.9259

Bajo el andlisis de las variables por pago y por pérdida en este modelo de riesgo colectivo,
laE(S) y Var (S) no son muy distintas entre si.

Asi como la existencia de los contratos de seguros involucran tanto a la aseguradora como
al asegurado de ciertos riesgos, también existe una forma de proteger el riesgo al que se
exponen las aseguradoras por tener un amplio portafolio de asegurados, y esto es a través
de las companias reaseguradoras, por lo que surge la siguiente definicién.

Definicion 28 El Reaseguro Stop-Loss es un contrato bajo el cual la compania reasequ-
radora se compromete a cubrir hasta cierto nivel los riesgos que tiene una asequradora,
bajo la implementacion de un deducible agregado que es aquél que se aplica a las pérdidas
agregadas. El valor esperado de las pérdidas agregadas, suponiendo que se ha establecido
un deducible d, se llama Prima Neta de Pérdida (Net Stop-Loss Premium).

En general, si la distribucién es continua el valor esperado se calcula
oo

E[(S—d),] = /d [1 — Fs (z)]dz 6 bien para variables discretas

E[(S—d),] =) (z—d)fs(x)

x>d
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Capitulo 3

Métodos para encontrar la
distribucién de S

3.1 Aproximaciones

Una vez conocidos y estudiados los modelos de riesgo individual y colectivo, junto con
sus caracteristicas, lo primero que se vio es que existen algunos modelos definidos para
determinar la distribucién del riesgo .S, sin embargo, en muchas ocasiones no se conoce de
manera inmediata la distribucién de frecuencias y severidades, por lo que, para conocer
los datos que provengan del riesgo .S, podemos hacer uso de diversos métodos propuestos.
Uno de los métodos que sirven para esta labor es por medio de aproximaciones, que
se utilizan tanto para el modelo individual como para el modelo colectivo, asi que a
continuacion se presentan las siguientes:

e Normal

Lognormal
e Gamma Trasladada

e Poisson compuesta

3.1.1 Aproximacién Normal
A través del Teorema del Limite Central se puede aproximar la distribucién de S por

medio de una distribucién normal.

Generalmente, este método de aproximacién es de mayor utilidad cuando el mimero de
reclamaciones N de nuestro riesgo S es muy grande, y por consecuencia, la E [N] también
resulta ser grande.
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Proposicién 29 Para cualquier s > 0

FS(S):P[SSS]z¢<‘m>

Ahora bien, suponiendo que tanto la severidad como la frecuencia de los datos son disc-
retas, entonces la distribucién de las pérdidas agregadas serd discreta; por lo cual, si se
desea utilizar este método de aproximacion, serd necesario aplicar antes una Correccion
de Continuidad. Es decir, supéngase que se quiere conocer P[n < S < m], para utilizar
la aproximacién normal, lo unico que se hace es extender el intervalo de [n,m] al inter-
valo [n — %, m+ %] , por lo cual la probabilidad bajo la correccién de continuidad serd
P [n — % <S<m+ %] Una vez realizada esta correccién, se hace el mismo proced-
imiento de aproximacion, considerando la & (S) y Var (S) originales del riesgo S.

Ejemplo 30 Una compania aseguradora tiene una cartera con pdlizas de sequro de vida
con las caracteristicas que se muestran en la tabla. Utilizando el modelo de riesgo indi-
vidual, realizar la aprorimacion normal de tal manera que podamos encontrar el valor de
s bajo el cual P[S < 8] =0.95

i | # de pdlizas | Probabilidad de reclamaciéon | Monto de Reclamacién
1 1000 0.05 10
2 2000 0.10 5
3 500 0.02 20
Tabla 3.1

Primero veamos lo que sucede con E (B;) y Var(B;) para i =1,2,3

P(B,=10)=1,P(B, =) =0siz # 10
P(By=5)=1,P(By=2)=0siz#5
P(B; =20)=1,P(B; =) =0siaz # 20
-
E(B)=1%10+0xx=10 y Var(B;) =10*%1—-102=0
E(Bs)=5y Var(Bs) =0
E(B3) =20y Var(Bs) =0
Entonces
1000 2000
E(S1) = > 0.05%10 =500, E(S;) = »_ 0.10 % 5 = 1000,
Jj=1 j=1
500
E(S5) = 0.02% 20 = 200
j=1
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— B (S) = 500 + 1000 + 200 = 1700

Luego
1000

Var(S,) = (0.05 0 + 0.05  0.95 * 10?) = 4750
j=1
2000

Var(Sy) = Y (0.1%0+0.1%0.9 % 52) = 4500
=1
3500

Var(Ss) = > (0.02%0+ 0.02 % 0.98 % 20?) = 3920
j=1

=

Var(S) = 4750 + 4500 + 3920 = 13170

~E(S) _ s—E(S)

5 < = 0.95 el cuantil del
VVar (S) ~ /Var(9)

Se quiere P[S < s] = 0.95, entonces P

95% para una N (0,1) es 1.644854
Por lo tanto s = y/Var (S) * 1.644854 + E (S) = v/13170 % 1.644854 + 1700

= 1888.764
Ejemplo 31 Sea Sj, j = 1,2,3,4 una distribucion Poisson compuesta y para cada S se
tienen los siguientes pardmetros: A\1 = 2, Ag = 0.8, A3 = 0.2 y \y = 4. Por la definicion
de este modelo se sabe que las frecuencias de cada S; son distribuciones Poisson y ademds

se tienen las siguientes probabilidades de los montos de reclamacion (Xs) pertenecientes
a cada una de las Sj’s.

Para S,
fx(1)=02, fx (2) =04, fx(3)=0.1, fx(4)=0.05, fx(5)=0.2, fx (6)=0.05

Para Ss
fx (0)=0.03, fx(1)=0.35, fx(2)=0.5, fx(3)=0.12

Para Ss
fx(0)=02, fx(1)=0.1, fx(2)=0.1, fx(3)=0.1, fx(4) =04, fx (5 =0.1

Para S,
fx(2) =05, fx(3)=0.04, fx(4)=0.25, fx(5)=0.16, fx (6)=0.05

Encontrar bajo la aproximacién normal Fg (25).

La severidad de cada S; se muestran en la siguiente tabla:
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| file) | fo(®) | f3(2) | falz)
0 0 0.03 0.2 0
1 0.2 0.35 0.1 0
2 0.4 0.5 0.1 0.5
3 0.1 0.12 0.1 0.04
4| 0.05 0 0.4 0.25
) 0.2 0 0.1 0.16
6 | 0.05 0 0 0.05
Tabla 3.2

Ademas si
S=5+8+S53+4+85y = S ~ Poisson Compuesta con A=2+0.8+02+4=17.

Primero hay que encontrar las correspondientes f.d.p. para los montos de las reclama-
ciones

. fx @) =Y 36 @)

0 Z%0+ %8 %0.03+ %202+ 2 0 = 0.009142857

1 2%024+% %035+ % %014+2%0=0.1

2| 2504+ %8 %054+ 9% %01+ 2x0.5=0.46

31201+ 5% %0124 %2 %0.1+ 2 %0.04 = 0.068

41 25005+2%8 %0+ %204+ 2%0.25 =0.168571429

52502+ % %0+ 9% %0.1+ 1 x0.16 = 0.151428571

*0.05 + O—f * 0+ % * 0+ % x 0.05 = 0.042857143
Tabla 3.3

De aht,

E(X) = (1%0.1) + (2% 0.46) + (3 % 0.068) + (4 * 0.168571429)

+(5 % 0.151428571) 4 (6 * 0.042857143) = 2.912571429

E(S) = AE (X) = 7 % 2.912571429 = 20.388
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Luego Var (S) = AE (X?) , entonces
E (X?%) = (12%0.1) + (22 % 0.46) 4 (3% % 0.068) + (4% * 0.168571429)
+(52 % 0.151428571) + (62 * 0.042857143) = 10.57771429

Var (S) = AE (X2) = 7 10.57771429 = 74.04400001

Buscamos Fs (25) =P (S < 25) =P ( S —20.388 < 25 — 20.388 >

V/74.04400001 ~ +/74.04400001

=P (z <0.53597479) = ¢ (0.53597479) = 0.704012
Por lo tanto Fgs (25) = 0.704012

La gréfica de la funcién de densidad obtenida directamente de los valores de su distribu-
cion si se realiza este proceso repetidas veces para todos los valores de s, es:

Aproximacién Normal de Poisson Compuesta

fs(s)
0.03 0.04
1 1

0.02
|

0.01
|

Fig. 3.1
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3.1.2 Aproximacién Lognormal

Cuando la E (V) no es lo suficientemente grande, y por lo mismo, en ocasiones la dis-
tribucién de S posee una cola pesada, la distribucién normal deja de ser apropiada
para aproximar la distribucién del riesgo. Es por esta situaciéon que se sugiere usar la
aproximacion Lognormal aunque no exista la teoria suficiente para sustentar que dicha
aproximacion sea buena.

Proposicién 32 Para cualquier s > 0

1 _
Fs(s) =P[S < s] qu(n(‘””)
o
Recordando que para la distribucién Lognormal se tiene la siguiente esperanza y segundo
momento que son indispensables para obtener lo valores de py o2 :

E(S) = et 7 y B (S2) = e2nt20’

Ejemplo 33 Suponiendo un modelo de riesgo colectivo para las pérdidas agregadas de
una compania asequradora y, en especifico, un modelo Poisson compuesto donde N ~
Poisson(A = 0.7), mientras que los montos de reclamacion se distribuyen Gamma con
a = 2,0 = 150. Utilizar la aprozimacion normal y lognormal para determinar las pérdidas
agregadas por arriba de 300.

Sabemos que E (S) = AE (X) y Var (S) = AE (X?)
— E(X) = af = 300 y B (X?) = Var (X) + E(X)? = 45000 + 300> = 135000
= E(S) =0.7%300 =210 y Var (S) = 0.7 * 135000 = 94500

Para la aproximacién normal

Fs (300) = P[S < 300] = ¢ (300_210)

/94500

= ¢ (0.292770022) = 0.615151

Las pérdidas agregadas por arriba de 300 tienen una probabilidad de 0.384849 para la
aproximacién normal

Para la aproximacién lognormal
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E(S) = ert% =300 y B (52) = e2+27° = 135000

In (300) = i+ % y In(135000) = 24 + 202, = 0 = 0.4054 y = 5.50108

Finalmente

Fs (300) = P[S < 300] = ¢ (ln (300) — 550108)

0.6367

= ¢ (0.318364182) = 0.6249019

Mientras que con la aproximacién lognormal las pérdidas agregadas que rebasan 300
acumulan una probabilidad de 0.375098

A continuacién se muestra grificamente la comparacién de ambas aproximaciones con
respecto a sus funciones de densidad resultantes, en donde se puede observar que para
valores muy grandes la cola de la distribucién lognormal se encuentra por encima de la
funcién de densidad normal, situacién que caracteriza este tipo de distribucion. Ademads,
algo que se puede destacar es que, aunque las esperanzas de las dos distribuciones no
estdn tan alejadas, la varianza de la distribucién normal es mayor, por poco mas del
doble que la varianza de la distribucién lognormal. Y aunque para valores entre 150
y 300 las funciones de distribucién acumulen probabilidades similares, en realidad para
valores pequenos la distribucién normal acumula probabilidades mayores a la lognormal y
vicerversa, para valores grandes se va acumulando mayor probabilidad en la distribucién
lognormal contra la normal.

Aproximaciones Normal vs Lognormal

—_— Normal
= —_— Lognormal

2e-04 4e-04 6e-04 8e-04 0.001 0.0012
5e-04 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003

f
0

0 200 400 600 800 1000

Fig. 3.2
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3.1.3 Aproximacién Gamma trasladada

Como su nombre lo expresa, bajo esta aproximacién supondremos que el riesgo S asume
una distribucién Gamma, pero para conocer exactamente los pardmetros que ajustan a
esta distribucién, se debe igualar las caracteristicas numéricas de la distibucién de S a
las caracterfsticas numéricas de una nueva variable aleatoria que es:

k+72

donde & es una constante y Z es la variable aleatoria que se distribuye Gamma(c, 0) y
tiene f.d.p.

Entonces, primero se suponen conocidos o estimados los valores de E (S) = u, Var (S) =

B[(S - B(S))’]

s =T éstos se igualardn a sus correspondientes
[Var ()]

o2 y el coeficiente de sesgo

de la v.a. k+ Z que son:

e B(k+2)=k+af
o Var(k+ 2Z) = 0*a

E[(k+Z—E(k+Z))3

[Var (k+ Z)]3/2

=

De forma que

p=k+abd o2=0a T=-—"—

Resolviendo el sistema de ecuaciones para determinar los valores k,a y 6.

2 4
Va==-=a= —» luego de 02 = 0%« sustituyendo « se tiene
T T

(')'27'2 oT

4
2=0= =P =—=0=—
7 72 4 2

y finalmente de p = k + af se obtiene k

4 ot 20
m—« 55 W -

78



Asi, por medio de la aproximacion gamma trasladada, el riesgo S tiene una distribucién
aproximada

2 4
SNM_U+Gamma<2,UQT>
T T

Habra ocasiones en las cuales el pardmetro € puede ser reemplazado por % y basta invertir
las igualdades para construir la distribucién Gamma de S.

Esta aproximacién generalmente se sugiere realizarla cuando la distribuciéon de S se
muestra sesgada hacia la derecha, razén por la cual 7 > 0; y porque la forma que toma
dicha distribucién es aproximadamente la de una densidad Gamma con pardmetros a y
0; sin embargo, ademaés de considerar esto, se le suma la constante k para obtener menos
errores en el ajuste.

Finalmente se llega a la siguiente proposicién.

Proposiciéon 34 Para cualquier s > 0.

Fs(s):P[Sgs]%I‘<a;S;k>

r (Yy\& —4
donde en general T’ (a; g) = / (wieedy
0

Ejemplo 35 Supongamos que bajo el modelo Poisson compuesto, el nimero de reclama-
ciones N ~ Poisson(A = 10) y el monto de las reclamaciones X; ~ X%4)~ Determinar

Fs (8) por medio de la aproximacion gamma trasladada.

k
En general X%k) es una distribucién Gamma<2,2) —> Para cada X, se tiene que

z\2 —=z
fx(z)= (5)769 donde X; ~ Gamma(2,2)

a2l (2)

Lo primero es encontrar los tres primeros momentos de S, para lo cual utilizaremos las
propiedades de la f.g.m. de las X; y de ahi obtener los valores de u, 02 y 7 para S.

=

Mx(t)=(1—-0t)"=(1-2t)"2
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Mx(t)=-2(1-2t)73(-2) =41 —2t) 3|40 =4, E(X) =4

My (t) = —12(1 — 2t)~4(=2) = 24(1 — 2t)*|s=0 = 24, B (X?) = 24

Mx " (t) = —=96(1 — 2t)75(—2) = 192(1 — 2t)°|,—o = 192, E (X3) = 192
De aqui podemos obtener

p=AE(X)=10%4 =40

02 = AE (X?) =10 %24 =240

O B(x®) 1928
T_\/AE(X2)3_¢10(24)3_M

Por lo que a=— = =15,
T

= S ~ =20 + Gamma(15,4)
Por lo tanto Fg (8) ~ I (15, %2%) =T'(15,7)
Como sabemos que Fx (z) =T (a, %), cuando X ~ Gamma(a, 6).

Para el ejemplo S ~ Gamma(a = 15,0 = 8/7), evaluando directamente en R

Fs (8) = 0.005717202

La siguiente grafica muestra la f.d.p. asociada
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Aproximacion Gamma Trasladada

fs(s)
0.06 0.08
| |

0.04
|

0.02
|

0.00
|

s

Fig. 3.3

3.1.4 Aproximacién Poisson compuesta

En el capitulo anterior se hizo mencién del modelo Poisson compuesto, que simplifica
los cédlculos al momento de encontrar informacién de las pérdidas agregadas. También
se ha comentado la dificultad de conocer la funcién de distribucién en un modelo de
riesgo individual si se realizara por medio de convoluciones; pero en esta seccién veremos
la Aprozimacion Poisson Compuesta como otro método ttil, bajo el cual se pretende
aproximar el modelo de riesgo individual al modelo de riesgo colectivo, tal situacién se
realiza porque existen mas métodos para el cdlculo de la distribucién de S en el modelo
colectivo; incluso es indispensable saber que los siguientes métodos a desarrollar se basan
en la construccién del modelo colectivo.

n
En el modelo individual S = ZXi donde X; i = 1,2,...,n son v.a. s independientes,
i=1
X, = R;B; y B; es el monto de la reclamacién de la péliza i. Ademas, la v.a. Bernoulli
(R;) del modelo individual asigna el valor de 1 cuando se efectiia un reclamacién con

probabilidad ¢; y 0 con probabilidad (1 — ¢;) de manera que su f.g.p. es:

Pr, = (1+q(:—1))
Bajo este método la aproximacién Poisson compuesta asume que la v.a. R; se distribuira

Poisson (;) , para ello se proponen 3 métodos que asignan diferentes valores al pardmetro
A; de esta distribucién Poisson
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1. El primero iguala las esperanzas de la v.a. Bernoulli(g;) con la de una v.a. Poisson(};),
entonces:

)\i = {;; 1= 1,2, N
Esta opcién es buena para valores de ¢; cercanos a cero.

2. El segundo iguala la probabilidad en cero de ambas variables aleatorias, es decir

1—g =€

In (1 — Qz) = _)\2

Ai=—In(l-¢);i=12,.ny —In(1—gq)>q
3. El dltimo método fue propuesto por Kornya y usa el siguiente valor para cada \;

_ %
1—q’

1=1,2,...,n

%

A su vez, el nimero esperado de pérdidas de este método es mds grande que la
esperanza del segundo.

Para el caso del Modelo individual la f.g.m. de S asociada es

Mg (t) = f[PRz [M31 (t)]

i=1

considerando que R; ahora se distribuye Poisson, entonces
Ms (t) = [ [ exp (N [Ma, (t) — 1))
i=1

por el Teorema 25

A= 0 My ()= 30 M, (1) v fx (0) = 3 3 f, (2)
i=1 =1 i=1

Ejemplo 36 Considerando los datos de la compania aseguradora del ejemplo 30 en
donde se cubren 3 diferentes grupos de asegurados, utilizar la Aproximacion Poisson
Compuesta para el modelo individual y posteriormente con la aprorimacion normal en-
contrar Fs (1900) para los 3 valores que puede tomar .
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e Con \; =g;

A=A = (1000  0.05) + (2000 * 0.10) + (500  0.02) = 260

i=1
=

1000 %0.05%1  2000%0.10 %0 500 % 0.02 % 0
10) = — 0.192307692
Jx (10) 260 + 260 + 260

~ 1000 * 0.05 % 0 n 2000 % 0.10 % 1 n 500 % 0.02 %0

260 260 260 = 0.769230769

fx (5)

1000 % 0.05 % 0 " 2000 x0.10 % 0 + 500 %0.02 %1

260 260 260 = 0.038461538

fx (20) =

Por ser Poisson compuesto

E (S) = AE (X) = 260 * [(10  0.192307692) + (5  0.769230769) + (20 * 0.038461538)]

= 260 * 6.538461525 = 1699.999

Var (S) = AE (X?) = 260 % 53.84615363 = 13999.99994
—

5 —1699.999 _ 1900 — 1699.999
Fg (1900) = P <

v/13999.99994 —  1/13999.99994

=P [z < 1.690317021]

= ¢ (1.690317021) = 0.9545155
e Con \; =—In(1—g¢q;)
3
A= Z Ai = (1000 * (—1In(0.95))) + (2000 * (—1n (0.9))) + (500 * (—1n (0.98)))
i=1
= 272.1156794

1000 * (—In(0.95)) = 1

fx (10) = oo s = 0188498121
2000 * (—1In (0.9)) * 1
- = 0.774
fx(5) 272.1156794 0774380336
500 * (— In (0.98)) * 1
fi(20) = 2002 CIO8) L or101549

272.1156794
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E (S) = 272.1156794 % 6.49931373 = 1768.565171
Var (S) = 272.1156794 x 53.0579373 = 14437.89666

1900 — 1768.565171
Fs (1900) =P |z <

< =P [z < 1.093851836]
V/14437.89666

= ¢ (1.093851836) = 0.86299

qi
1—q

3
0.05 0.10 0.02
A= E Ai = <1000»< (>) + <2000»< ()) + <500* <>>
p 0.95 0.9 0.98

= 285.0578828
=

e Para \;, =

1000 * (0.05/0.95) * 1
285.0578828

fx (10) = = (.184634708

s (5)72000*(0.1/0.9)*1
XA 98 0578828

= 0.779568767

500 x (0.02/0.98) * 1

285.0578828 = 0.035796525

fx (20) =

E (S) = 285.0578828 % 6.460121415 = 1841.508533

Var (S) = 285.0578828 % 52.27129998 = 14900.3461

1900 — 1841.508533
Fs (1900) =P |z <

=P[z <£0.479175203
- v/14900.3461 l2< ]

= ¢ (0.479175203) = 0.684093

El siguiente grafico es el comparativo de las funciones de densidad de S que surgen de
la aproximacion Poisson con cada uno de los métodos realizados, en él se observa que,
aunque aparentemente no existe mucha diferencia en la funcién de densidad de cada
distribucién normal, para valores grandes de .S, la funcién de distribucién bajo el primer
método habrd acumulado mayor probabilidad que implementando cualquiera de los otros
dos métodos.
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Aproximacion Poisson
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Mediante las aproximaciones podemos ajustar la distribucién para S, sin embargo, es
factible que los resultados no se acerquen tanto a la realidad puesto que no se poseen
muchas bases para justificar que las distintas aproximaciones (normal, lognormal o gamma)
se ajusten a la distribucién de los datos; y simplemente se pueden tomar estas decisiones
por el aparente comportamiento del nimero de reclamaciones y de las colas que tengan.
Por ejemplo, si tuvieramos el caso en que existe un limite de pdéliza para las pérdidas,
serfa, muy probable que la severidad de nuestros datos tuviera una masa de probabilidad
en este punto, debido a que todas las reclamaciones que hayan excedido el monto, u, sélo
recibiran a lo mds esta cantidad y eso determinaria dicha probabilidad, por lo cual esta
situacién generaria irregularidades en la forma de la distribucién, y por tal situacién,
utilizar un método de aproximacién no serfa la mejor manera de conocer la distribucién
del riesgo. Por tal motivo, a continuacién se desarrollardn otras propuestas de métodos
que sirven para ajustar la distribucién del riesgo S.

3.2 Meétodos recursivos

3.2.1 Foérmula recursiva de Panjer

La distribucién del riesgo S la mayoria de las ocasiones no es tan sencilla de obtener y
o0

a pesar de saber que se puede calcular en directo por medio de Fg(s) = Z o FE (),
n=0

esto no suele ser una cuestién trivial. Primero porque las convoluciones de F§*(x) no
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siempre tienen forma de alguna distribucién conocida; pero lo més importante ain, esta
situacién se vuelve compleja porque mientras mas elementos se tengan en la convolucién,
inclusive con las computadoras més potentes, al momento de realizar los cédlculos, éstos
no podrian ser resueltos porque el nimero de operaciones que se deben llevar a cabo, es
muy elevado.

Es por esta razén que a través de la Formula Recursiva de Panjer los célculos pueden
ser minimizados. Para ello, debemos retomar los conceptos que manejamos en los mod-
elos compuestos de frecuencia, donde considerabamos el modelo de riesgo colectivo con-
siderando la distribucién de frecuencia como la de severidad como distribuciones discretas
entonces, la distribucién compuesta de S

S=Xi+Xo+ -+ Xy

o0
se obtenfa mediante g = anfi;m;
n=0

donde g, =P[S =n],p, =P[N =n]; f, =P[X =n]
y i k=0,1,... es la n-ésima convolucién de fj.

Entonces, para determinar g del riesgo S, lo primero es contemplar que las distribuciones
asociadas a la frecuencia y severidad, sean miembros de las clases (a,b,0) o (a,b,1).
Esto porque las férmulas desarrolladas por Panjer quedan expresadas con base en estas
distribuciones.

- Si la distribucién primaria es miembro de la clase (a,b,0), se tiene la férmula recursiva:

k

1 bj
-—3 N o k=1.2.3. ...
i s 2 (a-i— k)fjgk js » 419y
Para el valor de gy,
po =P[N =0] si fo=P[X =0]=0

90 =
Py (fo) o My (log fo) si fo=P[X=0]>0

Teorema 37 Para cualquier distribucion compuesta, go = Pn (fo), donde Py (2) es la
f.g.p. de la distribucion primaria y fo es la probabilidad de la distribucidn secundaria
cuando toma el valor de cero.

Ademsds necesitamos los siguientes resultados previos a la demostraciéon de la Férmula
recursiva de Panjer:
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bX1
E 21
[a—l— A

S—k]—a%—E{bfl

b
S_k} =a+ 7 B[X) | 5=4

b n n
Q+M;ElXj | ZXk]

i=1

b n n
=a+ —E ;Xj| > Xi=k

i=1

bk b
:a/-{-i:al_‘_f
nk n

y se puede escribir como

k .
E[a+k|S:k}:§ (a—l—k)lP’[Xl:ﬂS:k]

k . . .
_ bj\ P[Xi =J]P[S — X1 =k — ]
Z(“) B[S =]

Dem. (Férmula Recursiva de Panjer):

n=1 n=1

ge =Y "= pP[Xi+ Xo+ -+ Xy =kl =) p,P[S =k
n=1
b
ademsds los miembros de la clase (a,b,0) satifacen que p,, = (a + ) Pn_1;n=1,2,3, ..
n

b
= g = Z (a + n) Prn—1P[S = k] luego por los resultados previos

n=1

> k bj ) ,
—an_i(“*k)ﬂ”m =JIP[S = X1 =k —j]
j=0

n=1

n=1

k bj e .
:Z(a+k>P[X1 :]]anflp[S_Xl =k—Jl

con la notacién de g, = P[S =n],p, = P[N =n]y f, = P[X =n] y notando que la
iltima suma vuelve a quedar en términos de g, finalmente
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b b bj
gk:Z<a+]j)fJgk J—afogk+z<a+ ).f_]gk,j
Jj=1

por lo tanto

Andlogamente

- Si la distribucién primaria es miembro de la clase (a,b,1), la férmula recursiva es:

[p1 — (a+ b)po] fk+z<a+b>fJgkj

Jj=1
= ik=1,2,3, ...
gk ]_—afo ) ) ) Y

Estos resultados se pueden considerar de manera particular y tomando en cuenta la
notacién asociada con fg (z E Pn X" (z), es decir, supongamos que la distribucién

de severidad fx (z) estd deﬁmda para los valores de 0,1,2,...,m, porque en efecto los
montos de reclamacién que recibe una compania aseguradora generalmente tienen un
tope de pago, y que la frecuencia de las reclamaciones es py, entonces:

e Para p; de la clase (a,b,1)

TAm

[p1 — (a+ o) fx (@ +Z(a+ )  (v) fs (@~ 1)

fs (x) = 1—afx (0)

donde x A m representa el min(z, m).

e Para p; de la clase (a,b,0)

TAm

(a4 2) fx ) fs(o-9)
1—afx (0)
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Cuando la distribucién es Poisson, sabemos que a = 0,b = A. Entonces la férmula se
reduce a:

fo@) =23 ulx ) fs (@ —v): 2=1,23,.

y=1

Ademsds, de igual forma que en la férmulas recursivas anteriores, el valor inicial para
determinar la densidad de S es fs (0) = Py [fx (0)]

Ejemplo 38 Utilizando el método recursivo encontrar la probabilidad de que haya mds de
tres reclamaciones agregadas, cosiderando que el modelo de riesgo colectivo se distribuye
Poisson-Binomial Negativa. Entonces la distribucidon primaria es Poisson con A = 2 de
la clase (a,b,0), y la distribucion secundaria es Binomial Negativa con 3 =15 yr =25

Deseamos 1 — Fs (3) . Entonces para la distribucién Binomial Negativa

=06yb=(r—1) =24

we P B
1+4 1+5

fx(0)=1+p8)"=1+15)"°=0.01024

Fx (1) = (0.6 + 2.4) % 0.01024 = 0.03072
2.4
fX@):(06+i2>*omm2=00%mm

2.4
fx(3) = (0134-3> % 0.055296 = 0.0774144

fs(0) = Py (fx (0)) = 2Ux0)=1) — £2(0.01024-1) _ () 138135526

Para la distribucién Poisson a =0y b=\ =2
=

fs (@)= 23 ufx ) fs (e )

2
fs(1) = (1 * 0.03072 * 0.138135526) = (0.008487047
2 2
fs(2) = (2 * 0.03072 * 0.008487047) + (2 * 2% 0.055296 * 0.138135526)
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= 0.015537406

2 2
fs(3) = <3 % 0.03072 * 0.015537406> + <3 * 2% 0.055296 * 0.008487047)

+ <§ * 3% 0.0774144 * 0.138135526) = 0.022331297

1—Fg(3) =1—(0.138135526 + 0.008487047 + 0.015537406 + 0.022331297)

= (0.815508724

La probabilidad de que existan mds de tres reclamaciones bajo el modelo agregado es
0.815508724. A continuacién se muestran los valores de las funciones de densidad y la
distribucién de S que se generaron por medio de R y para los primeros 5 valores.

fs (@) Fs (x)
0.1381355 0.1381355
8.487047e¢ — 03 | 0.1466226
1.553741e — 02 | 0.1621600
2.233130e — 02 | 0.1844913
2.785252e¢ — 02 | 0.2123438
3.175299¢ — 02 | 0.2440968
Tabla 3.4

Ui wl N~ ol

Distribucion de Reclamaciones Agregadas
Aproximacién Método Recursivo

06 08 1.0
| |

Fs(x)

0.4

\ \ \ 1 \ 1 1
0 20 40 60 80 100 120

X
Aproximacion Método Recursivo

Fig. 3.5
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De esta forma es como se implementa la férmula recursiva de Panjer siempre que las
distribuciones de frecuencia en las reclamaciones agregadas no sean a su vez distribuciones
compuestas, puesto que cuando esta situacién se presenta, para poder llevar a cabo el
cdlculo de fg (x) se debe aplicar dicha férmula por partida doble; esto es, consideremos
la f.g.p. para N :

Py (z) = P1 [Pz (2)]

donde P es la f.g.p. de la distribucion primaria de frecuencias y Ps la secundaria.
De tal manera que para las reclamaciones agregadas

Ps (z) = Py [Px (2)] = P1 [P2 (Px (2))] que podemos reescribir como

Ps (z) = Py [Ps, (2)]; claramente Ps, = P5 [Px (2)].

Esta distribucién de Sy debera ser la primera que se calcule mediante la férmula de Panjer,
dando como resultado fs, (z);x =0,1,2, ... que funcionara como la nueva distribucién de
"severidad" para encontrar fg(z); es decir, nuevamente se aplicard la férmula recursiva,
comenzando por fs (0) = Ps (0) = Py [fs, (0)] y posteriormente utilizando los valores de
fs, (z) como las probabilidades de la distribucién de severidad mientras que p,, en esta
segunda vuelta serd determinada por la distribucién primaria de frecuencias.

Se ha utilizado el supuesto de que la severidad posee una distribucién discreta para poder
aplicar el método recursivo; sin embargo, el andlogo para este método, considerando que
la severidad es continua, queda expresado por medio de una ecuacion integral.

Teorema 39 Para distribuciones de frecuencia de la clase (a,b,1) y cualquier distribu-
cion de severidad continua con soporte en los reales positivos, se tiene la siguiente
ecuacion integral que determina la densidad del riesgo S :

s =mix @+ [ (a0 2) 1x ) fs e -y

Las ecuaciones integrales de esta forma corresponden a ecuaciones integrales de Volterra
de segundo orden, y la demostracién de este teorema queda fuera de los alcances que se
tienen en este trabajo.

Existen soluciones numéricas para estas ecuaciones que pueden ser consultadas en el libro
de Baker [13]. Sin embargo, en este estudio se utilizaran aproximaciones discretas para
distribuciones continuas que modelen la severidad en las reclamaciones por medio del
método de redondeo, con el propédsito de implementar el método recursivo de Panjer.
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Método de redondeo

Este método se utiliza para construir distribuciones discretas a partir de distribuciones
de severidad que sean continuas, para ello se deben asignar probabilidades discretas en
multiplos de alguna unidad de medida establecida h, que recibe el nombre de "span” ;
dicha distribucion es llamada aritmética puesto que se define para enteros positivos.

El método de redondeo concentra la probabilidad de la mitad del span h, dividiendo la
probabilidad entre (j + 1)k y jh, de manera que asigna dicha mitad al punto j + 1y la
otra al punto j. Es decir, si f; es la probabilidad comprendida en jh; j =0,1,2,...

eefr ] -ox(2)

h h h h
=Pljh— 2 <X <jh+o|=Fx(jh+2) - Fx(jh—2
fi []h 5 = <jh+2:| X(jh+2> X(jh 2>

Cuando la distribucién a discretizar no estd acotada, lo mas apropiado es limitar los
valores que toma en algiin punto m, que asegure una acumulacién de probabilidades lo
més cercana a uno que se pueda, entonces fp,, = 1 — Fx [(m — 0.5)h]. De tal manera
que las probabilidades nunca sean negativas y la suma de ellas sea 1, para asegurar que
realmente es una funcién de densidad de probabilidades.

Ejemplo 40 Supdngase que la severidad de las pérdidas agregadas sigue una distribucion
Pareto con a« = 4 y 8 = 50. Obtener su distribucion discreta mediante el método de
redondeo con un span de 0.9.

X ~ Pareto(4,50) y h =0.9
-

0.9 50 4
_Fr ) =1 (—22 ) = 0.035204354
fo X<2> (0.45+50) 0.03520435

f; = Fx (0.9j + 0.45) — Fx (0.95 — 0.45)

B 50 v 50 !
~ \(0.95 — 0.45) + 50 (0.95 + 0.45) + 50

En términos generales la funcién de densidad discreta queda expresada con f;, si valuamos
la funcién para 7 = 0,1,...,9 con el fin de mostrar sus valores en la siguiente tabla.
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i
0.035204354
0.065881478
0.060352825
0.055371689
0.050875844
0.046811014
0.043129753
0.039790489
0.036756722
0.033996337

Tabla 3.5

OO | O U x| W N —| O|.

Finalmente, la siguiente gréfica muestra el ajuste de la distribucién continua a la dis-
tribucién discreta

Pareto(4,50)
[ss]
g
o _|
[a=]
x
Tag g
— Real
— Discretizacién
N
o
e |
o
T T T T T
0 10 20 30 40
X
Fig. 3.6

Cabe senalar que si se consideran modificaciones de cobertura para las distribuciones de
severidad como coaseguro, limite de pdliza y deducible, lo que se debe hacer es aplicar
las modificaciones antes de discretizar la funcién, y después, ya que se tiene la funcién
distribucién con base en la variable de pago o de pérdida, se lleva a cabo el método del
redondeo. En este panorama el valor de a(u — d) debe ser miiltiplo de h
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3.2.2 Fo6rmula de De Pril

Para el modelo de riesgo individual también se desarrollé una férmula recursiva que
proporciona la distribucién de S, este resultado fue hecho por Nelson De Pril en 1986 y
considera un portafolio de n asegurados.

La nueva notacién considera al nimero de asegurados n;;, que representa en j a la prob-
abilidad de reclamacién g;; j = 1,2, ...,,m y en ¢ corresponde al monto de la reclamacién
realizada con ¢ = 1,2, ..., 7. De manera que

T m
= »n
i=1j=1
Es indispensable que los montos de reclamacion sigan una progresién aritmética, de
manera que los valores que corren sobre ¢ puedan representar la progresién que tiene
la severidad, es decir para valores de ¢ = 1,2,3,4 se pueden considerar los montos de
beneficio de los asegurados por las cantidades de 3000, 6000, 9000, 12000.

Probabilidad de reclamacion (j)

q1 q2 c dm
1 Jny | na |- | mim
Monto de reclamacién (i)| 2 | m21 | nag | -+ | nam

T UZa1 N2 t
Tabla 3.6

Nyrm

La funcién de densidad para S queda expresada por la siguiente férmula recursiva

zAr |z/1)
fs(x) = %Z Z fs(x—ik)h(i,k); 2 >1
i=1 k=1
fs(0) = H H (1— qj)m,j
i=1j=1

Dem:

Considerando la f.g.p. de X;; para este caso que involucra la probabilidad de reclamacion
g; y al monto %, entonces con esta nueva notacién

PXij (Z) = (1 —q; + szi)
Luego la f.g.p. de S por la independencia de las X;;s serd

T m

Ps(z) = [TT1 (1 =i +a;2)"™

i=1j=1
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tomando logaritmo y derivando respecto de z

In[Ps (2 Z Z nijIn (1 — g + ¢;2°)

i= lj 1
P (= T = 33 (220
el = -
dz (2) S " \l-g+g2
—t _
T m . i—1
, gz
Ps'(z) = Ps(2) nij <>
e [$§ ()
i=1 j=1 L=qj+aqz
= Ps (2) iin g 174
i=1 j=1 Tl—gi a2t 1—g
= Ps(2) |0 iy L ( + )
z 1j5=1 j
como Zx 1 para |z| < 1.Entonces

T m

= Pg (z) ;;nu i kZ (1—qu'>k_l

— P (2) ZZ”W’ZZ ) 1( qj )kzik

2171 l_qj

> k
Debido a que las sumas sobre k y j son absolutamente convergentes en cualquiera de los
dos ordenes que se realicen, entonces es vilido intercambiarlas, por lo tanto regresando

@33 nem

Luego se define h (i, k) =i (—1)F* Z (

ZPS

i=1 k=1
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como Ps (z) =K [2°] = Zsz[S =zx]= Zz‘”fg () y

z=0
me s (x me 'fs (@
:> T o0
zZ:cz“‘ Lfs (x Zz“‘fs )ZZh(z,k)z‘k
=0 i=1 k=1
szzfs Zz‘"”fs )ZZh(i,k)zk
i=1 k=1

El coeficiente para = > 1 de la parte izquierda de la igualdad de z* es zfs (z) y para
valores de i y k tales que 1 < ik < x el coeficiente para z* del otro lado de la igualdad
es la suma de fg (z — ik) h (i.k)

=

zAr |z/i)
xfs (z Z Z fs(x —ik)h(ik)
i=1 k=1
zAr |z/i]
para x > 1 fs (@) =12 fs(x —ik)h (i, k)
i=1 k=1

y para S = 0 que es cuando no se efectia ninguna reclamacién, entonces © = 0 y de ahi

0=]II1C-a)"

i=1j=1

Ejemplo 41 Una aseguradora posee una cartera de 66 pdlizas para un sequro de vida.
La siguiente tabla muestra las probabilidades de reclamacion y los montos de reclamacion
por grupo de asegurados. Obtener la funcion de densidad de las pérdidas agregadas para
para valores de x = 0,1, ...,30 mediante la férmula recursiva de Nelson De Pril

# polizas | Probabilidad de reclamacién | Monto de reclamacién
20 0.02 5000
14 0.012 10000
8 0.05 15000
24 0.013 20000
Tabla 3.7

Reescribiendo la tabla respecto a la Férmula de De Pril:
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Donde:

49;

g; es la probabilidad de reclamacién
1 es el monto de reclamacion

El desarrollo de este método se realiza completamente en R y el cédigo asociado a este
modelo se puede encontrar en el apéndice de cédigos en R del presente trabajo.
continuaciéon se muestra una tabla resumen de los primeros valores de la funcién de

0.02 | 0.012 | 0.05 | 0.013
1] 20 0 0 0
2 0 14 0 0
3 0 0 8 0
4 0 0 0 24
Tabla 3.8

densidad y distribucién de S, y su gréfica para x =0, 1, ..., 30.

i Js@ Fs (@)
0 | 0.2732243 0.2732243
1 | 1.115201e — 01 | 0.3847444
2 | 6.808043e — 02 | 0.4528248
3 | 1.366522¢ — 01 | 0.5894770
4 | 1.408985e¢ — 01 | 0.7303755
5 | 6.588025e¢ — 02 | 0.7962558

Tabla 3.9

Densidad de Reclamaciones Agregadas

fs(x)
0.00 0.05 010 0.15 0.20 0.25 0.30
1

................

0

T
5 10 15

X

Formula de De Pril

Fig. 3.7
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3.3 Meétodos de inversion

Hasta el momento hemos desarrollado diversos métodos para poder encontrar la distribu-
cién de las pérdidas agregadas correspondientes a los modelos que se pueden presentar
en los datos de una aseguradora, entre ellos se utilizaron convoluciones, aproximaciones
y la fémula recursiva de Panjer. Ademads, en la seccién anterior, también conocimos el
método de redondeo que se implementa para discretizar funciones continuas, de tal forma
que posterior a este proceso se pueda aplicar el método recursivo y finalmente conocer
la distribucién del riesgo.

Otros métodos para encontrar la distribucién de S se conocen como los de inversién.
Estos métodos numéricos se basan en el hecho de la correspondencia tdnica entre las
distribuciones de las variables aleatorias con su funcién caracteristica (f.c.), su funcién
generadora de momentos (f.g.m.) y su funcién generadora de probabilidades (f.g.p.).

La razon por la cual se involucra a la funcién caracteristica en los métodos de inversién,
se justifica ademads de ser tnica siempre existe; por lo tanto, para una funcién carac-
teristica dada, siempre tendremos su unica y correspondiente funcién de distribucién que
finalmente es la que nos interesa hallar.

Dicha correspondencia también se respeta al tratarse de distribuciones compuestas, de-
bido a que su funcién caracteristica queda expresada como una composicién de funciones

que cumplen lo anterior.

Por lo tanto, la funcién caracteristica asociada a la distribucién de pérdidas agregadas
es:

s (2) =B [e"%] = Py [px (2)]
donde Py es la f.g.p. de la frecuencia y ¢y (2) la funcién caracteristica de la severidad.

3.3.1 Transformada rapida de Fourier (FFT)

Este algoritmo lo utilizaremos para obtener la funcién de densidad de variables aleatorias
discretas con base en la transformacién de sus funciones caracteristicas. Entonces, la
siguiente definicién muestra la Transformada de Fourier adaptada para una f.d.p.

Definicién 42 Para cualquier funcion de densidad de probabilidades continua f (x), la
Transformada de Fourier (funcién caracteristica) asociada es:

Fer= [ f@e=is
Y la f.d.p. que se obtiene a partir de la Transformada de Fourier es:
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@)= [ Feed

Para el caso, f (x) es una funcién definida en los reales y f (z) en los nimeros complejos.
Mientras que la version discreta es la siguiente

Definicién 43 Sea f, una funcidn definida en todos los valores enteros de x. Para el vec-
tor (fo, fi,--s fn—1) la Transformada de Fourier discreta que tiene el vector (fo, fl, ey fn_l)

se define por medio de

n—1 .

~ 27 .

Jr = E ij exp <n3k> ; k=0,1,...
iz

Este mapeo es biyectivo puesto que se transforman n puntos en n puntos.
Y la Transformada de Fourier Inversa es:

n—1 .
1 ~ 27 .
fi= n 1;—0 Jrexp <_nk‘7) ;1 7=0,1,..

Cabe senalar que la Transformada rdpida de Fourier (FFT) es un algoritmo empleado
para conocer la Transformada de Fourier, sin embargo no se estudiard el desarrollo del
algoritmo, aunque es importante mencionar que reduce el nimero de cdlculos realizados
a un orden de (nlogn) mientras que la evaluacién directa de la transformada lo harfa en
n? operaciones, esto se vuelve més evidente a medida que el valor de n es méds grande.
Ademads, el tnico requerimiento que debemos considerar para aplicar este método es que
el valor de n sea potencia de 2.

Entonces, el proceso a seguir para hacer uso de la FFT y con ello conocer la distribucién

de S es:

e Discretizar la funcién de severidad de las pérdidas agregadas por el método de
redondeo y obtener el siguiente vector de probabilidades

Ix(0), fx (1), fx(n—1)

con n = 2", r entero y n se define respecto a fg (s) que se desea obtener.

e Aplicar el algoritmo FFT al vector anterior para obtener la funcién caracteristica
de los montos de reclamacion, en este caso ¢y (s) que igual es un vector de n
entradas.
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e Una vez conocida la funcién caracteristica de la severidad y con la funcién gen-
eradora de probabilidades de el nimero de reclamaciones, se hace la composicién
de estas dos para determinar la Transformadad de Fourier discreta (funcién carac-
teristica) de las pérdidas agregadas.

e Finalmente se implementa el algoritmo de la Transformada rédpida de Fourier en
orden Inverso (IFFT) que proporcionara la f.d.p. del riesgo S.

Ejemplo 44 Encontrar a través del método de la Transformada ripida de Fourier la
funcion de densidad de S, considerando n = 27, que la distribucion de severidad es
Ezponencial(1/4), el nimero de reclamaciones se distribuye Binomial Negativa (8 =
0.25,7 = 10) y que se tienen las siguientes coberturas en el sequro:

Deducible (d) =5
Limite de péliza (a (u —d)) = 40
Coaseguro (a) = 80%

Utilizar un "span" de 0.4 para el método de redondeo y considerar que son pérdidas
agregadas de pago.

La resolucién de este ejemplo se hard mediante el uso de cédigos en R explicando los
pasos, esta situacién es debido a que los cédlculos de la FFT sélo son contemplados con

el uso de este programa.

La distribucién de Y asociada y que se debe discretizar es

0 y=20
v —
Fyr = —FX(Oii??(SfX@) 0<y<40
y > 40

En este caso que X ~ Exp(1/6) para Fyr cuando 0 < y < a(u — d)

(1 — eié(%ﬂi)) — (1 — e*%) e

la
I
m\
=
~—
Qe
+
IsH
S~—"
o
|
Dl
—~
—
Q
|
Q
|
S—

Fy» (y) =

la
|

€

:1—6_%

YT ~ Ezp(1/ah), en el ejemplo YT ~ Exp(0.3125)
Cédigo en R
a<- 0.8
d<-5
1<- 40
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u<- (l/a)+d

h<-04

n<- 2°7

fy<- discretize( pexp(x,rate=.3125), method="rounding", from=0, to=n*h, step=h)
#Este vector resultante es la versién discreta y aproximada de la distribucién de severi-
dad con las modificaciones de cobertura del seguro.

fey<- fit(fy, inverse=FALSE) #Funcién caracteristica de los montos de reclamacién.

Como el nimero de reclamaciones también se modifica por las coberturas, si N ~
BinNeg(B,r)

= NP ~ BinNeg(B* = Bv,r) yv=1— Fx (5)
v<- (1-pexp(d,1/4))

r<- 10 b<- 0.25

beta<- (v*b)

Laf.g.p. de NP es Pyr (2)=[1-8"(z—1)]"

La funcién caracteristica de S

ps(s)=[1=B" (pyr(s) =]
feS<- (1-beta*(fcy-1)) " (-r)
Por tltimo, se realiza la IFFT (Transformada réapida de Fourier Inversa) agregando la
divisién entre n que no calcula la funcién de R pero que es parte de la férmula para
obtener la funcién de densidad de S de acuerdo a su defincién.

fS<- Re(fft(fcS,inverse=TRUE))/n

Esta es la tabla resumen de valores para @y-r (s), g (s) y fs(s) con n = 128.

eyr (s) ©s (s) fs (s)
0.999999880 | 0.9999999 | 5.214224e — 01
0.866304586 | 0.8802309 | 3.862681e — 02
0.618238579 | 0.7162362 | 3.566183e — 02
0.418398588 | 0.6236285 | 3.290695e — 02
0.287939540 | 0.5768385 | 3.034938e — 02
0.205446738 | 0.5516760 | 2.797684e — 02
0.152087109 | 0.5369782 | 2.577756e — 02
0.116303997 | 0.5277549 | 2.374033e — 02
0.091418485 | 0.5216224 | 2.185448e — 02

Tabla 3.10

O || TY =W Ol ®»
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Fig. 3.8
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Capitulo 4

Aplicacién de modelos a datos
reales

En este trabajo se han expuesto diversos métodos y temas que involucran los modelos
de pérdidas agregadas, en este capitulo se pretende aterrizar los conceptos estudiados y
realizar un andlisis integral con base en datos reales para mostrar resultados en conjunto.
Para ello se obtuvo una extracciéon de la base de datos de una aseguradora que cubre
polizas de seguros para automéviles. En esta seleccién de datos se buscé que cumplieran
con los supuestos del modelo de riesgo colectivo. A continuacién se realiza el andlisis de
los datos del seguro que cubre dichas polizas, en el cual se explicardn cada uno de los
métodos que se siguieron con el fin de obtener conclusiones de acuerdo al estudio y a los
resultados.

El seguro de autos involucrado en este estudio considera pdlizas, que en particular asegu-
ran automdéviles modelo 2010, cada pdliza con una misma suma asegurada de $250,904.00
y un deducible $ 17,563.28. Ademads se tiene informacion de las pélizas que relizaron recla-
maciones durante el periodo de un aflo (2010), asociadas al monto de reclamacién que
reportaron. Estos datos permiten identificar la frecuencia de reclamaciones realizadas
para este grupo de asegurados, asi como la severidad de dichas reclamaciones. Cabe
senalar que los datos proporcionados en esta base tuvieron que analizarse previamente a
considerar la muestra elegida y que dentro de lo reportado se encontraron inconsistencias
que tuvieron que ser eliminadas de la muestra a fin de conservar informacién coherente.
La informacién extraida de la base de datos en donde se concentran los montos de las
reclamaciones realizadas por los asegurados, asi como la frecuencia de los mismos, in-
cluyendo el niimero total de pdélizas se encuentra en un archivo anexo al presente trabajo
para su consulta.

Como se ha tratado a lo largo de este trabajo, se debe diferenciar el estudio de la fre-
cuencia y severidad en los datos, con N variable aleatoria del nimero de reclamaciones
realizadas y las Xis variables aleatorias de severidad independientes e identicamente
distribuidas.
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El primer aspecto es obtener una distribucién ajustada al nimero de reclamaciones ob-
servadas. Para poder estimar los pardmetros de las distribuciones discretas que ajusten
mejor a la frecuencia de los datos, tomamos como valores inciales la media y la varianza
de la muestra:

1 — 1 w—
ﬂ:Eank &225216277%—[1,2
k=1 k=1

Donde
ni : nimero de observaciones con k reclamaciones.
n : total de reclamaciones

En general se utilizan las siguientes estimaciones de los pardmetros para las distribuciones
de las clases (a,b,0) y (a,b,1). Respecto a los datos de nuestro estudio, mds adelante se
exponen cudles fueron las consideraciones que se tomaron y los resultados para el ajuste
de la frecuencia.

Nota: Los pardmetros expresados como \ son estimaciones a través del método de mo-
mentos y aquéllos expresados como ) se estiman por medio de otros métodos, en ambos
casos, los resultados de estas estimaciones se obtuvieron directamente de la literatura,
con base en el A.S.M. Study Manual for Exam C/Exam 4 [2].

Clase (a,b,0)

Poisson Geométrica Binomial Binomial Negativa
)

A A O
A=i  B=q i=L m,
m N H

T= -5

— K

Para cualquier miembro de esta clase

_(a+b) (@ +b) xpgqy
oy = 1" Py = (1—a)

En particular la varianza

(a+b)

Var = 7(1 — o)

Clase (a,b,1)

Pk
1 —po
donde pg, y po corresponden a las probabilidades de las distribuciones de la clase (a,b,0).

*Subclase truncada en cero : Recordemos que para esta clase pl = 0y pg =
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En este apartado incluiremos las férmulas para el cdlculo de probabilidades, esperanza,
varianza, f.g.p y pardmetros estimados de esta subclase que serdn de utilidad para conocer
informacién de los datos que pertenezcan a esta clase.

Poisson
a=0 b=\
Pl = A ol = AF
Toed—1 FEer — 1)
A )\[17()\+1)e*>‘]
E(N)= Jpp— Var(N) = A2

ny er —1
Geométrica
p _
a—ﬁ b=0
! B g1
e B e
E(N)=1+p Var(N)=p(1+p)
. D-BG-u T —a+p!
5—,&—1 P(Z)— 1_(1_’_ﬂ),1
Binomial
1>¢g>0 y m entero
___4 ,_(m+lq
 1—g 1—gq
m k(1 _ )m—k
_m(1-9""q _(k >q< !
pi = - g" Pic g ke bzem
- mq - mg[1—¢q)—(1—qg+mq)(1—q"
S e T - (-g"F
_ _[l+gz-D]"-(1-¢"
q= E P(Z)* 1_(1_q)m
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Binomial Negativa

r>—-1,7r#0

e B (=15

14 1+

- B p D) (rtk-1( 8 \*
s+ T R B <1+ﬂ>
s P N (R e e L
() 1-=Q1+p) ar(N) = [1—(1+B)]2
A | R T V) I )
S Pla) = 1-(1+p)"

*Subclase modificada en cero : De acuerdo con el desarrollo de esta clase en el capitulo
1 a partir de las distribuciones de la clase (a,b,0) y de la subclase truncada en cero se
pueden determinar los valores para p,]cw .

Mientras que el valor p}! se considera como un pardmetro més dentro de esta clase que
representa la probabilidad de no haber tenido reclamaciones, por lo tanto, el estimador
méximo verosimil siempre corresponderd a la frecuencia de tener cero reclamaciones

M no

Py =
n
Ademis la funcién generadora de probabilidades para esta subclase es

PM(z) = py' + (1= py") P(2)

Donde P (z) es la funcién generadora de probabilidades correspondiente a la distribucién
de la subclase truncada en cero.

Por otra parte, la esperanza y la varianza para las distribuciones de la subclase modifi-
cada en cero se obtienen mediante las que componen las truncadas en cero, es decir para
cada distribucién discreta

E(NY) =E(NT) (1 -p')
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Var(NY) = (1 —pi")Var(NT) +pi' (1 — pi")VE (NT)

Donde E (N M ) yE (N T) son las esperanzas de las distribuciones de las subclases mod-
ificada y truncada respectivamente y Var(NM) y Var(N7T) corresponde a las varianzas
de estas mismas subclases.

De acuerdo con la informacién de los datos del seguro de autos el nimero total de pélizas
aseguradas asciende a 1,728. De este total de pdlizas se obtuvo el siguiente nimero de
reclamaciones durante el periodo de estudio:

No. de reclamaciones k No. de pohz.a S con Pk
k reclamaciones
0 1579 0.91377315
1 136 0.0787037
2 12 0.00694444
3 1 0.0005787

Tabla 4.1

Debido a que el numero de reclamaciones pertenece a la clase (a,b,1) subclase modificada
en cero, se realizan las siguientes estimaciones para determinar la distribucién de la
frecuencia

[ =0.0943287 &% = 0.10279191

Poisson

pM =0.91377315 a=0 b = 0.181095315

A = 0.181095315
E (N) = 0.094270017
Var(N) =0.090663112
Obtenemos las probabilidades p,i\,/[ k =0,1,2,3. correspondientes con piw =(1-p)! )pf;

)\k

donde p{ = m

pt Py
pT =0.91218381 | pM = 0.07865474
pd = 0.08259611 | pT = 0.007122
pI = 0.00498592 | piT = 0.00042992
Tabla 4.2
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De aqui se observan primero las diferencias entre la media y varianza muestral respecto
de la media y varianza ajustadas a la distribucién Poisson

Diferencia esperanzas:0.0000587
Diferencia varianzas:0.0121288
Ademass, si consideramos la pendiente asociada a las probabilidades p,lc‘/[ con base en la

o kpy! .
funcién lineal —7— k = 2,3. es igual a cero.
Dr—1
k M
k Dy
Pr_1

2 | 0.18109532
3 | 0.18109532
Tabla 4.3

Con base en el anédlisis de los datos, se detecta lo siguiente:

- La E(N) y Var(N) poseen valores muy similares entre si, recordamos que para una
distribucién Poisson E(N) = Var(N).

- Las diferencias entre la media y la varianza muestral contra la E(N) y Var(N) son
minimas.

- La pendiente de acuerdo a la funcién lineal es igual a cero.

Los resultados anteriores son suficientes para considerar que la frecuencia de los datos
provienen de una distribucién Poisson con A = 0.181095315, por lo tanto esta serd la
distribucién que emplearemos para encontrar la distribucién de las pérdidas agregadas
conforme a los datos de las pdlizas analizadas.

A continuacion se realiza el mismo anilisis para ajustar las distribuciones Binomial y
Binomial Negativa, con el fin de comparar resultados en las estimaciones y corroborar
que dichas distribuciones no describen el comportamiento dentro de la frecuencia de las
reclamaciones.

Binomial

Para realizar este andlisis se debe considerar, en primer lugar, que m y ¢ son pardmetros
desconocidos, por lo tanto es necesario construir la verosimilitud para cada m igualando
la media muestral con la tedrica a fin de encontrar el valor de m bajo el cual se maximiza
la verosimilitud. Entonces para igualar la media muestral:

o 1-ppf
p=g_ "™
— Do

Debido a que p}f = (1 — q)™ es un polinomio de grado m — 1 se puede maximizar para
m < 3. La posibilidad de que m = 1 fuera el maximo se presentaria si no existieran
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observaciones de més de una reclamacion en la muestra, por lo tanto nos queda analizar
el caso cuando m =2y m = 3.

Conocemos p)! = 0.91377315. Entonces para m = 2

) 1-0.91377315_  0.172453704q
=00%4381 = ——MMMM 2= —M—
e e e R R (e

0.172453704q = [1 — (1 — )2]0.0943287
0.172453704q = (2 — q2)0.0943287

q=0.17177914

1—
Las probabilidades para pkM utilizando T

pM = 0.91377315

J _ 0.086226852(24(1 — g))
! 1—(1-q)?

o 0.086226852¢?
? 1—(1—q)?

P} no es posible calcularla para valores de m = 2

= 0.031442901

3=

Entonces nos queda que la méxima verosimilitud es param =3y ¢ =

a = 0.03246365 b= 0.12985461
E (N) = 0.08899581

Var(N) = 0.082785582

pt Py

pT = 0.96822766 | p} = 0.08348722
pT =0.03143221 | p3T = 0.0027103
pE = 0.00034013 | pi” = 0.00002933

Tabla 4.4

Diferencia esperanzas:0.0053329
Diferencia varianzas:0.0200063
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Aqui encontramos que E (N) es mayor que la Var(N). La pendiente de la funcién lineal
coincide con el comportamiento de una distribucién Binomial, sin embargo las diferencias
de esperanzas y varianzas son mayores que las ajustadas mediante el modelo Poisson.

Binomial Negativa
pd! =0.91377315

B = 0.089720376
E(N) = 0.139931404

Var(N) = 0.165705898

a = 0.08233339

i kpp!
M
Pi—1

2 | 0.06492731

3 | 0.03246365

Tabla 4.5

7 =11.14574018

b = 0.83535521

Py

e
Py

T = 0.57154904

P = 0.049282874

p = 0.7366927

pdT = 0.063522692

pL = 0.26578237

piT = 0.022917577

Tabla 4.6
Diferencia esperanzas:-0.0456027
Diferencia varianzas:-0.0629140
k M
k D
Di—1
2 | 2.57788098
3 | 1.08233339
Tabla 4.7

Para el ajuste de la distribucién Binomial Negativa E (N) < Var(N), las diferencias de
esperanzas y varianzas son grandes y la pendiente no coincide con la que debiera tener

este tipo de distribuciones.

Por los resultados anteriores se confirma que el andlisis para ajustar la distribucion
discreta al ntimero de reclamaciones recibidas por la aseguradora corresponde a una
distribucién Poisson de la clase (a,b,1) modificada en cero cuyos pardmetros son:

110




pM =0.91377315 X = 0.18109515

En adelante esta informacién serd utilizada. Por el momento procede realizar el anilisis
de los montos reclamados dentro de este seguro y se consideran los montos de reclamacién
mayores al deducible $17,563.28 y por debajo de la suma asegurada $250,904 conforme a
lo que describe la variable de pago Y*. Recordemos que si tuvieramos la distribucién de
montos conforme a la variable completa X, los datos deberian considerar una distribucién
empirica que deberia ajustarse truncando los datos al valor del deducible d y obteniendo
una distribucién empirica conforme a lo siguiente:

0 T <d
@ =93 Fy(@) - Fx(d)
TR T
0 T <d
f)*((x): fX(l‘)
= Fx(@ "7

Sin embargo, los datos que se tienen dentro de la base del seguro de autos reflejan los
montos censurados para el valor de la suma asegurada y truncados al deducible, por lo
cual ya no se deben realizar estas modificaciones a los datos de severidad y se procede
a trabajar directamente con la variable de pago. El histograma muestra la informacién
directamente de los montos reclamados por la pdélizas del seguro:

Histograma de severidad
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Fig. 4.1
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El siguiente paso es realizar el ajuste de distribuciones continuas a los datos por medio
de las siguientes pruebas de hipétesis:

- Kolmogorov-Smirov
- Anderson-Darling

Se presenta una breve descripcién de cada prueba y los ajustes realizados para estas
pruebas de implementan en R, de manera que sélo se exponen los resultados obtenidos.

En general para cada prueba se presentan las siguientes hipotesis:

HO : Fx<.'1}) = F*(.’lﬁ)
H1: Fx(x) # F*(x)

Donde F*(z) es la distribucién que se espera ajuste a los datos.
Kolmogorov-Smirov

Sea d el punto donde se trunca la distribucién de los montos reclamados por la izquierda
y u el punto de censura por la derecha. Entonces la estadistica de prueba en este caso
es :

D, = E, (z) — F*
drgnggul (z) (z)]

Se asume que el modelo de la funcién de distribucién F* (z) es continuo en el rango
considerado y si d = 0 simplemente no se trunca la funcién, pasando lo mismo para
U = 00.

Los valores criticos de uso comin para esta prueba asociados al nivel de significancia «
son:

o 0.10 0.05 0.01
DY [ 1.22//n | 1.36/y/n | 1.63/\/n
Tabla 4.8

Y la regla de decisién es Rechazar Hy al nivel de significancia a si D,, > Dy,
Anderson-Darling

Esta prueba es similar a la anterior, pero se utiliza una métrica distinta para las difer-
encias entre las funciones de distribucién. La estadistica de prueba en este caso es :

s [ IR - P @)
An = /d F (2) [1— - (a)

[ (z)dx

Es un promedio ponderado de las diferencias de cuadrados entre la distribucién empirica
y el modelo de distribucién propuesto. Esta prueba tiende a realizar mejores ajustes en
las colas de las distribuciones. La integral anterior puede simplificarse a lo siguiente:
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k

A2 = —nF*(u)+nY L= F, (y)* {Infl = F* (y;)] = [l = F* (y;51)]} +
§=0
k
2 * *
nY " Fy (y;)* {In[F* (y;41)] — In[F* (y,)]}
j=1
Donde los tinicos puntos no censurados son d = yo < y1 < - -+ < Y < Yp+1 = u. Los

valores criticos para los siguientes niveles de significancia son:

« 0.10 0.05 0.01
A | 1.933 | 2.492 | 3.857
Tabla 4.9

La regla de decisién es Rechazar Hy al nivel de significancia « si A2 > A%

Para realizar el ajuste de distribuciones se consideran los siguientes valores para conocer

los valores iniciales de cada distribucion:

1 & 1 &

A continuacién se presenta un cuadro resumen con la informacién de las distribuciones
que se pudieron ajustar en R a los montos de las reclamaciones reportadas, los datos
muestran un total de 163 montos reclamados a lo largo del periodo de estudio con m =
42,236.03 y t = 4,256,909, 851. Para las pruebas se considera un nivel de significancia
a = 0.05 y los valores criticos para las pruebas Kolmogorov-Smirnov (K-S) y Anderson-
Darling (AD) son:
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D& =0.106523421 A2 = 2.492

Distribucion Valores iniciales Prueba | Estadistica de prueba | p — value
Camma & =9.713027¢~" K-S Dn = 0.2746 4.233e~ M

0 = 5.85525¢* AD An = 25.0813 3.681e76

Pareto Ad = 7.148070 K-S Dn =0.3754 2.2¢~16

0 = 2.608954¢5 AD An = 21.9377 3.681e76

Lognormal i =10.352241 K-S Dn = 0.2021 3.285¢7°
6 = 0.6381085 AD An = 13.1396 3.681e76

Tabla 4.10
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Comparacion de curvas (lognormal)
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Fig. 4.4

Para cada una de las pruebas se rechaza la hipotesis de que los datos provengan de la
distribucién propuesta basdndonos en los resultados de la tabla anterior. Y debido a que
no se ajusta ninguna funcién de densidad continua conocida se utilizard la distribucién
empirica de los datos para analizar la distribucién de las pérdidas agregadas.

Finalmente, se procede a implementar los modelos propuestos en este trabajo para en-
contrar la distribucién de las pérdidas agregadas con base en los resultados obtenidos
previamente. Para este punto se utiliza de nuevo R, implementando los modelos cor-
respondientes que se ajustan a la informacién de los datos, sin embargo, los resultados
obtenidos muestran una distribucién claramente cargada a probabilidades cercanas a uno
debido a diversas situaciones que se aclaran al final de esta seccién. En seguida se pre-
sentan los modelos y sus respectivas gréficas de distribucién resultantes, asi como tablas
que muestran algunos valores de la funcién de distribucién de pérdidas agregadas. De
cualquier forma dentro del cédigo de R se pueden consultar los valores completos que
toman cada una de las distribuciones.

Convoluciones

La siguiente gréfica muestra los valores que toma la distribucién con base en el método de
convoluciones, en la cual se observa una distribucién que comienza con una probabilidad
muy elevada, derivada de la alta concentracién de pélizas que no realizaron reclamaciones.
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Distribucion de Reclamaciones Agregadas
Convoluciones
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Fig. 4.5

La esperanza y la varianza que se reportan para esta distibucién de S son:

E(S) =3,981.591 Var(S) = 394,864,671

La siguiente tabla muestra los primeros valores de la funcién de distribucién de S

FS (S)
0.9137731
0.9139760
0.9141791
0.9143855
0.9145954
0.9148075
Tabla 4.11

QY| RN =IO ®w

Aprozimacion Normal

La funcién de distribucién ajustada bajo esta aproximacién se muestra mejor distribuida
a lo largo de las probabilidades como se ve en el siguiente gréfico
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Aproximacion normal
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Los valores de la distribucién son

Fs(s)
0.4205956
0.4206153
0.4206350
0.4206547
0.4206744
0.4206940
Tabla 4.12

QY = W N = O] ®»

Aprozimacion lognormal

Este ajuste se realiza conforme al modelo desarrollado y los valores de la distribucién se
observan todavia mejor distribuidos que en la aproximacién normal, esta gréfica muestra
el comportamiento de los datos agregados y la tabla de los primeros valores también se
agrega.

117



Aproximacion lognormal
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s Fs (s)
0 | 0.000000e + 00
1| 3.163778e — 28
2 | 8.834044e — 25
3 | 7.107092¢ — 23
4 | 1.426891e — 21
5 | 1.369874e — 20

Tabla 4.13

Panjer

La implementacién del modelo de Panjer arroja una distribucién parecida a la que se
calculé para el modelo de convoluciones, concentrando la distribuciones en probabilidades
cercanas a uno.
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Distribucion de Reclamaciones Agregadas
Aproximacion Método Recursivo (Panjer)
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Fig. 4.8

FS (S)
0.9137731
0.9139760
0.9141791
0.9143855
0.9145954
0.9148075
Tabla 4.14

Y | W N = O] »

Transformada Rapida de Fourier

Al aplicar este modelo se utiliz6 un "span" de 0.2 con n = 27 para discretizar la funcién
empirica de los montos reclamados y con base en la f.g.p. de la distribucién Poisson
ajustada para la frecuencia de los datos, es decir:
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M M M‘f/\z_1
PY(z) = pg +(1_p0)e>‘71

Sin embargo los cdlculos que realiza R arrojan un error numérico para este modelo al
momento de discretizar la funcién, por lo tanto se emplea la distribucién empirica para
implementar la Transformada rdpida de Fourier y arroja los siguientes datos:

pyr (8) ¢s () fs(s)

1 1 1.170814
0.3488289 | 0.941743 | 0.0003022384
0.2319623 | 0.9320494 | 0.0003024854
0.1710779 | 0.9271136 | 0.0003069335
0.1250349 | 0.923413 | 0.0003113266
0.0901301 | 0.9206477 | 0.0003142159

Tabla 4.15

QY WIN O ®»

Notemos que el modelo de la Transformada Répida de Fourier no funciona para los datos
que se proporcionan en este seguro, debido a que la frecuencia de los datos concentra
una alta probabilidad en asegurados que no realizaron ninguna reclamacién durante el
periodo de estudio, motivo por el cual la funcién de densidad muestra nimeros sin sentido
y gréficamente se puede revisar:

Distribucion de pérdidas agregadas
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Fig. 4.9
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Como podemos observar, dentro de los modelos empleados, las funciones de distribucién
para el modelo de convoluciones y el de Panjer coinciden, sin embargo, los resultados
muestran una distribucién considerablemenete sesgada. Por otro lado al utilizar la var-
ianza y esperanza de S los ajustes por aproximaciones normal y lognormal distribuyen
los datos de una forma m&ds homogénea, mientras que la distribucion ajustada por la
Transformada Rédpida de Fourier tampoco funciona para los datos que se tienen.
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo del presente trabajo se han estudiado las bases que se requieren para medir
el riesgo de un portafolio de pdlizas con ciertas caracteristicas. Este desarrollo implicé
la aplicacién de conocimientos de probabilidad y estadistica, asi como de nuevos temas
bajo los cuales se pretenderfa que en la actualidad también hicieran andlisis las companias
aseguradoras para medir sus pérdidas potenciales, y con ello fijar pardametros dentro de
sus polizas aseguradas.

Es claro que los modelos y los métodos utilizados son funcionales con algunas considera-
ciones, por esta misma razdén es que los ejemplos que se usaron para la explicacién de
cada uno no tuvo ningin problema respecto a los resultados que arrojaban. Sin embargo,
al usar una base de datos reales como la que se proporcioné a este trabajo, surgieron
diversas situaciones que convergen en un andlisis de informacién sesgada y por lo cual los
resultados en los métodos implementados tuvieron esta misma forma. Entre los incon-
venientes que se observan se tiene que la informacién de los montos de reclamacién para
este tipo de seguro se reportaron con problemas, al dejar cifras incoherentes e inconsis-
tentes, que se eliminaron de la muestra; por otra parte, también se observa un niimero
elevado de pdlizas que no incurrieron en reclamaciones durante el periodo de estudio
y finalmente a través de lo anterior se desconoce si la informacién incorporada en esta
base es consistente y completa, con la informacién de pdélizas y reclamaciones de seguros
que realmente absorbié la aseguradora. Debido a este panorama es que los resultados
obtenidos para el estudio del seguro de automdéviles se muestran sesgados

Por lo anterior, es necesario que en caso que las companfas aseguradoras pretendan
realizar un andlisis de pérdidas agregadas con base en los conceptos que maneja este
trabajo, serda importante que la informacién recopilada y almacenada por parte de las
empresas refleje la situacion de sus portafolios de polizas aseguradas y esté completa.

Finalmente, el objetivo de este trabajo se concreté, aunque se considera que todavia
faltan muchas tareas por realizar para implementar este tipo de estudios a un nivel ma&s
alla del académico, por eso es relevante al menos en este nivel el conocimiento y desarrollo
de aplicaciones actuariales permitan al estudiante obtener una visién méas amplia de los
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temas actuales que pueden explotarse y eventualmente requerirdn emplearse en el sector
asegurador.
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Apéndice A

Probabilidad y Estadistica

Funcién de densidad de probabilidades (f.d.p.) para
variables aleatorias discretas

Sea (€, F,P) un espacio de probabilidad y X una v.a. definida sobre éste. Asociada a
toda v.a. discreta existe una f.d.p. fx (z)

fx () :R—1[0,1] CR"
definida como fx (z) =P{w e Q| X (w) =2} =P[X =z]|VzeR

Propiedades
1. fx(z)>0Vz eR
2. Z fx () =1 donde S es un conjunto a lo mds numerable y es llamado soporte

VzeS
de la funcién.

Funcién de distribucién ry () para variables aleatorias
discretas

]

Fx () : R —0,1] es una funcién de distribucién definida como:
Fx (z) =P [X (—o0,2]] =P[{w € Q| X (w) < x}] € F entonces
Fx (z) =P[X <z] VzeR

en tal caso

Fx (z) = Z fx (t); t € S donde S es el soporte de la funcién

t<z
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Propiedades de ry(x) para cualquier tipo de variable
aleatoria x

1. Fx (z) es monétona no decreciente

Esto es, si 1 < x9 = Fx (1) < Fx (z2)
2. Fx (x) es continua por la derecha

lim, o+ Fx (x + h) = Fx (z)
3. limg 00 Fix () =1

hmw—»—oo FX (a:) =0

Funcién de densidad de probabilidades para variables
aleatorias continuas

Sea (9, F,P) un espacio de probabilidad. Sea X : ) — R. X es v.a. continua si y sélo
si:

X H—o00,2] ={w e Q| X (w) <z} € F y ademds P[X = 2] =0 Vz € R a este tipo de
variables aleatorias se le conoce como absolutamente continua.

Asociada a toda v.a. continua se define una funcién de densidad de probabilidades que
cumple:

fx() :+ R— R™ en este caso continuo
fx(z) # P(X=x1x)
Propiedades

1. fx(x) >0Vz € S CR donde S es un conjunto no numerable

2. /_O;fx(m):1obien/sfx(x)=1

Funcién de distribucién ry () para variables aleatorias
continuas

Fx (-) : R — [0, 1] definida como Fx (z) :=P[X < z]

Fx(l'):‘/_w fx(t)dt
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e Para calcular una probabilidad sobre A C R; P[X € A] = fx (z)dx; S so-
AnS
porte de la funcién

y cuando la v.a. es mixta, entonces supongamos que el soporte de la funcién es
S = Sp US¢e luego

PIXeAl= > fx(@)+ / fx (z) da

z€ANSp z€ANSc

Probabilidad condicional a un evento dado 4

Sea fx (z) la f.d.p. de una v.a. X y sea A un evento dado tal que P (X € A) > 0. Luego
se define la f.d.p. condicional al evento A como:

Funcién de supervivencia sy () para variables aleatorias

Z fx (t) caso discreto
t>x

/ fx (t)dt caso continuo

Propiedades
1. Sx (z) es mondtona no creciente
Esto es, si 1 > 29 = Sx (1) > Sx (z2)
2. Fx (x) es continua por la derecha
limy,_o+ Sx (z + h) = Sx (z)
3. limy; 0o Sx () =0

lim, o Sx () =1

Funcién de riesgo (hazard)

La funcién de riesgo (hazard) se define como la probabilidad de falla durante un intervalo
de tiempo muy pequeno. Esta funcién es conocida también como la tasa instantanea de
mortalidad, fuerza de mortalidad (usando como notacién u(x) ) o tasa de mortalidad
condicional, y en el estudio de andlisis de supervivencia es una medida que determina
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el riesgo de falla por unidad de tiempo durante el proceso de envejecimiento. Es decir
mide la propensién de falla o muerte de un individuo como una funcién su edad (x) en
el siguiente instante de tiempo, expresada como un indice de mortalidad por ano. Esta
funcién guarda la siguiente relacién con la f.d.p. y la funcién de supervivencia:

_ fx (@)

hX (x) = SX (x)

En donde hay probabilidades de masa discreta la funcién hazard no estd definida

e La funcion acumulada de riesgo es:

HX (x) = /()th (t)dt

o Algunas relaciones entre las funciones anteriores

Caracteristicas numéricas de variables aleatorias
Esperanza

Es el promedio de los valores que toma una v.a. X ponderados por su probabilidad.
Sea X una v.a. el valor esperado de X se define como el valor real E (X) o p, tal que:

Z 2P[X =x] caso discreto;
vVresS
E(X)= S soporte de la funcién
/x fx (z) caso continuo
s
Siempre que Z |:L' | fx(:E)<OOy/| x | fX(x)<oo.
s

Vzes
Propiedades de E (X)

1. Vee R, E(c) =¢
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. Va,b e Ry g1 (X), g2 (X) funciones de X

Eag (X) £ bgs (X)] = al[g1 (X)] + bE [g2 (X)]
. Sea X una v.a. no negativa, entonces

E(X)>0

. Propiedad de monotonia. Si g; (X) < g2 (X) Vz € R,entonces

Efg: (X)] < Elga (X)]

. Para cualquier v.a. se cumple

E X || >|E(X) |

. Si X es una v.a. con media finita y simétrica con respecto a a € R entonces
E[X]=a

. Siparaalgini € Z, E (XZ) existe, entonces [E (Xj) existe Vj < i
. Si X es una v.a. continua con funcién de distribucién Fx (z) y soporte en:

(a) (—o0,00), entonces

(b) [0,00) entonces

(¢) [a,00) entonces

a > 0.

(d) [a,b] entonces
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9. La esperanza de X dado un evento A es

Z Tfx(a)

r€ANS

m caso discreto

/ zfx (z)

ANS
P[X € 4]

caso continuo

Ley del estadistico inconsciente

Sea X v.a. con f.d.p. fx (z). Sea g: R — R una funcién de la v.a. X, entonces:

Z g(z) fx (x) caso discreto
Blo (X)) = { Vs

g (z) fx (x)dx caso continuo
S

Siempre que /‘ x | fx (SL‘) < 0 (O la serie)
S

R-ésimo momento de una v.a. alrededor de ceRr

Sea X una v.a. con f.d.p. fx (z) se define el r-ésimo momento con 7 € Z* como:

Z (x —c)" fx (x) caso discreto
B[ o) = { e

(x —¢)" fx (z)dx caso continuo
s

Cuando ¢ = 0. se define el r — ésimo momento central o alrededor del cero como:

Z 2" fx (z) caso discreto
BlCXY) =4 S
2" fx (z)dz caso continuo
s

R-ésimo momento central o alrededor de la media
Cuando ¢ = E (X) = pu, entonces es E[(X —E (X))"]
Varianza

Sea X v.a. con segundo momento finito (E (X?) < 00). se define la varianza de X como
el valor real
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Var (X) :=E [(X ~E(X))’

Propiedades de Var (X) :
1. Var (X)>0Vva. XyVar(X)=0< X =c¢
2. Var (X) =B (X?) - E(X)?
3. Ve e R, Var (X +¢) =Var (X)
4. Ve e R, Var (¢X) = ¢*Var (X)

Desviacion estandar

Se define la desviacién estdndar de una v.a. X como la raiz positiva de la varianza; es
decir:

o=+/Var(X)

Coeficiente de Variacion

Sea X una v.a., se define el coeficiente de variacién como
o

cv="2
I

Coeficiente de Sesgo

Si 7 > 0 asimétrico a la derecha
Si 7 < 0 asimétrico a la izquierda
Si 7 = 0 simétrico

Coeficiente de Kurtosis

E[(X - E(X))]

K =
g

Si k > 3, leptocurtica (apuntalamiento mayor al de una normal).

Si k < 3, platicurtica (la gréfica tiene una apuntalamiento menor al de una curva gaus-
siana estandarizada).

Si k & 3, mesocurtica (apuntalamiento similar al de una normal).

Funcién generadora de momentos
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o0

Sea X v.a. con f.d.p. fx(x). Si /et”fx ()dr < oo (o la serie) para —h < t < h,

h > 0. Entonces se define la funcién generadora de momentos (f.g.m.) denotada Mx (t),
como la funcién real definida:

Z e fx (z)  discreta
Mx (t) =E[e"] = ¢ Vo2&

e fx (z)dx continua
s

Propiedades de E [e'¥] :

= PR (X
1. Mx(t)zzilg! )
=0
2. Mx (0) =1
3. My (1) o = B(X)
. dt X t—0 —
d? 9
4 2 My (8) o = B (X?)

dT‘

—Mx (t) |t—o =E (X"

7 Mx (1) 10 = E(X7)

6. La f.g.m. tiene relacién biunivoca con la f.d.p., es decir

fx (@) # fy (y) = Mx () # My (t)
Nota: Definimos a la funcién ® (¢) := In (Mx (t))

5. En general

d
(B () [t—0 = E(X)

d2
8. ﬁfb (t) |t—o = Var (X)

Funcion Caracteristica

Sea 1 =+/—1

Se define la funcién caracteristica de la v.a. X como

¢x () :=E [e"*] = E [cos(tX)] + iE [sen(tX)]

Percentil
Sea 0 < p < 1. Se define al percentil del 100p% como aquel valor real tal que:

PX<ml=p=1-P[X >m)]
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Mediana

1
Es aquel nimero real 7 5, talque P[X < 7y 5] =P[X > 7g5] = 5

Moda
La moda es aquel valor que maximiza la funcién de densidad de probabilidades.
Fx ()

Nota: En caso discreto se busca z; tal que fx (x;) < fx (z;41) o bien <
fx (x541)

Esperanza condicional
Sea g (x) cualquier fucién de la v.a. X. Se define la esperanza de g (X) dado Y = y como:

Z g(@)P[X =2 |Y =y] caso discreto
VreSx

Elg(X)[Y =y]=

/g (@) fx | vy=y (z | y)dz caso continuo
Sx

Sx soporte de X

Teorema 45 Sean X y Y wv.a.’s con f.d.p. conjunta fxy (x,y). Entonces:

1. Elc|Y=y]=c VceR
Elagi (X) +bg2 (X) | Y =yl =aB[g1 (X) | Y =y] +bE[g2 (X)] Va,beR
E[X | Y = y] es una constante

E[X | Y] es una funcién que depende de Y y por lo tanto es variable aleatoria

DAl o

Elg(X)h(Y) [ Y =y]=h(Y)E[g(X) | Y =y

Teorema 46 Sean X yY wv.a.’s con f.d.p. conjunta fxy (x,y) tales que Blg (X) < oo].
FEntonces

1. E[g(X) | Y] es una v.a. que depende de Y’
2. B[E[g(X) | Y]] =E[g(X)] Esperanza iterada

Varianza condicional

Sean X y Y v.a.’s. Se define la varianza condicional de X dado Y como:
Var (X | Y) :=E [(X—E(X 1Y)? | Y}

Propiedades
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L. Var(aX +b|Y)=a?Var(X | Y)
2. Var(X |YV)=E(X?|Y) -E(X | V)

Teorema 47 (Varianza iterada) Sean X yY cualesquiera dos variables aleatorias con
Var(X) < oco. Entonces

Var(X)=E[Var(X | Y)]+ Var[E(X | Y)]

Esperanza de g(X,Y) dado un evento B

Sea X = (X,Y) un vector aleatorio y sea B € F un evento tal que P(B) > 0. Se define
el valor esperado de la funcién g(X,Y’) dado el evento B como:

Elg (X, Y><x,y>3}

Elg(X,Y) | (z,9)5] = P[(X,Y) € B]

Funcién Gamma, T (o)

I'(a):= /Oota_le_tdt
0
Propiedades
eI'(a+1)=al(a)
e SiaeZ =T (a+1)=al
Nota: I' (1) = [~ %~ dt = 1

o I'(1/2) = /7
Funcién Beta(a,b)

B (a,byz) = g(g;;;gg)/o ot (1—t)"dta>0,0>0,0<a<1

o bien
1

B(a,b) ::/ pa-1(1— 1)L gt
0

Algunas distribuciones continuas

A continuacion se muestran algunas de las distribuciones continuas con sus caracteristicas
y sus parametros estimados a partir de los siguientes valores iniciales, estos servirdn para
poder realizar posteriormente las pruebas de hipotesis que se empleardn para ajustar las
distribuciones.
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1 n
m:£ZXl tzﬁlzle?

p=0.25 q=0.75

OFT (k + 1) E>-—1
E(Xk){

0F k! si k es entero positivo
Var (X)=6?
VaR,(X)=—0In(1—p)
E[X Az]=0(1—e /%)

O*T (k + )T (k + 1;2/6) + abe==/° k>—1
E“XA@ﬂ:{

OF KT (k + 1;2/0) + ake /0 si k > —1 es entero
Mx (t)=(1—6t) "t <4

0

Moda = 0; Me = 61n(2)

>
I
3
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Gamma (.0

(z/6)" ¢
()

Fx () =T (a: 5)

; 0<x < oo

fx @) =""F7—~—

Si X ~ Gamma(a,0);0€ Z7*

a—1 (z\k -z
Fx (2)=1- (9)k!€
k=0
0T (a + k) Le o
E (Xk) _ I'(a)
0 (a+k—1)---a sik es entero positivo
Var (X) = 6%«
k (e
? E‘((a;k)r (a + k’ 0)
+2* [1-T (o %)]
E[(X Ax)k] =

ala+1)-- (a—|—k—) F(oz—|—k:;§)
+at [1 =T (a5 §)]

My (£)=(1—0)" ;1 <3

Moda:{e(al) a>1
0 c.0.C
2 2
o — m ;9:t—m
t—m?2 m

136

k> -«

si k es entero positivo



Beta @.»

fx(x)= 11—z 0<z<1

F'(a+bT(a+k)
IF'(@T(a+b+k)

k> —a

a(fa+1)---(a+k-1)
(a+b)(a+b+1)---(a+b+k—1)

si k es entero positivo

ab
Var(X)Z(aerJr 1) (a+b)°

ala+1)---(a+k—1)
(a+b)(a+b+1)---(a+b+k—1)

E[(X Az)¥] = Bla+k,b;x)

+2F [1 - B (a, b; z)]

2 a>1Lb>1
1 a>1;b<1
0 a<l;b>1

Oyl a<l;b<l1

Moda =

o omZ—mt . (m—t)(1—m)
a = ; =
t — m2 t —m?
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Pareto (.0

ab”

FX(x):1_<xia>a

O T (k+1)T (o — k)

T (a) -l1<k<a
E (x*) =

0" k! .

si k es entero positivo
(a—1D(e—=2)- - (a—k)
2
Var (X) :%
(a—2)(a—1)

EX Az]=
0
01n(m+9> a=1
OFT (k+ 1)T (o — k)
k — _ .
E[(XA:E)]_ NG Blk+1,0—ka/z+0]
+xk 0 0‘. ara toda k
z10 P
Moda =0
A_Qt—mg _oomt
R W R ) W)
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Pareto trasladada (.0

abf”

rew-1-(2)’
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Pareto inversa (.o

TOz7 !

fx (x):m

FX(x):<xie>T

O (r + k)T (1 — k)

— 1
e T<k<

0% (—k)!

si k entero negativo
(r—1)--(r+k) &

1 -1

VaR, (X)=0 |:p_7' - 1]

E[(X Az)F] = 07 Ox/(“_e) Yyl (1 — ) Ry
+ak {1 — (ﬁe)q k> —1

9%‘1 T>1

Moda = { 0 C.0.C
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Weibull .-

(x/g)f e—(x/6)"
X

fx (@) =" L 0< < oo
Fx (z)=1—e @/
E(X*)=0"T (1+%):k>—7

VaR,(X)=6[-In(1—p)]"/"

B (X A0)] =0T (1+ )T (14 :(3)")

take= @07 k> 7

. 1/7
H(T 1) 7T>1
Moda = T
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Lognormal (.03

In(z)—p)2
1 67(%)

fx (z)=

; 0<z <0
ToV 2T

Fx (z)=® (W)
B (X*) = exp (kp + Lk20?)
Var (X)= e2nto? (602 _ 1)

B [(X A )] =exp (ki + §h%0%) +® (‘2lzkste)

o

+a* [1 - Fx (o))
Moda = exp (M — 0-2)

fr=In(m)—%6% 6 =/In(t) — 2In (m)
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Gumbel ¢,

fx (z) = %e‘y exp[—exp (—y)];y = 54 —00 <z < o0

Fx (z) = exp [~ exp (—y)]

E(X) = p+ 0.577215664901530

292

Var (X) = =5~
VaR, (X)=u+6

Moda = exp (,u — 02)

fi=1In(m) — 16% 6 =+/In(t) — 2In (m)

N[

Transformaciones de variables aleatorias

Teorema 48 Sea X v.a. continua con f.d.p. fx (z) y funcidn de distribucion Fx (z).
Sea Y = g(X) una funcion uno a uno. Luego Y serd la nueva v.a. cuya funcion de
densidad de probabilidades es

fy (y) = ‘dgdy(y)‘ Ix (g7 W)

Si la variable aleatoria es discreta, y Y = ¢ (X) una funcién uno a uno, entonces

fr ) =PY =yl=fx (97" ()

Teorema 49 Sean X y Y w.a.’s continuas con funcion de densidad de probabilidad
conjunta fxy (z,y). Sea

U=g(X,Y)
T = una transformacién uno a uno del vector X =(X,Y) con
V= go (X, Y)

inversa
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X = 971 (Uv V)

T = cuyo Jacobiano sea # 0

Y =g, (U, V)

Luego la f.d.p conjunta de U y V sera:

fov (u,v) = [Jr—1| fxv (97" (u,v), 95" (u,0))

donde
d _ d _
@gl ! (uvv) %gl ! (uvv)
Jp-1 =
d _ d _
%92 ! (uv ’U) %92 ! (uv U)
Covarianza

Se define la covarianza entre dos variables aleatorias X,Y como el nimero real

Cou(X,Y)=EB[(X -EX)) - (Y -E())]

Si Cou(X,Y) > 0 significa que en caso de que X crezca de igual forma pasard esto con

Y
Propiedades
1. Cou(X,Y) = Cou(Y, X)
2. Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y)
3. Cov(X, X) = Var(X)
4. Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y)

Cov(aX +bY +¢,dW +eZ + f) = adCov(X, W) + aeCov(X, Z) + bdCov(Y, W) +
beCov(Y, Z)

Si X yY son v.a.’s independientes, entonces Cov(X,Y) =0
Var(X£Y)=Var(X) +Var(Y) £2Cov(X,Y)

Coeficiente de correlaciéon

El coeficiente de correlacion entre dos v.a.’s X y Y con segundos momentos finitos, se
define como:

B Cov(X,Y)
Pxy = VVar(X)\/Var(Y)
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e —1<pyy <1,ie|pyxy| <1 déndose la igualdad si y solo si 3 a,b € R,a # 0. Tales
que PlY =aX +0] =1

y ademads

Pxy =1sia>0
pPxy =—1sia<0

e Si X y Y son v.a.’s independientes = pyy =0

Suma de variables aleatorias

1. SeaY = Z X, variable aleatoria, donde X; i = 1,2, ..., n, entonces

=1
EY]=Y EX,] y Var(Y)=) Var(X)+2> Y Cov(X; X))
=1 =1 =1 j=1+1

n
2. Sea Y = Z X, variable aleatoria. Si X1, X, ..., X,, son variables aleatorias inde-
i=1
pendientes, entonces:

Var(Y) =Y Var(X;) vy My (t)=][][Mx, (t) = Mx, (t)- Mx, (t)--- Mx, (t)
i=1 i=1
si ademds son v.a’s identicamente distribuidas:

My (t) = [Mx (t)]"

3. SiX;;9=1,2,...,nyY;;j = 1,2,...,mson variables aleatorias y a1, aa, ..., Gn, b,c1,C2, ..., Cm, d
constantes, entonces

Cov zn:aiXi—l—b,ichj—&—d zzn:iaichov (X5,Y5)

i=1 j=1 i=1 j=1

Media Muestral

Sean X1, Xs,..., X, v.a.”s. Se define la media muestral de las v.a’s como:

>x
X: i=1
n

Propiedades
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n
ZE (X;); si son indenticamente distribuidas con media p
i=1

e E[X] =

_ 1 & 1
E[X] ZEZ#ZEWL:M
=1

- 1 &
o Var (X) == E Var(X;); si las v.a.”s son identicamente distribuidas con vari-
n
i=1

Var (X) = not =

Teorema Central del Limite
Sean X1, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas tales
que

E(X;)=py Var(X;) =0? <oo; Vi=1,2,...,n

luego

z": X; —nu
i=1
K3 \/ﬁa

o bien

cuando n — oo; converge en distribucién a una N (0, 1)

Vi (X — p)

cuando n — oo; converge en distribucién a una N (0, 1)

VaR (Value at Risk)

El Valor en Riesgo con un nivel de seguridad de p para la variable aleatoria X, denotado
como VaR,(X) es el 100p% percentil de X :

VaRy(X)=P[X >m)]=1—p

generalmente p se busca cercano a 95%, 99% o 99.5%.
Esta medida del riesgo nos determina la pérdidas que puede sufrir una compania con un
determinado nivel de probabilidad.
En particular tenemos lo siguiente:
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X ~ N(p,0%) VaR,(X) = p+ 2p0

X ~ LogNormal | VaR,(X) = et#°

X ~ Exp(1/0) VaR,(X) =—601In(l —p)
01— ¥1-p)

X ~ Pareto(a,0) | VaR,(X

zp es el percentil del 100p% de una normal estdndar.

TVaR (Tail-Value at Risk)

El TVaR de una variable aleatoria continua X con un nivel de seguridad p, es la pérdida
esperada dado que ésta excede el valor del precentil del 100p% de la distribucién de X :

/:oxfx (z) dx

p

Esta medida de riesgo representa el valor esperado de las pérdidas de la compania sujeto
a que se ha excedido el nivel de seguridad determinado desde un inicio. También recibe
el nombre de Conditional Tail Expectation (CTE), Tail Conditional Ezpectation (TCE)
y Expected Shortfall (ES)

Otra forma de calcular el TVaR es:

1
/ VaR,(x)dy
P

TVaf, (X) = =+ —

Esta medida es mucho més 1til que la VaR, puesto que proporciona mayor informacién
sobre la distribucién en valores cercanos a su cola y es més utilizada en eventos cuyos
valores extremos se reflejan en el comportamiento de su distribucién.

Ademsds el TVaR para cualquier percentil 7, puede ser calculada para distribuciones
continuas con media finita como

E(X)-E(X Amp)
S (mp)

TVaR, (X)=mp+e(mp) =7p+
donde e (7,,) es la funcién media de pérdida en exceso

o bien

| @-mtx @

TVaR, (X) =m, + —= - =VaR, (X)+e(mp)
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Esta relacién indica que el TVaR es mayor que el VaR debido al promedio de aquellas
reclamaciones que exceden el valor de 7.

Tanto el VaR como el TVaR son medidas dificiles de calcular puesto que representan
valores de las colas de los datos y generalmente cuando se estima una distribucién;
aquellos valores que poseen mayores errores de estimacién son justamente los de las
colas.
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Apéndice B

Cédigos de R

library(actuar)
library(graphics)
library(plotrix)
library(ADGofTest)
library (MASS)
library(BB)
library(numDeriv)
library(fitdistrplus)
library(survival)
library(evir)
library(evd)

###Exp (1/10)

par(mfrow = c(2,2), cex.axis=1.4, cex.main=1.4,cex.lab=1.2, font=3)
curve (pexp(x,rate=1/10) ,xlab="x",ylab=expression(F[X] (x)),
x1im=c(0,70) ,main="Distribucion",col="blue",lwd=5)

curve (dexp(x,rate=1/10) ,xlab="x",ylab=expression(f [X] (x)),
x1im=c(0,70) ,main="Densidad",col="red",1lwd=5)

curve (1-pexp(x,rate=1/10) ,xlab="x",ylab=expression(S[X] (x)),
x1im=c(0,70) ,main="Supervivencia",col="green",lwd=5)
curve((dexp(x,rate=1/10)/(1-pexp(x,rate=1/10))) ,xlab="x",
ylab=expression(h[X] (x)),x1im=c(0,70),ylim=c(0,0.15) ,main="Riesgo",
col="purple",1lwd=5)

###Gamma (alpha=3,tetha=1/2)
par(mfrow = c(2,2), cex.axis=1.4, cex.main=1.4,cex.lab=1.2, font=3)
curve (pgamma (x ,shape=3,scale=1/2) ,xlab="x",ylab=expression(F[X] (x)),

x1im=c(0,30) ,main="Distribucion",col="blue",1lwd=5)
curve (dgamma (x ,shape=3,scale=1/2) ,xlab="x",ylab=expression(f [X] (x)),
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x1im=c(0,30) ,main="Densidad",col="red",1lwd=5)

curve (1-pgamma (x,shape=3,scale=1/2) ,xlab="x",ylab=expression(S[X] (x)),
x1im=c(0,30) ,main="Supervivencia",col="green",1lwd=5)

curve ( (dgamma (x, shape=3,scale=1/2)/(1-pgamma (x,shape=3,scale=1/2))),
xlab="x",ylab=expression(h[X] (x)),x1lim=c(0,25) ,main="Riesgo",
col="purple",1lwd=5)

###Beta(2,3)

par(mfrow = c(2,2), cex.axis=1.4, cex.main=1.4,cex.lab=1.2, font=3)
curve (pbeta(x,shapel=2,shape2=3) ,xlab="x",ylab=expression(F[X] (x)),
x1im=c(0,1) ,ylim=c(0,2) ,main="Distribucion",col="blue",lwd=5)

curve (dbeta(x,shapel=2,shape2=3) ,xlab="x",ylab=expression(f [X] (x)),
x1im=c(0,1) ,main="Densidad",col="red",lwd=5)

curve (1-pbeta(x,shapel=2,shape2=3) ,xlab="x",ylab=expression(S[X] (x)),
x1lim=c(0,1) ,main="Supervivencia",col="green",1lwd=5)

curve ((dbeta(x,shapel=2,shape2=3)/(1-pbeta(x,shapel=2,shape2=3))),
xlab="x",ylab=expression(h[X] (x)),x1im=c(0,1) ,main="Riesgo",
col="purple",lwd=5)

###Pareto(4,30)

par(mfrow = c(2,2), cex.axis=1.4, cex.main=1.4,cex.lab=1.2, font=3)
curve (ppareto(x,shape=4,scale=30) ,xlab="x",ylab=expression(F[X] (x)),
x1im=c(0,200) ,main="Distribucion",col="blue",lwd=5)

curve (dpareto (x,shape=4,scale=30) ,xlab="x",ylab=expression(f [X] (x)),
x1im=c(0,200) ,main="Densidad",col="red",1lwd=5)

curve (1-ppareto(x,shape=4,scale=30) ,xlab="x",ylab=expression(S[X](x)),
x1im=c(0,200) ,main="Supervivencia",col="green",lwd=5)

curve ((dpareto(x,shape=4,scale=30)/(1-ppareto(x,shape=4,scale=30))),
xlab="x",ylab=expression(h[X] (x)),x1im=c(0,200) ,main="Riesgo",
col="purple",lwd=5)

###Weibull (tetha=5,thau=1/8)

par(mfrow = c(2,2), cex.axis=1.4, cex.main=1.4,cex.lab=1.2, font=3)
curve (pweibull (x,shape=1/8,scale=5) ,xlab="x",ylab=expression(F[X] (x)),
x1im=c(0,60) ,main="Distribucion",col="blue",lwd=5)

curve (dweibull (x,shape=1/8,scale=5) ,xlab="x",ylab=expression(f [X] (x)),
x1im=c(0,60) ,main="Densidad",col="red",1lwd=5)

curve (1-pweibull (x,shape=1/8,scale=5) ,xlab="x",ylab=expression(S[X] (x)),
x1lim=c(0,60) ,main="Supervivencia",col="green",lwd=5)

curve ((dweibull (x,shape=1/8,scale=5)/(1-pweibull (x,shape=1/8,scale=5))),
xlab="x",ylab=expression(h[X] (x)),x1im=c(0,60) ,main="Riesgo",
col="purple",lwd=5)
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###Lognormal (3,5)

par(mfrow = c(2,2), cex.axis=1.4, cex.main=1.4,cex.lab=1.2, font=3)

curve (plnorm(x,meanlog=3,sdlog=sqrt(5)) ,xlab="x",ylab=expression(F[X] (x)),
x1im=c(0,500) ,main="Distribuci\U{f3}n",col="blue",lwd=5)

curve (dlnorm(x,meanlog=3,sdlog=sqrt(5)) ,xlab="x",ylab=expression(f [X] (x)),
x1im=c(0,500) ,main="Densidad",col="red",1lwd=5)

curve (1-plnorm(x,meanlog=3,sdlog=sqrt(5)) ,xlab="x",ylab=expression(S[X] (x)),
main="Supervivencia",x1lim=c(0,500),col="green",lwd=5)

curve ((dlnorm(x,meanlog=3,sdlog=sqrt(5))/(1-plnorm(x,meanlog=3,sdlog=sqrt(5)))),
xlab="x",ylab=expression(h[X] (x)) ,main="Riesgo",x1im=c(0,500),
col="purple",lwd=5)

###Ejemplo 3. Binomial(50,0.6)

x<- ¢(0:50)

fdp<- dbinom(x,size=50,prob=0.6)

a<- data.frame(x,fdp)
plot(a,type="h",pch=19,main="Binomial(50,0.6)",col="blue", lwd=4)

###Ejemplo 4. Geometrica(l.5)

x<- ¢(0:15)

fdp<- dgeom(x,prob=0.4)

b<- data.frame(x,fdp)
plot(b,type="h",pch=19,main="Geom(1.5)",col="blue", lwd=4)

###Ejemplo 5. BinNeg(0.25,15)

x<- ¢(0:35)

fdp<- dnbinom(x,size=15,prob=0.8)

c<- data.frame(x,fdp)
plot(c,type="h",pch=19,main="BinNeg(0.25,15)",col="blue", lwd=4)

###Ejemplo 6. Poisson(5)
x<- ¢(0:40)
fdp<- dpois(x,lambda=5)

d<- data.frame(x,fdp)
plot(d,type="h",pch=19,main="Poisson(5)",col="blue", lwd=4)
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###Ejemplo 7. Clase(a,b,0)

x<-c(0:6)
Poissonl<-dpois(x,lambda=5)
Binomiall<-dbinom(x,size=8,prob=0.3)
BinNegl<-dnbinom(x,size=5,prob=0.5)
rectadistr <- function( dist ){

recta<-c(0)
dist<- dist
n<- length(dist)

for (i in 0:(n-1)){
rectalil=i*(dist[i+1]/dist[i])

3

recta

}

rectapoiss<-rectadistr(Poissonl)
rectabineg<-rectadistr(BinNegl)
rectabin<-rectadistr(Binomiall)

k<-c(1:6)
rectas<- data.frame(k,rectapoiss,rectabin,rectabineg)
rectas

plot(rectas[,1],rectas[,2],xlab="k",ylab=expression (k*p[k]/p[k-1]),type="p",
pch=19,main="Pendiente Poisson(5)",col="blue")
plot(rectas[,1],rectas[,3],xlab="k",ylab=expression(k*p[k]/p[k-1]),type="p",
pch=19,main="Pendiente Binomial(8,0.3)",col="red")
plot(rectas[,1],rectas[,4],xlab="k",ylab=expression(k*p[k]/p[k-1]),type="p",
pch=19,main="Pendiente BinNeg(1,5)",col="gray")

###Ejemplo 8. Binomial(10,0.3)

m<- 10

g<- 0.3

a<- -(q/(1-9))

b<- ((m+1)*q)/(1-q)
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po<- (1-9)°m

pl<- (a+b)*p0

p2<- (a+(b/2))*pl
p3<- (a+(b/3))*p2
pTO<- 0

pTi<- p1/(1-p0)
pT2<- (a+(b/2))*pT1
pT3<- (a+(b/3))*pT2
pMO<- 0.4

pM1<- (1-pMO)*pT1
pM2<- (1-pMO) *pT2
pM3<- (1-pMO)*pT3

k<- c(0:3)

pk<- c(p0,pl,p2,p3)

pT<- c(pTO,pT1,pT2,pT3)
pM<- c(pMO,pM1,pM2,pM3)
t<- data.frame(k,pk,pT,pM)

###Ejemplo 10. Y"P Pareto(4,30) d=10

par(mfrow = c(1,2), cex.axis=1.4, cex.main=1.4,cex.lab=1.2, font=3)

f<- coverage(dpareto, ppareto, deductible=10)

curve(dpareto(x, shape=4, scale=30), xlab="x", ylab=expression(f[X](x)),
x1lim=c(0.1,100),ylim=c(0,0.18), col="blue", cex.lab=1.2, lwd=4)
curve(f (x, shape=4, scale=30), xlab=expression(y~P),
ylab=expression(f[Y"P] (x)), x1im=c(10,100), ylim=c(0,0.18),
col="red",lwd=4)

### Para YL Pareto(4,30) d=10

par(mfrow = c(1,2), cex.axis=1.4, cex.main=1.4,cex.lab=1.2, font=3)
curve (dpareto(x, shape=4, scale=30), xlab="x",ylab=expression(f[X](x)),
x1im=c(0.1,100),ylim=c(0,0.8), col="blue", lwd=4)

g<- coverage(dpareto, ppareto, deductible=10, per.loss=TRUE)

curve(g(x, shape=4, scale=30), xlab=expression(y-L),
ylab=expression(f[Y"L] (x)), x1lim=c(0.1,100), ylim=c(0,.8), col="red",
cex.lab=1.2, lwd=4)

points(0, g(0,4,30), pch=19, col="red")

###Ejemplo 16
a<- mlnorm(1,meanlog=10,sdlog=2)

b<- levlnorm(1limit=5000,meanlog=10,sdlog=2,order=1)
a-b
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###Ejemplo 17
EY<- levparetol(limit=200,shape=3,min=50,order=1)
###Ejemplo 21

r<- 1.03

d<- 100

Ex<- mpareto(order=1, shape=4, scale=500)

Exd<- levpareto(limit=d, shape=4, scale=500, order=1)

Sd<- 1-ppareto(d, shape=4, scale=500)

EYP<- (Ex-Exd)/Sd

Exd_<- levpareto(limit=(d/r), shape=4, scale=500, order=1)
Sd_<- 1-ppareto((d/r), shape=4, scale=500)

EYP_<- ((r*(Ex-Exd_))/Sd_)

Incremento<- (EYP_/EYP)-1

###Ejemplo 23

a<- 0.9

r<- 1.05

d<- 50000

1<- 150000

u<- (1/a)+d

Exu_<- levpareto(limit=(u/r), shape=3, scale=200000, order=1)
Exd_<- levpareto(limit=(d/r), shape=3, scale=200000, order=1)
Sd_<- 1-ppareto((d/r), shape=3, scale=200000)

EYP<- ((a*r*(Exu_-Exd_))/Sd_)

#f.d.p grafica

YP<- coverage(dpareto, ppareto, deductible=d, franchise=FALSE, limit=((1l/a)+d),
coinsurance=a, inflation=0.05, per.loss=FALSE)

curve (YP(x, shape=3,scale=200000), xlab="y", ylab=expression(f[Y"P](y)),
x1lim=c(0.1,149999.9), ylim=c(0,.6), main="Pareto(3,200000)", col="blue")
points(0,YP(0,3,200000) ,pch=19,col="blue")

points(150000,YP(150000,3,200000) ,pch=19,col="blue")

###Ejemplo 24. Convoluciones
fx<- c(0, 0.60, 0.25, 0.15)
x<- ¢(0:3)

pn<- dpois(x, lambda=3)

154



Fs<- aggregateDist("convolution", model.freq=pn, model.sev=fx)
Fs(3)

plot(Fs, main="Distribucion de Reclamaciones Agregadas (Convoluciones)",
sub=" ||)

valFS<- Fs(knots(Fs))#Funcion de distribucion

valfS<- diff(valFS)#funcion de densidad

###Ejemplo 27

Frecuencia BinNeg(1.5,12)
Severidad Pareto(3,150)

#Para YL

d<- 40

1<- 250

c<- 0.85

r<- 1.03

u=(1/c)+d

YL<- coverage(dpareto, ppareto, deductible=d, franchise=FALSE, limit=u,
coinsurance=c, inflation=.03, per.loss=TRUE)

Exu_<- levpareto(limit=(u/r), shape=3, scale=150, order=1)

Exd_<- levpareto(limit=(d/r), shape=3, scale=150, order=1)

EYL<- c*r*(Exu_-Exd_)

ENL<-1.5%12
ESL<- EYL*ENL

Exu_2<- levpareto(limit=(u/r), shape=3, scale=150, order=2)
Exd_2<- levpareto(limit=(d/r), shape=3, scale=150, order=2)
EYL2<- (c"2)*(r~2)*(Exu_2-Exd_2-(2*(d/r)*Exu_)+(2x(d/r)*Exd_))

VarSL<- (1.5%12)*(EYL2+(1.5%(EYL"2)))
#Para Y°P

Sd_<- 1-ppareto((d/r), shape=3, scale=150)
EYP<- EYL/Sd_

v<- Sd_

ENP<- 1.5%12%v

ESP<- EYP*ENP

EYP2<- EYL2/Sd_

VarSP<- (1.5%12xv)*(EYP2+(1.5%v*(EYP"2)))
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###Ejemplo 30

ql<- 0.05

q2<- 0.1

q3<- 0.02

q<- c(q1,92,93)
EB1<- 10

EB2<- 5

EB3<- 20

EB<- c(EB1,EB2,EB3)

VB<- ¢(0,0,0)

ni<- 1000

n2<- 2000

n3<- 500

n<- c(n1,n2,n3)

ES<- sum(n*q*EB)

VS<- sum(n* (q*VB+g*(1-q)*(EB~2)))

s<- (sqrt(VS)*qnorm(0.95,mean=0, sd=1, lower.tail=TRUE, log.p=FALSE))+ES

###Ejemplo 31

lambdai<- ¢(2,0.8,0.2,4)

lambda<- sum(lambdai)

f0<- c¢(0, 0.03, 0.2, 0)

f1<- ¢(0.2, 0.35, 0.1, 0)

£f2<- ¢(0.4, 0.5, 0.1, 0.5)

£f3<- ¢(0.1, 0.12, 0.1, 0.04)

f4<- ¢(0.05, 0, 0.4, 0.25)

f5<- ¢(0.2, 0, 0.1, 0.16)

f6<- ¢(0.05, 0, 0, 0.05)

f<- c¢( sum((lambdai/lambda)*f0) ,sum((lambdai/lambda)*f1),sum((lambdai/lambda)*f2),
sum( (lambdai/lambda)*f3) ,sum((lambdai/lambda)*f4) ,sum((lambdai/lambda)*f5),
sum( (lambdai/lambda)*f6))

x<- c(0:6)

Ex<- sum(x*f)

ES<- (lambda*Ex)

Ex2<- sum((x"~2)*f)

VarS<- (lambda*Ex2)

pnorm(25, mean=ES, sd=sqrt(VarS),lower.tail=TRUE)

#Funcion de distribucion
k<- c(0:40)
FS<- pnorm(k, mean=ES, sd=sqrt(VarS),lower.tail=TRUE)
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plot (FS,xlab="s", ylab=expression(F[S](s)), type="1",
main="Aproximacion Normal de Poisson Compuesta",lwd=4,col="purple")

#Funcion de densidad

f£S<- diff(FS)

plot(fS, xlab="s", ylab=expression(f[S](s)), type="1",
main="Aproximacion Normal de Poisson Compuesta",lwd=4,col="purple")

###Ejemplo 33

k<- ¢(0:1000)

lambda<- 0.7

Ex<- mgamma(order=1, shape=2, scale=150)
Ex2<- mgamma(order=2, shape=2, scale=150)
ES<- (lambda*Ex)

VarS<- (lambdax*Ex2)

#Aproximaciones NormalvsLognormal

pnorm(300, mean=ES, sd=sqrt(VarS),lower.tail=TRUE)
FS1<- pnorm(k, mean=ES, sd=sqrt(VarS),lower.tail=TRUE)
£fS1<- diff(FS1)

Varlogn<- log(Ex2)-(2xlog(Ex))

Elogn<- log(Ex)-(Varlogn/2)

plnorm(300,mean=Elogn, sd=sqrt(Varlogn),lower.tail=TRUE)
FS2<- plnorm(k, mean=Elogn, sd=sqrt(Varlogn),lower.tail=TRUE)
£52<- diff (FS2)

twoord.plot (£S1,£52,type=c("1","1"),xlab="s",lcol="blue",rcol="red",
main="Aproximaciones Normal vs Lognormal")

t<- c("Normal", "Lognormal")

legend (550, 0.0023, paste(t), lty=1, col=c("blue", "red"))

###Ejemplo 35

lambda<- 10

Ex<- mchisq( order=1, df=4)

Ex2<- mchisq( order=2, df=4)
Ex3<- mchisq( order=3, df=4)

mu<- (lambda*Ex)

sigma2<- (lambda*Ex2)

tau<- ( Ex3/sqrt(lambda*(Ex273)))
alfa<- 4/(tau"2)
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tetha<- (sqrt(sigma2)*tau)/2

k<- mu-((2*sqrt(sigma2))/tau)

s<- 8

pgamma(s, shape=alfa, scale=s/((s-k)/tetha))

#Funcion de distribucion

x<- ¢(0:100)

Faproxgamma<- pgamma(x,shape=alfa, scale=s/((s-k)/tetha))
plot (Faproxgamma, xlab="s", ylab=expression(F[S](s)), type="1",

main="Aproximacion Gamma Trasladada")

#Funcion de densidad
faproxgamma<- diff (Faproxgamma)
plot(faproxgamma, xlab="s", ylab=expression(f[S](s)), type="1",

main="Aproximacion Gamma Trasladada")

par(mfrow = c(1,2), cex.axis=1.4, cex.main=1.4,cex.lab=1.2, font=3)
plot(faproxgamma, xlab="s", ylab=expression(f[S](s)), type="1",1lwd=4,
col="orange")

plot (Faproxgamma, xlab="s", ylab=expression(F[S](s)), type="1",lwd=4,
col="orange")

###Ejemplo 36

ql<- 0.05

g2<- 0.1

q3<- 0.02

x<- ¢(10,5)
fB5<- ¢(0,1,1)
fB10<- ¢(1,0,0)
fB20<- ¢(0,0,1)
nl<- 1000

n2<- 2000

n3<- 500

n<- c(n1,n2,n3)

#Metodo 1 con lambdai=qi

lambdail<- c(ql, 92, 93)

lambdal<- sum(n*lambdail)

f1<- c(sum(n*(lambdail/lambdal)*fB10),sum(n*(lambdail/lambdal)*fB5),
sum(n* (lambdail/lambdal)*fB20))

Ex1<- xxf1

Ex2_1<- (x"2)*f1

ES1<- sum(lambdal*Ex1)
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VarSi1<- sum(lambdal*Ex2_1)
pnorm(1900, mean=ES1, sd=sqrt(VarS1l),lower.tail=TRUE)

#Metodo 2 con lambdai=-1n(1-qi)

lambdai2<- c(-log(1-q1), -log(1-g2), -log(1-qg3))

lambda2<- sum(n*lambdai2)

£2<- c(sum(n*(lambdai2/lambda2)*fB10) ,sum(n*(lambdai2/lambda2)*fB5),
sum(n* (lambdai2/lambda2)*£fB20))

Ex2<- x*xf2

Ex2_2<- (x72)*£2

ES2<- sum(lambda2+*Ex2)

VarS2<- sum(lambda2*Ex2_2)

pnorm(1900, mean=ES2, sd=sqrt(VarS2),lower.tail=TRUE)

#Metodo 3 con lambdai=qi/(1-qi)

lambdai3<- c(q1/(1-q1), 92/(1-q2), q3/(1-93))

lambda3<- sum(n*lambdai3)

£3<- c(sum(n*(lambdai3/lambda3)*fB10) ,sum(n*(lambdai3/lambda3) *fB5),
sum(n* (lambdai3/lambda3) *fB20))

Ex3<- x*xf3

Ex2_3<- (x"2)*f3

ES3<- sum(lambda3+*Ex3)

VarS3<- sum(lambda3*Ex2_3)

pnorm(1900, mean=ES3, sd=sqrt(VarS3),lower.tail=TRUE)

#Grafica de las funciones de densidad

k<- ¢(0:3000)

FS1<- pnorm(k, mean=ES1, sd=sqrt(VarS1),lower.tail=TRUE)
fS1<- diff (FS1)

FS2<- pnorm(k, mean=ES2, sd=sqrt(VarS2),lower.tail=TRUE)
£S2<- diff (FS2)

FS3<- pnorm(k, mean=ES3, sd=sqrt(VarS3),lower.tail=TRUE)
£83<- diff (FS3)

plot(£fS1,xlab="s", ylab=expression(f[S](s)), ylim=c(0,0.004),
type="1",col="green", main="Aproximacion Poisson", lwd=3)

par (new=TRUE)

plot(£S2,xlab="s", ylab=expression(f[S](s)), ylim=c(0,0.004),
type="1",col="blue",lwd=3)

par (new=TRUE)

plot(£S3,xlab="s", ylab=expression(f[S](s)), ylim=c(0,0.004),
type="1",col="red",1wd=3)

t<- c("Metodo 1", "Metodo 2", "Metodo 3")
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legend(10, 0.003, paste(t), lty=1, col=c("green", "blue", "red"))

###Ejemplo 38. Metodo recursivo de Panjer

x<- c(0:80)

fx<- dnbinom(x, size=5, prob=0.4)

Fs<- aggregateDist("recursive",model.freq="poisson", model.sev=fx,
lambda=2)

1-Fs(3)

S<-Fs(knots(Fs))

£S<-diff (8)

plot(Fs, main="Distribucion de Reclamaciones Agregadas",
sub= "Aproximacion Metodo Recursivo (Panjer)", col="green")

###Ejemplo 40. Metodo redondeo

fx<- discretize(ppareto(x, shape=4, scale=50), method="rounding",
from=0, to=36, step=.9)#Funci\U{f3}n de den