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Introduccion

El estudio de los invariantes cardinales del continuo se remonta al cono-
cido Teorema de Cantor, que establece que la cardinalidad de los nimeros
naturales es estrictamente menor que la cardinalidad de los niimeros reales.
La cardinalidad de estos ultimos, es la misma que la del conjunto potencia

de los nimeros naturales.

A partir de esta distincién se establecieron numerosos resultados sobre
algunas propiedades de los conjuntos de la misma cardinalidad de los na-
turales, las cuales no pueden extenderse a conjuntos de cardinalidad de los

reales.

Usaremos indistintamente el simbolo w tanto para el conjunto de ntimeros
naturales como para indicar su cardinalidad. De esta manera, a un conjunto
de cardinalidad w le llamaremos numerable y a la cardinalidad de los nimeros
reales, o la cardinalidad del continuo, la denotaremos, como es costumbre,

por la letra c.

Un invariante cardinal del continuo se define generalmente de manera
combinatoria como el tamano de algin subconjunto de la recta real (o de

w

potencia de w o de w* inclusive como subconjunto de P(P(w))), el cual

tipicamente es de cardinalidad estrictamente mayor que w y menor o igual

v
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que la cardinalidad del continuo.

El propdsito principal de este trabajo es presentar un estudio sisteméatico
del nimero de interseccion de familias de ideales altos. En [25] S. Pewlik
probo que dada una familia de menos de h ideales no magros, su interseccién
es un ideal no magro, sin embargo, existe una familia de tamano 0 de ideales
magros tal que su interseccién es vacia. El mismo autor probé en [24] que
la interseccién de menos de ¢ ultrafiltros es un filtro no magro. En [31], M.
Talagrand probod que la interseccion de una cantidad numerable de filtros no
medibles es un filtro no medible y T. Bartoszynski y S. Shelah probaron en
[4] que es consistente con ZFC que la interseccién de una familia de menos

de ¢ ultrafiltros tiene medida cero.

El nimero de interseccion es un invariante cardinal definido de manera
andloga. Dada una clase I' de ideales altos, se define el niimero de interseccién
de I' como la minima cardinalidad de una subfamilia {2 C I" de tal manera que
su interseccion no es un ideal alto. A este nimero lo denotamos como hr. Se
muestra que para cualquier clase de ideales altos, cerrada bajo isomorfismos,
se cumplen las desigualdades h < hr < ¢ y se exhiben clases de ideales que

alcanzan los valores extremos.

Ademas de comparar los ntimeros de interseccién de las distintas clases
de ideales altos, se comparan con algunos invariantes cldsicos, tales como b, s
y non(M).

En el capitulo 1 se introducen las clases de ideales que se habran de
estudiar y se definen los invariantes clasicos con los que se compararan. En
particular, se define el nimero de distributividad b y se justifica por qué se

adopto esta letra para el nimero de interseccion.
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En el capitulo 2 se define el nimero de intersecciéon y se muestra una
equivalencia en su definicién. Se presentan las desigualdades posibles (en
ZFC ') entre los nimeros de interseccién de las distintas clases de ideales
y se comparan con los invariantes cardinales mencionados. En este capitulo
también se muestra que el invariante b se puede caracterizar como el niimero

de interseccidén de varias clases de ideales altos.

En el capitulo 3 se presentan pruebas de consistencia de desigualdades
estrictas de algunas de las desigualdades vistas en el capitulo 2. Para estas

pruebas de consistencia se utiliza el método de forcing (iterado).

Finalmente, el capitulo 4 es independiente de los capitulos precedentes.
En éste se presentan algunos resultados relativos a la cardinalidad minima

de familias casi ajenas maximales dentro de los ideales.

Los primeros dos capitulos son desarrollados dentro de la teoria de con-
juntos usual, ZFC. La principal referencia de los invariantes cardinales del
continuo es [5]. Sin embargo, en los capitulos 3 y 4 la herramienta principal
es el método de forcing iterado. Las principales referencias para éste son [20]
y [3]-

La notacién es estdndar y sigue [20] y [3]. En particular, se utilizan las
letras A, k, 4 para denotar cardinales. Con «, 3, se denotan nimeros or-
dinales. Si A es un conjunto y k es un cardinal, [A]® denota al conjunto
{XCA: | X|=r}y[AT" ={X C A:|X| <k}.Si Ay B son conjuntos,
AB denota al conjunto {f : f es funcién, f : B — A}, mientras que con A<

se denota al conjunto de funciones finitas de w en A.

1Con ZFC se denota la axiomética usual de Zermelo-Fraenkel con Axioma de eleccién

para la teoria de conjuntos.



VIII INDICE GENERAL

Los resultados de los tres primeros capitulos han sido publicados en la

revista Archive for mathematical logic [14].
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Capitulo 1

Ideales sobre w e invariantes

cardinales

El nimero de intersecciéon es un invariante cardinal definido sobre clases
de ideales altos. El propdsito de este capitulo es definir las clases de ideales
para las cuales se calcula su niimero de interseccion, asi como los invariantes

cardinales del continuo con los que se comparan.

La seccién esta dividida en tres subsecciones. En la primera, se definen
las clases de ideales que se estudiardn a lo largo de este trabajo. En la se-
gunda subseccién se definen los invariantes del continuo que se utilizaran
asi como algunas maneras equivalentes de definirlos. En particular se dara la
motivacién original del invariante cardinal b el cual fue definido de manera
combinatoria, pero por el Teorema de Balcar, Pelant y Simon es la altura
minima de un arbol base en w*. También se define el niimero de acotamiento
b y se presenta una versién de [5] en términos de particiones en intervalos de

Ww.
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En la tercera subseccion se presentan algunas nociones elementales de
forcing, con la finalidad de que la notacién sea homogénea y clara a lo largo
de todo el trabajo, sin embargo, se asumird que el lector esta familiarizado

con esta técnica, la principal herramienta en los capitulos 3 y 4.

1.1. Ideales sobre w

Definicién 1.1 Sea X un conjunto. Un ideal sobre X es una familia % de

subconjuntos de X que cumplen las siguientes propiedades:

1. 0es.
2. SiAe S yBC A entonces B € J.

3. S1 A B e ¥ entonces AUB € 4.

A lo largo de este trabajo sélo se consideraran ideales propios, es decir
aquellos que satisfacen X ¢ . asi como ideales que contengan a los elemen-
tos unitarios, esto es {z} € .# para todo z € X. Con fin se denota al ideal
que consiste de todos los subconjuntos finitos de w.

Dado un ideal .# sobre w, el conjunto #* = {X Cw:w\ X € F} es
llamado el filtro dual de .#, mientras que el conjunto ST ={X Cw: X ¢
J} es la familia de conjuntos ¥ -positivos.

Un ideal sobre w es un ideal mazimal si para todo subconjunto X de w se
cumple que X € £ obienw\X € .Z. A los filtros duales de ideales maximales
se les conoce como ultrafiltros (ndtese que, en este caso, S* = F).

Un ideal .# sobre w es alto si se cumple que para cada X € [w]¥ existe

I € 7 tal que X N1 es infinito, equivalentemente, si existe Y € [X]“ tal que
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Y e 7.

A continuacién se definen las clases de ideales que se estudiaran.

1.1.1. Ideales borelianos y analiticos

Considérese el conjunto de Cantor 2 equipado con la topologia producto.
Como cada elemento de P(w) puede ser identificado con su funcién carac-
teristica, las propiedades topolégicas de 2 pueden ser heredadas a P(w). Si
& es un ideal sobre w, como .# C P(w), es razonable preguntarse acerca
de sus propiedades topoldgicas, por ejemplo, sobre cual es su complejidad
analitica.

Es conocido que la minima complejidad analitica de un ideal es F, (ésta
es la complejidad del ideal fin) y que no existen ideales Gs. En este trabajo
el interés se centra en la complejidad analitica de los ideales sobre w, en
particular, en ideales cuya complejidad analitica es F,,, ideales borelianos y

analiticos.!

1.1.2. Ideales basados en familias MAD

Dados dos subconjuntos A, B de w se dice que A esta casi contenido en
B si A\ B es finito, lo cual se denota A C* B. A =* B significa A C* By
B C* A. Obsérvese que estas relaciones, en conjuntos finitos, son triviales,
pues todo conjunto finito A cumple A =* () y A C* B para todo B C w.

Una familia A de subconjuntos infinitos de w es casi ajena, si dados dos

conjuntos distintos A, B € A se cumple que AN B =* (). Se dice que la

1Un conjunto es analitico si es la imagen continua de un espacio polaco y es boreliano

si es un elemento de la g-dlgebra generada por los conjuntos abiertos.
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familia es casi ajena mazimal (MAD por sus siglas en inglés) si se cumple
que la familia es maximal respecto a la relacion inclusién, es decir, para cada
conjunto X € [w]*, existe A € A tal que AN X es infinito.

Dada una familia A infinita casi ajena, se puede definir el ideal basado
en A como Sy ={X Cw:3B € [A*(X C*UB)}.

Por la definiciéon de .#4, se cumple que cualquier conjunto finito perte-
nece al ideal (pues los conjuntos finitos estan casi contenidos en cualquier
conjunto). También se cumple que w &€ #4, como a continuacién se muestra.
Supdngase que w € .4, entonces existe una subfamilia finita B C A tal que
w C* UB. Sea X € A\ B, entonces |X N B| < w para todo B € B, por
ser miembros de una familia casi ajena, pero X = X Nw C* X N (UB) =
Uges(X N B), lo cual significa que X esta casi contenido en una unién finita
de conjuntos finitos, contradiciendo que los elementos de A son infinitos.

Sea A C [w]“ una familia casi ajena maximal y X € [w]|“. Si X & Iy
entonces X ¢ A. Como la familia A es maximal, existe A € A tal que ANX
es infinito. Ademaés se cumple que AN X € 4. Lo anterior muestra que los

ideales basados en familias casi ajenas maximales, son altos.

1.1.3. Ideales basados en submedidas

Existen algunas clases de ideales que pueden ser vistos como ideales ba-
sados en submedidas, como los ideales sumables, los P-ideales o los ideales
fragmentados. Una submedida sobre w es una funcién ¢ : P(w) — [0, oo] que

cumple las siguientes propiedades:
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= si A C B, entonces p(A) < ¢(B),
= (AU B) < 9(A) + ¢(B).

Con el fin de evitar que funciones triviales sean submedidas y para que
los ideales basados en submedidas contengan a los conjuntos finitos, se pide

adicionalmente:
» ¢(F) < oo para todo F € [w]*¥ y ¢p(w) = co.
Si ¢ es una submedida sobre w que satisface la propiedad:

©(A) = lim p(ANn)

n—oo

entonces se dice que la submedida ¢ es inferiormente semicontinua.
Dada una submedida ¢ inferiormente semicontinua sobre w, se definen

los ideales:

Fin(p) = {ACw:g(4) <oc} y

Ezh(p) = {ACw: nlg{)lo w(A\ n) =0}

Es inmediato, a partir de sus definiciones, que F'in(y) es un ideal F, y que
Exh(p) es un ideal F,5. Mas ain, el siguientee Teorema de Mazur establece

el reciproco para ideales F,.

Teorema 1.2 (Mazur [22]) Sea .# un ideal sobre w. Entonces .Z es de
complejidad analitica F, si y solo si existe una submedida o inferiormente

semicontinua tal que & = Fin(p). |

A continuacion se definen las clases de ideales que pueden ser vistos como

ideales basados en submedidas.
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Un ideal .# sobre w es sumable si existe una funcién f : w — (0, 00) que
cumple > . f(n) = oo tal que & = {A Cw: ) ., f(n) < oo} Elideal
& es alto si y s6lo si lim,,_,, f(n) = 0. Los ideales sumables tienen asociada
una submedida inferiormente semicontinua, dada por pf(A) = > _, f(n).
Por lo tanto, .# = Fin(yy), lo cual muestra que los ideales sumables son de
complejidad analitica F,.

Un ideal .# es un P-ideal si para cualquier sucesién ([, : n € w) C &
existe I € .Z tal que I, C* I para todo n € w. Los P-ideales analiticos ad-
miten una caracterizacién en términos de submedidas. El siguiente Teorema

de S. Solecki da esta caracterizacion.

Teorema 1.3 (Solecki [29]) Sea .# un ideal sobre w. Entonces % es un P-
ideal analitico si y solo si existe una submedida ¢ inferiormente semicontinua

tal que % = Exh(yp). |

Un ideal .# es fragmentado (ver [16]) si existe una particién (I, : n € w)
de w en conjuntos finitos y submedidas ¢, : P(I,) — [0,00) tales que la
submedida ¢ sobre w dada por ¢(A) = sup{p,(ANI,) : n € w} define al
ideal .# como . = Fin(yp).

1.1.4. Ideales w-hitting

Un ideal .# es w-hitting si para cualquier sucesién (A, : n € w) C [w]¥
existe I € .Z tal que I N A, es infinito para cada n € w. Obsérvese que
esta definicion es equivalente a la siguiente propiedad: para cada sucesién
(A, :n € w) C [w]¥ existe I € .¥ tal que IN A, # 0, pues dada una sucesién

(A, i n € w) C [w] se puede considerar particiones (A" : m € w) de cada
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A, en conjuntos infinitos. Si I € .# es tal que INA™ # () para todo n,m € w,

entonces I N A, es infinito para todo n € w.

Como ejemplos de ideales w-hitting se tienen a los P-ideales altos y a los

ideales maximales.

Sea .# un P-ideal alto y (A, : n € w) C [w]*. Para cada n € w, sea
I, € 7 tal que |I, N A,| = w. Para la sucesién (I, : n € w), sea I € .Z tal
que I,, C* I para todo n € w. Entonces I N A,, es infinito para todon € w y

por lo tanto, . es w-hitting.

Ahora se verificard que los ideales maximales son ideales w-hitting. Sea
# un ideal maximal y (A, : n € w) C [w]*. Se definen dos conjuntos, A =
{a, :n€w}ly B={b,:n € w} por recursién, de la siguiente manera. Sean
ap, by € Ag con ay # by. Si a; y b; han sido definidos para todo 7, 7 < n, de tal
manera que {a; : i <n} N{b; : j < n} =0, entonces sean a,41,b,11 € Api1
tales que ani1,bpt1 & {a; @ <n}U{b; : j < n}ya,i1 # bns1. Esto se puede
hacer porque A,; es infinito. Sean A = {a, : n € w} y B ={b, : n € w}.
Entonces ANB =0, ANA, #0y BNA, #0 para todo n € w. Como ¢
es maximal, A € .# o B € .. En cualquiera de los dos casos, se tiene que

# es un ideal w-hitting.

1.1.5. Ideales eventualmente diferentes

A continuacion se define la clase de los ideales eventualmente diferen-
tes. Si se considera una particién infinita de los ntimeros naturales, el ideal
eventualmente diferente basado en dicha particién serd aquel generado por

los selectores de la particion y los elementos de la particién. Lo anterior se
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puede expresar de la siguiente manera. Sea f € w* que satisface la propiedad
limsup | f~(n)| = oo.

n—oo
Obsérvese que si una funcién cumple la propiedad anterior, entonces su rango
es infinito.

Se define el ideal EDy = {A Cw : Im € w(Vl > m(|f~1 (1) N A] < m))}.
De la definicién, se sigue que el ideal €D es de complejidad Fi,.

Los ideales £D; son ideales altos. Sea X € [w]¥. Si existe un conjunto
infinito A C w tal que para todo n € A, X N f~}(n) # 0 entonces sea
r, € XNf~'(n) paracadan € A. El conjunto {z, : n € A} es un subconjunto
infinito de X que pertenece al ideal £ED;. En otro caso, el conjunto {n € w:
XN f7'(n) # 0} es finito, entonces existe m € w tal que para todo k > m,
f7H(k) N X =0, con lo cual se muestra que X € EDy.

Se definen las clases de ideales ED y EDy;, como sigue:

Definicién 1.4

ED = {ED; : limsup |f(n)| = oo},

n—00

EDyip, = {ED; : limsup | f ' (n)| = 0o y f es finito-a-uno}.

n—oo
Las clases de ideales ED y EDy;, son consideradas como herramientas
técnicas, pues su nuimero de interseccién admite una caracterizaciéon combi-
natoria relativamente sencilla, ademas permite relacionar las clases de ideales
cuya definicién esta dada en términos de su complejidad analitica y clases
cuya definicién es combinatoria. Esto permite compararlos con invariantes
cardinales bien conocidos tales como s, b, non(N), etcétera, los cuales serdn

definidos a continuacion.
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1.2. Invariantes cardinales del continuo

El primer resultado sobre invariantes cardinales del continuo es ele Teore-
ma de Cantor que establece que la cardinalidad de los niimeros reales ¢ = 2¢
es estrictamente mayor que la cardinalidad de los ntimeros naturales w.

Algunas propiedades de los conjuntos numerables no se pueden extender
a conjuntos de cardinalidad c¢. Por ejemplo, si se considera la medida de
Lebesgue en la recta real, la uniéon de una cantidad numerable de conjuntos
de medida 0, tiene medida 0, sin embargo, esta propiedad no es cierta para
todos los conjuntos de cardinalidad ¢. ;Cudl es la minima cardinalidad para
que una familia de conjuntos no tenga esta propiedad?

Otro ejemplo se tiene cuando se considera a los conjuntos magros de la
recta real, es decir, aquellos que son obtenidos por la unién de una familia
numerable de conjuntos densos en ninguna parte. La unién de una familia
numerable de conjuntos magros es un conjunto magro y por el Teorema de
Categoria de Baire, no puede cubrir a la recta real. ;Cudl es la minima
cardinalidad de una familia de conjuntos magros cuya unién es la recta real?

La Hipdtesis del Continuo es la afirmacion que cualquier conjunto infini-
to de numeros reales tiene cardinalidad w o ¢. Asumiendo la Hipdtesis del
Continuo, la respuesta a las preguntas anteriores es obviamente ¢. Sin embar-
go, la Hipétesis del Continuo es independiente de los axiomas de ZFC. La
respuesta a esas preguntas tampoco pueden ser dadas dentro de ZFC, pero
en algunos casos si se pueden comparar estas cardinalidades dentro de esta
axiomatica. En otros casos, es posible construir modelos donde se cumplen
desigualdades estrictas.

El ntimero de interseccion es un invariante definido sobre familias de idea-



10 CAPITULO 1. IDEALES SOBRE w E INVARIANTES CARDINALES

les sobre w. En el siguiente capitulo se definirdn estos nimeros para varias
clases naturales de ideales, se compararan entre ellos y con algunos invarian-

tes conocidos.

1.2.1. Invariantes asociados a un ideal

Sea .# un o-ideal? sobre un conjunto X (tipicamente, un espacio polaco).

Se definen los siguientes invariantes cardinales asociados a .#:

add(#) =min{|A| : AC A NJAE I}

cov(Sf) =min{|A| : AC I NJA= X}

non(&#) =min{|Y|: Y CXAY & .7)}

cof(#) =min{|A] : AC S AV € #IA € A(I C A)}

Las relaciones que hay entre estos invariantes se resumen en el siguiente

diagrama:

cov(S)

/ \
Ny —add(F) cof (F) —=¢
/

S

non(.%)

2Es decir, si I, € .# para cada n € w, entonces Unew In € 7. Obsérvese que esta
nocion es para conjuntos X de cardinalidad mayor que w pues en el caso de los conjuntos
numerables, un o-ideal que contenga a los conjuntos unitarios es todo el conjunto potencia

de X.
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En este trabajo se consideraran invariantes cardinales asociados a dos o-
ideales sobre el conjunto de los niimeros reales (en cualquiera de sus versiones
equivalentes): el ideal de los conjuntos de medida cero, denotado por N y el
ideal de los conjuntos magros, denotado por M. En particular, se compara el
nimero de interseccién de la clase de los ideales ED con non(N), la minima
cardinalidad de un conjunto de reales no-nulo, asi como con add(M), la
minima cardinalidad de una familia de conjuntos magros cuya uniéon no es

un conjunto magro.

1.2.2. Numeros de acotamiento y de dominacion

Los siguientes invariantes cardinales que se utilizaran estan definidos en
términos de funciones de w en w y el orden <*. Dadas f,g € w" se define

f <* gsiy sélo si existe m € w tal que para toda n > m, f(n) < g(n).

Definicién 1.5 Una familia D C w® es llamada dominante si para cada
f ew” existe g € D tal que f <* g. El nimero de dominacién ? es la menor

cardinalidad de una familia dominante, es decir,
0 =min{|D|: D C w” AD es dominante}.

Definicién 1.6 Una familia B es llamada no acotada si no existe g € w®
tal que f <* g para toda f € B. El ntimero de acotamiento b es el menor

cardinal de una familia de funciones no acotada, es decir,
b =min{|B|: B C w” AB es no acotada }.

Es inmediato que toda familia dominante es una familia no acotada, por

lo tanto, b <. Més atin, b < cof(d). El siguiente teorema es bien conocido.



12 CAPITULO 1. IDEALES SOBRE w E INVARIANTES CARDINALES

Teorema 1.7 Ry < cof(b) =b < cof(d) <d <.

Prueba. Primero se probard que cof(b) = b para lo cual bastard verificar
que b < cof(b). Sea B una familia de funciones no acotada de cardinalidad

b. Considérese una descomposiciéon de B = | ®) B, de tal manera que

a<cof
|B,| < b, para toda a < cof(b). De esta manera, cada B, es acotado por
alguna funcién f,. Entonces la familia {f, : @ < cof(b)} es una familia de
funciones no acotada. Sea g € w*, dado que B es no acotada, existe f € B tal
que f £* g. Entonces existe a < cof(b), tal que f € B,. Dado que f <* f,,
se tiene que f, £* g.

Para verificar la desigualdad b < cof (), se procede de una manera analo-
ga. Sea D = {f, : @ < 0} una familia dominante y considérese una descompo-
sicién de D = (U, _cof(0) Pa» tal que para cada a < cof(d), [D,| < 0. Entonces
D, no es dominante y por lo tanto existe una funcién g, tal que g, £* f para
toda f € D,. A continuacién se verificard que la familia {g, : @ < cof(?)}
es no acotada. Dada f € w* existe g € D tal que f <* g. Entonces existe
a < cof () tal que g € D, y por lo tanto g, £* g y en consecuencia g, £* f.

Finalmente, para la primera desigualdad, basta verificar que toda familia
numerable de funciones, es acotada. Dada {f, : n € w} C w* sea g € w"
definida por g(n) = max{ f,,(n) : m < n}. Entonces f,, <* g paratodan € w.
]

Una util caracterizacion de b estd dada en términos de particiones de w

en intervalos finitos.

Definicién 1.8 Una particion en intervalos es una particion de w en una

cantidad infinita de intervalos finitos {1, = [in,ins1) : 1 € W} con iy < ipi1.
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Una particion en intervalos T = {I,, : n € w} domina a otra particion en
intervalos J = {J, : n € w} si existe m € w tal que para todo n > m existe

k € w tal que J, C I,.

Obsérvese que si x € I,, entonces x > n. El siguiente resultado que

caracteriza a b en términos de particiones en intervalos es de [30].

Teorema 1.9 (Solomon [30]) b es la minima cardinalidad de una fami-
lia F de particiones en intervalos para la cual no existe una particion en

intervalos que domina a todos los elementos de F.

Prueba. Sea F una familia de particiones en intervalos de tal manera que no
existe una particion que domina a todos los elementos de F, de cardinalidad
minima. Para cada Z € F se define fr € w* de la siguiente manera, fr(z) =
into — 1 donde x € I,, = [iy, ipi1)-

Se afirma que {f7 : Z € F} es una familia no acotada de funciones.

Sea g € w* y definase J, = {J,, = [Jn,jnt1) :n Ew}conjo=0,j;1 =1y
paran > 0, j,p1 = min{m € w : m > j, AVe < j,(g(z) <m)}. SeaZ € F
una particién en intervalos que no es dominada por J,. Se verificard que
Jz £ g.

Sea m € w. Dado que Z no es dominada por J,, existe n > m +1 tal que
para todo r € w, I,.\ J, # 0.

Sea k € w tal que I, N J,, # (). Ahora se procede por casos.
Caso 1 1, < jn <'igs1 < Jns1-

En tal caso j,11 < igso pues Iy € J, y existe x € [ tal que x < j,. Ademas
dicha x puede ser tomada en el intervalo J,,_;. Entonces, por la observacién

previa, x > n — 1 > m y también se cumple g(x) < jpi1 < igpyo — 1 = fz(2).
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Caso 2 j, < iy < Jny1 < lpt1-

En tal caso se tiene entonces que ix_1 < j,. Por lo tanto existe x € I_; tal
que x < j,. Nuevamente, tal x puede ser tomada en J,,_; con lo que se tiene
x >n—12>m. Ademas se cumple g(z) < Jpi1 < g1 — 1 = fz(x).

Esto prueba que b < |F|.

Considérese ahora una familia de funciones {f, : @ < b} no acotada y
para cada a < b sea Z, la particién en intervalos definida por f, como en
la primera parte de la demostraciéon, es decir, g = 0, i1 = 1 y paran > 0,
iny1 = min{m € w:m > i, A\Vr < i,(fa(x) < m)}. Se verifica que la familia
{Z, : @ < b} es una familia de particiones no acotada.

Supéngase que J = {J, = [jn,Jns1) : 7 € w} es una particién en in-
tervalos que domina a Z,, para toda a < b. Sea g € w* definida mediante
g(x) = jnio donde z € J,. Dada a < b, sean Z, = {I,, = [in,lnt1) : 1 € W}
y m € w tales que para todo n > m existe r € w tal que I, C J,. Dada
T > Jma1, existe n > m 4+ 1 tal que z € J,,. Sea k € w tal que x € I.

Nuevamente hay dos casos.
Caso 3 i < Jn.

En este caso, ip11 < jpe1 — 1. Més atn, I, C J, y por tanto ix19 < Jpi1-
Como = < ijyq se tiene fo(x) < igyo < Jni1 < Jnio = g(x).

Caso 4 j, < ig.

En tal caso ik < jnio pues J,y1 debe contener un intevalo de Z,. De esta
manera, fo(z) < igr2 < jnt2 = g(z).

En cualquiera de los dos casos, para todo > j,11, fa(x) < g(z), lo cual

contradice el hecho que {f, : @ < b} es familia no acotada de funciones.
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Lo anterior prueba que la minima cardinalidad de una familia de parti-
ciones en intervalos no dominada es menor o igual que b, con lo que se tiene

completa la prueba del Teorema. m

1.2.3. Ntumero de division (splitting number)

El siguiente invariante cardinal que se definira es el nimero de division,

el cual esta definido en términos combinatorios.

Definicién 1.10 Un conjunto A € [w]* divide a un conjunto B € [w]* si
tanto AN B como B\ A son infinitos. Una familia S C [w]¥ es una familia
divisora si para todo X € |[w]¥ existe A € S tal que A divide a X. El ntiimero

de division s esta definido de la siguiente manera:

s =min{|S|: S C [w]* AS es familia divisora}

Para el ntimero de divisién se cumplen las siguientes desigualdades, las

cuales se pueden consultar en [5].

Proposiciéon 1.11 Y; < s < 0. [

1.2.4. Numero de distributividad

El siguiente invariante cardinal es el ntiimero de distributividad h. Este
invariante es sumamente importante para el desarrollo de este trabajo, pues
el niimero de interseccién, que se definird en el siguiente capitulo, de la familia

de ideales altos es b.
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Definicién 1.12 Una familia A C [w]* es abierta si es cerrada bajo casi-
subconjuntos, es decir, si A€ Ay B C* A entonces B € A. A es densa si
para cada X € [w]¥ existe A € A tal que A C* X. El ntmero de distributi-

vidad b se define de la siguiente manera:
h =min{|H|: VA € H(A C [w]“) AN A es densa y abierta N ﬂ’H =0}

es decir, es la minima cardinalidad de un conjunto de familias densas y abier-

tas cuya interseccion e€s vacia.
La siguiente proposicion establece una cota superior para b.
Proposicién 1.13 (Blass [5]) h < min{s, b}.

Prueba. Se veran las dos desigualdades. Sea S = {5, : @ < s} una familia
divisora de cardinalidad s. Para cada a < s sea A, = {4 € [w]* : A C*
S VANS, =*0}.

Entonces A, es una familia densa y abierta. Sea B C* A € A,. Si A C*
S., entonces B C* S, y por tanto B € A,. Si AN S, =* () entonces como
BNS,C"ANS, se tiene B € A,, con lo cual se prueba que A, es abierta.
Por otro lado, si X € [w]“ se tienen dos casos. Si X NS, es infinito, entonces
XNS,e A,y XNS, C* X. Sino es asi, entonces X NS, =* () y por lo
tanto, X € A, lo que prueba que A, es densa.

Se afirma que [{A, : @ < s} es vacio. Sea X € [w]¥, como S es familia
divisora, existe o < s tal que S, divide a X, es decir, X NS, y X \ 5, son
infinitos. Por lo tanto X € A, y asi X ¢ ({A. : @ < s}. Con esto se prueba

que h < s.
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Para verificar la otra desigualdad, sea {f, : @ < b} C w* una familia no
acotada de funciones. Sin pérdida de generalidad, supéngase que esta familia
consiste de funciones estrictamente crecientes.

Para cada a < b, sea ¢, : [w]? — {0,1} definida de la siguiente manera:

0 siz<yy falz) <y

va({z,y}) =
1 siz<yyy< falz).
Sea A, = {A € [w]¥ : A es casi p, — homogéneo}. 3

Es inmediato que A, es una familia abierta de conjuntos infinitos, es
decir, si A € A, y B C* A, entonces B € A,. La familia A, es densa por el
Teorema de Ramsey para conjuntos infinitos.*

Obsérvese que si X es conjunto ¢p,-homogéneo y ¢”[X]? = {1}, entonces
X es finito: sea xo el primer elemento de X, entonces f,(zg) es una cota
superior de X, es decir, paratoday € X\{zo}, y < fo(z0) pues ¢o({zo,y}) =
1.

A continuacién se mostrard que [{ A, : @ < b} = (. Para cada A € [w]*,
sea A = {a; : i € w} suenumeracién en orden creciente y definase g4 : w — w
la funcién que a cada nimero natural x le asocia el segundo elemento de A
que esté por encima de z, es decir, ga(z) = apy2 812 € [ap, ani1) y ga() = aq
si x € [0,ap), en caso de que ag > 0.

Si a < b es tal que f, no es dominado por g4, entonces A ¢ A,. En

caso contrario, sea k € w tal que A\ k es homogéneo. Como este conjunto es

3Recuérdese que dada una coloracién ¢ : [w]? — {0,1}, un conjunto A € [w]*” es casi
-homogéneo si existe n € w tal que A\ n es p-homogéneo, es decir la imagen de [A \ n]?

bajo ¢, tiene cardinalidad 1.
4El Teorema de Ramsey para conjuntos infinitos afirma que si X es un conjunto infinito,

n,k €w, n,k>2y p:[X]|* — k, entonces existe Y € [X]“ tal que Y es p-homogéneo.
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infinito, entonces ¢”[A\ k]? = {0}. Sea = > k tal que ga(z) < fo(z) yn €ew
tal que x € [an, anyi1). Entonces a,0 = ga(x) < fo(2) < folans1) (la dltima
desigualdad se cumple porque f, es estrictamente creciente). Sin embargo,
como @Yo ({@n+1, ansa}) = 0 se debe cumplir f,(an41) < @ny2, lo cual, con las
ultimas desigualdades, es una contradiccién. m

Originalmente, el nimero de distributividad fue estudiado por B. Balcar,
J. Pelant y P. Simon en [2], donde muestran que h es la altura minima de
un drbol base en P(w)/fin. Para mostrar este hecho, primero se presentan

algunos lemas.

Lema 1.14 Sean k < b y {A, : @ < Kk} una coleccion de familias densas y

abiertas. Entonces ({{Aas : o < Kk} es densa y abierta.

Prueba. Es inmediato que la familia ({A, : @ < K} es abierta.

Para verificar la densidad, sea X € [w]*, para cada a < k definase el
conjunto D, = {A € A, : A C X}. Se tienen entonces menos de b familias
densas y abiertas de subconjuntos de X, por lo tanto existe un miembro

comuin. Sea Y € () ,_.D,. Entonces Y € A, paratodoa<kyY C X. m

a<k

Lema 1.15 Sea A una familia casi ajena mazimal. Entonces A = {X €
[w]“:3A € A(X C* A} es una familia abierta y densa. Toda familia abierta

y densa tiene una subfamilia de esta forma.

Prueba. Sea A € A |, si B C* A, es inmediato que B € A |, lo cual prueba
que la familia es abierta. Sea X € [w]“. Si X ¢ A entonces existe A € A tal
que AN X es infinito. Sea Y = AN X. Entonces Y € A y Y C* X, lo cual

prueba que la familia es densa.
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Considérese ahora una familia densa y abierta D y sea A C D una familia
casi ajena, maximal respecto a las subfamilias de D, la cual existe por el Lema
de Kuratowski-Zorn. Se afirma que A es maximal sobre cualquier conjunto
de familias ajenas. Sea X € [w]|*“, como D es denso, existe Y € D tal que
Y C* X. Como A es maximal respecto a las subfamilias de D, entonces
existe A € A tal que ANY es infinito. Entonces A N X también lo es. De

esta manera, A es familia casi ajena maximal y claramente A [C D. =

Lema 1.16 Si A es una familia casi ajena maximal y X € [w]*, entonces

X intersecta infinitamente a al menos dos elementos distintos de A si y sdlo

si XAl

Prueba. Sean A, B € A, A # B, tales que |ANX| = |BNX| = w, entonces
(XN B)\ A es un conjunto infinito y (X N B) \ A C X \ A, lo cual muestra
que X Z* A. De la misma manera se prueba que X Z* B. Si C € A\{A, B},
se aplica el mismo argumento, (X N A)\ C es infinito y (XNA)\C C X\ C,
lo cual muestra que X Z* C. Con esto se tiene que X ¢ A |.

Por otro lado, si X ¢ A |, en particular, se tiene que X ¢ A y por lo
tanto existe A € A tal que AN X es infinito. Pero también se cumple que
X \ A es infinito, y por lo tanto existe B € A\ {A} tal que (X \ A) N B es

infinito. m
Definicién 1.17 Un arbol base es una familia T C [w]¥ que cumple las
siquientes propiedades:

1. T es un drbol ordenado con D*, con raiz w.?

5Un drbol es un conjunto parcialmente ordenado (7, <) tal que para toda x € T el
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2. Cada nivel de T (excepto la raiz) es una familia casi ajena mazimal.

3. Para cada X € [w]¥ existe A €T tal que A C* X.

Teorema 1.18 (Balcar, Pelant, Simon [2]) § es la altura minima de un

arbol base.

Prueba. Sea {A, : @ < h} una coleccién de familias densas abiertas con
interseccién vacia. Se construye un arbol base 7 por recursiéon sobre o < b.
Para el nivel 0, sea Ty = {w}.

Sea v < h un ordinal limite y supongase definido 7, para a < v como
una familia casi ajena maximal. Por el Lema 1.15 la familia 7, | es densa

y abierta para cada o < . Como v < b, la interseccién [,_. T | es densa

a<ly

y abierta (Lema 1.14). Nuevamente por el Lema 1.15 existe una familia casi

ajena maximal A tal que A [C (., Ta . Sea T, = A.

a<y
El caso sucesor se divide en dos subcasos. Supongase que se ha definido
el nivel 7,2, como una familia casi ajena maximal. Entonces 7,2, | €s una
familia abierta y densa y por lo tanto Toi2n 4 NAgion N Anioni1 es familia
abierta y densa (Lema 1.14). Por el Lema 1.15 existe una familia casi ajena
maximal A tal que A [C Toion & NAgion N Aaionit Sea Toyoni1 = A.
Supoéngase ahora que se ha definido el nivel 7, 2,.1. Se dice que un con-

junto X € [w]“ es activo en el nivel o + 2n + 1 si existen ¢ elementos de

Taront1 que intersectan infinitamente a X.

conjunto z« ={y € X : y <z Ay # x} es un buen orden.
Si existe un elemento x € 7T tal que para todo y € 7, x < y o y < x, entonces a
x se le llama raiz. Dado un ordinal «, se define el nivel a-ésimo como 7, = {z € X :

tipo de orden (z<) = a}.
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Para cada conjunto activo X € [w]?, selecciénese Yx € Toi2,11 de tal ma-
nera que X NYyx sea infinito, de manera inyectiva. Considérese una particion
de Yx en dos conjuntos infinitos Y, Yi. El nivel 7o 9,12 queda determinado
por los conjuntos de la forma Y, Y con X activo en el nivel anterior y todos
los conjuntos del nivel 7,42, que no fueron seleccionados. Es claro entonces

que el arbol asi construido cumple las propiedades 1 y 2.

Para mostrar que cumple la propiedad 3 se tiene que verificar que cada

X € [w]“ es activo en algtin nivel o + 2n + 1.

Para lograr esto, se construye un subéarbol binario 7’ de T de altura w. Se
define la raiz de 7’ como {w}. Supéngase que se ha construido el nivel n-ésimo
7, de T el cual consiste de 2" elementos (todos en el mismo nivel, digamos
ap, de T), de tal manera que todos los elementos de ese nivel intersectan
infinitamente a X. Sea Z € T/, dado que X N Z es infinito, existe a < h tal
que ZNX & A,. a pude ser de la forma o = v+ 2n o bien, v+ 2n + 1 para
v limite (en caso de que « sea limite, se tiene n = 0). En cualquiera de los

dos casos, se cumple que ZNX &€ T 42,41 |-

Obsérvese que para cualquier conjunto infinito Y se cumple la propiedad
que si Y & 7, | para algun nivel o, entonces Y & T3 | para todo 3 > a. Por
esta observacion, Z N X & Ts | para todo 6 > v+ 2n + 1.

Por el Lema 1.16, se tiene que Z N X intersecta infinitamente a al menos
dos conjuntos del algin nivel §, para § suficientemente grande. Se puede
elegir un a1 lo suficientemente grande para que cada Z € 7), ZN X
intersecte infinitamente a al menos dos conjuntos distintos Az, By del nivel
Teonsi- El nivel 7, queda determinado por {Az, Bz : Z € T}. Obsérvese

que Az, B; C* Z pues, en caso contrario, deberian ser casi ajenos con Z.
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Una vez que se ha construido el drbol 77 de altura w, se tiene que v =
sup{a,, : n € w} es un ordinal menor que b, pues h es un cardinal regular,

por lo tanto, existe un nivel de la forma v +2n+1en 7.

Dada una rama infinita del subarbol 77, se puede formar una sucesién
numerable casi decreciente de casi subconjuntos de X intersectando a cada
elemento de la rama con X, sea X = Ay O* A, ... dicha sucesién. Sea X’
tal que X’ C* A; para toda i € w (X’ se puede construir por recursién sobre

los naturales, eligiendo xy € Ay y zpe1 € [) Aj, con x,4, distinto de

j<n+1
todos los anteriores). Entonces existe Y € 749,41 tal que X’ NY es infinito,
pues Tyio,41 €s una familia casi ajena maximal. Finalmente, obsérvese que
distintas ramas generan distintos conjuntos en 7.2,+1 y por lo tanto X es

activo en el nivel v 4 2n + 1.

A continuacién se verifica que si kK < h y T es un arbol de altura k que

cumple las propiedades 1 y 2, entonces no cumple la propiedad 3.

Sea 7T, el nivel a-ésimo del arbol. Dado que cada nivel es una familia casi
ajena maximal, entonces 7, | es una familia densa y abierta. Como k < b,
existe X € [w]¥ tal que X € T, | para cada o < k.

Si no existe A € T tal que A C* X entonces X muestra que 7 no cumple
la propiedad 3.

Si existe A € T tal que A C* X entonces A € T, para algin a < Ky
como X € T, |, entonces existe B € 7, tal que X C* B. Pero como 7T, es
familia casi ajena maximal y A C* X C* B entonces A =* B =* X.

Considérese una particion de X en dos conjuntos infinitos ajenos Xj y

Xs. Entonces X; muestra que 7 no cumple 3. Supéngase que existe Ag tal

que Ay C* X, en tal caso Ay C Xy C X =" A y por lo tanto Ay € T3 para
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algin 8 > a. Sea By € T tal que X C* By. Entonces Ay, By € T3, Ay C* By,
pero By €* Ag pues X; C By \ Ay, lo cual contradice que 73 es familia casi

ajena maximal. m

1.3. Forcing

La técnica de forcing fue introducida por Paul Cohen en [7] para probar
la consistencia de la negacion de la Hipotesis del Continuo con los axiomas
de ZFC. A partir de entonces esta técnica ha sido ampliamente estudiada y
utilizada para pruebas de consistencia en problemas de teoria de conjuntos,
analisis, topologia y algebra, por mencionar algunas.

En esta subseccién se establecen algunas nociones elementales de forcing
con la finalidad de aclarar la notacién que se utiliza. No se presentan prue-
bas de las proposiciones, pero se refiere al lector a [20], como la principal

referencia de la teoria basica de forcing.

1.3.1. Ordenes parciales y extensiones genéricas

Sea (P, <) un orden parcial. A los elementos de P se les llaman condiciones
y se dice que una condicién ¢ es mds fuerte que p (o que posee més infor-
macién) si ¢ < p. Siempre se considerardn érdenes parciales con elemento
méaximo 1p. Dadas dos condiciones p, ¢ € P se dice que p y ¢ son compatibles
si existe r € P tal que » < py r < ¢q. En otro caso, se dice que p y ¢ son
incompatibles, lo cual se denota p L q.

Un subconjunto A C P es una anticadena si para todo p,q € A, p L q.

Un orden parcial P cumple la condicidn de la cadena contable (c.c.c) si toda
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anticadena A C P es de cardinalidad a lo mas numerable.
Un subconjunto D C P es denso si para todo p € P existe ¢ € D tal que
q=p.

Un subconjunto G C P es un filtro si se cumple que
1. Sipe Gyp<qentonces q € G.
2. Sip,q € G entonces existe r € G tal que r < p, q.

Considérese un modelo M de ZFC y P € M un order parcial. Un filtro
G es llamado P-genérico sobre M si para cada subconjunto denso D tal que
D € M se cumple que D NG # ().

Sea P un orden parcial. Se dice que P es separativo si para todo p,q € P,
si p # q, entonces existe r € Ptalquer < pyr Lqgqor <qgyr L p
Los 6rdenes parciales separativos cumplen ademas la siguiente propiedad: si
p € P entonces existen ¢,r < p tales que ¢ L r. Si P es un orden parcial
separativo, se puede mostrar que en M no existen filtros P-genéricos sobre
M.

Dado un modelo M y un orden parcial P € M separativo, mediante la
técnica de forcing se construye otro modelo, denotado M[G] el cual cumple
M C M|G] y el conjunto de ordinales es el mismo en los dos modelos, ademas
G € M[G]. El modelo M|G] satisface los axiomas de ZFC que satisface
M ademads de cumplir propiedades combinatorias establecidas por el orden
parcial PP.

Los elementos de M[G] no los conoce M, sin embargo se puede hablar
de ellos mediante P-nombres, los cuales son definidos de manera recursiva y

son interpretados por el filtro genérico. Los IP- nombres para los elementos de
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M|G] se definen de la siguiente manera: & es un P-nombre si & es un conjunto
de pares ordenados tal que para todo (7,p) € &, p € Py 7 es un P-nombre.

Dado = un P-nombre, la interpretacion de & se denota por z¢, el cual es un
objeto en V|G| y se define de manera recursiva: ¢ = {7¢ : (1,p) € ©Ap € G}.

Dada una férmula ¢(xy, . . ., z,) con x; variables libres y una condicién p €
P, se define la relacién p fuerza ¢ de la siguiente manera: p Ik “¢(7 ... 7,)"
si y sélo si para todo G filtro P-genérico sobre M tal que p € G, se tie-
ne que V[G] = ¢((m1)a,- -, (Tn)c) donde 7; son P-nombres y (7;)¢ son las
interpretaciones de los nombres por el filtro G.

Aun cuando esta relacion es “externa” al modelo M, es posible definirla
de tal manera que dentro de M se puede decidir cuando p IF “¢”.

La siguiente afirmacién, establece algunos hechos elementales.

Afirmacién 1.19 1. M|[G] = ¢ siy sdlo siplk “¢” para alguna p € G.
2. Siplk “p” yq <p entonces ql+ “¢”.

3. plk“pe G n

La primera afirmacién dice cémo probar que una formula es verdadera en
la extension genérica, basta con mostrar que la férmula es forzada por alguna
condicién que pertenezca a G o equivalentemente (de hecho, la manera mas
usual de hacerlo) mostrando que el conjunto {p € P: pIF ¢} es denso en P.

La segunda afirmacion es un principio de coherencia: si un enunciado ha
sido forzado por alguna condicién, entonces todas las condiciones mas fuertes

siguen forzando el mismo enunciado.
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1.3.2. Iteraciones

Considérese un orden parcial P y Q un P-nombre para un orden parcial
(es decir, Q representa a un conjunto, posiblemente un ordinal, un orden
parcial sobre el conjunto y a un elemento maximo del orden). Se define la
iteracion de dos pasos PxQ = {(p,7) : p e PAT € dom(Q) AplF “T € Q"}
con el siguiente orden:

(P, 7) <pug (0,0)
si y solo si
p<pqyplF T <g0”.

Si K es un filtro ]P’*Q—genérico sobre M, entonces K se puede descomponer
en dos filtros G y H, donde G es P-genérico sobre M v H es Qg-genérico
sobre M|[G], ademas M[K] = M[G|[H].

Sea 0 un ordinal en M. Para la construccién de la iteracién de forcing
de longitud ¢, sea .# un ideal sobre d que contiene a todos los subconjuntos
finitos de 6. Una iteracion de forcing de longitud & con soporte en & es un

objeto en M de la forma
(Pa, Qa, < 0)

que cumple las siguiente propiedades.

1. Cada PP, es un orden parcial (esto significa que tiene asociado un orden
<p, y un elemento méximo 1p_). Los elementos de P, son sucesiones

de longitud a. Sip € P, y B < a entonces p | 5 € Pg.

2. Cada Q, es un P, nombre para un orden parcial. Si (pe : & < a) € P,
entonces cada pe € dom(Q,). El elemento méximo 1p, de P, es la

sucesion (pg : £ < a) tal que pe = 1y, para todo p < c.
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3. Se define el soporte de una condicién (pe : £ < a) como supp((pe : £ <

a)) ={{<a:p#1ly }.

Las propiedades que se deben cumplir sobre la recursién son enumeradas

a continuacion.

4. Paso base. Py = {0}.

5. Paso sucesor. Si p = (pe : € < «a) entonces p € Pyyq si y sélo si

plEEPe pe €dom(Q¢) yp I & lbp, “pe € Q.

6. Para v un ordinal limite. Si p = (pe : £ <), entonces p € P, si y sélo
si para todo £ < v, p [ £ € Pe y supp(p) € &. Sip,p € P,, entonces
p < p' siysélosiparatodo{ <, pl&<p [E&

Si el ideal .# consiste de los conjuntos finitos (numerables) de « se dice

que la iteracién es con soporte finito (numerable).
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Capitulo 2

Numero de intereseccion de

familias de ideales altos

En el capitulo anterior se definié § como la minima cardinalidad de una
coleccion de familias densas y abiertas cuya interseccién es vacia.

La siguiente proposicion muestra que b es menor o igual que la minima
cardinalidad de una familia de ideales altos sobre w, cuya interseccion es el

ideal fin.
Proposicién 2.1 h < min{|['| : V.¥ € I'(Z es ideal alto) NI = fin}.

Prueba. Sea k = min{|'| : V.# € I'(# es ideal alto) A([' = fin}. Si & es
un ideal alto, entonces .# \ fin es una familia de subconjuntos infinitos de w,
abierta y densa. Sea {.%, : @ < k} familia de ideales altos cuya interseccién
es fin. Por la observacién anterior {.%, \ fin : @ < k} es una coleccién
de familias abiertas densas con intersecciéon vacia. Por lo tanto se cumple la

desigualdad h < k. m

29
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En particular, en la proposicién anterior, la interseccion de los ideales es
un ideal (fin) que no es alto. Dada una clase I' de ideales altos sobre w, se
define el nimero de interseccién de la clase I' de manera analoga, como la
minima cardinalidad de una subfamilia de I" cuya interseccion es un ideal no

alto.

Definicién 2.2 Dada una clase I' de ideales altos sobre w se define el nime-

ro de interseccion de I' como
bhr =min{|Q : QCT'A (mQ no es alto)}.

Dado un ideal .# sobre w y X € 7, la restriccién de .# a X es definida
como & [ X ={INX:1 € 7} Una clase I' de ideales es cerrada bajo
restricciones si dados & € T', X € T y f una biyeccién entre X y w, el
conjunto & [ X = {f[/NX]:1 € 7} es un ideal sobre w de la clase I
Todas las clases de ideales que se utilizan en este trabajo, son cerradas bajo
restricciones. Se debe observar que si [' es cerrada bajo restricciones entonces

es cerrada bajo permutaciones (isomorfismos).

Proposicion 2.3 Sea I' una clase cerrada bajo restricciones y Q C I'. Si

(2 no es alto, entonces existe V' de la misma cardinalidad de 2, tal que

N = fin

Prueba. Dado que [ no es alto, existe Y € [w]¥ tal que para todo X €
€, X NY es finito. Sea f una biyeccién entre Y y w. Definase ' = {7 [;
Y : . € Q}. Ahora se mostrara que (€2 = fin, para lo cual, basta verificar
que ({& Y : F € Q} = [Y]<“. Supdngase que existe X € [Y]¥ tal que
X e({F 1Y .7 € Q}, entonces, para cada & € Q existe [ € & tal que
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X =1nNY. Entonces X € .# paratodo .# € Qy por lo tanto X € (2. Dado
que X NY es infinito, se tiene una contradiccién con la suposicion inicial. m

Como consecuencia de la proposicion anterior, el nimero de interseccion
de una clase I' de ideales altos se puede definir como la minima cardinalidad
de una subclase de I' cuya interseccion sea el ideal de los conjuntos finitos de
w, es decir,

br = min{|Q[ : Q C T A()Q = fin}.

El Lema siguiente resultara de mucha utilidad para comparar los niimeros

de interseccion de las familias de ideales.

Lema 2.4 Sean ' y A dos clases de ideales altos. Si para cada & € T existe
F € Atalque Z C I, entonces ha < bhr. En particular, siI' C A entonces

ha < br.

Prueba. Sea {.Z, : a < bhr} C I una familia de ideales tal que ({4, : a <
br} = fin. Para cada o < bp sea 7, C .7, tal que 7, € A. Entonces
{Joia<br}CAy({ Zo:a<br} = fin. Porlo tanto ha < br. m

A continuacion se muestra que existen clases de ideales que pueden tomar

los valores extremos posibles: b y c.
Proposicion 2.5 b,,00ima = €.

Prueba. Se verificara que la interseccion de menos que ¢ ideales maximales

es un ideal alto. Sean k < ¢, {7, : @ < k} una familia de ideales maximales

y A € [w]¥. Se mostrard que existe X € [A]“ tal que X € ({HZ, : a < K}.
Sea {A¢ : £ < ¢} una familia casi ajena de subconjuntos infinitos de

A. Dada a < k fija, se afirma que [{A¢ : & < ¢} \ Z| < 1. Supéngase
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que existe £ < ¢ tal que A € Z, y sea ¢ # £. Como £, es maximal y
A¢ ¢ 4, entonces w \ A¢ € Z,. Por otro lado, como la familia es casi ajena,
Ae¢ N A =* 0 entonces A¢ C* w \ Ag. Por lo tanto A; € 7.

Por el principio de casillas, se concluye que existe & < ¢ tal que A¢, € .7,
para todo o < k. Tomando X = Ag, se concluye la demostracién. m

Por otro lado, la clase de los ideales MAD, asi como la clase de los ideales

magros tienen el ntimero de interseccion mas pequeno posible: b.

Proposicién 2.6 h = hyrap = bHimagro-

Prueba. Es suficiente probar b,u5r0 < barap < bh. A. Mathias probé en
[21] que los ideales basados en familias MAD son magros (es decir, MAD C
magros) y por el Lema 2.4 se tiene la primera desigualdad.

Para verificar la segunda desigualdad, basta observar que toda familia
densa y abierta D, contiene una familia casi ajena maximal A, tal que A |=
{X € w]*:3A € A(X C* A)} C D (proposicién 6.18 de [5], Lema 1.15 en
este trabajo).

Dado que cada ideal alto .# es una familia densa abierta, sea A, una
familia casi ajena maximal tal que A, |C #. Sea ¢ el ideal generado por
A |. Entonces se cumple ¢ C .#. Por el Lema 2.4 se tiene la desigualdad.
]

En cualquier espacio topolégico se cumplen las contenciones F, C --- C
Borel C analitico, en particular, los ideales sobre w de dichas clases las

cumplen. Por el Lema 2.4 se cumplen las siguientes desigualdades.

Proposicion 2.7 § < hanatitico < hpores < -+ < bp, . [ |



33

El siguiente Teorema relaciona los ntimeros de intersecciéon de algunas

clases de ideales que ya se han definido.
Teorema 2.8 [j S hwfhitting S bBorelfwfhitting S [’JP—ideal—analitico S hsumable-

Prueba. Para probar estas desigualdades se utilizard el Lema 2.4, para lo
cual se probara que la clase de los ideales sumables esta contenida en la clase
de los P-ideales analiticos y que éstos a su vez estan contenidos en la clase
de los ideales Borel-w-hitting.

Sea .# un ideal sumable y f : w — (0,00) tal que & = {A C w :
Y nea f(n) < oo}. Considérese la submedida semicontinua inferior asociada
a f, ¢ : Plw) = [0,00] dada por p(A) = > ., f(n). Entonces se cumple
la igualdad Exh(p) = Fin(p) = .# vy, por el Teorema de Solecki (Teorema
1.3), .# es un ideal P-analitico.

Sea .# un ideal P-analitico. Por el Teorema de Solecki, .# es de comple-
jidad F,s5. Ya se ha verificado que los ideales P-analiticos son w-hitting (ver
pag. 7), con lo que se concluye la segunda contencién.

Las primeras dos desigualdades son inmediatas. m

Recordemos que los ideales que pertenecen a las clases EDy;, y 2D son de
complejidad analitica F;,, ademas, como se cumple la relacion EDy;, C ED,

se tiene la siguiente
Proposicion 2.9 bg, < bgp < bgp,,, - [ |

Como se habia mencionado anteriormente, los niimeros de interseccion
de las clases Dy, y D admiten una caraterizaciéon combinatoria sencilla,

misma que a continuacion se enuncia:
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hep = min{|F|: F C w” VA € [w]“3f € FVEI*n(|f'(n)NA|l > k)}y
bep,,, = min{|F|: F C w”, VA € [w]“3f € F finito a uno
(FAF<n(f (1) 1 Al > )}

El siguiente Teorema muestra que hgp,,, es igual a b.
Teorema 2.10 [JEDfm =b

Prueba. Primero se verd que hgp,,, < b. Sea k < bgp,,, v (Pa : @ < K)
una familia de particiones en intervalos de w, donde P, = {I% : n € w}. Se
verificard que existe una particion en intervalos que domina a P, para toda
a < k. Para cada a < k, sea f, : w — w definida mediante f,(z) = n,
donde z € I%. De la definicién de f, se tiene que f,'(n) = I. La familia
{fa : @ < K} es una familia de funciones finito a uno de cardinalidad menor
que bgp,,,, por lo tanto existe A € [w]” tal que para cada a < k existen k, y
my, tales que |f;1(n)NA| < k, para todo n > m,. Sea e4 : w — w la funcién
enumeracién de A, es decir, e4(n) es el n-ésimo elemento del conjunto A.
Para cada n > 1 sea s, = Zf:oi y con esto se define la siguiente particion

en intervalos:

Jo =10,e4(0));
Jnv1 = [ea(sn), ea(snt1))-
Es decir, los intervalos estan definidos de tal manera que para todo n € w,

|J., N A| = n (en el caso que 0 € A, entonces el intervalo Jy es vacio, por lo

tanto no se considera en la particién que se define a continuacién). Se afirma
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que P = {J, : n € w} domina a P, para cada o < k. Sea a < Ky considérese
los correspondientes k,, m, tales que para todo n > m,, [I$ N A| < k,.
Sea N € w que cumpla N > max{3k,, m,} y que exista k > m, tal que
sy—1 € I. Esta ultima condicién garantiza que para m > N, si I intersecta
a J,,, entonces r > m,.

Se afirma que para cada m > N existe r € w tal que [ C J,,. Sea
ro = min{n € w: I*NJ, # 0}. Por la observacién previa, g > m,. Si
i1 © Jm- Sino fuera el caso,

)|. Pero
|AN Jy| =m > N > 3k, mientras que [AN (I3 UIY )| = |[(ANIZ)U(AN

I C Jp, se concluye la prueba. En otro caso, I

entonces J,, C I U I | y por lo tanto [AN J,,| < [AN(IFUIL .,
I )| <2k, con lo que se tiene una contradiccion.

Por otro lado, b < b EDy;, COMO & continuacién se muestra. Sea x < b
y {fa : @ < K} una familia de funciones finito a uno. Para cada a < &
considérese la siguiente particién en intervalos de w: sea kg = min{m € w :

m > 0A f,1(0) C[0,m)} (éste existe, porque f, es finito a uno) y sea
I(()l = [07 kO)

Supéngase definido 1% y sea k1 = min{m € w:m > k, AVx € I¢(Vy €

o fal@)](y <m))}. Sea
Ir?—f—l = [km kn-l—l)'

Sea P, = {I2 : n € w}. Obsérvese que por la definicién de P,, para cualquier
m € w, f;1(m) estd contenido en a lo mds dos intervalos consecutivos. Sea
P = {J, : n € w} una particién dominante de la familia (P, : a < &) lo
cual significa que para cada a < k existe N, € w tal que para cada n > N,

existe r € w tal que I C J,. Sea A un selector infinito de P. Entonces A
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cumple que para toda o < k existen k,, m, € w tales que para toda n > m,,
[fat(n) N Al < ka.

Para a < k, considérese N, y r € w tales que I* C Jy,. Sea m, =
max{ f,(z) : x € I*}. Entonces para cada n > m, |f;'(n) N Al < 3 pues
[ 1(n) estd contenido en a lo mds dos intervalos de P,. m

Un ideal .# sobre w es un @-ideal, si para cada particién (F), : n € w) de
w en conjuntos finitos, existe un conjunto X, .#-positivo tal que | X NF,| < 1

para todo n € w. El siguiente Teorema es de H. Hrusak, D. Meza y H. Minami

([15]).

Teorema 2.11 (Hrusak, Meza, Minami [15]) Sea .# un ideal boreliano.

Los siguientes son equivalentes:

1. . no es Q-ideal

2.  es w-hitting. |
Proposicion 2.12 1. BED,,, < YBorel—w—hitting

2. Bsumable < b.

3. YBorel—w—hitting < B fragmentado-

4+ Btragmentado < OED,;, -

Prueba.

Para probar 1 se utilizara el Teorema 2.11, para mostrar que cada ideal
Borel-w-hitting contiene un ideal de la clase EDy;,. Sea .# un ideal Borel-w-
hitting. Por el Teorema 2.11, .# no es Q-ideal, es decir, existe una particion

(F,, : n € w) de w en conjuntos finitos, de tal manera que cualquier selector
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de la particién es elemento de .#. La funcién f : w — w definida por f(z) =n
donde z € F,,, es una funcién finito a uno y el ideal de la clase ED;, basado
en f, cumple £Dy C .# pues cada elemento de £Dy es una unién finita de
selectores de (F), : n € w). El Lema 2.4 concluye el resultado.

Para (2) se utilizard la caracterizacién de b tomada de [11].
b=min{|S|: SC ey AVX € [w]*Ts € S(s | X & (1)},

donde ¢y y ¢; denotan los espacios de Banach estdandar. Sea k < Bgumabie
y S = {sq : @ < K} C ¢p. Sin perder generalidad se puede suponer que
Y new Sa(n) = oco. Para cada a considérese el ideal sumable %, = {A C w :

Y nea Sa(n) < oo}. Como K < hsymanie existe A € [w]* tal que A € (., Zas

a<k
lo cual significa que ), _, sq(n) < 0o para todo a < &, es decir s, [ A € ;.
Por lo tanto x < b.

Para 3, basta verificar que todo ideal fragmentado es un ideal Borel-
w-hitting. Sea .# un ideal fragmentado, (I, : n € w) una particién de w
en conjuntos finitos, y (¢, : n € w) submedidas que verifican que .# es
fragmentado. Por definicién .# es de complejidad analitica F,.

Supdéngase que £ no es un ideal w-hitting. Entonces por el Teorema
2.11, Z es un @-ideal, lo cual significa que existe un conjunto X .#-positivo
tal que | X N 1[,|] < 1 para todo n € w. Como X es .#-positivo, entonces
sup{on(X N 1,) : n € w} = sup{p,(z,) : X NI, # 0} = co. Por lo tanto
existe un subconjunto infinito Y C X tal que el n-ésimo elemento de Y tiene
submedida al menos n. Por lo tanto .# no es un ideal alto, lo cual es una
contradiccion.

Para la prueba de 4 basta observar que cada ideal de la clase EDy;, es un

ideal fragmentado, definiendo I,, = f~'(n) y ¢, (A) = |A| para A € P([,,). m
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Teorema 2.13 b = bEDfm - bBorel—w—hitting = banalytic—P—ideal - bsumable =

[jfragmentado .

Prueba. Basta verificar b = bEDfin < bBorel—w—hittmg < banalytic—P—ideal <

Bsumabie < b.

El Teorema 2.10 es la primera igualdad, 1 de la proposicién 2.12 es la
primera desigualdad, las siguientes dos desigualdades son el Teorema 2.8 y
la dltima desigualdad es 2 de proposicién 2.12. Por otro lado, 3 y 4 de la
proposicién 2.12 muestran que B porer—w-—hitting < B fragmentado < Den;,,. ®

No es conocido si el nimero de interseccién de la familia de ideales E'D es
igual a alguno de los invariantes cardinales cldsicos, como en el caso de hgp,,,,
sin embargo se puede acotar estrechamente por ambos lados. El siguiente

Teorema dard cuenta de ello. Para acotarlo por arriba y para facilitar los

calculos, se introduce el siguiente invariante cardinal.
v=min{|F|: FCw’AVA € [w]*If € F(Vn € w(|AN f'(n)] =Ny))}.

Naturalmente, se tiene la desigualdad hgp < v.

El siguiente Teorema acota a hgp inferior y superiormente.
Teorema 2.14 min{b,s} < hgp < min{b, non(N)}.

Prueba. Para probar la primera desigualdad se utilizara la caracteriza-

cién de min{b,s} que esta dada en [5] (Teorema 3.5) la cual es la siguiente.

min{b,s} = min{|X|:Vp € X(p: [w]> = 2) AVA € [w]“Tp € X
Vn € w(e [A\n]? =2)}.
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Sea k < min{b,s} y F = {fa : @ < k} C w”. Para cada o < K sea
Yo : [W]* = 2 como sigue: ¢, ({m,n}) =0 siy sdlo si fo(n) = fo(m). Como
k < min{b, s}, existe A € [w]* tal que para cada o < k existe n, € w tal que
|”[A\ na)?| = 1. Ahora se procede por casos.

Si @A\ ny|?>={0},seaa € A\ nyy mg > max({fa(k) : k <ng+1} U
{fa(a)}), entonces f;'(n)NA = @ para todo n > my. Si g, [A\n.)? = {1}y
me = max{fo(k) : k < n,+1}, entonces |f, ' (n)NA| < 1 para todo n > m,.
De lo anterior se concluye que k < hgp y por lo tanto hrp > min{b,s}.

Para la segunda desigualdad bastard probar que se cumple la relacién
v < non(N).

Sea 1o la medida sobre w dada por pig(n) = s v sea p la medida
producto sobre w”. Sea Ny = {f € w* : In € w(|AN f71(n)| < No)}.
Supéngase que pu(N4) = 0. Sea k < vy F C w* una familia de funciones
de cardinalidad k. Dado que k < v, existe A € w* tal que para toda f € F
existe n € w tal que |f~1(n) N A| < Ny. Entonces F C Ny, y por lo tanto
F es un conjunto nulo, con lo cual se tiene £ < non(N) lo que prueba la

desigualdad.

Para verificar que u(N4) = 0, obsérvese que

Na= | NanF),
new,Fe[A]<w
donde Nao(n, F)={few’: fT{(n)NA=F}.
Sean € wy F = {ag,...,a,} € [A]<¥ (en orden ascendente). A con-
tinuacién se mostrard que p(Na(n, F')) = 0 y como la unién numerable de

conjuntos de medida 0, tiene medida 0, entonces p(N4) = 0.
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p(Na(n, F)) = 1im (po(w\ {n})™ (po({n}))(to(w \ {n}))" =~ (uo({n}))
o (uo(w \ {n )" (o ({n ) (po(w \ {n}))™
= Im (po(w\ {n})" " (uo({n}))" (o(w \ {n}))"

) 1 ar—r—1 1 r—1 1 m
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Capitulo 3

Resultados de consistencia

En este capitulo se muestra que es consistente con ZFC que algunas de
las desiguladades del capitulo anterior sean estrictas. Para exhibir el modelo
donde se cumplen dichas desigualdades, se utilizard la técnica de forcing
iterado con soporte numerable o finito.

Los resultados de consistencia que se han obtenido son los siguientes:

—_

. b < banatitico.

2. br, = bep < bBu—hitting-

w

. hE‘D = hwfhitting <b.

S

En cada una de las pruebas se presentan las nociones de forcing utiliza-
das, asi como las propiedades del mismo que permiten realizar dicha prueba.
Generalmente, se utilizard como modelo base un modelo de CH. En otro

caso, el modelo serd construido previamente.

41
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3.1. Consistencia de § < hanastico

Para realizar esta prueba se utilizan las siguientes nociones de forcing:

= Forcing de Laver L. T" € L si y sélo si

1. T Cw<v.
2. T esun arbol (sit € T'y n < |t| entonces t [ n € T).

3. Existe sy € T (llamado stem de T') tal que paratodot € T, sy C t

o bien, t C sp.

4. Para todo t € T tal que sy C ¢, el conjunto sucep(t) = {n € w:

t"n € T} es infinito.

El forcing de Laver esté ordenado por la inclusion, es decir, si T,7T" € L

entonces, 7" < T siysélosi T C T.

El forcing de Laver agrega un real de la siguiente manera: si G es un
filtro LL-genérico sobre V', entonces fo = (J{sr : T € G}. Obsérvese
que V[G] = V[fa].

Observacién 1 Sea F un filtro sobre w. Si la condicion 4 se cambia
por:

4. Para todo t € T tal que sy C t, el conjunto sucer(t) = {n € w:
t'neT} e F.

Se tiene el forcing de Laver asociado al filtro F, el cual se denota por

Ly.
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= Forcing de Mathias M. p € M si y sélo si

1. p=(a,A) donde a € W]y A € [w]*.

2. méx(a) < min(A).

Con el siguiente orden: (a, A) < (a/,A") siy s6losia’ Ca, AC Ay
a\a CA.

El forcing de Mathias agrega un real de la siguiente manera: si G es un
filtro M-genérico sobre V', sea Xg = J{a : 34 € [w]¥ : (a, A) € G}. Se
define (en V[G]), fa(n) como el n-ésimo elemento de X¢. Nuevamente

se tiene V|G| = V[X¢]| = Vfqa].

Observacion 2 SealU un ultrafiltro sobre w. Si a las condiciones (a, A)
se agrega la propiedad A € U, entonces se obtiene el Forcing de Mat-

hias asociado a U, denotado por My,.

Si Py Q son dos nociones de forcing, con PQ se denota la iteracion de dos
pasos P+ Q y con P, la iteraciéon de P con soporte numerable de longitud
wy.

Recuérdese que un ultrafiltro U sobre w es selectivo si para cualquier
particién (I, : n € w) de w, existe n € w tal que I, € U o existe U € U tal
que |UNI,| <1 para todo n € w. La existencia de ultrafiltros selectivos es
independiente de ZFC, por ejemplo bajo CH se prueba que éstos existen, sin
embargo, se han construido modelos donde no existen ultrafiltros selectivos,
por ejemplo, S. Shelah en [28] presenta un modelo donde no existen P-puntos,

en particular, no existen ultrafiltros selectivos.
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Los siguientes resultados relacionados al forcing de Mathias son bien co-

nocidos.

Lema 3.1 Considérese P(w)/ fin ordenado por C*. Sea G un filtro P(w)/ fin-

genérico sobre V. Entonces G es un ultrafiltro selectivo.

Prueba. Primero se observa que dado que es P(w)/fin es o-cerrado, no
agrega reales nuevos, por lo tanto basta verificar que el ultrafiltro es selectivo
para particiones de w en V. Sea (4, : n € w) una particién de w en conjuntos
infinitos. Se afirma que el conjunto B = {B € P(w)/fin : B Ik “Vn €
w(lBNA, <1)Vvdn e wB C A,)"} es denso (naturalmente se tiene
BlF “B e G”). Sea A € [w]¥; si existe n € w tal que AN A, es infinito, sea
B = AN A,. En otro caso, AN A, es finito para toda n € w. Sea B € [A]¥
tal que |[BN A,| <1 para todo n € w. En cualquiera de los dos casos, B € B

y B C A, por lo tanto, B es denso, lo cual concluye la demostracion. m

Lema 3.2 Sea U un ultrafiltro sobre w, G un filtro My,-genérico sobre V' y
Xe =U{a:34 € w]“({(a,A) € G)}. Entonces V|G] = X¢ C* U para todo
Uecl.

Prueba. Sea U € U. Entonces el conjunto {(a, A) € My, : {(a, A) IF “X5 C*
U”} es denso. Dada una condicién (a, A) € My, considérese la pareja (a, AN
U). Como U es un ultrafiltro, entonces ANU € U por lo cual (a, ANU) € M.
Es inmediato que (a, ANU) < {(a,A) y (a, ANU) IF “Xg C*U". m

El Lema anterior muestra que My, agrega una pseudo-intereseccion al

ultrafiltro U.

Lema 3.3 (folklore) M ~ P(w)/fin*M,, dondelU es el ultrafiltro agregado
por P(w)/ fin.
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Prueba. Considérese la funcién ¢ : Ml — P(w)/ fin*M,;, dada por ¢({a, A)) =
(A, (a, A)). De la observacién que para todo A € [w]*, A lFpiy,/in “A € U
se sigue que ¢ es un encaje denso. m

De los Lemas anteriores se concluye que el forcing de Mathias se obtie-
ne agregando un ultrafiltro selectivo y una pseudo-interseccién del mismo.
Ademas, si G es M-genérico sobre V', entonces V[G] = V[U][X] donde U es
el ultrafiltro selectivo agregado por P(w) y X es la pseudo-interseccién de U
agregada por M.

El siguiente Teorema de A.R.D. Mathias [21], serd necesario para probar

el resultado de consistencia.

Teorema 3.4 (Mathias [21]) Sea U un ultrafiltro sobre w. Entonces U es
selectivo si y solo si U NI # O para todo ideal analitico & . [

Teorema 3.5 FEs consistente con ZFC que b = wy y Hanalitico = wo.

Prueba. A. Dow prob¢ en [8] que si V = CH y G es un filtro LM, -genérico
sobre V', entonces V|G| = h = w;.

Se probard que V[G] | Banaittico = wy, para lo cual se mostrarda que dada
una familia (%, : @ < wy) € V[G] su interseccién no es el conjunto fin.

Primero se afirma que existe f < wy tal que .#, € V[Gj] para todo a <
wi. Sea a < wy. Dado que .Z, es analitico, es imagen continua de un espacio
polaco. Como las funciones continuas estan determinadas por los valores en
un subespacio denso numerable, existe (3, < ws tal que ., € V[Gg,]. Sea
B =sup{f, : @ < wi}, entonces .Z, € V[Gg| y B < wa.

Por la observacién anterior, se tiene que V[Gai1] =~ V[G3][f][U][X] donde

f es el real de Laver, U es el ultrafiltro selectivo agregado por P(w)/finy X
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es la pseudointerseccién de U agregada por M;,. Por el Teorema de Mathias
(Teorema 3.4), para cada o < wy, U N.Z, # . Sea I, € U N F,. Como X es
pseudo-interseccion de U, X C* I, por lo cual X € .Z,, para toda a < wy,
por lo tanto X € ([{ Lo :a <wi} # fin. =

3.2. Consistencia de b, = bgp < bu_nitting

Para esta prueba se utilizara la iteracion de longitud ws del forcing de
Laver. La prueba esta dividida en dos partes. En la primera se muestra que
en la extensién de Laver, b, _piting = wo, mientras que en la segunda parte
se muestra que hgp = w;.

Considérese el caso particular de forzar una vez con el forcing de Laver.
Sea V' un modelo de C'H y G un filtro L-genérico sobre V', entonces en V[G],
bep = ws

No fue posible establecer un teorema de preservacién de hgp a lo largo
de iteraciones. Sin embargo, el Teorema de preservacién para iteraciones con
soporte finito o numerable de M. Goldstern ([10]) fue utilizado por J. Pawli-
kowski en [23] para probar que non(N') se preserva a lo largo de la iteracién
de longitud ws del forcing de Laver. En la segunda parte de esta seccion se
muestra este hecho y por el Teorema 2.14 se obtiene el resultado deseado.

Para establecer la primera parte del Teorema es necesario el siguiente

Lema 3.6 Sea & € V un ideal w-hitting. Si G es un filtro LL-genérico y
A =ran(fg), entonces V|G| | A e 7.

Prueba. Basta probar que el conjunto {S € L : S IF “A € .#7} es denso

en L. Sea T € L una condicién de Laver. Considérese la familia numerable
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de subconjuntos infinitos de w, {sucer(t) : t € T'A sy C t}. Como & es
w-hitting, existe I € .# tal que I N succr(t) es infinito para cada t € T tal

que st C t. Se define 7" < T por recursién como sigue:
» Sy = Sp, sucer(st) = sucer(sr) N1,

» sup6ngase definido 7" hasta el nivel |sp| +n paran > 1y seat € T'

con |t| = |sr| + n. Sea sucer(t) = sucer(t) N 1.

Entonces T" € L, T" < T y para todo t € T" tal que s;v C t, se tiene
que sucer:(t) C I. Por lo tanto, si n > |sp|, T IF “fa(n) € I” por lo cual
T' I+ “ran(fg) C* I” y por lo tanto 7" IF “ran(fg) € 7. =

Teorema 3.7 Es consistente con ZFC que hpp = w1 Y Hu—nitting = w2.

Prueba. Sea V = CH y G un filtro L,,-genérico sobre V. Se verifica que
VIG] = Bu—hitting > w1. Sea (S, : @ < wy) € V[G] una familia de ideales
w — hitting.

Afirmacién 3.8 FEzxiste v < wy tal que V[G,| = F, N V[G,] es w-hitting,

para todo o < wy.

Sea o < wq. En V[G,,], enumérese todas las sucesiones de subconjuntos de
w, ({AS :n € w) : & < wp) (por CH se sabe que sélo hay w). Para cada
£ < wy, sea I§ € F, tal que I§ N AS # (0 (en V|[G]) para todo n € w. El
conjunto {15 : £, a < w;} tiene cardinalidad w; y por lo tanto existe a; < wo
tal que I§ € V[G,,] para todo £ < w;. Iterando este proceso w; veces, se
encuentra a,, . Se afirma que v = «,, funciona. Sea (A4, : n € w) € V[G,],

entonces existe ( < wi tal que (A, : n € w) € V[G,]. En V|G, | para
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cada o < wy, existe I, € .Z, tal que para todon € w, I, N A, # (. Dado que
VG
Considérese dicho v < wy. Por el Lema 3.6, en V[G,41] E A € & para

ocs1) € VIG,], se tiene que V[G,] = Z, es w-hitting para todo o < wy.
cada ideal w — hitting, donde A es la imagen del v + 1-ésimo real de Laver,
en particular, V[G,41] = A € F, para cada o < wy, de lo cual se tiene
A€ Ha:a <wi} con lo que se concluye que hy_pisting > wi.

Para probar que V[G] | hgp = w; se mostrard que V|G| = non(N) = w;.
En el resto de la subseccién se prueba este hecho. m

Se mostrard que el forcing de Laver preserva medida exterior y que la
iteracion de longitud w, también. Para probar esto ultimo, se utilizan los
teoremas de preservacién de forcing de Goldstern (ver [10]). La notacién y
los resultados generales son de [10].

El siguiente hecho es bien conocido. Un conjunto C C w® es cerrado si y
sélo si existe un drbol T C w<¥ tal que C={f e w“:Vn e w(f [neT)}.

A continuaciéon se presentan los elementos necesarios para enunciar el
Teorema de preservacion de forcing para iteraciones con soporte numerable.
Sea (C,,: n € w) una sucesién creciente de relaciones binarias en w®, es decir,
si f C,, g, entonces f C, 1 g para todo n € w. Las relaciones deber ser dadas
por una definicién aritmética, las relaciones que se utilizan, lo cumplen. Sea
C= U,cw En-

La relacién C debe ser tal, que para todo conjunto a C w*“ numerable,
exista g tal que para todo f € aNC, f C gy que para cada g € w* el

conjunto {f € w* : f C g} sea cerrado.

Definicién 3.9 Sea 6 un cardinal sufientemente grande y N = H(0) (un

submodelo elemental). Diremos que g € w* (C,C)-cubre a N si para todo
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feNnw’, fCg.

Definicién 3.10 Sea Q una nocion de forcing, f un Q-nombre para una
funcién en C, f* una funcion en w* y (p, : n € w) una sucesion decreciente
de condiciones en Q. Diremos que (p, : n € w) interpreta f como f* si para

todon € w, pulF “f In=f*In"

Definicién 3.11 Una nocion de forcing Q preserva (C, C) si para cada N <
H(0) submodelo elemental numerable que contiene Q y C, g es una funcion
que (C,C)-cubre a N y (p, : n € w)y € N es una sucesion que interpreta a
(for-- -, fx) € N como (fz,..., f), entonces existe una condicion N -genérica
q < p, tal que

1. qlFg “g cubre N[G]”,
2. para todan € w y todat <k, qlrqg “ff G, g — fZ C.g”.

Ahora se presenta (sin demostracién) el Teorema de preservacién para

iteraciones con soporte numerable de Goldstern.

Teorema 3.12 (Goldstern [10]) Sea P = (P,,Q, : o < &) una iteracion
de forcing con soporte numerable. Si para cada o < 0, IFp, Q preserva C7,

entonces P preserva C. [ |

A continuacién se probara que el forcing de Laver “preserva medida ex-
terior”.

Sea (2 la coleccién numerable de conjuntos cerrado-abiertos de 2* y con-
sidérese la topologia discreta en 2. i denota la medida de Lebesgue en los

conjuntos medibles de 2 y u* la medida exterior de los subconjuntos de 2“.
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Sea Crandem — {f ¢ ¥ . V¥n € w(u(f(n)) < 27)}. Entonces Crendem eg
un conjunto cerrado en la topologia producto de €“.

Para cada f € Cr®d°m ge define el conjunto

A=Y U ).

new k>n

Dado f € C@m ¢l conjunto A; C 2% es un conjunto de medida cero,
pues para n fija, p (Ukzn f(k)) <242l =27 vy i H es un

conjunto de medida cero, entonces existe f € C™"™ tal que H C Ay.

Definicién 3.13 Sean f € Cdom ¢ c 2% yn € w. Se define f Eg"”dom g

si y solo si para toda k >n, g & f(k).

La relacién Crendom og cerrada. De la definicién de C7emdom ge verifica
que f Cromdom g siy s6lo si g & Ay. De esta tltima observacién se deriva la

siguiente

Proposicién 3.14 Para un modelo numerable N, (g Erandom Crandom)_cypre

N si y solo si g es random sobre N.

Prueba. Sea g un real de random sobre N y f € Cr*dm 0 N. Como g
es random, entonces no pertenece al conjunto nulo Ay. Por la observacién
anterior, f Crendem g

Sea g un real que (Crandem Crandom)_cybre N es decir, para cada f €
Crandom N f [rendom g Sea H un conjunto de medida cero en N y
f € Crandom 3] que H C Ay. Como f Cromdom g entonces g ¢ Ay, par-

ticularmente g ¢ H, lo cual prueba que g es random sobre N. m
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Proposicién 3.15 Si Q preserva "M% entonces para cada conjunto de

reales A, si p*(A) > 0, entonces lFg “p*(A) > 07.

Prueba. Sea A tal que pu*(A) > 0 y supdéngase que existe ¢ € Q tal que
qIFg “u(A) = 07. Entonces existe un Q-nombre f para una funcién tal que
q g “f g Qrandom n A C A7 Sea N = H(0) un modelo numerable tal que
Q, f ,p € N y sea g que cubre a N, es decir, un real de random sobre N.
Entonces ¢ IF “g € A;” (pues g cubre a N) pero existe p < ¢ tal que
plF “g cubre N[G]”, entonces p I- “g ¢ A;7, lo cual es una contradiccion. m

El siguiente Teorema muestra que el forcing de Laver preserva medida

exterior.
Teorema 3.16 (Pawlikowski [23]) L preserva Crandom,

Prueba. Sea N < H(f) un modelo numerable tal que L, E""%™c N g que
cubre a N y (T}, : n € w) una sucesién en N que interpreta a fo como f.
Se mostrard que existe una condiciéon 7' < T,, N-genérica tal que T I “g es

random sobre N[G]” y que para todon € w, T IF “f3 Trondom g _y f, [random

2

q’.
Sea Crandom o] conjunto de L-nombres para los elementos de Crendom  Se
mostrard que para cualquier S € N N7, si g es random sobre N, entonces
existe T < S N-genérico tal que para todo f € Cradom 0 Nyoon, T |- “g &
f (n)”, lo cual muestra en particular que g es random sobre N|[G].
Sea D la coleccion de los subconjuntos densos abiertos de L.

Definase Y de la siguiente manera: para cualquier h € 2¥, h € Y si y sélo

si existe T' < S que cumpla para todo D € DN N existe R € cl(D) N N
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T < R, y para todaf € Crandom n N yon T |- “z ¢ f(n)”. De la primera
condicién se sigue que T' es N-genérico.

Dada k € w sea Y} definida de la siguiente manera, h € Y} si y sélo si
existe T* < S tal que para todo D € DN N existe R € cd(D)NN TF < R,
para todaf € Crendom N op Tk |k ¢z & f(n)’ y para toda n > k,
T*I- “z & fo(k)”. De esta manera se tiene que Y = J, ., Y-

Se afirma que p(Y) = 1 para lo cual se mostrard que p*(Y) > 1 — ¢ para
cualquier € > 0.

Sea € > 0 y considérese una enumeraciéon {D,, : n € w} de los conjuntos
densos de I en N. Se define por recursion una sucesioén de condiciones de L
como sigue. Ty =S, T,, € N, T,;1 < T,, T,, € cl(D,,). Entonces {T,, : n € w}

es una sucesién de fusién, por lo tanto T' = . T, € L.

new

Obsérvese que T ha sido construida adecuadamente para que se cumpla la
primera condicién de los elementos de Y, por lo tanto, dado un real h € 2%, h
no pertenece a Y si existe f g Crandom para el cual existan una cantidad

infinita de naturales que cumplan T IF “h € f(n)”. Con lo anterior se tiene

la siguiente contencién:
2\Y C{he2:3f e C™ N\ N ATF®n cw(T I “h e f(n))}

Consideremos una enumeracién {f; : j € w} de C"*m™ N\ N y sea ng € w

tal que ), ., 27772 < ¢. Entonces se tiene

{ge2:3f e Crmdom A N ATF®n e w(T I+ “g e f(n))} C
{ge2:FaIn>j+ng(TIH g€ f](n))} =

U U {g€2“: Tl <z € fi(n)}.

JEWN>j5+ng
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Como L preserva medida exterior, u*({g € 2¥ : T IF “z € f;(n)}) < 27"
y por lo tanto, p*(2¢\Y) < >
que p*(Y) = 1.

iew Zn>j+n0 27" < g, por lo que se concluye
De la misma manera se prueba que p*(Y;) < 1 — 2F.
Ahora soélo falta verificar que g € Y, para lo cual tenemos que mostrar
que existe una sucesién de conjuntos borelianos (B, : n € w) € N tal

que cada elemento pertenece a N y de tal manera que para cada k € w,

Corolario 3.17 Si G es L,-genérico sobre V' un modelo de CH, entonces

VIG] = (bep) = w

Prueba. El Teorema anterior muestra que L preserva C"°™ v por el Teo-
rema de preservacién para iteraciones con soporte numerable, L, también
lo preserva. En particular, en V[G], V N2 es un conjunto de medida no cero
de cardinalidad w;. Asi, en V[G], non(N') = w;. Por el Teorema 2.14 se tiene

el resultado. =

3.3. Consistencia de hgp = by, _piting =w1 'y b=
W2

Para esta prueba de consistencia se utilizara el random forcing B(w;). Sea
p la medida producto estdndar sobre 2¥! y considérese el conjunto N, =
{X C 2% : u(X) = 0}. Se define una relaciéon de equivalencia sobre la
familia de los conjuntos borelianos Borel(2“1) de 2“1 como sigue: si A, B €

Borel(2*'), A ~ B siy sbélo si AAB € N, (donde A denota la diferencia
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simétrica de conjuntos). Con [A]y se denota la clase de equivalencia con
respecto a esta relacién de un conjunto boreliano A. Sea B(w;) = {[A]x :
A € Borel(2¢1)}. El orden parcial sobre B(w;) estda definido de la siguiente
manera: [A]y < [B]y siy sélosi A\B € N, . El random forcing B(w;) agrega
wy reales. Sea G un filtro B(wy)-genérico sobre V| la funcién genérica fg :
w1 — 2 esta definida mediante fg (o) = 1siysoélosi [{z € 2¥: z(a) = 1}],, €
G. Se definen los w; reales 1, : w — w como 14(n) = fo(a-w+n) para cada
a < wy.

V[G] se puede ver como Vir, : @ < wi| donde 7, son los w; reales de
random agregados por G.

Una de las propiedades bésicas del random forcing B(w;) es que preserva
b. Ademés en la extensién genérica se cumple non(N) = w;. Los dos lemas

siguientes son bien conocidos y muestran estos hechos.

Lema 3.18 S5i {g, : @ < k} C V NwY es una familia de funciones no
acotada y G es un filtro B(wy)-genérico, entonces en V[G], {ga : @ < K} es

no acotada.

Prueba. Para probar este lema bastara mostrar que si f es un B(w; )-nombre
para un elemento de w“ entonces existe g € V Nw® tal que IFg(,,) “f <*g”.
Dado f, definase g(n) = min{k € w : u([f(n) < k]) > 1 — 571~ Entonces g
cumple la propiedad requerida pues J,,c, [,>n,[f(17) < g(n)] tiene medida

l. m

Lema 3.19 Si G es un filtro B(wy)-genérico, entonces V|G] = non(N) =

Ww1.
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Prueba. Sean (r, : @ < wi) los wy reales de random. Entonces se afirma
que {7, : @ < wi} es un conjunto de Sierpinski, es decir, un conjunto no
numerable tal su intersecciéon con cada conjunto de medida cero es numerable.
Este conjunto muestra que non(N') = w.

Sea H € V|[G] un conjunto de medida cero y H un B(w;)-nombre para

H. Sea I = supp(H). Entonces I es numerable y {{ <w;:re € H} C {¢ <

wi = supp(re) NI # 0} el cual es un conjunto numerable. m

Teorema 3.20 Es consistente con ZFC que hpp = Yu_pitting = w1 ¥y b =

[JEDfm = Wa.

Prueba. Sea V' = w; = non(N) < b = w; (por ejemplo, el modelo obtenido
en el Teorema 3.7). Sea G un filtro B(w;) genérico sobre V. Entonces por los
dos Lemas anteriores se tiene V[G] = non(N) = w; < b = wy. Resta probar
que by_pitting = w1 para lo cual se exhibird una familia de cardinalidad w; de
ideales w — hitting cuya interseccién sea el ideal fin.

Sean {r, : @ < wy} los reales agregados por G y para cada 8 < w; se
define Jg = Tgl(l). Para cada a < wy sea .7, = (Js : f > «). A continuacién
se mostrara que cada .#, es un ideal w—hitting y que ({{Zs : @ < w1} = fin.

Sea (A, :ne€w) e Vry:v<alyp >« Como Jg € 4, basta ver
que Jz N A, # 0 para todo n € w. Observemos que u({f € 2** : Vk € A, :
f(B-w+k)=0})=0, con lo cual se tiene que u[Jz N A, = 0] = 0.

Se verificard ahora que ({4, : @ < w1} = fin. Supongamos que V[G] =
A € [w]¥, entonces existe a < w; tal que A € V[G,]. Para 8 > a, u({f €
291 :Vk € A(f(B-w+k)=1)}) =0, lo cual implica que A Z Js para todo
f > ay portanto ([{ Lo :a <wi} = fin. m
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Recordemos que un invariante cardinal j es manso (ver [32]) si se puede
definir como el minimo tamano de un conjunto A C X, donde X es un espacio
polaco y se cumplen propiedades ¢(A) y para todo x € X existe y € A
que cumplen O(x,y), donde ¢ es una férmula que cuantifica sobre nimeros
naturales y elementos de A, mientras que # es una férmula proyectiva que no

hace mencion del conjunto A.

Como ejemplos de cardinales mansos tenemos los siguientes. Sea a la mini-
ma cardinalidad de una familia MAD. Entonces, para mostrar las férmulas
que garantizan que a es manso, consideremos X = P(w), ¢(A) la féormula
que garantiza que los elementos de A son casi ajenos y 6(z,y) la férmula que

garantiza que z Ny es infinito.

Para mostrar que b es manso, sea X = w* y 6(z,y) la férmula que afirma

x £ y (en este caso no es necesaria la férmula ¢).

El Teorema 6.1.11. de [32] establece caminos éptimos para separar cardi-
nales mansos de algunos cardinales (bajo una suposicién adecuada de exis-
tencia de grandes cardinales). Particularmente, si j es un invariante cardinal
manso y existe alguna extensién por forcing en la que se prueba j < b, en-

tonces, entonces V|G| = j < b si G es L, genérico sobre V.

El Teorema 3.20 muestra que es posible separar a b, piting de b utilizando
la iteracion de longitud ws del forcing de Laver y después forzando con w;
reales de random. Sin embargo, el Teorema 3.7 muestra que en la extensién
de Laver no es cierta dicha desigualdad. Por lo tanto b, _piting no es un

invariante cardinal manso.
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3.4. Consistencia de hrp < add(M)

Para esta prueba de consistencia se utilizara el forcing de Laver asociado
al filtro de Fréchet L, (el filtro de Fréchet F'r es el filtro que consiste de los

subconjuntos co-finitos de w).

Definicién 3.21 Se dice que una familia de funciones F C w® es w-hitting
si para cada sucesion (A, :n € w) C [w]*, existe f € F tal que f~(m)N A,

es infinito (equivalentemente, no vacio) para cada n,m € w.

Lema 3.22 Sea F C w” una familia de funciones w-hitting. Si F = J{Fn :
n € w} con F,NF,, =0 cada que n # m, entonces existe k € w tal que Fy,

es w-hitting.

Prueba. Supdngase que para cada k € w, F; no es una familia w-hitting.
Entonces se afirma que (J{Fj : k € w} no es w-hitting.

Para cada k € w sea (A* : n € w) C [w]* una sucesién tal que para todo
[ € Fi, existen my,, ny, tales que f~'(my,)NAL = 0. La sucesion (A7 : n,m €
w) muestra que | J{Fy : k € w} no es w-hitting pues, dado f € |J{Fx : k € w},
[ € Fi para algin k € w y por lo tanto f~*(my) N AL =0. m

La preservacién de familias de funciones w-hitting en iteraciones de for-
cing en general, no es cierta. Sin embargo, se puede introducir la nocién de
preservacion fuerte de familias de funciones w-hitting, la cual si es preservada

a lo largo de iteraciones.

Definicién 3.23 Una nocion de forcing P preserva fuertemente familias w-
hitting de funciones si dado un P-nombre A para un subconjunto infinito de

w, existe (A, :n € w) C [w]¥ tal que para cualquier f € w*, si f~(m)N A,
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es infinito para todo n,m € w, entonces lkp “f~1(m) NA es infinito para todo

mew’.
Lema 3.24 Lpg, preserva fuertemente familias w-hitting de funciones.

Prueba. Supdngase que el enunciado no es cierto. Entonces existe Aun L,
nombre para un subconjunto infinito de w tal que para cada (4, : n € w) C
[w]“ existe f € w* tal que f~'(m)N A, es infinito para todo n,m € w pero

existen Ty € Lp, y ny, my € w tales que
Tyl “fY(mp) N A Cny”. (3.1)
Sea
F={few’ YA, :nc€w)Vnmecw(f (m)NA, ="
ATy € Lp,3myp,np € w(Ty IF “fHmp) N A Cng)’}.

Entonces, por definicion, F es una familia de funciones w-hitting.

Ahora se procede con el andlisis del rango para el forcing de Laver Lg,.
Dada s € w<¥, se dice que s favorece “k € A” si no existe una condicién
T € Lg, con sy = s tal que T I+ “k & A”. Equivalentemente, si para toda
condicién T' € Lp, tal que sy = s existe T < T tal que T I+ “k € A”. El

rango de s se define por recursiéon como sigue:

(

3K € [w]“(Vk € K (s favorece k € A)) o bien,

= 7k(s) =04 < 3X e [w]*, 3f: X — w finito a uno

VI € X (s™1 favorece f(I) € A)
\

» rk(s) < a siy solo si existe X € [w]* tal que rk(s™1) < « para todo
leX.
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= rk(s) = 0o en otro caso.

Se afirma que rk(s) < oo para todo s € w<*. En caso contrario, sea
5 € w< tal que rk(s) = oo, entonces el conjunto K = {k: s favorece k € A}
es finito. Por recursion, se construye 1" € Lg,, con sp = s de tal manera que

para cada t O s cumpla:
w 7k(t) = oo,
» {kecw:tfavorece k € A} C K.

Supongase definido ¢ de tal manera que cumple las condiciones dadas. Para
definir los sucesores de t se observa que {l € w : rk(t"]) < oo} es finito
y por lo tanto el conjunto Xg = w\{l € w: rk(t7]) < oo} ={l € w:
rk(t™l) = oo} € Fr. Considérese el conjunto X; = {l € Xo : Ik € w '\
K(t™1 favorece k € A)}. Si X; fuera infinito, se podria definir f : X; — w
finito a uno tal que para cada | € X;, s~ favorece f(l) € A con lo que
se tendria rk(t) = 0 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto X es finito
y entonces Xy \ X; € Fr. Sea sucer(t) = Xy \ Xi. Es inmediato que T
asi construido cumple las propiedades requeridas.

Sea T" una condicién y k ¢ K tal que T’ I+ “k € A”. Entonces Sqv
en particular favorece £k ¢ K lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto
rk(s) < oo para toda s € w<.

Para cada f € F, sea Ty de tal manera que rk(sz,) = 0. Como F es
w-hitting, existen s € W< y n,m € w tales que F, ., = {f € F : s, =
s,ny =mn,ms =m} es w-hitting.

Se tienen dos casos para rk(s).
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Caso 1. Existe K € [w]“ tal que para todo k € K, s favorece k € A. Sea
f € Fenm tal que f~1(m) N K es infinito. Entonces existe k € f~'(m)N K
tal que k > n. Por lo tanto, existe 7" < T} tal que T Ik “k € A7 lo que
contradice 3.1.

Caso 2. Existe X € [w]“ y f: X — w finito a uno, tal que para todo
l € X, s favorece f(1) € A.

Sea g € Fynm tal que g~'(m) Nran(f) es infinito. Dado que X C*
sucer, (s), existe k € g~ (m)Nran(f) con k > n tal que f~!(k)Nsucer, (s) # 0.
Sea I € f~'(k) Nsucer, (s). Entonces s favorece k € A. Por lo tanto existe
T < T, con sp 2 sl tal que T'IF “k € A”, nuevamente una contradiccion.

Lema 3.25 Iteracion con soporte finito de nociones de forcing que preservan
fuertemente familias w-hitting para funciones, preserva fuertemente famailias

w-hitting para funciones.

Prueba. Sea P, = (P,, Qu, a0 < k) una iteracién con soporte finito de nocio-
nes de forcing en la cual cada nocion preserva fuertemente familias w-hitting
de funciones. Se procede por induccién sobre x para la prueba del enunciado.
Si £ = 0 no hay nada que demostrar.
Sea k = 3+ 1. Entonces P, = Pg Qg y g, “Qp preserva fuertemente
familias w-hitting de funciones”.
Sea A un P,-nombre para un elemento de [w]* y G un filtro P,-genérico.
En V|G [g] sea (A, : n € w) una sucesién de subconjuntos infinitos de
w tal que para todo f € wNVIG [g] si f~'(n) N A, es infinito para todo

m,n € w, entonces H_QB “f~1(n) N A es infinito para toda n € w”.
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Para cada n € w sea A, un Pg-nombre para A, y (A7 :m € w) C [w]*
tal que para todo f € w®, si f71(k) N A™ es infinito para todo k,m € w,
entonces Ip, f~!(k) N A, es infinito para todo k € w”. Entonces la sucesién
(A : m,n € w) muestra que P, preserva fuertemente familias w-hitting de
funciones.

Sea k un ordinal limite. Se consideraran los dos casos para la cofinalidad
de k. Supongamos que cof(k) > w sea A un P,-nombre para un elemento
de [w]¥. Sea G un filtro P,-genérico sobre V. Entonces existe v < x tal que
A e V|G [,] y por lo tanto existe Aun P,-nombre para A. Por la hipétesis
de induccién se tiene que existe (A, : n € w) C [w]* que muestra que P,
preserva fuertemente familias w-hitting de funciones. Esta sucesién muestra
que P, también preserva fuertemente familias de funciones w-hitting.

Ahora se analizara el caso cof(k) = w. Si éste es el caso, entonces Py
puede ser visto como P, = (P, Q,,n € w).

Sea A un P,- nombre para un conjunto infinito de w. Para cada una de
las extensiones intermedias V[G}] sea (pf : n € w) una sucesién decreciente
de condiciones y (A* : n € w) una familia de subconjuntos infinitos de w

tales que
P IFgw) © los primeros n elementos de A” y A coinciden”

(es decir, los A* son aproximaciones de A) Dado que cada P, preserva fuer-
temente familias w-hitting de funciones, entonces para cada A% existe una
sucesion (Ay . :m € w) C [w]“ tal que para cualquier f € w, si para todo
m,i € w, f~H(i)N AL es infinito, entonces IFp, “f~'(i) N A% es infinito para

toda 7 € w”.
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La sucesién (Aflm :m,n, k € w) muestra que P, preserva fuertemente
familias w-hitting de funciones. Sea f € w* tal que f~'(i) N A% es infinito
para todo i,n,m, k € w, se afirma que IFp, “f~1(i) N A es infinito para toda
1 € w”. Supdéngase que esto no es cierto, entonces existe ¢ € P, i,m € w
tales que ¢ IF “f~1(i) N ACm’. Sea k € w tal que ¢ € Py.

Sea G}, un filtro P, genérico sobre V tal que ¢ € Gy. Como f~1(i) N Ak
es infinito, sea [ > m tal que [ € f~1(i) N A*. Para n suficientemente grande
se tiene pF IFpy,.., 1€ A”. Pero como g € Gy, es una contradiccién con la

suposicion inicial acerca de ¢q. m
Teorema 3.26 FEs consistente con ZFC que hpp = wy y add(M) = ws.

Prueba. Sea V |= CH. Sea v = min{|F| : F C w” es familia w-hitting de
funciones}. Entonces hrpp < v. Sea G un filtro (Lg,),, genérico sobre V. Por
los dos Lemas anteriores, v es preservado a lo largo de la iteracion y por lo
tanto V[G] = hpp = v = w; con lo que se concluye la primera parte de la
demostracion.

Para la segunda parte, recuérdese que add(M) = min{cov(M), b}. Dado
que Lp, agrega un real de Cohen y un real no acotado en V[G] estos dos

invariantes son iguales a wo. m



Capitulo 4

Familias casi ajenas maximales.

En este capitulo se estudiara el invariante cardinal a, la minima cardina-
lidad de una familia casi ajena maximal de un conjunto numerable, asi como

su generalizacion a elementos de un ideal.

4.1. Numero minimo de familias casi ajenas
maximales

Recuérdese que una familia A C [w]¥ es una familia casi ajena si para
cualesquiera A, B € A, si A # B, entonces AN B es finito y se dice que la
familia es casi ajena maximal si A es maximal respecto a la contencion, es
decir, para todo B € |w]“ existe A € A tal que AN B es infinito.

Dada una familia A casi ajena, de cardinalidad ¢, por el Lema de Kuratowski-
Zorn, se puede afirmar la existencia de una familia B casi ajena maximal, que
extiende a A. El invariante cardinal a se define como la minima cardinalidad

de una familia casi ajena maximal infinita.

63
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Si A= {A,:n € w} es una familia casi ajena de cardinalidad w, entonces
se puede construir un conjunto infintio B casi ajeno con todos los elementos
de A. Seaxg € Ay y Tpi1 € Apit \Uzgn A;. Si B ={z, : n € w}, entonces se
tiene que AN B es finito para todo A € A, es decir, B es casi ajeno con todos
los elementos de A y por lo tanto ésta ultima no es maximal. El argumento
anterior muestra que a > w. Sin embargo, se puede establecer una mejor cota

inferior para a. El siguiente Teorema muestra que b acota inferiormente a a.
Teorema 4.1 (Solomon [30]) b < a.

Prueba. Sea A una familia casi ajena maximal de cardinalidad minima y
{Ck : k € w} C A una subfamilia numerable. Sea A" = A\ {C} : k € w}.
Entonces A’ tiene cardinalidad a. A partir de A’ se construird una coleccion
de funciones no acotada.

Sin perder generalidad, se puede suponer que C, N C,, = 0, haciendo
cambios finitos, por ejemplo, definiendo Cj = Cy y C}, 1 = Cny1 \ U<y Cn-
La familia {C! : n € w} cumple la propiedad requerida.

Para cada k € w considérese la funcion biyectiva ¢y, : Cp — w que cumple
para todo i,j € Cj si i < j, entonces ¢ (i) < ¢x(J).

Dado que para cada A € A’ se cumple que ANC}, es finito, existe r, € Cy,
tal que ANCY, C 7y, (es decir, todo elemento de la interseccion es estrictamente
menor a 7). Para cada A € A, definase fa(k) = ¢r(r%)-

Entonces la familia {f4 : A € A’} es una familia de funciones no acotada.
Supongamos lo contrario y sea g € w* tal que para toda A € A’, f4 <* g.
Consideremos el conjunto infinito B = {¢,'(g(k)) : k € w}. Entonces, para
cada k € w, C, N B = {¢,"(g(k))}. Por otro lado si A € A’y x € AN B,
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entonces = ¢, '(g(n)) para una tnica n € w (puesto que los elementos de
{C% : k € w} son ajenos), por lo tanto z € AN C,, y en consecuencia x < r,,.
Por la definicién de ¢, se tiene que g(n) = ¢,(z) < ¢n(r,) = fa(n), pero
esto solo sucede a lo mas una cantidad finita de veces pues f4 <* g, por lo
cual AN B es finito.

Lo anterior muestra que para cualquier A € A, |BN A| < w, contradi-
ciendo la maximalidad de A. =

El invariante cardinal a ha sido extensamente estudiado. En [26], S. She-
lah mostré que es consistente b < a. El mismo autor probé en [27] que es
consistente 0 < a. Por otro lado, en el modelo de Cohen se cumple a < 0 por
lo cual a y 9 son incomparables.

S. Fuchino, S. Geschke y L. Soukup en [9] consideraron la siguiente cues-
tién: dada una familia F de conjuntos casi ajenos, jcémo son las familias casi
ajenas maximales que extienden a JF y cudl es su cardinalidad minima? Para
poder analizar esta y otras cuestiones sobre familias casi ajenas maximales,

introducen la siguiente generalizacién de a.

Definicién 4.2 ([9]) Sea X una familia de subconjuntos infinitos de un con-
gunto S tal que S = |JX. Diremos que F C X es una familia casi ajena
maximal en X si es casi ajena y no existe F' C X una familia casi aje-
na que contenga propiamente a F. (Si X = [S]¥ decimos que es casi ajena
maximal ).

Sea a(X) = min{|F| : |F| > w A F es casi ajena mazimal en X'}.

De acuerdo a la definicién anterior, se tiene que a = a(jw]®).
Se utilizara la misma notacién para ideales, es decir, si ¢ es un ideal

sobre w, a(.#) denotard la minima cardinalidad de una familia casi ajena
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maximal contenida en . \ fin. Si # es un ideal alto, el Lema 1.15 garantiza
que una familia casi ajena maximal sobre los subconjuntos de .#, es maximal
sobre todos los conjuntos de w.

La siguiente proposiciéon es inmediata de la definicién y de la observacion

anterior.

Proposicién 4.3 Sea . un ideal alto sobre w. Entonces a < a(.%). [

4.2. Destructibilidad de familias casi ajenas
maximales

M. Hrusék y J. Zapletal en [17] consideraron la destructibilidad de ideales
sobre w en extensiones por forcing. Una nocién de forcing destruye a un ideal
dado, si en la extension genérica el ideal no es alto.

En esta seccién, se va a considerar el caso particular de la destructibilidad
de familias casi ajenas maximales (del ideal basado en dicha familia), pero
enunciamos las definiciones y los teoremas para el caso de ideales altos sobre

W.

Definicién 4.4 ([17], [12]) Dado un ideal .# sobre w y una nocion de for-
cing P, se dice que P destruye a & si existe un P-nombre X para un subcon-

junto infinito de w tal que
e “I N X es finito para todo I € 7

Hrusak y Zapletal dieron una caracterizacion de la destructibilidad de

ideales para los forcing del tipo Pj, los cuales definiremos a continuacion.
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Para enunciar esta caracterizacion, necesitamos introducir algunas nociones
adicionales.

Sea X un espacio polaco, I un o-ideal sobre X. Se define la nocién de
forcing P; como los subconjuntos borelianos de X, I-positivos, ordenados por
la inclusién. P; es un orden parcial no separativo cuyo cociente separativo es
la o-algebra Borel(X)/I.

Las nociones de forcing del tipo P; han sido extensamente estudiadas por
J. Zapletal en [32] y ha dado una caracterizaciéon de cuando estas nociones son
propias: Pr es propio si y sélo si para todo submodelo elemental numerable
M de H(0) (para 6 suficientemente grande) y toda condicién B € M N Py,
el conjunto {x € B : x es genérico} no pertenece al ideal I.

Otra propiedad importante de las nociones de forcing del tipo P es la

Continuous Reading of Names (CRN).

Definicién 4.5 (Zapletal [32]) Si P; es una nocion de forcing propio, en-
tonces Py tiene la CNR si para cada funcion Borel f: B — 2“, con dominio
un conjunto I-positivo B, existe un conjunto I positivo C' C B tal que f | C

es continua.

Definicién 4.6 Dado un o-ideal I sobre el conjunto w”, la traza del ideal
I, tr(I) es un ideal en w=* definido por a € tr(I) siy solo si {f € w* : [{n €

w:flnea}| =w}el.

Una nocién de forcing de la forma P; donde [ es un o-ideal sobre w* es
continuamente homogéneo si para todo conjunto Borel I-positivo B, existe

una funcién F : w¥ — B tal que F~1(A) € I para todo A€ I | B.
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Muchas de las nociones de forcing comtinmente utilizadas (e.g. Cohen,
random, Miller, Sacks, etcétera) se pueden presentar como nociones de forcing
de la forma Py, con la CNR y continuamente homogéneos (ver [12]).

Para enunciar la caracterizacién de cuando un forcing del tipo P; destruye
a un ideal, es necesario definir el orden de Katetov entre ideales sobre w, el
cual fue introducido por M. Katetov en [18], como una generalizacién del

orden de Rudin-Keisler.

Definicién 4.7 Sean ., ¢ ideales sobre w. Se dice que ¥ estd por debajo
de 7 en el orden de Katétov, 5 <g ¢ si existe una funcion f:w — w tal

que f~I) € 7, para todo I € 7.
A continuacién se enuncia el Teorema sobre destructibilidad de ideales.

Teorema 4.8 (Hrusik, Zapletal [17]) Sea P; una nocion de forcing pro-
pio con CRN, continuamente homogéneo e # un ideal sobre w. Entonces los

siguientes enunciados son equivalentes.

1. Pr destruye ¢
2. j SK tT(I). [ |

Observacion 3 Una consecuencia inmediata del Teorema anterior es que si
A es una familia casi ajena mazimal tal que A C tr(I), entonces Py destruye

a A, pues la funcion identidad es un testigo de A <y tr(l).

En la siguiente seccién, se introduce el invariante cov*(#), el cual permi-

tird relacionar a(.#) con la destructibilidad de ideales.
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4.3. Familias casi ajenas acotadas por ideales

Los invariantes cardinales asociados a un ideal definidos en la seccion
1.2.1, no proporcionan informacién acerca de un ideal ., si éste es un ideal
sobre w, excepto, posiblemente, cof(.#), pues los restantes son iguales o
menores que w. En [11], F. Herndndez y M. Hrusdk introducen los invariantes

analogos para ideales sobre conjuntos numerables.

Definicién 4.9 (Herndndez, Hrusdk [11]) Dado un ideal alto sobre w se

define el invariante
cov'(F) =min{|H| : HC I ANVA€ [w]“IT e H(|[ANI| =w)}.

Es decir, cov*(.#) es la minima cardinalidad de un subconjunto de .#, que
testifica que .Z es alto.

La siguiente proposicion relaciona este invariante y el orden de Katetov.

Proposicién 4.10 (Hrusak [12]) Sean . y _# dos ideales sobre w. Si
I <k JZ entonces cov*(_F) < cov'(I). |

El siguiente Teorema muestra una condicién suficiente para que una fa-

milia sea Pr-indestructible.

Teorema 4.11 Sea I un ideal sobre w* y A una familia casi ajena maximal

tal que |A| < cov*(tr(I)). Entonces A es Py indestructible

Prueba. Por el Teorema 4.8 basta mostrar que #(A) £k tr(I). En otro
caso, si & (A) <k tr(I), por la proposicién 4.10 se tendria que cov*(tr(I)) <
cov*(F(A)). Sin embargo cov*(#(A)) = | A|, contradiciendo la hipdtesis del

Teorema. ®m
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El altimo Teorema sugiere el siguiente invariante asociado a P;: la minima

cardinalidad de una familia casi ajena maximal Pr-destructible.

Definicién 4.12 Sea P; un forcing. Sea a(Pr) = min{|A| : A es familia casi

ajena mazximal y A es Pr-destructible }

Para un ideal I sobre el conjunto w®, se pueden establecer las siguientes

relaciones entre los invariantes asociados a I.

Teorema 4.13 Sea I un ideal sobre w*. Entonces:

max{a, cov*(tr(I))} < a(Pr) < a(tr(l)).

Prueba. La desigualdad a < a(P;) es obvia. La desigualdad cov*(tr(1)) <
a(Pr) es por el Teorema 4.11. La desigualdad a(P;) < a(tr(I)) es por la

observacién 3. =

4.4. Ejemplos

Considérese el ejemplo del ideal nwd(Q) de los subconjuntos nunca densos

de numeros racionales. En [19] Keremeridis probé la igualdad
cov*(nwd(Q)) = cov(M).

Este resultado fue reformulado y probado por Balcar, Herndndez y Hrusdk
en [1].

Los siguientes dos Teoremas son de [9].
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Teorema 4.14 (Fuchino, Geschke, Soukup [9])
max{cov(M), a} < a(nwd(Q)).
|

Equivalentemente, por el resultado de Keremeredis, max{cov*(nwd(Q)),a} <
a(nwd(Q)).

En [9] también se considera el caso de los conjuntos nulos. Sea o la medida
producto sobre los conjuntos borelianos de 2¥. Sea T' = 2<¥. Cada f € 2¥
define una familia en 7" mediante B(f) = {f [ n:n € w}. Dada X C T sea
[(X]={f€2¥:|B(f)NX|=w}y definamos pu(X) = o([X]).

Sea Ny = {X € [T]*: o(X) = 0}.

Teorema 4.15 (Fuchino, Geschke, Soukup [9]) méx{cov(N),a} < a(N7).
|

El siguiente Teorema generaliza los dos teoremas anteriores.

Teorema 4.16 Para cada ideal alto &, se cumple
max{cov*(#),a} < a(f)

Prueba. La desigualdad a < a(.#) es la proposicién 4.3. Por otro lado, si A
es una familia casi ajena maximal tal que A C .#, entonces A es un testigo
para cov*(.#) pues como A es familia maximal con respecto a [w]“, para cada
A € [w]¥, existe I € A tal que ANI es infinito. Por lo tanto cov*(.#) < a(.#).
[

En la siguiente seccién se muestra que una pregunta natural es si es
consistente que desigualdad sea estricta, pues para una amplia variedad de

nociones de forcing, se cumple la igualdad en la extension genérica.
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4.5. Extensiones genéricas

En los ejemplos que se han analizado hasta ahora, se cumple la igualdad
max{cov*(.#),a} = a(.#). Una pregunta natural es si existe una nocién de
forcing tal que en la extension genérica se cumpla la desigualdad estricta, es
decir, max{cov*(.#), a} < a(.#). Es muy probable que si, sin embargo dicha
nocion debera ser muy compleja. En esta seccion se muestra que para una
amplia variedad de nociones de forcing definibles, se cumple la igualdad.

Primero se enuncia un teorema de Zapletal, en el que se muestra que dada
una familia MAD, indestructible en la iteracion de P de longitud w;, entonces

también es indestructible en la iteracion de longitud ws.

Definicién 4.17 Un o-ideal I sobre un espacio polaco X es I} sobre % si
para cada conjunto analitico A C 2¥ x X, el conjunto {y € 2 : A, € I} es
co-analitico, donde A, = {x € X : (y,x) € A}.

Teorema 4.18 (Zapletal, No publicado) Sea P; una nocion de forcing
tal que

» ZFC F P; es propio,
» [ es X} en I,

= todo conjunto analitico I-positivo, contiene un subconjunto boreliano

I -positivo.

Si A es una familia casi ajena mazximal tal que A es (Pr)y,-indestructible,

entonces A es (Pr),,-indestructible. [
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Lema 4.19 Sea P una nocion de forcing propio de cardinalidad w, que no
agrega funciones dominantes, tal que para todo p € P y 7 un P-nombre si
plF “1 € [w]¥”, entonces existen g <pel € SNV tal que ¢+ “|7NI| =w”,

entonces existe una familia A C .Z casi ajena maximal P-indestructible.

Prueba. Como P, es propio, se puede construir una sucesioén {(pq, 7.) :
a < wp} donde p, € P, v 7, es un P, -nombre, que cumpla la siguiente
propiedad. Si 7 es un P,,,-nombre y p € P, son tales que p IF “7 € [w]*”,
entonces existe a € wy tal que po < py po Ik “7=17,".

Ahora se procede con la construcciéon de A por recursién sobre los ordi-
nales menores que wy. Sea {A,, : n € w} una particién de w tal que A, € T
para todo n € w. Supongase que se ha definido la familia para todo 8 < «a.
Sipa IF VB < |1, N Ag| < w” entonces sea A, € . un conjunto casi ajeno
de Ag, para todo 8 < a.

Sipy IF VB < o]ty N Ap| < w”, dado que p, IF “7, € [w]*”, existen
o < Pa, I € I NV tales que q, IF “|7, N I| = w” y naturalmente se tiene
que ¢, IF V8 < a(|AgN71, NI| <w”. Sea {B, : n € w} una enumeracién de
{As : B < a} haciendo modificaciones pertinentes para que sea una familia
de conjuntos ajenos por pares (exactamente como se hizo en el Teorema 4.1).

Sea f un P,,-nombre para la siguiente funcién. Sean ny = min{n € w :
o IF “ByN1o NI £ 07}y mg = max(By, N7, N 1) ysea f(i) =mg+ 1 para
todo 7 tal que 0 < i < ny.

Sea nppr =min{n € w:n>npyAgy Ik “B, N1, NT £ 0"}y mpy =
max (B, N7, NI). Definase f(i) = max{my, my,1} + 1 para todo i tal que
nE <1 <ngi.

Como f no es una funcién dominante, entonces existe existe g € w* NV
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que cumple que para todo n € w existe m > n tal que f(m) < g(m). Sea g
una funcién creciente que cumpla esta propiedad.

Sea

Aa - U (Bm N g(m))

mew
Definase A, = Aa N1y
A={A,: a<w}.

La familia asi construida es una familia casi ajena que por construccién,
A C . A continuacion se verificard que es maximal.

Supodngase que no es asi, es decir que existe 7 un P,,-nombre y p € P,
tales que p IF “Va < wi(|[T N Ay < w)”. Sea f < w; tal que pg < py
pg IF “7 = 75”. Sin embargo, obsérvese que pg IF “753 N Ag es infinito” y por

lo tanto se tiene una contradiccion. m

Teorema 4.20 Sea P; una nocion de forcing tal que
» ZFC F Py es propio,
» [ es X} en ],

= todo conjunto analitico I-positivo, contiene un subconjunto boreliano

I-positivo.
Si G es un filtro (Pr),,-genérico sobre V', entonces
VIG] = méx{cov*(#),a} = a(.¥).

Prueba. Se consideraran dos casos, el primero cuando P; agrega un real

dominante. En tal caso b = a = ¢ y por lo tanto se cumple la igualdad.
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En el caso de que Py no agregue reales dominantes, supéngase que V|G| |=
cov*(#) = w;. Entonces se mostrard que a(.¥%) = wy.

Sea H = {fa : « € wy} una coleccién de Pr-nombres y p € P tal que
plF “H C I AVA € [w]“Ta < wi(|[AN 1,] = w)”. Para cada a < w; existe
Ba < ws tal que 1, € V[Gp,], por lo tanto si f = sup{f, : @ < wy}, entonces
B <wyy H C V[Gs]. Es decir, la familia H aparece en un paso intermedio
de la iteracién, por lo tanto podemos suponer sin perder generalidad que
H = .7 NV tomando como modelo base V[Gp].

Por el Lema 4.19, existe una familia A C .#, (Pr),,-indestructible. Por
el Teorema 4.18, esta familia es (Pr),,-indestructible, y por lo tanto V|G| |=
a(f)=w. =
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