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Muere lentamente
quien no gira el volante cuando estd infeliz
con su trabajo, o su amor,
quien no arriesga lo cierto ni lo incierto para ir
detrds de un sueno,
quien no se permite, ni siquiera una vez en su vida,
huir de los consejos sensatos...

Fragmento del Poema Muere Lentamente, Pablo Neruda.

“Porque somos mortales no somos libres.
La inica libertad que tenemos es la de
hacer lo que nos gusta.”

Alejandro Jodorowsky.
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Introduccion

Las exigencias del mundo actual demandan modelos estadisticos cada vez
mas precisos. Exigencias que van desde normativas més estrictas para insti-
tuciones financieras y de seguros hasta el representar de manera més asertiva
fenémenos macroeconémicos o sociodemograficos cada vez mas complejos.

En la ultima década, se ha tomado més en serio el desarrollar modelos
estadisticos en donde no sdlo se explique por separado el comportamiento
aislado de cada variable, sino modelos mas flexibles que representen la inter-
accién entre éstas, es decir modelos conjuntos. El hacer modelos conjuntos
requiere tomar muy en consideracion el concepto de dependencia. Analizar
la dependencia entre variables aleatorias es un tema que suele tomarse muy
a la ligera, o que simplemente, por facilidad, se opta por suponer indepen-
dencia.

En la gran mayoria de las areas en donde se ocupa a la estadistica como
una herramienta para la toma de decisiones, se conoce solo al coeficiente de
correlacion lineal de Pearson como la fuente tinica que proporciona informa-
cién sobre la relacién entre variables continuas, sin saber que éste no puede
decirnos todo lo que quisiéramos saber en relacion a la estructura de depen-
dencia de las mismas, ademads de que, cuando el coeficiente de correlacion
lineal llega a ser cercano a cero no exite una implicacién directa respecto a
la interaccién entre las variables, pese a que esto se llega a asociar errénea-
mente con independencia; muchas otras son las limitantes que éste tiene,
las cuales serdn mencionadas en el desarrollo de este trabajo. Un método
muy socorrido cuando se pretende describir la relacién entre variables es el
modelo de regresion lineal, mismo que tiene alcances sumamente limitados,
ademads de la serie de supuestos que trae consigo previos y posteriores a
su implementaciéon. Cuando se desea hacer modelos en donde se involucre
la funcién de distribucién conjunta de variables aleatorias, por facilidad,
es muy comun que se suponga que las variables se ajusten a una distribu-
cién normal multivariada, implicando asi normalidad en las distribuciones
marginales univariadas, lo cual es bien sabido que es muy dificil que ocurra
con fenémenos cotidianos.
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Las copulas son instrumentos matematicos, que utilizados en la teoria
de la probabilidad se pueden entender como la relacién funcional entre la
distribucién conjunta de variable aleatorias y sus respectivas marginales uni-
variadas. En ese sentido la copula guarda toda la informacién necesaria para
lograr describir la interaccién o dependencia entre las variables, por lo tanto
proporciona la informacion suficientes para conocer de manera mas acertada
a la funcién de distribucién conjunta. A lo largo de este trabajo se hara evi-
dente el hecho de que con el uso de la cdpula subyacente a las variables
de estudio se logran modelos conjuntos mucho mas robustos respecto a los
obtenidos con técnicas estadisticas convencionales, ademés de prescindir de
supuestos poco alcanzables como los de normalidad, linealidad, entre otros.

En algunas ocasiones, la dependencia entre un par de variables puede
llegar a ser un tanto complicada y dificil de representar con cépulas cono-
cidas; en tales casos, el hacer ajustes con copulas puede convertirse en un
problema. Un camino que se puede tomar, es el de segmentar la muestra
de estudio en dependencias més estables, con la finalidad de lograr ajustes
parametricos por separado a cada muestra resultante de la segmentacién.

Para la presente investigacion se buscé un par de variables que guardaran
una dependencia poco clara y que ademas el coeficiente de correlacién de
Pearson para éstas fuera muy cercano a cero y en ese sentido no pudiera
darnos informacién alguna. Fue asi como se decidié modelar la relacion
conjunta que guardan el Desarrollo Humano y la Intensidad Migratoria
en México; utilizando las variables Indice de Desarrollo Humano (IDH) e
Indice de Intensidad Migratoria (IIM) del afio 2000 a nivel municipal. Como
se vera mas adelante, estas variables guardan una relaciéon un tanto cadtica
y dificil de describir en una primera instancia. A lo largo del trabajo se ex-
plicara el comportamiento del IIM con respecto al cambio del IDH.

La relacién que guarda este par de variables fue analizado previamente
en PNUD (2006) y se describié de la siguiente manera:

[...] los municipios més rezagados, los mas pobres, tienen una in-
tensidad migratoria menor, al igual que los municipios de mayor
desarrollo humano. La mayor intensidad migratoria tiene lugar
en municipios rezagados en términos relativos, pero no en los de

mayor rezago. [...] esta relacién tendria forma de U invertida,
donde la mayor intensidad migratoria corresponde a un IDH de
0.716.

La descripcién de la relaciéon que se da en PNUD (2006) es un acer-
camiento basicamente visual sobre el comportamiento conjunto, y llega a
quedar con términos ambiguos. Al analizar la descripcién surgen las pregun-
tas siguientes: ;la relacién es la misma a niveles bajos que a niveles altos
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de desarrollo humano? ja qué se refiere con municipios con rezago en térmi-
nos relativos? ;qué significa que un par de variables guarden una relacion
en forma de «U» invertida? jqué ocurre con la relacién de las variables en
la parte superior de la «U» invertida, justo en los puntos donde la relacién
cambia de sentido? jen qué puntos del IDH la relaciéon conjunta cambia de
sentidos? ;la gréfica de una «U» invertida es suficiente para representar la
interaccion entre las variables?

Con la finalidad de explicar de manera maés clara y precisa la relacién y
dependencia que guardan el par de variables IDH e IIM a nivel municipal,
ademads de proponer una via de anélisis en contraste a algunos de los puntos
mencionados al principio, los objetivos generales, en orden de importancia,
del presente documento son los siguientes:

= Aun cuando el coeficiente de correlaciéon de Pearson es muy cercano a
cero, determinar y modelar la estructura de dependencia que guardan
el IDH y el IIM, logrando asi explicar su relacién conjunta. Se espera
determinar un grado de dependencia en las variables que sea conside-
rable y pueda llegar a ser modelado de forma parametrica.

» Tomando en consideracién que la dependecia entre el IDH y el IIM es
cadtica y dificil de modelar con una sola cépula conocida, se propone
una via de segmentacién en dependenicas mas faciles de explicar y re-
presentar: Algoritmo de Segmentacion en Dependencias Estrictamente
Monétonas (ASDEM). Se espera determinar los puntos para el IDH
en los que la relaciéon cambia de sentido.

= Una vez propuesto el algoritmo de segmentacién y por ende el modelo
conjunto, se comparan los modelos y alcances al explicar la relacién
conjunta con aquellos obtenidos al explicar el fénomeno con métodos de
regresion lineal. Se espera que un modelo con cépulas sea mas robusto
y preciso, llevando a una explicacién més clara y minuciosa sobre la
relacién conjunta.

Para lograr los fines antes mencionados se tienen los siguientes objetivos
particulares para cada uno de los cuatro capitulos que componen esta tesis.

El primer capitulo tiene como finalidad general explicar a las funciones
cépula desde el punto de vista de la teoria de la probabilidad para luego
exponer algunos alcances de éstas en el campo de la estadistica, teniendo
como objetivos particulares: definir a las funciones cépula y presentar sus
propiedades més relevantes, ademéas de mostrar algunas familias de copulas
parametricas; entender, via el Teorema de Sklar, la relacién entre las copulas
y las funciones de distribucién conjunta y marginales de variables aleatorias;
presentar a la clase de copulas arquimedianas, copulas paramétricas de facil
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construcciéon y propiedades deseables; explicar los métodos de simulaciéon
conjunta a partir de la cépula subyacente de un par de variables aleato-
rias; explicar la construccién de la cépula empirica y de la copula Bernstein,
siendo esta 1ltima una funcién suavizada via polinomios de Bernstein de la
copula empirica; finalmente, se presenta un método de regresion con copulas
con base en un cuantil dado.

El capitulo dos tiene como objetivo central el analizar vias idéneas cuan-
do se pretende describir la dependencia de variables aleatorias, con los si-
guientes objetivos particulares: explicar las limitaciones y alcances tanto con-
ceptuales como de aplicacion que se llegan a presentar con medidas de cor-
relacion lineal, concordancia y dependencia; exhibir la relevancia que tienen
las copulas en el estudio de estadisticos no paramétricos para analizar la
“asociacion” o “dependencia” que pueden llegar a presentar pares de varia-
bles aleatorias continuas; se define el conceptos de dependencia estrictamente
mondtona, exhibiendo las ventajas de que un par de variables guarden una
dependencia de este tipo.

El tercer capitulo pretende explicar de manera marginal el compor-
tamiento de las variables IDH e IIM, con base en los siguientes objetivos par-
ticulares: presentar una motivacién al estudio de la relaciéon conjunta entre el
desarrollo humando y los fenémenos migratorios; explicar las metodologias
que llevan a la construccién del IDH y del IIM, describir a las variable IDH
e IIM y a las variables con las que estos indices se construyen; hacer ajustes
paramétricos univariados al IDH y al IIM.

Finalmente, el cuarto capitulo se centra en modelar el comportamiento
conjunto que presentan las variables IDH, IIM a fin de llegar a un ajuste
paramétrico con cépulas que explique dicha relacion, este capitulo tiene los
siguientes objetivos particulares: describir el comportamiento conjunto en-
tre el IDH y el IIM con base en las medidas de asociacién presentadas en
el capitulo dos y el comportamiento de la cépula empirica subyacente a
las variables; proponer y aplicar un algoritmo de segmentacion con base en
la variable IDH, a fin de lograr submuestras de observaciones en donde la
relacion entre éstas se logre explicar de una manera mas sencilla para ca-
da submuestra (ASDEM); describir el comportamiento de las variables por
cada submuestra para lograr un anélisis mas minucioso sobre la interaccion
entre el IDH y el IIM; buscar un ajuste paramétrico con copulas a las va-
riables en cada submuestra, para luego pegar las cépulas en una sola con
el método “Gluing Copulas”; hacer simulaciones conjuntas con base en la
cépula “Gluing” y compararlas con simulaciones conjuntas con base en la
copula Bernstein, para luego contrastar las simulaciones paramétricas y las
no paramétricas con los datos originales; llegar a modelos de regresién con
copulas que expliquen la relacion entre las variables IDH e IIM, mismos que
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serdan comparados con modelos de regresién lineal.

Cabe destacar que la presente investigacién se limita a trabajar con copu-
las bivariadas. Todos los conceptos dentro del desarrollo tedrico de cépulas
y sus aplicaciones pueden ser extendidos a dimensiones mayores, pero vale
la pena mencionar que los avances tedricos aun no son los suficientes para
lograr que la implementacién de modelos con cépulas sea eficiente o en al-
gunas ocasiones posible, para algunas aplicaciones, a partir de dimensiones
superiores a cuatro.



Capitulo 1

Cépulas

Este primer capitulo tiene como finalidad dar a conocer de manera formal
las caracteristicas y propiedades de una cépula, primero, como concepto
en la teoria de la probabilidad y luego entenderla como herramienta para
explicar el comportamiento conjunto entre variables aleatorias continuas en
el campo de la estadistica. Antes de comenzar con los conceptos que llevan
al entendimiento de las cépulas haremos una introduccién historica sobre
las mismas.

;, Qué es una cépula?

Desde un punto de vista, las cépulas son funciones que “unen” o “jun-
tan” distribuciones multivariadas a sus funciones de distribucién marginales
de una dimensién. En ese sentido, una cépula se puede entender como la
relacion funcional que existe entre una funcién de distribucién conjunta y
sus respectivas marginales univariadas. Alternativamente, las cépulas son
funciones de distribucién multivariada tales que sus marginales de una di-
mensién son uniformes en el intervalo (0, 1).

Segiin la RAE!, entre otros, tiene estos dos significados: (1) Atadura,
ligamento de algo con otra cosa, (2) Término que une el predicado con el
sujeto. Més adelante, se hace notar cémo el significado (2) tuvo cierta rele-
vancia en el descubrimiento de las cépulas.

La nocién de cépula fue introducida por Abe Sklar en 1959, contestando
a la problemaética planteada por Maurice Fréchet acerca de la relacion entre
una funcién de probabilidad multidimensional y sus marginales de menor
dimensién. El problema es muy general, pero puntualizando en la dimen-
sién dos es el siguiente: dadas las funciones de distribucién Fy y Fy de dos
variables aleatorias X7 y Xs definidas en el mismo espacio de probabilidad

'Real Academia Espaifiola
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(Q,5,P), {Qué se puede decir del conjunto I'(Fy, F2) de funciones de dis-
tribucion bivariadas con marginales Fy y Fs? Es inmediato notar que el
conjunto I'(Fy, Fy), conocido como las Clases de Fréchet de Fy y Fs, es no
vacio, ya que si Xj y Xo son independientes entonces H, la funcién de dis-
tribucién conjunta de X; y Xs, es igual al producto de las distribuciones
marginales, es decir, (z1,22) — H(z1,22) = Fi(x1)Fa(2z2), asi definida H
siempre pertenece a I'(Fy, Fa). Pero, no era claro cémo eran los otros ele-
mentos de I'(Fy, Fy).

Estudios preliminares abordaron este problema, pero Sklar (1959) es
quien obtiene el resultado mas profundo al respecto, introduciendo la nocién
y el nombre de una cdépula, con el teorema que ahora lleva su nombre.
Citando a Sklar (1996):

[...] Bert (Schweizer) y yo estabamos progresando en nuestro tra-
bajo en espacios métricos estadisticos, extendiendo la sugerencia
de Menger consideramos conveniente comunicarle nuestros resul-
tados a Fréchet. ... Esto dio inicio a un intercambio de cartas
con Fréchet, durante ese tiempo él me envié varios paquetes de
reimpresiones, principalmente su trabajo y el de sus colegas so-
bre distribuciones con marginales dadas. [...] yo particularmente
distingo el trabajo de Dall’Aglio (1959), fue importante para mu-
cho de nuestro trabajo subsecuente. Aunque en ese momento, la
reimpresion mas significativa para mi fue Féron (1956).

Féron, estudiando las distribuciones de tres dimensiones introdu-
jo funciones auxiliares, definidas en el cubo unitario, que conecta-
ban dichas distribuciones con sus marginales de una dimensién.
Yo observé que funciones similares podrian ser definidas en el
n-cubo unitario para todo n > 2 y similarmente podrian servir
para ligar distribuciones n-dimesionales con sus marginales de
una dimension. Al haber trabajado con las propiedades bésicas
de estas funciones, escribi sobre esto a Fréchet, en inglés. El me
pidi6 que lo hiciera en francés. Mientras escribia esto, decidi que
necesitaba un nombre para estas funciones. Conociendo la pala-
bra cépula como un término gramatical para una palabra o ex-
presion que enlaza al sujeto con el predicado, consideré que éste
podria ser un nombre apropiado para una funcién que enlaza
una distribucién multidimensional a sus marginales de una di-
mensién, y la usé como tal. Fréchet recibié mis notas, corrigié una
declaracién matematica, hizo algunas correcciones a mi francés,
y publicé las notas en el “Statistical Institute of the University
of Paris”? como Sklar (1959).

2Instituto de Estadistica de la Universidad de Parfs



Previo al teorema de Sklar y a todo este intercambio de resultados con
Fréchet y sus colegas, existiéo un personaje llamado Wassily Hoeffding quien
en su tesis doctoral (Hoeffding (1940)) presenta muchos de los resultados
bésicos de cépulas, él encontré funciones de distribuciéon bivariadas “es-
tandarizadas” tal que su soporte estd contenido en el cuadrado [—1/2,1/2]
y que tienen marginales uniformes en el intervalo [-1/2,1/2]. Como opina
Schweizer (1991):

[...]si Hoeffding hubiera elegido el cuadrado unitario [0, 1]? para
su normalizacién en lugar de [—1/2,1/2], él hubiera descubierto
a las copulas.

Hoeffding también obtuvo las mejores cotas posibles para estas funciones,
caracterizé las distribuciones correspondientes a éstas (“dependencia fun-
cional”) y estudi6é medidas de dependencia que son “invariantes bajo cambios
de escala”, i.e. invariantes bajo transformaciones estrictamente crecientes.
Hoeffding, quien era ruso, estudié su doctorado en la universidad de Berlin, y
desde que comenzé le preocupaba el ambiente dificil con algunos académicos
ganando altos cargos debido a su fuerte apoyo a los nazis y otros que simple-
mente habian dejado la universidad como Richard von Mises. El tinico curso
de estadistica matematica lo impartia Alfred Klose, él habia sido alumno de
von Mises y llevaba el curso con un libro escrito por él. En general, algunos
anos posteriores a sus estudios de doctorado no fueron los mejores para que
Hoeffding pudiera seguir con lo trabajado en su tesis, pero, pese a lo que
se comenta en Gani (1982) aquella tesis y otros trabajos de la carrera de
Hoeffding fueron traducidos al inglés y publicados por Fisher y Sen (1994)
tres anos después de la muerte de Hoeffding. De Gani (1982):

Mi Doktorvater® o supervisor de Ph.D.* fue Klose. Yo escogf el
tema de tesis y trabajé en ella gran parte por mi cuenta, con
algunas sugerencias y el aliento de él. El era un alemén baltico
y tenia sus propias ideas acerca de los rusos. El me advirtié que
me abstuviera de hacer afirmaciones exageradas en mi tesis que
no pudiera justificar, como él pensaba, los rusos eran propensos
a hacerlo.

Sin el conocimiento del trabajo de Hoeffding, Fréchet (1951) obtuvo muchos
de los mismos resultados, que llevaron a terminos como “Cotas de Fréchet”
o “Clases de Fréchet”. En reconocimiento al trabajo de Hoeffding, actual-
mente nos referimos a ellas como “Cotas de Fréchet-Hoeffding” y “Clases de
Fréchet-Hoeftding”.

3Del alemén, supervisor de doctorado.
4Doctorado en investigacién (Ph.D. o D.Phil,, siglas en latin de Philosophiae Doctor o
Doctor Philosophiae, respectivamente)



4 CAPITULO 1. COPULAS

;Por qué las cépulas son importantes en el estudio de la probabilidad y la
estadistica?

Entre 1959 y 1976, las cépulas fueron usadas en el desarrollo de la teoria
de espacios métricos de probabilidad, principalmente en el estudio de opera-
ciones binarias en el espacio de funciones de distribuciéon de probabilidad.
Subsecuentemente, se descubrié que con las cépulas se podian definir me-
didas no paramétricas de dependencia entre variables aleatorias y desde
entonces comenzaron a jugar un papel importante en la probabilidad y la
estadistica matematica.

Como comenta Fisher (1997) en el primer volumen de actualizacién de
»5.

la “Encyclopedia of Statistical Sciences”®:
Las cépulas son de interés para los estadisticos por dos grandes
razones: Primero, como una via de estudiar medidas de depen-
dencia invariantes bajo cambios de escala; y segundo, como un
punto de partida para construir familias de distribuciones biva-
riadas, algunas veces con la finalidad de simulacién.

El evento que propicié el interés de la comunidad estadistica en las copulas
ocurrié a mediados de los setentas, cuando Schweizer (2007), en sus propias
palabras:

[...] por accidente, releyendo un articulo de Rényi, titulado “So-
bre medidas de dependencia” me di cuenta que [é]] podia facil-
mente construir medidas de dependencia usando cépulas.

El primer trabajo donde se relaciona de manera explicita a las copulas con
el estudio de dependencia entre variables aleatorias es Schweizer y Wolff
(1981). En este articulo, Schweizer y Wolff discuten y modifican los criterios
para una medida de dependencia entre un par de variables aleatorias ex-
puestos en Rényi (1959), presentan las propiedades basicas de invarianza de
copulas bajo transformaciones estrictamente monétonas de variables aleato-
rias (véase Teoremas 1.4.5 y 1.4.6), e introducen la medida de dependencia
conocida como o de Schweizer & Wolff (véase seccién 2.4).

Sin embargo, durante algunos anos, el capitulo 6 del libro fundamental
Schweizer y Sklar (1983), dedicado a la teoria de espacios metricos proba-
bilisticos, fue la principal fuente de informacién basica sobre cépulas. De
nuevo en las palabras de Schweizer (2007):

Después de la publicacién de este articulo y del libro ... el ritmo
se aceleré a medida que mas ... estudiantes y colegas se vieron

5 . . . . z .
°“Enciclopedia en Ciencias Estadisticas”



involucrados. Por otra parte, ya que el interés en las cuestiones
de dependencia estadistica va en aumento, otros vinieron al tema
desde diferentes direcciones. En 1986 el articulo titulado tenta-
doramente “Enjoy de joy of copulas”® por Genest y MacKay
(1986) capto més atencion.

;Por qué y como las copulas han tenido un crecimiento sumamente
significativo en los tltimos anos?

En 1990, Dall “Aglio organizé la primera conferencia dedicada a cépulas,
acertadamente llamada “Probability distributions with given marginals””.
Esta resulté ser la primera de una serie de conferencias que ayudé mucho
al desarrollo del campo, ya que cada una de ellas ofrecié la oportunidad
de presentar algunos resultados y de aprender de otros investigadores, es-
tas conferencias se celebraron en Seattle en 1993 , en Praga en 1996, en
Barcelona en el ano 2000, en Québec en 2004, en Tartu 2007, en Alema-
nia 2007, en Sao Paulo en 2010, Montréal en 2011 y también la conferencia
“Conference for the 50th anniversary of copulas”® en Lecce (Italia), el 11 de

Junio de 2009.

A finales de los noventas, la popularidad de la nocién de cépula crecid.
Dos libros acerca de copulas aparecieron y se convirtieron en las referen-
cias fundamentales durante la siguiente década: (1) “Multivariate Models
and Dependence Concepts. Monographs on Statistics and Applied Proba-
bility”?, un libro dedicado a modelos multivariados con una gran parte asig-
nada a cépulas y familias de cépulas, Joe (1997). (2) “An Introduction to
Copulas” !0, la primera y la tnica introduccién a cépulas hasta el momento
escrita, estudia familias de cépulas, construccién de cépulas, cépulas arqui-
medianas, medidas de dependencia entre otros topicos importantes, Nelsen
(2006).

Pero la razén principal de este creciente interés es el descubrimiento que
han tenido algunos investigadores de la nociéon de coépula aplicada a varios
campos, como finanzas. A continuacién se explica brevemente este fenémeno
citando a Embrechts (2009):

Como hemos visto hasta ahora, la nocién de cépula es a la vez
natural, asi como facil para buscar funciones de distribucién

S “Disfruta el placer de las cépulas”

"“Distribuciones de probabilidad con marginales dadas”

8 “Conferencia por el 50 aniversario de las Cépulas.”

9“Modelos Multivariados y Conceptos de Dependencia. Monografia sobre Estadistica
y Probabilidad Aplicada.”

0«Jna Introduccién a Cépulas”
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multivariadas. Pero ;por qué somos testigos de un crecimien-
to tan increible en articulos publicados a partir del final de la
década de los noventa (recordar que el concepto se remonta a
los anos cincuenta e incluso antes, pero no con ese nombre)?
Yo puedo dar tres razones: finanzas, finanzas, finanzas. En los
ochentas y noventas experimentamos un desarrollo explosivo de
metodologias cuantitativas en la administracién de riesgos en fi-
nanzas y seguros, muchas de las cuales fueron impulsadas por las
nuevas pautas regulatorias o el desarrollo de nuevos productos.

La llegada de las cépulas en las finanzas origind una gran cantidad de
investigaciones sobre las mismas y, especialmente, sobre las aplicaciones.
Al mismo tiempo, diferentes campos como la hidrologia han descubierto la
importancia de este concepto para la construccién de modelos multivariados
mas flexibles. Hoy en dia, es casi imposible dar una explicacién completa de
todas las aplicaciones de copulas a los muchos campos en donde pueden ser
utilizadas. Como se comenta en Schweizer (2007):

La “era dei.i.d.” ha terminado: y cuando la dependencia se toma
en serio, las copulas de forma natural entran en juego. Queda
para la comunidad estadistica en general el reconocer este hecho.
Y cuando todos los textos de estadistica contengan una seccién
o capitulo de cépulas, el tema sera de actualidad.

Sin embargo, varias criticas han sido recientemente levantadas sobre las
copulas y sus aplicaciones, y varias personas comenzaron a hablar de la
“Locura de Cépulas”, por ejemplo, la discusion muy interesante relacionada
con el articulo Mikosch (2006) (ver también Joe (2006), Genest y Rémillard
(2006), Vries y Zhou (2006), entre otros articulos en repuesta al del Doctor
Mikosch). A continuacién una cita al respecto de Durante y Sempi (2010):

Desde nuestro punto de vista, estas criticas fueron una reaccién
muy natural a tan amplia difusion de las aplicaciones de las cépu-
las, no siempre de una manera bien motivada. Hay que decir que
varias personas han interpretado erréneamente a las cépulas co-
mo la solucién a “todos los problemas de dependencia estocasti-
ca”. jEsto definitivamente no es el caso! Las copulas son una
herramienta indispensable para la comprensién de varios proble-
mas sobre la dependencia estocastica, pero no son la “panacea”
para todos los modelos estocésticos.

En su implementacién, las copulas pueden llegar a implicar procesos com-
putacionales arduos, mas ain, cuando las dimensiones de éstas aumentan.
Actualmente, ya son varios los programas matemadticos y estadisticos que
cuentan con implementaciones con cépulas, por ejemplo: Mathworks Matlab,
Wolfram Mathematica, Microsoft Excel (con un complemento adicional),
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RExcel, S-plus, SAS, XploRe y R. Sin embargo, la gran mayoria de éstos
cuentan con un catdlogo muy limitado de cépulas, en general sélo cuen-
tan con las 5 familias mas comunes: normal, t, Clayton, Gumbel y Frank.
Ademsds, los métodos y herramientas de ajuste, en general, también se en-
cuentran limitados. El inico paquete que, en cierto sentido, se encuentra mas
actualizado es R, esto por su naturaleza de “software libre” (véase Bacigél
(2012) para mayor detalle sobre el contenido con respecto a cépulas de cada
herramienta.). Aun asi, esto nos lleva a muchos retos que estan latentes ac-
tualmente en la teoria y aplicacién de las cépulas tanto como un concepto
probabilistico hasta como una herramienta estadistica. Concluiremos esta
introduccién histérica citando a Durante y Sempi (2010):

A pesar de esta amplia gama de interés acerca de las cépulas,
todavia creemos que este concepto se encuentra en “su infancia”
y otras tantas investigaciones pueden (y deben) ser conducidas
con el fin de subrayar si las cépulas, o conceptos relacionados con
copulas, pueden ser realmente considerados como un “fuerte”
concepto matematico de interés en varias aplicaciones.

Con esta gran motivacion histérica ya estamos en posicion de entrar en
materia y comprender el concepto de copula.

1.1. Conceptos Preliminares

Esta seccion tiene por finalidad exhibir conceptos béasicos que nos seran
de mucha ayuda para definir a la funcién cépula, sus caracteristicas y propiedades.
Si R denota el conjunto de los niimero reales (—oo, 00), i denota al con-
junto de los reales extendidos RU{—o00, 00} = [~o0, 0c]; R? y R? representan
al plano real ® x N y el plano real extendido # x R respectivamente.
Un rectangulo en R? es el producto cartesiano B de dos intervalos cerra-
dos: B = [z1,z2] X [y1,y2], donde los vértices del rectdngulo son los puntos
(r1,71), (w1,%2), (z2,91), (z2,¥2). El cuadrado unitario Z? es el producto
Z x T, donde T = [0, 1].
Una funcion real H de doble entrada es aquella con dominio, DomH, sub-
conjunto de R? y rango, RanH, subconjunto de .

Definicién 1.1.1. Sean S; y Sy subconjuntos no vacios de ®, y H una
funcién real de doble entrada tal que el DomH= 8§ X Sy. Sea B = [z1, 23] X
[y1, y2] un rectangulo cuyos vértices estan contenidos en el DomH. Entonces,
el H-volumen de B esta dado por:

Vi (B) = H(xa,y2) — H(x1,y2) — H(z2,y1) + H(z1, 1) (1.1.1)

Definicién 1.1.2. Una funcién real H de doble entrada es 2-creciente si
Vu(B) > 0, para todo rectangulo B cuyos vértices estdn contenidos en
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DomH.

Cuando una funcién es 2-creciente, en ocasiones se hace referencia al H-
volumen 6 a la H-medida de algin rectangulo B. Algunos autores se refieren
a las funciones 2-crecientes como cuasi-monétonas.

Ejemplo 1.1.1. Sea II una funcién definida en Z? por II(z,y) = z - y. En-
tonces Il es 2-creciente:
Siug, ug, v1, vo €Ly ademads u; < ug y vy < vo entonces:

Vin([u1, ug] X [vr,v2]) = wugva — ugvy — urve + uivy
= ug(ve —v1) — u1(ve — v1)
= (uzg —u1)(v2 —v1)
> 0,

ya que si u; < ug, entonces ug — u; > 0, de manera analoga para v; < wva.
O

Cabe mencionar que ninguno de estos enunciados es consecuencia uno del
otro: «H es 2-creciente» # «H es creciente en cada uno de sus argumentos»,
y «H es creciente en cada uno de sus argumentos» # «H es 2-creciente»,
como se observa en los siguientes ejemplos:

Ejemplo 1.1.2. Sea H una funcién definida en Z? por H(z,y) = (22 —
1)(2y — 1).
Siuy, ue, v1, vo € Ly ademds u; < us y v1 < vo entonces:

Vi([u, ug] X [v1,v2]) = (2ua —1)(2v2 — 1) — (2u; — 1)(2v3 — 1)
—(2v1 = 1)(2ug — 1) + (2ug — 1)(2v1 — 1)
= (2ug —1)[(2v2 — 1) — (201 — 1)]
+(2u; — 1)[(2v1 — 1) — (209 — 1)]
= (2ug — 1)[2(ve2 — v1)] + (2u1 — 1)[2(v1 — v2)]

= 2(v2 —v1)[(2uz — 1) — (2u; — 1)]
= 2(v2 —v1)[2(ug — u1)]

= 4(v2 —v1)(ug —uy)

> 0,

ya que (ug—uq), (va—wv1) > 0, entonces H es 2-creciente, pero si tomamos
a y un nimero fijo en el intervalo (0, %), H es una funcién decreciente para
z,yaque -1 <2y—1<0yVao<a, 2r—1< 22 —1, por lo tanto
(22/ —1)(2y — 1) < (22 — 1)(2y — 1), de manera ansloga si x € (0,3), H es
decreciente Vy. O
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Ejemplo 1.1.3. Sea H una funcién definida en Z? por H(z,y) = max(x,y).
Entonces H es una funciéon mondtona creciente de = y ¥, ya que si fijamos y =
yo entonces para todo z < 2/, max(x, yp) < méx(z’,yo), de forma andloga si
fijamos x = xy. Por otro lado
VH(I2) = H(lvl) —H(l,O) _H(Ovl) +H(070)

= max(1,1) — 2méx(0,1) + max(0,0)

= 1-240

= 1,

por lo tanto H no es una funcién 2-creciente. O

Lema 1.1.1. Sean S; y So dos subconjuntos no vacios de R, y sea H una
funcién 2-creciente con dominio S7 X S5. Sean z1, x2 en S7 con x1 < X9, ¥
sean Yy, Y2 en So con y; < yo. Entonces la funcién t — H(t,ys) — H(t,y1) es
una funcién no decreciente en Sy, y la funcién ¢ — H(z2,t) — H(z1,t) es no
decreciente en S5.

Definicién 1.1.3. Sean S1,S52 C R no vacios, t.q. a; := inf(S]) y ag :=
inf(S2) y sea H una funcién real de doble entrada con DomH=S7 x Ss. H
estd fijada si: H(x,a2) = 0 = H(a1,y) V(z,y) € S1 X Sa.

Una aplicacién inmediata del Lema 1.1.1 es la siguiente.

Lema 1.1.2. Sean S;,S> C R no vacios, y sea H una funcién 2-creciente
fijada con dominio S7 x So. Entonces H es no decreciente en cada argumento.

Definicién 1.1.4. Sean b; = sup(S1), b2 = sup(S2), una funcién H de
S1 x So a R, tiene marginales F'y G dadas de la siguiente manera:

DomF = Sy, y F(z) = H(x,be) Yz € Sy;
DomG = Sy, y G(y) = H(by,y) Yy € Sa.

Ejemplo 1.1.4. Sea H una funcién con dominio [—1, 1] x [0, co] dada por:
(x+1)(e¥ —1)
z+2e¥ -1
H esta fijada ya que H(z,0) = [(zx+1)(1-1)]/(x+2—-1) =0,y H(-1,y) =

(=1 +1)(e¥ = 1)]/(—1+42¢Y — 1) = 0; y H tiene marginales F'y G dadas
por:

H(J:’y) =

)

F(zr) = H(z,00)

1

— lim (z+D(e"-1) &

y—oo x +2e¥ —1 e%
_ 1

— (@4 1) lfm ——

-1
Y—>00 (fey ) +9

= @+1)/2,
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Gly) = H(Ly)
(I+1)(e¥ —1)
14+2e¥ -1
2(e¥ — 1)
2eY
= 1—e".

A continuacién un lema importante sobre funciones 2 — crecientes fijadas
con marginales.

Lema 1.1.3. Sea Si, So C R, y sea H una funcién 2-creciente fijada con
marginales, t.q. DomH = 51 x Ss.
Sean (z1,y1) y (x2,y2), puntos arbitrarios en S; X Sy. Entonces:

[H(z2,y2) — H(z1,91)| < [F(x2) — F21)[ + [G(y2) — G(y1)]-

1.2. Definicion y Propiedades Basicas

La finalidad de esta seccion es definir a las funciones «Cépula» y enun-
ciar sus caracteristicas y propiedades. Lo primero que se hard serd definir
a las subcépulas como una familia de funciones fijadas, 2-crecientes y con
marginales; para luego definir a las funciones «Cépula» como subcépulas con
dominio Z2.

Definicién 1.2.1. Una subcépula bivariada es una funcién C’ con las siguien-
tes propiedades:

1. El DomC’ = S; x Sy, donde Sy, Sy C Ty {0}, {1} € S1, Sa;
2. ' esta fijada y es 2-creciente;

3. YueS yWweSs, C'(u,1)=uyC'(1l,v) =v.

Podemos notar que Y(u,v) € DomC’, 0 < C'(u,v) < 1.

Definicién 1.2.2. Una cépula bivariada es una funcién C : Z? — Z con las
siguientes propiedades:

1. Est4 fijada. Para cualquier u, v € Z, C(u,0) = 0 = C(0,v);

2. Tiene marginales u y v respectivamente para cada argumento. C(u, 1) =
u, C(1,v) = v;

3. Es 2-creciente. Para cualquier ui, us, v1, vo € Z, tales que u; < ug y
v1 < vy, entonces C(ug,vy) — C(ug,v1) — C(uy,va) + C(ug,vy1) > 0.
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La distincién respecto al dominio entre una cépula y una subcédpula
puede parecer poco significante, pero serd de gran interés en la siguiente
seccion al presentar el teorema de Sklar.

Ejemplo 1.2.1. Las siguientes funciones definidas en Z? y que van a Z, son
copulas

1. M(u,v) = min(u,v);
2. W(u,v) = max(u+ v — 1,0);

3. II(u,v) = u - v, donde por el Ejemplo 1.1.1 es 2-creciente, también
I1(0,v) =0-v=0=wu-0=1I(u,0) por lo tanto estd fijada y ademds
M(u,1) =u-1=wuyI(l,v) =1-v=wv, entonces II es cépula.

Las pruebas para las primeras dos cépulas se encuentran en Pérez (2007).

Ejemplo 1.2.2. Sea «a cualquier nimero en el intervalo (0, 1), entonces la
combinacién lineal convexa entre las copulas M y W a partir de o, C =
aM + (1 — o)W, también es una cépula.

Durante el desarrollo de todo el trabajo se emplearan algunas cépulas
paramétricas, las cuales en su totalidad son estudiadas en Nelsen (2006).

El siguiente teorema explica la importancia de las cépulas en los puntos
1y 2 del Ejemplo 1.2.1.

Teorema 1.2.1. Sea C’ una subcépula, entonces V(u,v) € Z,

max(u +v — 1,0) < C'(u,v) < min(u,v). (1.2.1)

Las cotas para una subcépula enunciadas en el Teorema 1.2.1 son cono-
cidas como las cotas de Fréchet-Hoeffding.

Dado que toda cépula es una subcépula las cotas dadas en (1.2.1) apli-
can para toda copula, de hecho estas mismas son también copulas y son
comunmente denotadas como M (u,v) = min(u,v) y W(u,v) = max(u+v—
1,0). Por lo tanto la versién para cépulas de las cotas de Fréchet-Hoeffding
es la siguiente: V(u,v) € T2,

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v). (1.2.2)

Existe otra cépula importante que serd utilizada con frecuencia en el
desarrollo del trabajo, la cépula producto, I1(u,v) = uv.

A partir del Lema 1.1.3 se da el siguiente teorema, el cual establece la
continuidad de subcépulas y por tanto de cédpulas, via una condicién de
Lipschitz en Z2.
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Teorema 1.2.2. Sea C' una subcépula. Entonces V(uy, us), (vi,v2) € DomC’,

’C,('UQ,UQ) — C'(ul,vl)\ < ’UQ — ul\ + "1)2 — ’Ul‘. (1.2.3)

Demostracion. La prueba es consecuencia directa del Lema 1.1.3. O

Por lo tanto C’ es uniformemente continua en su dominio.

Definiciéon 1.2.3. Sea C una cépula y sea ¢ un nimero en Z. La seccion
horizontal de C en a, es la funcién que va de Z a Z dada por t — C(t, a); la
seccién vertical de C en a es la funcién que va de Z a Z dada por t — C(a,t);y
la seccién diagonal de C es la funcién que va de Z a Z dada por d¢(t) = C(t,1).

El siguiente corolario es consecuencia inmediata del Lema 1.1.2 y del
Teorema 1.2.2.

Corolario 1.2.1. Las secciones horizontal, vertical y diagonal son no de-
crecientes y uniformemente continuas.

Una manera simple pero ttil de presentar la grafica de una cépula es con
un diagrama de contornos (Conway (1979)), que son graficas de sus conjun-
tos de nivel, dados por los conjuntos en Z? tal que C(u,v) = a, con a una
constante, para constantes especificas en Z. La Figura 1.1 nos muestra la
grafica de los contornos de las cépulas M, IT y W.

;
\S%
,
e,
.
~
.
0s.

Is

06

Figura 1.1: Contornos de M, IT y W.

En la Figura 1.2 se presenta una grafica con las secciones diagonales de
M, Iy W.



1.3. TEOREMA DE SKLAR 13

1.0
|

0.6

0.4

0.2
|

0.0
1

Figura 1.2: Seccién diagonal de M (verde), II (azul) y W (rojo).

Las graficas antes expuestas son de mucha utilidad al explorar el com-
portamiento de la copula de un par de variables aleatorias. Dicha aplicacion
se exhibird de manera mas explicita en el capitulo cuatro, al desarrollar el
modelo que explique a las variables de estudio.

Teorema 1.2.3. Sea C una cépula. Vv € Z, la derivada parcial 9C(u,v)/0u
existe para casi todo u, ademés para dichas u y v,

9C(u,v)

——= < 1. 1.2.4
ou — ( )
De manera analoga Yu € Z, la derivada parcial dC(u,v)/0v existe para

casi todo v, ademds para dichas u y v,

0<

IC(u,v)

< —>=<1. 1.2.
- ov — (1.2.5)
Ademas, las funciones u +— 9C(u,v)/0v y v — OC(u,v)/Ou estdan bien
definidas como no decrecientes en todo Z.

0

1.3. Teorema de Sklar

El teorema al que se refiere el titulo de esta seccién es central para la
teoria de copulas. El teorema de Sklar exhibe el papel que desempenian
las cépulas en la relacién entre funciones de distribuciéon conjuntas y sus
marginales univariadas. Por lo tanto iniciaremos esta seccién definiendo a
las funciones de distribucién.

Definiciéon 1.3.1. Una funcion de distribucion es una funciéon F con do-
minio R tal que:

1. F es no decreciente.
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2. F(—o0) =0y F(o0) = 1.

Definicién 1.3.2. Una funcién de distribucion conjunta es una funcién con
dominio R? tal que:

1. H es 2-creciente.
2. H(zx,—00) =0 = H(—00,y), y H(co,00) = 1.

Por lo tanto H esta fijada, y como el DomH = R?, H tiene marginales F'y G
dadas por F(z) = H(z,00) y G(y) = H(co,y). A partir del Corolario 1.2.1,
F'y G son funciones de distribucion.

Cabe mencionar que hasta el momento no se ha hecho alusién a ningtn
concepto “probabilistico”. Las funciones de distribucién de una o dos varia-
bles correspondientes a variables aleatorias cumplen con las caracteristicas
antes mencionadas. Por lo tanto cualquier resultado que se derive de las fun-
ciones de distribucion aplicara también para variables aleatorias sin ninguna
consideracion adicional.

Teorema 1.3.1. Teorema de Sklar. Sea H una funcién de distribucién
conjunta con marginales F'y G. Entonces existe una cépula C tal que Vz, y € R,

H(z,y) =C(F(x), G(y)). (1.3.1)

Si F'y G son continuas, entonces C es Unica; en otro caso C esta tnicamente
determinada en el RanFxRanG. De manera inversa, si C es una cépula y F
y G son funciones de distribucién, entonces la funcién H definida por (1.3.1)
es una funcién de distribucién conjunta con marginales F'y G.

Lema 1.3.1. Sea H una funcién de distribucién conjunta con marginales F
y G. Entonces existe una tinica subcépula C’ tal que:

1. Dom(C’'=RanFxRanG.
2. Va, y € R, H(z,y) = C'(F(z), G(y)).

Lema 1.3.2. Sea C’ una subcépula. Entonces existe una cépula C t.q.
C(u,v) = C'(u,v) ¥Y(u,v) € DomC’; i.e., cualquier subcépula puede ser ex-
tendida a una cépula. Dicha extensién no siempre es Unica.

Las pruebas de los Lemas 1.3.1 y 1.3.2 y del Teorema de Sklar 1.3.1 se
detallan en Nelsen (2006).

La ecuacién (1.3.1) da una expresién para funciones de distribucién con-
juntas en términos de la cépula y dos funciones de distribucién univariadas.
Pero (1.3.1) puede ser invertida a manera de expresar a la cépula en términos
de una funcién de distribucién conjunta y la “inversa” de dos marginales.
Pero, si una de las marginales no es estrictamente creciente, entonces esta
no posee una inversa en los términos convencionales. Por lo tanto, primero
se definird el término de cuasi-inversa para funciones de distribucién.
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Definicion 1.3.3. Sea F una funcién de distribucién. Entonces una cuasi-
inversa de F es una funcién F(oV con dominio Z tal que:

1. Si t estd en el RanF, entonces F("V(t) es cualquier niimero z € R tal
que F(x) = t, i.e. Vt € RanF,

F(FY(1) =t.
2. Si t no estd en RanF, entonces
FEU(t) = inf {z|F(z) > t} = sup {z|F(z) < t}.

Cabe mencionar que si F es estrictamente creciente, esta tiene una tinica
cuasi-inversa, la inversa ordinaria, en tal caso se usara la notacion acostum-
brada F~1.

Corolario 1.3.1. Sean H, F, Gy C' como en el Lema 1.3.1, y sea F=D y
GV las cuasi-inversas de F y G, respectivamente. Entonces V(u, v) € Dom(C’,

C'(u,v) = HF Y (u), GV (v)) (1.3.2)
Cuando F'y G son continuas este resultado aplica para cépulas.

La relevancia de los resultados expuestos en esta seccién serd mas clara
cuando se explique en las secciones siguientes la importancia que tienen las
coOpulas en el estudio de variables aleatorias.

Se finaliza esta seccion mencionando algunas familias de cépulas, las cuales
seran utilizadas en el capitulo cuatro al momento de hacer un ajuste paramétri-
co a las variables de estudio. También se menciona un método para “pegar”
dos o mas copulas en una sola, éste serd empleado en caso de que la cépula
de las variables tenga que ser representada por dos o méas cépulas.

Cépulas Elipticas

» Familia Gaussiana (Normal), si ® denota la funcién de distribucién
(univariada) de una normal estdndar y N, denota la funcién de dis-
tribucién normal bivariada estandar con coeficiente de correlacién 7,
entonces para 7 € (—1,1)\{0}:

C(u,v) = Np(®7H (), @7 (v))

_ 1 /‘Dl(“)/q’l(“)ex (2 — 20st + 12)
Vi) o S TP 20—

» Familia T, véase Demarta y McNeil (2005).

dsdt.

(1.3.3)
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Otras Familias de Cépulas

s Familia Plackett, para 6 > 0, 0 # 1:

[T+ (0 —1D)(u+v)] =1+ (0 —1)(u+v)]2—4uvd(0 — 1)

Co(u,v) = 200-1) ;
(1.3.4)
para 6 =1,
Ci(u,v) = uv.
» Familia Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM), V0 € [—1, 1]:
Co(u,v) = uv + Ouv(l — u)(1 —v). (1.3.5)

“Gluing Copulas” (Pegando Cépulas)

El método “Gluing Copulas” fue propuesto en Siburg y Stoimenov (2008)
y es una técnica general para construir cépulas n-variadas a partir de dos
o més copulas de la misma dimensién, escalando y juntando en una sola,
abordaremos el caso de copulas bivariadas e iniciaremos con la forma para
pegar 2 copulas:

Proposicién 1.3.1. Dadas dos copulas bivariadas C; y Cy y un valor fijo
0 < 0 < 1, podemos escalar C; a [0,0] x [0,1] y Cy a [0, 1] x [0,1] y juntarlas
en una sola cépula con la siguiente férmula:

0C1(g,v), 0<u<b,
Cio0(u,v) = (1.3.6)
(1—0)Co(¥=5,v) +6v, §<u<l.

De igual forma se puede hacer si se desea pegar 3 cépulas en una, de la
siguiente manera:

Proposiciéon 1.3.2. Dadas tres copulas bivariadas C1, C y C3 y dos valores
fijos 0 < 01, 62 < 1, podemos escalar C a [0,01] x [0,1], C2 a [01,02][0,1] ¥
C3 a [0, 1] y juntarlas en una sola cépula con la siguiente férmula:

0161(%,@), OSU/§017

C12,3,01,6 (4, 0) = § (62 — 01)Ca(3=5-,v) + O1v, 61 <u<by,  (1.3.7)

\(1 — 92)03(1{%32,1)) + 050, 0 <u<l.
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De igual forma se puede extender el concepto para cualquier nimero
de cépulas que se deseen pegar. Los pegados de copulas presentados en
las Proposiciones 1.3.1 y 1.3.2 son horizontales, es decir se segmenta con
respecto a la variable u (el primer argumento), pero, en Siburg y Stoimenov
(2008) se exhibe también como pegar de manera vertical, con respecto a
la variable v, o hacer combinaciones, pegando tanto de manera horizontal
como vertical para una misma cépula. Para efectos del presente trabajo con
las Proposiciones anteriores bastard para realizar el ajuste que se desea.

1.4. Coépulas y Variables Aleatorias

Se tomara el término “variable aleatoria” (v.a.) desde el punto de vista
de la estadistica como: una cantidad para la cual su valor esta determinado
por una funcién de distribucién de probabilidad (conocida o desconocida).
Todos los resultados siguientes son aplicables también desde el punto de vista
de la teoria de la probabilidad donde una variable aleatoria es definida con
base en la teoria de la medida, i.e., como una funcién medible en un espacio
de probabilidad determinado. Ambos términos son andlogos al extenderlos
a vectores aleatorios. Por lo tanto, recordaremos las caracteristicas de una
funcién de distribucién de probabilidad (FDP).

Definicién 1.4.1. Sean X una v.a. y F una funcién t.q. F : R — [0,1],
entonces F es una FDP de X si para todo x € R

F(z) = P(X < ). (1.4.1)

Teorema 1.4.1. Sean X una v.a. y F una FDP de X, entonces F cumple
con las siguientes propiedades:

1. F(oo) =1;
2. F(—o00) =0;

3. Siz <y = F(z) < F(y), lo que significa que F es una funcién
mondtona creciente 6 no decreciente en R.

Definicién 1.4.2. Sean X, Y v.a.’s y H una funcién t.q. H : §f€2 — [0, 1],
entonces H es una FDP conjunta de X, Y si para todo (z,y) € R?

H(z,y) =P(X <z, Y <vy). (1.4.2)

Teorema 1.4.2. Sean X, Y v.a.’s y H una FDP conjunta, entonces H
cumple con lo siguiente:

1. H estd fijada;
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2. H es 2-creciente;

3. H tiene por marginales F'y G las FDP de X, Y respectivamente.

Estamos definiendo FDP de variables aleatorias como continuas por la
derecha, pero esto es solo por convencién, FDP continuas por la izquierda
pueden funcionar de igual manera. Cabe mencionar que una variable aleato-
ria es continua cuando su funcién de distribucién es continua.

A continuacién reafirmaremos el teorema de Sklar en términos de variables
aleatorias y sus funciones de distribucién:

Teorema 1.4.3. Sean X, Y variables aleatorias con funciones de distribu-
cién F'y G, respectivamente, y funcién de distribucién conjunta H. Entonces
existe una cépula C tal que (1.3.1) aplica. Si F'y G son continuas, C es tnica.
En otro caso C es tinica en RanF'xRanG.

La cépula C definida en el Teorema. 1.4.3 serd llamada la cépula de X, Y
o la copula subyacente de X, Y y simplemente serd denotada por Cxy-

Teorema 1.4.4. Sean X, Y variables aleatorias continuas. X, Y son inde-
pendientes si y sélo si Cxy = 1I.

La demostraciéon del Teorema anterior es inmediata por el hecho de que
un par de variables aleatorias continuas X, Y con marginales F'y G respecti-
vamente, son independientes si y s6lo si H(x,y) = F(2)G(y). Con el Teorema
1.4.3 se sigue la demostracion.

Mucha de la utilidad de las copulas en el estudio de la estadistica no
paramétrica deriva del hecho de que para transformaciones estrictamente
monétonas de variables aleatorias, la copula entre las mismas es invariante
o cambia de manera predeterminada. Recordaremos que si la funciéon de
distribucién de una variable aleatoria X es continua, y si « es una funcién
estrictamente mondétona tal que su dominio contiene RanX, entonces la fun-
cién de distribucién de «(X) es también continua. Dichas consideraciones
seran necesarias para entender los siguientes dos teoremas.

Teorema 1.4.5. Sean X, Y variables aleatorias continuas, con cépula Cxy.
Si a y B son funciones estrictamente crecientes en el RanX y RanY, respec-
tivamente, entonces Ca(X)B(Y) = Cxy. Por lo tanto Cxy es invariante bajo
transformaciones estrictamente crecientes de X, Y.

Cuando al menos una de las funciones « o 3 es estrictamente decreciente,
se obtienen resultados para los cuales la c6pula para las variables a(X), 8(Y)
es una simple transformacién de Cxy como se muestra en el Teorema 1.4.6.

Teorema 1.4.6. Sean X, Y variables aleatorias continuas con cépula Cxy.
Sean a y 8 funciones estrictamente monétonas en el RanX y RanY, respec-
tivamente:
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1. Si « es estrictamente creciente y 8 es estrictamente decreciente, en-
tonces:

CQ(X)ﬁ(y)(u, U) =Uu— ny(u, 1-— ’U)

2. Si « es estrictamente decreciente y 5 es estrictamente creciente, en-
tonces:

Cax)8(v)(w;v) = v = Cxy(1 —u,v)
3. Si ambas, « y [ son estrictamente decrecientes, entonces:

Cax)p(v) (1, v) =u+v—1+Cxy(l —u,1—v)

Como las cépulas son funciones de distribucién (con marginales uni-
formes (0, 1)), cada cépula C induce una una medida de probabilidad en Z?
via V¢([0,u] x [0,v]) = C(u,v), de manera similar, la C-medida de un con-
junto es su C-volumen V. Por lo tanto, de manera intuitiva, la C-medida
de un subconjunto de Z? es la probabilidad de que dos variables aleatorias
uniformes (0,1) U y V, con funcién de distribucién conjunta C tomen valores
en ese subconjunto.

El soporte de una copula es el complemento de la unién de todos los sub-
conjuntos abiertos de Z? con C-medida igual a cero.

Ejemplo 1.4.1. El soporte de la cota superior de Fréchet-Hoeffding M
es la diagonal principal de Z2, i.e., la grafica de v = w para v € I. Lo
anterior se sigue de que la M-medida de cualquier rectangulo por debajo o
por encima de la diagonal principal es cero. De manera similar, el soporte
de la cota inferior de Fréchet-Hoeffding W es la diagonal secundaria de Z2,
i.e., la grafica de v =1 — u para u € I.

1.5. Las cotas de Fréchet-Hoeffding como funciones
de distribucién

En el Teorema 1.2.1 se encontraron las cotas de Fréchet-Hoeffding como
cotas universales para copulas, i.e., para cualquier cépula C y Yu, v € .

W(u,v) = max(u+v —1,0) < C(u,v) < min(u,v) = M(u,v).

Como consecuencia del teorema de Sklar, si X, Y son variables aleatorias
continuas con funcién de distribucién conjunta H y marginales F'y G, re-
spectivamente, entonces Vx, y € R:

max(F(z), G(y) — 1,0) < H(z,y)) < min(F(z), G(y)). (1.5.1)

Ya que M y W son cépulas, las cotas antes enunciadas son funciones de
distribucién conjuntas y son conocidas como las cotas de Fréchet-Hoeffding
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para funciones de distribucién conjuntas H con marginales F'y G. El obje-
tivo de esta seccidén es conocer qué se puede decir sobre el comportamiento
conjunto de un par de variables aleatorias cuando su funcién de distribucion
conjunta es una de las cotas de Fréchet-Hoeffding.

Para este fin se introducird la nocién de conjuntos no decrecientes y no
crecientes en R2.

Definicién 1.5.1. Sea S C R?, S es no decreciente si V(z,y), (u,v) € S,
x < u = y <v. De manera similar, S es no creciente si V(x,y), (u,v) € S,
T<u=1Yy>0.

Lema 1.5.1. Sea S C 12, S es no decreciente si y sélo si V(x,y) € R%:

1.
V(u,v) eS,u<zx=v<uy; (1.5.2)

V(u,v) eS,v<y=u<uz. (1.5.3)

Lema 1.5.2. Sean X, Y variables aleatorias con funcién de distribucion
conjunta H. Entonces H es igual a la cota superior de Fréchet-Hoeftding si
y sélosi V(z,y) € RE, P[X>2, Y<y|=06P X<z, Y>y]=0.

Teorema 1.5.1. Sean X, Y variables aleatorias con funcién de distribucion
conjunta H. Entonces H es igual a la cota superior de Fréchet-Hoeffding si
y s6lo si el soporte de H es un subconjunto no decreciente de R2.

Ejemplo 1.5.1. Sean X, Y variables aleatorias, con Y = a(X) y a una
funcién mondtona creciente (no decreciente), entonces Cxy = M.

Demostracion. Siu= F(z) y v= G(y) = Fla"!(y))

Cxy(u,v) = Cxox)(u,v)

PIX <z,a(X) <y
PIX <z, X<a l(y)
PIX < min(z, 0~ (y)
min(F(z), Fla™ (5)))
min(F(z), G(y))

= min(u,v) = M(u,v).
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Lema 1.5.3. Sea S C R%. Entonces S es no creciente si y sélo si V(x,y) € R2:

1.
V(u,v) eS,u<xz=0v>uy; (1.5.4)

V(u,v) €S, v>y=u<ux. (1.5.5)

Lema 1.5.4. Sean X, Y variables aleatorias con funcién de distribucién
conjunta H. Entonces H es igual a la cota inferior de Fréchet-Hoeffding si y
s6lo si V(z,y) ER2, P[X> 2, Y>y|=06P[X<z,Y<y =0

Teorema 1.5.2. Sean X, Y variables aleatorias con funcion de distribucion
conjunta H. Entonces H es igual a la cota inferior de Fréchet-Hoeffding si y
s6lo si el soporte de H es un subconjunto no creciente de $2

Ejemplo 1.5.2. Sean X, Y variables aleatorias, con Y = B(X) y § una
funcién mondtona decreciente (no creciente), entonces Cxy = W.

Demostracion. Siu=F(z) yv= G(y) =1—F(B (y))
=

Cxy(u,v) = Cxgx)(u,)

PIX <z, p(X) <y
PIX<a,X> 57 (y)]
= P (y) <X <],

si < B71(y) entonces P[B71(y) < X < z] = 0, y ademas:

Fz) < F(B ()

1-F(B ' (y) < 1-F(x)

G(y) < 1-F(x)
Gly)+Fz)—1 < 0,

ahora si z > 87 !(y) entonces:

P8~ (y) < X<a] = Flz)-F(8~'(y)
= Flz) - (1-G(y)
y ademds de manera andloga al caso anterior G(y) + F(z) — 1 > 0. Por lo

tanto si H es la funcién de distribucién conjunta de X, Y entonces H(z,y) =
méax(F(x) + G(y) — 1,0) de donde se sigue que Cxy = W. O
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1.6. Coébpula de Supervivencia

En muchas aplicaciones se estudia el tiempo de vida de individuos u ob-

jetos en alguna poblacién. La probabilidad de que un individuo sobreviva
més de un tiempo z estd dado por una funcién de supervivencia F(z) =
P[X > z] =1—F(x), donde como antes F' denota la funcién de distribucién
de una variable aleatoria X. Por la naturaleza de la aplicacion, se espera
que el rango de la variable aleatoria sean los reales positivos, sin embargo se
trabajara con la variable cuando su rango es R.
Para un par de variables aleatorias X, Y con funcién de distribucién con-
junta H, la funcién de supervivencia conjunta se define como H(z,y) =
P[X > x, Y > y]. Las marginales de H son las funciones F(z) = H(z, —o0)
y G(y) = H(—o0,y) que son las funciones de supervivencia univariadas.
A continuacion, se expondrd la relacién que existe entre la funcién de su-
pervivencia conjunta y sus marginales, suponemos que X, Y son variables
aleatorias con copula C. Entonces tenemos:

H(z,y) = 1-F(z)— G(y)+ H(z,y)
= F(z)+ G(y) — 1+ C(F(z), G(y))
= F@)+ G(y)—1+C(1 - Fx),1- Gy))

Por lo tanto definimos una funcién C que va Z? a T por:

~

Clu,v)=u+v—1+C(1 —u,1—v). (1.6.1)

De donde:

H(z,y) =C(F(x), G(y)). (1.6.2)
Nos referiremos a C como la copula de supervivencia, cabe destacar que ésta
cumple con las propiedades de una funcién cépula. Se debe tener cuidado de
no confundir a la cépula de supervivencia C con la funcién de supervivencia
conjunta C de dos variables aleatorias uniformes (0,1), donde su funcién de
distribucién conjunta es la cépula C. Ya que:

Clu,v) =PU>u,V>u=1—u—v+Clu,v) =C(1 —u,1—v). (1.6.3)

1.7. Simetria

La finalidad de este capitulo es presentar conceptos béasicos de simetria
de cépulas ya que la gran mayoria de las copulas paramétricas son simétricas.

Definicion 1.7.1. Un par de variables aleatorias X, Y son intercambiables
si los vectores (X, Y) y (Y, X) son idénticamente distribuidos. Si la funcién
de distribucién conjunta del vector (X, Y) es H, entonces H(z,y) = H(y,x)
Vz,y € R2. Claramente variables aleatorias intercambiables deben ser idénti-
camente distribuidas i.e., tienen la misma funcién de distribucién univariada.
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Teorema 1.7.1. Sean X, Y variables aleatorias continuas con funcién de
distribuciéon H, marginales F'y G respectivamente y cépula C. Entonces X,
Y son intercambiables si y sélo si F = Gy C(u,v) = C(v,u) V(u,v) € Z?.

Cuando C(u,v) = C(v,u) ¥(u,v) € I?, simplemente se dice que C es
simétrica.

Lema 1.7.1. Sea C una copula, entonces:

1
sup [C(u,v) —C(v,u)| < =; (1.7.1)

(u,v)€Z2 3

v la desigualdad es la mejor posible.

Cuando una cépula alcanza la cota superior se le llama maxima no-
intercambiable o extremadamente asimetrica.
En Durante, Klement, Sempi y Ubeda-Flores (2010), se analizan algunas
medidas de no-intercambiabilidad como por ejemplo; si C es una cépula,
una medida de no-intercambiabilidad o asimetria es:

0(C)=3 sup [C(u,v)—C(v,u). (1.7.2)
(u,v)€Z?

La cual tiene las siguientes propiedades:
1. 6(C) =0 siy sdlo si C es intercambiable o simétrica.
2. Para cualquier cépula C, 0 < §(C) < 1.

3. C es maxima no-intercambiable o extremadamente asimétrica si y solo

sid(C) =1.
4. El valor 6(C) = 1 para cépulas maximas no-intercambiables o ex-
tremadamente asimétricas es alcanzado en (u,v) = (1/3,2/3) o en

(u,v) = (2/3,1/3).

Definicién 1.7.2. Una cépula C es tri-simétrica si:
12 21
ZZ2) - ZZ2)=o. 1.7.
¢(33)-<(33) (173

Observamos que toda copula simétrica es tri-simétrica, el caso contrario no
precisamente se cumple. Si bien el concepto de tri-simetria es mas débil
que el de simetria puede ayudar al momento de hacer ajustes con cépulas
paramétricas. El concepto de tri-simetria se aborda de manera detallada en
Erdely y Gonzélez-Barrios (2010), en donde también se propone una prueba
de tri-simetria. Otra prueba, ésta si de simetria, es la que se propone en
Genest, Neslehova y Quessy (2011), la cual serd utilizada en el capitulo
cuatro al ajustar una cépula paramétrica a las variables de estudio.
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1.8. Orden

La cotas de Fréchet-Hoeffding, W(u,v) < C(u,v) < M(u,v) para toda
cépula C y para todo u, v en Z, sugiere un orden parcial en el conjunto de
copulas.

Definiciéon 1.8.1. Si C; y Co son cépulas, diremos que C; es menor que Co
(o Cy es mayor que Cy), y se escribird C; < C2 (0 Co = Cp) si Ci(u,v) <
Ca(u,v) Yu, v € T.

En otras palabras, la cota inferior de Fréchet-Hoeffding VW siempre es
menor a toda cépula, de igual manera la cota superior M siempre es mayor
a toda cépula. Este orden parcial de cépulas es llamado el orden de con-
cordancia y tiene relevancia en el siguiente capitulo en donde se discute la
relacion entre cépulas y propiedades de dependencia para variables aleato-
rias. Notemos que lo que se propone en la Definicién 1.8.1 es un orden parcial
ya que no todo par de cépulas es comparable.

Ejemplo 1.8.1. La cépula producto II y la copula que se obtiene de hacer un
promedio de las cotas de Fréchet-Hoeffding (caso particular cuando oo = 0.5
en el Ejemplo 1.2.2) no son comparables.

Demostracion.

Si C(u,v) = W(u,v) + M(u,v)]/2, entonces C(1/4,1/4) = [1/2 + 1/4]/2 =
3/8 > 1/16 = 11(1/4,1/4) y C(1/4,3/4) = [0 + 1/4]/2 = 1/8 < 3/16 =
I1(1/4,3/4), por lo tanto no pasa que II < C y tampoco II > C. O

Por otro lado, existen familias de copulas que estan completamente or-
denadas. A estas familias paramétricas {Cg} se les llama ordenadas positi-
vamente si C, < Cg cuando a < f8; y ordenadas negativamente si C, = Cg
cuando a < .

Ejemplo 1.8.2. La familia Cuadras-Augé de cépulas (para detalle sobre es-
ta familia de véase Nelsen (2006)), es ordenada positivamente. Si C,, pertenece
a la dicha familia entonces para o € Z:

Co = [M(u, v)]*[IL(u, v)]* .

Demostracion. Para0 < a < <1y wu,ven (0,1),

B—a
Co(u,v) uv
Cs(u,v) N (M(u,v)) <L

y por tanto Co < Cg. O
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1.9. Simulacién Bivariada con Cépulas

Una de las aplicaciones fundamentales de las cépulas es la simulacién, en
el presente trabajo serd de mucha utilidad comparar simulaciones conjuntas
de los modelos propuestos y los datos reales. Iniciaremos con un teorema
que serd la base del desarrollo de esta seccién.

Teorema 1.9.1. (De la Integral de Probabilidad Transformada)

Si X es una variable aleatoria con funcién de distribucion continua F, en-
tonces F(X) ~ U(0,1). Debido a esto, para una variable & uniforme (0, 1),
FEOU) ~ X, donde F(=Y es alguna cuasi-inversa de F.

Demostracion. Véase Mood (1963). O

Con base en el Teorema 1.9.1 es que se propone el método de la funcién
inversa. Para simular una observacién x de la variable aleatoria X con fun-
cién de distribucion F.

Algoritmo 1.9.1.

1. Generar un valor aleatorio u, como una observacién de una variable
aleatoria uniforme (0, 1).

2. Hacer = FC"U(u), donde F(-1 es alguna cuasi-inversa de F.

A continuacién se expondra un método para generar observaciones (z,y)
de un vector aleatorio (X,Y) usando la cépula subyacente de Cxy como
herramienta. En virtud del teorema de Sklar, s6lo necesitamos generar un
par (u,v) de observaciones de variables aleatorias (U, V) uniformes (0, 1),
con funcién de distribucién conjunta Cxy, para después transformar dichas
uniformes via el algoritmo en el parrafo anterior. Un procedimiento para
generar el par (u,v) es el método de la distribucién condicional. Para este
método necesitamos la funcién de distribucién condicional de V dado U =u,
que denotaremos como ¢, (v):

A _
) =PV <ol =u] = AHIEO Clu+ ux)i C(u,v)
aC(u,v)
N ou (1.9.1)

Ahora, estamos en posicién de enunciar el algoritmo:
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Algoritmo 1.9.2.

1. Generar 2 observaciones independientes u y t de variables aleatorias
uniformes (0,1).

2. Hacer v = c(_l)(t), donde ¢, denota una cuasi-inversa de Cu-

3. El par deseado es (u,v), aplicar la transformacién del Algoritmo 1.9.1,
au'y a v con respectivas cuasi-inversas de las funciones de distribucion
de las variables de interés.

Mais adelante, en este mismo capitulo se presenta una versién suavizada
para funciones de distribucion, la cual parte de la funcién de distribucién
empirica, la inversa de esta funcién puede ser sustituida de manera tinica por
la cuasi-inversa en los algoritmos expuestos en esta seccion. Esto en el caso
de que no se tenga informacién alguna de la distribucion de las variables y
solo se cuente con una muestra de las mismas.

Se concluye esta seccién con un ultimo algoritmo para simular cépulas
que provengan de un “pegado de cépulas” como en (1.3.6) o (1.3.7), éste
serd relevante en caso de que la cépula de las variables de estudio tenga que
ser construida bajo este método. El algoritmo se presenta cuando la cépula es
producto de pegar 2 cépulas, este puede ser generalizado de manera analoga
para cuando se tienen mas copulas en el pegado.

Sea Cy 2,0 que satisface (1.3.6), entonces:

OC1(%,0) d(%)

0 i) 0<u<o,
aC172’0(u7 ’U) _ ou du
au - u—0 u—=~0
0C2 (1= ) d(§=5)
((1— )00 g <y <1

aC1 (% ,v)

ou ? 0<uc<d,

C2(4=4 v)
ou ’

0<u<l.

Por lo tanto si se desea simular una muestra de tamaiio N de la cépula Cq 29
se propone el siguiente algoritmo:

Algoritmo 1.9.3.

1. Calcular N1 = ||[N x0|| y No = N — Ny, donde, si a es un nimero real,
||la|| es el maximo entero de a.
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: . . N
2. Simular de manera independiente una muestra {(uq x, vl’k)}k:ll de la

c6pula C; y otra {(uzk, U2,k)}ivil de la cépula Cs.

3. Aplicar las transformaciones: (1) 1 = (uy, *6) Yk =1,2,... Ny;
(2) Ug f, = (u27k(1 —0)4+6)Vk=1,2,...Ns.
La muestra I’ := {(1217;6, Ulyk>}]]§\[:11 U {(ﬁ,g,k, v2,k)}]kvi1 es, en efecto, una
simulacién de tamano N de la cépula Cq 2.

4. Si la cépula proviene de una par variables aleatorias y se desea simular
a las mismas, aplicar la transformacién del Algoritmo 1.9.1, a todo @
y v en I' con respectivas cuasi-inversas de las funciones de distribucion
de las variables de interés.

1.10. Copulas Arquimedianas

Esta seccién tiene por finalidad mostrar una clase de cépulas conocida
como las cépulas arquimedianas. Estas cépulas han tenido muchas aplica-
ciones por varias razones, entre ellas son las siguientes: (1) la facilidad con
la que estas se construyen, (2) la gran variedad de cépulas que pertenecen
a esta clase y (3) la cantidad de propiedades que poseen. Primero daremos
algunas definiciones que nos ayudardn a caracterizar a esta clase de copulas.

Definicion 1.10.1. Sea ¢ una funcién continua, estrictamente decreciente
que va de Z a [0, o0] tal que ¢(1) = 0. La pseudo-inversa de ¢ es la funcién
¢!~ con Domel~1 = [0, 00] y Rang!~!) = 7 dada por:

-1 = {<Z>1 (1),

0, 4(0) 3 (1.10.1)

donde ¢! es la inversa ordinaria de la funcién.
Observamos que si ¢(0) — oo, entonces o=l — o1,

Lema 1.10.1. Sea ¢ una funcién continua, estrictamente decreciente que
va de Z a [0, 00] tal que ¢(1) = 0, y sea ¢/~ la pseudo-inversa de ¢. Sea C
es la funcién que va de Z? a T dada por:

Clu,v) = o7 (G(u) + ¢(v)). (1.10.2)

Entonces C satisface las condiciones de frontera del punto 1 y 2 de la Defini-
cién 1.2.2 para una cépula.

Teorema 1.10.1. Sea ¢ una funcién continua, estrictamente decreciente
que va de T a [0,00] tal que ¢(1) = 0, y sea ¢/~ la pseudo-inversa de ¢.
Entonces la funcién C que va de Z? a Z dada por (1.10.2) es una cépula si y
sélo si ¢ es convexa.
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Para detalles de las demostraciones del lema y teorema anteriores, véase
Nelsen (2006).

Las cépulas como en (1.10.2) son llamadas arquimedianas, es por eso
que los resultados anteriores sirven para entender la estructura de esta
clase de copulas. La funcion ¢ es llamado un generador de la cépula. Si
#(0) = oo, diremos que ¢ es un generador estricto. En tal caso, ol = 1
y Clu,v) = ¢~ (o(u) + ¢(v)), diremos que C es estrictamente una cépula
arquimediana.

El siguiente teorema presenta algunas propiedades de las cépulas arqui-
medianas que seran de utilidad en capitulos siguientes.

Teorema 1.10.2. Sea C una cépula arquimediana con generador ¢. En-
tonces:

1. C es simétrica; i.e., C(u,v) = C(v,u) para todo u, v en Z,

2. C es asociativa, i.e., C(C(u,v),w) = C(u,C(v,w)) para todo u, v, w en
Z;

3. si ¢ > 0 cualquier constante, entonces c¢ es también un generador de

C.

Ejemplo 1.10.1. (Ejemplos de cépulas arquimedianas)

(a) Sea ¢(t) = —In(t) para t € [0,1]. Como ¢(0) = oo, ¢ es un generador
estricto. Entonces ¢[~!l = ¢! = exp(—t), y generando C via (1.10.2),
C(u,v) = exp(—[(—In(u)) + (= In(v))]) = wv = I(u,v) Por lo tanto II
es estrictamente una cépula Arquimediana.

(b) Sea ¢(t) = 1—t parat € [0,1]. Entonces ¢~ (t) = 1 —t parat € [0,1] y
0 pata t > 1; i.e., I =1(t) = max(1 — t,0). Nuevamente usando (1.10.2),
C(u,v) =méx(1—[(1 —u) 4+ (1 —v)],0) = max(u+v —1,0) = W(u,v).
Entonces W es también Arquimediana.

(c) M no es Arquimediana. Véase Nelsen (2006).

A continuacion se presentan algunas familias de cépulas arquimedianas,
éstas seran utilizadas en el capitulos cuatro como candidatas para el ajuste
a las variables de estudio:

» Familia Clayton (1978), para 6 € [—1,00) \{0}:

}71/9

Co(u,v) = {méx (u_0 +o70 —1, 0) , (1.10.3)

donde ¢y(t) = (¢t~ —1) es la funcién generadora de Cy. Ademds, cabe
destacar a ciertos miembros de esta familia:
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C1=W,C=1I,C = ;7 y Coo = M.

» Familia Ali-Mikhail-Haq (AMH), para 6 € [—1,1):

Col ) = =5 i“;)(l—v)’ (1.10.4)

donde ¢y(t) = In (W) es la funcién generadora de Cy. Ademsds,

cabe destacar a ciertos miembros de esta familia:

C():Hyclz u+gfﬂ'

» Familia Gumbel, para 6 € [1,00):
1/6
Co(u,v) = exp ( - [(— Inu)’ + (- lnv)g} > (1.10.5)

donde ¢y(t) = (—1Int)? es la funcién generadora de Cy. Ademds, cabe
destacar a ciertos miembros de esta familia:

Cr =Ty Co =M.

» Familia Frank, para 6 € (—o0,00)\{0}:

1 (e70u —1)(e7% —1)
Co(u,v) = —751In <1 + T : (1.10.6)
donde ¢y(t) = —1In 6;_?_‘% es la funcién generadora de Cy. Ademas,

cabe destacar a ciertos miembros de esta familia:
Cfoozwa COZHyCoo:M

Cabe mencionar que a las familias que contienen a las copulas M, II
y W se les llama completas En ese sentido, las familias Clayton (1.10.3) y
Frank (1.10.6) cumplen con ser completas.

1.11. Aproximaciones de la Coépula

En esta seccion se revisaran: la expresién empirica de una cépula bi-
variada, un suavizamiento de la cépula con base en la copula empirica y un
acercamiento a las observaciones correspondientes a la cépula. Estos concep-
tos son muy importantes como un primer acercamiento al comportamiento
de la cépula subyacente de un par de variables aleatorias y por ende para
explicar el comportamiento conjunto de las variables. También, como se
verd en el siguiente capitulo, la cépula empirica sirve para obtener algunas
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versiones muestrales de medidas de asociacién.

Iniciaremos con algunos conceptos ya conocidos para una variable.
n ~ . .
Sea {(xk., Yk) } 1 due denota una muestra de tamano n de observaciones in-
dependientes e idénticamente distribuidas del vector aleatorio (X, Y). Pode-
mos obtener estimadores empiricos de las funciones de distribucién univari-
ada de la siguiente manera:

Fp(r) = %Zﬂ{x(l@) <z}, Guly) = %Zﬂ{y(k) <y}, (1.11.1)

k=1 k=1

donde I es la funcién indicadora que toma el valor de 1 si el argumento
es cierto y 0 si es falso y ademas ;) y y(x) son los estadisticos de orden
de X, Y respectivamente. Es bien conocido que la distribucion empirica
F,, es un estimador consistente de F, lo que significa que F,(t) converge
casi seguramente a F(t) cuando n — oo, para toda ¢, como se muestra
en Billingsley (1995). Para simulaciones de variables aleatorias continuas el
uso de F,, no es apropiado, ya que ésta no es una funciéon continua, en ese
sentido se necesita suavizar la funcién de cuantiles Q(u) = Fgfl)(u), donde
FSL_I) es una cuasi-inversa de F,, como en la Definicién 1.3.3. Lo anterior es
posible con un suavizamiento via polinomios de Bernstein-Kantorovic como
en Munoz ™ Perez y Ferndndez Palacin (1987), para toda u € Z:

n

Qn(u) = ZW(Z)U’“Q — )k, (1.11.2)
k=0

donde () son los estadisticos de orden de X. Para que la expresion tenga
sentido se considera a T(g) = Z(1) Y & T(n41) = T(n)-
Copula Empirica

De manera similar a los conceptos anteriores:

Definiciéon 1.11.1. La cépula empirica es la funcién C,, dada por:

Y

c (Z j) B # de pares (z,y) en la muestra con x < Ty, Y < Y()
n ) -
n’'n n

donde z(;) y y(;), 1 <4,j < n, denotan los estadisticos de orden de la muestra.

Esta converge a la copula verdadera como se prueba en Ruschendorf
(1976). La cépula empirica no es una cépula ya que se define en un conjunto
finito y no en todo el cuadrado unitario [0, 1]?, pero por el Teorema de Sklar
¢, puede ser extendida a una cépula.
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Suavizamiento via polinomios de Bernstein

Por otra parte una extension suavizada de la copula es posible con la
copula Bernstein como en Sancetta y Satchell (2004):

Clu,v) = zn:zn:cn <; i) <TZL> w1 — gy (?) Wi(1— v, (1.11.3)

i=0 j=0

para todo (u,v) en el cuadrado unitario [0,1]?, y donde C, es la cépula
empirica como en la Definicién 1.11.1.

Observaciones de la cépula

Otra manera muy sencilla de obtener un acercamiento a la cépula subya-
cente de una par de variables aleatorias se da en las siguientes definiciones.

Definicién 1.11.2. Sea {(zy, yk)}Z:1 una muestra de tamano n del vector
aleatorio (X,Y) y sean F'y G conocidas, las funciones de distribucién de las
variables X, Y. Se definen como observaciones de la cépula a los elementos
de la muestra {(uk,vk)}zzl del vector (U, V), donde:

(ug, vg) = (F(zk), G(yr))- (1.11.4)

Definicién 1.11.3. Sea { (x4, yk)}Z:1 una muestra de tamano n del vector
aleatorio (X,Y) y sean F, y G, las funciones de distribucién empiricas de
las variables X, Y. Se definen como pseudo-observaciones de la cépula a los
elementos de la muestra {(ay, @k)}zzl del vector (U, V), donde:

(g, O) = (Fn(zr), Gn(Yk))- (1.11.5)

1.12. Regresiéon con Copulas

La regresion es un método que pretende describir a una variable en térmi-
nos de otra (u otras).

Una propuesta de curva de regresién es la que se da en Conway (1986),
la cual especifica valores en la mediana de Y por cada valor dado de X, como
se describe a continuacion.

Definiciéon 1.12.1. Sean X, Y variables aleatorias. Para x en RanX, sea
y = g(z) que denota una solucién a la ecuaciéon P|Y < y|X = z] = 1/2.
Entonces la grafica de y = g(x) es la curva de regresién mediana de Y en X.
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De manera mas general se extiende el concepto como sigue.

Para un valor z en RanX y 0 < a < 1, sea y = ®,(z) que denota una
solucién a la ecuacion P[Y < y|X = z] = a. La grafica y = ®,(z) es la curva
de regresion a-cuantil de Y condicional a que X = z. Por (1.9.1) tenemos
que:

PlY < y|X =z] = cu(v) : (1.12.1)
u=F(z),v=G(y)
y con este resultado se sigue el algoritmo a continuacién para la curva de
regresion a-cuantil (incluyendo la regresiéon mediana).

Algoritmo 1.12.1.

1. Hacer ¢,(v) = «, donde v es desconocida.
2. Resolver la curva de regresién v = gq(u).

3. Se remplazan u por Q~!(x) y v por R~!(y), donde Q y R son las
funciones de distribucién suavizadas para X, Y respectivamente como
en (1.11.2).

4. Resolver la curva de regresion y = ¥, (z).

Cabe mencionar que en el algoritmo anterior se puede sustituir la inversa
de la funcién en (1.11.2) por alguna cuasi-inversa, en caso de que se tenga
algin conocimiento previo sobre la distribucion de las variables de estudio
y se desee utilizar.



Capitulo 2

Dependencia

La dependencia entre variables aleatorias es un concepto fundamental
en la teoria de la probabilidad y en la aplicacién de la estadistica.

Este capitulo se centra en dos objetivos: (1) hacer una breve critica de
como se ha medido la “dependencia” desde mucho tiempo atrds y como se
sigue haciendo actualmente, con base en el articulo de Erdely (2009), (2)
explicar cémo las cépulas pueden ser usadas para estudiar la dependencia o
asociacién de variables aleatorias.

Para dar inicio y motivacion a este capitulo se hace una cita al prefacio
en Mari y Kotz (2001):

El concepto de dependencia aparece por todas partes en nuestra
Tierra y sus habitantes de manera profunda. Son innumerables
los ejemplos de fenémenos meteorolégicos interdependientes en
la naturaleza, o de interdependencia en aspectos médicos, so-
ciales, politicos y econémicos de nuestra existencia. Mas aun, la
dependencia es obviamente no deterministica, sino de naturaleza
estocéastica. Es por lo anterior que resulta sorprendente que con-
ceptos y medidas de dependencia no hayan recibido suficiente
atencion en la literatura estadistica, al menos hasta 1966 cuando
el trabajo pionero de Lehmann (1966) entré en escena. El con-
cepto de correlacién (y sus modificaciones) introducido por F.
Galton en 1885 ha dominado la estadistica durante unos 70 anos
del siglo XX, sirviendo practicamente como la tinica medida de
dependencia generalmente aceptada, a pesar de resultar en oca-
siones claramente una medida inapropiada. La ultima parte del
siglo XX ha sido testigo de un rapido resurgimiento en investiga-
ciones sobre dependencia desde los puntos de vista probabilistico
y estadistico. El primer libro, hasta donde sabemos, que ha sido

33
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dedicado a conceptos de dependencia aparecié bajo la autoria
de Joe (1997). Més ain, pareciera ser que no hay departamento
de mateméticas o estadistica en Estados Unidos o Europa que
ofrezca cursos especialmente dedicados a estudiar conceptos y
medidas de dependencia.

2.1. Correlacién Lineal de Pearson
Recordemos que la correlacion (lineal o de Pearson) entre dos variables
aleatorias X, Y se define como:
Cov(X,Y)
VOV(Y)

suponiendo la existencia de segundos momentos no nulos y finitos.

r(X,Y) = (2.1.1)

Con base en el Teorema 1.4.5 y en la definicién de la correlacion lineal es
que se da el siguiente comentario en Embrechts, Lindskog y McNeil (2003).

Las copulas proveen una manera natural de estudiar y medir de-
pendencia entre variables aleatorias. Como consecuencia directa
del Teorema 1.4.5, las propiedades de las copulas son invariantes
bajo transformaciones estrictamente crecientes de las variables
aleatorias involucradas. La correlacién lineal (o de Pearson) es
frecuentemente utilizada en la practica como medida de depen-
dencia. Sin embargo, como la correlacion lineal no es una medida
basada en la copula subyacente, en ocasiones conduce a resulta-
dos aberrantes y por tanto no debiera tomarse como la medida
canonica de dependencia [...]| La popularidad de la correlacién
lineal se explica por la facilidad con la que puede ser calculada y
por ser una medida escalar de dependencia que de forma natural
surge en el contexto de las distribuciones elipticas (con conocidos
miembros como lo son las distribuciones normal y t multivaria-
das). El problema es que a muchas variables aleatorias no les
corresponde una distribucién eliptica, y utilizar en tal caso la
correlacion lineal usualmente conduce a conclusiones verdadera-
mente alejadas de la realidad. Y adin cuando resulte razonable
utilizar como distribucién conjunta a un miembro de la familia
eliptica, hay situaciones en las que utilizar la correlacién lineal
[...] no tiene sentido; por ejemplo, en el caso de distribuciones
de colas pesadas: en tales casos ni siquiera estd definida la corre-
lacién lineal ante la presencia de segundos momentos infinitos.

Msés atn, encontramos en Embrechts, McNeil y Straumann (1999) una lista
de observaciones a tomar en cuenta al utilizar la correlacién lineal.
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La correlacién lineal es un campo minado para el desprevenido.
No hace falta esforzarse mucho para encontrar en la literatu-
ra sobre administracién de riesgos financieros enorme confusién
vy malinterpretacién. Esto es preocupante ya que la correlacién
lineal es un concepto técnico fundamental en Finanzas [...]:

1. La correlacion lineal es simplemente una medida escalar de
dependencia; no puede decirnos todo lo que quisiéramos
saber en relacion a la estructura de dependencia de los ries-
gos.

2. Los valores posibles de la correlacién lineal dependen de las
distribuciones marginales de los riesgos. Todos los valores
entre —1 y 41 no son necesariamente alcanzables.

3. Riesgos con una dependencia positiva perfecta no tienen
necesariamente una correlacion lineal igual a +1; riesgos
con una dependencia negativa perfecta no tienen necesaria-
mente una correlacién lineal igual a —1.

4. Correlacion lineal igual a cero no implica independencia de
los riesgos.

5. La correlacion lineal no es invariante bajo transformaciones
crecientes de los riesgos. Por ejemplo, log(X) y log(Y) por
lo general no tienen la misma correlacion lineal que X, Y.

6. La correlacién sélo esta definida cuando las varianzas de
los riesgos son finitas, asi que no es una medida de depen-
dencia adecuada para riesgos de colas pesadas en donde las
varianzas son infinitas.

Al expresar la correlacién de Pearson con base en la cépula subyacente de
las variables aleatorias se llega a lo siguiente:

r(X,Y) = —w]dF N (u)dG (v),  (2.1.2)

1
—er——— / / [C(u,v)
VV(X)V(Y) 72
donde F'y G son las distribuciones marginales de X, Y respectivamente.

De la ecuacién (2.1.2) observamos que la correlacién lineal no es sélo
funcién de la cépula subyacente sino también del comportamiento marginal
de las variables involucradas, entonces, con una misma estructura de relacién
conjunta (o dependencia), es posible tener distintos valores de correlacién
lineal tan s6lo modificando una o ambas marginales. Mas adelante, en la
seccion 2.4 se verda mas a fondo la importancia de esta situacién.
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2.2. Concordancia

De manera informal se dice que un par de variables son concordantes
si: el crecimiento de una variable se asocia con el crecimiento de la otra, o
el decrecimiento de una variables se asocia con el decrecimiento de la otra.
De manera maés precisa, sean (x;,v;) v (z;,y;) dos observaciones del vec-
tor aleatorio (X, Y) de variables aleatorias continuas. Diremos que (z;,y;)
y (xj,y;) son concordantes si ocurren las desigualdades z; < zj, yi < yj;
osix; > xj, y; > y;. De manera similar (z;,v;) y (2;,y;) son discordantes
si se dan las desigualdades z; < x;, y; > y;; o si x; > wj, y; < y;. Co-
mo formulaciones alternativas para estas definiciones se dan las siguientes:
(xi,vi) y (x,y;) son concordantes si (x; — x;)(y; —y;) > 0 y discordantes si

(zi — x5)(ys — yj) < 0.

Teorema 2.2.1. Sean (X7, Y1) y (X2, Y2) vectores independientes de varia-
bles aleatorias continuas con distribuciones conjuntas H; y Hs respectiva-
mente, con marginales en comuin F(de X; y X2) y G(de Y7 y Y3). Sean
C1 y Cq las cépulas de (Xi, Y1) y (Xo, Ya) respectivamente, por lo tanto
Hy(z,y) = Ci(F(z), Gly)) v Ha(z,y) = Cao(F(x), G(y)). Sea Q que deno-
ta la diferencia entre las probabilidades de concordancia y discordancia de
(Xl, Yl) y (XQ, YQ), ie.

Q =P[(X1 — Xa)(Y1 — Y2) > 0] = P[(X; — Xo)(Y1 — Y2) <0]. (2.2.1)

Entonces

Q=09(C,Cq) = 4/ Co(u,v)dCy(u,v) — 1. (2.2.2)

I2

Como la funcién de concordancia del Teorema 2.2.1 juega un papel im-
portante en esta seccién, a continuacién se enuncian algunas propiedades de
la misma en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.1. Sean C1, Co v Q como se presento en el Teorema 2.2.1.
Entonces:

1. Q es simétrica en sus argumentos: Q(C1,Cs) = Q(Ca,C1).

2. Q es no decreciente en cada uno de sus argumentos: si C; < C] y
Cy < Ch ¥(u,v) € I?, entonces Q(C1,Co) < Q(C,CY).

3. Las copulas pueden ser remplazadas por copulas de supervivencia en

Q, ie. Q(C1,C2) = Q(Cy,Ca).

Ejemplo 2.2.1. La funcién Q es facil de evaluar para pares de copulas
basicas M, W y Il
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. . o 2
, =
(a) Primero, recordar que el soporte de M es la diagonal v uwen T
(Ejemplo 1.4.1). Como M tiene marginales uniformes (0,1), se sigue
que si g es una funcién integrable con dominio Z?, entonces:

//[2 g(u, v)dM(u,v) = /Olg(U,u)du.

Entonces tenemos:

L, 1 1
Q(M,H):4// uvd./\/l(u,v)—1:4/ Cdu—1=4(y—1=1
12 0 3 3

(b) De manera similar, como el soporte de W es la diagonal secundaria
v =1 — u (nuevamente por Ejemplo 1.4.1), tenemos:

//12 g(u,v)dWV(u,v) = /01 g(u, 1 — w)du.

Entonces:

1

1
Q(W,H):4// uvdW(u,v)—1:4/ u(l—u)du—lzé—lz—f.
72 0 6 3

(c¢) Finalmente, como dll(u,v) = B;(ng) dudv = dudv,

Q(H,H):4//22uvdﬂ(u,v)—1:4//12uvdudv—1:4(i)—1:0.

Como Q es la diferencia de dos probabilidades, para una cépula arbitraria
C, 9(C,C) € [—1,1]; como consecuencia de la parte dos del Corolario 2.2.1
y con base en el Ejemplo 2.2.1 se sigue que:

Q(c, ) e [-1/3,1/3].

este resultado serd muy relevante en la siguiente seccién.

A continuacién se presentan las condiciones deseables de una medida de
concordancia.

Definicion 2.2.1. Una medida numérica K de asociacién entre dos variables
aleatorias continuas X, Y con cépula C es una medida de concordancia si
satisface las siguientes propiedades (se puede denotar como Kx y 0 K¢ segin
convenga):

1. K esta definida para todo par de variables aleatorias continuas X, Y;
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2. -1<k<1,Kxx=1yKx_x=—-1;

3. Kxy = Ky,X;

4. Si X, Y son independientes, entonces Kx y = K¢ = 0;

9. KLx,y = Kx,—y = —Kx,v;

6. Si Cy y Cq son copulas tales que C1 < Ca, entonces K¢, < K¢, ;

7. Si {(Xn, Yn)} es una sucesién de variables aleatorias continuas con
cépulas C,,, respectivamente, y si C, converge puntualmente a C, en-
tonces lim,_,~ K¢, = Kc¢.

Como consecuencia de la Definicién 2.2.1, tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.2.2. Sea K una medida de concordancia para variables aleato-
rias continuas X, Y:

1. Si Y = «(X) con « una funcién creciente casi seguramente de X,
entonces Kxy = Ky = 1;

2. Si Y = B(X) con S una funcién decreciente casi seguramente de X,
entonces Kx y = Kyy = —1;

3. Si o y B son casi seguramente funciones estrictamente mondtonas,
ambas crecientes o ambas decrecientes en el RanX y RanY, respecti-
vamente, entonces K (x),3(y) = Kx,v-

Existen varias medidas de concordancia que cumplen con las propiedades
antes mencionadas, dentro de las mas relevantes por su mayor uso en la apli-
cacién estadistica se encuentran la p de Spearman (1904) y la 7 de Kendall
(1938). Por tener una interpretaciéon mas natural en términos de la cépula
subyacente, el presente trabajo solo estudiara a la medida p de Spearman
como medida de concordancia y su relacién con medidas de dependencia.

2.3. Rho de Spearman

Sean (X1, Y1), (Xo, Y2) v (X3, Y3) tres vectores aleatorios independien-
tes con funcién de distribucién conjunta en comtun H, marginales F'y G y
copula C. La version muestral px y de Rho de Spearman se define como la
probabilidad de concordancia menos la de discordancia de los dos vectores
(X1,Y1) v (X2, Y3), i.e.,, un par de vectores con mismas marginales, pero
uno de ellos tiene funcién de distribuciéon H, mientras los componentes del
otro son independientes:
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px.y = 3(P[(X1— X2)(Y1—Y3) > 0] = P[(X; — X2)(Y1 — Y3) < 0]). (2.3.1)

(de igual forma se puede hacer uso del vector (X3, Y2)). Como ya se
menciond el vector (X, Y1) tiene por funcién de distribucién conjunta a H
mientras que el vector (Xa, Y3) tiene por funcién de distribucién conjunta
al producto de sus marginales (por que Xs, Y3 son independientes). Por lo
tanto la coépula entre Xo, Y3 es II, usando el Teorema 2.2.1 y la parte 1
Corolario 2.2.1, tenemos:

Teorema 2.3.1. Sea X, Y variables aleatorias continuas con copula C. En-
tonces la versién muestral de Rho de Spearman de X, Y (la cual se deno-
tard con px,y o pc¢) estd dada por:

px,y =pc = 3Q(C,II)
= 12/ C(u,v)dll(u,v) — 3
T2

= 12/ C(u,v)dudv — 3
T2

- 12//ZQ[C(U,U)—uv]dudv. (2.3.2)

Teorema 2.3.2. Si X, Y son variables aleatorias continuas con cépula C,
entonces la versiéon muestral de Rho de Spearman satisface las propiedades
en la Definicién 2.2.1 de una medida de concordancia.

El hecho de que p cumpla con la propiedad seis en la Definicién 2.2.1 es
una de las razones para que “<” sea llamado el “orden de concordancia”.

El siguiente teorema presenta el estadistico muestral de p de Spearman
con base en la copula empirica, éste serd empleado para representar a p de
Spearman en el capitulo cuatro.

Teorema 2.3.3. Sea C,, la cépula empirica (como en la Definicién 1.11.1),
de una muestra {(wk,yk)}zzl. Si p denota el estadistico muestral de p de
Spearman, entonces:

e yleG -t e

Demostracion. Véase Kruskal (1958), Lehmann (1975) y Nelsen (2006). O
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2.4. Medidas de Dependencia

En el debate que se ha tenido respecto a como cuantificar de manera ade-
cuada la dependencia entre variables aleatorias se han llegado a los siguien-
tes acuerdos:

El primero tiene que ver con una propuesta en Mari y Kotz (2001) : una
medida de dependencia debiera ser independendiente de las distribuciones
marginales, es decir, sélo basada en la cépula subyacente. De hecho, esta
propuesta coincide con lo ya citado en la seccién 2.1, proveniente de Em-
brechts y otros (1999), Embrechts y otros (2003). Esta propuesta surge como
consecuencia del Teorema de Sklar ya que en el caso de variables aleatorias
continuas, la estructura de dependencia queda determinada de manera tinica
por la copula subyacente. De aceptar esta propuesta entonces la correlacion
lineal (o de Pearson) quedaria excluida como medida de dependencia por dos
razones: primero, depende de la existencia de segundos momentos finitos de
las distribuciones marginales; segundo, porque aun bajo la existencia de se-
gundos momentos finitos, como consecuencia de (2.1.2), la correlacién lineal
no solo depende de la estructura de dependencia que guarden las variables
sino también del comportamiento marginal de las mismas, como ya se habia
comentado en la seccién 2.1.

La segunda propuesta de propiedad deseable de una medida de depen-
dencia para variables aleatorias continuas tiene que ver con pedir que dicha
medida reporte el valor cero si y sélo si las variables involucradas son in-
dependientes, tal propuesta aparece en Schweizer y Wolff (1981) y Rényi
(1959). Esta condicién no se cumple en el caso de la correlacion lineal y de
las medidas de concordancia, mismas que, a pesar de que pueden calcularse
solamente en términos de la cépula subyacente, no caracterizan la indepen-
dencia, como se observa en el punto cuatro de la Definicion 2.2.1.

Con base en el Teorema 1.4.4, Schweizer y Sklar (1983) sugieren medir de
algiin modo que tan lejos/cerca esta la cépula subyacente de la cépula IT
que representa la independencia:

[...] el hecho de que la superficie de II se encuentre entre las
superficies de W y M (las cépulas para el caso extremo de de-
pendencia estrictamente monétona) es natural utilizar cualquier
medida de distancia entre las superficies como medida de depen-
dencia para parejas de variables aleatorias.

Y fue asi como finalmente Schweizer y Wolff (1981) proponen en concreto
la siguiente definicion de medida de dependencia.
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Definicion 2.4.1. Sean X, Y cualesquiera variables aleatorias continuas con
c6épula subyacente C. Una medida numérica de asociacién para este par de
variables aleatorias es medida de dependencia, denotada por uxy o pc; si
satisface las siguiente propiedades:

1. px,y estd definida para cualquier par de variables aleatorias continuas;
2. 0<uxy <1

3. UX,Y = LY,X;

4. X, Y son independientes si y sélo si ux y = pp = 0;

5. ux,y = 1 siy sélo si X, Y son cada una casi seguramente funcién
estrictamente monétona de la otra; es decir, si Cx,y es igual a M o W:

6. Si o y B son casi seguramente funciones estrictamente monétonas en
RanX y RanY, respectivamente, entonces fiq(x),5(y) = HX,Yi

7. Si {(Xn, Yn)} es una sucesién de variables aleatorias continuas con
cépula C,, respectivamente, y {C,} converge puntualmente a C, en-
tonces limy, o e, = tic-

También en Schweizer y Wolff (1981) comentan:

Ya que X, Y son independientes si y sélo si C(u,v) = uwv, esta
observacién sugiere que cualquier medida de distancia, adecuada-
mente estandarizada, entre las superficies z = C(u,v) y z = uv,

por ejemplo, cualquier distancia L,, debiera proporcionar una
medida simétrica y no paramétrica de dependencia.

De donde proviene la siguiente definicién.

Definicién 2.4.2. Para cualquier p € [1, 00) la distancia L, entre una cépu-
la C y 1I esta dada por:

Vp(C) = (kp//ﬁ |C(u,v) — uv]pdudv> p, (2.4.1)

donde k), es una constante elegida de tal modo que (2.4.1) sea igual a 1
cuando C = M o W.

De Nelsen (2006), tenemos la siguiente expresién para kj,

Teorema 2.4.1. Para cada p € [1,00) la distancia L, calculada mediante
Vp(C) es una medida de dependencia, en donde:
I'2p+3)

kp = RSN (2.4.2)
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Casos particulares estudiados son:

1. V1(C) = 0(X, Y), la medida de dependencia propuesta en Schweizer y
Wolff (1981), donde

Vi(C)=0(X,Y)=0(C) = 12//12 IC(u,v) —uv|dudv.  (2.4.3)

2. W(0))? = ¢*(X,Y), mejor conocido como el indice de dependencia
de Hoeffding (1940), donde

WVo(C) = (X, Y) = ¢(C (90// IC(u,v —uv[Qdudv> (2.4.4)

Para concluir esta seccién se presentan las versiones muestrales de estas
dos medidas de dependencia con base en la cépula empirica, ya que serdn
empleadas de esa manera en el capitulo cuatro.

Proposicién 2.4.1. Sea C,, la cépula empirica (como en la Definicién 1.11.1),
de una muestra { Tl Yk } j—1+ D€ proponen gy d) para denotar a los estadisti-
cos muestrales de ¢ de Schweizer & Wolff y ¢ en el indice de dependencia
de Hoeffding, de la siguiente manera:

n

. 12 "
U:n27lzz Ca(~

i=1 j=1

, (2.4.5)

l L
n n

Z 1
7’L n

272
] . (2.4.6)

21]1

2.5. Dependencias Estrictamente Mondétonas

En esta ultima seccién se exponen las ventajas de que un par de variables
aleatorias tengan una dependencia estrictamente mondtona. Comenzaremos
definiendo el conceptos:

Definicion 2.5.1. Sean X, Y variables aleatorias continuas con cépula
subyacente Cxy, entonces X, Y guardan una dependencia estrictamente
mondétona si Cxy(u,v) — H(u,v) > 0 6 Cxy(u,v) — I(u,v) < 0, Yu,v € Z.
Notemos que los extremos de la dependencia estrictamente mondtona son
las cépulas M y W.

Proposicién 2.5.1. Sean X, Y variables aleatorias con dependencia es-
trictamente mondtona, dadas las medidas de asociacién pxy de Spearman
(2.3.2) y oxy de Schweizer y Wolff (2.4.3), entonces |pxy| = oxy-
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Esta ltima proposicién se da ya que, estas dos medidas son muy pare-
cidas en su version analitica, con la salvedad del valor absoluto para o. En-
tonces, si las diferencias entre una cépula dada y la cépula producto siempre
son positivas, se sigue que p = ¢ y en el caso de que las diferencias entre una
cépula dada y la cépula producto siempre sean negativas, entonces p = —o.

La importancia de que un par de variables aleatorias guarden una depen-
dencia estrictamente mondtona se da por el hecho de que la gran mayoria
de las cépulas conocidas cumplen con esta condicién. Entonces, al buscar
un ajuste paramétrico conjunto de un par de variables aleatorias, tendremos
que hallar dependencias estrictamente mondtonas en la muestra que puedan
llegar a ser modeladas por cépulas conocidas.

Para hacer mas evidente este hecho, se concluye esta seccién y el pre-
sente capitulo con gréaficas comparativas del calculo de p de Spearman y o
de Schweizer & Wolff para distintas cépulas, cambiando sus parametros a
manera de que estos tomen los valores que expliquen mejor las estructuras
de dependencia que las copulas asociadas representan. Estas graficas nos
ayudaran para dos cosas: primero, para exhibir el hecho de que las cépulas
paramétricas presentadas cumplen con representar dependencias estricta-
mente mondtonas; y segundo, para familiarizarse con el comportamiento
que tienen algunas cépulas al cambio de sus parametros.

Los intervalos de los parametros de las cépulas fueron fraccionados para
hacer la representacion grafica, se decidié no graficar con lineas rectas para
hacer mas evidente la interaccién entre el cambio de los parametros y los
valores que toman las medidas de asociacién.

Cabe mencionar que los calculos de p de Spearman y o de Schweiz-
er & Wolff se obtuvieron con la ayuda del paquete “copula” de R! (véase
Apéndice A.2, R Development Core Team (2012), Yan (2007), Kojadinovic
y Yan (2010) y Hofert y Méchler (2011)).

Las graficas siguientes muestran de lado derecho el célculo de p y de lado
izquierdo el de o.

La Figura 2.1 muestra los valores que toman las medidas para la copu-
la Plackett (1.3.4). Esta cépula es completa, pero sélo se muestra con el
pardmetro 6 € (0,20], p de Spearman en [—1,0.773], haciendo as{ més visi-
ble su comportamiento ya que las medidas llegan a valores cercanos a uno
para valores de 6 > 500.

1Software libre para procesos estadisticos y graficas.
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Figura 2.1: Dependencia en cépula Plackett, con 6 € (0, 20].
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Figura 2.2: Dependencia en c6pula FGM, con 6 € [—1,1].

Las medidas para la cépula Farlie-Gumbel-Morgenstern (1.3.5), evalua-
da en todos los posibles valores de su parametro, se muestran en la Figura
2.2, donde se observa que |p| < 1/3.

Las dos siguientes son cépulas arquimedianas presentadas en la seccion
1.10.

La Figura 2.3 muestra a las medidas para la cépula Frank (1.10.6) con
0 € [—40,40], es claro que ésta es completa, representando primordialmente
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niveles altos de dependencia.
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Figura 2.3: Dependencia en cépula Frank, con 6 € [-37,37].
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Figura 2.4: Dependencia en cépula Gumbel, con 6 € [1,10].

En la Figura 2.4 se muestran las medidas para la c6pula Gumbel (1.10.5),
esta familia se encuentra entre la cépula II y la cépula M.

La Figura 2.5 muestra el cdlculo de p y ¢ para la copula Gaussiana
(1.3.3), ésta es completa al evaluarla en todos los posibles valores para el
coeficiente de correlacién de Pearson (2.1.1).
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Figura 2.5: Dependencia en cépula Gaussiana (Normal), con r € [—1, 1].



Capitulo 3

Intensidad Migratoria y
Desarrollo Humano

“Todos somos migrantes”: es una idea que muchos fildsofos y pensadores
tienen. La vida de migrante es un deseo de muchas personas en el mundo,
las razones pueden ser diversas: algunas buscan definirse a si mismas; otras,
conocer lugares nuevos; hay quienes s6lo buscan aventura o cualquier otro
tipo de experiencia; pero un gran nimero de ellas, va en busca de una mejor
calidad de vida con respecto a la que tienen en su tierra natal, es gente que
simplemente huye al quedarse sin posibilidades mejores en su lugar de origen.

Algo que dificilmente se llega a dimensionar, es el impacto que tiene el
fenémeno de la migraciéon en la vida de aquellos que ven partir o reciben
a los migrantes. En México, hoy en dia, los vinculos familiares, afectivos,
econémicos o simplemente simbdlicos que los desplazamientos geograficos
de las personas han ido formando (ya sea entre regiones internas o con otros
paises) constituyen un elemento central en la vida del pais. Es por eso que
su estudio se ha vuelto imprescindible.

Podemos entender al desarrollo humano como la expansion de la libertad
de las personas, donde la libertad es el conjunto de oportunidades para ser
y actuar y la posibilidad de elegir con autonomia. En ese sentido, surge la
siguiente pregunta: ;Migrar es una decisién en libertad o es la inica opcion
disponible? Las respuestas son tan variadas como complejos son los proble-
mas de desarrollo del pais, donde otro fenémeno aparece: la desigualdad,
problema latente de nuestra nacién y al cual se hace referencia a lo largo
de este trabajo. Es muy intuitivo pensar que el desarrollo humano esta inti-
mamente ligado con la migracién, pero ;de que manera se da esta relacion?
Esta pregunta es el eje de esta investigacion, cuya respuesta es el propésito
del capitulo cuatro.

47
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3.1. Motivacion

A continuacién se enumeran una serie de observaciones que hace el Pro-
grama de las Nactones Unidas para el Desarrollo y que se enuncian en PNUD
(2006), las cuales sirven de motivacién al estudio del desarrollo humano y la
migracién:

1. El desarrollo humano es la expansion de la libertad de las
personas. La libertad es el conjunto de oportunidades para
ser y actuar y la posibilidad de elegir con autonomia. Desde
la perspectiva del desarrollo humano, los movimientos mi-
gratorios voluntarios son indicativos del grado de libertad
del que gozan las personas.

2. El desarrollo humano comienza por dar un lugar a las per-
sonas para que no sean sujetos dominados por el azar, la
necesidad o la voluntad de otros. Pero la libertad no es
solo un asunto de autonomia individual. También consiste
en tener oportunidades accesibles de las cuales escoger. Por
esta razoén, el desarrollo humano es el potencial que tienen
las personas para ser o hacer; es la posibilidad de vivir como
se desea.

3. Quien decide migrar ejerce su capacidad de eleccién, aunque
en ocasiones lo hace sobre la base de opciones limitadas y
frecuentemente desiguales. La variable mas robusta para
explicar los flujos migratorios a lo largo de la historia es
la existencia de brechas de desarrollo entre dos regiones o
paises.

4. Los movimientos migratorios cambian la geografia del de-
sarrollo humano. No sélo puede ocurrir el desplazamiento
de una poblacién con determinadas caracteristicas sociode-
mograficas, como el analfabetismo, sino también la transfor-
macién del conjunto de oportunidades de aquellos que ven
partir a los migrantes, como de aquellos que los reciben.

5. En la migracién estd presente un fenémeno de desigualdad:
la distribucion regional de las posibilidades de desarrollo im-
plica la presencia de zonas que ofrecen mejores condiciones
de vida que las que se tienen en el lugar de origen.

6. A su vez, la redistribucién geografica de las personas estéd
acompanada de una modificacién en el conjunto de oportu-
nidades accesibles a los individuos. Tanto las zonas emisoras
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como las receptoras transforman su potencial econémico y
social con la migracién.

Para analizar la relacion que guardan el desarrollo humano y la migracion
en México, se estudiard el comportamiento conjunto de las variables: Indice
de Desarrollo Humano (IDH)! e Indice de Intensidad Migratoria México-
Estados Unidos (IIM)2. Se cuenta con informacién del afio 2000 de 2442
municipios, sélo uno menos de en los que se dividia el pais en ese momento,
ya que para Nicolds Ruiz (Chiapas) no se disponia de informacién para
ninguna de las 2 variables. En las siguientes dos secciones se describe cada
una de las variables de estudio.

3.2. Indice de Desarrollo Humano (IDH)

El desarrollo de un pais no puede ser entendido desde la perspec-
tiva Unica del crecimiento econdémico. El proposito final del de-
sarrollo se encuentra en cada uno de sus habitantes y en las posi-
bilidades que ellos tienen para elegir una vida en la que puedan
realizar a plenitud su potencial como seres humanos.

El desarrollo humano consiste en la libertad que gozan los indi-
viduos para elegir entre distintas opciones y formas de vida. Los
factores fundamentales que permiten a las personas ser libres
en ese sentido, son la posibilidad de alcanzar una vida larga y
saludable, poder adquirir conocimientos individual y socialmente
valiosos, y tener la oportunidad de obtener los recursos necesa-
rios para disfrutar un nivel de vida decoroso.

En el nicleo del concepto de desarrollo humano se encuentran
las personas y sus oportunidades, no la riqueza que poseen, el
ingreso que devengan, o las mercancias y servicios que consumen.

Es asf como el PNUD? define al desarrollo humano. Bajo estas ideas es
que el IDH mide los adelantos medios de un pais en tres aspectos basicos
del desarrollo humano:

= Una vida larga y saludable, medida por la esperanza de vida al nacer
(indice de salud).

!Fuente: http://www.undp.org.mx/

2Fuente: estimaciones de CONAPO con base en la muestra del diez por ciento del XII
Censo General de Poblacién y Vivienda 2000 (véase http://www.conapo.gob.mx/).

3Programa de la Naciones Unidas para el Desarrollo.
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= Conocimientos, medidos por la tasa de alfabetizacién de adultos y la
tasa bruta de matriculaciéon combinada en educacién primaria, secun-
daria y terciaria (indice de educacion).

» Un nivel de vida decoroso, medido por el PIB* per cépita® (en ddlares
PPCS, indice de ingreso).

En el célculo del IDH es necesario crear un indice para cada uno de estos
componentes: esperanza de vida, educacion, y PIB per capita. Para el caso
del indice de educacion se requiere, en primer término, crear un indice de
alfabetizacion de adultos y un indice de matriculacién.

Para la construccién de los indices antes mencionados, se seleccionan
valores minimos y méximos (valores de referencia), con los que se compara
el logro en cada componente del pais o estado en cuestion. Los valores méxi-
mos y minimos son establecidos por el PNUD en el ambito internacional,
éstos se muestran a continuacién en el Cuadro 3.1.

Indicador Valor Valor
maximo minimo
Esperanza de vida al nacer (anos) 85 25
Tasa de alfabetizacién de adultos ( %) 100 0
Tasa bruta de matriculacién combinada ( %) 100 0
PIB per cépita (ddlares PPC) 40000 100

Cuadro 3.1: Valores maximos y minimos establecidos por el PNUD.

El desempeno en cada componente se expresa como un valor entre 0 y
1, aplicando la siguiente formula para los indices de salud, alfabetizacion de
adultos y matriculacion:

valor efectivo — valor minimo

indice del componente = — —.
valor maximo — valor minimo

4Producto Interno Bruto: Es el valor total de los bienes y servicios producidos en el
territorio de un pais en un periodo determinado, libre de duplicaciones. Se puede obtener
mediante la diferencia entre el valor bruto de produccion y los bienes y servicios consumidos
durante el propio proceso productivo, a precios comprador (consumo intermedio). Esta
variable se puede obtener también en términos netos al deducirle al PIB el valor agregado
y el consumo de capital fijo de los bienes de capital utilizados en la produccién (para
mayor informacién consulte http://www.banxico.org.mx/).

5Locucién latina de uso actual que significa literalmente por cada cabeza. E1 PIB per
capita, entonces, indica el PIB dividido por la poblacién al 1 de julio de ese mismo ano.

5Paridad de Poder de Compra: Es el ajuste econémico para comparar de una manera
realista el nivel de vida entre distintos paises, atendiendo al producto interno bruto per
capita en términos del coste de vida en cada pafs.
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En el célculo del indice de ingreso se usa el logaritmo del PIB per cépita.

log(valor efectivo) — log(valor minimo)

indice del ingreso = — T .
log(valor méximo) — log(valor minimo)

Para calcular el indice de educacion se pondera con dos tercios el logro en la
tasa de alfabetizacion y con un tercio el logro en la tasa bruta de matricu-
lacion combinada.

2
indice de educacién = g(indice de alfabetizacién de adultos)

1
+ g(l'ndice de matriculacién).

Después de obtener el indice de cada componente, se calcula el IDH como
un simple promedio entre dichos indices:

1 1 1
IDH = gl'ndice de salud + gindice de educacién + gindice de ingreso.

Existen 4 niveles de desarrollo humano con base en el IDH, estableci-
dos internacionalmente por el PNUD. A continuacién, en el Cuadro 3.2 se
presentan los valores maximos y minimos para cada nivel, junto con las fre-
cuencias relativas encontradas para el ano 2000 en dichos niveles, de un total
de 2442 municipios.

Nivel de Nimero Frecuencia

Desarrollo de Relativa  Minimo (>) Maximo (<)
Humano Municipios

Bajo 31 1.27% 0 5
Medio Bajo 625 25.59 % 5 .65
Medio Alto 1584 64.86 % .65 .8

Alto 202 8.27% .8 1 (=)

Cuadro 3.2: Niveles de Desarrollo Humano.

El cuadro anterior reitera el desequilibrio a nivel de desarrollo humano
que existia en el pais, donde el mayor nivel se presenté en una proporcion
reducida de la poblacién, la mayoria de ésta se encontrd en una escala media
de desarrollo, pero existia un grupo importante de mas de la cuarta parte
de la poblacién con rezago en su desarrollo; lo anterior da una idea de los
diversos problemas en materia de desarrollo humano a los que se enfrentaba
el pais.

Para estudiar los indices que componen al IDH se propone la siguiente
notacion:
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s ISI: indice de salud,
s INE: indice de educacion,
= IPIB: Indice de ingreso.

La Figura 3.1 muestra una comparativa entre los comportamientos de las
variables ISI, INE, IPIB e IDH a nivel de sus respectivos cuartiles y rangos
intercuartiles, se hace uso de graficos boxplot para dichos fines, los cuales
también nos ayudardn a detectar valores atipicos en los indices. Los um-
brales inferior y superior de estos gréficos (conocidos comtinmente como
“whiskers”) para la deteccién de valores atipicos se emplean bajo la con-
figuracién habitual” (para mayor detalle de las caracteristicas de un grafico
boxplot véase Apéndice A.4 y Murrell (2006), todas las graficas que se pre-
sentan en el resto del presente capitulo fueron obtenidas con R).

1.0

——

0.6

0.0
I

ISI INE IPIB IDH

Figura 3.1: ISI, INE, IPIB e IDH.

A partir de la Figura 3.1 y calculando la curtosis y sesgo de las variables,
se encuentra que todas éstas sesgadas hacia la izquierda y sus distribuciones

"Se considera como la configuracién habitual el utilizar los umbrales a 1.5 por el rango
intertcuartil mas el tercer cuartil (umbral superior) y menos el primer cuartil (umbral
inferior). Esta consideracién puede ser modificada a conveniencia del andlisis.
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son leptocurticas®.

Valor ISI INE IPIB
Valor minimo 0.512 0.293 0.066
Representante Metlaténoc  Coicoyéan de las Santos Reyes

(Guerrero)  Flores (Oaxaca) Yucund (Oaxaca)
Posiciéon de IDH 2441 2442 2439
Umbral inferior 0.655 0.545 0.229
Atipicos inferiores 38 79 12
Primer cuartil 0.762 0.702 0.470
Mediana 0.802 0.758 0.559
Tercer cuartil 0.834 0.807 0.631
Umbral superior 0.895 0.918 0.870
Atipicos superiores 0 0 11
Valor maximo 0.895 0.918 0.980
Representante Coacalco de  San Sebastian Benito Judarez
Berriozdbal — Tutla (Oaxaca) (D.F.)
(México)
Posicién de IDH 73 20 1

Cuadro 3.3: Cuartiles y umbrales (ISI, INE e IPIB).

El Cuadro 3.3 exhibe los cuartiles y umbrales (inferior y superior) junto
con el numero de valores atipicos que los superan, muestra los valores maxi-
mos y minimos de las variables, presentando al municipio representante de
estos valores y su posicién en el IDHY.

Con base en la Figura 3.1 y el Cuadro 3.3 se analizard particularmente
cada variable que compone al IDH:

1. Si explicamos a la variable ISI en términos de la esperanza de vida,
entonces, para el afio 2000 la esperanza de vida a nivel municipal
iba desde los 55.7 y hasta los 78.7 anos, siendo la cota inferior muy
alarmante. El primer cuartil en ISI tiene asociada una esperanza de
vida de 70.72, por lo tanto se puede decir que en alrededor del 75 %
de los municipios hay una esperanza de vida mayor a los 70.5 afos.
Se consideran a 38 municipios como atipicos ya que se encuentran por
debajo del umbral inferior, IST < 0.655 (esperanza de vida menor a
64.3), donde la mayoria de estos casos se presentan en Oaxaca con
13 municipios, seguido por Veracruz con 7, se observa la presencia de

8 Alejada de la media.

9La posicién en el IDH es el puesto que se le asigno a cada municipio con base en el
valor de IDH que obtuvieron, en ese sentido, el municipio con el menor valor presentado
tiene el puesto 2442 y aquel con el mayor valor tiene el puesto 1.
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Chiapas, Guerrero y Chihuahua con 4 municipios cada uno, Puebla con
dos y por tltimo los estados de Durango, Jalisco, Nayarit y San Luis
Potosi con un sélo caso. El IDH en este conjunto de valores atipicos
es Bajo o Medio Bajo, la mayor posiciéon de IDH para el conjunto es
2197.

. Con base en el INE se observa una notable desigualdad en los munici-

pios a nivel educacién. El nivel educativo en promedio es regular. La
mediana nos indica que alrededor del 50 % de los municipios presenta
un valor para INFE > 0.758. Se consideran a 79 municipios como atipi-
cos ya que se encuentran por debajo del umbral inferior, INE < 0.545,
donde la mayoria de éstos se presenta tambien en Oaxaca con 29 mu-
nicipios, seguido por Chiapas y Veracruz con 18 y 12 casos, respecti-
vamente, le sigue Puebla y Guerrero con 9 y 8 municipios en cada uno
de éstos y por ultimo Nayarit presenta un sélo caso en esta situacion.
El IDH en este conjunto de valores atipicos es Bajo o Medio Bajo, la
mayor posiciéon de IDH para el conjunto es 2191.

. IPIB presenta valores casi en todo su rango [0,1]. Para el ano 2000,

el PIB per cépita anual ajustado va de 35,594 a 149 ddlares esta-
dounidenses PPC. En ese sentido, es rotunda la desigualdad que se
vive en el pais a nivel ingreso. La mediana se asocia con un PIB per
capita anual ajustado de 2,852 délares, entonces la probabilidad de
que un municipio mexicano tenga un PIB per cdpita entre 149 y 2,852
es de 0.5. Analizando los cuartiles del indice se tiene que: el 25% de
los municipios tiene un PIB per cdpita menor a 1,671 ddlares; tam-
bien, el 50 % tiene un PIB per cépita entre 1,671 y 4,384 ddlares. Se
consideran a 12 municipios como atipicos por el umbral inferior ya que
se encuentran con un valor /PIB < 0.229 (PIB per cépita menor a
394 dolares), donde 11 de ellos son de Oaxaca y uno de Chiapas. Este
grupo de municipios atipicos se encuentra en niveles de Bajo a Medio
bajo de IDH, la posicién méaxima alcanzada en el mismo es de 2134.
También se consideran a 11 municipios como atipicos por el umbral
superior, estos tienen un valor de IPIB > 0.87 (PIB per capita mayor
a 18,357 dolares), donde 9 de ellos provienen del Distrito Federal, 2
de Nuevo Leon y en Campeche y Coahuila hay un municipio en cada
uno de ellos con esta particularidad. Este grupo es tan solo el 0.47 %
de todos los municipios, sus miembros se encuentran en el nivel Alto
de IDH, la posicién minima es la 48.

La variable IDH ya se ha descrito con anterioridad, asi que ya sélo se

hablara sobre sus valores atipicos con base en la Figura 3.1 y el Cuadro 3.4.
Se considera un conjunto de 19 municipios atipicos por el umbral inferior
para IDH, ya que presentan valores para IDH < 0.478, donde en su mayoria
son municipios de Oaxaca, 10 en total, seguido de Chiapas, Guerrero y
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Valor IDH
Valor minimo 0.362
Representante Coicoyan de las
Flores (Oaxaca)
Umbral inferior 0.478
Atipicos inferiores 19
Primer cuartil 0.644
Mediana 0.702
Tercer cuartil 0.755
Umbral superior 0.909
Atipicos superiores 1
Valor maximo 0.930
Representante Benito Judrez
(D.F.)
Posicion de IDH 1

Cuadro 3.4: Cuartiles y umbrales (IDH).

Veracruz con 4, 3 y 2 casos, respectivamente. Otro valor atipico es el antes
mencionado municipio Benito Judrez (Distrito Federal), ya que rebasa el
umbral superior, para el afno 2000 éste fue el municipio con mayor desarrollo
humano, segtn el IDH.

3.3. Indice de Intensidad Migratoria (IIM)

Los objetivos de esta seccion son los siguientes: exhibir la construccion
del Indice de Intensidad Migratoria México-Estados Unidos (IIM); hacer un
analisis descriptivo de las variables involucradas en la construccién de éste;
y por ultimo, interpretar y describir a la variable IIM.

El indice de intensidad migratoria es una medida que permite diferenciar
entidades federativas y municipios segin la intensidad global del fenémeno
migratorio a estas escalas.

La unidad de analisis para la construccién del IIM es el hogar; ya que,
los hogares son el espacio donde los individuos inician, desarrollan y amplian
el espacio de sus capacidades y, en muchos sentidos, en ellos subyacen las
razones o motivaciones de muchos de sus comportamientos. En particular,
la migracién internacional es una estrategia que es vislumbrada por un cada
vez mayor numero de hogares como opcién viable para mejorar las condi-
ciones de vida de sus integrantes. Ademds, la partida o el regreso de sus
miembros implica cambios en la estructura y composicién de los hogares,
asi como en las relaciones intrafamiliares.
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En la estimacion del indice de intensidad migratoria se consideré como
fuente de informacién la muestra censal del afio 2000. El tamafio de esta
muestra (alrededor de 2.2 millones de viviendas), permite contar con la in-
formacién necesaria para la construccién de un indice multivariado a escala
estatal y municipal, que de cuenta de las principales manifestaciones de la
migracion de mexicanos al pais vecino. Para los fines de este trabajo sélo se
hace uso del indice a nivel municipal.

El indice de intensidad migratoria es el resultado de una técnica de com-
ponentes principales, destacando que en virtud de la estructura de los datos,
la proporciéon de la varianza explicada por la primera componente y los resul-
tados de las pruebas estadisticas se justifica la aplicacién de esta técnica con
el fin de resumir la evidencia captada por la muestra censal (para detalles
y resultados sobre la técnica de componentes principales véase CONAPO
(2000)).

Las cuatro variables involucradas en la construccién del ITM se presentan
a continuacién, se denota a las variables con I;, para i = 1,2, 3, 4:

1. Hogares que reciben remesas (I). Unidades domésticas donde al menos
uno de sus miembros declard recibir transferencias de familiares desde
otro paifs.

El céalculo de este indicador consistié en dividir el nimero de hogares
donde alguno de los miembros reciben remesas entre el monto total de
hogares de cada municipio:

rem

I = Ftot

x 100,
donde:

H™™: nimero de hogares que reciben remesas,
H™?': total de hogares.

2. Hogares con emigrantes en Estados Unidos del quinquenio anterior
(I2). Refiere aquellos hogares donde alguno o algunos de sus miembros
dejé el pais, en el quinquenio anterior, para establecer su residencia
habitual en la Unién Americana.

Este indicador resulta de dividir los hogares que cuentan con emi-
grantes en Estados Unidos del quinquenio anterior (1995-2000) entre
el total de hogares:

donde:
H™eEU: nimero de hogares que cuentan con emigrantes en Estados
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Unidos del quinquenio anterior,
H'"': total de hogares.

3. Hogares con migrantes circulares del quinquenio anterior (I3). Hogares
en cuyo seno se ubica algin miembro que después de haber emigrado
al vecino pafis entre 1995 y 2000, regresé a vivir a México.

Para el calculo de este indice se identificé el nimero de hogares que
cuentan con miembros del hogar que se fueron a Estados Unidos en
el periodo indicado, pero que al momento del levantamiento censal ya
habian regresado a residir al pais y se dividié entre el total de hogares:

circ

13 = Htot

x 100,

donde:

He": ntimero de hogares que cuentan con miembros que se trasladaron
a Estados Unidos durante 1995-2000, pero que regresaron en el mismo
quinquenio,

H'*t: total de hogares.

4. Hogares con migrantes de retorno (I4). Unidades con algiin miembro,
nacido en México, que en 1995 vivia en Estados Unidos y que regresé a
residir al pais, de tal manera que al momento del levantamiento censal
(2000) se ubicaba, de nueva cuenta, como un habitante del territorio
nacional.

En este caso, se identificé el niimero de hogares con algiin miembro que
en 1995 vivia en Estados Unidos pero que en 2000 ya habia regresado
a vivir a México, y se dividid entre el total de hogares:

ret

Iy = Ftot

x 100,

donde:

H™': nimero de hogares con personas nacidas en nuestro pafs que en
1995 vivian en Estados Unidos y que para 2000 ya habian regresado a
México,

H'"': total de hogares.

Al igual que el IDH, el IIM implica una clasificacién en niveles de inten-

sidad migratoria (para detalles de como se asignaron dichos niveles, véase
CONAPO (2000)).

En el Cuadro 3.5 se exhiben los valores maximos y minimos de IIM que
se presentan en cada nivel, asi como la distribuciéon de municipios para el
ano 2000 por nivel de intensidad migratoria. El Cuadro 3.5 muestra que la
mayoria de los municipios cuenta con niveles bajos de intensidad migratoria.
Noétese que disminuye la frecuencia por grupo a medida que aumenta el nivel
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Nivel de Frecuencia Ntumero

Intensidad  Relativa de Minimo (>) Maximo (<)
Migratoria Municipios

Nulo 92 3.77% 0 0

Muy Bajo 873 35.75 % -0.87874 -0.58777
Bajo 593 24.28 % -0.58777 -0.00585
Medio 392 16.05 % -0.00585 0.72156
Alto 330 13.51% 0.72156 1.88452
Muy Alto 162 6.63 % 1.88452 6.39536 (=)

Cuadro 3.5: Niveles de Intensidad Migratoria.

de intensidad migratoria.

La variable IIM no tiene una escala bien definida ya que, como se observa
en el Cuadro 3.5, aparentemente la intensidad migratoria crece a medida que
el indice crece, pero si asi fuera, la intensidad migratoria nula, representada
por el valor de cero, seria el punto de partida para la variable, lo cual no
ocurre. Mas aun, podria parecer que se traslapa con la intensidad migra-
toria media, pero no es asi, simplemente la intensidad migratoria nula se da
cuando las cuatro variables que interactuan en el indice reportan el valor
de cero. Por lo antes mencionado, es que se decidié analizar a la intensidad
migratoria nula por separado a nivel estatal, como se muestra en el Cuadro

3.6.

Estado Frecuencia Frecuencia
Relativa
Oaxaca 41 44.57 %
Chiapas 19 20.65 %
Yucatan 15 16.30 %
Puebla 10 10.87 %
Veracruz 5 5.43 %
Sonora 1 1.09%
Tabasco 1 1.09%
Total general 92 100 %

Cuadro 3.6: Intensidad Migratoria Nula.

Como se verd mas adelante, de manera consistente, los estados que en-
cabezan estd lista (Oaxaca, Chiapas y Yucatdn) son también los que pre-
sentaron mayor numero de municipios con el valor de cero en las variables

que componen al ITM.

La Figura 3.2 muestra una comparativa entre los comportamientos de
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Figura 3.2: Iy, I, I3 e 14.

las variables I, Is, I3 e I, a nivel de sus respectivos cuartiles y rangos inter-
cuartiles, cabe mencionar que nuevamente se hace uso de graficos boxplot
para dicho analisis, pero esta vez los umbrales seran localizados a 2.5 por
el rango intercuartil, ésto se decidié debido a que, como se comenta mas
adelante, las variables se encuentran sumamente sesgadas hacia la izquierda
y presentan valores primordialmente bajos, con esta decision se reduce el
numero de valores atipicos con respecto a tomar la consideracién habitual
de 1.5. No se incluye en la comparacion al IIM ya que esta variable, a pesar
de ser el resultado de I, I, I3 e I, cuenta con otra escala como se observa
en el Cuadro 3.5.

Es evidente que el valor minimo para las variables I;, con i = 1,2, 3,4,
es cero, ésto por la existencia de un nivel de intensidad migratoria nulo. En
las graficas es claro el sesgo positivo tan alto de las cuatro variables, es por
eso que los umbrales inferiores se encuentran muy cerca o son iguales a los
primeros cuartiles. Calculando la curtosis se llega a que todas las variables
tienen distribucién leptocurtica.

El Cuadro 3.7 muestra los cuartiles de las variables I; junto con los
umbrales superiores para la deteccion de valores atipicos, el nimero de mu-
nicipios atipicos con base en cada variable y por tultimo al municipio que
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representa el valor maximo observado en cada una de éstas y su respectivo
valor en ITM.

Valor Il IQ 13 I4
Primer cuartil 1 0.996 0 0
Mediana 3.423 3.700 0.445 0.396
Tercer cuartil 9.460 9.907 1.492 1.647
Umbral superior 30.408 30.990 5.215 5.751
Atipicos superiores 36 10 117 68
Valor méiximo 53.714 46.666 30.389 17.834
Representante Axutla  Santa Ana Teococuilco De Santos Reyes
(Puebla) Del Valle  Marcos Pérez Tepejillo
(Oaxaca) (Oaxaca) (Oaxaca)
IIM 3.237 6.395 3.722 4.263

Cuadro 3.7: Cuartiles y limites intercuartiles (I, Is, I3 e 1y).

En la tabla anterior, a comparaciéon de las que se presentaron para el

IDH, no se considera el umbral inferior ya que, debido al gran sesgo positivo
de las variables, el umbral inferior en todos los casos era menor al valor
de cero como se observa en la Figura 3.2. A continuaciéon presentamos una
descripcién general de las variables que constituyen al IIM con base en la
Figura 3.2 y el Cuadro 3.7.

1. Hogares que reciben remesas (I1): Se observaron 166 municipios sin

hogares en donde se recibian remesas de otro pals, siendo Oaxaca el
estado con mayor niimero de éstos con esta caracteristica, 74 en to-
tal, seguido por Chiapas con 30. En aproximadamente el 50 % de los
municipios, menos del 3.5% de sus hogares reciben remesas de otra
nacién y sélo en alrededor del 25 %, mds del 9.5 % de sus hogares las
reciben. Se consideran a 36 municipios como atipicos por superar el
umbral superior, I; > 30.408, es decir, municipios con més del 30.4 %
de hogares donde al menos uno de sus miembros declaré6 recibir trans-
ferencias de familiares desde otro pais, en este grupo se encuentran 7
municipios de Oaxaca, 6 de Jalisco y Michoacan, 4 de Puebla y Zacate-
cas, 3 de Guanajuato, 2 de Durango y San Luis Potosi y 1 de Guerrero
y Veracruz.

Hogares con emigrantes en Estados Unidos del quinquenio anterior
(I2): Se observaron 215 municipios sin hogares donde alguno o algunos
de sus miembros dejo el pais, en el quinquenio anterior, para establecer
su residencia habitual en la Unién Americana, donde el estado con
mayor numero de municipios con esta caracteristica es Oaxaca, con 94
de éstos, seguido por Yucatan y Chiapas con 38 y 34, respectivamente.
En aproximadamente el 50 % de los municipios, en menos del 3.7 % de
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sus hogares se declard tener a un familiar emigrante del quinquenio
anterior y sélo en alrededor del 25 %, en mas del 10 % de los hogares
hubo al menos un integrante que haya establecido su residencia en el
pais vecino durante el tiempo indicado. Se consideran a 10 municipios
como atipicos con Iy > 30.99, es decir, municipios con més del 30.99 %
de hogares donde al menos uno de sus miembros dejo el pais entre 1995
y 2000 para establecer su residencia habitual en la Unién Americana,
de donde 8 municpios son de Oaxaca, y de Durango e Hidalgo se
observé un municipio en cada estado.

3. Hogares con migrantes circulares del quinquenio anterior (I3): Se ob-
servaron 707 municipios sin hogares con algiin miembro que después
de haber emigrado al vecino pais entre 1995 y 2000, regresé a vivir a
México. A nivel estado, con esta caracteristica imperé Oaxaca con 312
municipios, seguido por Yucatan, Chiapas y Puebla con 80, 76 y 66,
respectivamente. Alrededor del 75 % de los municipios, tenfan menos
del 1.5 % de hogares con migrantes circulares del quinquenio anterior.
Se consideran a 117 municipios como atipicos ya que presentan valores
para I3 > 5.215, es decir, municipios con mas del 5.2 % de hogares
con algin miembro que después de haber emigrado a Estados Unidos,
entre 1995 y 2000, regresé a vivir a México. Este grupo de munici-
pios atipicos esta conformado por: 23 de Michoacéan, 18 de Oaxaca,
15 de Zacatecas, 14 de Jalisco, 8 de Guanajuato, 7 de Hidalgo, 6 de
Chihuahua, 4 en cada uno de los estados de Aguascaliestes, Durango
y Puebla, 2 en los estados de Guerrero, Morelos, Querétaro y Sonora
y finalmente 1 muinicipio proveniente de los estados de Nuevo Leon,
México, San Luis Potosi, Tamaulipas, Tlaxcala y Veracruz.

4. Hogares con migrantes de retorno (I;) Se observaron 757 municipios
sin hogares con migrantes de retorno, nuevamente Oaxaca presenté més
casos con esta particularidad, 286 en total, seguido por Veracruz, Chia-
pas y Puebla con 106, 86 y 85, respectivamente. Tan sélo el 25 % de los
municipios mexicanos presenta mas del 1.65% de hogares con algin
miembro nacido en México, que en 1995 vivia en Estados Unidos y que
regreso a residir al pais antes del anio 2000. Municipios atipicos fueron
68, por rebasar el umbral superior, I, > 17.834, grupo conformado por:
16 municipios de Oaxaca, 11 de Jalisco, 10 de Puebla y Zacatecas, 9
de Michoacan, 4 de Guerrero, 3 de Guanajuato y San Luis Potosi y
por tultimo uno de cada uno de los estados de Hidalgo y Nuevo Leon.

La variable IIM también se encuentra sumamente sesgada hacia la izquier-
da. Por lo tanto, el grafico boxplot correspondiente serd empleado bajo la
misma configuracién que para las variables I;, como se muestra en la Figura
3.3. Cabe remarcar que los casos con valor cero fueron omitidos para evitar
interpretaciones ambiguas de los estadisticos.
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Figura 3.3: IIM.

Valor IIM
Primer cuartil -0.716
Mediana -0.374
Tercer cuartil 0.518
Umbral superior 3.467
Atipicos superiores 15
Valor maximo 6.395
Representante Santa Ana Del Valle (Oaxaca)

Cuadro 3.8: Cuartiles y limites intercuartiles (IIM).

Con base en los Cuadros 3.5 y 3.8 se observa que méas del 50 % de los
municipios presenta niveles de Muy Bajo a Bajo de Intensidad Migratoria,
menos del 25% presenta niveles de Alto a Muy Alto. Se consideran a 15
valores como atipicos, todos pertenecientes al nivel Muy Alto, por superar
el umbral superior con I1M > 3.467, de donde se encontraron a 7 municipios
de Oaxaca, 2 en los estados de Guanajuato y Zacatecas y por iltimo uno
en cada uno de los estados de Michoacan, Guerrero, Hidalgo y Puebla.

3.4. Ajuste Paramétrico Univariado

Recordemos que una de las finalidades primordiales del presente trabajo
es proponer un modelo paramétrico que replique la interaccion entre las
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variables de estudio, en ese sentido, un modelo robusto requiere, ademas
de la cépula subyacente de los datos, informacién sobre el comportamiento
marginal de cada variable. Es por eso que se buscd un ajuste univariado
paramétrico para las variables IDH e IIM, haciendo pruebas de bondad de
ajuste para un amplio catdlogo de distribuciones de entre las que destacan
las siguientes: Normal, Weibull, Log-Normal, Exponencial, Gamma y Beta.

IDH

De lo anterior se obtuvo que con un nivel de significancia o = 0.05
IDH~ Weibull(o = 0.427913, S= 5.793495, 6 = 0.3), como se muestra en la
Figura 3.4, donde o es la escala, S es la forma y 6 es un umbral inferior para
la distribucion, este dltimo se tomé de 0.3 ya que para el ano 2000 el IDH
reportd un valor minimo de 0.362.

Figura 3.4: IDH.

La evidencia estadistica del ajuste se muestra en el Cuadro 3.9.

Prueba Estadistico p-valores
Cramer-von Mises W-Sq 0.06763841 0.250
Anderson-Darling  A-Sq 0.45364999 0.250

Cuadro 3.9: Pruebas de bondad de ajuste para distribucién Weibull.

El Cuadro 3.10 muestra una comparaciéon con percentiles observados y
aquellos provenientes de la distribucién ajustada.
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Percentil Observado Estimado

1 0.485 0.493
) 0.557 0.556
10 0.587 0.590
25 0.644 0.645
50 0.702 0.701
75 0.755 0.752
90 0.794 0.794
95 0.816 0.817
99 0.849 0.856

Cuadro 3.10: Percentil observado contra distribucion Weibull.

Notemos que si la variable IDH se distribuye como Weibull(o, S, ) con
los pardmetros antes mencionados, ésta tiene su dominio en (#, o), pero la
variable IDH a lo més puede tomar el valor de uno. Se decidié tomar esta
distribucién por que fue la tnica para la cual no se rechazé la prueba de
bondad de ajuste. Aun asi, calculando la probabilidad de que IDH, con esta
distribucién, sea mayor a uno tenemos que P[IDH > 1] ~ 0, justificando
asi lo adecuado de su uso.

ITM

Figura 3.5: IIM.

El comportamiento marginal de la variable IIM|IIM # 0 se muestra
en la Figura 3.5. Por las razones que se han expuesto previamente, se anali-
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z6 al IIM omitiendo el valor de cero, ademas de que ésta se considera como la
parte discreta de la variable IIM y la densidad completa de ésta tendria que
estar dada por la conbinacién lineal convexa correspondiente a la densidad
de la parte discreta y la de la parte continua. Cabe destacar que, el hecho
de que ITM|IIM # 0 sea una variable continua implica que la densidad en
un punto es nula, por lo tanto IIM|IIM # 0 = IIM. Asi que, aun cuando
se omitié de la muestra a los elementos que reportaron el valor de cero, se
denotard con IIM a la variable a ajustar.

Para la variable en cuestién no se logré un ajuste univariado paramétrico
directo. Dos caracteristicas subyacen de la variable para complicar un ajuste:
la primera, la variable se encuentra sumamente sesgada hacia la izquierda,
presenta un sesgo de 1.5; segundo, el rango de la variable se encuentra dis-
tribuido entre nimeros negativos y positivos, —0.878 < ITM < 6.395, lo cual
afecté mucho los ajustes, aun modificando los umbrales de las distribuciones.

En ese sentido, se propone la transformaciéon Y = exp(I1M), asi el ran-
go de la variable Y se encuentra en los reales positivos, finalmente, con esta
modificaciéon se logré un ajuste. Se realizaron las pruebas de bondad de
ajuste para las mismas distribuciones que para IDH y fue asi como, con un
nivel de significancia o = 0.05, se llegd a que Y ~Log-Normal(oc= 2.0323,
pu= -1.2316, 6= 0.41507), como se muestra en la Figura 3.6, donde o es la
forma, p la escala y # un umbral inferior asociado con el minimo valor re-
portado por Y.

Figura 3.6: Y=exp([IM).

La evidencia estadistica del ajuste se muestra en el Cuadro 3.11.
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Prueba Estadistico p-valores
Kolmogorov-Smirnov D 0.01585935 0.150
Anderson-Darling A-Sq 0.82276 0.4649

Cuadro 3.11: Pruebas de de bondad de ajuste para distribucion Log-Normal.

El Cuadro 3.12 muestra una comparacién con percentiles observados y
aquellos provenientes de la distribucién ajustada.

Percentil Observado Estimado

1 0.41786 0.41765
5 0.42560 0.42538
10 0.43692 0.43664
25 0.48859 0.48916
50 0.68806 0.70692
75 1.67908 1.56473
90 4.58777 4.36380
95 9.01734 8.67859
99 25.46732 33.43369

Cuadro 3.12: Percentil observado contra distribucién Log-Normal.

Los 1ltimos percentiles tedricos ya no parecen ser tan cercanos a los ob-
servados, pero en general el ajuste ofrece buenos resultados, el hecho de que
la variable Log-Normal tome valores muy grandes con una probabilidad muy
baja es consistente con los valores atipos que presenta la variable.

Si IIM=In(Y) y A = [-0.878, c0), entonces:

iexp(:v) * fy(exp(z))la(x)

dx
exp(x) * exp [— (In(exp(z) — 0) — p)* /202
= La(z)
(exp(z) — 0)V2mo?
Donde frrar(+), es la funcién de densidad de la variable IIM, obtiendo
asi un modelo explicito para ésta.

friv(z) =

Cabe mencionar que los estadisticos y p-valores de las pruebas de bondad
de ajuste para el IDH y el IIM fueron obtenidos con R.



Capitulo 4

Segmentacion y Ajuste
Paramétrico Bivariado

En el presente capitulo se analiza la interaccion entre el Desarrollo Hu-
mano y la Intensidad Migratoria, teniendo como objetivo primordial cons-
truir un modelo que explique y replique el comportamiento conjunto de es-
tos fenémenos.

Recordemos que la introduccién del capitulo anterior finalizé con la
pregunta fundamental de esta investigacion: «;De qué manera se da esta
relacién?» Para darle respuesta a ésta, se formulan los siguientes cuestiona-
mientos basicos, los cuales se iran resolviendo a lo largo de este capitulo:

(a) ;Cuadl es el grado de dependencia que existe entre el desarrollo
humano y la migracion?

(b) {Qué tipo de dependencia guardan las variables?

(c) {Cudl es el comportamiento conjunto que se presenta entre el
desarrollo humano y la migraciéon?

Como se analizard mas adelante, la interaccion entre las variables IDH
e IIM es un tanto cadtica y dificil de explicar. Es por esto que en la segun-
da seccién de este capitulo se propone un algoritmo de segmentacion a la
muestra que logre capturar la mayor evidencia de dependencia estrictamente
monotona en cada submuestra generada, sin dejar de lado que exista evi-
dencia estadistica de que la cépula subyacente de las variables sea simétrica
en cada submuestra. Como ya se comenté en los primeros dos capitulos, la
dependencia estrictamente mondtona y la simetria son caracteristicas que la
gran mayoria de las cépulas paramétricas conocidas tienen.

Para concluir el capitulo y toda la investigacion, en la ultima seccion
se hace una comparativa entre los resultados obtenidos y los que resultan

67
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al hacer el analisis con métodos estadisticos mas convencionales como la
regresion lineal.

4.1. Comportamiento Conjunto

Esta seccién tiene como finalidad presentar un anélisis descriptivo so-
bre la relacion conjunta que guardan las variables que componen al vector
aleatorio (IDH,IIM), para este fin se tienen los siguientes objetivos par-
ticulares: calcular y comparar las medidas de asociacién presentadas en el
capitulo dos; analizar el comportamiento de la cépula empirica de toda la
muestra; y por iltimo, evidenciar la complejidad de la estructura de depen-
dencia que guardan las variables, a fin de motivar una particién a la muestra
que permita explicar la dependencia total como un conjunto de dependen-
cias mas sencillas. Durante el desarrollo del trabajo se denotard con X a
la variable aleatoria IDH y con Y a la variable aleatoria IIM; es decir,
X:=IDH y Y:=IIM, de igual manera, (X,Y) := (IDH,IIM).

Cabe destacar que todos los procedimientos empleados y graficas obtenidas
fueron programadas en R (véase R Development Core Team (2012)). Las
simulaciones de cépulas paramétricas, ajustes de cépulas paramétricas, prue-
ba de independencia y prueba de simetria (Genest y otros (2011)) fueron
empleados con el paquete “copula” de R (para mayor detalle sobre el uso
del software, la programacién de los procesos y el funcionamiento del pa-
quete “copula”, véase: Apéndice A, Yan (2007), Kojadinovic y Yan (2010)
y Hofert y Méchler (2011)).

Primero, recordemos que la muestra del vector aleatorio (X, Y) esta com-
puesta por 2442 registros, la Figura 4.1 muestra de manera grafica el compor-
tamiento conjunto de las variables, via un gréafico de dispersiéon. Observamos
4 cosas relevantes: (1) no existe la minima evidencia de que las variables
puedan guardan una relacién lineal; (2) no es claro cual es la relacién im-
perante en la muestra, ;La concordancia o la discordancia?; (3) de manera
intuitiva es claro que existe un grado de dependencia entre las variables,
pero, ;Qué tan fuerte es el vinculo? y més atun, ;Cémo podemos explicar-
lo?; (4) existen registros repetidos en la muestra, es decir, a un mismo nivel
de intensidad migratoria se le asocian mds de un nivel de desarrollo humano
o viceversa, ésto complica ain mas la explicacién del fenémeno, ademds de
que un ajuste bivariado con cépulas supone que las variables son absoluta-
mente continuas, es decir, que no tienen puntos con densidad.

Un ejemplo claro de lo que se comenta en (4) es la Intensidad Migratoria
Nula, este evento se da para distintos niveles de desarrollo humano y lleva a
la construccién de una nueva medida de probabilidad que denotaremos por
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COMPORTAMIENTO CONJUNTO

Figura 4.1: Comportamiento conjunto.
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Xn, donde abusando un poco de la notaciéon Xy := X|{Y = 0}. Son 92 casos
en la muestra que cumplen con esta caracteristica, una cantidad poco des-
preciable, ademds, la variable IIM no cuenta con una escala aparentemente
establecida, como ya se comento en el capitulo anterior. Es por eso que a la
variable Xy se le estudiard por separado para no caer en interpretaciones
ambiguas. A partir de este momento denotaremos con NDH al Nivel de De-
sarrollo Humano y con NIM al Nivel de Intensidad Migratoria. El Cuadro
4.1 muestra las frecuencias, absolutas y relativas, de intensidad migratoria

nula por NDH.

NDH Frecuencia | Frecuencia
Absoluta Relativa
Bajo 10 32.25%
MedioBajo 61 9.76 %
MedioAlto 20 1.26 %
Alto 1 0.49%
| Total 92 | 100% |

Cuadro 4.1: Intensidad Migratoria Nula por niveles de IDH.

La variable Xy explica al desarrollo humano a nivel municipal condi-
cional a que el municipio tiene una intensidad migratoria nula. Cabe destacar
que la variable toma valores desde 0.447 y hasta 0.803, es decir, en todos los
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niveles de desarrollo humano tiene presencia la intensidad migratoria nula.

El Cuadro 4.2 muestra una tabla de contingencia con las frecuencias
relativas entre el NDH y el NIM.

NDH/NIM | Muy Bajo Medio Alto Muy Total
Bajo Alto

Bajo 064% 017% 0.09% 0.00% 0.00% | 0.89%

Medio 13.32% 4.38% 2.64% 234% 1.32% | 24.00%

Bajo
Medio 19.91% 16.68% 12.85% 11.57% 5.53% | 66.55%
Alto
Alto 328% 4.00% 111% 0.13% 0.04% | 855%

Total 37.15% 25.23% 16.68% 14.04% 6.89% | 100.00 %

Cuadro 4.2: NDH vs NIM.

De los cuadros 4.1 y 4.2 se observa lo siguiente: para el desarrollo humano
“Bajo”, la intensidad migratoria primordialmente se encontré en “Nula” y
“Muy Baja”, no hubo un sélo municipio en niveles “Altos”; el nivel “Medio
Bajo” es el que presenté mayor frecuencia en los municipios con intensi-
dad migratoria “Nula”, en este nivel imperé la intensidad migratoria “Muy
Baja”, aun cuando se observan todos los niveles bajando en frecuencia a
medida que el NIM sube; el nivel de desarrollo humano “Medio Alto” es
el que presenté mayor frecuencia en toda la muestra, éste interactud con
cada NIM reportando frecuencias considerables, también bajando a medida
que la intensidad migratoria sube; el desarrollo humano “Alto” tuvo sélo un
caso en los niveles de intensidad migratoria “Nula” y “Muy Alta”, respecti-
vamente, imperé en los niveles “Bajos”.

Retomando el punto (4) respecto a las observaciones repetidas, esto es
algo que se debe considerar antes de iniciar cualquier ajuste con cépulas.
La justificacion es que, por el teorema de Sklar, las copulas se definen para
variables aleatorias continuas y este detalle se puede entender como la parte
discreta de una o ambas variables. Es por lo anterior que se propone sustituir
estos casos por un sélo elemento constituido del valor repetido y la mediana
de las observaciones de la otra variable condicional al valor repetido. En caso
de que el nimero de elementos con esta caracteristica sea considerable, se
debe modelar la parte discreta y la parte continua del vector aleatorio.

En el IDH no se encontraron registros repetidos. Para IIM, sélo se pre-
sentaron los 92 registros de la intensidad migratoria nula y 2 més con el valor
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-0.850725756. Quedando asi 2350 registros como se muestran en la Figura
4.2.

iim

Figura 4.2: Parte continua de los datos.

Los datos presentados en la Figura 4.2 son los que se utilizaran para el
desarrollo del modelo conjunto.

Dependencia entre IDH e IIM

Como un primer paso para describir la relacién conjunta entre las varia-
bles y hacer un ajuste con copulas, es necesario tener evidencia estadistica
de que éstas no son independientes. Para determinar la independencia entre
dos variables aleatorias X, Y con funcién de distribucién conjunta H y fun-
ciones de distribuciéon marginal F'y G, respectivamente, se requiere de una
prueba que contraste la hipétesis nula Ho : H(z,y) = F(x)G(y). En caso de
que la prueba no sea rechazada, la relacién entre las variables simplemente
serd determinada por la independencia y por ende no amerita un ajuste con
copulas. Para dichos fines se hace uso de la prueba de independencia conteni-
da en el paquete “copula” de R (véase Yan (2007), Kojadinovic y Yan (2010)
y Hofert y Méchler (2011)). Aplicando la antes mencionada prueba a toda
la muestra se obtuvo un p-valor=0.0004, por lo tanto no existe evidencia
para determinar que las variables aleatorias IDH e IIM son independientes.

Ya se ha determinado que las variables no son independientes, pero ;Cudl
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es el grado de dependencia que éstas tienen? Para dar respuesta a esta pre-
gunta, primero recordaremos a las medidas de asociacion del capitulo dos.
El Cuadro 4.3 presenta la manera en la que se denotaran durante el resto
del presente trabajo.

Notacion Estadistico

7 Correlacién lineal de Pearson

p Correlacién de Spearman (Medida de concordancia)

o Medida de dependencia no paramétrica de Schweizer & Wolff
<2> Medida de dependencia no paramétrica Vo (V3 también

conocido como el indice de dependencia de Hoeffding)

Cuadro 4.3: Notacién de las medidas de asociacién.

Donde para los cédlculos de las medidas se usan las equivalencias mues-
trales de la siguiente manera: 7 como en (2.1.1), p como en (2.3.3), 6 como
en (2.4.5) y ¢ como en (2.4.6).

A continuacién se comparan las medidas de asociacién correspondientes
a la muestra.

Medida Valor Descripcién

7 0.046  No hay evidencia de relacién lineal.

p 0.162 La concordancia impera en la relacién conjunta.
o 0.237  Evidencia significativa de dependencia.

(5 0.236  Evidencia significativa de dependencia.

Cuadro 4.4: Medidas de asociacién: IDH e ITM.

A partir del Cuadro 4.4 podemos decir lo siguiente sobre la relacién
conjunta entre las variables de estudio:

= La concordancia es la relaciéon que impera en la estructura de depen-
dencia de las variables, lo que implica que para alguna parte de la
muestra, a medida que el IDH crece, el IIM también crece en alguna
proporcién.

= Existe una diferencia entre 6 y p de casi 0.1, lo que implica que en la
muestra existe una parte importante donde impera la discordancia y
que esta anulando parte de concordancia en p.

= Por el punto anterior, existe cierta parte de la muestra donde a medida
que crece el IDH, el IIM decrece en alguna proporcion.
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= En contraste con el tamano de muestra, la proporcién de la muestra
donde impera la concordancia es mayor a aquella donde impera la
discordancia.

» Existe un grado de dependencia considerable de alrededor del 25 %.

Con base en la informacién del Cuadro 4.4 podemos conocer de forma
muy general la estructura de dependencia, mas adelante se determinara en
que parte, o partes, de la muestra y en que grado es donde impera la con-
cordancia, asi como aquella donde impera la discordancia. En caso de que
aplique, también se explicarda que ocurre con el resto de la muestra.

Comportamiento de la Cépula Empirica entre IDH e IIM
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Figura 4.3: Diagonal de la cépula empirica.

La Figura 4.3 muestra una comparativa de la diagonal de la cépula
empirica (rosa) y las diagonales de M (verde), W (rojo) y II (azul), donde se
observa lo siguiente: en alrededor del 55 % de la muestra impera la concor-
dancia; existe una parte de la muestra (alrededor del 8 %) que se encuentra
muy cerca de la cépula IT (al menos a nivel de la diagonal); en el resto de
la muestra impera la discordancia. Las ocasiones siguientes que se muestre
una comparativa de diagonales se mantendra el mismo formato y colores.

La Figura 4.4 muestra la grafica de las pseudo-observaciones de la cépula
(como en la Definicién 1.11.3), ésta da un acercamiento al comportamiento
conjunto del vector (U, V). Dicha grafica ofrece un panorama amplio sobre
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la simetria de la cépula de los datos! y eventualmente puede ayudar a saber
que camino tomar para hacer ajustes paramétricos de copulas. Aplicando la
prueba de simetria de Genest y otros (2011) se obtuvo un p-valor=0.022,
por lo tanto, se rechaza la simetria con un nivel de significancia a = 0.05.
La prueba antes mencionada nos da evidencia suficiente para afirmar que la
copula subyacente no es simétrica.
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Figura 4.4: Pseudo-observaciones de la cépula.
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Figura 4.5: Gréfica de contornos.

'La gréfica se acompaiia de una linea transversal la cual se pretende sirva como “espe-

IR
jo”.
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Otra manera de apreciar la simetria de la cépula es mediante la grafica
de contornos (véase seccién 1.2) que se presenta en la Figura 4.5.

Finalmente, con base en la diagonal de la cépula, en la comparativa de
las medidas de asociacion y la prueba de simetria, podemos afirmar que la
copula subyacente no es simétrica y no cumple con guardar una dependencia
estrictamente monotona. Como se comentd en los dos primeros capitulos,
la gran mayoria de las copulas paramétricas son simétricas y representan
dependencias estrictamente mondétonas. Sélo para obtener la evidencia es-
tadistica, se le hicieron a los datos pruebas de bondad de ajuste para un
catalogo amplio de cépulas? y todas fueron rechazadas. Por lo tanto, en
lo que sigue de este capitulo, se propondran cortes a la muestra, con la
finalidad de buscar que, de manera individual, las variables en cada sub-
muestra guarden una dependencia estrictamente mondtona que provenga de
una copula simétrica, ya que es mas facil ajustar e interpretar este tipo de
dependencias.

4.2. Algoritmo de Segmentacion Bivariada

Esta seccién es una de las partes méas importantes de toda la tesis, ya
que en ésta se propone una alternativa para llegar a un modelo conjunto con
copulas que sea capaz de representar, de la manera mas acertada posible,
la estructura de dependencia que guardan las variables IDH e IIM. Una vez
obtenido este modelo, nos servird para hacer simulaciones de las variables de
estudio y obtener funciones de regresion a-cuantil con cépulas paramétricas.
Para los fines de este trabajo, el modelo, las interpretaciones y conclusiones
sobre la interaccién entre las variables, se realizaran tomando como variable
explicatoria al IDH, en ese sentido, todos los resultados serdn enfocados con
respecto al impacto que tiene el desarrollo humano sobre la intensidad mi-
gratoria.

Tras haber realizado la limpieza de los datos, el IDH y el ITM son varia-
bles aleatorias absolutamente continuas, por el Teorema de Sklar (Teore-
ma 1.3.1) existe una cépula, Cipm i1, subyacente de las variables aleato-
rias IDH e IIM. Como se determiné anteriormente, dada la estructura de
dependencia que guardan las variables y el comportamiento de la cépula
empirica, no se encontré una copula paramétrica que pudiera representar
a toda la muestra. Por lo anterior, esta seccién presenta una propuesta de
segmentacion a la muestra original, tomando en consideracién muchas de
las caracteristicas de una cépula paramétrica mencionadas previamente.

2Las cépulas evaluadas fueron las mismas que serdn probadas con cada submuestra
resultante, mas adelante se presenta el catdlogo explicito de éstas.
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Una vez obtenidas las submuestras de la muestra original, se procedera a
aplicar, a las variables en cada submuestra, las pruebas de bondad de ajuste
para las siguientes familias de cépulas (véase Genest, Rémillard y Beaudoin
(2009)):

» Arquimedianas: Clayton (1.10.3), Frank (1.10.6), Gumbel (1.10.5) y
Ali-Mikhail-Haq (AMH, (1.10.4)).

» Elipticas: Gaussiana (Normal, (1.3.3)) y T (véase Demarta y McNeil
(2005)).

» Cépulas de valores extremos (véase Yan (2007) y Kojadinovic y Yan
(2010)): Husler-Reiss y Galambos.

» Otras cépulas: Plackett (1.3.4) y Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM,
(1.3.5)).

Una vez ajustados los datos en cada submuestra, se pegaran las céopulas con
el método “Gluing Cépulas” (Proposiciones 1.3.1 y 1.3.2).

Tras conocer el comportamiento tanto marginal como conjunto de las
variables de estudio y todos los elementos necesarios para un ajuste con cépu-
las, estamos en toda la posicién de proponer un algoritmo de segmentacion
y comenzar con los cortes a la muestra.

Algoritmo de Segmentacion en Dependencias Estrictamente
Monétonas (ASDEM)

Con la finalidad de buscar submuetras con la mayor evidencia de de-
pendencia estrictamente monétona (véase: Definicién 2.5.1 y Proposicién
2.5.1), se propone un algoritmo para segmentar una muestra de tamano M,
éste a su vez incluye dos subprocesos iterativos (INICIO y FINAL) que
interactian para llevar a la mejor decision de corte.

Algoritmo 4.2.1. ASDEM

Dada una matriz ¥ de dimension M x 2 con las observaciones de un vector
aleatorio (X, Y), para segmentar los datos respecto a la variable explicatoria
X en submuestras donde cada una de éstas guarde una dependencia estric-
tamente mondtona que pueda ser modelada con una cépula pardmetrica
conocida, se efectia lo siguiente:

1. Se ordena de forma ascendente a la matriz W respecto a la variable X.

2. Se determina a n como el tamano minimo que una submuestra puede
tener. La primera justificacion para el uso de un tamano de submuestra
minimo es que para muestras muy pequenas las medidas de asociacion
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tienden a ser inestables y la segunda es por que se busca que éstas
sean representativas. Para lo que concierne al presente trabajo, se uti-
liz6 el 5% del tamano de la muestra que se deseaba segmentar como
el tamano de muestra minima.

El primer subproceso serd llamado INICIO, éste se compone de M-
n-+1 iteraciones. En la iteraciéon k se toma una submuestra de ¥ de
tamano n-14k con las observaciones de la uno a la n-14+k y se cal-

cula (dif)ki = 0k,i — |Pril-

El segundo subproceso sera llamado FINAL, éste se compone de M-
n-+1 iteraciones. En la iteracién k se toma una submuestra de ¥ de
tamano n-14k con las observaciones de la M-n+2-k a la M y se

calcula (dif)k,f = Ok,f — |k, f|-

De donde (dif)r,; y (dif)r, s representan las diferencias entre las medi-
das empiricas de asociacion & y el valor absoluto de p correspondientes
a la submuestra de la iteracién k de los procesos INICIO y FINAL,
respectivamente. Véase Proposicién 2.5.1.

Se busca la minima diferencia en ambos subprocesos,

; 1/ — Z. d' Z 7
" (ke 1,.?}ﬁ_n+1}(( if ki)
M= e 1 My (B )

{ke 1,...,.M—n+1}
Donde min; corresponde a INICIO y miny a FINAL.

Se calcula la minima de las diferencias minimas, min(min;, miny), y
se obtiene el indice asociado a dicho valor (IN).

Si el subproceso correspondiente a IN es INICIO se determinan las
siguientes submuestras de ¥, con las observaciones:

s delal alan-14IN;

s de la n+IN a la M.

Si el subproceso correspondiente a IN es FINAL se determinan las
siguientes submuestras de ¥, con las observaciones:

= delal ala M-n+1-IN;

s de la M-n—+2-IN a la M.
Para este momento se tiene un puntos de corte que genera dos sub-

muestras distintas. Se calcula la diferencia entre ¢ y |p| para cada una
de las submuestras obtenidas en el punto 6, se verifica que dichas
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diferencias seas cercanas a cero. Las submuestras en las cuales se
cumpla la condicién pasan punto 8 del algoritmo, para aquellas que
no, puede ocurrir lo siguiente:

a) en una de las submuestras no se cumple que la diferencia es cer-
cana a cero, en tal caso se regresa al punto 1 del ASDEM, pero
esta vez sbélo con la submuestra que no cumplié la condicion;

b) ambas submuestras no cumplieron la condicién, en tal caso sur-
gen dos alternativas de accién: primero, buscar otro algoritmo de
particion y/o de ajuste; y segundo, regresar al punto 1 del AS-
DEM pero esta vez en paralelo para cada submuestra, aceptando
de antemano que existird alguna submuetra en la particién dltima
que no representard una dependencia estrictamente mondtona y
puede que sea complicado su ajuste.

8. Se verifica que en la(s) submuestra(s) exista evidencia de simetria en la
copula, es decir, que no se rechace la prueba de simetria (Genest y otros
(2011)) para cada submuestra. La(s) submuestra(s) que cumpla(n) la
condicién pasa(n) al punto 9, para aquellas que no se cumpla, se
transforman los datos buscando que la simetria mejore. Si no se rechaza
la simetria en la cépula de los datos tranformados, se pasa al punto
9 la(s) submuestra(s) transformada(s), en casos contrario se regresa
al punto 1 del ASDEM con aquella(s) submuestra(s) donde no se
cumplié la condicién.

9. Se procede al ajute de la cépulas para (X,Y) sobre la(s) submuestra(s)
con base en Genest y otros (2009).

En el momento en el que al punto 9 lleguen ambas submuestras, el
ASDEM estard terminado y se tendran dos o mas submuestras, o transfor-
maciones de las mismas, de la muestra ¥ con una estructura de dependencia
estrictamente mondétona. La intencién del algoritmo es que se vayan inter-
calando los mejores cortes entre los subprocesos INICIO y FINAL. En
caso de que se tenga una transformacién de los datos, (a(X), 8(Y)), en una

submuestra y su ajuste con copulas, simplemente se procede a obtener la
coépula de (X, Y) a partir de la cépula de (a(X), B(Y)).

Las Figuras 4.7 y 4.8 muestran un diagrama de flujo sobre el funcionamien-
to del Algoritmo de Segmentacién en Dependencias Estrictamente Monétonas
(ASDEM).

Comportamiento por Submuestra

A partir de este momento denotaremos por ¥ a la muestra de tamafo
M=2350 (recordar que fue el niimero de observaciones resultado de la limpieza
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que se realizd) del vector aleatorio (X, Y), que recordemos, representa al vec-
tor aleatorio compuesto por IDH, IIM. Si z;, y; denotan a la observacién ¢
de las variables aleatorias X, Y respectivamente, bajo la consideracion de or-
denar la muestra con base en X (IDH), entonces ¥ := {(z;,y;)|i € [1,2350]}.
Recordemos que se ordena con base en X por que se pretende que el IDH
sea la variable que explique a la IIM, por lo tanto sera esta la variable por
la cual se generardn los cortes.

Al emplear el Algoritmo 4.2.1 (ASDEM) a las variables de estudio, en
una primera iteracion, el subproceso INICIO presenté la minima de las
diferencias minimas. Las dos submuestras resultantes presentaron eviden-
cia de dependencia estrictamente mondtona, pero para la submuestra a la
derecha del corte, se rechazé la prueba de simetria de la cépula (p-value =
0.002498). Teniendo asi un primer corte en IDH=0.6923088, como se mues-
tra en la Figura 4.6.

iim
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Figura 4.6: Primer corte: IDH=0.6923088.

A partir de esta primera iteracion se espera que se pueda lograr un buen
ajuste a las variables en el siguiente conjunto.

w» Ueon = {(xi,y:) € ¥|i € [1,1018]}: siendo esté el 30.7 % de la muestra
total, tomando valores desde 0.3619992 y hasta 0.6923088 para el IDH
y el IIM toma todos sus posibles valores. Se denotard con Xeon, ¥ Yeon
a las representantes de las variables X, Y respectivamente, restringidas
a este conjunto.

El subindice “con” se le da a esta submuestra ya que, como veremos mas
adelante, en ésta impera la concordancia.
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Figura 4.7: Algoritmo de Segmentacién en Dependencias Estrictamente

Monoétonas (1).
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Figura 4.8: Algoritmo de Segmentacion en Dependencias Estrictamente

Monétonas (2).
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Con base en el ASDEM, se buscé transformar los datos en la submues-
tra U* := {(z;,y;) € ¥|i € [1019,2350]}, sin haber obtenido éxito sobre la
simetria de la copula de las variables transformadas.

La siguiente iteracion del algoritmo se realizé tinicamente sobre la sub-
muestra antes mencionada. Esta iteracién fue muy similar a la primera, ya
que se obtuvieron submuestras con dependencias estrictamente mondtonas
con la minima de las diferencias minimas proveniente del subproceso INI-
CIO, pero en la submuestra a la derecha del corte se rechazé la simetria
de la cépula correspondiente (p-value = 0.002498). Se generd un siguiente
corte en IDH=0.7619343, como se muestra en la Figura 4.9.

iim

Figura 4.9: Segundo corte corte: IDH=0.7619343.

A partir de esta segunda iteracién se obtuvo la siguiente submuestra con
un comportamiento conjunto muy peculiar, la “independencia’ denotada
con el subindice “ind”.

» Ung = {(zi, i) € Vi € [1019,1817]}: siendo éste el 34 % de la mues-
tra total, tomando valores desde 0.6923286 y hasta 0.7619343 para el
IDH y desde -0.8734804 y hasta 3.663301 para IIM. Se denotarda con
Xind V Yina & las representantes de las variables X, Y respectivamente,
restringidas a este conjunto.

Cabe mencionar que en dicha submuestra no se presenta una dependencia
estrictamente mondtona, simplemente las variables son independientes, pero
por la naturaleza del algoritmo fue posible detectar dicha relacion.

Esta submuestra es muy importante, ya que es la parte cadtica de la relacion
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conjunta, se da después de una relacién imperante de concordancia y como
se analiza més adelante le sigue una parte imperante de discordancia.

Nuevamente, con base en el ASDEM se buscé transformar a la submues-
tra a la derecha del corte, con lo que no se logré que se mejorara la simetria
de la cépula respectiva.

La tltima iteracién se realizé sobre el conjunto U** := {(z;,y;) € ¥|i €
[1818,2350]}. Para ambos subprocesos (INICIO y FINAL) se obtuvieron de-
pendencias estrictamente mondétonas significativas, esta vez si se obtuvieron
dos submuestras con evidencia de provenir de cépulas simétricas. Se deci-
di6 utilizar nuevamente el corte proveniente del subproceso INICIO, por
presentar mayor evidencia de dependencia estrictamente mondtona (una
minima diferencia méds cercana a cero). Se generd este tltimo corte en
IDH=0.7852387, como se muestra en la Figura 4.10.

iim
Y

Figura 4.10: Tercer corte corte: IDH=0.7852387.

Con este corte surgen las siguientes submuestras, denotadas con los
subindices “disl1” y “dis2” debido a la imperante relacion de discordan-
cia en éstas.

w Uy = {(i,y;) € ¥|i € [1818,2051]}: siendo éste el 9.9 % de la mues-
tra total, tomando valores desde 0.7619477 y hasta 0.7852387 para el
IDH y desde -0.8770457 y hasta 3.467135 para IIM. Se denotara con
Xuis1 ¥ Yais1 alas representantes de las variables X, Y respectivamente,
restringidas a este conjunto.
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» Uyiso = {(xi,y:) € Vi € [2052,2350]}: siendo éste el 12.7% de la
muestra total, tomando valores desde 0.7853664 y hasta 0.9301854
para el IDH y desde -0.8498019 y hasta 2.619973 para IIM. Se de-
notard con Xy vy Yais2 @ las representantes de las variables X, Y
respectivamente, restringidas a este conjunto.

Quedando finalmente la particién como se presenta en la Figura 4.11.

iim

idh

Figura 4.11: Cortes a la muestra.

Para que sea mas claro el comportamiento de las variables en cada sub-
muestra, en la Figura 4.12 se muestra el grafico de dispersion de cada una de
éstas. Ademads, el Cuadro 4.5 presenta las medidas de asociacién del capitulo
dos para cada submuestra.

~

Muestra 7 0 o 0]

Weon 0.233 0.300 0.300 0.278
Wind -0.015 0.008 0.052 0.052
W gis1 -0.225 -0.223 0.225 0.212
W giso -0.237 -0.227 0.238 0.235

Cuadro 4.5: Medidas de asociacién por submuestra.

Las variables en las submuestras Wy, Yais1 ¥ Wais2 presentan grados de
dependencia relevantes, de alrededor del 25 %. Como ya se habia comentado
es evidente que en V., impera la concordancia y que en Vg1 v Vyiso la
discordancia. En estos casos la correlacién lineal es un poco parecida a las
medidas de concordancia y dependencia, pero se debe recordar que en gene-
ral esta medida puede ser enganosa y explicar muy poco sobre la relacion
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Figura 4.12: Comportamiento en cada submuestra.

conjunta. No cabe duda de que las variables en la submuestra ¥;,, son in-
dependientes.

En la Figura 4.13 se presentan los gréaficos de dispersion junto con las
regresiones a-cuantil con base en la cépula Bernstein como en (1.11.3). La
linea gruesa representa la regresiéon mediana y las lineas delgadas son regre-
siones a los percentiles 75 y 25, respectivamente (véase seccién 1.12), estas
ultimas forman una banda de probabilidad al 50 %. Con las graficas antes
mencionadas es més evidente la relacién conjunta de las variables en cada
submuestra.

El Cuadro 4.6 muestra, por submuestra, los p-valores de la prueba de in-
dependencia, siendo ésta la evidencia estadistica de que en las submuestras
Weon, Yais1 ¥ Paiso existe un grado de dependencia que puede ser modelado
y que para ¥, es adecuado utilizar a la cépula II para representar la inde-
pendencia de las variables.
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Figura 4.13: Regresiones a-cuantil de cada submuestra.

Muestra | Independencia
p-valor
Weon 0.0004
Wind 0.4750
W dis1 0.0024
W gis2 0.0004

Cuadro 4.6: Prueba de independencia por submuestra.
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Comportamiento de la Cépula Empirica por Submuestra

La Figura 4.14 muestra la grafica comparativa por submuestra de las
diagonales de cada cépula empirica y las diagonales de M, II y W, donde
se reitera el comportamiento en cada submuestra.
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Figura 4.14: Diagonales de cada submuestra.



88 CAPITULO 4. SEGMENTACION Y AJUSTE PARAMETRICO

La Figura 4.15 muestra la grafica de las pseudo-observaciones de la
copula subyacente de las variables en cada submuestra, donde se reitera
la simetria de cada copula.
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Figura 4.15: Pseudo-observaciones de cada submuestra.
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La Figura 4.16 muestra la grafica de contornos de la cépula subyacente
de las variables en cada submuestra, recordar que la grafica de contornos
nos da una idea del comportamiento de las curvas de nivel de la cépula y
también podemos apreciar la simetria.
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Figura 4.16: Gréfica de contornos de cada submuestra.

Finalmente, para tener evidencia estadistica de que la cépula subyacente
de las variables en las submuestras V.o, Vind, Yais1 ¥ Vaiso €s simétrica, el
Cuadro 4.7 presenta los p-valores de la prueba de simetria realizadas a cada
una de las submuestras.
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Muestra | Simetria
p-valor
Weon 0.919
W, nd 0.257
W gis1 0.889
W 4is2 0.244

Cuadro 4.7: Prueba de simetria por submuestra.

Con todos los puntos antes comentados, estamos en toda la posicién de
iniciar con el ajuste a las variables IDH e IIM restringidas a los conjuntos:

\I’cona \Ildisl y \de’iSQ'

4.3. Ajuste Paramétrico Bivariado y Simulacion
Conjunta

El Cuadro 4.8 contiene, por cada submuestra, los p-valores de las pruebas
de bondad de ajuste para las variables de estudio, junto con los parametros
de éstas. Solo se incluyen las cépulas para las cuales no se haya rechazado
la prueba de hipétesis.

Submuestra Cépula Pardmetro (s) p-valor

Gaussiana (Normal) r=0.3234996 0.418

Ueon T p = 0.3223847 0.380
df=35.61604

Plackett 0 = 2.524974 0.132

Vind 11 - -

Plackett = 0.5351376 0.998

U jis1 T p=—0.2343981  0.982
df=233.5822

Frank 0 = —1.336393 0.977

Gaussiana (Normal) r=-0.2350956 0.973

Gaussiana (Normal) r=-0.2248809 0.201

U giso T »— 02254649  0.192
df=101.4803

Plackett 6 = 0.5069886 0.161

Frank 0 = —1.40362 0.129

Cuadro 4.8: Ajuste a cada submuestra.

Recordemos lo que denotan los parametros mencionados en el Cuadro
anterior: r, representa al coeficiente de correlacién lineal como en (2.1.1); p,
representa a la medida de concordancia Rho de Spearman como en (2.3.2);
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df, se utiliza para representar a los grados de libertad en la cépula T, véase
Demarta y McNeil (2005); y por dltimo 6, es el pardmetero particular de
cada copula.

Finalmente, la cépula seleccionada para cada submuestra es aquella con
el mayor p-valor. Entonces, con base en la definicién de cada submuetra se
tiene lo siguiente:

2 CXopn Yeon = Normal(0.3234996),

* CXina,Ying = 11,

a Cx,yva = Plackett(0.5351376),
" CX,io Yaiey -= INormal(—0.2254649).

Una vez realizada la seleccién en cada submuestra se pegan las cépulas
con el método “Gluing Cépulas” (Proposiciones 1.3.1 y 1.3.2), resultando
asi la copula paramétrica subyacente de las variables IDH e IIM.

Dadas las copulas: Cx,,...Yeons CXina,Yina> CXuier,Yaior> CXuiaz,Yaiazs ¥ tTES
valores fijos que representen la particién en u: 6; = 0.4331915, 8, = 0.7731915
y 03 = 0.872766, podemos escalar Cx,,, Y., & [0,601] x [0,1], Cx,,,.vi,4 &
101,02], Cx,i Yaier @ 102,03] ¥ CX,i0,Yaier @ [03,1] v juntarlas en la cépula
Crpm,1rm como sigue:

(010X, Yeon (355 ); 0<u<b,
(62 — al)CXmmYmd(%?U) +01v, 61 <u <o

Crpa, v (u,v) =
(03 - 92)CXd1517Ydisl(%?v) +6av, 02 <u <03,

(1 - 93)CXdi32»Ydis2(llL:7zg7v) + 937}7 03 <u<l

En la Figura 4.17 se presentan simulaciones conjuntas del vector aleato-
rio (IDH,IIM) y los datos originales: en la parte superior, simulacién con
la cépula “Gluing” Crpm,rrm (Normal + Independencia + Plackett + Nor-
mal), de lado izquierdo con marginales Bernstein como en (1.11.2) y de lado
derecho con las marginales obtenidas en la seccién 3.4 (IDH ~ Weibull
y exp(IIM) ~ Log-Normal); de lado inferior izquierdo, se presenta una
simulacién totalmente no paramétrica, con base en la cépula y marginales
Bernstein (Ecuaciones (1.11.3) y (1.11.2)); de lado inferior derecho se pre-
sentan los datos originales. El tamano de las simulaciones es de 2350, el
tamafio de la muestra de estudio. Las simulaciones se realizan con base en
los Algoritmos 1.9.2 y 1.9.3.
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Marginales Suavizadas

Marginales Explicitas
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idh

Datos
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Figura 4.17: Simulaciones conjuntas del vector (IDH, IIM).

Cabe destacar que una simulacién conjunta con base en la cépula Berns-

tein (no paramétrica) es, generalmente, més efectiva que una parametrica,
bédsicamente porque ésta acaba por ser una réplica del fenémeno original.
Fundamentalmente, se busca un modelo paramétrico por ser méds practico.
En lo que concierne a una simulacién no parametrica con cépulas, ésta re-
quiere mucho més tiempo de computo que lo que necesita una simulacion
paramétrica (varias horas contra un par de minutos).

Con base en la Figura 4.17, se observa que el modelo con la cépula
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“Gluing” es adecuado. En la parte que respecta a las submuestras ¥ y,, Ving
v Wyis1 se replicod satisfactoriamente al fendmeno, mientras que en W40 el
modelo es bueno pero mejorable.

4.4. Regresion con Base en la Copulas Subyacente
y Regresion Lineal Simple
La presente investigaciéon concluye haciendo una breve comparativa de

los resultados obtenidos a partir de regresiones con cépulas y los obtenidos
con el ya tan conocido modelo de regresion lineal.

iim

R e

T T T T T T
0.4 05 0.6 0.7 0.8 09

Figura 4.18: Regresiones a-cuantil paramétrica.

En las Figuras 4.18 y 4.19 se muestran, con lineas gruesas, regresiones
medianas y, con lineas delgadas, regresiones al primer y tercer cuartil (per-
centiles 25 y 75), éstas ultimas representando una banda de probabilidad al
50 %. Como ha sido a lo largo del presente trabajo, se pretende explicar el
cambio en la intensidad migratoria con respecto al desarrollo humano.

En la Figura 4.18 se muestran regresiones a-cuantil totalmente paramétri-
cas con base en la cépula “Gluing” Crpm,rrar (Normal + Independencia +
Plackett + Normal), obtenida en la seccién 4.3, y las marginales explicitas,
obtenidas en la seccién 3.4.

La Figura 4.19 muestra: de lado izquierdo, regresiéon a-cuantil con base
en la cépula y marginales Bernstein (regresién no paramétrica); de lado dere-
cho, regresién a-cuantil con base en la cépula “Gluing” Crpm,rrm (Normal
+ Independencia + Plackett + Normal) y marginales Bernstein (regresion
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semiparamétrica).

A partir de la cépula “Gluing” se obtienen curvas de regresién suaves
y discontinuas que logran describir la interaccién entre las variables con
respecto a un cuantil, las cuales evidentemente llegan a ser mds claras y
practicas que las obtenidas con la copula Bernstein.

Con la cépula “Gluing”, pese a que con las marginales explicitas se lo-
ran curvas rectas, la diferencia entre utilizar las marginales Bernstein y las
bl

explicitas es minima.

Regresion BERNSTEIN Regresiéon GLUING

im
iim

T T T T T T T T T T T T
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

W

Figura 4.19: Regresiones a-cuantil: no paramétrica y semiparamétrica

La Figura 4.20 presenta distintos modelos de regresion lineal (regresion
lineal simple, polinomios y transformaciones logaritmicas) aplicados a toda
la muestra. Se presenta la curva estimada con base en la media y las corres-
pondientes al intervalo de confianza al 95 %.

Se buscd entre varios modelos aquellos que presentaran los mejores resul-
tados. No se encontré algiin modelo para el cual no se rechazara la prueba
de normalidad a los residuales. No hubo algiin modelo con R? > 0.1. Bésica-
mente se eligieron los modelos con el mayor valor de R? para los cuales se
rechazaran todas las pruebas t3 correspondientes y la prueba F*, ambas con
un nivel de significancia o = 0.05.

3Dado un modelo de regresién lineal Y = By + B1f1(X) + +B2f2(X) + - -+ + Bnfu(X),
la prueba t contrasta la hipétesis nula Ho : 8; = 0, para todo i =0,1,2,... n.

“Dado un modelo de regresién lineal Y = By + B1f1(X) + +B2f2(X) + -+ + Bnfu(X),
la prueba F' contrasta la hipétesis nula Ho : 1 = B2 =+ = Bn = 0.
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Y=-0.3856+0.601X Y= -11.85+34.56X - 24.81X*
© - © A
< <
£ =
N ~
0 =—————=u x o
——

idh idh

Y= 10.47-69.04X +132.92X* - 78.88X° Y=25.73-27.04X + 18.65l0g(X)
© - © -
< < -
£ £
o~ - ~
o

idh idh

Figura 4.20: Regresiones Lineales.

El Cuadro 4.9 muestra los valores para R? ajustada de las regresiones
presentadas en la Figura 4.20.

Los mismos modelos de regresion que fueron probados para toda la mues-
tra también se realizaron para cada submuestra. En el Cuadro 4.10 se mues-
tran los mejores modelos para cada submuestra junto con los valores de R?
correspondientes.
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Modelo R?
Y = —0.3856 + 0.6010X 0.001728
Y = —11.85+ 34.56 X — 24.81X?2 0.04626

Y =10.47 — 69.04X + 132.92X2 — 78.88X3 | 0.05565

Y =25.73 — 27.04X + 18.65log(X) 0.03803

Cuadro 4.9: R? por modelo de regresién.

Submuestra Modelo R?

Yeon Y = —11.85 + 34.56 X — 24.81X?2 | 0.05676
Wind Y =0.3775X 0.06268
W gis1 Y =19.15 - 24.86.X 0.0469
W giso Y = —-0.3851X 0.3225

Cuadro 4.10: R? por modelo regresién en cada submuestra.

Finalmente, la Figura 4.21 muestra una regresiéon discontinua con los
mejores modelos para cada submuestra.

A partir de los valores de R? presentados en los Cuadros 4.9 y 4.10, es
evidente que los modelos de regresion lineal cuentan con una efectividad
sumamente baja, ademés de que los residuales no cumplen con el supuesto
de normalidad.

La naturaleza de las regresiones a-cuantil las hace maés especificas desde
un punto de vista probabilistico, ya que éstas se basan en la probabilidad
condicional del valor de la variable dependiente con respecto de la indepen-
diente, esto permite tener un panorama més amplio del cambio que presenta
la variable a explicar. Adem4s, las regresiones representan de manera ade-
cuada al fenémeno siempre que se cuente con la coépula subyacente de las
variables de estudio, sin la necesidad de que se cumpla con algin supuesto
previo o posterior a la implementacion del modelo de regresién.
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Figura 4.21: Regresién lineal discontinua.
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Conclusiones

La presente tesis comenzo6 por definir a las funciones cépula bivariadas
a fin de exhibir su importancia en la teoria de la probabilidad. Se explicé la
relevancia de las cépulas al analizar el comportamiento conjunto entre un
par de variables aleatorias, ya que a partir del Teorema de Sklar, las copulas
son funciones que enlazan distribuciones bivariadas con sus marginales uni-
variadas, las cuales por si mismas son funciones de distribucién continuas en
el cuadrado unitario, con marginales uniformes (estos conceptos se pueden
extender a cualquier dimensién mayor a dos). Se mostré que la cépula de un
par de variables aleatorias X, Y es invariante bajo transformaciones estric-
tamente crecientes de X, Y; y que la copula subyacente de transformaciones
mondétonas (crecientes o decrecientes) de X y/o Y se puede explicar en fun-
cion de la cépula de X, Y.

Al explicar la asociacion entre un par de variables aleatorias X, Y, la
copula subyacente de las mismas Cxy representa la estructura de depen-
dencia que éstas guardan, lo que pone a la cépula Cx y como la fuente tinica
y fundamental para explicar el comportamiento conjunto de estas variables.
Es por lo anterior, que para cuantificar el grado de dependencia basta con
medir, de algin modo, qué tan lejos/cerca estd la cépula subyacente de la
copula producto, siendo esta afirmacién la justificacion y naturaleza de la
construccion de las medidas de dependencia presentadas en el capitulo dos.
Es también, que con sélo el conocimiento de la cépula subyacente se logra de-
terminar el grado de concordancia (discordancia) a partir de la medida Rho
de Spearman. En contraste, el coeficiente de correlacion lineal de Pearson
se ve afectado, no sélo por la copula sino también por las marginales corres-
pondientes, ademés generalmente, éste es variante bajo transformaciones es-
trictamente mondétonas de las variables, siendo esto ultimo inconsistente con
el hecho de que la estructura de dependencia no cambia bajo estas circuns-
tancias. Cabe mencionar que si las variables guardan una relacién lineal,
el coeficiente de correlacién llega a ser util, pero esta es una relacién que
dificilmente se da con fenémenos cotidianos.

A lo largo del trabajo se presentaron algunas familias de cépulas paramétri-
cas (Normal, T, Plackett, Farlie-Gumbel-Morgenstern, Cuadras-Augé, entre
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otras) de entre las que destacan la clase de cépulas Arquimedianas (Clay-
ton, Ali-Mikhail-Haq, Gumbel, Frank, entre otras) por su facil construccién
y propiedades. También durante el trabajo, se hizo énfasis en el hecho de
que la gran mayoria de las copulas paramétricas son simétricas y representan
dependencias estrictamente monotonas. Siendo primordialmente, estas dos
las caracteristicas que se buscaron en la relaciéon conjunta de las variables
de estudio, el Indice de Desarrollo Humano (IDH) y el Indice de Intensidad
Migratoria (IIM).

Conforme a los objetivos plantaedos al inicio del presente documento, se
buscd hacer una descripcion robusta de la relacién que guardan las variables
de estudio. Para lograr una descripciéon conjunta sélida se debe entender ple-
namente el comportamiento marginal, para eso se presenta a continuacion
una breve resena del comportamiento marginal de las variables.

Si entendemos al desarrollo humano como el conjunto de oportunidades
a las cuales un individuo tiene acceso, con base en el IDH y las variables que
lo componen, se observé un desequilibrio en la poblaciéon mexicana para el
ano 2000, principalmente en materia de ingreso, lo que significa que las opor-
tunidades en México eran muy distintas dependiendo del municipio donde
se localizara el individuo. Pese a que en los municipios impero el desarrollo
humano Medio Alto, existen casos alarmantes con niveles muy bajos, prin-
cipalmente en los estados de Oaxaca, Guerrero y Veracruz. Los estados en
donde se encontraron municipios con mayor desarrollo humano fueron el
Distrito Federal y Estado de México.

El IIM presenté valores primordialmente Bajos y Muy Bajos. De entre
las variables que componen al IIM, las que presentaron los valores més ba-
jos fueron la proporcién de Hogares con migrantes circulares del quinguenio
anterior y la de Hogares con migrantes de retorno. Oaxaca fue el estado con
mayor frecuencia de municipios con intensidad migratoria nula, pero tam-
bién fue el estado con los municipios que reportaron mayor valor para el IIM.

Cabe destacar que Oaxaca es un estado muy plural y con municipios
muy distintos, ademés para el afio 2000, era el estado con mayor niimero de
municipios, 570 en total.

Una vez entendido el comportamiento marginal y previo a hacer el mode-
lo y el anélisis con copulas se logré dar una explicacion de la relacién conjun-
ta con base en los niveles de desarrollo humano y de intensidad migratoria
donde observamos que, municipios con un nivel Bajo de desarrollo humano
presentan niveles Nulos o Bajos de intensidad migratoria, lo que significa
que estos tienen opciones tan limitadas de vida que el migrar no es una
alternativa disponible o se recurre poco a ésta; los municipios con un nivel
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Medio Bajo o Medio Alto de desarrollo humano presentan més diversidad en
sus fendmenos migratorios, imperan los niveles Muy Bajo y Bajo de inten-
sidad migratoria, pero se observa a mas municipios en donde la migracion
se convierte en la opcién de vida para gran parte de su poblacién; para los
municipios con desarrollo humano Alto la migracién deja de ser una opcién
de vida para la mayoria de sus habitantes, aun cuando se tenga acceso a
ésta, al tener una diversidad més amplia de alternativas en su lugar de ori-
gen, deciden desarrollarse en éste.

Noétese que la anterior descripciéon acaba por ser simplemente mas re-
buscada que la que se propone en PNUD (2006) y que se presenté en la
introduccién de la presente investigacién, pero siguen quedando ambiguos
algunos elementos de la relacién conjunta. Es por lo anterior, que buscar
describir la relacién a partir la distribuciéon conjunta de las variables y mas
aun a partir la cépula subyacente de las variables serd la via para llevarnos
a una descripcién més precisa y acertada.

Se rechazo6 la prueba de independencia entre las variables IDH, IIM y
con base en la medida o de Schweizer & Wolff se observé que las variables
tienen un grado de dependencia del 23.7 %, pero las variables no guardan
una dependencia estrictamente mondtona, ya que la medida p de de Spear-
man presentd un valor menor al de o, con una diferencia de casi 0.1, este
hecho se reiteré con la grafica de la diagonal de la cépula empirica donde
se observé que la primer parte de la muestra tiende hacia la concordancia,
una parte considerable pasa muy cerca de la independencia y el resto de
muestra tiende hacia la discordancia. Ademéds se rechazé la simetria en la
copula subyacente de toda la muestra. A toda la muestra se le realizaron
pruebas de bondad de ajuste para un catdlogo amplio de cépulas, las cuales
fueron rechazadas.

Como ya se comentd, las variables IDH, IIM no cumplen con guardar
una dependencia estrictamente mondtona y la cépula subyacente de éstas
no es simétrica. Entonces, con la finalidad de obtener un ajuste paramétrico
conjunto se propuso un algoritmo de segmentaciéon denominado “Algoritmo
de Segmentacién en Dependencias Estrictamente Monétonas (ASDEM)”, el
cual tiene como objetivo segmentar a la muestra con base en una varia-
ble explicatoria a fin de lograr submuestras con dependencias estrictamente
mondtonas y que ademds provengan de copulas simétricas. Para los fines
de la presente investigacién se tomé al IDH como la variable que explica al
IIM. Una vez obtenidas las submuestras y un ajuste paramétrico conjunto
para cada una, se juntaron las copulas provenientes de cada submuestra en
una sola que representard a toda la muestra con el método “Gluing Copulas”.

Finalmente con el algoritmo propuesto, se logré segmentar la muestra en
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cuatro submuestras y ademas se logré describir la relacién conjunta a partir
de las submuestras como sigue:

s U.,,, submuestra donde impera la concordancia con un valor p =
0.3, lo que significa que el IIM crece en proporcién de uno a tres con
respecto al crecimiento del IDH cuando este ultimo presenta valores
menores a 0.69230, en este caso el IIM puede tomar cualquiera de sus
valores, esta submuestra incluye a todos los municipios con niveles de
desarrollo humano Bajo y Medio Bajo y unos cuantos del nivel Medio
Alto, esta submuestra es el 30.7 % de la muestra total;

s .4, submuestra en donde las variables IDH, IIM son independientes,
todos los municipios en ésta tienen un nivel de desarrollo humano
Medio Alto, basicamente lo que ocurre es que a medida que el IDH
incrementa en el intervalo que va desde 0.69232 y hasta 0.76193 el
IIM puede tomar cualquier valor desde -0.87348 y hasta 3.6633, esta
submuestra es el 34 % de la muestra total;

= U1, submuestra donde impera la discordancia con un valor p =
—0.225, lo que implica que en alrededor del 22.5 % de los casos en los
que el IDH toma valores desde 0.76194 y hasta 0.78523 el IIM disminu-
ye a medida que el IDH aumenta, nuevamente todos los municipios en
esta submuestra presentan el nivel de desarrollo humano Medio Alto
y presentan valores de IIM entre -0.87704 y 3.4671, esta submuestra
es el 9.9% de la muestra total;

= U0, submuestra donde impera la discordancia con un valor p =
—0.238, lo que implica que en alrededor del 23.8% de los casos en
los que el IDH es mayor a 0.78536 el IIM disminuye a medida que el
IDH aumenta, en esta submuestra se incluyen unos cuantos casos con
nivel de desarrollo humano Medio Alto y el resto son todos aquellos
con nivel Alto, para este caso el IIM reporté valores entre -0.84980 y
2.6199, esta submuestra es el 12.7 % de la muestra total.

Noétese que la descripcion anterior es mucho mas robusta que las antes enun-
ciadas y da mucha més claridad e informacién detallada sobre la interaccion
de las variables de analisis, ademé&s de que determina los puntos criticos en
los que la dependencia cambia de sentido.

La submuestra ¥;,,, por ser la parte inestable de la relacién conjunta,
toma mucha importancia, ya que viene a ser la manera en la que la relaciéon
cambia de sentido (de la concordancia a la discordancia), lo cual puede llegar
a ser una necesidad en la relacién entre algunos fenémenos cotidianos.
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Cabe desctacar, que la propuesta que se hace de segmentacién es tnica-
mente basada en el comportamiento general de los indices y que tal vez
existan factores que segmenten la muestra de una manera mas natural, co-
mo por ejemplo la geografia de los municipios. Pero la propuesta que se da,
cumple con los objetivos planteados al princio del documento, ya que a par-
tir de la segmentaciéon empleada se logra una descripcién precisa y detalla-
da de la relacion conjunta, ademas de que se determinan submuestras con
dependencias estables que finalmente pudieron ser modeladas con cépulas
conocidas.

De igual forma, el “Algoritmo de Segmentacién en Dependencias Es-
trictamente Mondtonas” es simplemente una propuesta que se da con la
finalidad particular de cumplir con los objetivos del trabajo, incluso cuando
puede llegar a ser util como auxiliar para hacer ajustes bivariados cuando
las variables no guarden una dependencia estrictamente mondtona, ain se
requieren validar muchos factores, como por ejemplo la convergencia de los
estadisticos empleados, asi como hacer més pruebas sobre los escenarios so-
bre las cuales tiene un mejor desepeno y de esa forma delimitar su correcta
aplicacion.

Para validar la efectividad de la segmentacion y el posterior ajuste, se
generaron simulaciones conjuntas del vector (IDH,IIM) con base en la
cépula “Gluing”, las cuales representaron de manera adecuada al fenémeno.

Para tener un panorama més practico del modelo conjunto se presentaron
regresiones a los percentiles 25, 50 y 75 con base en la copula “Gluing”, mis-
mas que fueron comparadas con regresiones lineales. Cabe destacar que ni la
estimacién puntual ni por intervalos de una regresién lineal son totalmente
comparables con la estimacién por alguno de los cuantiles propuestos, mas
bien se comparé el modelo completo de regresién lineal contra el de regre-
sion con cépulas. Se lograron modelos de regresion lineal que asemejaban al
comportamiento de las variables, pero estos presentaban niveles muy bajos
de R?, ya que las distribuciones reales para IIM, que se presentaban para un
valor fijo de IDH, generalmente se encontraban alejadas de la media, ademés
de que no se cumplian con los supuestos propios del modelo. En cambio, el
modelo de regresién con copulas presenté un panorama mucho mas amplio
del comportamiento del IIM condicional a un valor fijo de IDH con respec-
to a un cuantil especifico, en ese sentido la interacciéon de regresiones con
copulas a distintos cuantiles generan bandas de probabilidad para el valor
de IIM con respecto al cambio en el IDH, que son conceptualmente mas
informativas que una banda de confianza en una regresién lineal.

La teoria de cépulas, como rama de la probabilidad y la estadistica, ha
estado en crecimiento en los tltimos anos. Como se evidencié a lo largo de la
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presente tesis, el hacer ajustes con cépulas paramétricas, puede no ser una
tarea trivial. Los métodos actuales de construccién de cépulas son cada vez
mas complejos y logran copulas paramétricas que no precisamente guardan
dependencias estrictamente mondtonas o simetria, en ese sentido el homolo-
gar técnicas para ajustes paramétricos que logren representar dependencias
complejas sigue siendo un tema abierto.



Apéndice A

Algoritmos en R

A.1. Analisis Descriptivo Conjunto

Calculo de la cépula empirica: cee

De la funcién cee resulta una matriz de (n + 1) X (n + 1), la cépula
empirica correspondiente a los datos. Véase Definicién 1.11.1.

datos: una matriz de n x 2 (mds adelante serd llamada simplemente
matriz de datos), la informacién correspondiente de la muestra.

cee<-function(datos)

{

F<-function(i,k)

{
n=length (k)
datos=rep(0, (n+1))
datos[k[1:i]]=rep(1/n,i)
datos=cumsum(datos)
datos

n=length(datos[,1])
copula<-matrix(nrow=(n+1) ,ncol=(n+1))
ii<-order(datos[,2])
h<-rbind(datos[,1],datos[,2]) [,ii]
k<-order(h[1,])+1

r=k

copulal1l,]=rep(0, (n+1))

copulal[2: (n+1),]=t (sapply(c(1l:n),F,k=r))
copula
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Diagonal de la copula empirica: diagonal

Grafica comparativa de la diagonal de la cépula empirica y las diago-
nales de M, IT y W (véase Figura 1.2), y célculo de las diferencias entre la
diagonal de la cépula empirica y la diagonal de la coépula II. Al igualar la
funcién diagonal a una variable, ademads de la grafica, resulta un vector de
n x 1 con las diferencias antes mencionadas. Funcion auxiliar: cee.

datos: matriz de datos.
nombre: nombre del grafico (en algunas graficas se empleard esta vari-

able, ésta siempre requiere un cadena entre comillas *”
matematica).

0 una expresion

diagonal<-function(datos,nombre)

{

copula=cee(datos)

d=dim(copula)

diag=vector (mode="numeric",length=d[1])
for(i in 1:d4[1])

{

diaglil=copulali,i]

}
Md<-function(u) u

Pd<-function(u) u~2
Wd<-function(u) max(2*u-1,0)
w=sapply(seq(0,1,.01),Wd)
p=sapply(seq(0,1,1/(d[1]-1)),Pd)
m=sapply(seq(0,1,1/(d[1]-1)),Md)
plot(seq(0,1,.01),w,type="1",col="red" ,main=nombre)
lines(seq(0,1,1/(d[11-1)),p,col="blue")
lines(seq(0,1,1/(d[1]-1)) ,m,col="green")
lines(seq(0,1,1/(d[1]1-1)) ,diag,c0l=30)
df=diag[-c(1,d[1])]-p[-c(1,d[1])]

+

Contornos de la cépula empirica: contour

La funcién contour es una funcién propia de R, para visualizar los con-
tornos de una cépula empirica (véase Figura 1.1). Durante el trabajo, en
general, esta grafica se acompaiio de una linea transversal para dar una idea
de la simetria de la cépula. Funcién auxiliar: cee

cee(datos): basta con ingresar a ésta la matriz de la copula empirica
calculada con la funcién cee.
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contour (cee(datos))
lines(c(0,1),c(0,1),col="red")

Pseudo-observaciones de la copula: pseudo

Produce la grafica de las pseudo-observaciones de la cépula con base en
la muestra y cuando ésta se iguala a una variable se obtiene también la
muestra de las mismas. Véase Definicién 1.11.3.

datos: matriz de datos.
nombre: nombre del grafico.

pseudo=function(datos,nombre)

{

APs1<-ecdf (datos[,1])

APs2<-ecdf (datos[,2])

APs=cbind (APs1(datos[,1]) ,APs2(datos[,2]))
plot (APs,xlab="u",ylab="v" ,main=nombre)
lines(c(0,1),c(0,1),col="red")

AP=APs

}

Suavizamiento univariado via polinomios de Bernstein: Q

La funcion Q es el suavizamiento correspondiente a la funcién de cuan-
tiles como en (1.11.2). Resulta el cuantil u con base en el suavizamiento.

u: un numero u que pertenece a Z, el cuantil buscado.
datos: una matriz de datos.

Q<-function(u,datos)
{
n=length(datos)
g=sort(datos)
eo<-c(q[1],q,q[nl)
sum=0
for(i in O:n)
{
sum=sum+(eo [i+1]+eo[i+2])/2*dbinom(i,n,u)
}

sSum
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Simulacién bivariada conjunta: rcopN

La funcién rcopNN obtiene simulaciones conjuntas de un vector aleatorio
con base en la cépula Bernstein de las variables, resulta una matriz de N x 2
de datos simulados. Véase Algoritmo 1.9.2.

Las funcién pui es auxiliar para ésta y otras funciones més adelante
expuestas, aproxima la parcial en u de la cépula Bernstein. Otra funcién
auxiliar: cee.

pui<-function(t,uu,ve,cop)

{

fauxu<-function(i,u,n)

{
a=0
a=dbinom(i,n,u)*(i-u*n)/(ux(1-u))
a

}

h<-function(a,b)

{

c=axb

c

}
m=length(cop[,1]1)-1
sv<- sapply(c(0:m),dbinom,size=m,prob=ve)
su<- sapply(c(0:m),fauxu,u=uu,n=m)
pui=sapply(sv,h,b=su)*cop
sum(pui)-t

La funciéon rcopNN tiene por argumentos los siguientes:
datos: una matriz de datos.

N: el nimero de simulaciones que se desean.

rcopN<-function(datos,N)

{

rcop<-function(i,vec)

{

cp=cee(vec)

simf<-rep(0,2)

uu=runif (1)

y=uniroot (pui,c(0,1),tol=.0001,t=runif (1) ,u=uu, cop=cp)$root
simf=c(Q(uu,vec[,1]),Q(y,vec[,2]))
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simf

}

t (sapply(c(1:N),rcop,vec=datos))
}

Regresiones a-cuantil: (1) rcop_alfa, (2) rcop_reg, (3) reg_bandas

Las siguientes funciones obtienen distintas regresiones a-cuantil con base
en la cépula Bernstein, véase (1.11.3).

La funcién Qi es auxiliar para ésta y otra funciones, aproxima la inversa
de la funcién Q (Suavizamiento univariado via polinomios de Bernstein-
Kantorovic). Otras funciones auxiliares: cee y pui.

Qi<-function(u,x,vec)
{
n=length(vec)
g=sort (vec)
eo<-c(q[1],q,q[nl)
sum=0
for(i in O:n)
{
sum=sum+(eo [i+1]+eo[i+2]) /2*dbinom(i,n,u)
}

sSum—Xx

(1) Dada una muestra de un par de variables aleatorias continuas X,
Y, la funcién rcop_alfa aproxima el valor para la variable Y con base en la
regresion a-cuantil, para un valor de X y un a dados. Véase Algoritmo 1.12.1.

pred: el valor x de la variable X.
datos: una matriz de datos.

alpha: €l valor de a.

rcop_alfa<-function(pred,datos,alpha)

{

cp=cee(datos)

simf<-rep(0,2)
uu=uniroot(Qi,c(0,1),tol=.01,x=pred,vec=datos[,1])$root
v=uniroot (pui,c(0,1),tol=.0001,t=alpha,u=uu,cop=cp)$root
simf=Q(v,datos[,2])

simf
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(2) La funcién rcop_reg funciona exactamente igual que la anterior, con
la salvedad de que sélo calcula la regresion mediana, en ese sentido, sélo re-
quiere de un valor para X y de la matriz de datos. Véase Definicién 1.12.1.

pred: el valor x de la variable X.

datos: una matriz de datos.

rcop_reg<-function(pred,datos)

{

cp=cee(datos)

simf<-rep(0,2)
uu=uniroot(Qi,c(0,1),t0l=.0001,x=pred,vec=datos[,1])$root
v=uniroot (pui,c(0,1),tol=.001,t=.5,u=uu, cop=cp)$root
simf=Q(v,datos[,2])

simf

}

(3) De la funcién reg_bandas resulta un gréfico de dispersién de un par
de variables junto con sus respectivas regresiones a los tres primeros cuar-
tiles (percentiles 25, 50 y 75). Funciones auxiliares: rcop_reg y rcop_alfa.

datos: matriz de datos, con la variable predictora en la primer columna..

nombre: nombre del gréfico.

reg_bandas<-function(datos,nombre)

{
copula=cee(datos)
a=sort(datos[,1])
n=length(datos[,1])
x=seq(al[3],a[n-3],.001)
reg=sapply(x,rcop_reg,data=datos,cp=copula)
reg_25=sapply(x,rcop_alfa,data=datos,cp=copula,alfa=.25)
reg_75=sapply(x,rcop_alfa,data=datos,cp=copula,alfa=.75)
plot(datos,main=nombre,col="gray")
lines(x,reg,lwd=3)
lines(x,reg_25)
lines(x,reg_75)
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Prueba de Simetria: exchTest

La funcién exchTest esta contenida en el paquete “copula”, calcula el
estadistico de prueba y el p-valor asociado para la prueba de simetria de
Genest y otros (2011).

datos: matriz de datos.

exchTest (datos)

Coépulas incluidas en el paquete “cépula”

Estas funciones generan objetos copula, basicamente sirven como insumo
para otras funciones que se presentaran més adelante. Los nombres de las
funciones generalmente inician con el nombre de la cépula, en caso contrario
se menciona a cual hace referencia. Los argumentos de estas funciones son
los siguientes:

theta: parametro particular de la copula.

dim: dimensién de la cépula (dos por default).

r: el coeficiente de correlacién de Pearson como en (2.1.1), empleado en
la copula Normal.

rho: p de Spearman como en (2.3.2), empleado en la cépula T.
df: son los grados de libertad de la cépula T (cuatro por default).

A continuacién se enuncian las funciones que se emplearon en el presente
trabajo:

normalCopula(r,dim=2)

Véase (1.3.3).

tCopula(rho, dim = 2, df = 4)
Véase Demarta y McNeil (2005).

plackettCopula(theta)
Véase (1.3.4).

fgmCopula(theta, dim = 2)
Cépula Farlie-Gumbel-Morgenstern. Véase (1.3.5).
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» claytonCopula(theta, dim = 2)
Véase (1.10.3).

» frankCopula(theta, dim = 2)
Véase (1.10.6).

» gumbelCopula(theta, dim = 2)
Véase (1.10.5).

» amhCopula(theta, dim = 2)
Cépula Ali-Mikhail-Haq. Véase (1.10.4).

» galambosCopula(theta)

» huslerReissCopula(param)

A.2.

Analisis de la Dependencia

Prueba de Independencia: indepTestSim y indepTest

Las funciones indepTestSim y indepTest estan contenidas en el pa-
quete “copula”. La prueba de independencia se da en dos pasos:

Paso 1:

Paso 2:

Simuluaciones para el estadistico de prueba:

n: tamano de la muestra.
p: dimensioén del vector aleatorio (dos para efectos de este trabajo).

N: nimero de simulaciones del estadistico de prueba (1000 por de-
fault).

print.every: va reportando el nimero de simulaciones (100 por de-
fault).

pasol <-indepTestSim(n, p, N = 1000, print.every = 100)

Prueba de hipétesis Hg : H(x,y) = F(z)G(y):
z: matriz de datos.
pasol: el resultado del Paso 1.

alpha: nivel de la prueba (0.05 por default).

paso2 <-indepTest(x, pasol, alpha=0.05)
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Medidas de Asociacién empiricas: (1) cor, (2) s.w.e, (3) ho-
effding.e

(1) La funcién cor es propia de R y se presentan de la siguiente manera:
datos: matriz de datos.

method: hace referencia a las medidas empiricas p de Spearman como en
(2.3.3), y el coeficiente de correlacién de Pearson como en (2.1.1).

[

cor(datos,method=c(‘ ‘spearman’’, ‘ ‘pearson’’))

(2) La funcién s.w.e da como resultado el cémputo de la medida empiri-
ca ¢ de Schweizer & Wolff como en (2.4.5).

Tanto para s.w.e como para hoeffding.e, se utiliza a la funcién cargam3
como auxiliar para el computo de una muestra de la cépula II. Otra funcion
auxiliar: cee.

cargam3<-function(i,n)
{

r=floor(i/mn)+1
c=i-(r-1)*n+1

r*c/n"~2

}

El argumento de la funcién s.w.e es el siguiente:

datos: matriz de datos.

s.w.e<-function(datos)

{

cp=cee(datos)

n=length(cp[,1])-1

12*sum(abs(cp[2: (n+1),2: (n+1)]-

matrix(sapply(0: (n*n-1),cargam3,n) ,ncol=n)))/(n~2-1)
}

(3) La funcién hoeffding.e tiene como resultado el cémputo del cuadra-
do del indice de dependencia de Hoeffding como en (2.4.6).

datos: matriz de datos.

hoeffding.e<-function(datos)
{

cp=cee(datos)
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n=length(cp[,1])-1

(90*sum((cp[2: (n+1),2: (n+1)]-

matrix(sapply(0: (n*n-1),cargam3,n) ,ncol=n))"~2))"~(1/2)/(n-1)
}

Concordancia y Dependencia de Cépulas Paramétricas: (1)
s.w.copula, (2) spearmansRho

(1) Célculo de o de Schweizer & Wolff como en (2.4.3), para una cépula
paramétrica. Nétese que se hace uso de la funcién pcopula, ésta estd inclu-
ida en el paquete “coépula” y sirve para el cdlculo de la distribucién de una
copula dada.

copula: objeto cépula.

s.w.copula=function(copula)

{

CuV=function(v,u) abs(pcopula(copula,c(u,v)) - u*v)

intv=function(x) integrate(Vectorize(CuV) ,u=x,lower=0.00001,
upper=1) $value

intu=function() integrate(Vectorize(intv),0.0000001,1)$value

12*xintu()

}

(2) spearmansRho es una funcién incluida en el paquete “copula” de R,
calcula la medida de concordancia p de Spearman como en (2.3.2).

copula(theta): objeto cépula.

copula: es una funcién de la lista en Copulas incluidas en el paquete
“copula”, seccion A.1.

spearmansRho (copula(theta))

A.3. Modelado Conjunto
Segmentacién: (1) inicio, (2) final

A partir del procedimiento de la Subseccién 4.2 surgen las funciones
inicio y final, de las cuales resultan vectores con las diferencias entre las
medidas empiricas ¢ de Schweizer & Wolff y p de Spearman, Ecuaciones
(2.4.5) y (2.3.3), con base en el Algoritmo 4.2.1. Funciones Auxiliares: s.w.e
y cor. Estas funciones tienen por argumentos:
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datos: matriz de datos.

posicion: posicién de la columna en la matriz en la que se encuentra la
variable explicatoria, por la que se pretende hacer la segmentacién.

(1) inicio:

inicio=function(datos,posicion)

{

evalua_inicio<-function(i,datos,posicion)

{

datos=datos [order(datos[,posicion]),]

muestra=datos([1:i,]

diff=s.w.e(nuestra)-abs(cor (muestra,method=’’spearman’’))
diff

}

n=dim(datos) [1]

n.min=round(n*.05)
diferencias=sapply(n.min:n,evalua_inicio,datos,pos)
diferencias

+
(2) final:

final=function(datos,posicion)

{

evalua_final<-function(i,datos,posicion)

{

M=dim(datos) [1]

datos=datos[order(datos[,posicion]),]

muestra=datos[i:M,]

diff=s.w.e(nuestra)-abs(cor (muestra,method=’’spearman’’))
diff

}

n=dim(datos) [1]

n.min=n-round(n*.05)
diferencias=sapply(n.min:1,evalua_final,datos,pos)
diferencias

}

Bondad de Ajuste para Cépulas: gofCopula

Esta funcién viene contenida dentro del paquete “cépula” de R. De ésta
resulta la estimacién del pardmetro (s) de la cépula evaluada, el estadistico
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de prueba y el p-valor asociado.
copula(parametro): objeto cépula, con un pardmetro arbitrario.

datos: la matriz de datos a la que se le pretende hacer el ajuste.

gofCopula(copula(parametro) ,datos)

Simulacién con la cépula“Gluing”: Gluing.Function

De la funcién Gluing.Function resulta un objeto tipo lista con tres
simulaciones del comportamiento del vector aleatorio (IDH,IIM) con base
en la copula “Gluing” obtenida en la seccién 4.3, véase Algoritmo 1.9.3: la
primera, es una simulacién de las pseudo-observaciones de la cépula; la se-
gunda, una simulacién semiparamétrica del vector (IDH,IIM), con la cépula
“Gluing” y marginales Bernstein; la tercera, es una simulacién totalmente
paramétrica, con base en la cépula “Gluing” y las marginales obtenidas en
la seccién 3.4.

Esta funcién esta totalmente encaminada a hacer simulaciones del vector
aleatorio (IDH,IIM) con base en la segmentacién obtenida en la seccién 4.2,
los pardmetros de ésta son los siguientes:

cop_con: objeto cépula para representar la parte de la submuestra W qy,.

cop_disl: objeto cépula para representar la parte de la submuestra W g;41.

cop_dis2: objeto cépula para representar la parte de la submuestra W g;4o.

NM: tamano de muestra para la simulacion.

datos: matriz de datos con las observaciones del vector (IDH,IIM).

Los parametros cop_con, cop_dis1 y cop_dis2 pueden ser tomados de en-
tre las cépulas que no hayan rechazado la bondad de ajuste por submuestra,

Cuadro 4.8.

Noétese que se hace uso de rcopula, funcién incluida en el paquete “cop-
ula”, sirve para hacer simulaciones de cépulas especificas. Funcién auxiliar:

Q.

Gluing.Function=function(cop_con,cop_disl,cop_dis2,NM,datos)
{

salida_final=datos

N=2350
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N1=1018

Ni=799

Nd1=234

thetal=N1/N
theta2=(N1+Ni) /N
theta3=(N1+Ni+Nd1) /N

thetalm=N1/N
theta2m=(Ni) /N
theta3m=(Nd1) /N

nml=floor (NM*xthetalm)
nm2=floor (NM*theta2m)
nm3=floor (NM*xtheta3m)
nm4=NM- (nm1+nm2+nm3)

H##### I con—sim
rcop_con=rcopula(cop_con,nml)
rcop_con[,1]=rcop_con[,1]*thetal

#H##4H#####Ind-sim
rcop_ind=cbind (runif (nm2,0,1) ,runif (am2,0,1))
rcop_ind[,1]=rcop_ind[,1]*(theta2-thetal)+thetal

##t###H###H##dIs1-sim

rcop_disl=rcopula(cop_disl,nm3)
rcop_disl[,1]=rcop_disl[,1]*(theta3-theta2)+theta2
#H###AH RS H##Hd1s2-sim
rcop_dis2=rcopula(cop_dis2,nm4)

rcop_dis2[,1]=rcop_dis2[,1]*(1-theta3)+theta3

##HHH##### Juntar
Rcop=rbind(rcop_con,rcop_ind,rcop_disl,rcop_dis2)

##########SInulacién con marginales suavizadas

simulacion.emp=cbind(sapply(Rcopl[,1],Q,datos[,1]),
sapply(Rcop[,2],Q,datos[,2]))

##########SImulacioén con marginales explicitas

d.IIM=function(x,theta,mu,sigma) exp(x)*dlnorm(exp(x)-theta,

117

meanlog = mu, sdlog = sigma)
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F.IIM.u=function(y,u) integrate(d.IIM,theta=0.41507,mu= -1.231,
sigma=2.0323,lower=-0.87874,upper=y)$value-u

F.IDH.u=function(q,u) pweibull(q-0.3,shape=5.793,scale=0.427)-u
F.IDH.inv=function(u) uniroot(F.IDH.u,c(0,1),tol=1e-04,u=u)$root
F.IIM.inv=function(u)
{
if (u>0.999) u=.999
uniroot(F.IIM.u, c(-0.87874,100), tol = 1le-04, u=u)$root
}
simulacion.exp=cbind(sapply(Rcop[,1],F.IDH.inv),
sapply(Rcop[,2] ,F.IIM.inv))

list(Rcop,simulacion.emp,simulacion.exp)

}

Regresién a-cuantil semiparamétrica: Regresion.C.IDH.ITM

La funcién Regresion.C.IDH.IIM obtiene una estimacién del IIM da-
do un valor de IDH respecto de un cuantil « y con base en la cépula “Gluing”
(Normal + Independencia + Plackett + Normal) y las marginales Bernstein,
véase 1.12. Funciones auxiliares: Q y Qi.

x: valor para IDH.
cuan: el nivel a, un valor en el intervalo (0,1).
datos: matriz de datos con las observaciones del vector (IDH,IIM).

Regresion.C.IDH.IIM=function(x,cuan,datos)

{

regresion.parametrica=function(obs,copula,cuantil)

{

u=uniroot(Qi,c(0,1),t0l=.0001,x=0obs,vec=datos[,1])$root

buscav=function(v) dcopula(copula,c(u,v))

intbusca=function(bcopula,v,alfa) integrate(Vectorize(bcopula),
0.00000001,v) $value-alfa

v=uniroot (intbusca,c(0,1),to0l=.0001,bcopula=buscav,

alfa=cuantil)$root
Q(v,datos[,2])
}

cop.con=normalCopula(0.3234996)
cop.disl=plackettCopula(0.5351376)
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cop.dis2=normalCopula(-0.2248809)

if (x>=0 & x < 0.3619992+.0001)
y=regresion.parametrica(0.3619992+.0001,cop.con,cuan)

if(x >= 0.3619992+.0001 & x <= 0.6923088)
y=regresion.parametrica(x,cop.con,cuan)

if(x > 0.6923088 & x <= 0.7619343) y=Q(cuan,datos[,2])

if(x > 0.7619343 & x <= 0.7852387)
y=regresion.parametrica(x,cop.disl,cuan)

if(x > 0.7852387) & x <= 0.9301854 -.001)
y=regresion.parametrica(x,cop.dis2,cuan)

if (x>0.9301854-.001 & x<=1)
y=regresion.parametrica(max(dis2[,1])-.001,cop.dis2,cuan)

y
}

Regresién a-cuantil paramétrica: Regresion.C.IDH.IIM.exp

La funciéon Regresion.C.IDH.IIM.exp obtiene una estimacion del IIM
dado un valor de IDH respecto de un cuantil a y con base en la cépula
“Gluing” (Normal + Independencia + Plackett + Normal) y las marginales
obtenidas en la seccién 3.4, véase 1.12.

x: valor para IDH.
cuan: el nivel a;, un valor en el intervalo (0, 1).

Regresion.C.IDH.IIM.exp=function(x,cuan)

{
d.IIM=function(x,theta,mu,sigma) exp(x)*dlnorm(exp(x)-theta,
meanlog = mu, sdlog = sigma)

F.IIM.u=function(y,u) integrate(d.IIM,theta=0.415,mu=-1.231,
sigma=2.0323,lower=-0.87874,upper=y) $value-u

F.IDH.u=function(q) pweibull(qg-0.3,shape=5.793495,
scale = 0.427913)
F.IIM.inv=function(u)
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{

if(u>0.999) u=.999

uniroot(F.IIM.u, c(-0.87874,100), tol = 1e-04, u=u)$root

}

reggresion.parametrica=function(obs,copula,cuantil)

{

u=F.IDH.u(obs)

buscav=function(v) dcopula(copula,c(u,v))

intbusca=function(bcopula,v,alfa) integrate(Vectorize(bcopula),

0.00000001,v)$value-alfa

v=uniroot (intbusca,c(0,1),t0l=.0001,bcopula=buscav,
alfa=cuantil) $root

F.IIM.inv(v)

}

cop.con=normalCopula(0.3234996)

cop.disl=plackettCopula(0.5351376)

cop.dis2=normalCopula(-0.2248809)

if (x>=0 & x < 0.3619992+.0001)
y=regresion.parametrica(0.3619992+.0001,cop.con,cuan)

if(x >= 0.3619992+.0001 & x <= 0.6923088)
y=regresion.parametrica(x,cop.con,cuan)

if(x > 0.6923088 & x <= 0.7619343) y=F.IIM.inv(cuan)

if(x > 0.7619343 & x <= 0.7852387)
y=regresion.parametrica(x,cop.disl,cuan)

if(x > 0.7852387) & x <= 0.9301854 -.001)
y=regresion.parametrica(x,cop.dis2,cuan)

if (x>0.9301854-.001 & x<=1)
y=regresion.parametrica(max(dis2[,1])-.001,cop.dis2,cuan)

Y
}

Regresién lineal: (1) lm, (2) predict

(1) La funcién lm es propia de R. para los fines del presente trabajo
se hizo uso de los siguientes resultados de la funcion Im: coeficientes de la
curva de regresion, estadisticos de resumen de los residuales, pruebas ¢ por
coeficiente, prueba F, R? y R? ajustada. Esta tiene el siguiente parametro:
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formula: un objeto del tipo formula. Ejemplos:
= Y "X

para el modelo Y = Sy + 81 * X;
= Y 7 -1+X

para el modelo Y = 1 x X

= Y T X+I(X72)
para el modelo Y = By + (1 * X + B2 * X2

donde X y Y son vectores con los datos correspondientes.

Im(formlula)

(2) Con la funcién predict se obtienen la estimacién puntual y por in-
tervalos aplicados a todos los valores de la variable predictora en un modelo
de regresién lineal. Esta funcion tiene los siguientes parametros:

Im(formlula): un modelo de regresién lineal, obtenido con la funcién an-
terior.

level: el nivel del intervalo de confianza deseado, para los fines de este
trabajo se utilizaron intervalos de confianza al 95 %. Se espera un nimero
en el intervalo (0,1).

predict (Ilm(formlula),level = 0.95)

A.4. Toépicos Adicionales

Graficos Boxplot: boxplot

Recordemos que un grafico boxplot tiene las siguientes caracteristicas:
los limites en la “caja” principal son el primer cuartil (percentil 25) y el
tercer cuartil (percentil 75); la recta dentro de la “caja” representa la posi-
cién de la mediana (percentil 50); el rango intercuartil es la diferencia entre
el tercer y el primer cuartil; el umbral superior se encuentran a 1.5 por el
rango inercuartil mas el tercer cuartil y el umbral inferior es el primer cuartil
menos 1.5 por el rango intercuartil (configuracién habitual), el valor de 1.5
puede ser modificado en caso de ser necesario; dichos umbrales nos ayudan
a definir una regla de decision para la deteccién de valores atipicos, ya que
en el grafico se representan con “puntos” a los valores que sobrepasan dichos
umbrales para ser considerados como atipicos. Cuando un umbral aparenta
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verse mas pequeno que el otro significa que, en el caso del inferior, el um-
bral es menor que el valor minimo o que, en el caso del superior, el umbral
es mayor al valor maximo observado. Adicional a lo antes mencionado, un
grafico boxplot ayuda a detectar el grado dispersién y sesgo de la variable.

La funcién boxplot es propia de R y con esta se produce el grafico box-
plot. Esta funcién requiere los siguientes parametros:

datos: un vectos con los datos correspondientes a la variable que se desea
graficar.

range: valor deseado por el cual serd multiplicado el rango intercuartil
para la definicién de los umbrales, 1.5 por default.

bozwez: es el ancho de la caja principal, 0.8 por default, éste sélo afecta
la apariencia del grafico. Para los fines del trabajo se utilizé 0.4.

boxplot (datos,range=1.5,boxwex)



Bibliografia

ANaus, J.E. (1994). «The probability integral transform and related re-
sults». SIAM review, pp. 652—654.

BAcicAL, T. (2012). «Stasné nédstroje modelovania zavislosti pomocou
kopil a R Recent tools for modelling dependence with copulas and R».
En: FORUM STATISTICUM SLOVACUM, p. 62.

BILLINGSLEY, P. (1995). «Probability and Measure». Inc. New York.

CONAPO (2000). «Metodologia del indice de intensidad migratoria
México-Estados Unidos».

ConwAy, D.A. (1979). Multivariate distributions with specified marginals.
Tesis doctoral, Dept. of Statistics, Stanford University..

CoNwAy, D.A. (1986). «Plackett Family of Distributions». Encyclopedia of
Statistical Sciences, 7, pp. 1-5.

DaLLAcLIO, G (1959). «Sulla compatibilits delle funzioni di ripartizione
doppia». Rend. Mat. e Appl., 18(5), pp. 385—413.

DEMARTA, S. y McCNEIL, A.J. (2005). «The t copula and related copulas».
International Statistical Review, 73(1), pp. 111-129.

DURANTE, F.; KLEMENT, E.P.; SEmMPI, C. y UBEDA-FLORES, M. (2010).
«Measures of non-exchangeability for bivariate random vectors». Statisti-
cal Papers, 51(3), pp. 687-699.

DURANTE, F. y SEmPI, C. (2010). «Copula theory: An introduction». Cop-
ula Theory and its Applications, 198(September), pp. 3-31.

EMBRECHTS, P. (2009). «Copulas: A personal view». Journal of Risk and
Insurance, 76(3), pp. 639-650.

EMBRECHTS, P.; LINDSKOG, F. y McNEIL, A. (2003). «Modelling depen-
dence with copulas and applications to risk management». Handbook of
heavy tailed distributions in finance, 8(329-384).

123



124 BIBLIOGRAFIA

EMBRECHTS, P.; MCNEIL, A. y STRAUMANN, D. (1999). «Correlation: pit-
falls and alternatives». RISK-LONDON-RISK MAGAZINE LIMITED-,
12, pp. 69-71.

ERDELY, A. (2009). «Cépulas y dependencia de variables aleatorias: Una
introduccion.» Misceldnea Matemdtica, 48, pp. 7-28.

ERDELY, A. y D1az-VIERA, M. (2010). «Nonparametric and Semiparamet-
ric Bivariate Modeling of Petrophysical Porosity-Permeability Dependence
from Well Log Data». Copula Theory and Its Applications, pp. 267-278.

ERDELY, A. y GONZALEZ-BARRIOS, J.M. (2010). «A nonparametric sym-
metry test for absolutely continuous bivariate copulas». Statistical Meth-
ods € Applications, pp. 1-25.

FERON, R. (1956). «Sur les tableaux de correlation dont les marges sont
données, cas de lespace a trois dimensions». Publ. Inst. Statist. Univ.
Paris, 5, pp. 3—-12.

FISHER, N.I. (1997). «Copulas». Encyclopedia of Statistical Sciences, Up-
date, 1, pp. 159-163.

F1sHER, N.I. y SEN, P.K. (1994). The collected works of Wassily Hoeffding.
Springer.

FRECHET, M. (1951). «Sur les tableaux de corrélation dont les marges sont
données». Ann. Univ. Lyon Sect. A, 9, pp. 53-77.

GANI, J.M. (1982). The making of statisticians. Springer-Verlag.

GENEST, C. y MACKAY, J. (1986). «The joy of copulas: bivariate distribu-
tions with uniform marginals». American Statistician, pp. 280-283.

GENEST, C.; NESLEHOVA, J. y QUESSY, J.F. (2011). «Tests of symmetry
for bivariate copulas». Annals of the Institute of Statistical Mathematics,
pp. 1-24.

GENEST, C. y REMILLARD, B. (2006). «Discussion of “Copulas: Tales and
facts,” by Thomas Mikosch». Extremes, 9(1), pp. 27-36.

GENEST, C.; REMILLARD, B. y BEAUDOIN, D. (2009). «Goodness-of-fit
tests for copulas: A review and a power study». Insurance: Mathematics
and Economics, 44(2), pp. 199-213.

HOEFFDING, W. (1940). Maszstabinvariante korrelationstheorie. Tesis doc-
toral, Universitat Berlin.

HOEFFDING, W. (1948). «A non-parametric test of independence». The
Annals of Mathematical Statistics, 19(4), pp. 546-557.



BIBLIOGRAFIA 125

HOFERT, MARIUS y MACHLER, MARTIN (2011). «Nested Archimedean Cop-
ulas Meet R: The nacopula Package». Journal of Statistical Software,
39(9), pp. 1-20.
http://www.jstatsoft.org/v39/i09/

Jog, H. (1997). Multivariate models and dependence concepts. volumen 73.
Chapman & Hall/CRC.

JOE, H. (2006). «Discussion of “Copulas: Tales and facts,” by Thomas
Mikosch». Extremes, 9(1), pp. 37-41.

KojabpiNovic, IVAN y YAN, JUN (2010). «Modeling Multivariate Distribu-
tions with Continuous Margins Using the copula R Package». Journal of
Statistical Software, 34(9), pp. 1-20.
http://www. jstatsoft.org/v34/i09/

KRruskaL, W.H. (1958). «Ordinal measures of association». Journal of the
American Statistical Association, pp. 814-861.

LEHMANN, E. (1975). «Nonparametrics: Statistical Methods Based on
Ranks».

LEHMANN, E.L. (1966). «Some concepts of dependence». The Annals of
Mathematical Statistics, pp. 1137-1153.

Mari, D.D. y Korz, S. (2001). Correlation and dependence. World Scien-
tific Publishing Company.

MikoscH, T. (2006). «Copulas: Tales and facts». Eztremes, 9(1), pp. 3-20.
Moobp, A.M. (1963). Introduction to the theory of statistics. McGraw-Hill.

MuNoz PEREZ, J. y FERNANDEZ PALACIN, A. (1987). «Estimating the
quantile function by Bernstein polynomials». Computational Statistics €
Data Analysis, 5(4), pp. 391-397.

MURRELL, P. (2006). R graphics. CRC Press.
NELSEN, R.B. (2006). An introduction to copulas. Springer Verlag.

PEREZ, CID (2007). Cépulas: modelado y medicion de dependencia estocdsti-
ca bivariada y su aplicacion en el cdlculo del Valor en Riesgo. Tesina o
Proyecto, Universidad Nacional Auténoma de México.

PNUD (2006). «Informe sobre Desarrollo Humano México 2006-2007: mi-
gracién y desarrollo humano».

UESADA-MOLINA, J.; RODRIGUEZ-LALLENA, J. UBEDA-FLORES, M.
’ y Y
(2003). «What are copulas». Monografias del Semin. Matem. Gracia
de Galdeano, 27, pp. 499-506.


http://www.jstatsoft.org/v39/i09/
http://www.jstatsoft.org/v34/i09/

126 BIBLIOGRAFIA

R DEVELOPMENT CORE TEAM (2012). R: A Language and Environment for
Statistical Computing. R Foundation for Statistical Computing, Vienna,

Austria. ISBN 3-900051-07-0.
http://www.R-project.org/

RENYIL, A. (1959). «On measures of dependence». Acta Mathematica Hun-
garica, 10(3), pp. 441-451.

RUSCHENDORF, L. (1976). «Asymptotic distributions of multivariate rank
order statistics». The Annals of Statistics, pp. 912-923.

SANCETTA, A. y SATCHELL, S. (2004). «The Bernstein copula and its ap-
plications to modeling and approximations of multivariate distributions».
Econometric Theory, 20(3), pp. 535-562.

SCHWEIZER, B. (1991). «Thirty years of copulas». Advances in probability
distributions with given marginals, pp. 13-50.

SCHWEIZER, B (2007). «Introduction to copulas.» J. Hydrol. Eng., 12(4),
pp. 346-346.

SCHWEIZER, B. y SKLAR, A. (1983). Probabilistic metric spaces. North-
Holland New York.

SCHWEIZER, B. y WoLrF, EF (1981). «On nonparametric measures of
dependence for random variables». The Annals of Statistics, pp. 879-885.

SIBURG, K.F. y STOIMENOV, P.A. (2008). «Gluing copulas». Communica-
tions in Statistics - Theory and Methods, 37(19), pp. 3124-3134.

SKLAR, A. (1959). «Fonctions de répartition & n dimensions et leurs marges».
Publ. Inst. Statist. Univ. Paris, 8(1), pp. 229-231.

SKLAR, A. (1996). «Random Variables, Distribution Functions, and Copu-
las: A Personal Look Backward and Forward». Lecture Notes-Monograph
Series, pp. 1-14.

VRIES, C.G. y ZHOU, C. (2006). «Discussion of “Copulas: Tales and facts,”
by T. Mikosch». Ezxtremes: statistical theory and applications in science,
engineering and economics, 9(1), pp. 23-25.

YAN, JUN (2007). «Enjoy the Joy of Copulas: With a Package copula».
Journal of Statistical Software, 21(4), pp. 1-21.
http://www.jstatsoft.org/v21/i04/


http://www.R-project.org/
http://www.jstatsoft.org/v21/i04/

	Portada 
	Índice General  
	Introducción
	Capítulo 1. Cópulas 
	Capítulo 2. Dependencia 
	Capítulo 3. Migración y Desarrollo Humano 
	Capítulo 4. Segmentación y Ajuste Paramétrico Bivariado 
	Conclusiones 
	Apéndice A. Algoritmos en R
	Bibliografía 

