UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

POSGRADO EN CIENCIAS
MATEMATICAS

FACULTAD DE CIENCIAS

PUNTOS ORILLA

TESIS

QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE

DOCTORA EN CIENCIAS

P R E S E NT A

M. en C. ROCIO LEONEL GOMEZ

DIRECTORA DE TESIS: DRA. MARIA ISABEL PUGA ESPINOSA

MEXICO, D.F. ABRIL, 2012




e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



PUNTOS ORILLA

M. en C. Rocio Leonel Godmez

Abril 2012



Para mis grandes amores

Carlos, Carlitos y Estebitan



Agradecimientos

Al presentar este trabajo, quiero manifestar mi gratitud a Carlos Islas Moreno, con quien
tengo el honor y el placer de compartir la vida y a quien amo profundamente.

Con mucho carifio y respeto a la Dra. Isabel Puga, por su interés y valiosa orientacion.

A quienes me brindaron su valiosa colaboracién y orientacion con sus comentarios,
criticas y sugerencias para mejorar mi trabajo, en particular, al Dr. Sergio Macias y a la
Dra. Patricia Pellicer.

A mis papas Genoveva Leonel y Marco Garcia por darme el gusto de disfrutar la vida.

A mis hermanas Alejandra Sarmina, Miriam Garcia e Ilvonne Leonel por qué a pesar que
casi nunca estamos de acuerdo siempre me escuchan y me apoyan.

A mis tios Jesus Leonel y Arturo Leonel, quienes me brindan siempre su tiempo cuando lo
necesito.

Y a todas aquellas personas que de alguna u otra manera, me motivaron para que
concluyera este trabajo de forma satisfactoria.

Gracias.

Rocio Leonel.



Indice general

Introduccion.

1. Preliminares
1.1. Continuos e Hiperespacios . . . . . . .. ... .. ... ....
1.2. Propiedades de corte y separacién . . . . . . .. ... .. ...
1.3. Continuos irreducibles . . . . . . .. ... ... oL

1.4. Continuos hereditariamente descomponibles . . . . . . . . ..

2. Diferentes tipos de puntos
2.1. Puntosorilla. . . . .. ...
2.2. Puntosdecorte . . . ... ... Lo
2.3. Puntos centro y centro fuerte . . . . ... ... ... L.
2.4. Relacionando puntos . . . . . . .. .. ... L.

2.4.1. Continuos localmente conexos . . . . . . . . . . .. ..



INDICE GENERAL

11
2.4.2. Continuos arcoconexos . . . . . . . . . . . o« . o ... 32
2.4.3. Continuos hereditariamente arcoconexos . . . . . . .. 37
2.4.4. Continuos semilocalmente conexos . . . . . . . .. ... 38
3. Continuos Arvum! 43
3.1. Resultados de dendroides . . . . . . .. .. .. ... .. .. .. 44
3.2. Dendroides Arvum . . . .. ... ..o 52
3.3. Familia no numerable de dendroides arvum . . . . . . . .. .. 60
3.4. Dendritas . . . . . ... 62
4. Puntos y conjuntos Orilla 65
4.1. Puntosorilla. . . . . . . ... 66
4.2. Continuos irreducibles . . . . . ... ... o000 72
4.2.1. Continuos finitamente irreducibles . . . . . . . . . . .. 79
4.3. Caracterizaciones con puntos orilla . . . . . ... ... .. .. 82
4.3.1. Continuos con sélo dos puntos orilla. . . . . . . . . .. 83
4.3.2. Caracterizaciones del arco . . . . . . .. .. ... ... 87
4.3.3. Caracterizaciones de la curva cerrada simple . . . . . . 92
4.4. Conjuntos Orilla . . . . .. .. ... ... . L. 99

LArvum en latin significa orilla.



INDICE GENERAL

5. Funciones preservadoras
5.1. Preservando puntos de corte y centro

5.2. Preservando puntos y conjuntos orilla

6. Preguntas

III

101

102

106

115



Introduccion.

En el transcurso de la Teorfa de los Continuos y sus Hiperespacios, se han
estudiado a los continuos (que son espacios métricos, compactos, conexos y no
vacios) a través de diversas técnicas, una de ellas es estudiar qué propiedades
tienen los puntos de un continuo.

En ese sentido, este trabajo de investigacién estd destinado a estudiar los
continuos a partir de puntos orilla, centro, centro fuerte y de corte.

La nocién de punto y conjunto orilla, fue introducida por L. Montejano
e I. Puga en [13], para mostrar propiedades del hiperespacio con punta de
cono de un dendroide.

La nocién de centro y centro fuerte fue introducida por P. Minc en [12]
también en dendroides, y en ese mismo articulo muestra que todo dendroide
tiene al menos un centro.

Estos conceptos han sido estudiados en dendroides por L. Montejano e I.

v
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Puga en [13], V. Neumann e I. Puga en [18] y [19], J. Heath y V. Nall en [4],
V. Nall en [16] y P. Minc en [12] y recientemente por V. Nall en A-dendroides
en [17].

Dado que los puntos orilla y centro han sido estudiado en dendroides y
A-dendroides, en este trabajo generalizamos todos estos conceptos: puntos y

conjuntos orilla, puntos centro y centro fuerte, para cualquier continuo X.

Para iniciar este trabajo, en el capitulo 1, se encuentran las definiciones
y algunos resultados ya conocidos dentro de la Teoria de Continuos y sus

Hiperespacios necesarios para la elaboracién de esta investigacién.

Como habiamos mencionado, en [13] y [12] se presentaron las definiciones
de orilla y centro en dendroides, asi, en el capitulo 2, se presentan a de-
talle las definiciones de centro, centro fuerte, orilla y corte para cualquier
continuo. Ademds, dado que todo punto que es de corte no es orilla, vemos
bajo qué condiciones, en un continuo X, las nociones anteriores podrian ser

equivalentes y mostramos con ejemplos cudndo no son equivalentes.

En [12] y [18] se mostré un dendroide con un tnico centro que no es
centro fuerte y con todos sus puntos orilla; en este sentido, en el capitulo 3
mostramos que existe una familia no numerable de dendroides con un tnico

centro que no es centro fuerte y con todos sus puntos orilla.
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Al extender la definicién de punto orilla para cualquier continuo, surgié

la siguiente pregunta: ;Existirdn continuos sin puntos orilla?

De esta manera, en el capitulo 4, contestando a la pregunta anterior
mostramos lo siguiente: Todo continuo X tiene al menos dos puntos orilla,
este resultado nos servird para describir a los continuos con a los més dos
puntos orilla y dar algunas caracterizaciones con puntos orilla para un arco y
una curva cerrada simple y, ademds, se generaliza el siguiente resultado im-
portante dentro de la Teorfa de los Continuos: Todo continuo tiene al menos

dos puntos que no son de corte.

Para finalizar este capitulo, mostraremos que los puntos de irreducibili-
dad de un continuo X son puntos orilla de X y el regreso sélo serd cierto en
los siguientes casos; cuando X es un continuo irreducible y hereditaramente
descomponible o cuando X es un continuo tnicamente irreducible. Con es-
to veremos que la unién finita de puntos orilla en un continuo tnicamente

irreducible X es un conjunto orilla de X.

Posteriormente en el estudio de los puntos centros en dendroides, V. Nall

en [16], prueba los siguientes Teoremas:

1. Sean D y D’ dendroides no degenerados y C' C D el conjunto de

centros de D. Si f : D — D’ es una funcién continua y, para cada elemento
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z € D', f~1(z) tiene a lo mds una cantidad numerable de componentes y C’
estd contenido en algiin subcontinuo propio C' de D, entonces f (C') contiene
todos los centros de D'.

2. Sean D y D’ dendroides no degenerados. Si f : D — D’ es una funcién
continua y para cada elemento z € D', f~!(2) tiene a lo mds una cantidad
numerable de componentes y x € D es el tnico centro de D, entonces f ()
es el Unico centro de D'.

En relacion a estos Teoremas nos hicimos la siguiente pregunta:

. Serd cierto que si f : X — Y es una funcién continua y suprayectiva del
continuo X al continuo Y y p € X es un punto de corte (centro, orilla) de
X, entonces f (p) es un punto de corte (centro, orilla) de Y7

Con respecto a esta pregunta, en el capitulo 5 daremos algunas condi-
ciones a la funcién f, para que se preserven los puntos de corte, centro y
orilla.

Por 1ltimo, en el capitulo 6 presentamos algunas preguntas abiertas que

surgieron en el transcurso de este trabajo doctoral.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, presentamos algunas definiciones y resultados ya cono-
cidos en la Teorfa de Continuos y sus Hiperespacios, fundamentales para
el desarrollo de este trabajo doctoral. Se probaran todos los resultados que
se enuncien o se dardan las referencias para encontrar una prueba de dicho

resultado.

1.1. Continuos e Hiperespacios

Definicién 1.1 Sea X un espacio topoldgico, X es un continuo si X es un
espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un subconjunto no vacio A de

X, es un subcontinuo de X si A es cerrado y conexo.
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-1

Figura 1.1: Continuo sen(%)

En este trabajo, denotaremos al intervalo [0, 1] con la letra /. Diremos
que X es un arco, si es homeomorfo a 1.

Denotaremos por S! a la circunferencia unitaria con centro en cero, es
decir, S* = {(z,y) € R? : 2% + y? = 1}. Diremos que X es una curva cerrada

simple, si X es homeomorfo a S*.

Definicién 1.2 Un continuo X es unicoherente si H N K es conexo, para
cualesquiera subcontinuos H y K de X, tales que H U K = X. Diremos que
un continuo X es hereditariamente unicoherente si todos sus subcontinuos

son unicoherentes. Equivalentemente, st H N K es conexa, para cualesquiera
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dos subcontinuos H y K de X.

El arco y el continuo sen(l) que se define como la cerradura en R? de

la gréfica de la funcién sen(L) definida en el intervalo (0, 1] (Figura 1.1) son
ejemplos de continuos hereditariamente unicoherentes.
Definicién 1.3 Un continuo X es descomponible si X es la union de dos

subcontinuos propios de X. Un continuo X es indescomponible si no es des-

componible.

El arco, la curva cerrada simple y el continuo sen(%) (Figura 1.1) son
ejemplos de continuos descomponibles.
Un ejemplo de un continuo indescomponible es el Continuo de Knaster

(Figura 1.2). Ver [8, pag. 204].

El siguiente resultado es una caracterizacién de los continuos descom-

ponibles.

Lema 1.4 [10, Lema 1.7.20, pdg. 52] Un continuo X es descomponible si y

solo st X contiene un subcontinuo propio con interior no vacio.

Definicién 1.5 Un continuo X es arcoconexo si para cualesquiera dos pun-
tos en X, existe un arco en X que los contiene. Un continuo X es heredi-

tariamente arcoconexo si cualequier subcontinuo A de X, es arcoconexo.
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Figura 1.2: Continuo de Knaster

Notacion 1.6 57 X es un continuo arcoconexo, para cualesquiera puntos x

y z de X, xz denotard un arco de x a z.

El arco y la curva cerrada simple, son ejemplos de continuos heredita-
riamente arcoconexos, mientras que el Circulo de Varsovia (Figura 1.3) es un

continuo arcoconexo que no es hereditariamente arcoconexo.

Definicién 1.7 Un continuo X es localmente conexo en un punto x si para
cada abierto U de X que contiene a x, existe un abierto conexo V de X tal
que x € V. C U. Diremos que X es localmente conexo si X es localmente

conexo en todos sus puntos.

Teorema 1.8 [15, Teorema 8.26, pag. 132] Sean X un continuo localmente

conexo y U un subconjunto abierto y conexo de X . Entonces U es arcoconexo.
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Figura 1.3: Circulo de Varsovia

Definicién 1.9 Sean X un continuo y x € X. Decimos que X es semilo-
calmente conexo en x si cada vecindad U de x, contiene un abierto V de X
tal que z € V. .C U y X\V tiene sélo una cantindad finita de componentes.
Diremos que X es semilocalmente conexo si X es semilocalmente conexo en

cada uno de sus puntos.

Teorema 1.10 St X es un continuo localmente conexo, entonces X es semi-

localmente conexo.

Demostracién. Sean x € X y U un abierto de X que contiene a =x.

Probaremos que existe un abierto V' de X tal que x € V C U y X\V tiene
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s6lo una cantidad finita de componentes.

Por ser X localmente conexo, existe un subconjunto abierto y conexo W

de X tal que W C U.

Para cada y € X\W, por ser X localmente conexo, existe un subcontinuo
W, de X tal que y € Int(W,) Cc W, C X\ {z}.

Dado que X\W es compacto, existen un nimero finito de puntos, que
denotaremos por y1,ya, ..., y, de X\W tales que X\W C igllnt (Wy,)-

Sea V = X\ 1'91 W,,. Dado que iQIWyi es un cerrado de X se tiene que V
es un abierto de X y, como = ¢ W, resulta que x ¢ igWyi. Considerando
que X\U C X\W C iglfnt (Wy,) C iQIWyZ., se tiene que X'\ igl w,, cU.

Asi, V' es un abierto de X tal que z € V. C U y X\V tiene un nimero

finito de componentes. m

Definicién 1.11 Sean X un continuo y p,q € X. Decimos que:

i) X es aposindético en p respecto a q, si existe un subcontinuo W de X
tal que p € Int (W) Cc W C X\ {q¢}.

ii) X es aposindético en p si X es aposindético en p con respecto a ca-
da uno de los puntos de X\ {p}. Diremos que X es aposindético si X es

aposindetico en cada uno de sus puntos.
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En el abanico armoénico el punto p es aposindético respecto a ¢, pero ¢ no

es aposindético respecto a p (Ver Figura 1.4).

Definicién 1.12 Dado un espacio topolégico X, se define la componente de
X como un subconjunto conexo maximal. Dado p € X, la componente de X

que contiene ap, es C, =U{AC X :pe Ay A es conexo}.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Golpes en la Fron-

tera.

Teorema 1.13 [15, Teorema 5.4, pdg. 73] Sean X un continuo y E un sub-
conjunto propio y no vacio de X. St K es una componente de E, entonces

KNFr(E)#0.

Lema 1.14 [10, Lema 1.7.18, pdg. 52] Sean X un continuo y A un subcon-
tinuo de X tal que X\ A no es conexo. Si U y V son subconjuntos abiertos
y no vacios de X tales que X\A = U UV, entonces AUU y AUV son

subcontinuos de X.

Definicién 1.15 Sea X un continuo. Se define el hiperespacio de subcon-

tinuos de X, como C (X)={A C X : A es cerrado, conezxo y no vacio} .

Sea X un continuo con métrica d. Dados € > 0, p € X y A € C(X), se

definen la Bola abierta de radio €, con centro en p, como sigue:
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B(e,p)={qe€ X :d(p,q) <e}.

La Nube de radio € con centro en A como sigue:

N(e,A) ={q€ X : existe x € A tal que d(z,q) <¢c}.

Dados A y B elementos en C (X)), se define la distancia de Hausdorff de
A a B como sigue:

H(A,B)=inf{e >0: ACN(e,B) y BC N(g,A)}. Ver [15, Teorema
4.2, pag. 52].

En este trabajo la letra H denotard la métrica de Hausdorff.

Lema 1.16 Sean A y B dos elementos de C(X) ye > 0. Entonces H (A, B) <

e siysolosiAC N(e,B)yBCN (e A).

Demostracién. Si H (A, B) < e. Sea H (A, B) = o. Entonces 0 < o < ¢
y como a = inf{f>0: AC N (B,B) y BCN(B,A)} se tiene que A C
N(,B)y BC N (e, A).

Supongamos ahora, que A C N (¢,B) y que B C N (g, A). Dado que
N (e, A) = 0<§J<5N (a, A), se tiene que B C 0<L¢£<5N (o, A).

Por la compacidad de B, obtenemos que B C £J1N (cv;, A) , tomando
p, = méx {ay, ag, ..., a, }, concluimos que 0 < 3, < ey B C N (5;,A4).

De igual manera, existe 3, tal que 0 < 5, <ey A C N (8,4, B).

Por lo tanto, si f = max {3, 85}, concluimos que H (A,B) < <ec. m
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Figura 1.4: Abanico Armoénico

1.2. Propiedades de corte y separacion

Definicién 1.17 Dado un continuo X, diremos que un punto p € X es un
punto extremo de X, si X tiene una base local B en p tal que |FrU| =1 para

todo U € [3.

Los puntos extremos del intervalo [0, 1] son el 0 y el 1, el continuo sen(%)

sélo tiene un punto extremo que es el punto p. Ver Figura 1.1.

Definicién 1.18 Dado un continuo X, diremos que un punto p € X, es un

punto de corte de X si X\ {p} no es conezxo.

En el abanico arménico, p es un punto de corte. Ver Figura 1.4.
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Lema 1.19 Sean X un continuo localmente conexo y p un punto que no es
de corte de X. Entonces para cada € > 0, existe un subcontinuo C de X, tal

quep ¢ C yH(X,C)<e.

Demostraciéon. Sean € > 0 y U un abierto conexo de X tal que p € U
y diam(U) < e.

Por el Teorema 1.10, existe un abierto V de X talque p e V, V C Uy
X\V tiene un nimero finito de componentes, digamos Cy, Cs, ..., C,,.

Sea ¢; € C; para cada i € {1,2,...,n}. Como X\ {p} es conexo, ya que p
no es un punto de corte, se sigue del Teorema 1.8, que X\ {p} es arcoconexo.

Sean «; arcos de ¢; a ¢;1 contenidos en X\ {p}, parai € {1,2,....n — 1}
y a;, un arco de ¢, a ¢; contenido en X\ {p}.

Obsérvese que para cada i € {1,2,...,n}, se tiene que C; es un cerrado de
X\V y X\V es un cerrado de X, entonces cada C; es un cerrado de X.

Asi, ZQIC} es un cerrado de X.

n
De manera similar, U «a; es un cerrado de X.
i=1

Consideremos C' = (GlC’i) U <Glozi> .
1= 1=
Por ser CJlCi y CJlai cerrados de X, se tiene que C' es un cerrado de X.
= 1=
n
Ademss, .610%‘ y a; son conexos y C;N(Uqy) # () paracadai € {1,2,....,n}.
1= .

i=1

Por lo que, C' es un conexo de X.
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Obsérvese, que p¢ C y H(C,X) <e. m

Definicién 1.20 Sea X un continuo. Decimos que un punto p € X separa

a dos puntos a y b en X, si existen subconjuntos ajenos H y K de X tales

que X\{p}=HUK,acH be K, HNK=0yKnH=0.

Obsérvese que si X es un continuo y p es un punto de corte de X, entonces
X\{p} =UUV donde U y V son subconjuntos abiertos y no vacios de X,
tomando u € U y v € V, se tiene que p separa a los puntos v y v en X, por

lo tanto, todo punto de corte separa a dos puntos distintos en X.

Lema 1.21 /20, (4.1), pag. 50] Sea X un continuo. Si X es semilocalmente
conexo en p € X y p no separa dos puntos v yy en X, entonces existe un

subcontinuo A de X tal que x yy son elementos de A y A C X\ {p}.

Definicién 1.22 Sean X un continuo y A, B, R subconjuntos de X . Decimos
que el conjunto R separa A de B en X si X\R es la unién de dos conjuntos
ajenos que contienen a A y B respectivamente. Si un conjunto R separa dos

puntos uno de otro en X, diremos que R separa a X.

Definicién 1.23 Sea X un continuo. St X contiene un continuo que inter-

secta a dos conjuntos A y B y R es un conjunto que no contiene ni a A ni
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a B, pero intersecta a cada continuo de X que intersecta a A y B, diremos
que R corta A de B en X. Si R corta dos puntos uno de otro en X, diremos

que R corta a X.

Obsérvese que en el continuo de Knaster, (Figura 1.2) cualquier par de
puntos lo corta pero no lo separa, asi que la separaciéon de un continuo por
un par de sus puntos no es lo mismo que cortar al continuo por el mismo par

de puntos.

1.3. Continuos irreducibles

Definicién 1.24 Sean X un continuo no degenerado y p un punto de X. La

composante de X que contiene a p, estd definida por:

k(p) ={xz € X : hay un subcontinuo propio A de X tal que p,z € A}.

Definicién 1.25 Sean X un continuo y A un subconjunto de X. Diremos
que X es irreducible respecto a A, si no hay subcontinuos propios de X que

contengan a A.

Definicién 1.26 Diremos que un continuo X es irreducible si es irreducible
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con respecto a un subconjunto que contiene eractamente dos puntos. En este

caso diremos que X es irreducible entre esos dos puntos.

El arco, el continuo sen(2) (Figura 1.1) y el continuo de Knaster (Figura

1.2) son algunos ejemplos de continuos irreducibles.

El continuo sen(%) es irreducible entre el punto p y cualquier punto que
no pertenezca a la composante k (p) y el continuo de Knaster es irreducible

entre cualesquiera dos puntos que se encuentren en composantes distintas.

Definicién 1.27 Sea X un continuo. Sean R y S subconjuntos de X . Dire-
mos que un subcontinuo Y de X es irreducible de R a S si existenr € R y
s € S tales que Y es irreducible entre v y s. Dado un continuo X, diremos
que p es un punto de irreducibilidad de X, si X es irreducible entre p y algin

otro punto de X.

Teorema 1.28 [15, 4.35, pag. 68] Sean X un continuo y A un subconjunto
cerrado de X. Entonces existe un subcontinuo de X, que es irreducible con

respecto a A.
De lo anterior se sigue facilmente el siguiente corolario.

Corolario 1.29 Sean X un continuo y p,q € X con p # q, entonces existe

un subcontinuo Y irreducible entre p y q.
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Teorema 1.30 Sea X un continuo no degenerado. Entonces X es irreducible

st y sdlo si existen por lo menos dos composantes diferentes en X.

Demostraciéon. Supongamos que existen p,q € X tales que X es i-
rreducible entre p y ¢. Es claro, que p ¢ k(q) y ¢ ¢ k(p), por lo tanto
k(q) # k(p).

Sopngamos ahora, que existen p,q € X tales que k (q) # k (p) .

Supongamos sin pérdida de generalidad, que X # k (p) .

Sea x € X\k (p). Entonces no existe ningin subcontinuo propio de X

que contenga a {z,p}. En consecuencia, X es irreducible entre z y p. m

Teorema 1.31 Sean X un continuo no degenerado y p € X. Entonces la

composante k (p) de p en X es densa en X.

Demostraciéon. Sean p € X y U un abierto no vacio de X. Probaremos
que k (p) NU # 0.

Sea V un abierto no vacio de X tal que V C U. Si p € V, entonces
peUnk(p).

Sip ¢ V, por ser X\V abierto, se tiene que la cerradura de la componente
de X\V que contiene a p, digamos C, es un subcontinuo propio de X. Por

el Teorema 1.13, se tiene que C NV # . Asi, C C k(p), por lo tanto,
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k(p)NV #0y, como V C U, concluimos que k (p) NU # (. m

Lema 1.32 [10, Corolario 1.7.21, pdg. 53] Un continuo X es indescom-

ponible si y sélo st cada subcontinuo propio de X tiene interior vacio.

Teorema 1.33 [15, Corolario 11.15.1, pdg. 203] Si X es un continuo in-

descomponible, entonces X es irreducible.

1.4. Continuos hereditariamente descomponibles

Sean (S, 7) un espacio topoldgico y D una coleccién de subconjuntos no
vacios de S.

Decimos que D es un particién de S si sus elementos son mutuamente
ajenos y DL€JD =S.

La familia 7' (D) = {U € D : UU € 7} es una topologia para D.

El espacio (D,T (D)) es llamado un espacio de descomposicion de S o
simplemente una descomposicion de S.

Sea (S,7) un espacio topoldgico. Decimos que la particion D de S es
semicontinua superiormente si siempre que D € D, U € 7y D C U, existe

VertalquesiAe Dy ANV # 0, entonces A C U.
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Definicién 1.34 Un conjunto M es fuertemente conexo si para cada dos

puntos m yn de M existe un continuo N contenido en M tal que {m,n} C N.

Los siguientes teoremas, se encuentran en [11].

Teorema 1.35 [11, Lema A, pdg. 183] Sea X un continuo irreducible y
hereditariamente descomponible. Entonces X contiene dos y tinicamente dos

subcontinuos propios H y K de X con las siguientes propiedades:

1. Si X es irreducible entre p y q, entoncesp € H yq € K,
2. X\H y X\ (H U K) son fuertemente conexos,
3. H C B para cada B € C(X) tal que BNH # 0 y BN (X\H) # 0,

4. Si N es un subcontinuo propio de X que intersecta a H y X\ H, entonces
cada subcontinuo de X que intersecta a N y K contiene a X\N y X\ N

es irreducible de N a K.

A los subcontinuos H y K descritos en el teorema anterior se les llama

subcontinuos finales de X.

Teorema 1.36 [11, Lema B, pdg. 184] Sea X un continuo irreducible y

hereditariamente descomponible. Sean H y K los subcontinuos finales de X,
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descritos en el Teorema 1.35 y x un punto de X\ (H U K). Entonces eziste
un subcontinuo T, contenido en X\ (H UK) tal que x € T, y X\T, es la
union de dos subconjuntos abiertos, conexos y ajenos U y V' que contienen a

H y K, respectivamente, con las siguientes propiedades:
1. X=UUV,
2. U es irreducible de H a Vy V es irreducible de K a U,

3. Los subcontinuos finales de U son H yT,NU y los subcontinuos finales

de V son K y T, NV respectivamente.
4. Cada subcontivo de X que intersecta a H y a T, UV, contiene a U.

A cada uno de los subcontinuos 7, descritos en el teorema anterior se les

llama c-subcontinuos de X.

Teorema 1.37 [11, Teorema 2.2, pdg. 185] Sea X un continuo irreducible
entre p y q y hereditariamente descomponible. Sean H y K los subcontinuos
finales de X que contienen a p y a q, respectivamente, y D la colecion que
consiste de H y K y todos los c-subcontinuos de X. Entonces D es una
coleccion semicontinua superiormente de continuos ajenos dos a dos cuya

union es X y (D, T (D)) es un arco de H a K.



Capitulo 2

Diferentes tipos de puntos

Como mencionamos anteriormente, los puntos orilla fueron introducidos
por L. Montejano en I. Puga en [13], para mostrar propiedades del hiperes-
pacio de continuos de un dendroide. Posteriormente, en [19] V. Neumann
e I. Puga, estudian la relacién que existe entre los puntos orilla y los pun-
tos que no son de corte de un dendroide. Més adelante. J. Heath y V. Nall
en [4] estudian los puntos centros en dendroides y en [16] V. Nall, muestra
algunas relaciones entre los centros, centros fuertes y puntos orilla en un den-
droide. Cabe mencionar, que los conceptos de orilla, centro y centro fuerte,
sélo se habfan estudiado en dendroides y recientemente en A-dendroides que
son los continuos hereditariamente unicoherentes y hereditariamente descom-

19
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ponibles.

Asi, en este capitulo, introducimos los conceptos de puntos orilla, centro,
centro fuerte y de corte para cualquier continuo. Vemos cémo se relacionan
entre ellos, mostrando algunos ejemplos para ilustrar que estos conceptos no

siempre son equivalentes y dando condiciones para que sf lo sean.

2.1. Puntos orilla

Definicién 2.1 Un punto p de un continuo X es un punto orilla de X, si

para cada € > 0 existe un subcontinuo C' de X tal quep ¢ C y H (C,X) <

En el continuo de la Figura 1.4, los puntos extremos, como el punto z son

orilla, de igual manera los puntos en el rayo (p, ¢| son orilla.

Definicién 2.2 Un subconjunto A de un continuo X es un conjunto orilla
de X, si para cada € > 0 existe un subcontinuo C' de X tal que CNA =10y

H(C,X)<e.

Se puede observar de la definicién de punto orilla, que si X es un continuo

y A es un conjunto orilla de X, entonces cada punto de A es un punto orilla

de X.
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Figura 2.1: Doble Circulo de Varsovia

Todos los puntos del continuo de Knaster, Figura 1.2, son orilla y cualquier

subcontinuo propio es un conjunto orilla.

2.2. Puntos de corte

Recordemos que un punto p de un continuo X, es un punto de corte de
X, si X\ {p} no es conexo.

Observemos que si X es un continuo y p un punto que corte de X, entonces
{p} separa a X y, también, {p} corta a X.

El continuo de Knaster, Figura 1.2, no tiene puntos de corte. Ya que si

p fuera un punto de corte del Continuo de Knaster, que denotaremos por
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Figura 2.2: El punto p es un centro, no es un punto de corte y no es un punto
orilla
Ck, entonces Ck\ {p} = UUV donde U y V son subconjuntos abiertos y no
vacios de (k.

Sea ¢ € Ck\k (p). Entonces ¢ € U 0 ¢ € V. Por el Lema 1.14, U U {p} y
V U {p} son subcontinuos propios de Cx donde alguno de ellos contienen al
conjunto {p, ¢}, contradiciendo que C es irreducible entre p y g.

El punto p de la Figura 1.4, es un punto de corte.

2.3. Puntos centro y centro fuerte

Definicién 2.3 Un punto p de un continuo X es un centro de X, si existen

dos puntos b,c € X (distintos de p) tales que para cualquier € > 0, existe
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a p b

Figura 2.3: El punto p es un centro y no es un centro fuerte

un subcontinuo C' de X que contiene a p, con didmetro menor que € y dos
conjuntos abiertos U y V' de X que contienen a b y c, respectivamente, tales

que cada arco de U a 'V intersecta a C'.

Si X es un continuo y p un centro de X con respecto a los puntos a y b,
diremos que p es un ab-centro.
En el continuo Doble circulo de Varsovia (Figura 2.1) el punto p es un

ab-centro del continuo.

Definicién 2.4 Un punto p de un continuo X es un centro fuerte de X, si

existen dos puntos b,c € X (distintos de p) y dos conjuntos abiertos y no
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Figura 2.4: El punto p no es un centro ni tampoco es un punto orilla

vacios U y V de X que contienen a b y c, respectivamente, tales que cada

arco de U a V' contiene a p.

Se puede observar de la definicién de centro fuerte que todo punto que es
un centro fuerte de X, es un centro de X.

En el ejemplo de la Figura 2.3, se muestra que un centro no necesa-
riamente es un centro fuerte. El punto p es un ab-centro y no es un centro
fuerte.

Introducidos, los conceptos de puntos orilla, centro, centro fuerte y de

corte en un continuo, daremos algunos ejemplos que nos muestran que en
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general las nociones anteriores no siempre son equivalentes.

El ejemplo de la Figura 2.3, el punto p es un centro que no es un centro
fuerte, no es un punto de corte y sf es un punto orilla.

Ma3s adelante probaremos que en cualquier continuo todo punto de corte
es un centro fuerte y, en consecuencia, un centro y no sera un punto orilla,
el regreso no necesariamente es cierto.

El punto p de la Figura 2.2, no es un punto de corte, es un centro fuerte
y, por consecuencia, un centro y no es un punto orilla.

El punto p de la Figura 2.1, es un centro fuerte que no es un punto de
corte y sf es un punto orilla.

El ejemplo de la Figura 2.4, cualquier punto p de la circunferencia no es
un punto orilla ni es un centro. Asi, tampoco es un centro fuerte.

En la Figura 2.5, se muestran las equivalencias entre los conceptos de un
punto orilla, un centro, un centro fuerte y un punto de corte que hasta ahora

tenemos.
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Fig. 1.3
No Oirilla Centro
Fig. 2.4
Definicién
Fig. 2.2 NZJ
\K Fig. 2.3
N Fig. 2.4 \
Fig. 1.3 C t
entro
Corte = Fuerte

Figura 2.5:

Diagrama de Equivalencias 1
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2.4. Relacionando puntos

Como observamos en la seccién anterior, existen puntos que son centro
y no son orilla (ver Figura 2.2) y puntos que son centro y si son orilla (ver
Figura 2.1). Asi, en esta seccién probaremos que para todo continuo ningin
punto orilla es de corte, que todo punto de corte es un centro fuerte y, por
lo tanto, un centro.

Posteriormente, daremos condiciones con las cuales las implicaciones del
diagrama anterior que no son ciertas se cumplen.

Gracias a esto sabemos cudando un continuo tiene puntos que son centros.
Proposicion 2.5 Sean X un continuo y p un punto de corte de X. Entonces:
i) p es un centro fuerte de X y, en consecuencia, un centro de X.
i1) p no es un punto orilla de X .

Demostracién. Sea p € X un punto de corte. Entonces X\ {p} = HUK,

donde H y K son subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X.

i) Sean a € H, b € Ky Uy V abiertos de X, tales que a € U C Hy
b eV C K. Si existe un arco a de U a V entonces p € a. De lo

contrario o C X\ {p} y, de la conexidad de «, se tendria que « C H
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o a C K pero, en cualquiera de los casos, tendriamos que H N K # (),
dado que a NV # 0y V C K, contradiciendo que H y K son ajenos.
Asi, todo arco o de U a V contiene a p y hemos probado que p es un

centro fuerte de X y, por lo tanto, un centro de X.

it) Por el Lema 1.14, H U {p} y K U {p} son subcontinuos de X. Sea
g1 =dy (HU{p},K U{p})y tomemos ¢ = <. Si existe B € C'(X) tal
que dy (X, B) < ¢, entonces p € B, de lo contrario y del hecho de que
B es conexo se tendria que B C H o B C K. De donde, H (X, B) > ¢,

lo cual es una contradiccién. Asi, p no es un punto orilla de X.

De la proposicién anterior, obtenemos como corolario el siguiente Teore-

Teorema 2.6 Sea X un continuo. Si X tiene un punto de corte, entonces

X tiene al menos un punto que es un centro fuerte de X.

Demostracién. Sea p un punto de corte de X, por la Proposicién 2.5, p

es un centro fuerte de X. m

Corolario 2.7 Sea X un continuo. St X tiene un punto de corte, entonces

X tiene al menos un punto que es un centro de X.
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Demostracion. Si p es un punto de corte de X, del Teorema 2.6, p es

un centro fuerte de X y, en consecuencia, un centro de X. m

2.4.1. Continuos localmente conexos

Como pudimos observar en la Figura 2.3, existen puntos que son centros
y también orilla, cabe mencionar que este continuo no es localmente conexo.

A continuacién, probaremos que en los continuos localmente conexos,
cada punto que es un centro no es un punto orilla.

Recordemos que un continuo X es localmente conexo si para cada punto
x de X y cada abierto U de X que contiene a x, existe un abierto y conexo

Vde X talquex e VCU.

Teorema 2.8 Sea X un continuo localmente conexo. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:

i) p no es un punto orilla de X;

i1) p es un punto de corte de X;

iii) p es un centro fuerte de X;

iv) p es un centro de X.
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Demostracién. Veamos que i) implica ii). Para esto probemos si p no
es un punto de corte de X, debe ser un punto orilla de X.

Sean € > 0y p un punto que no es de corte de X. Esto implica que X\ {p}
es conexo.

Del Lema 1.19, existe un subcontinuo C' de X talquep ¢ C'y H (C, X) <
e. Por lo que p es un punto orilla de X, y concluimos que ) implica 7).

De la Proposicién 2.5, ii) implica i) y concluimos que i) y i) son equi-
valentes.

i1) implica 7i7), se sigue de la Proposicién 2.5.

i17) implica iv) es claro.

Ahora, veamos que iv) implica 7).

Sean p € X un ab-centro y £ > 0. Entonces existen C' € C'(X) y conjuntos
abiertos U y V de X tales que p € C, didm(C) < e, a € U, b € V y cada
arco de U a V intersecta a C'. Ademds, sin pérdida de generalidad, podemos
pedir que CNU =0=CnNV.

De la conexidad local de X en los puntos a y b, existen conjuntos abiertos
y conexos U' y V' de X talesquea c U' C U, be V' C V.

Afirmamos que cada arco de a a b pasa por p.

Supongamos que existe un arco de a a b, que denotaremos por L, que no
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pasa por p.
Sean r = d(L,{p}) y e1 = §. Si existe B € C(X) tal que p € By
didm(B) < ey, entonces BNL = () ya que r = d (L, {p}) , contradiciendo que

p es un ab-centro.

Probemos ahora que todo arco de U’ a V' pasa por p. Sea uv un arco de

U" a V'. Por el Teorema 1.8, U’ es arcoconexo. Entonces existe un arco de
. , . .

a a u contenido en U’, que denotaremos por au. De igual manera, existe un

arco de v a b, denotado por vb, contenido en V.

Consideremos el arco L' que es la unién de los arcos au, uv y vb, por
consiguiente L' es un arco de a a b, esto implica que p esta contenido en L.
Sip€auopevbentonces pe CNU oquepe CNV, contradiciendo que
CNU=0oCNV =10, por lo que p € uv, y hemos probado que iv) implica

Por 1iltimo, probemos que i) implica 7). Probando que si p no es un
punto de corte, entonces p no es un centro fuerte. Si p no es de corte, entonces
X\ {p} es un abierto y conexo de un localmente conexo, de [15, Teorema 8.26],
se sigue que X\ {p} es arcoconexo. Entonces para cualesquiera dos puntos
xyyen X\ {p} existe un arco de = a y que no pasa por p. Por lo tanto, p

no es un centro fuerte de X, asi, #ii) implica i7) y se termina la prueba del
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teorema. m

2.4.2. Continuos arcoconexos

Para un continuo arcoconexo X, ain no se sabe si todo punto que no
es un centro de X es un punto orilla de X. En esta seccién probaremos
que en continuos arcoconexos, cada punto que no es un centro de X es un
punto orilla de X. Este resultado nos ayudard, para probar que en continuos
arcoconexos sin centros todos sus puntos son orilla.

Antes de continuar probaremos algunos lemas necesarios para probar los

teoremas principales de esta seccién.

Definicién 2.9 Sean X un continuo arcoconexo y z y y dos puntos en X.

Se define Q. (y) = {x € X : y € xz para algin arco xz} .

El conjunto @, (y) claramente es no vacio pues y estd en Q. (y).

Lema 2.10 Sean X un continuo arcoconezo y z € X. Si X\Q. (y) es vacio

para alguna y € X\ {z}, entonces z es un punto orilla de X.

Demostraciéon. Sean z € X y y € X\ {z}. Supongamos que X\Q, (y)

es vacio. Es decir, @, (y) = X. Sea ¢ > 0. De la compacidad de X, existen
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subconjuntos abiertos y no vacios D1, Dy, D3, ..., D, de X tales que X C ingi
y el didm(D;) < £.

Observemos que @, (y) N D; es no vacio para cada i € {1,2,3,...,n},
porque @, (y) es denso en X.

Sean, para cada i € {1,2,3,...,n},d; € Q, (y)ND; y «; arcos de y a cada
d;. Estos existen porque @, (y) es arcoconexo.

Consideremos D = iglai7 dado que cada arco «; es cerrado, conexo y
para cada i € {1,2,...,n}, tenemos que y € «;, concluimos que D es cerrado,
conexo y no vacio.

Luego, para cada i € {1,2,...,n}, se tiene que o; C Q, (p) v z ¢ Q. (p).
Por consiguiente, z ¢ D.

Veamos ahora, que H (D, X) < e. Probemos que X C N (g,D). Sea
xro € X. Entonces xg € D; para alguna i. Como d; € D;, d(xo,d;) < e.
Por consiguiente, para cada € > 0, existe un subconjunto D de X, con las
siguientes caracteristicas D € C'(X), 2z ¢ Dy H(D,X) < ¢, es decir, z es

un punto orilla de X. m

Corolario 2.11 Sea X un continuo arcoconezxo. Si X\Q. (y) es vacio para

cualesquiera z,y € X, entonces todos los puntos de X son orilla.
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Lema 2.12 Si A es un subconjunto propio de un continuo X tal que X\ A
es arcoconero, entonces A es un conjunto orilla de X si y sélo si Int (A) es

vacio.

Demostraciéon. Supéngase que A es un conjunto orilla de X y que el
Int (A) es no vacio. Entonces existen unar > 0y a € A tal que B (r,a) C A.
Luego, si ¢ = 7, existe D € C'(X) tal que AND =0y H(D,X) < e.
Como a € A, existe e € D tal que d(a,e) < g, lo que implica que e € A,
contradiciendo el hecho que AN D = (). Por lo tanto, Int (A) = 0.

Ahora, supongamos que Int(A) = (). Sean ¢ > 0y z € X\A, existe
porque A # X.

Por ser X compacto, existen subconjuntos abiertos y no vacios Uy, Us, ..., U,
de X, tales que didam(U;) < £y X\A C X = iglUi' Por otro lado, sea
u; € U;\A para cada i € {1,2,...,n}. Estos puntos existen porque U; A ya
que Int (A) = 0.

Por ser X\ A arcoconexo, existen arcos a; en X\ A de u; a x para cada
i€{l1,2,3,...,n}.

Sea D = iglai. Obsérvese que D € C'(X) y que DN A = (). Ademas,
para cada y € X, se tiene que y € U; para alguna i € {1,2,3,....,n}. Asi,

d(y,u;) < ey se cumple que X C N (¢,D).
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Por lo tanto, para cada € > 0, existe un subconjunto D de X, con las
siguientes caracteristicas: D € C'(X), DNA=0y H (D, X) < ¢, es decir, A

es un conjunto orilla de X. m

Teorema 2.13 Sea X un continuo arcoconexo. Entonces todo punto que no

es un centro de X es un punto orilla de X.

Demostracion. Sea p un punto que no es un centro de X, en consecuen-
cia, p no es centro fuerte de X.

Consideraremos dos casos: el primero cuando X\ {p} es arcoconexo y el
segundo cuando X\ {p} no es arcoconexo.

Caso 1) X\ {p} arcoconexo.

Dado que Int ({p}) =0y X\ {p} es arcoconexo se sigue del Lema 2.12,
que p es un punto orilla de X.

Caso 2) X\ {p} no es arcoconexo.

Para cada y € X\ {p}, denotemos por A, a la arcocomponente en X\ {p}
que contiene a .

Si existe y € X\ {p} tal que A, es un subconjunto denso de X, entonces
p es un punto orilla de X.

Supongamos que X\A, # () para toda y € X\ {p} y supongamos, tam-

bién, que existe y € X\ {p} tal que Int(A,) # 0. Sean U un abierto de X
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contenido en A, y V' un abierto de X contenido en X \A_y, por consiguiente,

VN A, = 0. Aseguramos, que todo arco de V a U pasa por p.

Sea a = vu un arco de V' a U que no contiene a p. Como u € A,, sea
f un arco de u a y contenido en A, (p ¢ B ya que A, es arcoconexo y
A, € X\ {p}). Entonces o U 8 es un arco de v a y que no contiene a p,
esto implica que v € A,, contradiciendo el hecho de que VN A, = (). Por
consiguiente, todo arco de V' a U contiene a p. Por lo tanto, p es un centro
fuerte de X. Lo que es una contradicciéon. Entonces para toda y € X\ {p},

se tiene que Int (A,) = 0.

Por lo tanto, para toda € > 0, existe z € X\ {p} tal que B (e,y)NA, # 0

para toda y € X\ {p}.

Sean € > 0. De la compacidad de X, existen subconjuntos abiertos y no

vacios Uy, Us, ..., U, de X, tales que didm(U;) < £y X C 'L_TﬁlUi.

Para cada i € {1,2,...,n}, sean u; € U;N A, y «; un arco de u; a z
contenido en A, C X\ {p}. Sea D = igai' Observemos que D € C(X)yp ¢
D. Ademas, para caday € X, se tiene que y € U; para algunai € {1,2,...,n}.
Asi, d(y,u;) < ey se cumple que X C N (¢, D). En consecuencia, para cada
e > 0, existe un subconjunto D de X, con las siguientes caracteristicas:

DeC(X),Dn{p}=0y H(D,X) < ¢, es decir, {p} es un conjunto orilla
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de X.

Por lo tanto, si p no es un centro de X se tiene que p es un punto orilla
de X. m

Observemos que es necesario pedir que X sea arcoconexo de lo contrario
el teorema no se cumple. En el continuo de la Figura 4.4, un punto en la

barra limite no es un punto orilla, pero tampoco es un centro.

Corolario 2.14 Si X es un continuo arcoconexo sin centros, entonces todos

sus puntos son orilla.

2.4.3. Continuos hereditariamente arcoconexos

En esta seccién mostraremos que en los continuos hereditariamente arco-

conexos, todo punto que es un centro fuerte no es un punto orilla.

Proposicion 2.15 Sean X un continuo hereditariamente arcoconero y p un

centro fuerte de X. Entonces p no es un punto orilla de X.

Demostracién. Sea p un centro fuerte de X con respecto a los puntos a
y b en X y los abiertos U y V' de X que contienen a a y b, respectivamente.
Luego, existen ntimeros positivos r1 y 13 tales que B (r1,a) C Uy B (rq9,b) C

— { _r
V. Sean r = min {ry,ro} y e = %.
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Ahora, si existe un subcontinuo propio B de X tal que H (B, X) < ¢,
existe u' € B tal que d (a,u’) < e, asf v’ € Uy BNU # (), de manera similar
tenemos que BNV # ().

Sean u; € BNU y us € BN V. Por ser B arcoconexo, existe un arco «
en B de u; a uy y, dado que p es un centro fuerte respecto a los abiertos U
y V se tiene que p € B, asi, p no es un punto orilla de X. m

Asi, hemos probado que en los continuos hereditariamente arcoconexos,

todo punto que es orilla no es un centro fuerte.

2.4.4. Continuos semilocalmente conexos

Recordemos que un continuo X es semilocalmente conexo en x si cada
vecindad U de x, contiene un abierto V de X tal que z €¢ V C U y X\V

tiene s6lo una cantindad finita de componentes.

Teorema 2.16 Sean X un continuo hereditariamente arcoconexo y p € X
un centro de X. Si p no es un punto de corte de X, entonces X no es

semilocalmente conexo en p.

Demostracién. Sea p un ab-centro de X que no es un punto de corte y

supongamos que X es semilocalmente conexo en p.
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Como X\ {p} es conexo (porque p no es un punto de corte) y a,b €
X\ {p}, entonces p no separa a los puntos a y b en X.

Por el Lema 1.21, sea A un subcontinuo de X, tal que a,b € A C X\ {p}.

Sean r = d (A,p) y € = ;. Dado que p es un ab-centro de X, para ¢ = 7,
existen un subcontinuo C' de X de didmetro menor que ¢ y abiertos U y V'
de X tales que pe C,a € U,beV ycada arco de U a V intersecta a C.

Sea o = ab un arco de a a b contenido en A, existe dado que A es
arcoconexo. Debido a la eleccién de ¢, se tiene que C N A = (), lo que implica

que o N C = (), contradiciendo que p sea un ab-centro de X. m

Lema 2.17 Sean X un continuo arcoconexo y p € X un ab-centro de X.

Entonces todo arco de a a b pasa por p.

Demostracién. Sean p un ab-centro y a un arco de a a b que no pasa
por p.

Sea r = d(a,p). Para e = %, existen un subcontinuo C' en X de didmetro

e
menor que € y abiertos U y V de X tales que a € U,b € V y cada arco

de a a b intersecta a C, pero de la eleccién de ¢, se tiene que a N C' = (),

contradiciendo que p sea un ab-centro. m
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Proposicion 2.18 FEn un continuo hereditariamente arcoconero X y semi-

localmente conexo en un punto p, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. p es un centro de X

2. p es un punto de corte de X;

3. p es un centro fuerte de X;

4. p no es un punto orilla de X.

Demostracién. 1 implica 2 se sigue del Teorema 2.16, 2 implica 3 se
sigue de la Proposicion 2.5, 3 implica 4 se sigue de la Proposicién 2.15. Por
iltimo, 4 implica 1 se sigue del Teorema 2.13. m

En la Figura 2.6, se muestran para que casos son validas las equivalencias

entre un punto orilla, un centro, un centro fuerte y un punto de corte.
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Localmente conexos

S

No Orilla Centro
Arcoconexos
HAS Definicien ~ ocamente
HA
Localmente \
conexos HAS
N\
Localmente conexos
Cort Centro
orte — Fuerte

Proposicion 2.6

HA = Hereditariamente arcoconexo

HAS = Hereditariamente arcoconexo y semilocalmente conexo

Figura 2.6: Diagrama de Equivalencias 2
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Capitulo 3

Continuos Arvum!

La finalidad de este capitulo surgié al tratar de encontrar un dendroide
con un unico centro que no es un centro fuerte, distinto de los ejemplos
mostrados por P. Minc y L. Montejano e I. Puga en [12] y [18], respectiva-
mente.

Asi, en este capitulo presentamos una familia no numerable de dendroides
tales que todos sus puntos son orilla. Como consecuencia de esto, tendremos
una familia no numerable de dendroides con sélo un centro que no es un
centro fuerte.

Incluimos también una caracterizacién de las dendritas utilizando puntos

LArvum en latin significa orilla.

43
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orilla.

3.1. Resultados de dendroides

En esta seccién, presentamos algunos resultados ya conocidos de den-
droides y los resultados obtenidos de dendroides en este trabajo, que nos
ayudaran a mostrar nuestro resultado principal de este capitulo: Mostrar
que existe una familia no numerable de dendroides con un tnico centro que

no es un centro fuerte y que todos sus puntos son orilla.

Definicién 3.1 Un dendroide X es un continuo arcoconexo y hereditaria-

mente unicoherente.

El abanico arménico (Figura 1.4) y el abanico de Cantor (Figura 3.1) son

ejemplos de dendroides.

Teorema 3.2 [12, Teorema 3.6, pag. 197] Si X es un dendroide, entonces

X tiene al menos un centro.

Los siguientes teoremas debidos a J. Heath y V. Nall dan condiciones

para saber cudndo un dendroide tiene un tnico centro.
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Teorema 3.3 [16, Teorema 1, pdg. 2168] Sean X un dendroide y O (X) el
conjunto de todos los puntos orilla de X. St X\O (X) es distinto del vacio,
entonces X\O (X) = {p} y p es el unico centro de X o

X\O(X)={x e M: x esun centro fuerte de X} .

Lema 3.4 [}, Lema 4, pdg. 178] Sean X un dendroide y p un centro de X.
Si Q, (y) tiene interior no vacio para alguna y € X\ {p}, entonces y es un

centro fuerte de X.

Teorema 3.5 [4, Teorema 4, pdg. 178] Un dendroide sdlo tiene un centro,

p, sty solo si para cada y # p, Q, (y) tiene interior vacio.

Teorema 3.6 [/, Teorema 6, pdg. 180] Sean X un dendroide y p un punto

de X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Para caday # p en X, Q, (y) tiene interior vacio;

2. Ninguna arcocomponente de X\ {p} tiene interior;

3. Ningin conjunto que es una union numerable de arcocomponentes de

X\ {p} tiene interior;

4. X tiene un unico centro, que es el punto p.
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Teorema 3.7 [, Corolario 5, pdag. 182] Sean X yY dendroides y f : X —
Y una funcién continua. Si f~!(y) solo tiene una cantidad numerable de
arcocomponentes, para cada y €Y, y si p es el inico centro de X, entonces

f (p) es el dnico centro de'Y .

Lema 3.8 5i X es un dendroide, entonces todo punto p, que no es un punto

orilla de X, es un centro de X.

Demostracién. Se sigue del Teorema 2.13, ya que todo dendroide es

arcoconexo. m

Lema 3.9 Sean X un dendroide y p un centro de X. St p no es un punto

de corte de X, entonces X no es semilocalmente conexo en p.

Demostracion. Se sigue del Teorema 2.16, ya que todo dendroide es

hereditariamente arcoconexo. m

Lema 3.10 Sean X un dendroide semilocalmente conexo X y p un punto de

X. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1. p no es un punto orilla de X;

2. p es un centro de X;



3.1. RESULTADOS DE DENDROIDES 47

3. p es un punto de corte de X;

4. p es un centro fuerte de X.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 2.18, ya que todo dendroide

es hereditariamente arcoconexo. m

Definicién 3.11 Un espacio topoldgico X es contraible si existe una funcion
continua h : X x [0,1] — X tal que para cada x € X, h(z,0) = x y

h(xz,1) =y para algin y € X.

El abédnico de Cantor es un espacio contraible (Figura 3.1).

Proposicién 3.12 [2, Proposicion 1, pag. 73] Si X es un continuo de di-

mension uno y contraible, entonces X es un dendroide.

Mostramos el siguiente ejemplo, pues es un dendroide con sélo un centro

que no es un centro fuerte y casi todos sus puntos son orilla.

Ejemplo 3.13 El siguiente ejemplo fue construido por V. Nall en [16], para
mostrar que existen dendroides con sélo un centro que no es un centro fuerte

ni tampoco orilla.
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Figura 3.1: Abanico de Cantor

Consideremos el cuadrado unitario 12 = [0,1] x [0,1] y C el conjunto de
Cantor contenido en el intervalo [0, 1].

Sea F el abanico de Cantor contenido en I? (F es la unién de arcos con

puntos extremos en el punto p = (%, 1) y (a,0) tal que a es un elemento del

conjunto C). Ver Figura 3.1.

Observemos que F es un continuo con las siguientes caracteristicas: F¢
es un dendroide, el punto p es un centro fuerte (pues es un punto de corte de
F¢) y, en consecuencia, un centro de F¢ y cada punto distinto de p en Fg es

orilla.
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k k+1]

Para cada ¢ € N, tomemos los siguientes j intervalos A;; = [31, =

dondej € {1,2,..,2'},0 < k < 3, i€ {1,2,..}, Ay C [0,1]y A\ { £, BN

C 0.

De esta manera, para i = 1 e ¢ = 2 nuestros intervalos son: A;q = [0, %]

y A12 = [%7 1]? A20 - [07 %] aA22 = [%7 %] aA26 = [%7 g] y A28 = [g) 1}7
respectivamente.
Es decir, son los intervalos que se obtienen en la construccién del Conjunto

de Cantor. Continuamos este proceso para cada i € {3,4,...}.

Ahora, para cada i € {1,2,...}, dados los 2 intervalos que tenemos, elegi-
mos 2C} puntos en los intervalos A; (donde C} son las combinaciones de
dos en dos tomadas de un conjunto con i elementos) para formar C? parejas
de puntos (z,y), tales que si (z,y) es una pareja de los puntos que elegimos
entonces {z,y} C C'y {z,y} ¢ A; ) para ninguna ¢ € {1,2,...} y ninguna k.

En particular, para el caso que ¢ = 2, dado que nuestros intervalos son:
Ay = [0, %] , Aoy = [%, %] , Agg = [%, g} y Agg = [g, 1] , tendremos parejas de

puntos que podrian ser los siguientes: (0, %) , (%, %) , (2%, %) , (2—77, %) , (2%, %)

Para cada pareja {z,y} consideramos los arcos A, , y A, contenidos en

el abanico F- que van del punto x al punto (%, 1) y del punto (%, 1) al punto
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0 1/9 2/9 1/3 2/3 719 8/9 1

Figura 3.2: Dendroide con sélo un centro que no es un centro fuerte

1, respectivamente.
Observemos que para cualesquiera dos abiertos U y V' del abanico de
Cantor, existen arcos A, , y A;, tales que A;, NU # 0y A;, NV # 0.
Para cada i € {1,2,...}, identificamos cada punto (a,s) de A;, con el
punto (a’,s) de A;, si s > 1y, para s < 1 los dejamos fijos y todos los

demds puntos los identificamos de manera continua. Sea f la funcién cociente

definida. Sea Dy el cociente de esta identificacién. Ver Figura 3.2.

Proposicion 3.14 FEl cociente de esta identificacion Dy tiene las siguientes

propiedades:
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1. Dy es un dendroide.

2. El punto f(p) = (3,1) es el dnico centro de Dy.

3. Dy no tiene centros fuertes.

4. Para cada y € Dy\{f (p)}, se tiene que y es un punto orilla de Dy.

Demostraciéon. 1. Dado que Dy es de dimensién uno y contraible, se
sigue de la Proposicién 3.12, que Dy es un dendroide.

2. Veamos primero que f (p) no es un centro fuerte de Dy. Sean ¢ >
0 y U y V subconjuntos abiertos y no vacios de Dy. Sea n € N tal que
% < €y por construccién existe una pareja {z,,y,} tal que {z,,y,} C C,
A, NU #0y A, NV # 0. Luego, identificando A, con A,, , sea z; el punto
correspondiente a la identificacién de A,, con A, a la altura % y dado que
los puntos z,, y ¥,, bajo la identificacién, se quedan fijos, tenemos que el arco
TnYn que contiene a zo no pasa por f (p). Por lo tanto, f (p) no es un centro
fuerte de Dy. Probemos ahora que cada arcocomponente A de Dy\ {f (p)}
tiene interior vacio. Supongamos sin pérdida de generalidad, que existen una
arcocomponente A de Dy\{f (p)}, a € A y un subconjunto abierto y no

vacio U de Dy \ {f (p)} tales que a € U C A. Dado que Dy\A # 0, sea V un

abierto no vacio de Dy tal que V C Dy\A. Afirmamos que todo arco de U
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a V pasa por f(p). Sea uv un arco de U a V' que no pasa por f (p) y, sea au
el arco de a a u, observemos que f (p) ¢ au. Consideremos a = (au) U (uv),
entonces « es un arco de a a v que no contiene a f (p), esto implica que
{v} € V N A, contradiciendo el hecho de que V' C Dy\A. En consecuencia,
todo arco de U a V pasa por f (p), esto implica que f (p) es un centro fuerte
de X. Contradiciendo el hecho de que f (p) no es un centro fuerte de Dy.
Asi, Int (A) = () para toda arcocomponente A de D\ {f (p)}. Por lo tanto,
f (p) es el dnico centro de Dy, (Teorema 3.6).

3. Sea ¢ € Dy\f (p)- Si ¢ fuera un centro fuerte de Dy, entonces ¢ serfa
un centro distinto de f (p), contradiciendo 2. Con esto concluimos que Dy
no tiene centros fuertes.

4. Sea g € Dy\{f (p)}, de 2 se sigue que ¢ no es un centro de Dy. Asi,

del Lema 3.8, ¢ es punto orilla de Dy. m

3.2. Dendroides Arvum

Definicién 3.15 Diremos que un continuo es un continuo arvum si todos

sus puntos son orilla.

Proposiciéon 3.16 St X es un continuo indescomponible, entonces X es un
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continuo arvum.

Demostraciéon. Sea r € X. Veamos que z es un punto orilla de X.
Sea y € X\k(z). Por ser X indescomponible, X es irreducible entre cua-
lesquier par de puntos que se encuentran en composantes distintas. Asi, X
es irreducible entre = y y.

Sea ¢ > 0. Por ser X compacto, existen subconjuntos abiertos y no vacios
Ui, Uy, ..., U, de X tales que didm(U;) < § para toda i € {1,2,...,n} y
xc OU.

Dado que la composante k (y) es densa en X y x ¢ k(y), para cada
abierto U; de X, existe un subcontinuo propio D; de X tal que D; C X\ {z},
D;NU; #0yye€ D, para todai € {1,2,....n}.

Sea A = iQIDi. Por ser A una unién finita de cerrados, A es cerrado vy,
como cada D; es conexo y y € D; para toda i € {1,2,...,n}, se tiene que A
es conexo, asi A es un subcontinuo propio de X que no contiene a x.

Veamos que H (A, X) < e. Basta probar que X C N (¢, A). Sea w € X,
como X C z‘QlUi’ sin pérdida de generalidad, sea w € Uy, entonces d (w, u) <
§ para algin u € U;. Luego para U, existe e € D; tal que d (u,e) < . Asf,
d(w,e) < g, con esto probamos que X C N (¢, A). Entonces x es un punto

orilla de X. Por lo tanto, si X es un continuo indescomponible todos sus
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puntos son orilla. m

El continuo Knaster, Figura 1.2, es un continuo indescomponible y, en
consecuencia, es un continuo arvum. Ver [8, pédg. 204].

La siguiente proposiciéon nos dice cudndo un continuo es un continuo

arvuil.

Proposiciéon 3.17 Sea X un continuo. Si para cada € > 0 existen dos sub-
continuos ajenos A y B de X tales que H(A,X) < ¢ y H(B,X) < ¢,

entonces todo punto de X es orilla.

Demostracion. Sean z € X, ¢ > 0y A y B subcontinuos ajenos de X
tales que H (A, X)) <ey H(B,X) <e

Siz ¢ AU B, es claro que z es un punto orilla.

Six € AU B, por ser A y B ajenos, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que x € A\B. Asi, el subcontinuo que necesitamos cerca del

total y que no contenga a x es B. De donde se tiene que x es un punto orilla

de X. m

Proposicién 3.18 St X es un dendroide arvum, entonces X no tiene cen-

tros fuertes.
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Demostraciéon. Por ser X un dendroide, X es hereditariamente arco-
conexo y, de la Proposicién 2.15, se sigue que X no tiene centros fuertes.

Teorema 3.19 Si X es un dendroide arvum, entonces X sdlo tiene un cen-

tro.

Demostracién. Sea p un centro de X (existe por el Teorema 3.2). Tome-
mos ¢ € X\ {p}. Entonces @), (q) tiene interior vacio, de lo contrario, del
Lema 3.4, ¢ seria un centro fuerte de X, contradiciendo que un dentroide
arvum no tiene centros fuertes (Proposicién 3.18).

Asi, @), (y) tiene interior vacio para toda y € X\ {p}. Por lo tanto, del
Teorema 3.5, X tiene sélo un centro. m

Observemos que el regreso del Teorema anterior no es necesariamente
cierto.

En el abanico de Cantor, Figura 3.1, el vértice es el tinico centro que no
es un punto orilla. En consecuencia, el abanico de Cantor no es un dendroide
arvum.

El siguiente ejemplo nos servird para construir una familia no numerable

de dendroides arvum.
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Ejemplo 3.20 Un dendroide arvum.

Sean C' el conjunto de Cantor en el intervalo [0, 1], A = C'x[—1,1]x {0} C
R3y 6 = (0,0,0). Consideremos los subconjuntos cerrados de C' definidos de
la siguiente manera:

Para cada n € N, sea C,, = C' N {3% 1=0,1,2, ...,3”}. En particular,
Cy=1{0,3,2,1} C[0,1] y Co ={0,4,2,5,2,%,3,1}. Ahora, sean B, = C}
y B; = C;\C;_; para cada i > 2. Se puede observar que B; N B; = () para
toda i # j.

El primer paso para la construcciéon de nuestro dendroide es tomar la
unién de tres arcos que denotaremos por A;, de la siguiente manera: dos
arcos que serdan semicirculos centrados en (%, 0, O) en el plano y = 0, cuyos
puntos extremos estén en By x {0} x {0} y un arco D; con puntos extremos
en f y (3,0,0) de tal manera que A; N A = By x {0} x {0}.

Ahora, Ay serd la unién de cuatro arcos, los dos primeros arcos serdan

1

dos semicirculos en el plano y = 1, con centro en el punto (5, 1, O) y puntos

extremos en By X {1} x {0}. Otro semicirculo en el plano y = 1, con centro

1

en el punto (1,1,0) y con puntos extremos en By x {1} x {0}. Finalmente

el arco as con puntos extremos en {(07 0,0), (é, 1, O)}, de tal manera que

A1 N Ay ={(0,0,0)} y As\c es homeomorfo a A;.
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Construiremos a Az, como una copia de A;U A5 y lo uniremos con A; U A,

por medio de un arco as. Es decir, tendremos que As serd la unién de

1

23 arcos, dos de ellos semicirculos contenidos en el plano y = 3, con cen-

11 1 8 19 26 1
tro en el punto (2, 3 0) con puntos extremos en {27, 371 575 27} X {3} X

{0} € B3 x {3} x {0}. Otros dos de ellos, semicirculos contenidos en el

plano y = %, con centro en el punto (%, %,0) y, con puntos extremos en

{Z,L,20 51 x {2} x {0} C B3 x {3} x {0}. Tres arcos con puntos ex-

tremos en los siguientes conjuntos, respectivamente, {(2%, %, 0) (27, g, O)}

{(%.3.0),(%.3,0)},{(%.,2,0), (%, 2,0) }. Finalmente, el arco a3 con pun-

tos extremos en {(0,0,0), (5-,%,0)} de tal manera que Az N (A, UA;) =
£(0,0,0)}, (As\as) N (A3 U Ay) = 0y A\ es homeomorfo a Ay U A;.
Continuando con este proceso, obtenemos una sucesién de subcontinuos
{A,},2, de tal manera que A; es la unién de tres arcos y para n > 1, A4,
serd la unién de 2" arcos, tales que A;NA; = {0} parai # j,4,j € {1,2,...}.
Como consecuencia de esto, A; N (A;\o;) = 0 para i,j € {1,2,...} vy A,\a,
i=1

n—1
es homeomorfo a (‘U Ai) .

Consideremos Dy, = AU (oleAZ> Ver Figura 3.3.
1=
Proposicion 3.21 D;, es un continuo con las siguientes propiedades:

1. Dy, es un dendroide arvum.
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2. 0 =1(0,0,0) es el unico centro de Dy,.

3. Dy, no tiene centros fuertes.

Demostracién. 1. Por construccién, D;, es hereditariamente arcoconexo

v hereditariamente unicoherente, por lo que, D}, es un dendroide.

n+1

Sean E, = (i91Ai> U <<7;L_ﬁllBZ) x [0,1] x {0}) y F, = (Ap1\ns1) U
(Bny1 % [0,1] x {0}) para cada n € N. Se puede observar que E, y F, son
subcontinuos de Dy tales que E, NF, = 0y H(E,, F,) < % para cada
n > 2. Asi, para cada ¢ > 0, podemos encontrar dos subcontinuos F, y F),
de Dy tales que E,NF, =0y H(E,, F,) < % < ¢. Entonces, por el Lema
3.17, cada punto de Dj, es un punto orilla de D, esto implica que Dy, es un
dendroide arvum.

2. Si para cada arcocomponente A de D\ {0}, el interior de A es vacio,
se sigue del Teorema 3.6, que @ es el tinico centro de Dy. Entonces, tomemos
una arcocomponente A de Dy \ {0} y probemos que Int (A) = (). Se puede
observar que para cada a € A, se cumple que Qg (a) C A.

Supongamos sin pérdida de generalidad, que existe un subconjunto abier-
to y no vacio U de Dy, tal que U C @y (a) para alguna a € A.

Dado que D\ A # (), sea V un abierto no vacio de Dy, tal que V C D\ A.

Afirmamos que todo arco de U a V' pasa por . Sea uv un arco de U a V que
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no pasa por 6. Como @y (a) es arcoconexo, sea au el arco de a a u, observemos
que 6 ¢ au. Consideremos o = (au) U (uv), entonces « es un arco de a a v
que no contiene a 6, esto implica que v € VN Qg (a) C VN A, contradiciendo
el hecho de que V' C D\ A. En consecuencia, todo arco de U a V pasa por 6,
esto implica que # es un centro fuerte de X y, del Corolario 2.15, # no es un
punto orilla de Dy, contradiciendo el hecho que Dj, es un dendroide arvum.
Ast, Int (A) = () para toda arcocomponente A de Dz\d. Por lo tanto, 0 es el

tnico centro de Dy.

3. De la Proposicién 3.18 y, dado que Dy, es un dendroide arvum, se sigue

que Dy, no tiene centros fuertes. m

3.3. Familia no numerable de dendroides arvum

Sean I' una familia no numerable de dendroides no homeomorfos entre
ellos ([3]) y Dy el dendroide construido en el Ejemplo 3.20. Consideremos
Z €'y z € Z. Para cada elemento ¢ del conjunto de Cantor, considere un
dendroide Z., homeomorfo a 7, y z. € Z. el punto correspondiente a z bajo

un homeomorfismo entre 7.y Z.

Sea X, = Dy U ( UCZC> y considere la siguiente relacién de equivalencia
ce
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~ en X, dada como sigue: z ~ysiysdlosizr=yoxr=z2.yy==z.

Sea Dy = X/ ~.

Proposicion 3.22 Para cada Z € T, el dendroide correspondiente Dy de Z

es un continuo con las siquientes propiedades:

1. Dy es un dendroide arvum.
2. 0 es el unico centro de D.

3. Dz no tiene centros fuertes.

Demostracion. 1. Por construccién Dy es arcoconexo y hereditaria-
mente unicoherente. Por lo tanto, Dz es un dendroide

Consideremos E,, = ((nijAl) U ((HCLJJB,) x [0, 1] x {O}))U( U ZC)
1= 1= cEBy

y B, = ((( Apii\ani1) U (Bpyr x [0,1] x {0})) U <c€]§i+1Zc>> para cada
n € N.

Entonces E, y F, son subcontinuos de Dy tales que £, N F, = 0 y
H(E, F,) < % para cada n > 2. Asi, para cada ¢ > 0, podemos encontar
subcontinuos F,, y F, de Dy tales que E, N F,, =0y H(E,, F,) < % < e.

Entonces por el Lema 3.17, cada punto de Dz es un punto orilla. Esto implica

que Dy es dendroide arvum.
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2. De igual manera que en el Ejemplo Dy, se prueba que para cada arco-
componente A de Dz\ {0} el Int (A) = 0 y, se sigue del Teorema 3.6, que 0
es el tnico centro de D.

3. De la Proposicién 3.18 y, dado que Dy es un dendroide arvum diferente

del vacio se sigue que Dy no tiene centros fuertes. m

3.4. Dendritas

Definicién 3.23 Un continuo de Peano es un continuo localmente conexo.

Definicién 3.24 Una dendrita es un continuo de Peano sin curvas cerradas

simples.

Definicién 3.25 Sea X una dendrita. Un punto p es un punto final de X
st para cada abierto U de X que contenga a p, existe un abierto V de X tal

quep eV CU yVNX\V consta de un sélo punto.

Teorema 3.26 [15, Teorema 10.7, pag. 168] Un continuo no degenerado X
es una dendrita si y solo si cada punto de X es un punto de corte o es un

punto final de X.

Proposicién 3.27 Sea X una dendrita. Entonces p es un punto final de X

sty solo si p es un punto orilla de X.
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Demostracién. Sea p un punto final de X, como p no es de corte (Teo-
rema 3.26) y X es localmente conexo, se sigue, de la Proposicién 2.5, que p
es un punto orilla de X.

Luego, si p es un punto orilla, de la Proposicién 2.5, p no es de corte vy,

del Teorema 3.26, obtenemos que p es un punto final de X. m

Teorema 3.28 Un continuo X es una dendrita si y sélo X es un dendroide

semilocalmente conexo.

Demostracion. Si X es una dendrita, X es un dendroide localmente
conexo y, del Teorema 1.10, se tiene que X es semilocalmente conexo. Por lo
tanto, X es un dendroide semilocalmente conexo.

Sean X un dendroide semilocalmente conexo y p un punto que no es
de corte. Se sigue del Lema 3.10, que p es un punto orilla de X y, de la
Proposicién 3.27, p es un punto final de X. Por lo tanto, todo punto p de un
dendroide semilocalmente conexo es un punto de corte de X o es un punto

final de X. Asi, del Teorema 3.26, concluimos que X es una dendrita. m



Capitulo 4

Puntos y conjuntos Orilla

En el trayecto de esta investigacion notamos que todos los ejemplos que
encontramos tenfan al menos un punto orilla, por lo qué surgié la siguiente

pregunta: ;Existirdn continuos sin puntos orilla?

Contestando a la pregunta anterior, en este capitulo mostramos lo si-
guiente: Todo continuo X tiene al menos dos puntos orilla. Dado que los
puntos orilla no son de corte, este resultado generaliza el Teorema cldsico
que asegura que Todo continuo tiene al menos dos puntos que mo son de

corte.

Describiremos a los continuos con exactamente dos puntos orilla y dare-
mos caracterizaciones para un arco y una curva cerrada simple utilizando el

65
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concepto de puntos orilla.

Para finalizar este capitulo mostraremos que los puntos de irreducibili-
dad de un continuo X son puntos orilla de X y el regreso sélo serd cierto en
los siguientes casos: cuando X es un continuo irreducible y hereditariamente
descomponible o cuando X es un continuo tnicamente irreducible. Con es-
to veremos que la unién finita de puntos orilla en un continuo tnicamente

irreducible X es un conjunto orilla de X.

4.1. Puntos orilla

El siguiente Teorema es un caso particular del Teorema 5 de [1].

Teorema 4.1 Sean X un continuo y x un punto de X. Entonces existe un
punto p € X\ {z} tal que la unidn de todos los subcontinuos de X contenidos

en X\ {p} y que contienen a x es denso en X.

Demostracién. Para la demostraciéon de este teorema consideraremos
dos casos, el primero, cuando x es un punto de irreducibilidad y el segundo

cuando x no es un punto de irreducibilidad.

Caso 1. Sea z un punto de irreducibilidad de X.
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Sea X irreducible respecto a los puntos = y y. Denotemos por D, a la
unién de todos los subcontinuos de X contenidos en X\ {y} y que contienen
azyk(x)la composante de z en X. Dado que k (x) es densa en X (Teorema
1.31), basta mostrar que k (x) estd contenida en D, para probar que D, es
densa en X. Sea w € k (x). Entonces existe un subcontinuo propio C' de X
que contiene a x y a w y no contiene a y, asi w € D,. Tomando y = p,
tenemos que la unién de todos los subcontinuos de X contenidos en X\ {p}

y que contienen a x es denso en X.
Caso 2. x no es un punto de irreducibilidad de X.

Sea {D;}.2, una sucesién de subconjuntos abiertos contenidos en X\ {z},
de tal manera que si D es un subconjunto abierto, no vacio de X'\ {z}, existe
un entero i tal que D; C D, es decir, {D;};°, es una base de X intersectada
con X\ {z}.

Si existen algtin subcontinuo propio de X y un abierto de ese subcontinuo
que contenga a {z} U Dy, llamémosle A; a ese subcontinuo, si no existe tal
subcontinuo, sea A; = {z}.

Ahora, si existe algiin subcontinuo propio de X que contiene a un abierto
de tal manera que A; U D, se quede contenido en ese abierto, sea A, tal

subcontinuo, si no existe, sea Ay = A;. Continuemos con este proceso para
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obtener los subcontinuos As Ay, ... de X. Tomemos ahora, una subsucesion,

que denotaremos por By, By, Bs, By, ...de {A;};°, que cumplen lo siguiente:

u 31CBQCB3C“',
» Si B; = {z} para toda i € {1,2,...}, entonces X\ ‘O_le B; # 10,

» Si B; # B; para toda i # j, como Int(B,) C B, C Int(B,11) C
By11, entonces X\ B,,y1 C X\Int(B,+1) C X\B, C X\Int(B,), dado
que tenemos una sucesion decreciente de cerrados su interseccion es

no vacfa, asf °rjl (X\Int (Bps1)) # 0 y °§2 (X\Int (B,)) # 0 y como

A (X\Int (Bpy1)) £ 0 C X\;le B; C nofjl (X\Int (B,)) # 0 por lo que

n=1

X\ ;le B; # 0.

Como X'\ ;:Jol B; # 0, sea ¢ un punto de X'\ El B;.

Si ;leBi es densa en X, y considerando que ¢ no estd contenido en ningin
B;, se tiene que if:JOlBi estd contenido en la unién de todos los subcontinuos
de X contenidos en X\ {¢} y que contienen a z y hemos terminado la prueba
del teorema.

Ahora, supongamos que ;leBi = B no es densa en X, entonces existe

V un subconjunto abierto y no vacio de X tal que BNV = (), es decir
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B C X\V. Por ser V abierto, se tiene que existe J C N tal que si i € J,

entonces BN D; = 0.

Para cada i € J, sea F; la componente de X\D; que contiene a B y

Como X\D; es cerrado en X y F; es cerrado en X\ D;, entonces F; es un

cerrado en X y ademés conexo, por lo que E; es un subcontinuo de X.
Veamos que F; U B € C' (X) para cada i € J.

Sea i € J y supongamos que F;UB = HUK con H y K abiertos, ajenos

y no vacfos de X.

Por ser B conexo, sin pérdida de generalidad, supongamos que B C H.
Entonces H C E;, ya que si H ¢ E;, HN (X\E;) # 0, esto implica que
H N F; # 0y, en consecuencia, H N K # (), contradiciendo que H y K
sean ajenos. Asi, H C E;. Por lo tanto, B estd contenido en un abierto (H)
de un continuo propio de X (FE;). Por consiguiente, E; C B, lo que es una

contradiccion.

Por lo tanto, F; U B es un subconjunto conexo de X. Luego, por ser E; y
F; cerrados en X, se tiene que E; N F; es cerrado en X. Asi, E; y F; U B son

subcontinuos de X.
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Por otro lado, E; N F; = Eiﬂm: E;iNXNES=Fr(E;),ycomo la
frontera de F; tiene interior vacfo, concluimos que Int(E; N F;) = 0.

Dado que E; N F; es un subconjunto cerrado de X con interior vacio, el
Teorema de Baire, nos asegura que C' = ¢EI<E’ N F;) tiene interior vacio.
Entonces existe w € X\B y w ¢ C. Ahora, si w € E;, sea G; = F; U B.

Veamos que ;leGi es un subconjunto denso de X. Sea U un abierto de
X, existe un D; abierto de X, tal que D; C U. Si ¢ € J, entonces D; C F;
y sii ¢ J, entonces D; C B, en ambos casos se tiene que G N U # (). Asi,
;leGi es un densa en X. Si w ¢ F;, sea GG; = E; y en este caso también ;leGi
es un subconjunto denso de X ya que si U es un abierto de X, existe i € J
tal que D; C Uy D; C B, entonces GNU # (). Asi, ;leGi es un densa en
X. Tomando p = w, tenemos que la unién de todos los subcontinuos de X

contenidos en X\ {p} y que contienen a x es denso en X. m

Con el Teorema anterior probaremos el resultado principal de esta seccion.
Teorema 4.2 Todo continuo X tiene al menos dos puntos orilla.

Demostracion. Sea z cualquier punto de X, por el Teorema 4.1, existe
q € X\ {z} tal que la unién de todos los subcontinuos de X contenidos en

X\ {q} v que intersectan a {z} es densa en X.
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Probaremos que ¢ es un punto orilla de X. Sea ¢ > 0. Por ser X com-
pacto, existen subconjuntos abiertos y no vacifos Uy, Us, ..., U,, de X tales que
didm(U;) < § para todai € {1,2,...,n} y X C iQIUi.

Dado que la unién de todos los subcontinuos de X contenidos en X\ {¢}
y que intersectan a {z} es denso en X. Para cada abierto U; existe un sub-
continuo D; de X tal que D; € X\{q}, D, NU; # 0 y z € D; para toda
i€{l,2,..,n}.

Sea A = igDi' Por ser A una unién finita de cerrados A es cerrado. Como
cada D; es conexo y z € D;, para toda i € {1,2,....,n}, se tiene que A es

conexo. Asi, A es un subcontinuo de X.

Veamos que H (A, X) < e. Por el Lema 1.16, basta probar que X C
N (g,A). Sea = € X. Como X C ZglUi existe un punto u; € U; tal que
d(w,u;) < 5. Asimismo, existe d; € D; tal que d(u;,d;) < . Por lo tanto,
d(z,d;) < e y hemos probado que ¢ es un punto orilla de X.

Ahora para ¢ € X, aplicando de nuevo el Teorema 4.1, existe ¢; € X\ {¢}
tal que la unién de todos los subcontinuos de X contenidos en X\ {¢:} y que

intersectan a {q} es denso en X.

De igual manera, se prueba que ¢; es un punto orilla de X y con esto se

termina la prueba del teorema. m
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4.2. Continuos irreducibles

En esta seccién veremos que en un continuo irreducible X cada punto
de irreducibilidad de X es un punto orilla de X y daremos condiciones para

saber cudndo cada punto orilla en un continuo irreducible X es un punto de

irreducibilidad de X.

Teorema 4.3 Sea X un continuo irreducible con respecto a los puntos z y y

de X. Entonces z y y son puntos orilla de X.

Demostracién. Supongamos que X es irreducible respecto a los puntos
z y y de X. Veamos que z es un punto orilla de X. Sea ¢ > 0. Por ser
X compacto, existen subconjuntos abiertos y no vacios Uy, Us,...,U, de X
tales que didm(U;) < § para toda i € {1,2,..,n} y X C igUi' Dado que
la composante k (y) es densa en X (Teorema 1.31) y, z ¢ k(y) para cada
abierto U; de X, existe un subcontinuo propio D; de X tal que D; C X\ {z},
D;NU; #0yy € D, para toda i € {1,2,....n}.

Sea A = ingi. Por ser A una unién finita de cerrados A es cerrado.

Como cada D; es conexo y y € D; para toda i € {1,2,...,n}, se tiene que A

es conexo. Asi, A es un subcontinuo propio de X que no contiene a x.
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Figura 4.1: El punto p es un punto orilla y no es un punto de irreducibilidad

Veamos que H (A, X) < e. Basta probar que X C N (g, A). Sea w €
X, como X C ‘L_TilUi, sin pérdida de generalidad, supongamos que w € Uj.
Entonces d (w,u) < § para algin u € Ui, luego para U, existe e € D; tal
que d(u,e) < . Asf, d(w,e) < . Con esto probamos que X C N (g, A).

Entonces z es un punto orilla de X. De igual manera se prueba que y es un

punto orilla de X. m

El regreso del Teorema 4.3, no siempre es cierto, en el ejemplo de la
Figura 4.1, el punto p es un punto orilla del continuo y no es un punto de

irreducibilidad.
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Figura 4.2: Continuo Tipo A

A continuacién daremos condiciones para saber cudndo, en un continuo

irreducible, todo punto orilla es un punto de irreducibilidad.

Teorema 4.4 Sean X un continuo y p un punto orilla de X. Si X es irre-
ducible entre los puntos h y k de X y existe una descomposicion semicontinua
superiormente D de X la cual induce una funcion mondtona G : X — [0, 1],

D ={G*(t):t€][0,1]} que cumple lo siguiente:

1.h € H=G'0),k € K =G (1) y X es irreducible entre los

conguntos H y K.

2. Para cada v € X, G (G (2)) =Ty, Int (T,) =0y T, € C (X).
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3. Para z,y € X, se tiene que T, =T,, o T, NT, = 0.
4. Para todo x € X, X\T, no es un conjunto conezo de X.

Entonces p es un punto de irreducibilidad de X.

Demostraciéon. Sean X un continuo irreducible entre los puntos h y k
de X y p un punto orilla de X, distinto de h y de k.

Sea D una descomposicién semicontinua superiormente y G : X — [0, 1]

una funcién monétona, D = {G~1 (¢) : t € [0, 1]} que cumple lo siguiente:

l.h € H = G (0),k € K = G'(1) y X es irreducible entre los

conjuntos H' y K.
2. Paracadar € X, G (G (x) =T, Int(T,,) =0y T, € C (X).
3. Para z,y € X, se tiene que T, =T,, 0 T, N T, = 0.
4. Para todo x € X, X\T, no es un conjunto conexo de X.

Si p € H', de la hip6tesis 1, p serfa un punto de irreducibilidad, ya que
X es irreducible entre un punto de H' y un punto de K. De igual manera si
pE K.

Supongamos que p ¢ H' y p ¢ K. Esto implica que H NT, = = KNT,

(hipdtesis 3).
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Sean rq la distancia de Hausdorff de H' a T, » ¥ 12 la distancia de Hausdorff
de T, a K. Sean r =min{didm (H') ,didm (7,,) ,didm (K) ,r1 y r2} y € = L.

Como p es un punto orilla de X, existe un subcontinuo propio D de X
talquep ¢ Dy H (D, X) <e.

Notemos que DNT, # 0, ya que de lo contrario si D C X\7, y, dado que
X\T, = U UV que es la unién de dos abiertos, ajenos, no vacios (hipotesis
4) y, de la conexidad de D, se tiene que D C U o D C V. En cualquiera de
los dos casos, por la eleccién de €, tendriamos que H (D, X) > €, lo que es
una contradiccién.

También, de la eleccién de nuestra ¢, existen dos puntos x; y xo de D
tales que d(x1,h) < ey d(xa,k) < e. Asi, para los subcontinuos propios T},
y T, de X, se tiene que Ty, N D # 0 # T,, N D.

Por ser G monétona, G™1([0,G (z1)]) € C(X) y G 1([G(x2),1]) €
C(X).

Comoe =%, G ([0,G(x)])NT, =0 =G ([G(22),1]) NT,.

Asi, G71([0,G (x1)]) U DU G ([G (22) ,1]) es un subcontinuo propio de
X (p ¢ G(0,G(z1)]) UD UG ([G(x2),1])) que contiene al conjunto
{h, k}, contradiciendo el hecho de que h y k son puntos de irreducibilidad de

X.



4.2. CONTINUOS IRREDUCIBLES 7

Por lo tanto, p € H U K . Lo que implica, que p es un punto de irre-

ducibilidad de X (hip6tesis 1) y se termina la prueba del teorema. m

Definicién 4.5 Un continuo X es tipo A si es irreducible entre dos puntos
h y k, admite una descomposicion semicontinua superiormente D y existe
una funcion mondtona G : X — [0,1], D = {G7'(t) : t € [0,1]} que cumple

lo siguiente:

l.h e H=G'0),k e K=G"'1) y X es irreducible entre los

conjuntos H y K.
2. Para cada v € X, G (G (2)) =Ty, Int (T,) =0 y T, € C(X).
3. Para z,y € X, se tiene que T, =T,, o T, NT, = 0.
4. Para todo x € X, X\T, no es un conjunto conexo de X.
El ejemplo de la Figura 4.2, es un continuo tipo A.

Corolario 4.6 Sean X un continuo tipo A y p un punto orilla de X. En-

tonces p es un punto de irreducibilidad.

Demostraciéon. Por ser X tipo A, existe D una descomposicién semi-
continua superiormente y G : X — [0,1] una funcién mondétona, D =

{G71(t) : t € [0,1]} que cumple lo siguiente:
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1.h € H=G'(0),k € K =G'(1) y X es irreducible entre los

conjuntos H y K.

2. Paracadax € X, G (G (z) =Ty, Int(T,) =0y T, € C(X).

3. Para z,y € X, se tiene que T,, =T, o T, N T,, = 0.

4. Para todo x € X, X\T, no es un conjunto conexo de X.

Asi, del Teorema 4.4, p es un punto de irreducibilidad de X. =

Corolario 4.7 Sean X un continuo irreducible y hereditariamante descom-
ponible y p un punto orilla de X. Entonces p es un punto de irreducibilidad

de X.

Demostracion. Sean X irreducible entre los puntos h y k y hereditaria-
mente descomponible y H y K los subcontinuos finales de X que contienen
a h y a k, respectivamente, y D la colecién que consiste de H y K y todos
los c-subcontinuos de X (Teorema 1.35). Se sigue del Teorema 1.37, que D
es una coleccién semicontinua superiormente de continuos ajenos dos a dos
cuya unién es X y (D, T (D)) es un arco de H a K, es decir, X admite
una descomposicién semicontinua superiormente y existe G : X — [0, 1],

D = {G7(t):t €[0,1]} que cumple lo siguiente:
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l.h e H=G'0),k € K =G*(1)y X es irreducible entre los

conjuntos H y K.

2. Paracadar € X, G (G (x)) =T, Int (T,) =0y T, € C(X).

3. Para z,y € X, se tiene que T,, = T,, 0o T, N T,, = 0.

4. Para todo z € X, X\T, no es un conjunto conexo de X.

Asi, del Teorema 4.4, p es un punto de irreducibilidad de X. m

4.2.1. Continuos finitamente irreducibles

En esta secciéon daremos condiciones para saber cudles puntos son orilla

en un continuo finitamente irreducible.

Definicién 4.8 Diremos que un continuo X es finitamente irreducible, si
existe un subconjunto finito Y = {y1,ys,...,yn} de X tal que si A es un
subcontinuo de X yY C A, entonces A = X. Diremos que X es irreducible

respecto al subconjunto Y.

El ejemplo de la Figura 4.3, que es conocido como un Triodo, es un con-
tinuo finitamente irreducible. En este caso es irreducible respecto al conjunto

de puntos extremos del triodo {p, ¢, z}.
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Figura 4.3: Triodo

Lema 4.9 Sea X un continuo finitamente irreducible respecto al conjunto
Y ={y1,v2, ..., yn}. Entonces:
Q(y;) ={x € X : existe Ae C(X) tal que {y;,z} CAyANY ={y;}}

es un subconjunto denso de X para cadai € {1,2,...,n}.

Demostracién. Observemos que Q (y;) # 0, pues y; € Q (y;) para cada
i€ {1,2,....,n}.

Sin pérdida de generalidad, veamos que @ (1) es un subconjunto denso
de X.

Sea U un abierto no vacio de X. Probemos que UNQ (y1) # 0. SiUNY =

(), entonces sean Uy, Us, ..., U,, V., V4, ..., V,, abiertos no vacios de X tales que
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y; €V, CU;, UyNU = ) para cada i € {2,3,...n} y V C U.

Cs

Por ser V U (@QQVJ cerrado, se tiene que U = X \ (V U (Z W)) es un

2

abierto de X tal que yy € U, U NY = {y} yUNU' # 0.

Sea C' la componente de U que contiene a y;. Entonces C' es un sub-
continuo propio de X tal que y; € C y CNY = {y;}. Por consiguiente,
Cc Q)

Por el Teorema 1.13, C'N <VU (Q W)) £ (. Asi, C NV # (. Por lo
tanto, Q (y1) NV # 0y, como V C U, concluimos que U N Q (y1) # 0. Por lo
tanto, @ (y1) es un subconjunto denso de X.

Si UNY # (), entonces sea W un subconjunto abierto de U tal que
W NY = ( y repetimos de nuevo el proceso anterior para W. Concluyendo
que @ (y1) es un subconjunto denso de X.

De igual manera se prueba que @ (y;) es un subconjunto denso de X para

cadai €{2,3,....,n}. =

Proposiciéon 4.10 Sea X un continuo finitamente irreducible respecto al
conjunto Y = {y1,y2, ..., Yn}. Entonces y; es un punto orilla de X para cada

ie{1,2,..,n}.

Demostracién. Sea X un continuo finitamente irreducible respecto al

conjunto Y = {y1, 92, ..., yn }. Veamos que y; es un punto orilla de X.
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Sea € > 0. De la compacidad de X, existen subconjuntos abiertos y no
vacios Uy, Us, ...,U,, de X tales que X C iglUi y didm(U;) < § para cada
i € {1,2,...,m}. Por ser @ (y2) un subconjunto denso de X y 11 ¢ Q (y2),
para cada i € {1,2,...,m}, existen u; € U;NQ (y2) y A; € C (X) tales que

{uj,yo} T A; y Y NA; = {y2} para cada i € {1,2,...,m}.

Sea A = .7UnlAi. Por ser cada A; un subconjunto cerrado de X, se tiene
1=
que A es un cerrado de X. Ademads, cada A; es un subconjunto conexo de X

y Y2 € .nﬂllAl-. Por lo tanto, A es un subcontinuo de X que no contiene a y; y,
1=

por construccién, H (A, X) < e. Por lo tanto, y; es un punto orilla de X.

De igual manera, se prueba que y; es un punto orilla de X para cada

i€{2,3,....,m}. m

4.3. Caracterizaciones con puntos orilla

En esta seccion, utilizando los teoremas de las secciones anteriores, pre-
sentaremos algunas caracterizaciones de continuos a partir de sus puntos

orilla.
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Figura 4.4: Continuo tnicamente irreducible entre los puntos p y ¢

4.3.1. Continuos con sélo dos puntos orilla

Dado que todo continuo tiene al menos dos puntos orilla (Teorema 4.2)
en esta seccién daremos una caracterizaciéon de los continuos con a lo més

dos puntos orilla.

Definicién 4.11 Un continuo X es unicamente irreducible s¢ sdlo tiene dos

puntos de irreduciblidad.

El arco es un continuo inicamente irreducible, el continuo de la Figura

4.4, es otro ejemplo de un continuo tnicamente irreducible.
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Lema 4.12 Sea X un continuo unicamente irreducible entre los puntos z y

y. Si B es un subcontinuo indescomponible de X, entonces {z,y} N B = .

Demostraciéon. Sean B un subcontinuo indescomponible de X y z y y

los unicos puntos de irreducibilidad de X. Aseguramos que z ¢ By y ¢ B.

Supongamos que z € B. Sea w € B tal que w estd en la composante k (z)
en B. Como w no es un punto de irreducibilidad de X, existe un subcontinuo
propio W de X tal que {w,y} C W. Por otro lado, como w € k(z), existe
A € C (B) tal que {w, z} C A. Observemos que por ser W y A subconjuntos
cerrados de X, se tiene que W U A es un subconjunto cerrado de X y, dado
que W y A son conexos con interseccién no vacia, pues w € W N A, entonces
WU A es un subcontinuo de X que contiene a {y, z}. Ademds, B # (AUW),
de lo contrario B serfa un subcontinuo descomponible de X, esto implicaria
que AU W, es un subcontinuo propio de X que contienen a los puntos z y

y, contradiciendo el hecho de que X es irreducible entre los puntos z y y.

Por lo tanto, z ¢ B. De igual manera, se prueba que y ¢ B. =

Teorema 4.13 Sean X wun continuo inicamente irreducible y p un punto

orilla de X . Entonces p es un punto de irreducibilidad de X.
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Demostracién. Sea p un punto orilla de X. Si X es hereditariamente
descomponible, se sigue del Corolario 4.7, que p es un punto de irreducibilidad

de X.
Supongamos que X no es hereditariamente descomponible.

Sean 2 y y los tnicos puntos de irreducibilidad de X . Recordemos que X es
descomponible, de lo contrario tendria més de dos puntos de irreducibilidad.

Supongamos que p no es un punto de irreducibilidad de X.

Como p no es un punto de irreducibilidad, existen dos subcontinuos pro-
pios Z y Y de X, tales que {z,p} C Z, {y,p} C Y, esto implica que
X =ZUY.

Dado que los puntos de irreducibilidad de X no pueden estar en un sub-
continuo indescomponible de X (Lema 4.12) y z € Z y y € Y, se tiene que
Z y Y son subcontinuos descomponibles de X.

Recordemos que X = ZUY,ze€ Z,y€ Y ype ZNY. Entonces existen
subcontinuos propios A; y By de Z y Ay y By de Y tales que A; U By = Z,
AoUBy=Y,2z€ A yy € Bs.

Observemos que p ¢ A;. De lo contrario, A; UY es un subcontinuo
propio de X que contiene a p, a y y a z. Contradiciendo el hecho de que X

es unicamente irreducible entre z y y. De igual manera, p ¢ Bs.
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Sean r; =min{d (z, By),d (z,Y)} y ro =min{d (y, Z) ,d (y, A2) }. Por otro

min{ry,ra}

lado, como X'\ (B; UY') es un subconjunto abierto de X, para r = YRt

existe 0 < e <rtal que B(e,z) C X\(B1UY) C A;.

Luego, por ser p un punto orilla de X, se tiene que para 0 < ¢ < r
existe C' subcontinuo de X tal que p ¢ C'y H (C, X) < . Considerando que
H(C, X) < ¢, se tiene que C N B (g, 2) # .

Sea E = A; UC U Bs. Entonces se tiene que p ¢ E'y {z,y} C E. Asi,
E es un subcontinuo propio de X que contiene a z y a y. Contradiciendo el
hecho de que X es tinicamente irreducible entre z y y. Por lo tanto, p es un
punto de irreducibilidad de X. m

La siguiente proposicién nos da una caracterizacion de los continuos tni-

camente irreducibles.

Proposicién 4.14 Sea X un continuo no degenerado. Entonces las condi-
ciones siguientes son equivalentes:
i) X es dnicamente irreducible;

ii) X contiene sélo dos puntos orilla.

Demostracién. Veamos que i) implica ii). Sean p y ¢ los tinicos puntos
de irreducibilidad de X, se sigue del Teorema 4.13, que p y ¢ son los tinicos

puntos orilla de X.
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Probemos ahora que ii) implica i). Primero veamos que X es irreducible.
Supongamos que X no es irreducible. Sean p y ¢ los tinicos puntos orilla de X.
Como X no es irreducible, existe un subcontinuo A de B tal que {p,q} C Ay
A # X. Sea w € X\A tal que la unién de todos los subcontinuos propios de
X contenidos en X\ {w} y que interesectan a X es densa en X ([1, Teorema
5, pag. 500]). Esto implica que w es un punto orilla de X distinto de p y g.
Contradiciendo el hecho de que los tinicos puntos orilla de X son p y q. Por
lo tanto, X es un continuo irreducible.

Si X no es unicamente irreducible, por ser irreducible, X tiene mas de
dos puntos de irreducibilidad. Por consiguiente, del Teorema 4.3, X tendria
mads de dos puntos orilla, lo cual no puede ser. Por lo tanto, X es tinicamente
irreducible. Asi, hemos probado que los continuos con sélo dos puntos orilla

son los continuos con sélo dos puntos de irreducibilidad. m

4.3.2. Caracterizaciones del arco

A lo largo de la historia de la teoria de los continuos se han dado diversas
caracterizaciones del arco.

Algunas caracterizaciones conocidas de un arco son las siguientes:

Teorema 4.15 [1, Teorema 6, pdg. 501] Una condicion necesaria y sufi-
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ciente para que un continuo trreducible X del punto a al punto b sea un arco
es que para cada par de puntos p y q de X, exista un continuo en X\ {p} que

contenga a q e intersecte al conjunto {a,b} .

Teorema 4.16 [1, Teorem 7, pdg. 501] Un continuo X es un arco entre dos
puntos a y b de X, siempre que cada par de puntos de X\ {a,b} cortan al
punto a del punto b en X y cortan a un subconjunto abierto de X del conjunto

{a,b} en X.

Teorema 4.17 [15, Teorema 6.17, pdg. 96] Un continuo X es un arco si y

solo si X solo tiene dos puntos que no son de corte.

En esta seccion demostraremos las siguientes dos caracterizaciones de un
arco: un continuo X es un arco si y sélo si cada subcontinuo de X tiene sélo
dos puntos orilla y X es un arco si y sélo si X es semiaposindético y con sélo

dos puntos orilla.

Teorema 4.18 Sea X un continuo no degenerado. Entonces X es un arco si
y solo si para todo subcontinuo B de X, se tiene que B tiene sélo dos puntos

orilla.

Demostracién. Es claro que si X es un arco, todo subcontinuo B de X
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es un arco. En consecuencia, B es tinicamente irreducible y, de la Proposicion

4.14, B tiene sélo dos puntos orilla.

Sea X un continuo tal que todo subcontinuo B de X sélo tiene dos puntos

orilla.

Supongamos ahora, que X tiene sélo dos puntos orilla p y ¢q. Entonces X
es irreducible. Ya que si X no es irreducible, existe un subcontinuo propio
A de X tal que {p,q} C A. Entonces existe un punto z € X\ A tal que la
unién de todos los subcontinuos propios de X que intersectan a A y estédn
contenidos en X\ {z} es una unién densa en X [1, Teorema 5, pdg. 500]. Esto
implica, que z es un punto orilla de X distinto de p y de ¢q. Contradiciendo el

hecho de que X tenga sélo dos puntos orilla. Por lo tanto, X es irreducible.

Luego, si existe x € X\ {p,q} tal que = es un punto de irreducibilidad
de X. Del Teorema 4.3, se tiene que x es un punto orilla de X distinto de p
y de q. Lo que es una contradiccién. Por consiguiente, los tinicos puntos de
irreducibilidad de X son p y ¢q. Esto implica que X es tinicamente irreducible

y, como consecuencia de esto, tenemos que X es descomponible.

Dado que todo subcontinuo de X tiene sélo dos puntos orilla, resulta que

X es hereditariamente irreducible y hereditariamente descomponible.

Sean a y b los puntos de irreducibilidad de X, A y B los subcontinuos
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finales de X que contienen a a y a b, respectivamente, y D la coleccién que
consiste de Ay By todos los c-subcontinuos de X (Teorema 1.35). Luego, del
Teorema 1.36, se sigue que D es una coleccién semicontinua superiormente
de continuos ajenos dos a dos cuya unién es X y (D, T (D)) es un arco de
A a B, es decir, X admite una descomposicién semicontinua superiormente

yG:X —[0,1]y D={G ' (t):t€0,1]}, que cumple lo siguiente:
1.ae GH0),be G (1).
2. X es irreducible entre los conjuntos G~ (0) y G71(1).
3. Paratodor € X,G™' (G (2)) =T, Int (T,) =0y T, € C(X).
4. Para z,y € X,z # y, se tiene que T, N T,, = 0.

5. Para todo = € X\ {a,b}, se tiene que X\T, =UUV,ac UbeV yU

y V subconjuntos abiertos y ajenos de X.

De 2, se tiene que G~'(0) = {a} y G~ (1) = {b}, de lo contrario a y b
no serian los tinicos puntos de irreducibilidad de X (hipétesis 2).

Sean x y y puntos de X . Supongamos que T, = T,. Sea D = G~* (|G (z) , 1]).
Por ser G una funcién monétona, se tiene que D es un subconjunto conexo
de X que contiene al conjunto {z,y,b} y, dado que D es cerrado, se tiene

que D es un subcontinuo de X.
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Por hipétesis, D sélo tienen dos puntos orilla. Asi que, del Teorema 4.14,
se tiene que D es tnicamente irreducible.

Como D es descomponible y tunicamente irreducible, se tiene que b es
un punto de irreducibilidad de D, y el otro punto de irreducibilidad de D
se encuentra en 7T,. Sin pérdida de generalidad, sean x y b los puntos de
irreducibilidad de D. Entonces existe A € C' (D) tal que {y,b} C Ay x ¢ A.

Supongamos ahora que T, # T,. De igual manera, B = G~ ([G (y),1]) es
un subcontinuo propio de X y, sin pérdida de generalidad, » ¢ G~ (|G (y) , 1]).
Asi, Be C(D),ye By x ¢ B.

Por lo tanto, para cada par de puntos x y y de X, existe un subcontinuo
de X contenido en X\ {z} que contiene a y y que intersecta al conjunto

{a, b}. En consecuencia, del Teorema 4.15, se tiene que X es un arco. m

Definicién 4.19 Un continuo X es semiaposindético si para cualesquier par

de puntos x yy de X, existe un subcontinuo propio W de X tal que {x,y} N

Int (W) # 0y {z,y} \W # 0.

Lema 4.20 [10, Teorema 3.1.50, pdg. 162] Sea X un continuo semiaposindéti-

co e irreducible. Entonces X es un homeomorfo a [0, 1].

Teorema 4.21 Sea X un continuo no degenerado. Entonces X es un arco
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sty solo si X es semiaposindetico y con solo dos puntos orilla.

Demostracién. Es claro que si X es un arco, X es semiaposindético y
con sélo dos puntos orilla.

Luego, si X tiene sélo dos puntos orilla, por la Proposicién 4.14, X es
tinicamente irreducible. Entonces, X es semiaposindetico e irreducible. Por

lo tanto, del Lema 4.20, se tiene que X es un arco. m

4.3.3. Caracterizaciones de la curva cerrada simple

En esta secciéon daremos algunas caracterizaciones de la curva cerrada
simple.
Antes de continuar mencionaremos algunas caracterizaciones conocidas

de una curva cerrada simple.

Teorema 4.22 [9, Teorema 2, pig. 180/ Un continuo X es una curva ce-

rrada simple si ningin subcontinuo no degenerado de X lo separa.

Teorema 4.23 [1, Teorema 9, pag. 504] Un continuo X es una curva ce-

rrada simple si cada par de puntos cortan a X en dos subconjuntos abiertos

de X.
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Teorema 4.24 [1, Teorema 10, pdg. 504] Un continuo X es una curva ce-
rrada simple st ningun punto de X lo corta y X no es separado por ninguno

de sus subcontinuos.

Teorema 4.25 [1, Teorema 11, pdg. 505] Un continuo X es una curva cerra-
da stmple si no es cortado por ninguno de sus puntos pero si por cualesquiera

dos.

Definicién 4.26 Un continuo X es 2-equivalente, si sélo contiene dos tipos

de subcontinuos topoldgicamente distintos.
El continuo sen(%) , (Figura 1.1), es un ejemplo de un continuo 2-equivalente.

Teorema 4.27 [6, Corolario 2.9, pag. 27] Un continuo X es una curva ce-
rrada simple si y sélo si X es un continuo 2-equivalente, no unicoherente y

contiene arcos.

En esta seccién demostraremos la siguiente caracterizacion de una curva
cerrada simple: Un continuo X es una curva cerrada simple si y sélo si para
cada par de puntos p y ¢ de X, existen exactamente dos tinicos subcontinuos
propios Ay B de X tales que p y ¢ son los tnicos puntos orilla de Ay By
{p,q} = AN B y si C es un subcontinuo propio de X distinto de A y de B

que contiene a los puntos p y ¢, p y ¢ no son puntos orilla de C'.
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Es necesario pedir que existan exactamente dos subcontinuos propios A
y B de X tales que p y ¢ son los tnicos puntos orilla de A y B ya que de
lo contrario no serfa cierta nuestra caracterizacién. Un ejemplo de esto, es
el disco unitario, notemos que para cualesquiera dos puntos a y b podemos
encontrar més de dos subcontinuos propios que contengan a los puntos a y
b como unicos puntos orilla y, claramente, el disco no es una curva cerrada
simple.

Por dltimo, en esta seccién probaremos que si X es un continuo y todo
punto de X es orilla y para todo subcontinuo propio B de X, B tiene sélo
dos puntos orilla, entonces X es una curva cerrada simple o X es indescom-

ponible.

Teorema 4.28 Un continuo X es una curva cerrada simple si y solo si
para cada par de puntos p y q de X, existen exactamente dos subcontinuos
propios A y B de X tales que p y q son los inicos puntos orilla de A y B y
{p,q} = AN B y si C es un subcontinuo propio de X distinto de A y de B

que contiene a los puntos p y q, p 0 ¢ no son puntos orillas de C.

Demostraciéon. Si X es una curva cerrada simple, es claro que, para
cada par de puntos p y ¢ de X, existen exactamente dos tinicos subcontinuos

propios A y B de X tales que p y ¢ son los dnicos puntos orilla de Ay By
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{p,q} = AN B y si C es un subcontinuo propio de X distinto de A y de B

que contiene a los puntos p y ¢, {p, ¢} no es un conjunto orilla de C.

Supongamos ahora que, para cada par de puntos p y ¢ de X, existen
exactamente dos tnicos subcontinuos propios A y B de X tales que p y ¢ son
los unicos puntos orilla de Ay By {p,q} = AN B y si C es un subcontinuo
propio de X distinto de A y de B que contiene a los puntos py ¢ y, p 0 ¢ no

son puntos orilla de X y probemos que X no tiene puntos de corte.

Supongamos que x € X es un punto de corte de X. Entonces X\ {z} =

UUYV, donde U y V son subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X.

Sean u y v puntos de X tales que u € U y v € V. Por hipétesis, deben
existir dos subcontinuos propios H y K de X que tengan como sus tinicos
puntos orilla a u y v, pero en este caso {u,v,z} C H N K. Contradiciendo
que H y K sélo se intersectan en los puntos orilla. Asi, X no tiene puntos de

corte.

Sean p y g dos puntos distintos de X y A y B los tinicos dos subcontinuos
propios de X que tienen como tunicos puntos orilla a p y ¢ y, ademds, {p, ¢} =
ANB. Supongamos que AUB # X . Sean z € X\ (AU B) y E un subcontinuo
propio de X tal que sus unicos puntos orilla son z y p. Aseguramos que

ENA = {p}. Supongamos que existe z # p tal que z € EN A. Probemos que
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p v q son puntos orilla de FU A. Sea e > 0. Como p y ¢ son los tnicos puntos
orilla de A, se sigue de la Proposicién 4.14, que A es irreducible entre los
puntos p y g. Entonces existe un subcontinuo propio D de A tal que ¢ ¢ D,
pe Dy H(D,A) <e. Entonces D U E es un subcontinuo propio de £ U A

que no contiene a ¢y H(DUE,EU A) < e.

De igual manera, existe un subcontinuo propio F' de A tal que p ¢ F,
ge FyH(FA)<e.

Como z estd en la composante de ¢ respecto a A, existe un subcontinuo
propio C, de A tal que {¢,z} € Cz y p ¢ Cz. Entonces C, U F' es un

subcontinuo propio de A que no contiene apy H (Cz UF, A) < e.

También, por ser p un punto orilla de F, existe un subcontinuo propio N
de E'talque {z,2} C N,p¢ Ny H (N, E) < e. Tomando M = FUCZUN, se
tiene que M es un subcontinuo de EUA talquep ¢ My H(M,EUA) < e.
Entonces, £ U A es un subcontinuo propio de X distinto de A y B que
tiene como puntos orilla a p y ¢, lo que es una contradiccién. Por lo tanto,
ENA = {p}, es decir, EU A es un subcontinuo unicamente irreducible entre

qy x 'y, por lo tanto, los tinicos puntos orilla de £ U A son q y .

De igual manera, se tiene que EN B = {p} y E U B es un subcontinuo

unicamente irreducible entre ¢ y x que tiene como tnicos puntos orilla a ¢
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y . Pero (EUA) N (FUB) = EU{q} lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, AU B = X.

Entonces X\ {p,q} = (A\{p,q}) U (B\{p,q}) que es la unién de dos
abiertos ajenos no vacios, lo que implica que el par de puntos p y ¢ cortan a
X . Entonces, ningtin punto de X lo corta, pero si por cualesquiera dos, por
el Teorema 4.25, X es una curva cerrada simple. m

El siguiente teorema nos dice que si X es continuo con todos sus puntos
orilla y todo subcontinuo propio de X sdlo tiene dos puntos orilla, entonces

X es una curva cerrada simple o X es indescomponible.

Teorema 4.29 Si X es un continuo no degenerado tal que todo punto de X
es orilla y para todo subcontinuo propio B de X, B sdlo tiene dos puntos

orilla, entonces X es un curva cerrada simple o X es indescomponible.

Demostraciéon. Sea B un subcontinuo propio de X. Por hipétesis, B
es un continuo tal que todos sus subcontinuos tienen sélo dos puntos orilla.
Entonces, del Teorema 4.18, B es un arco. Ademds, X no es un arco ya que
todos sus puntos son orilla. Asi, si B € C'(X), entonces B es homeomorfo a
un arco o B es X, por lo que X es un continuo 2-equivalente. Supongamos

que X es unicoherente.
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Si X es descomponible, entonces X = AU B, donde A y B son subconti-
nuos propios de X y AN B # (). Por hipétesis, A y B son arcos, esto implica
que X es arcoconexo. Supongamos que AN B es conexa. Sea © € ANB. Como
x es un punto orilla de X, 2 no es un punto de corte de X (Proposicién 2.5),
entonces X\ {z} es conexo. Asi, del Teorema 1.8, se sigue que X\ {z} es

arcoconexo.

Sean a € A\{z} y b € B\{z}. Entonces existe un arco ab de a a b
contenido en X\ {z}. Sea y € ab. De igual manera, existe a un arco de a a b
que no contiene a y y contiene a x. Esto implica que abU« es un subcontinuo
de X y contiene una curva cerrada simple S. Ademds S # X, pues estamos
suponiendo que X es unicoherente. Asi, S es un subcontinuo propio de X y
tiene méas de dos puntos orilla. Lo cual, no puede ser. Por lo tanto, AN B no

es un subconjunto conexo de X. Lo que implica, que X no es unicoherente.

Tenemos entonces que X es un continuo 2-equivalente, no unicoherente y

contiene arcos. Asi, que del Teorema 4.27, X es una curva cerrada simple.
Por lo tanto, X es indescomponible o una curva cerrada simple. ®

Observemos que el continuo Knaster es un ejemplo de un continuo inde-
scomponible que cumple que todo subcontinuo propio sélo tiene dos puntos

orilla.



4.4. CONJUNTOS ORILLA 99

Corolario 4.30 Si X es un continuo descomponible, entonces X es una cur-
va cerrada stmple si y solo si todo punto de X es orilla y para todo subcontinuo

propio B de X se tiene que B tiene sélo dos puntos orilla.

4.4. Conjuntos Orilla

L. Montejano e 1. Puga, en [18], probaron que en un dendroide suave X
la unién finita de puntos orilla es un conjunto orilla de X. Posteriormente,
A. Tllanes, en [5], mostré que en un dendroide X la unién finita de continuos
orilla ajenos dos a dos es conjunto orilla.

Asi, en esta seccién mostraremos que en un continuo unicamente irre-

ducible, la unién de puntos orilla es un conjunto orilla.

Teorema 4.31 Sea X un continuo unicamente irreducible. Entonces la union

de puntos de irreducibilidad de X es un conjunto orilla de X.

Demostracién. Sean p y ¢ los tnicos puntos de irreducibilidad de X.
Mostraremos que {p, ¢} es un conjunto orilla de X.

Observemos que X es un continuo descomponible, de lo contrario, X
tendria mds de dos puntos de irreducibilidad. Contradiciendo el hecho de

que X es tnicamente irreducible.
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Sean Py () dos subcontinuos propios de X, tales que p € P, ¢ € Q y
X=PUQ.

De [9, Teorema 7. pag. 194], se sigue que m es un continuo irreducible
entre ¢ y cada punto de la frontera de P y, en este caso, X—\P = @. De
igual manera, se tiene que X—\Q = P es un continuo irreducible entre p
y cada punto de la frontera de ). Sea z € Fr(P) N Fr(Q) (existe pues
Fr(P)N Fr(Q) # 0). Como z es un punto de irreducibilidad de P y de @,
se sigue del Teorema 4.3, que p es un punto orilla de P y de Q.

Sea € > (0. Como p es un punto orilla de P para §, existe un subcontinuo
propio A de P tal que p ¢ A, 2 € Ay H (A, P) < 5. De igual manera,
como ¢ es un punto orilla de @), existe un subcontinuo propio B de () tal que
¢ Q,z2cQyH(Q,B) <5 SeaC = AUB. Entonces C es un subcontinuo

propio de X tal que {p,q} NC =0y H(C,X) < . Por lo tanto, {p, ¢} es

un conjunto orilla de X. m

Corolario 4.32 Sea X un continuo unicamente irreducible. Entonces la union

de puntos orilla de X es un conjunto orilla de X.

Demostracién. Sean a y b los tinicos puntos de irreducibilidad de X.
Por la Proposicién 4.14, se tiene que a y b son lo tinicos puntos orilla de X.

Asi, del Teorema 4.31, se tiene que {a,b} es un conjunto orilla de X. =



Capitulo 5

Funciones preservadoras

En el mismo sentido que generalizamos los puntos orilla, centro y centro
fuerte para cualquier continuo X, estudiamos los puntos de corte, orilla,
centro y centro fuerte a través de funciones continuas y suprayectivas, como
el Teorema 3.7 en [16].

Considerando las siguientes preguntas:

.Serd cierto que si f : X — Y es una funcién continua y suprayectiva del
continuo X al continuo Yy p € X es un punto de corte de X, entonces f (p)
es un punto de corte de Y7

Con respecto a esta pregunta, en este capitulo daremos algunas condi-

ciones a la funcién f, para que se preserven los puntos de corte.
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También podemos hacernos la misma pregunta, considerando los puntos
centro, centro fuerte y orilla.
Lo relacionado a puntos de corte y centro aparece en la seccién 5.1 y para

puntos y conjuntos orilla en la seccién 5.2.

5.1. Preservando puntos de corte y centro

Definicién 5.1 Una funcion continua y suprayectiva f : X — Y de un
continuo X a un continuo Y es monétona si para caday € Y, f~1 (y) es un

subconjunto conexo de X.

Definicién 5.2 Una funcion continua y suprayectiva f : X — Y de un
continuo X a un continuo Y es abierta si para cada subconjunto abierto U

de X, f(U) es un subconjunto abierto deY.
Para puntos de corte y centro, probamos lo siguiente:

Proposicion 5.3 Sean X y Y continuos, f : X — Y una funcion continua,
suprayectiva, abierta y mondtona y p un punto de corte de X. Entonces f (p)

es un punto de corte de Y.

Demostracién. Sea p un punto de corte de X. Asi, X\ {p} = HU K,

donde H y K son subconjuntos abiertos, ajenos y no vacios de X.
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Sean f(p) =qy f~'(¢) = D. Como f es continua y monétona, es claro
que D es un subcontinuo de X.
Dado que la funcién es abierta y H y K son abiertos y no vacios, f (H)

y f (K) son subconjuntos abiertos y no vacios de Y.

Sean H' = f(H)\f (D) y K' = f(K)\f (D). Por ser f una funcién
abierta, f (H) € f (D). Lo que implica que H' es no vacfo. De igual manera,
K’ es no vacio.

Dado que f (H) es un abierto de Y, se tiene que H' es un abierto de Y.
Del mismo modo, K’ es un abierto de Y. Veamos ahora que H’ y K’ son
ajenos. Sean z € H' y hy € H\D tales que f(h;) = z. Luego, f~1(z) es
conexoy f~1(2)NH # 0y dado que f~' (2)ND =0, f~' (2) C H, de donde
z¢ K'y H N K’ son ajenos.

Afirmamos que Y\ {¢} = H' U K'. Es claro que H' U K’ C Y\ {¢}. Sea
z € Y\ {q¢}. Entonces existe z € X\D tal que f(z) = 2z, asi x € H\D o
x € K\D lo que implica que z € H 0 z € K.

Por lo tanto, ¢ es un punto de corte de Y. m

Los siguientes ejemplos ilustran que es necesario pedir que la funcién f sea
abierta y mondétona, para que los puntos de corte se preserven bajo funciones

abiertas y monotonas.
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0 V2 1

Figura 5.1: Funcién abierta y no es mondtona

Ejemplo 5.4 El ejemplo de la Figura 5.1, muestra una funcion abierta que
no es mondtona, el punto % es un punto de corte del intervalo y su imagen,

que es el 1, no es un punto de corte del intervalo.

Ejemplo 5.5 El ejemplo de la Figura 5.2, muestra una funcion que es mond-
tona y no abierta, donde el punto % es un punto de corte del intervalo y su

imagen, que es el 1, no es un punto de corte del intervalo.

Lema 5.6 Sean X y Y continuos. St X es localmente conexo, f : X — Y
una funcion continua, suprayectiva, abierta y mondtona y p un centro de X,

entonces f (p) es un centro de Y.
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0 Y2 1

Figura 5.2: Funcién monétona y no abierta

Demostracién. Por ser X localmente conexo y f una funcién continua
y suprayectiva se tiene que Y es localmente conexo.

Luego, como p es un centro de X y X es localmente conexo, se sigue del
Teorema 2.8, que p es un punto de corte de X.

Asi, de la Proposicién 5.3, f (p) es un punto de corte de Y y, aplicando

de nuevo el Teorema 2.8, concluimos que f (p) es un centro de Y. m

Corolario 5.7 Sean X y Y continuos. Si X es localmente conexo, f : X —
Y wuna funcién continua, suprayectiva, abierta y mondtona y p un centro

fuerte de X, entonces f (p) es un centro fuerte deY.

Demostraciéon. Se sigue del Lema 5.6 y del Teorema 2.8, ya que todo

punto que es un centro fuerte de X es un centro de X. m
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Teorema 5.8 Sea X un continuo hereditariamente arcoconexo y semilocal-
mente conexo en un punto p. St f : X — Y es una funcion continua,
suprayectiva, abierta y mondtona y p es un centro de X, entonces f (p) no

es un punto orilla de Y.

Demostracién. Sea p un centro de X. Entonces de la Proposicion 2.18,
p es un punto de corte. Asi, de la Proposicién 5.3, f (p) es un punto de corte
de Y y, en consecuencia, f (p) no es un punto orilla de Y (Proposicién 2.5).

5.2. Preservando puntos y conjuntos orilla

Considerando puntos y conjuntos orilla, obtuvimos los siguientes resulta-
dos:

Sean X y Y continuos no degenerados, f : X — Y una funcién continua
y suprayectiva y p un punto orilla de X. Si f~! (f (p)) es un conjunto orilla
de X, entonces f (p) es un punto orilla de Y. Sean f : X — Y una funcién
continua y suprayectiva y p un punto orilla de X. Si f~'(f(p)) = {p},
entonces f (p) es un punto orilla de Y. Sean X un continuo localmente conexo,

z un centro fuerte de X, f : X — Y una funcién continua y suprayectiva y
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p un punto orilla de X. Si f~' (f (p)) C Q. (p), entonces f (p) es un punto

orilla de Y.

Proposicion 5.9 Sean X y Y continuos no degenerados, f : X — Y una
funcion continua y suprayectiva y p un punto orilla de X. Si f=(f (p)) es

un congunto orilla de X, entonces f (p) es un punto orilla de Y.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Dado que f es uniformemente continua
(recordemos que las funciones continuas en compactos son uniformemente
continuas) para ¢ > 0, existe § > 0, tal que si d(z,y) < §, entonces
d(f(x),f(y) <e.

Como f~1(f (p)) es un conjunto orilla, existe un subcontinuo A de X, tal
que AN fH(f(p) =0y H(AX) < -

De la continuidad de f y dado que A es un continuo, f (A) es un continuo
de Y. Por tanto, como AN f~1 (f (p)) = 0 se tiene que f (p) ¢ f(A).

Veamos ahora que H (f (A),Y) < e. Como f (A) C Y basta mostrar que

Y C N (e, f(A)) (Lema 1.16). Sean z € Y y x, € X tales que f (z,) = z (la

funcién f es suprayectiva). Entonces existe a, € A tal que d(x,,a,) < %.
Luego, de la continuidad uniforme, d(f (a.), f(x,)) = d(f(a.),2) < € v,

dado que a, € A, concluimos que Y C N (g, f (A)). De lo anterior tenemos
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que, f(A) € C(Y), f(p) ¢ f(A)y H(f(A),Y) < <. Asi, f (p) es un punto

orillade Y. m

Corolario 5.10 Sean X y Y continuos, f : X — Y wuna funcion continua y
suprayectiva y p un punto orilla de X. Si f~1(f (p)) = {p}, entonces f (p)

es un punto orilla de'Y.

Proposicion 5.11 Sean X una dendrita no degenerada, Y un subcontinuo
no degenerado, f : X — Y wuna funcion continua, suprayectiva, abierta y
mondtona y p un punto orilla de X. Entonces [~ (f (p)) es un conjunto

orilla de X.

Demostracién. Consideremos F = {x € X : = es un punto extremo de X}
y D= f~1(f(p)). Probaremos que D C E.

Supongamos que existe d € D tal que d no es un punto extremo de X.
Del Teorema 3.26, se sigue que d es un punto de corte de X.

Entonces D\ {d} = HUK donde H y K son subconjuntos abiertos, ajenos
y no vacios de X.

Por ser d un punto de corte de X, se sigue de la Proposicién 5.3, que f (d)
es un punto de corte de Y.

Entonces Y\ {f (d)} = H'UK’, donde H' y K’ son subconjuntos abiertos,
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ajenos y no vacifos de Y y, se sigue de la demostraciéon del Teorema 5.3, que
H' = f(H)\f(D)y K" = f(K)\f (D).

Sea U un abierto de X tal que p € U C H. Entonces f (U) C f(H), en
consecuencia, f (U)Nf (K) C f(H)Nf(K) = {f (p)}. Pero todo subconjunto
abierto V' de X tal que f(d) € V, debe cumplir que (V\{f (d)}) N H # 0
y (VA{f(d)}) N K" # . Por consiguiente, f (U) no es un abierto de f (p).
Contradiciendo el hecho de que f es una funcién abierta.

Por lo tanto, D no tiene puntos de corte. Luego, como D es un continuo,
por ser f una funcién continua y mondétona, se tiene que D es un subcontinuo
de X, contenido en el conjunto de puntos extremos de X. Asi, D no tiene
puntos de corte, por lo que, D = {p}. Como p es un punto orilla de X,
concluimos que D es un conjunto orilla de X. m

Antes de continuar necesitamos el siguiente lema, por lo que no escribimos

su demostracién y sélo lo enunciamos.

Lema 5.12 [15, 6.27, pag. 99] Sean X un continuo y E C X el conjunto de
puntos extremos de X . Entonces para cualquier B C E se tiene que X\B es

COMETO.

Proposicién 5.13 Sean X un continuo no degenerado y localmente conexo,

f X — Y una funcion continua, suprayectiva y abierta y p un punto de
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X. Si f71(f (p)) estd contenido en el conjunto de puntos extremos de X, se

tiene que f~1(f (p)) es un conjunto orilla de X.

Demostracion. Sea E el conjunto de puntos extremos de X. Considere-
mos un punto p de X tal que f~' (f (p)) C E. Sean f~'(f(p)) =D ye > 0.
Luego, del Lema 5.12, X\ D es conexo. En consecuencia, X\ D es arcoconexo
(Teorema 1.8). De la compacidad de X, sean Uy, Us, ..., U, abiertos de X
tales que diam(U;) < 5y X C igUi' Sean w € X\D y u; € U; tales que
u; ¢ D paracadai € {1,2,...,n}, éstos existen porque la funcién f es abierta
y, en consecuencia, [ tiene interior vacio.

Como X\ D es arcoconexo, para cada ¢ € {1,2,...,n}, sea o; un arco de
u; awen X\D.

Sea A = Zglai. Claramente, A es un subcontinuo de X y AN D = 0.

Veamos ahora que H (A, X) < e. Sélo necesitamos probar que X C
N (e, A) (Lema 1.16). Sea € X. Entonces existen i € {1,2,....,n} yy; € U;
tales que d (z,y;) < 5. Luego, para este abierto U, existe u; € (U; N A)\D
tal que d (y;, u;) < 5. Asf, d(x,u;) < ¢y u; € A. Con esto concluimos que

X CN(e,A)y H(X,A) <e. Por lo tanto, D es un conjunto orilla de X. =

Teorema 5.14 Sean X un continuo no degenerado y localmente conexo, f :

X — Y wuna funcion continua, suprayectiva y abierta y p un punto de X. Si
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F7Y(f (p)) estd contenido en el conjunto de puntos extremos de X, se tiene

que [ (p) es un conjunto orilla de'Y .

Demostracién. Sean E el conjunto de puntos extremos de X y p un
punto de X tales que f~! (f (p)) C E. Luego, de la Proposicién 5.13, tenemos
que f71(f (p)) es un conjunto orilla de X y, en consecuencia, p es un punto
orilla de X. Asi, de la Proposicién 5.9, concluimos que f(p) es un punto

orillade Y. m

Proposicién 5.15 Sean X un continuo localmente conexo, z un centro fuerte
de X y p un punto orilla de X. Entonces X\Q. (p) es arcoconezo e Int (Q, (p))

es vacio.

Demostracién. Probemos que X\Q, (p) es arcoconexo. Sean y;,ys €
X\@Q: (p) . Entonces p ¢ y;z para ningin arco y;z2 y p ¢ 322z para ningin
arco yoz. Afirmamos que av = y;2 U 92, estd contenido en X\ Q. (p) .

Sea y3 € a. Entonces y3 € y12 0 y3 € 2y, pero, en cualquiera de los dos
casos p ¢ ysz. Por lo que, « estd contenido en X\ Q. (p) y, entonces, X\Q. (p)
es arcoconexo.

Veamos ahora que Int (Q, (p)) es vacio. Supongamos que Int (Q. (p)) es

no vacio. Sea W un abierto en X tal que W C @, (p). Como X es un continuo
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localmente conexo y z es un centro fuerte de X, se tiene que z es un punto de
corte de X (Teorema 2.8). En consecuencia, X\ {z} no es un conjunto conexo
de X. Sea U un abierto de X tal que U C X\ {z}. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que U N W = (). Afirmamos, que todo arco de U a W contiene
a p. Sea uw un arco de u a w, con u € U y v € V. Entonces z € uw Yy,
como w € @, (p), se tiene que p € uw. Asi, p es un centro fuerte de X. Por
consiguiente, del Teorema 2.8, p no es un punto orilla de X. Contradiciendo
el hecho de que p es un punto orilla de X. Por lo tanto, Int (Q, (p)) es vacio.

Proposicién 5.16 Sean X un continuo localmente conexo, z € X un centro
fuerte de X y p € X un punto orilla de X. Entonces Q. (p) es un conjunto

orilla de X.

Demostracién. De la Proposicién 5.15, se tiene que X\Q, (p) es arco-
conexo y que Int (@ (p)) es vacio. Entonces, del Lema 2.12, concluimos que

Q. (p) es conjunto orilla de X. m

Corolario 5.17 Sean X wun continuo localmente conexo, f : X — Y una
funcion continua, abierta y mondtona, z € X un centro fuerte de X yp € X

un punto orilla de X. Si f~1(f(p)) C Q. (p), entonces f (p) es un punto
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orilla de Y.

Demostracién. Por la Proposicién 5.16, @, (p) es un conjunto orilla de

X. Por hipétesis, f~1 (f (p)) C Q. (p), por lo que, f~(f (p)) es un conjunto

orilla. Por tanto, de la Proposicién 5.9, f (p) es un punto orilla de Y. m



Capitulo 6

Preguntas

En esta seccién, escribiremos algunos de los resultados que probamos en
el desarrollo de esta investigacién y escribiremos algunas preguntas que atin
no se han contestado.

En el capitulo 2, probamos que si X es un continuo arcoconexo todo
punto que no es un centro de X es un punto orilla de X (Teorema 2.13).

Atn, queda la pregunta abierta para continuos aposindéticos.

Pregunta 1. ;Si X es un continuo aposindético y p un punto que no es un

centro de X, entonces p es un punto orilla de X7

Pregunta 2. ;Si X es un continuo aposindético sin puntos de corte, en-
tonces todos sus puntos son orilla?
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También demostramos:
Si X es un continuo con puntos de corte, entonces X admite centros
(Teorema 2.6).

Con respecto a esto tenemos la siguiente pregunta:
Pregunta 3. ;Cudles continuos X sin puntos de corte, admiten centros?

También probamos que todo continuo tiene al menos dos puntos orilla
(Teorema 4.2) y, para los continuos uinicamente irreducibles la unién finita
de sus puntos orilla es un conjunto orilla (Teorema 4.31).

Lo anterior serd cierto para cualquier continuo X, es decir:

Pregunta 4. ;Si p; es un punto orilla de un continuo X para cada ¢ €

{1,2,3,...,n}, entonces {p1,p2, ..., p,} €s un conjunto orilla de X7

Si consideramos Z-conjuntos (Sea X un continuo y A C X. Entonces
A es un Z-conjunto de X si para toda € > 0 existe una funcién continua

he : X — X\A tal que d (h. (x),2) < €). Tenemos las siguientes preguntas:

Pregunta 5. ;Cudndo un punto orilla p de un continuo X serd un Z-

conjunto de X7

Pregunta 6. ;Cudndo un conjunto orilla A de un continuo X serd un Z-

conjunto de X7
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