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Introducciéon

Entre los nifios es muy popular el juego de policias y ladrones (o juegos
parecidos) en los que unos nifios pretenden ser policias y otros ladrones, el
objetivo de los policias es capturar a los ladrones y el de los ladrones huir de
los policias. El presente trabajo es sobre una abstraccion de varios aspectos
de este juego y para comprenderlos mejor la teorfa de gréaficas resulta muy
util, se trabajo con los articulos A game of cops and robbers escrito por M.
Aigner y M. Fromme y publicado en el ano 1984 y The capture time of grids
escrito por A. Mehrabian y publicado en 2010. Por la naturaleza del juego
se compara a un jugador con un policia o cuerpo policiaco y al otro jugador
con un ladrén que huye del primero, el juego puede pensarse como un juego
de mesa en el que el tablero es una graficaconexa y no dirigida en la cual al
inicio del trabajo los dos jugadores tendran una sola pieza, después el niimero
de piezas del policia aumenta y las piezas se mueven de vértice en vértice via
las aristas que hay entre ellos.

En el primer capitulo se recuerdan conceptos de la teoria de las gréficas
que son utilizados para probar las diversas afirmaciones acerca del juego a
lo largo del trabajo. Para este capitulo recurrimos a lo escrito en dos textos,
ambos con el nombre de Graph Theory uno de autores J.A. Bondy y U.S.R.
Murty y el otro escrito por Reinhard Diestel.

En el capitulo 2 se introducen conceptos especialmente relacionados con el
juego, en la seccion 2.1 se muestra que si el policia puede ganar el juego en una
graficaentonces lo puede ganar en menos de cierto nimero de turnos, nimero
que depende del ntamero de vértices de la grafica. En la seccién 2.2 se dan
ejemplos de familias de graficas en las cuales el policia tiene una estrategia
para ganar y otras en las que el ladrén tiene una estrategia para nunca ser
capturado. En la seccion 2.3 se hace el comentario acerca de un ligero cambio
en las reglas, que da lugar a dos versiones distintas del juego y que en algunas
graficas dependiendo con que version se juegue puede resultar vencedor uno
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u otro jugador. En la secciéon 2.4 se supone que el policia logra capturar al
ladrén y del analisis de los movimientos que anteceden a la captura emerge
una estructura a la que nombramos trampa y se colige que, en una graficacon
al menos dos vértices que no contenga dicha estructura, el ladrén debe tener
una estrategia para ganar, usando ésto se da un algoritmo para descubrir
si en una grafica gana o pierde el policia. En la secciéon 2.5 se introduce la
estructura llamada variedad y se demuestra que la clase de todas las gréficas
en las que el policia tiene una estrategia ganadora tiene dicha estructura.

En el capitulo 3, al encontrarse que las graficas s6lo necesitan cumplir
pocas y simples condiciones para garantizar una via de escape al ladrén si
solo es perseguido por un policia, surge la pregunta de cual es el minimo
numero de policias con el que puede garantizarse la captura del ladréon en
una grafica, a éste se le da el nombre de nimero de policias de dicha gréfica.
En la seccion 3.1 se demuestra que para cualquier ntimero natural n hay una
graficacuyo nimero de policias es n y, por otro lado, en la seccion 3.2 que
si una graficasatisface ciertas condiciones entonces son necesarios a lo méas 3
policias para capturar al ladron.

En el capitulo 4 se describe como se puede capurar a un ladréon en una
graficaplana cualquiera con sélo tres policias.

En el capitulo 5 se formaliza el concepto de k-tiempo de captura de una
grafica, se calcula 1-tiempo de captura de un arbol en funciéon de su diametro
y el principal objetivo de este capitulo es mostrar cuél es el tiempo de captura
de una gréafica que sea el producto cuadro de dos éarboles en funciéon del
diametro de la gréfica.



Capitulo 1

Conceptos que ocuparemos

1.1. Graficas

Una grafica G es un par (V, E) donde E C (‘2/), es decir los elementos
de E son parejas no ordenadas de elementos de V', supondremos ademas que
VNE = ¢, alos elementos de V' les llamaremos vértices y a los de E aristas.
Si u,v € V(G) solemos escribir uv para referirnos a la arista {u,v}, auy a
v les llamamos los extremos de la arista uv. La manera usual de representar
con un dibujo una grafica es poner un punto por cada vértice y unir a los
vértices u y v con una linea si {u,v} € E.

Por ejemplo las graficas G; = (V,E) y Gy = (V',E’) en donde V =
{u,v,2,y}, E = {uy,vy,ve,zy} y V' = {u,v,x,y}, ' = {uy,vy, xy} estan
representadas en la Figura 1.1.

U U

° °

ey L XY
AN S\
v T v

G1 GQ

Figura 1.1: Ejemplos de graficas
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Decimos que una arista e es incidente con un vértice v si v € e. Si u,v €
V(G) decimos que u es vecino de v (o que son adyacentes), si {u,v} € E(G).
Llamamos vecindad de u al conjunto de todos los vecinos de u y la denotamos
por N(u). Decimos que dos aristas son adyacentes si tienen un extremo en
comun. Por ejemplo, algunas cosas que se podrian decir de la grafica Gy de la
figura 1.1 son: la arista uy es incidente con u y con y, el vértice y es adyacente
al resto de los vértices de la gréafica y las aristas vy y xy son adyacentes.

Una cubierta de una grafica G = (V, E) es un conjunto D C V tal que
cada arista de G es incidente con al menos un elemento de D. Todas las
graficas tienen al menos una cubierta, a saber, la totalidad de sus vértices.
Al ntimero de elementos de una cubierta de cardinalidad minima de una
grafica G se le da el nombre de nimero de cubierta y la notacion que usamos
es ap(G). Los conjuntos de vértices {z,u,v} y {y,v} son, cada uno, una
cubierta de la grafica G de la Figura 1.1, ambos son cubiertas minimas por
contencién porque si se le quita cualquier vértice a uno de estos conjuntos
deja de ser una cubierta, pero la cubierta {y,v} es la de menor cardinalidad
por lo que ap(G) = 1.

Un conjunto dominante de una grafica G = (V, E') es un subconjunto D
de V' tal que todo vértice que no pertenezca a D es adyacente a al menos
un elemento de D. El nidmero dominante de G es el cardinal del conjunto
dominante de menor cardinalidad de G y la notacién que usamos es v(G).
Los conjuntos {z,u} y {y} son conjuntos dominantes de la grafica G; de la
Figura 1.1 por lo que v(Gp) = 1.

Sean G = (V,E) y G' = (V', E’) dos gréficas. Decimos que Gy G’ son
isomorfas y escribimos G = G’ si existe ¢ : V' — V’ una biyeccion tal que
xy € Esiysolosip(x)p(y) € E', decimos que la funcion ¢ es un isomorfismo
entre Gy G'.

SiG=(V,E)y G'=(V',E') son dos graficas y V' C V, E' C E decimos
que G’ es una subgrafica de G y escribimos ' C G. Hay subgréaficas espe-
ciales, por ejemplo, decimos que la subgrafica G’ es inducida por el conjunto
V' si para cualquier par de vértices x,y € V' se tiene que xy € E’ si y s6lo
si zy € E; la denotaremos por G' = G[V"]. Por otro lado, si V =V’ decimos
que G’ es una subgrafica generadora. Frecuentemente diremos que una gra-
fica esta contenida en otra si la primera es isomorfa a una subgrafica de la
altima.

Sea G = (V,E) y W C V, definimos a la grafica G — W como G[V — WJ;
si W consta de un sélo vértice p escribimos G — p.

Sea G = (V,E) una gréfica y sea H = (V’, E’) una subgrafica de G.
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Decimos que una funcion o : V. — V' es una retraccion si o(x) = x para
todo x € V' y para todo z,y € V si {z,y} € F entonces {o(x),0(y)} € E'.

Por ejemplo, de las graficas Gy y G3 en la Figura 1.2, donde G5 es la
misma que en la Figura 1.1 y V(Gs) = {u,y,v'}, E(Gs) = {uy,yv'},
podemos decir que o : V(G2) — V(G3) es una retraccion si o(u) = u’, o(y) =
Yy, o) =0o(x)=".

u u
° °
oy oy
S\, e
v x V'

Figura 1.2: Retraccion

A continuacién definimos tres productos diferentes entre dos graficas.
Sean G = (V,E) y G' = (V', E).

El producto tache-cuadro de Gy G', denotado G X G’ es la gréfica cuyo
conjunto de vértices es V x V' y (v,v')(w,w’) es una arista de G X G’ si
v=w, vw el o wekFE, vVv=uw o wek, vu ekl

El producto cuadro de G y G', denotado GG es la grafica cuyo conjunto
de vértices es V x V' y (v,v")(w,w') es una arista de GUG' si v = w, v'v' €
E' o wekFE vV=u.

El producto tache de Gy G’, denotado G x G’ es la grafica cuyo conjunto de
vértices es V xV'y (v,v")(w,w") es una arista de GxG' sivw € E, v'w' € E'.

Por ejemplo en la Figura 1.3 esté representado el producto cuadro de las
graficas de la Figura 1.1.

La proyeccion de la grafica GOH en G es la funcion ng : V(GOH) —
V(G) definida como 7g((x,y)) = x. Analogamente se define 7 y la proyec-
cion para los demas productos.

Una observacién que nos sera util mas adelante es la siguiente: En los
productos GOG" y G X G’ cada vértice pertenece a los vértices de una
subgrafica isomorfa a G y a los vértices de otra isomorfa a G’, a saber, si
(x,y) € V(GOG") o (z,y) € V(GKG') a la subgrafica cuyos vértices son
de la forma (z,y) con z cualquier vértice de G la denotamos G x {y} y es
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Figura 1.3: G;00G5

isomorfa a G pues la proyeccion sobre la primera entrada es un isomorfismo.
Analogamente se define {x} x G’ que es isomorfa a G'.

Si G es una gréfica, el grado de un vértice u es el nimero de vecinos de
éste, es decir, |[N(u)|, y lo denotamos dg(u) o d(u) si no hay ambigiiedad. El
niamero §(G) = min{d(v)|v € V(G)} es el grado minimo de G. El nimero
A(G) := max{d(v)|v € V(G)} es el grado mdximo de G. Si todos los vértices
de una grafica tienen el mismo grado, digamos k, entonces a dicha grafica le
llamamos k-reqular. A una gréafica que es k-regular para alguna k también
le llamamos simplemente regular. Por ejemplo en la Figura 1.1 §(G;) = 1
porque dg, (u) = 1 y no hay un vértice con grado cero, y A(G;) = 3 porque
dg,(y) = 3 y no hay un vértice con un grado mayor a tres.

1.2. Trayectorias y Ciclos

Una trayectoria es una grafica P = (V) E') no vacia de la siguiente forma:
V = {xo, 21,22, ..., 21} E = {xor1, 2129, ..., 2121} en donde los vértices
x; son todos distintos entre si. A xy y ) les llamaremos extremos de P y a
X1, Xo, ..., Tp_1 vértices intermedios de P. Decimos que dos trayectorias P y
Q son internamente ajenas si no tienen vértices intermedios en comun.

Es comiin que nos refiramos a P con la sucesiéon natural de sus vértices
P = (:Eo,xl,xg, ,xk) y decimos que P es una trayectoria entre xg y x; o
también que es una xgxi-trayectoria. La longitud de una trayectoria P es el
namero de aristas que tiene, la notacion que usamos es £(P) := |E(P)|, en
este caso ((P) = k.

Si P = (%o, 21,22, ...,x,) vy 0 < i < j < k entonces usamos la siguiente
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notacién para referirnos a una particular subgrafica de la trayectoria z; Pz; :=
(xiaxi+1> ---,ij—l,ij)-

Dadas dos trayectorias P = (xq, 21, T2, ....2%) ¥ @ = (Yo, Y1,Y2, -, 1),
si P U@ es de nuevo una trayectoria, necesariamente zo = yg 0 xg =
Yy O Tp =1y O I = Yo, supongamos sin pérdida de generalidad que x;, =
Yo, €n cuyo caso usamos la siguiente notacion xgPxpQy; para referirnos a
PUQ.

Cuando una gréfica de la forma V' = {xg, x1, T, ...,z } E = {xox1, 2179,
..., Tx_1Zr } no cumple con el requisito para ser una trayectoria de que todos
los vértices z; sean distintos entre si le llamamos camino, y a un camino al
cual le anadimos la restricciéon de que todas las aristas sean distintas entre si
le llamamos paseo.

Teorema 1.2.1. Si u y v son vértices de una grifica G, entonces todo uv-
camino contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. Por induccion sobre el nimero de vértices del camino. Sean
ug, Vo € V(G) tales que hay un ugvg-camino Py con un solo vértice, entonces
ese mismo vértice es también una ugvy-trayectoria.

Supongamos la afirmacion valida para caminos con k vértices, y sean
u,v € V(G) tales que hay un uv-camino P con k + 1 vértices, P = (u =
xo, L1, ..., Tp—1, T = V) entonces uPxy_; es un uxr,_;-camino con k vértices,
por hipotesis de induccion contiene una uxy_1-trayectoria T”. Hay dos casos:
ve V(I ov ¢ V(T).Siv e V(T') entonces uT"v es una uv-trayectoria con-
tenida en P; si v ¢ V(T") entonces uT"xy_1 U (z5_1,v) es una uv-trayectoria
contenida en P y si u = v entonces (u) es una uv-trayectoria contenida en
P.

[ |

Aprovechamos la definicion de trayectoria para definir una funciéon d :
V(G) x V(G) — N. Si G es una grafica y u,v € V(G), d(u,v) es la longi-
tud de una trayectoria de longitud minima entre u y v, es decir d(u,v) =
min{/(P)|P es una uv-trayectoria}, y la llamamos la distancia entre u y v.

Observemos que para todo u,v,w € V(G) la funciéon asi definida cumple
las siguientes propiedades:

» d(u,v) >0y d(u,v) =0siy solosiu=uv.

w d(u,v) =d(v,u).
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v d(u,w) + d(w,v) > d(u,v).
La tltima propiedad tiene el nombre de desigualdad del tridngulo.

Demostracion. Las dos primeras propiedades son consecuencia inmediata
de la definicién de d, para demostrar la tercera sean P,,, P,.,, P, trayectorias
de longitud minima entre u y v, entre v y w y entre w y v respectivamente.
Como P,, U P,, es un camino entre u y v contiene una uv-trayectoria P,
entonces d(u,w) + d(w,v) = €(Puy) + {(Pyy) = ((Puw U Pyy) > L(P) >
U(P,,) = d(u,v).

|

El didmetro de una grafica G o diam(G) es el méaximo del conjunto
{d(u,v)u,v e V(G)}.

Lema 1.2.2. Si Z es una (uy,v1)(ug, ve)-trayectoria en GOH, entonces
7a(Z) y mu(Z) son uyuy y vyva-caminos en G y H respectivamente.

Demostracion. Sea Z = ((xo,y0), (x1,91), (T2,Y2), s (Tp—1, Yk—1), (T, Y))
una trayectoria, entonces (x;,y;)(xit1,%i+1) € E(GOH) por lo que, o bien
Ti=Tir1 Y YiYir1 < E(H) o bien TiTit1 € E(G) YV Y = Yir1- Es decir,
en (zg,r1,..., k) sucede que x;x;11 € E(G) o z; =z y en (Yo, Y1, - Yk)
sucede que ;01 € E(H) 0 y; = Yiy1-

[ |

Teorema 1.2.3. Si G y H son grdficas entonces diam(GOH) = diam(G) +
diam(H).

Demostracion. Sean Pg = (ay, as, ...,ay) y Py = (b1, ba, ..., by,) trayectorias
en G y en H respectivamente, tales que ((Pg) = d(a1,a,) = diam(G) y
((Pg) = d(by,by) = diam(H). Definamos la trayectoria @ := [(a1,b1)(Pg %
{b1})(ay, b1)]U[(ay, b1)({ay} X Py )(agy, by)]. Notemos que d((ay, b1), (ag, b)) =
0(Q), en efecto, porque si hubiera una trayectoria mas corta entre (aq,by) y
(ag,by), digamos Z = ((z1,y1), (2, ¥2), .., (T, y1)), esta tendria menos de
diam(G) valores distintos para la primera coordenada o menos de diam(H)
valores distintos para la segunda coordenada y por el Lema 1.2.2, pasaria
una de las siguientes situaciones: la proyeccion sobre las primeras entradas
de Z seria un camino que usa menos vértices que Py entre a; y a, o bien
la proyeccion sobre las segundas entradas seria un camino que usa menos
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vértices que Py entre by y by, lo cual serfa en cualquier caso una contradiccion
a la eleccion de Pg o de Py. Y como el diametro de GLH es el maximo de
las distancias entre los vértices de GOH, entonces diam(G) + diam(H) =
((Pg) + ((Py) = 0(Q) < diam(GOH).

Por otro lado, sea P una trayectoria en GOH tal que £(P) = diam(GOH) =
d(u,v) para algunos u,v € V(GOH), u = (u1,u2) y v = (v1, v9) para algunos
uy,v1 € V(G) y ug,vo € V(H). Afirmamos que las proyecciones de P sobre la
primera entrada y sobre la segunda son trayectorias de longitud minima entre
uy y v1 y entre us y vo respectivamente, ya que si suponemos sin perdida de
generalidad que hubiera una trayectoria mas corta ()¢ entre u; y vq, entonces
la trayectoria P’ := (uq, u2)(Qa X {us})(v1, ug)U(v1, ug) ({v1} X wgy (P))(v1, v2)
serfa una trayectoria mas corta que P, porque ¢(P') = {(Q¢) + {(mu(P)) <
Ume(P)) + (ru(P)) = £(P) la dltima igualdad debido a que se suponia que
P era una trayectoria de longitud minima entre sus extremos, pero justo este
hecho queda contradicho por la desigualdad ¢(P") < ¢(P), por lo tanto las
proyecciones mencionadas si son de longitud minima entre sus extremos y
diam(G) + diam(H) > d(u1,v1) + d(ug, v2) = l(mng(P)) + (7 (P)) = ¢{(P) =
diam(GOH).

|

Si P = (xg,21,...,Tx_1) €s una trayectoria y k > 3, entonces decimos
que la grafica G := P + xp_1x¢ es un ciclo. Analogamente si (xg, 21, ..., Tx)
es un camino o un paseo y ro = xj decimos que es un camino o un paseo
cerrado respectivamente. Llamamos a G = (V, E) un k-ciclo o decimos que
la longitud de ciclo es k, ¢(G) = k, si G es un ciclo con |E| = k.

1.3. Algunos tipos especiales de graficas

Con frecuencia nos referiremos a las graficas cuyo conjunto de vértices
es el conjunto vacio y a la grafica con un sélo vértice como gaficas triviales.
Una gréfica donde todos los vértices son adyacentes es llamada completa. Se
denota K, a la grafica completa con n vértices. Una gréfica es llamada finita
si tiene un numero finito de vértices.

Decimos que una gréfica no vacia G es coneza si entre cualesquiera dos de
sus vértices hay una trayectoria, aunque en virtud del Teorema 1.2.1 podemos
decir que una grafica es conexa si entre cualesquiera dos de sus vértices existe
un camino. Llamamos componentes conexas de una grafica a sus subgréficas
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maximas por contenciéon con la propiedad de ser conexas. Es decir, C' es una
componente conexa de G si es una subgrafica conexa de G y para ninguna
subgréfica conexa C’ de G se tiene C' C C".

Una grafica es llamada bosque si no tiene ciclo alguno como subgrafica.
Si un bosque es conexo lo llamamos drbol.

Una grafica GG es aplanable si puede ser dibujada en el plano de manera
que sus aristas solo se intersecten en sus extremos, a dicho dibujo lo llamamos
la inclusion de G en el plano. Una inclusion G en el plano de una grafica G
puede ser considerada como una grafica isomorfa a G, siendo el conjunto de
vértices de G el conjunto de puntos en el plano representando a los vértices
de G y las aristas de G las lineas representando a las aristas de G, un vértice
de G es incidente con todas las aristas de G que lo contienen. Diremos que
la inclusion G en el plano de una grafica G es una grdfica plana.

Por una curva queremos decir la imagen de un segmento cerrado de una
linea bajo una funciéon continua, y por una curva cerrada la imagen de un
circulo bajo una funcién continua. La curva es llamada simple si dicha funciéon
es biyectiva.

Un subconjunto del plano es llamado arco-conexo si para cualesquiera dos
puntos del conjunto existe una curva que esté integramente contenida en el
conjunto y cuyos extremos sean dichos puntos.

El siguiente teorema es conocido como el teorema de la curva de Jordan:

Teorema 1.3.1. Cualquier curva cerrada simple C' en el plano divide el
resto del plano en dos conjuntos abiertos y arco-conexos cuya interseccion es
el vacio.

Solo enunciamos el teorema y no escribimos su demostraciéon porque por
un lado el enunciado es intuitivo pero por otro lado su demostracion requiere
herramienta técnica que se desvia de la orientacion de este trabajo. A los dos
conjuntos abiertos que menciona el teorema los denotamos por Ic 'y E¢ y
nos referimos a ellos como la region interior y exterior que define la curva C'
en el plano, respectivamente.

1.4. Coloracion

Una coloracion por vértices o simplemente coloracion de una grafica G =
(V,E) es una funciéon ¢ : V. — S y decimos que es una buena coloracion o
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una coloracion propia si c¢(v) # c(w) siempre que v y w sean adyacentes. En
el presente trabajo S sera un conjunto de ntimeros naturales.

Una k-coloracion de una grafica G = (V| E) es una coloraciéon propia
c:V — S tal que |S| = k.

Decimos que una grafica G es k-coloreable si tiene una k-coloracion. Al
menor nimero k tal que G tiene una k-coloracion lo llamamos el nidmero
cromdtico de Gy lo denotamos x(G).

También podemos ver a una k-coloracién como a una particion {Vg, V1, ...,
Vi.} de los vértices, donde cada V; es el conjunto (posiblemente vacio) de
vértices que tienen asignado el color 7, los conjuntos V; son llamados clases
cromdticas de la coloracion.

Por ejemplo el nimero cromético del ciclo C' de la Figura 1.4 es 3 y el de
la grafica G a su lado es 4, esta gréfica es llamada grdfica de Hajos.

Podemos colorear con tres colores los vértices de ', asignandoles el color
Oauyax, elcolorlavywy el color 2 ay, es facil observar que ésta es una
coloracion propia. Solo falta ver que no se pueden colorear propiamente con
s6lo dos colores, intentémoslo; el vértice u se debe colorear con algtn color,
digamos que con el color 0, entonces para que la coloraciéon sea propia no
podemos asignarles el color 0 a los vértices v y w, por lo que se les asignaré
el color 1, por ser adyacentes x con v y y con w la coloracion les deberia
asignar el color 0 a x y a y pero la coloraciéon no seria propia porque x y y
también son adyacentes.

Intentemos dar una buena coloracion de los vértices de G con tres colores;
observemos que la grafica de Hajos contiene un 5-ciclo como subgréfica indu-
cida, a saber G[{t,u,w,y, x}] por lo que los tres colores deben ser usados en
los vértices de esta subgrafica, hay varios casos dependiendo de que vértice
hayamos coloreado con el color que se utilice una séla vez en la coloracion del
ciclo, pero en cualquier caso o v es adyacente a tres vértices de distinto color
o z es adyacente a tres vértices de distinto color, por lo cual es necesario un
tercer color para que la coloraciéon pueda ser propia. Una 4-coloraciéon de G
es [:V(G) —{0,1,2,3} donde f(t) = f(w) =0, f(u) = f(y) =1, f(x) =2
v f(v) = f(z) =3.
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Figura 1.4: x(C) =3,x(G) =4




Capitulo 2
El juego

Sea GG una grafica finita y conexa. Dos jugadores llamados C' (policia) y
R (ladrén) juegan en G de acuerdo a las siguientes reglas: primero C' debe
ocupar un vértice de G y después R, luego, alternadamente se moveran del
vértice en que se encuentren a uno adyacente. El jugador C' gana el juego si
los dos jugadores ocupan el mismo vértice, y si el juego se puede prolongar
indefinidamente sin que C' logre ganar, entonces gana R. Damos por sentado
que tanto C' como R tienen la intenciéon de ganar el juego. Decimos que C'
tiene una estrategia ganadora cuando para cada movimiento de R, C' tiene
uno en respuesta tal que, sin importar cuales sean los movimientos de R, tras
un nimero finito de movimientos C' gana el juego.

2.1. Una cota superior para una estrategia ga-
nadora 6ptima

Llamaremos estrategia ganadora dptima a una estrategia ganadora con la
cual C' hace el menor niimero de movimientos para atrapar al ladréon de entre
todos los juegos en los cuales el ladron hace todo lo posible por prolongar su
captura, es decir, por ser capturado en un mayor niimero de movimientos.

Proposicion 2.1.1. Sea G una grifica, si C tiene una estrategia ganadora,
entonces debe poder atrapar al ladrén en a lo mds n(n — 1) + 1 movimientos.

Demostracion. Afirmamos que C puede lograr que las posiciones en que
se encuentra el juego inmediatamente después de los movimientos del policia
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sean diferentes entre si a lo largo de todo el juego. Demostremos la afirma-
cion: Como C' tiene una estrategia ganadora, podemos suponer que C' siempre
hace su mejor movimiento, es decir, que con ningiin otro movimiento obtiene
un mejor resultado. Supongamos que, jugando C' de esta manera, resulta que
después de dos movimientos distintos de C' a lo largo del juego, se repite
una posicion, a la que llamaremos 6. Llamemos #; a la posiciéon 6 cuando
ocurre por primera vez y s cuando ocurre por tltima vez (después de un
movimiento de C'). Si alguno de los movimientos de C' puede ser mejorado,
ya tendriamos una contradiccion, pero si ninguno de los movimientos de C'
puede ser mejorado, esto querria decir que R puede repetir los movimientos
que hizo entre 6; y 6, una y otra vez si C' sigue jugando sus mejores movi-
mientos y si C' cambiara sus movimientos, sélo podria ser en detrimento de
sus intereses (i.e. atrapar al ladron), ganando asi el ladron, lo cual también
es una contradiccion. Por lo tanto hemos visto que, si C' hace sus mejores
movimientos a lo largo del juego, puede lograr que las posiciones a las que se
llega después de un movimiento suyo sean distintas entre si.

Entonces podemos asociar a cada movimiento del policia, en el juego
arriba descrito, una posicion del juego, a saber, la posiciéon en la que queda
el juego después de dicho movimiento, y esta asociacion, por la afirmacion
anterior, es uno a uno. Por lo tanto, hay tantos movimientos de C' en ese
juego, como posiciones distintas en el mismo, y este niimero esta acotado
superiormente por el total de posiciones posibles en la que pueden estar
ladron y policia sin estar en el mismo vértice en la gréafica, mas la posicién en

la cual el policia finalmente atrapa al ladron, esto es: 2 (g) +1= 2(71_”—2'),2, +1=
n!
m—f‘l:n(n—l)—f—l.
|
91 (92
0 0 0 0 e 0 0 0 0
Movimiento de C Movimiento de C

Figura 2.1: Camino dirigido que representa el juego, los vértices son la po-
sicion en que se encuentra el juego y las flechas indican de que posicion del
juego a que otra se pasd con el movimiento de R o de C.
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2.2. jEn qué familias de graficas gana uno u
otro jugador?

Denotemos por C a la clase de las graficas en las cuales el policia tiene una
estrategia ganadora y por R a la clase de las graficas en las cuales el ladron
tiene una estrategia ganadora. Observemos que la interseccion de estas dos
clases es vacia. Las graficas consideradas en el texto seran finitas, no dirigidas
y conexas.

A continuaciéon damos ejemplos de familias contenidas en C' y R.

Lema 2.2.1. Sean G = (V, E) una grdfica regular y no completa y c¢,r € V
vértices distintos y no adyacentes. Para todo vértice ¢ € V adyacente a c,
existe v’ € V' adyacente a r que no es adyacente a ¢ y que r' # .

Demostracion. Supongamos que no es asi, es decir, supongamos que exis-
ten ¢, y r € V que cumplen con las hipotesis del teorema y tales que
¢ € N(c) y para todo " € N(r) se cumple que " € N() U{c'}. Si para
ningtn " € N(r) se tuviera que " = ¢ esto querria decir que N(r) C N(c)
y como G es regular |N(r)| = |N ()| por lo que N(r) = N(¢’) lo cual es una
contradiccion, ya que ¢ ¢ N(r) y cé€ N(d).

Pero si para algun 7 € N(r) se tuviera 7 = ¢ entonces r perteneceria a
N(c) y por lo tanto N(r) U {r} C N(c') U{c'}, por otro lado sabemos que
ce N(d)U{d} y c¢¢ N(r)U{r} de manera que en realidad N(r)U {r} C
N(Yu{cd'} por lo que |[N(r)u{r} < |N(c)U{c'}| entonces |N(r)| < |[N(c)]
lo cual es una contradicciéon a que G es regular.

|

Teorema 2.2.2. Toda grdfica reqular que no sea completa pertenece a R.

Demostracion. Sea G = (V, E) una grafica regular y no completa. Demos-
traremos que R puede evitar ser atrapado en cada movimiento suyo sin ser
atrapado en el siguiente movimiento de C'.

Supongamos que C' se coloca en algtun vértice ¢;. Como G es regular y no
completa, existe un vértice r; en V tal que no es vecino de ¢; y que r; # ¢4,
en dicho vértice deberé colocarse R.

Supongamos que R acaba de realizar su i-ésimo movimiento y no ha sido
atrapado, y que ademés no sera capturado en el (i 4+ 1)-ésimo turno de C, C
estienc; €V, Renr; €V, entonces es el turno de C, que se mueve a algin
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vértice ¢;11 € N(c¢;) donde por hipdtesis no se encuentra R, por el Lema 2.2.1
existe 7,41 € V adyacente a r; que no es ¢; 1 ni adyacente a el, por lo que, si
R se coloca en ese vértice, escapa y evita ser alcanzado en el turno ¢ + 2 del
policia. Por el principio de induccién matemética G € R. |

Teorema 2.2.3. Todo drbol pertenece a C.

Demostracion. Sea G = (V, E) un arbol. A continuacion describimos la
estrategia de C'y a la par definimos una sucesion de subgraficas de G, {R;},
de manera que se cumpla lo siguiente:

1.- R no pueda salir de R; en su movimiento i-ésimo sin ser atrapado por
el policia.

2.- |V(Ris1)| < |[V(R;)| para cada i € N (mientras R; no sea la grafica
vacia).

Como G es una grafica finita, R; es la grafica vacia para alguna i € N, lo
cual quiere decir que el policia atrapa al ladron.

El jugador C se colocara en algtn vértice vy, en su turno “0”, entonces
definimos Ry como G — vy, luego R se coloca en algun vértice wy de G—wvq (de
lo contrario acabaria el juego) y C' avanza por la arista vyv; en la direccion de
la componente conexa de G — vy en la cual se haya colocado R y se define R,
como la componente conexa de G —v; en la cual se encuentre R. Observemos
que en su siguiente turno R no puede salir de dicha componente sin pasar
por donde se encuentra C.

Supongamos que C' esta parado en un vértice v; y R en w;. La subgrafica
R; esta definida como la componente conexa de G —v; que contenia al vértice
en el cual estaba R antes de estar en w;, y que por la observacion al final del
parrafo anterior es la misma en la que se encuentra w;, para una 1 <1, y es
el turno de C'. Observemos que v; es adyacente a sélo un vértice y de R; (si
hubiera dos y1, y2 como hay una y;ys-trayectoria, P, en R;, (v;, y1 )UPU(yo, v;)
serfa un ciclo en G, pero G es un arbol), entonces C' se mueve a y, y definimos
Vit1 =y y a R;1; como la componente de G — v;;; donde esta el vértice w;.

Seaz € V(R;1), entonces hay una w;z-trayectoria, (), en G—v;,1. Supon-
gamos que v; es un vértice de dicho camino, (pero que v; # w;, pues habria ter-
minado el juego) entonces Q = (w; = 20, 21, 22, ..., Zs—1, Vi = Zs, Zs 415 ---20(Q) =
x), en particular hay una w;z,_;-trayectoria en G—uv;, por lo que z,_1 € V(R;)
y es adyacente a v;, pero zs_1 # v;11 y en el parrafo anterior observamos que
no puede haber dos vértices en R; adyacentes a v;, por lo tanto v; ¢ V(Q).
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De manera que () es un w;x-camino en G — v;, por lo que x € V(R;)

y asi hemos visto que V(R;41) C V(R;) y como v;41 ¢ V(R;11), entonces
[V(Rip)| < [V(R:)].

|

2.3. Dos versiones del juego

Una importante diferencia es aquella que existe entre la version pasiva y
la version activa del juego, en la primera el ladréon puede elegir no moverse
del vértice en el que esté en su turno, mientras que en la segunda es obliga-
torio que cambie de vértice. El policia debe moverse en cualquiera de estas
versiones. Los arboles pertenecen a C'y las graficas regulares no completas a
R en ambas versiones, pero en general en una grafica bien podria cambiar el
ganador dependiendo de con cual version se juegue. La grafica de la Figura
2.2 es la mas pequena en la que C' tiene una estrategia ganadora jugando
en la version activa y R tiene una estrategia ganadora en la versiéon pasiva.
El lector puede comprobar que en cada grafica con menos de 5 vértices el
ganador es el mismo en las dos versiones y lo mismo para las graficas que
resultan de remover aristas de la grafica de la Figura 2.2.

5
o
3/\4
o'———0

Figura 2.2: El ganador cambia dependiendo de la version.

La estrategia del policia en la version activa es colocarse en el vértice 5:
si R se coloca en 3 o en 4, entonces C' lo captura al siguiente movimiento.
Supongamos que R se coloca en 1, entonces C' se mueve a 4, como 3 y 2
son los tnicos vértices adyacentes a 1 y son también adyacentes a 4, sin
importar a donde mueva el ladrén, C' lo captura en su siguiente movimiento.
El razonamiento si R se coloca en 2 es simétrico ya que la grafica lo es.
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La estrategia del ladrén en la version pasiva es limitar sus movimientos
a los vértices 1,2,3 y 4 y usar la estrategia que usara en el ciclo generado
por dichos vértices suponiendo que C' esta en 3 cada vez que el estien 5y R
ignorara los turnos de C' en los que pase de 3 a 5 o viceversa y permaneceré
en su lugar, ya que si C estda en 5, al suponer que esté en 3, R se colocara
en 2 donde no puede ser alcanzado por C, y C' sbélo puede mover a 3 o a 4,
si mueve a 3 para R es como si no se hubiera movido y si mueve a 4 es algo
que R tendria contemplado en la estrategia del ciclo.

Este trabajo esta enfocado a la version pasiva por parecernos mas natural,
en el sentido de que a un verdadero ladréon no habria nada que le impidiera
quedarse en el mismo sitio si eso quisiera.

2.4. Trampas

Supongase que G es una grafica en la que C' tiene una estrategia ganadora.
Analizaremos cual es la situacion justo antes del tltimo movimiento de R.
Como R tiene la posibilidad de quedarse quieto y estamos suponiendo que C
lo atrapa al siguiente movimiento, Ry C' deben estar sobre vértices unidos por
una arista, y como R no puede evadir a C' cualquiera que sea su movimiento,
todos los vecinos del vértice donde esta R también deben ser vecinos del
vértice donde esta C.

Definiciéon. Llamaremos trampa al par de vértices (p, d) junto con sus veci-
nos cuando se cumpla que N(p) U {p} C N(d) U {d}.

De la discusion anterior se sigue que si una grafica con al menos dos
vértices no tiene trampas entonces necesariamente pertenece a R. Por ejemplo
el octaedro de la Figura 2.5 pertenece a R ya que no tiene trampas. Pero
puede haber graficas en R que tengan trampas como la que presentamos en
la Figura 2.4, la idea para construir una de estas graficas es de alguna forma
pegarle a una grafica de R otra que tenga trampas, pero R puede limitarse
a mover sobre los vértices de la primera (en el caso de la Figura 2.4 sobre los
vértices del ciclo de longitud 4).

Teorema 2.4.1. Sea G una grdfica y (p,d) una trampa de G, y sea G =
G — p. Entonces, G € C si y solo si G € C.

Demostracion. Primero supongamos que G € C'y que se juega una partida
en G. Como C' tiene una estrategia ganadora en G la usard para construir
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Figura 2.4: Tiene una trampa y pertenece a R

una nueva estrategia para jugar en (G, pretendiendo que R esta en d cada
vez que estd en p y moviendo de acuerdo a su estrategia en G C G. Esto
tiene sentido, ya que si R entré en p, debidé haberlo hecho desde un vértice
en N(p) o ya haber estado ahi desde el comienzo del juego, y cada vez que
sale de p lo hace hacia un vértice en N(p), pero N(p) U {p} C N(d) U {d}
por lo cual los movimientos que C' supone que hace R siguen siendo legales.
Si en la estrategia de C' en G sucede que C' atrapa a R en un vértice distinto
a p entonces también en la nueva estrategia, y si en la estrategia de C' en
G sucede que C atrapa a R en d cuando en realidad éste estaba en p soélo
tenemos que anadir un nuevo movimiento de C' pues R sblo se puede mover
a un vecino de d o a d mismo que es donde se encuentra C'. Por lo tanto
GeC.

Ahora supongamos que G ¢ C entonces G € R, es decir, R tiene una
estrategia para nunca ser atrapado en G, es claro, por el parrafo anterior,
que también R puede extender su estrategia a G suponiendo que C' esta en
d cada vez que se encuentre en p. [ |

Si (p, d) es una trampa de una grafica GG, diremos que removimos la trampa
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Y\ —
\/

Figura 2.5: Octaedro

(p, d) si quitamos p, es decir, G—p es la grafica que resulta de quitar la trampa.

Teorema 2.4.2. G € C si y sdlo si quitando sucesivamente trampas (en
cualquier orden) G puede ser reducida a un solo vértice.

Demostracion. El resutado anterior nos indica que es el mismo jugador el
que gana en una grafica G que el que gana en la que resulta de haberle remo-
vido una trampa, y por lo tanto de remover cualquier ntiimero de trampas.
Pero si se van quitando trampas sucesivamente hasta que no haya mas, solo
se puede obtener al final o bien una gréafica de un sélo vértice, grafica que
pertenece a C o bien una gréfica sin trampas y con al menos dos vértices
que, por una observacion anterior, perteneceria a R. Por lo tanto si la original
pudo ser reducida a un sé6lo vértice es porque pertenecia a C y si no pudo
ser reducida a un vértice es porque pertenecia a R, o lo que es lo mismo, no
pertenecia a C. |

Por ejemplo, los vértices blancos en la Figura 2.6 son trampas en su res-
pectiva etapa. Por el resultado anterior la grafica pertenece a C.
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Figura 2.6: Removiendo trampas en distintas etapas
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2.5. C es una variedad

Entenderemos por variedad, una clase cuyos elementos son graficas y que
es cerrada bajo las operaciones producto X finito y retraccion. A continuacion
demostraremos que C es una variedad. Esto resulta interesante, pues una
familia de gréficas caracterizada tnicamente a través de un juego resulta
tener ciertas propiedades algebraicas.

Teorema 2.5.1. 5i G, G’ € C, entonces GR G € C.

Demostracion. Como G,G € C, C tiene una estrategia ganadora tanto
en G como en G’, supongamos que C' empezaria colocandose en zy € V(G)
si jugara en Gy en yo € V(G') si jugara en G’, entonces iniciara su juego
en G X G’ colocandose en (z, o), si R se coloca en (ug,vy), entonces C' se
mueve a (z1,y;) donde z; es el vértice al que se moveria C' de acuerdo a su
estrategia en G si R se pusiera en ug, v y; es el vértice al que se moveria C'
de acuerdo a su estrategia en G’ si R se pusiera en vy.
Asi, en general, si cuando C' se encuentra en un vértice (,—1,Yp—1),
R se mueve de un vértice (u,_1,v,-1) a otro (up,v,) entonces pasa que:
(U1 =1y ¥y {vp-1,0} € E(G)) 0 {up—1,u} € E(G) v vp1=1p) 0
{up—1,u,} € E(G) y {vp-1,v,} € E(G")). Cualquiera de estas opciones
implica que el movimiento de u,_; a u, serfa un movimiento valido para el
ladréon en G’y que el movimiento de v,_; a v, serfa un movimiento valido
para el ladron en G’ para los cuales C' tiene un movimiento en respuesta de
acuerdo a sus estrategias tanto en G como en G’, digamos a x,, y y, respecti-
vamente. Pero esto quiere decir que {z,_1,2,} € E(G) vy {yp-1,y,} € E(G'),
entonces {(zp—1,Yp-1), (Zp,yp)} € E(GX G') por lo cual C' puede moverse y
se moveré al vértice (x,,y,) v seguird procediendo de este modo hasta que
Ty = Ug—1 O Yq = Ug—1 para alguna ¢ € N. Como C estd moviendo de
acuerdo a sus estrategias ganadoras, llegara este momento y a partir de éste
C seguira al ladron en la entrada en la cual "lo ha alcanzado" mientras en la
restante lo alcanza usando su estrategia como se explico arriba. Y entonces
se tendrd que r,y =uy_1 Yy Yy = Uy—1 para alguna ¢’ € N.
[ |

Teorema 2.5.2. Sea H un retracto de G. Si G € C entonces H € C.

Demostracion. Es lo mismo demostrar que: Si H es un retracto de G, en-
tonces si H ¢ C pasa que G ¢ C.Si H ¢ Centonces H € R, R tiene una es-
trategia ganadora en H. Sea ¢ : V(G) — V(H) una retraccién. Supongamos
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que se juega en (G, R pretendera que el juego toma lugar sé6lo en H, suponien-
do que C esta en p(v) € V(H) cuando esté en v € V(G) y moviendo a dénde
moveria segin su estrategia en H, si C' se mueve de x € V(G) ay € V(G) es
porque existe la arista zy en G y entonces también la arista ¢(x)¢(y) en H,
por lo que el movimiento de ¢(z) a ¢(y) seria un movimiento valido para C' en
H que R tendria contemplado en su estrategia en H. Supongamos que R fue
capturado en algiin momento habiendo jugado de esta forma y que el desarro-

. o c R C

llo del juego fue el siguiente: C' en vy, R en wy luego vy — vy, wy — wy, vy —
R c R C

Vo, W, — W9, .eeyUp_9 — Up_1,Wn_2 — Wnp_1,VUp_1 — Up = W,_1, €ntonces

c R c R

C'en ¢(vy), R en wy luego o(vg) = p(v1), wo = wi,o(v1) = @(va2), w1 —

o} R c )

W, ..., P(Un—2) = P(Vp_1), W2 = Wp_1,9(Vn—1) = ©(vs) = w,_1 seria el

desarrollo de un juego en H doéonde R juega con su estrategia ganadora y

aun asi pierde, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto R no puede ser

capturado si juega como hemos descrito, por lo que G € R es decir G ¢ C.
|
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El juego




Capitulo 3
Mas policiias para el jugador C

Una motivaciéon para aumentar el nimero de policifas que puede utilizar
C es que, como hemos visto en la seccion 2.2, en las graficas regulares no
completas el ladron tiene una estrategia para evadir al policifa, incluso basta
con que una grafica tenga un ciclo de longitud mayor o igual a cuatro como
subgrafica inducida para que el ladrén sea el vencedor. Le daremos al jugador
C una mayor oportunidad de capturar al ladrén, permitiendo que tenga a
su disposicién mas de un policiia, digamos, un conjunto {C}, (s, ...,Ci} de
policifas, del cual podra mover un subconjunto no vacio en cada turno.

Definicion. Se llama nimero de policiias de una grafica G al minimo nimero
de policiias con los cuales el jugador C' tiene una estrategia para atrapar al
ladron en G, y se escribe ¢(G).

Por ejemplo, hemos visto que un policiia no puede atrapar al ladrén en
una grafica que contenga un ciclo de longitud mayor o igual a cuatro como
subgrafica inducida, como es el caso del producto [J de dos arboles con mas
de 1 vértice, pero en el siguiente teorema vemos que con dos policiias se puede
atrapar al ladréon en dicho producto.

Lema 3.0.3. Si Ty y Ty son drboles, entonces ¢(T10T3) = 2. Suponiendo
ademds que tanto Ty como Ty tengan mds de 1 vértice.

Demostracion. Sean Ty,T, arboles. Supongamos que se juega en 10T,
y veamos que (' tiene una estrategia ganadora si tiene dos policifas a su
disposicion. Primero Cj se coloca en (wo, z) € V(T10T5) y Cs en (yo, 20) €
V(T107T3), supongamos que después de ésto R se coloca en (ug, vo) € V(T1075)
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entonces C' jugara primero moviendo a C; de acuerdo a su estrategia gana-
dora de T} en la copia de 77 en 710075 en la cual se halla (i.e. Ty x {xo}) v
a Cy de acuerdo a su estrategia ganadora de T5 en la copia de Ty en 11T,
en la cual se halla (i.e.{yp} x T3), el primero que termine su estrategia “hara
sombra” sobre la coordenada en la cual haya alcanzado al ladrén hasta que
el otro también termine, asi los dos policias lograran igualar una de sus pro-
yecciones a la correspondiente del ladrén, entonces C; tendra la proyeccion
sobre T7 igual a la del ladron y C la proyeccion sobre T5 igual a la del ladrén.
A partir de este momento R tendrd que decidir en cada turno si se mueve
sobre la copia de T} en la que esta o se mueve sobre la copia de T5 en la que
estd, no puede hacer las dos cosas, entonces de alguna manera los papeles
de C; y (5 se invertiran, porque si R decide hacer lo primero, C; le hara
sombra sobre la primer coordenada y Cs moverd de acuerdo a su estrategia
de T} sobre la copia de T} en la que estan tanto C5 como R, y si R decide
hacer lo segundo C} seré el que haga sombra sobre la segunda coordenada y
C el que mueva de acuerdo a su estrategia de T, sobre la copia de T, en la
que estan tanto C; como R, asi en un nimero finito de turnos uno de los dos
policiias atrapara al ladrom. |

3.1. Buenas noticias para R

Los siguientes resutados favorecen de alguna manera al jugador R, por-
que nos dicen que, para cada niimero de policifas con que pudiera contar el
jugador (' existe una grafica en la cual R resulta vencedor si C' utiliza dicho
ntmero de policifas. Como un paréntesis, esto es parecido a la manera en que
Leonidas I de Esparta logra contrarrestar la desventaja de que su ejército es
superado en nimero por el ejército persa, eligiendo un campo de batalla que
le favorece.

Lema 3.1.1. Sea G una grifica con grado minimo §(G) > n para unan € N
y que no contiene 3 ni 4-ciclos. Entonces todo conjunto dominante de G debe
tener n elementos o mds, es decir, v(G) > n.

Demostracion. Sea S = {vy, v, ...,v,_1} un conjunto de n — 1 vértices de
Gy w ¢ S. Dicho w debe existir, pues no se puede tener que §(G) > n en
una grafica donde s6lo hubiese n — 1 vértices.

Supongamos sin pérdida de generalidad que la vecindad de w es el conjun-
to N(w) = {v1,ve, ..., v, w1, ...,wi_k }, ya que, si en realidad fuera N(w) =
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{Vo(1)s Vo (2), - - - » Vo(k), W1, - - -, Wik }, con la permutacion {1,2,...,n — 1} 5
{1,2,...,n — 1} podriamos indexar de nuevo el conjunto de los vértices v;
y volver a empezar. Entonces la vecindad de w es un conjunto de [ vérti-
ces, por lo tanto [ > 6(G) > n > 0y como 0 < k < n — 1 se tiene que
[ —k>n—(n—1)=1, es decir, S no es una cubierta.

Afirmamos que N(w;) N N(w;) = {w} siempre que i # j. Por definicién
de vecindad w € N(w;) para toda 1 < i < [ — k, por lo tanto {w} C
N(w;) N N(w;) para toda 1 < i,j <[ — k. Ademas, si x € N(w;) N N(w,)
para algun i,7 € {1,2,...,1 — k},i # j entonces x no puede ser otro que w,
porque si suponemos que x # w entonces (w,w;,x,w;,w) es un 4-ciclo, lo
cual es una contradiccién porque estamos suponiendo que GG no contiene 3 ni
4-ciclos, por lo tanto z = w y {w} = N(w;) N N(w;).

Asi, si S fuera un conjunto dominante de G, cada N(w;), 1 <i <[ —k,
deberfa contener al menos un v; y ademas con j > k + 1 ya que si j <
k entonces (w,w;,v;,w) serfa un 3-ciclo y estamos suponiendo que G no
contiene 3-ciclos. Dichos vértices junto con {vy, ..., v} suman en total (I —
k) + k = [ vértices v;, pero como [ > n esto es una contradiccion, pues solo
eran n — 1 vértices v;. [ |

Teorema 3.1.2. Sea G una grifica con grado minimo 6(G) > n y que no
contiene 3 ni 4-ciclos. Entonces ¢(G) > n.

Demostracion. Supongamos que C' tiene n — 1 policifas a su disposicion.

Por lo tanto, tras el primer movimiento de C', colocando sus n—1 policifas
en, digamos, los vértices {cy, ¢a, ..., ¢,_1}, por el Lema 3.1.1, existe un vértice
r tal que r # ¢; y  no es adyacente a ¢; para toda 1 <i <n —1y asi R se
puede colocar en dicho vértice sin ser atrapado al siguiente movimiento de
C.

Supongamos que R ha logrado evitar ser atrapado hasta su movimiento
ntmero m y sin peligro de que C' lo atrape en su movimiento nimero m + 1,
supongamos que C' coloco los policiias en los vértices {c], ¢, ..., 1} y que la
vecindad del vértice donde estd R en ese momento es N(r,,) := {uy, ..., us},
recordemos que s > §(G) > n.

La tnica forma de que R no pudiera evitar ser atrapado al siguiente
movimiento de C' es que cada u; estuviera ocupado por al menos un policiia
o fuera adyacente a al menos un vértice ocupado por un policifa.

Observemos que, en la posicion en que se encuentra el juego justo antes
de que R haga su movimiento m + 1, para cada policiia se cumple que si
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estd en un vértice c;,p € {1,2,...,n— 1} adyacente a algin u;, éste no puede
ser adyacente a algiin otro u; con i # j, porque (7, u;, ¢, u;, 7m) serfa un
4-ciclo, y si un policiia se encuentra sobre un vértice u; éste no puede ser
adyacente a algin u; con i # j porque (7, u;, u;, ) serfa un 3-ciclo.

ou
|

°
U

. e
s

Figura 3.1: vecindad de r,,

Por lo tanto cada ¢, puede ser adyacente a lo mas a un vértice de la
vecindad de r,, o estar sobre, a lo mas, un vértice de la vecindad de r,, y
ademas no ambas cosas a la vez; como hay n — 1 policifas y al menos n
vértices en la vecindad de 7, forzosamente hay un vértice en la vecindad de
rm que no es adyacente a algin vértice ocupado por un policifa y tampoco
esta ocupado por uno, por lo que R puede moverse a ese vértice en su turno
m + 1 con la seguridad de no ser atrapado por C' en el movimiento m + 2
de éste. Por el principio de inducciéon matemaéatica R puede escapar en cada
movimiento suyo, sin que pueda atraparlo C' en el siguiente turno. Es decir,
c(G) > n.

[ |

Teorema 3.1.3. Para cada n € N existe una grifica n-reqular sin 3 ni 4-
ciclos. 'Y por lo tanto, para cada n hay una grifica G con ¢(G) > n.

Demostracion. Para n = 1, Ky cumple las condiciones, es 1-regular sin 3
o 4-ciclos. Para n = 2, C5 cumple las condiciones, es 2-regular y sin 3 ni 4-
ciclos, ademéas C5 es 3-coloreable. Entonces, probaremos por inducciéon sobre
n que existe una grafica n-regular, 3-coloreable y sin 3 ni 4 ciclos.

Ya hemos probado la base de la induccién (n = 2). Supongamos que es
cierto para algin k € N y sean G la grafica k-regular, 3-coloreable y sin 3
ni 4-ciclos que existe, G1, Go y G tres graficas isomorfas a Gy f: V(G) —
{1,2,3} una buena 3-coloracion.
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Notemos que dada la coloracion f de los vértices de GG, se puede inducir
una coloracién en una grafica isomorfa a GG, digamos G’, como sigue, si ¢ :
V(G) — V(G') es un isomorfismo, definimos la coloracion g como: g(v) = j
siy solo si f(p~t(v)) = 3.

Sean ¢; : V(G) — V(G;) con i € {1,2,3} isomorfismos, coloreemos cada
G, con la coloracion inducida de esta forma por f y la respectiva ;. En
lo sucesivo llamaremos a estas coloraciones f; : V(G;) — {1,2,3}. También
definimos fy := f y Gy := G.

Ahora construyamos una grafica H donde

V(H) = V(G)UV(Gy) UV(Gy) UV(Gs) v st u,v € V(H), entonces
wv € E(H) siy so6lo si alguna de las siguientes condiciones se satisface(ver
Figura 3.2.).

{ ueV(G),veV(G), fluy=1 y ¢i(u)=v o }
UEV(G2)7U€V(G3)7 (905( ):1 y

)
/

ueV(GQ),veV(Gy), f(u ):2 y

H.{ Flor 5
)

§

2

ue V(Gs),veV(G), fles'(u) =

ueV(G),veV(Gs), flu)=3 y ¢s(u)=v o
R AN A j
E(

IV. wv € (E(G)U E(G,) U E(G3) U E(G53))

<

Las coloraciones f; a su vez inducen una coloracion de los vértices de H,
a saber, f := Jfi : V(H) — {1,2,3}, sobra decir que esta coloracién no
tiene por que ser propia.

Dado que las funciones ¢; son isomorfismos, I, IT y III dicen que en H
cada vértice de color 1, 2, y 3 respectivamente es adyacente a un tinico vértice
del mismo color en una copia distinta de G, el cual es imagen del vértice bajo
alguno de los isomorfismos definidos o sus inversos, y IV dice que las aristas
originales de G estdn copiadas en cada copia de (G, y como G es k-regular
entonces H es (k + 1)-regular. Ademas, dada una copia de G en H, todas
las aristas cuyos extremos son de un determinado color salen a otra tnica
copia de G en H, por ejemplo para la copia de GG, en H, las aristas cuyos
extremos son de color 1 inciden en los vértices de la copia de (3, las aristas
cuyos extremos son de color 2 inciden en los vértices de la copia de Gy y las
aristas cuyos extremos son de color 3 inciden en los vértices de la copia de

Gi.
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Ahora veamos que en H no hay 3 ni 4-ciclos, por comodidad denotaremos
Gy al conjunto de las copias de G, G, Gy, G3 en H.

Veamos que no puede haber un 3-ciclo, supongamos que hay un 3-ciclo
(a,b,c,a).

No pueden estar los tres vértices del ciclo en los vértices de la misma
G, € Gy porque por hipoétesis de induccion en G no hay 3-ciclos y cada G;
es isomorfa a G.

No puede haber un 3-ciclo tal que 2 de sus vértices, a,b, estdn en los
vértices de G, € G y el otro, ¢ , en los de Gz € Gy con G, # G porque
si existiera tal ciclo, por la definicion de H existiria un isomorfismo P :
V(Gy) = V(Gp) tal que ®(a) = ¢ = ®(b) con a # b lo cual es absurdo.

No puede haber un 3-ciclo con cada uno de sus vértices en los vértices de
distintos elementos de Gy, digamos a € V(G,),b € V(Gg) y ¢ € V(G,),
porque por un lado esto quiere decir que por estar en vértices de diferentes
elementos de GG y estar unidos por una arista a,b y c tienen el mismo color
asignado por las coloraciones inducidas por f, por otro lado los vértices de
una grafica G5 en Gy de un determinado color se unieron a vértices del mismo
color, pero de una tnica grafica en Gy distinta de Gs. Entonces tenemos que
Go = Gg o Gg = Gy o Gy = G, pero esto es una contradiccion, pues
estamos suponiendo que son distintas entre si.

Como ningun caso es posible, no puede haber 3-ciclos.

Veamos que no puede haber un 4-ciclo, pues si hubiera uno, digamos
(a,b,c,d,a).

No pueden estar los cuatro vértices en un mismo elemento de G’y porque
por hipotesis de inducciéon en G no hay 4-ciclos y cada G; es isomorfa a G.

No pueden estar tres de sus vértices en un elemento de Gy y el cuarto en
otro distinto, porque si supusieramos sin pérdida de generalidad que a, b, c €
V(Ga),Go € Gpy d e V(Ggs),Gsg € G, G, # Gp, por la definicion de H
esto querria decir que bajo un isomorfismo ¢ : V(G,) — V(Gg), a # cy
®(a) = d = P(c) lo cual es una contradiccion.

No pueden estar dos de sus vértices en los vértices de un elemento y dos
en los de otro elemento de Gy, porque si fuera asi tendriamos dos casos
posibles: que los vértices que estédn en los vértices de un mismo elemento de
G i sean adyacentes en el ciclo o que no lo sean. En el primer caso podriamos
suponer sin pérdida de generalidad que a,b € V(G,) y que ¢,d € V(Gp),
pero como estamos suponiendo que las aristas {b,c},{a,d} € E(H) esto
querria decir que las coloraciones inducidas por f asignan el mismo color a
todos los vértices del ciclo lo cual es una contradicciéon ya que las aristas
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{a,b} € E(G,) y {c,d} € E(Gp). En el segundo caso podriamos suponer
sin pérdida de generalidad que a,c € V(G,) y que b,d € V(Gp) pero esto
solo podria pasar si para un isomorfismo @ : V(G,) — V(Gp) se tuviera que
®(a) = b=d= P(c) lo cual es absurdo.

No pueden estar dos de sus vértices en los vértices de un mismo elemento
de Gy y otros dos en los de otros dos distintos, porque si asi fuera, habria dos
casos, que los vértices que estan en los vértices de un mismo elemento sean
adyacentes en el ciclo o que no lo sean. En el primer caso podriamos suponer
sin pérdida de generalidad que a € V(G,),b € V(Gs) y ¢, d € V(G,), pero
esto solo podria pasar si a y b tuvieran el mismo color, d y a tuvieran el
mismo color y b y ¢ tuvieran el mismo color, es decir, si todos los vértices del
ciclo tuvieran el mismo color asignado por las coloraciones inducidas por f,
sin embargo esto no puede suceder puesto que la arista {c,d} € E(G,) en
donde la coloracion inducida por f es propia. En el segundo caso podemos
suponer sin pérdida de generalidad que a € V(G,),c € V(Gg) y b,d € V(G,)
pero esto sélo podria suceder si para el isomorfismo @ : V(G,) = V(G,) se
tuviera que ®(a) = dy ®(a) = b, lo cual es absurdo, pues d # b.

No pueden estar cada vértice en los vértices de un elemento distinto G,
digamos a € V(G,),b € V(Gg),c € V(G,) vy d € V(G5) porque esto querria
decir que a, b y d tienen el mismo color asignado por la coloraciéon inducida
por f pues {a,d},{a,b} € E(H) pero entonces Gz y G5 deberian de ser la
misma grafica, lo cual seria una cotradiccion.

Siendo estas todas las posibles distribuciones de los vértices del ciclo en
los vértices de los elementos de G, podemos concluir que no hay 4-ciclos en
H.

Ahora daremos una 3-coloraciéon propia de los vértices de H aprove-
chando la coloracién f que tenemos inducida por f. Para lo cual introdu-
ciremos las permutaciones cuya expresion en ciclos ajenos es la siguiente:
oo = (1)(2)(3),01 = (1 3)(2),02 = (1 2)(3),03 = (2 3)(1). Entonces defini-
mos la coloracion h : V(H) — {1,2,3} como h(v) = o;(fi(v)) si v pertenece
a los vértices de la copia de G; en H. Veamos que esta nueva coloracion es
propia.

Siv,w € V(H) son tales que vw € E(H), hay varios casos. Si v y w son
vértices de una misma G, € Gy como las coloraciones f; son coloraciones
propias y o; solo intercambia de color dos clases cromaticas, es claro que
h(v) # h(w). Siv € V(G,) y w € V(Gs) con G, # Gg, observemos que
por la definicion de h sélo el color de uno de los dos vértices ha cambiado
respecto al que tenia asignado por la coloracion | J f;, ver Figura 3.2, por otro
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lado como v y w son adyacentes en H y pertenecen a vértices de distintos
elementos de Gy reciben el mismo color en la coloracion |J f;, por lo cual
reciben distinto color en la coloraciéon h. Por lo tanto A es una 3-coloracion
propia de H.

Luego, por el principio de inducciéon matemética queda probado el teore-
ma.

Ps

e
€ f71(3)

€f 1@ et

(221

Figura 3.2: Construccion de la grafica H.
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3.2. Buenas noticias para C

Los siguientes teoremas son buenas noticias para C' en el sentido de que
hay algunas graficas en las que puede economizar personal, pues basta con
tres o menos policiias para poder capturar al ladron.

Sea GG una gréfica con A(G) < 3. Supongamos que después de un mo-
vimiento de C' los policifas C7,Cy y C3 ocupan los vértices 1,25 v 23 y el
ladrén ocupa el vértice r, como la grafica es conexa, existen caminos de cada
vértice x; a cada uno de los vecinos de r, por lo cual existe al menos una
tercia de caminos P;, i = 1,2,3 que van de x; a r y tales que cada arista
incidente en r es la ultima arista de algin P;. Llamemos P(xy, zo,x3,7) al
conjunto de todas las tercias de caminos tales que cada arista incidente en r
es la dltima arista de algiin camino de la tercia.

Si Py, Py, P3 € P(x1,19,x3,7) es una tercia de caminos tal que la suma
de sus longitudes es la minima de entre todas las sumas de las longitudes
de todas las tercias de caminos en P(xy, zo, x3,7) definimos [(x1, xo, z3,7) 1=

l1 + Iy + I3, donde [; := ((P;).

Lema 3.2.1. Sea G una grdfica con A(G) < 3 y supongamos que cualesquiera
dos aristas adyacentes estdan contenidas en un ciclo cuya longitud es a lo mds
5. 8i después de un turno de C' los policitas C,Cy, C3 estdn colocados en los
vértices cy, co, c3 respectivamente y el ladron ocupa el vértice r, entonces para
cualquier v € N(r) U {r} se tiene que l(c},cy, cy,r") < l(c1,ca,c3,7) para
algunos ¢, € N(¢;).

Demostracion. Por brevedad haremos [ := l(cy, co,c3,7) y I' :==1(c}, ¢y, c5,17).
Sean Pi, Py, P3 € P(x1,x9,x3,7) caminos tales que | = l; + ls + [3 donde
Caso 1. Supongamos que r es adyacente a tres vértices ay, as, az con P, =
(1 = 1,29, .0,a1 = To1,Tq = 1), P2 = (2 = Y1,Y2, ..., 02 = Yp_1,Yp =
r),Ps = (c3 = #1,%,...,a3 = 21,2, = 7). Entonces los tnicos posibles
movimientos de R son quedarse en el mismo vértice o moverse hacia algin
a;. En cualquier caso C' movera ¢ a To, ¢ & Yo V €3 & 2o, asi si:

Caso 1.1. R permanece en el mismo vértice, definimos P| := (¢] = x9, %3, ...,a1 =
Ta—1,La = T’), PQI = (CIQ =Y2,Y3,---, G2 = Yp-1,Y3 = T>7P?i = (C;/g = 22,23, .-, 3 =
Zy_1,%y = 1). Como estos son caminos que van de los vértices ¢ al vértice
donde esta R y ocupan entre los tres caminos cada una de las aristas inci-
dentes en el vértice donde esta R tenemos que I < U(Py)) + ((P}) + ((P5) =
(l1—1)+(l2—1)+(l3—1)<l.
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Caso 1.2. R se mueve a alguno de sus vecinos, podemos realizar nuestro
analisis suponiendo sin pérdida de generalidad que R se mueve a a; ahora
tenemos 2 subcasos:

Caso 1.2.1. [y < 2 entonces, si [; = 0, entonces C' ya ha atrapado a R, y si
li =1, P, = (c1, 1), es decir, ¢; = ay y por lo tanto R se entrego.

Caso 1.2.2. Sil; > 2 entonces de nuevo tenemos casos:

Caso 1.2.2.1. Que dg(a;) = 1, pero esto quiere decir que {r, a;} seria la
tnica arista incidente en a; y en consecuencia P; = (ay, r) estarfamos en el
caso 1.2.1, lo cual es una contradicciéon, por lo tanto este caso no se puede
dar.

Caso 1.2.2.2. Sidg(ay) = 2, definimos los caminos: P| := (¢} = xa, X3, ..., Ta—2,01 =
Ta-1), Py = (¢ = Yo, Y3, ...y@2 = Yp_1,7 =y, a1), P§ := (¢ = 29,23, ...,a3 =
Zy_1,T = Zy,01), Observemos que z,_» es distinto de r ya que lo contrario
contradiria la eleccion de { Py, Py, Py}, entonces I' < ((P]) 4+ ((Py) + ((P}) =
(l1—2>+l2+13 < .

Caso 1.2.2.3. Si dg(a;) = 3, sea u el vértice adyacente a a; en G que no
es adyacente a a; en P;. Por hipdtesis el camino (7, a1, u) estd contenido en
un ciclo de longitud menor o igual a 5. Como dg(r) < A(G) = 3, a dicho
ciclo debe pertenecer la arista {r,as} o la arista {r, a3}, podemos suponer
sin pérdida de generalidad que es la arista {r, as}. Llamaremos S al ciclo. La
longitud de S puede ser 3,4 6 5.

Si 0(S) = 3, como {r,a1} vy {r,as} pertenecen al ciclo, necesariamen-
te {ai,as} debe ser la tercera arista del ciclo, entonces definimos P :=
A Pray, Py := cyPyas U {ag, a1}, Py := 4PsrU {r,a,}. Estos caminos usan
todas las aristas incidentes a a;, que es donde se encuentra R, entonces,
UV<UP))+UPy)+LP) =0 —2)+(la—1)+ 15 <.

Sil(S) =4, {u,a1},{a1, r}, {r, az} son aristas del ciclo, por lo tanto {as, u}
debe ser la cuarta arista del ciclo, entonces definimos P| := (¢ Pia;), Py :=
(chyPras) U (ag,u,a1), Py := (c4Psr) U (r,a;) que son tres trayectorias que
usan las 3 aristas incidentes en el vértice donde se encuentra R, por lo tanto
U<UP)+LUPy)+LP) = —2)+ 1+ 13<l.

Si £(S) = 5 sabemos que las aristas {u,a,}, {a1, r},{r, az} pertenecen al
ciclo, sea v el quinto vértice del ciclo, adyacente obviamente a as y u, entonces
los caminos P := ¢ Piay, Py := cyPyas U (ag, v, u,a1), P§ := 3 PyrU{r,a;}
ocupan las tres aristas incidentes en ay, por lo tanto I' < ((P]) + ((Py) +
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Caso 2. Supongamos que 7 es adyacente a soélo dos vértices ag, as, enton-
ces dos de los tres caminos llegan a r por una misma arista, supongamos
sin pérdida de generalidad que es por {ag, 7}, con P, = (¢1 = 21,29, ...,a1 =
To—1, Lo = T),PQ = (02 =Y1,Y2,---,02 = Yp-1,Y3 = T);P:z = (03 = 21,22, ..., 02
Zy_1,2y = 1) y de nuevo C' movera c¢; a T, C2 a Y2 ¥ €3 a 22 en cualquiera de
los siguientes casos:

Caso 2.1. R permanece en el mismo vértice, entonces definimos P| := (¢] =
T, gy ey A1 = Too1,Ta = 1), Py = (chy = Y2,Y3, ..y 2 = Yg_1,Ys = 1), Py :=
(ch = 29, 23, ..., a3 = 2y_1, 2, = 1) que por la eleccién de Py, P, y P; ocupan
las dos aristas incidentes en 7, por lo tanto I' < ((P]) + ((Py) + ((P}) =
L-D+L-1)+(U—-1) <l

Caso 2.2. R se mueve a algin vecino de r, ahora debemos analizar los dos
casos:

Caso 2.2.1. R se mueve a a;.
Caso 2.2.1.1. Si l; < 2, el razonamiento es analogo al del caso 1.2.1.
Caso 2.2.1.2. Si l; > 2 tenemos de nuevo casos:

Caso 2.2.1.2.1. Que dg(a;) = 1, aqui el razonamiento es el mismo que en
1.2.2.1.

Caso 2.2.1.2.2. Que dg(a;) = 2, ahora definimos P| = (¢|Piay), Py =
(cyPor)U (r,aq), P := (4 Psr) U (r, ay), analogamente al caso 1.2.2.2 se tiene
que 7 # xq_o por lo que I" < U(P)) +U(P)) +{(P}) = (lh —2)+ 1+ 13 <.

Caso 2.2.1.2.3. O que dg(a1) = 3, sea u el vértice adyacente a a; en G que
no es adyacente a a; en P;. Entonces (u,ay,r) debe estar contenido en un
ciclo, S, de longitud menor o igual que 5.

Si 4(S) = 3, entonces u = ay pues r ya es adyacente a ay,as y dg(r) = 2,
entonces a; es adyacente a ag, definimos P := (¢|Piay), Py := (chPaz) U
(ag,a1) y P§ = (c4Psr) U (r,a1) y se tiene que I' < ((P]) + ((Py) + ((Pj) =
(l1—2)+(l2—].)+l3 <.

Si 4(S) = 4, hay dos posibilidades: que yg_2 = 2,_2, por lo que podemos
definir P := (| Piay), Py = (cyPeas) U (ag, u,ay), Py := (s Psaz) U (az, r, a)
yasil! <UP))+UPy)+UPy) =1 —2)+ b+ 13<L.

O si yg_92 # 2y—2 que u sea el vértice yg_o 0 z,_9, suponemos sin per-
der generalidad que u = yz_o y definimos P := (| Piay), Py = (chPou) U
(u,ay), Py := (c5Psr) U (r,a1) por lo que se tiene que " < U(P)) + ((Py) +
E(Pé) = (11—2)+(12—2)+13 < 1.
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Si 4(S) =5, as,r,a; y u pertenecen al ciclo, llamemos v al quinto vértice
del ciclo, entonces hay dos casos similares a los del caso anterior: o bien
Yp—2 = Zy_2, definimos P := (c|Piay), Py := (chPras) U (az,v,u,a4), P§ :=
(5 Psr) U (ryay) yasil! <U(P))+0(Py)+0(P) = (L —2)+(la+1)+ 13 <.

O bien yg_o # z,_2 pero v es yg_o 0 Zy_z, suponemos sin pérdida de
generalidad que v = yg_o y definimos P| := (| Piayr), Py = (c4hPv) U
(v,u,a1), Py == (c5Psr) U (ryay) y asi I < L(P]) + L(P) + ¢(P) = (lh —

Caso 2.2.2. R se mueve a as.

Caso 2.2.2.1. Sily < 2013 < 2 el ladrén ya habia sido atrapado o se entregd
al moverse a as.

Caso 2.2.2.2. Sily > 2 y I3 > 2, dependiendo del grado de ay tenemos los
siguientes casos:

Caso 2.2.2.2.1. Si dg(as

) =

Caso 2.2.2.2.2. Si dg(az) = 2 entonces as sélo es adyacente a yg_o = 242 y
a ry definimos P| := (¢} Pir) U (r,az), Py := (cyPyas), P§ := (¢4 Psaz) por lo
que l' <UP))+UPy) +0(P) =L+ (la—2)+(I3—2) <.
Caso 2.2.2.2.3. Si dg(az) = 3y ys—2 # 2y—2 entonces ay es adyacente soélo
a T,Ys_2 V Zy—2 y definimos P| := ({Pir) U (r,a2), Py = (chPas), Py
(c5Psay) por lo que I < U(P)) +U(Py) +L(Py) =L+ (—2)+ (I3 —2) < l.
Caso 2.2.2.2.4. Sidg(az) =3y ys—2 = 242 sea u el véritce que es adyacente
a az y no es r ni z,_o, por hipotesis la trayectoria (u, as, z,_2) esta contenida
en un ciclo S de longitud menor o igual que 5.

Sil(S) = 3, definimos Pj := (¢, Pir)U(r, az), Py := (chPyzy—9)U(2y—2, u, az), P§ :=
(s Psasy), entonces I < U(P])+U(Py) +0(P) =11+ (la—1)+ (s —2) <L

Si £(S) = 4, entonces el cuarto vértice del ciclo puede ser yz_3 0 z,_3, si
suponemos sin pérdida de generalidad que es yg_3 definimos P| := (¢} Pyr) U
(ryaz2), Py := (hPyys—3) U (yp—s3, u, az), Py := (4 Psaz) entonces I < U(P]) +

Si 0(S) = 5, llamemos v y w a los otros vértices del ciclo, estos vértices
no pueden ser ni yg_; ni z,_; para ¢ > 3 porque contradiria la elecciéon de P,
o P; ya que se podria encontrar una tercia de trayectorias que utlizaran las
aristas incidentes en r y cuyas longitudes sumasen menos.

Lo que puede suceder si ys_3 # 2z,—3 es que uno de los vértices, digamos
v, no pertenzca a V(FP2) U V(P;) lo que forzaria a w a ser o bien yg_3 o
bien z,_3, suponemos sin perder generalidad que w = yg_3 y definimos P; :=

se tiene el caso 2.2.2.1.
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(A Pir) U (r,a2), Py i= (chPays—3) U (ys—s,v,u,as), Py == (c4Psas), entonces
UV <UP)+LUPy)+LP)=UL+(Ua—1)+(l3—2) <.

También si yg_3 # 2,—3, puede suceder que uno de los vértices del ciclo sea
ys—3 y el otro z,_3, sin pérdida de generalidad suponemos que u es adyacente
a ys—3 en el ciclo y definimos P| := (| Pir) U (r,a2), Py := (chPyys—3) U
(Yp—3,u,a2), Py := (4 Psas), entonces ' < U(P]) + ((Py) + L(P}) =11 + (ls —
2)+(l3—2) < 1.

Si yg_3 = z,_3 el tnico caso posible es que el ciclo sea (az,r,a1 =
v, W, Ys—2,a2) ¥ como dg(a;) < 3 se debe tener que a; = ¢;, definimos
P] = (¢, Pir) U (r,a2), Py := (hPaas), Ps := (5 Psys—2) U (Ys—2, w, a1, u, as),
entonces I' < U(P)) +U(Py) +0(Py) =l +(lo—2)+(ls+1) <l

Y esos son todos los casos, porque r no puede ser adyacente a sélo un
vértice, digamos a;, a menos de que G fuera solo la arista {r,a;}, porque si
dg(ay) > 1 entonces existe un vértice x tal {a;,z} € E(G), pero esto quiere
decir que hay un ciclo que contiene ese par de aristas adyacentes y por lo
tanto dg(r) > 2.

|

Teorema 3.2.2. Sea G una grifica con A(G) < 3 y supongamos que cuales-
quiera dos aristas adyacentes estdn contenidas en un ciclo cuya longitud es
a lo mas 5. Entonces ¢(G) < 3.

Demostracion. Veamos que con tres policiias es suficiente para atrapar al
ladron. Supongamos que C' coloca sus policiias C7,Cy y C3 en los vértices
A, y 3y el ladrén ocupa el vértice r°, diremos cuales serdn los vértices a
los que se ird moviendo en cada turno C' de manera inductiva, supongamos
que después de un movimiento de C' los policifas C', Cs y C3 estan colocados
en ¢}, cy y ¢ respectivamente y R en r', y supongamos que R se mueve a
71 por el Lema 3.2.1 existen ¢t € N(c}), cs™ € N(cb) y 5™ € N(c}) tales
que (it et bt ity < I(ch, cb, ¢k, r?), entonces estos son justamente los
vértices a los que movera C sus policiias, por lo que eventualmente para algin
j € N se tendra que l(c{, cg, cé,rj) < 3 lo cual quiere decir que C atrapa al

ladrom. [ |
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Figura 3.3: Caso dg(r) =3, dg(a1) =3y £(S) =5



Capitulo 4

La situacion en las graficas planas

Las graficas planas se han caracterizado por ser una familia donde es facil
encontrar la solucién a problemas que en general resultan bastante complica-
dos. Un ejemplo de ésto es el problema de la k-coloracion: si G es una grafica
arbitraria y k > 4 es un entero, determinar si una grafica arbitraria tiene una
k-coloracion es, en general, un trabajo titanico. Sin embargo, el mismo pro-
blema resulta trivial para una grafica plana, pues toda grafica plana puede
4-colorearse. Es por este motivo que, al enfrentarnos a un problema nuevo,
resulta natural preguntar la dificultad de éste en una grafica plana.

Este capitulo estda dedicado a demostrar que el jugador C' puede ganar
utilizando a lo més 3 policias en una grafica plana.

4.1. Herramientas Preliminares

Proposicion 4.1.1. Sea G una grifica y x,y € V(G). Si P es una trayectoria
de longitud minima entre x y vy, y 2 es un vértice intermedio en la trayectoria,
entonces xPz es una trayectoria de longitud minima de x a z, y 2Py es una
trayectoria de longitud minima de z a .

Demostracion. (Por contrapositiva) Sea P una xy-trayectoria y z un vér-
tice intermedio en la trayectoria, y supongamos que xPz o zPy no es de
longitud minima, (haremos la demostracion suponiendo que xPz no es de
longitud minima, el caso en que zPy no es de longitud minima es com-
pletamente analogo). Sea P, una zz-trayectoria de longitud minima, enton-
ces (xPyz) U (zPy) es una xy-trayectoria y ¢((zPz) U (2Py)) = l(xPyz) +



38 La situacioén en las graficas planas

(zPy) < {(zPz) 4+ £(zPy) = {(P) por lo tanto P no es una xy-trayectoria
de longitud minima. [ |

Proposicion 4.1.2. Sea G una grifica y x,y en V(G). Si P es una trayec-
toria de longitud minima entre x y y, y z1, 29 son vértices intermedios en la
trayectoria, entonces z1Pzy es una trayectoria de longitud minima.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que z; esta entre x
y 23, entonces por el Lema 4.1.1 £ Pz, es una trayectoria de longitud minima,
volviendo a aplicar el Lema 4.1.1 a esta trayectoria y al vértice intermedio z;
se obtiene que z;(xPzy)zy = 21 Pz es una trayectoria de longitud minima.
|

Teorema 4.1.3. Sean G una grdfica, u,v en V(G) con v # v y P =
(u,v1,v9,...,u, = v) una trayectoria de longitud minima entre u y v. Su-
pongamos que el jugador C' cuenta con al menos 2 policiias, entonces uno de
los policiias se puede colocar en P y lograr, tras un nimero finito de movi-
mientos, estar a menor o igual distancia de cada uno de los vértices de P
que el ladron. Observemos que esto en particular quiere decir que R seria
atrapado en cuanto se colocara sobre un vértice de P.

Demostracion. Probaremos primero que C puede lograr, en un ntmero
finito de movimientos la siguiente desigualdad:

d(r,z) > d(c, z), para todo z € V(P) (%)

donde c es el vértice donde se halle C; y r el vértice donde se halle R, C es
uno de los policifas de C'.

Lo primero que debe hacer C' es colocar al policiia C'; sobre un vértice
de P, lo cual puede hacer sin ningiin problema en un nimero finito de movi-
mientos, pues G es conexa. Cuando (] esta finalmente en un vértice ¢ € P,
si (1 no esta en alguno de los extremos de la trayectoria, entonces divide a
la trayectoria en tres partes, a saber, lo que serfan las componentes conexas
de P —cy c con las aristas de P incidentes en c. Si se cumple la desigualdad
(*) habremos terminado. Supongamos que es el turno de C'y que existe un
zp en V(P) tal que d(r,z9) < d(c,z), si Cy divide a la trayectoria como
hemos descrito arriba, zy debe estar en alguna de las componentes de P — ¢,
llamemos A a dicha componente y B a la componente en la cual no esté z,
entonces no puede haber un z; en los vértices de B tal que d(r, z1) < d(c, z1),
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ya que si lo hubiera d(zg, 21) < d(20,7) + d(r,21) < d(z0,¢) + d(z1,¢), don-
de la primera desigualdad es la desigualdad del triangulo, pero por el Co-
rolario 4.1.2 zyPc y cPz; son caminos de longitud minima y por lo tanto
d(zo,¢) + d(z1,¢) = d(z9,21), pero esto implica que d(zp, z1) < d(z0, 21) lo
cual es una contradiccion. Dicho de otro modo, si hay un vértice zy en una de
las componentes en que divide C; a P que cumpla d(r, z9) < d(c, z), enton-
ces todos los vértices z en la otra componente cumplen d(z,r) > d(z,c), por
lo tanto C puede avanzar por la trayectoria P hacia 2y, y en cada turno, si
aun hay un vértice que no cumpla la desigualdad *, avanzara en la direccion
de dicho vértice.

,Podria, tras un movimiento de C|, pasar de ser una a ser la otra com-
ponente en la cual hallamos vértices que no cumplen la desigualdad * 7. Si
fuera asi, los vértices z en V(P) que no cumplen * antes del movimiento de
C deberan cumplir necesariamente d(z, ¢) = d(z,r)+1 justo antes de que C}
realice su movimiento, avanzando hacia ellos, ya que C s6lo puede reducir
la distancia a estos vértices en una arista y no puede haber vértices que no
cumplan * en las dos componentes. Es decir, si suponemos que c es el vértice
donde esta C; justo antes de dicho movimiento y ¢ es el vértice donde se
encuentra justo después del movimiento tenemos que, si z es un vértice tal
que d(c,z) > d(r,z) y d(¢,z) < d(r,z), como d(c, z) = d(c,z) — 1 entonces
d(r,z) =d(c,z) — 1, o sea que llega un momento en el que los tinicos vértices
z en V(P) que no cumplen *, cumplen d(r, z) + 1 = d(c, 2).

Ademas, si hay un vértice zo tal que d(z2,¢) = d(29,7) + 1 en una com-
ponente (digamos en A), no solo se tendra d(r, z) > d(c, z) para todo vértice
z en la otra componente (B), sino d(r,z) > d(c,z), ya que si hubiera un
z3 para el cual se diera la igualdad, implicaria que d(z9,23) < d(z2,7) +
d(r,z3) = d(29,¢) — 1 4 d(z3,¢) pero nuevamente por la Proposicion 4.1.1
d(z9,¢) —14d(z3,¢) = d(29, 23) — 1, y tendriamos que d(z2, z3) < d(22, 23) — 1
lo cual es una contradiccion. Por lo tanto d(r, z) > d(c, z) para todo z en los
vértices de B. Lo cual quiere decir que C puede avanzar sobre P en la direc-
cion de zy logrando asi que d(z2, ¢) = d(29,7) y los vértices en la componente
donde no estaba z,, méas el vértice que abandona C7, cumplan *. |

4.2. Tres policias son suficientes

Procederemos ahora a demostrar el resultado principal del capitulo.

Teorema 4.2.1. Para toda grifica plana G se tiene que ¢(G) < 3.
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Demostracion. Sea G una grafica plana. La idea de la prueba es que a
cada cierto nimero de movimientos del juego le llamaremos etapa ¢ y le
asignaremos una determinada subgrafica R; que sera el complemento de una
grafica cuyos vértices seran los vértices a los cuales estemos seguros, por
medio de un razonamiento que describiremos, que no pueda entrar el ladrén
sin pasar por un vértice ocupado por un policifa, es decir, vértices t para
los cuales cualquier rt-camino contenga al menos un vértice ocupado por un
policiia y, analogamente, sus aristas seran aquellas a las cuales sepamos, por
un razonamiento que describiremos abajo, que R no pueda acceder. Luego
demostraremos que R;;; € R;. Por lo tanto, eventualmente una subgrafica
R; seré la gréfica vacia.

Describiremos la estrategia que debera seguir C' y cual sera la i-ésima
etapa recursivamente.

Al inicio C colocaré los tres policiias en algtin vértice ug, luego R hara su
movimiento colocandose en algtin otro vértice rg, donde termina la etapa 0,
y definimos Ry como la componente conexa de G — uq tal que ry es uno de
sus vértices. Si ug es un vértice de corte, R no puede moverse de un vértice
de una componente a un vértice de una componente distinta, pues todos los
caminos de uno al otro contienen al vértice u.

Definimos las siguientes situaciones, suponiendo que es el turno de C:

Situacion (a).- Alguno de los policiias C, esta en un vértice u, R en un
vértice r y R; es la componente conexa de G — u de la cual r es un vértice.
Obsérvese que ésta es la situacion en la etapa 0, y que de nuevo, R no puede
acceder al resto de las componentes mientras haya un policiia en u, porque
todos los caminos que comunican una componente con otra contienen a u.

Situacion (b).- Para u,v € V(G), P, y P2 son dos uv-caminos tales que
((Py),L(P2) > 1 internamente ajenos. Por la planaridad de G y el Teorema
de la Curva de Jordan, P, U P, divide a G en tres partes, a saber, P, U Ps,
una region interior y una region exterior. El jugador R se encuentra en un
vértice de la region interior, a la que denotaremos Ip,p,, 0 en un vértice de
la region exterior, a la que denotaremos Ep p,. Si R € V(Epup,), P1 es
un uv-camino de longitud minima en P, U P, U Ep,,p,, P» es un uv-camino
de longitud minima entre todos los uv-caminos que son internamente ajenos
con P, en Py U P, U Ep,p,, un policiia C,, esté en ¢; € V(P;) y controla Py
en el sentido del Lema 4.1.3, y otro policiia Cj en ¢y € V(P) controla en el
mismo sentido P y R; esta contenida en Ep,p,, pues R no puede acceder a
los vértices de Ip,yp,.

Si R € V(Ipup,), P es un uv-camino de longitud minima en P, U P, U
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Ip,up,, Py es un uv-camino de longitud minima entre todos los uv-caminos
que son internamente ajenos con P; en P, U P, U Ip p,, un policiia C, esta
en ¢ € V(P,) y controla P; en el sentido del Lema 4.1.3, y otro policiia Cjp
en ¢y € V(P,) controla en el mismo sentido P, y R; esté contenida en Ip,p,,
porque R no puede acceder a los vértices de Ep,p,.

Veamos que estando en la situacion (a) o (b) podemos llegar tras un
niamero finito de pasos de nuevo a la situacion (a) o (b).

Si en la etapa ¢ estamos en la situacion (a), tenemos los siguientes casos:

Que u tenga un unico vecino w € V(R;), entonces C, se mueve a w. Si
r = w el policiia ha atrapado al ladrén, de lo contrario definiremos R;; como
la componente conexa de G — w tal que R esta sobre uno de sus vértices,
con lo cual estaremos de nuevo en la situacion (a). Afirmamos que en este
caso Ry C R, —w € R;. Sea x € V(R;41), como R;y; es una componente
de G — w, x # w, ademas hay un zr-camino P, en G — w y P, debe estar
contenido en G — u, pues si u estuviera en los vértices de P,, r P u seria un
ru-camino en GG — w por lo que el vértice anterior a u en este camino estaria
en una componente de G — u distinta a R;, llamemos a dicho vértice z, pero
entonces r P,z es un rz-camino en G — w lo cual es una contradicciéon, pues,
como el inico vecino de u en R; es w, todos los caminos que van de vértices
de R; (en particular de r) a vértices de componentes de G — u distintas (en
particular a z) pasan no s6lo por u sino también por w. Por lo tanto P, esta
contenido en G — u, es decir x € R;, y la afirmacion queda probada. En
particular R;1; C R;.

Como segundo caso, consideremos que u tenga al menos dos vecinos a y
ben V(R;). Sea P un ab-camino de longitud minima en R; (el cual existe,
pues R; es una componente conexa), entonces por el Lema 4.1.3, uno de los
policifas libres puede, en un nimero finito de movimientos, controlar P en el
sentido del mismo lema, y asi esta vez llegamos al caso (b) con P| := (a,u,b)
y Py := P si{a,b} ¢ E(G), o con P := {a,b} = Py Py := (a,u,b) si
{a,b} € E(G). Como no es necesario mover a C, de u a menos que sea para
atrapar al ladron, R no solo no puede salir del interior o del exterior de PjUP;
si esté en el interior o exterior respectivamente, sino que tampoco puede salir
de R;, por lo tanto se define R;,; como R; N[ pjup, Si R esta en el interior
de P/U Py o R; N Epupy si R esta en el exterior de Pj U P;. Claramente
Riy1 C R; y como a,b € V(R;) — V(R;1) entonces R;11 C R;.

Si en la etapa i nos encontramos en la situacion (b) supondremos que
R; = Ep,up, pues el otro caso es completamente analogo, tenemos que:
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Si no hay otro uv-camino en R; U P, U P, aparte de P, y P,, entonces R;
consiste en componentes conexas ajenas Aj, As, ...A,, cada una de las cuales
se desconecta de GG al remover un vértice de P; U P,, uno distinto para cada
componente. Supongamos que r esta contenido en A;, la componente que
se desconecta de G al remover a € V(P; U P,), sin pérdida de generalidad
supongamos que a € V(P;), entonces C mueve al policifa libre C, al vértice
a mientras que C, y Cp controlan, en el sentido del Lema 4.1.3, P, y P,
respectivamente, reduciendo asi el territorio de R a R;y; := Aj, como A;
es la componente conexa de G — a sobre cuyos vértices esta R, hemos re-
gresado a la situacion (a) desde donde podemos proceder como describimos
anteriormente. Ademés R;.1 = A; C M = R, donde M es Epup, 0 Ipup,
dependiendo de donde se encontrara R en la etapa .

Si hubiera mas uv-caminos en R; U P, U P, aparte de P, y P, sea Z el
més corto de estos caminos.

Supongamos que V(Z) — V(P U Py) no es vacio y sea x el primer vértice
de u hacia v que estd en V(P U P,) N V(Z) pero que el siguiente a dicho
vértice en los vértices de Z no esta en los vértices de P, U Ps, es decir, si
Z = (u = x1,%s,...,xs = v) entonces x = x; para el minimo j tal que
z; e V(IPLUP)NV(Z)y xj11 € V(Z)— V(P U D); y sea y el siguiente
vértice de Z que vuelve a estar en V(P U P,).

Entonces tenemos varios casos: x,y € Py, x,y € Po,x € P, y € B
ox € P, y € Py, los primeros dos casos son simétricos, por lo cual sélo
analizaremos uno de los dos y por la misma razén solo analizaremos uno de
los dos ultimos (ver Figuras 4.1 y 4.2).

En el caso en el que z,y € P, como xZy U yP,x es una curva cerrada
simple, por el Teorema de la curva de Jordan determina una regiéon interior y
una exterior en el dibujo de la grafica, denotaremos a las partes de la grafica
que quedan contenidas en dichas regiones I, zyuypz ¥ Ezzyuypiz, T€Spectiva-
mente. Definimos los siguientes conjuntos: A = E,z,uypz N Epup,, B =
I.zyuypie N Ep,up,. Pueden suceder dos cosas: que Ipup, € FEyzyuypz 0 que
]P1UP2 g ]zZyUyPlat-

Si sucede la primera de estas cosas debemos considerar si, en el momento
en que a C le toca mover, R esta en un vértice de A o en un vértice de B.
Definimos P3 := uPiz Uz ZyUyPiv y notamos que también es un uv-camino
de longitud minima de entre los distintos a P, y P, en R; U P, U P, pues
UPs) = L(uPz) + UxZy) + L(yPv) < l(uZz) + U(xZy) + (yZv) = U(Z),
de hecho su longitud es igual a la de Z. Entonces, en cualquier caso, C'
debera mover al policifa que queda libre, C,, a controlar P; en el sentido
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del Lema 4.1.3 mientras los otros dos siguen controlando P, y P,. Asi, si
R estaba en A, con la pareja de policifas Cg y C., controlando P, y P,
uw = u,v" = v volvemos a la situacion (b) con R;yq := Ay si R estaba en B
con la pareja de policifas C,, y C, controlando zPyy y 2Py, v = z,v' =y
también volvemos a la situacion (b). Claramente R;; C Epup, = R; y como
zj41 € V(R;) — V(R;11) entonces R; 11 C R;.

Si sucede la segunda, de nuevo, y por la misma razon, P; := uPixUxZyU
yPyv también es un wv-camino de longitud minima de entre los distintos a
P, vy P,. De nuevo C' deberda mover el policiia libre a controlar este camino
mientras los otros dos siguen controlando P; y P, y asi, si R estaba en los
vértices de A, con v’ = z,v’ =y y la pareja de policifas C, y C., controlando
xPyy y xPsy volvemos a la situacion (b) con R;y; := A, y si R estaba en
los vértices de B, con v’ = u,v" = v y los policias Cz y C., controlando P
y P, regresamos a la situacion (b) con R;.; := B, de nuevo es claro que
A,BCR; =FEpup, y como zji1 € V(R;) — V(Ri11) entonces R 11 C R;.

Figura 4.1: Casos en que z,y € P;.

Ahora veamos el caso en el que x € Py, y € P,. Esta vez como (zPjv) U
(vPyy)U(yZx) es una curva cerrada, definimos A := Ep,up,NE (2P, v)u(wPay)u(y2z)
y B := Ep,up, N (zp1v)u(wPay)u(yze)- Ahora también pueden suceder dos cosas:
que Ipup, © Ezpiv)uwPy)uyze) © que Ipup, © I(zpiv)uwPyy)uyZe)-

Si sucede la primera de éstas, igual que en el caso anterior, debemos
considerar si, en el momento en que a C' le toca mover, R esta en un vértice de
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A o enun vértice de B. Definimos Ps := (uP1x)U(xZy)U(yPyv) y observamos
que también es un wwv-camino de longitud minima entre los distintos a P;
y Py en R; U P U Py, en efecto £(P3) = ((uPyz) + (xZy) + L(yPv) <
luZx) + U(xZy) + L(yZv) = £(Z). Entonces, de nuevo C' deberd mover
al policifa que queda libre C., a controlar P; en el sentido del Lema 4.1.3
mientras los otros dos siguen controlando P; y P,. Asi, si R estaba en los
vértices de A, con la pareja de policifas Cg y C., controlando uPsy y uPy,
u = u,v" = y volvemos a la situacion (b) con R; 1 := A; si R estaba en B con
la pareja de policifas C, y C, controlando 2 Pyv y 2 Psv, v’ = z,v" = v también
volvemos a la situacion (b) con R;yq := B. Claramente R;.; C Epp, = R;
y como z;41 € V(R;) — V(R;41) entonces Ry C R;.

Si sucede la segunda, de nuevo, y por la misma razéon, Py := (uPyz) U
(xZy) U (yPiv) es un uv-camino de longitud minima en R; de entre los dis-
tintos a Py y P, y de nuevo C' debera mover al policifa libre a controlar este
camino mientras los otros dos siguen controlando P y P, y asi, si R estaba
en los vértices de A, con v’ = z,v" = v y la pareja de policitas C, y C,
controlando xPyv y xPsv volvemos a la situacion (b) con Ry := A, y si R
estaba en los vértices de B, con v’ = u,v" = y y los policifas Cz y C, con-
trolando uPyy y uPsy regresamos a la situacion (b) con R;.; := B, de nuevo
es claro que A,B C R; = Ep,up, y como zj11 € V(R;) — V(R;+1) entonces
Riy1 C R

Supongamos ahora que V(Z) — V(P U P,) es el conjunto vacio, entonces
V(Z) C V(P U P,), pero como Z # Py, P, y por la minimalidad de Py, P,
debe haber una arista {x,y} en las aristas de Z tal que z € P, y y € P, ya
que si todas las aristas de Z estuvieran en las aristas de P, U P, entonces Z
tendria que ser Py o P y si hubiera una arista {z',y'} € E(Z) — E(P,U P,)
con z’,y" € V(P;) entonces P, tendria una arista multiple (pero no estamos
considerando graficas con aristas multiples) o P; no seria de longitud minima.
Analogamente se muestra que no se podria que los dos vértices de la arista
estuvieran en V(Ps).

Sea {z,y} la primera arista de éste tipo que aparece de u a v por P;.
Definimos Ps := (uP1x) U (2Zy) U (yPyv) que, por un argumento identico al
de péarrafos atras, es un uv-camino de longitud minima entre los distintos a
P, y P;. Entonces C' debera mover al policiia que queda libre a dominar Ps
en el sentido del Lema 4.1.3 mientras C, y C3 siguen dominando P, y P,.

De nuevo hay dos subcasos: que Ip,up, € L(upz)u(ezy)u(yPsu) © que Ipup, €
E(uPNc)U(ny)U(yPgu)'

En cada uno de estos subcasos debemos de considerar si R esté en un vér-
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Figura 4.2: Casos en que x € P,y € Ps.

tice de A := Eup2)u@zy)uyPsu) VEPup, 0 enuno de B := I(yp, 2)U(@2y)u(yPru) )
Ep,up,. La situacion seria como en la Figura 4.2.

En el primer subcaso, si R estd en un vértice de A, la pareja de po-
licifas C,Cp dominan en el sentido del Lema 4.1.3 los caminos uPsy y
uPyy respectivamente, por lo cual estamos nuevamente en la situacion (b)
con Ry = A, y si estd en un vértice de B, la pareja de policifas C, C,,
dominan zPsv y xPyv, llegando de nuevo a la situacion (b), ahora con
R;y1 := B. En ambos casos se tiene trivialmente que R;;; € R; y como
la arista {z,y} € F(R;) — E(R;4+1) entonces R; 11 C R;.

[ |
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Capitulo 5

Tiempo de captura

A las graficas G con ¢(G) < k las llamamos graficas k-policiia-ganador. En
una grafica k-policiia-ganador jcuéntos turnos les toma a k policiias atrapar
al ladron? Diremos que el round t esta formado por los turnos t-ésimos del
ladron y el policiia y que la longitud de un juego en el cual gana el policiia
es t si el ladron es capturado en el round ¢, y que su longitud es infinita si
gana el ladrom.

Recordemos que llamamos estrategia optima a una estrategia ganadora
de C si con esa estrategia la longitud del juego es la minima sobre todos los
juegos, suponiendo que en cada juego el ladrén trata de prolongar el mayor
tiempo posible su captura.

Definicién. El k-tiempo de captura de una grafica G (que abreviamos como
capt,(G)) es la longitud de un juego en cual C' juega con una estrategia
oOptima.

Se puede ver al tiempo de captura como la contraparte temporal del ni-
mero de policifas de una grafica, y su definiciéon en parte es motivada porque
en el caso real, cuando se tienen recursos limitados, no sélo el namero de ele-
mentos necesarios para la captura es de importancia practica sino también
el tiempo requerido para completarla.

5.1. Producto de arboles: cota superior

Consideremos la siguiente modificacion en las reglas del juego: en cada
round posterior al primer round, el ladron mueve antes que el policiia. Se
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puede definir el tiempo de captura para estas nuevas reglas exactamente
como se definié para las originales. Si ¢(G) < k llamamos a un elemento
(c1,¢2,...,ck) € (V(G))* una k-ada central cuando k policifas tienen una
estrategia Optima empezando en esos vértices.

Proposicion 5.1.1. Sea G una grdfica. Entonces la anterior modificacion
en las reglas del juego no altera el tiempo de captura de G.

Demostracion. Sea t el tiempo de captura de G con las reglas originales y
t" el tiempo de captura de GG con las reglas modificadas.

Supongamos que C' empieza el juego con las nuevas reglas colocando a sus
policifas en los vértices gy, ugg, ..., ugr y R elige el vértice vy para comenzar.
De acuerdo a las nuevas reglas R inicia el siguiente round y hay dos casos:
que R decida permanecer en el mismo vértice o que cambie de vértice en este
movimiento.

En el primer caso, C' encuentra el juego, antes de su primer movimiento,
en la misma posicion en que estaria con las reglas originales antes de su primer
movimiento, por lo cual C' puede jugar con la misma estrategia 6ptima que
usard con las reglas originales, y asi, después del j-ésimo movimiento de C,
el juego estard en la misma posicion que después del j-ésimo movimiento de
C con las reglas originales, y como la captura del ladréon ocurre justamente
con un movimiento de C', pues estamos suponiendo que éste no se entregaria,
C captura al ladrén en el mismo round, es decir en el round ¢, por lo tanto
t>1t.

En el segundo caso llamemos v al vértice al cual se ha movido R. Sabemos
que R no se moveria a donde el niimero de rounds en que es capturado pudiera
reducirse, por lo tanto debe haber un juego con las reglas originales en el cual
R empieza en vy, y por la definicién del tiempo de captura, también en este
juego R seria atrapado en t rounds. Por otro lado la duraciéon del juego con
las nuevas reglas es el mismo si R empieza en v, y al siguiente turno se mueve
a v1 o si empieza directamente en v, y en el siguiente turno permanece en
vy porque C' encuentra en la misma posicion al juego antes de su primer
movimiento, pero esta es justo la situacion del caso anterior, en el cual ya
vimos que t > t'.

Para ver la otra desigualdad supongase que se juega en G con las reglas
originales y C' empezara colocando a sus policiias en los vértices w1, uoz, .-, Uok,
donde ugq, ugs, ..., ugr €s una k-ada central para la cual C tiene una estrate-
gia 6ptima con las reglas modificadas, y R se colocard en vy. Si C' juega
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con la estrategia que tiene para las reglas modificadas cuando C' comienza
Ug1, Ug2, ..., Uor Y I comienza en algun vértice y en su primer movimiento se
mueve a vy, gana la partida en ¢t o menos rounds, es decir t’ > t.
Por lo tanto t = t'.
|

Teorema 5.1.2. Para cada drbol T se tiene que capt, (1) = [diam(7")/2].

Demostracion. Sean D = diam(7T), t = capty(T), P = (a1, as,...,ap41)
una trayectoria de longitud méxima en 7', y v una l-ada central, que existe
por el Teorema 2.2.3. Se debe tener que d(v,a;) < t, ya que sin importar si
el ladron empieza colocandose en a; y se queda ahi durante todo el juego,
es capturado en ¢ rounds y en cada round el policifa reduce su distancia al
ladrén en una arista, por un razonamiento analogo se debe tener también
d(v,aps1) < t. De esto se sigue que D = d(v,a;) + d(v,apy1) < 2t entonces
t > D/2y como t es un entero t > [D/2].

Por otra parte, consideremos u := a14[D/2]- Afirmamos que un policiia
que empieza colocandose en u puede capturar al ladron en a lo mas [D/2]
rounds. Notemos que la distancia de u a cualquier vértice de la grafica es a lo
méas [D/2], ya que si hubiera un vértice w que estuviera a distancia mayor
que [D/2] podriamos tomar una trayectoria @) de longitud minima entre u y
w, luego fijarnos en el primer vértice x de esta trayectoria que pertenezca a
P; si x pertenece a la segundad mitad de P, entonces D < [D/2]+[D/2] <
(((ay Pu)U(uQuw)), lo cual es una contradiccion. Analogamente, si x pertenece
a la primera mitad de P, obtendremos D < (((wQu) U (uPap41)) que es
también una contradicciéon. Entonces en cada turno el policiia avanza en
direcciéon al vértice que estd ocupando el ladrén, y asi, en cada turno de C'
la distancia de C' a u aumenta en una arista, por lo tanto en a lo mas [D/2]
rounds el ladrén es capturado.

Sea T un arboly s € V(G), diremos que T esta enraizado en s cuando con-
sideremos el orden parcial que s induce en los vértices de T' de la siguiente for-
ma: six,y € V(T),x <y six esun vértice de la tnica sy-trayectoria que hay
en T, y decimos que y es descendiente de = (cada vértice es un descendiente
de si mismo). Por ir hacia arriba o hacia abajo en T nos referiremos a ir hacia
s o alejarse de s, respectivamente. La altura de un vértice v se escribe h(v) y
se define asi: h(v) := max{d(v, x)| © es una hoja y es descendiente de v }.
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Lema 5.1.3. Sean T}, T dos drboles enraizados. Supongamos que (uy,us), (v, vs)
y (r1,72) son los vértices de TYOTy en los que se encuentran Cy,Cy y R res-
pectivamente y que ademds se cumplen las siguientes condiciones:

I r; es descendiente de u; y de v; para i € {1,2},
II. d(vy,ry) =14 d(ug,r),
I uy = vy,
IV. d(ug,r5) € {d(uy,ry),d(vy,7m1)}-

Entonces, si es el turno de R, los policiias pueden capturar al ladron en m
rounds o menos a partir de ese momento, donde m = | (h(uy) + h(v1) + h(uz) + h(v2))/2].

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre m.

Sim = 0, como uy = vy entonces h(ug) = h(vs) y las dos alturas deben
ser cero, ya que si fueran 1 o mas entonces m tendria que ser al menos 1 lo
cual seria una contradiccion. En particular uy es una hoja de 75 y como ry es
un descendiente de uy debe suceder que ry = uy = vo. Por lo anterior, y por
IV, d(uy,71) = 0 0 d(vy,71) = 0 lo cual quiere decir que uno de los policias
ya estd en el mismo vértice que el ladréon, o sea que no se necesité ningtn
round adicional para atrapar al ladrén.

Supongamos que se cumple para k£ con 0 < k < m. Es el turno del ladrén,
sus opciones son moverse en la primera coordenada sobre la copia de T hacia
arriba o hacia abajo, moverse en la segunda coordenada hacia arriba o hacia
abajo en la copia de T; o no moverse, en total son 5 casos, analicemos cada
uno.

Si el ladron se mueve hacia arriba en la copia de T} : hay dos casos 1 = uq o
1 # ug, en el primer caso supondremos que d(ug, 75) > 0 ya que de otra forma
el ladron ya habria sido atrapado por Cy, entonces d(ug,72) > 0 = d(uy,71) ¥y
por IV tenemos que d(ug,79) = d(v1,71) ademés d(vy,7m1) = 1+ d(uq,r) =1
por lo que d(ug,r3) = 1y como uy = vy se tiene que d(vy, 1) = 1.

Por otro lado, como 7, también es descendiente de vy y d(vy,7m) = 1
cuando mueve R hacia arriba en T} su primera coordenada sera vy, es decir,
ry = vy por lo que C no tiene mas que mover a Cy sobre la copia de T, de
(v1,v9) & (v1,72) y ya estaré en las mismas coordenadas que el ladron, no le
llevdé méas que un round y 1 < m.

En el segundo caso (11 # u1), C' movera la segunda coordenada de am-
bos policiias en direccion de 7o, justamente porque r1 # uy y d(vy,r1) =
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d(uy, ) + 1, 7] seguira siendo descendiente tanto de u; como de v; y como
la segunda coordenada de R sigue siendo r, y ambos policiias se movieron
hacia ésta, se sigue cumpliendo la condicion I para las nuevas coordenadas
de Ry de C.

Como 7] sigue siendo descendiente de u; y vy se tiene que d(vy,r;) =
d(vy, ) + 1y d(uy,r1) = d(uy,ry) + 1 por lo que d(vy, 7)) = d(vy,71) — 1 =
d(uy,r1) = d(uy,ry) + 1, es decir, se cumple la segunda condicion para las
nuevas coordenadas de R y de C.

La tercera condicion se cumple trivialmente para las nuevas coordenadas,
ya que us = vo ¥ los policifas movieron sus segundas coordenadas en la misma
direccion, por lo tanto uf, = vj.

Para la cuarta y tltima condicion, si se tenia que d(ug,r2) = d(uy,m),
como es el caso en que r; # u; entonces también ry # u, y ambas distan-
cias disminuyeron en uno, por lo tanto d(uj, ) = d(uy,r}). Si se tenia que
d(ug,r9) = d(vi,r1) entonces el razonamiento es analogo al anterior para
llegar a d(u),re) = d(vy,7]).

No so6lo se cumplen las cuatro condiciones para las nuevas coordenadas
sino que, como en cualquier caso las segundas coordenadas de los dos poli-
cifas se deben mover hacia abajo en Tb, tenemos que h(u)) = h(ug) — 1y
h(vy) = h(ve) — 1, suponiendo que h(uz) = h(ve) # 0 ya que para ese caso es
repetir el mismo razonamiento usado en la base de la induccién, se tiene que
h(ur) + h(v) + h(uy) + h(vy) = h(ur) + h(v1) + h(uz) + h(v2) — 2 por lo que
L(h(ur) + h(v1) + h(uj) + h(v3)) /2] = [(A(ur) + h(v1) + h(uz) + h(v2))/2] =
1y si escribimos m’ = [(h(u1) + h(v1) + h(ub) + h(vh))/2] se tiene m — 1 =
m’ por hipotesis de induccion a partir de éste momento so6lo le toma al poli-
cifa m’ rounds o menos atrapar al ladrén, sumandole el round utlizado para
mover a Cy de (uy,us) a (ug,uy) vy a Cy de (v1,v2) a (vq1,v5) al nimero de
rounds utilizados, sigue siendo menor o igual a m.

Si el ladréon se mueve hacia abajo en la copia de 17, entonces ambos poli-
cifas deberan seguir a R en su respectiva copia de 77, moviendo también hacia
abajo en ésta. Asi, se sigue cumpliendo la primera condicién para las nuevas
coordenadas de Ry de C'y como d(v},r]) = d(vi,m),d(u),r)) = d(ug,r)
y d(vy,7m1) = d(uy,m) + 1 entonces d(vi,r)) = d(u},r]) + 1, como u, =
U, Uy = Uy Y Uy = Uy tenemos u), = vh, y finalmente d(ub, ry) = d(uq,m2) €
{d(uy,71),d(v,m)} = {d(u},r)),d(vy,r])}. Es decir, se cumplen las condi-
ciones restantes para las nuevas coordenadas de R y de C'. Ademas, como la
altura de la primera coordenada los policifas disminuy6, volvemos a tener que

[(A(uh) + h(vr) + h(us) + h(v3))/2] = [(A(ur) + h(vr) + h(uz) + h(va)) /2] =
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1 y por un razonamiento idéntico al caso anterior C' captura a R en m rounds
0 Menos.

Si el ladrén se mueve hacia arriba en la copia de Ty y ) = uy es porque
d(re,uz) = 1y como se cumple la condicion IV, hay dos casos. El primero es
que d(uy,r1) = 1, en cuyo caso C; atrapa a R moviéndose de (u1,75) a (1, =
r1,745); el otro caso es que d(vy,r1) = 1, pero por la segunda condicién esto
querria decir que u; = 71 por lo que (' ya estaria sobre el mismo vértice que
R. Sirl # ug entonces d(rq, uy), d(r1,v1) > 0 por lo cual, si Cy y Cy se mueven
sobre la copia de 77 hacia ry, se seguird cumpliendo la primera condicién
para las nuevas coordenadas, y como d(u},r1) +1 = d(uy,r),d(v],r) + 1=
d(vy,71), d(ug, 75)+1 = d(uy, 1) se cumplen las condiciones restantes para las
nuevas coordenadas. Adicionalmente |(h(u)) + h(v}) + h(uz) + h(v2))/2] =
| (h(u1) + h(v1) + h(ug) + h(vs))/2] — 1. Utlizando el razonamiento usado en
los casos anteriores concluimos que el ladrén es atrapado en m rounds o
menos.

Si el ladron se mueve hacia abajo en la copia de 75, entonces los policiias se
moveran hacia abajo en su respectiva copia de Ty, el argumento es simétrico
al caso en que el ladron mueve hacia abajo en 77 para ver que la hipotesis
de induccién implica que en este caso R también es capturado en a lo mas
m rounds.

Por tltimo, esté el caso en que R no se mueve. Si d(us,72) = d(uq,71)
los policifas se moveran hacia abajo en su respectiva copia de Ti, por lo
que d(ug,m2) = d(uy,m1) = d(uy, 7)) + 1 = d(v1,77) y st d(ug, re) = d(vy,11)
los policifas se moveran hacia abajo en su respectiva copia de Ty, por lo
que d(ub,re) = d(ug,m9) — 1 = d(vy,m1) — 1 = d(uq,r1) de manera que se
cumple la condiciéon IV en ambos casos para las nuevas coordenadas. En el
primer caso d(ui,r1) > 0, ya que de lo contrario C ya habria capturado
al ladron, y en el segundo caso d(ug,72) > 0 pues de lo contrario lo habria
capturado Cs, por lo tanto se sigue cumpliendo la condicién I para las nuevas
coordenadas en ambos casos. Es evidente que también se siguen cumpliendo
las condiciones II y III y como se reducen las alturas de las primeras o las
segundas cooredenadas de los policifas, como en los casos anteriores, por la
hipotesis de inducciéon, R es capturado en m rounds o menos.

Por el principio de inducciéon matematica la proposicion es verdadera para
toda m € N

|
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Teorema 5.1.4. SiT} y T5 son drboles con diametros 2m + 1 y 2n, respec-
tivamente, entonces capty(T10T5) < m+n

Demostracion. Daremos una estrategia ganadora para los policifas que du-
re m + n rounds o menos.

Sean P, y P, trayectorias en 17 y T, respectivamente, con ¢(P;) = diam(75),
i € {1,2} y que su longitud sea la distancia entre sus extremos. Etiquete-
mos los vértices de P = (ay,as,...,a2,42) de manera que d(ry,amy1) <
d(r1, ame2) y los de Py = (by,ba,...,bg,11) con cualquiera de las dos nu-
meraciones naturales. Los policifas comenzaran en (uq,u2) = (Gmi1,bnt1) ¥
(v1,v2) = (@me2,bnr1) y llamemos al vértice en donde R comienza (71, 73).
Observemos que si seleccionamos a v; como raiz de T} y a vy como raiz
de Ty, como ay, agmi2,b1 y bayy1 son hojas (ya que si no lo fueran habria
dos vértices a mayor distancia que el didmetro) y ademas en T a1 ¥ Gopmio
son las hojas mas alejadas de a,,y1, pero aunque as,, 1o €s aun mas leja-
na, no es descendiente de a,,.1, por lo cual h(u;) = d(ams1,a1) = m,
analogamente en 7y sucede que b; y bo,i1 son las hojas mas alejadas de
bny1 por lo cual h(ug) = d(by,bpy1) = d(bans1,bnr1) = n y andlogamente
h(l)l) = d(am+2, CLl) =m + 1 y h(?]g) = d(bl, bn—l—l) = d(b2n+1, bn—l—l) =n.

Observemos que debido a la eleccion de las raices de T7 y T se cumplen
las primeras cuatro condiciones de la hipétesis del Lema 5.1.3. Si también
se cumpliera la cuarta condicién estarfamos en condiciones de aplicar el le-
ma, es decir el ladron puede ser capturado en [(m + (m+1) +n+n)/2| =
|(m+n)+1/2] = m + n rounds o menos, si no se cumpliera la cuarta con-
diciéon podria ser porque d(ug,r5) < d(uq,r1) o porque d(ug,r3) > d(vy,r).

En el primer caso C} y Cy descenderian en la primera coordenada hacia
r1 hasta lograr d(us,ry) = d(uq,71), ipodria hacer algo el ladron para evitar
esto? No, no importa cuanto tratase de acercarse en la segunda coordenada
a uy o alejarse en la primera coordenada de u; para hacer crecer d(uy,r;) —
d(ug,r2); en la segunda coordenada podria reducir d(uq, ) a cero, pero en
la primera coordenada eventualmente se toparia con una hoja de T; y seria
alcanzado por los policiias.

En el segundo caso C y (5 descenderian en la segunda coordenada hacia
ro hasta lograr d(ug,m9) = d(vi,r1), si el ladron llegara a cruzar la arista
uyv; antes de que los policifas lograran la igualdad, los papeles de los dos
policiias tendrian que cambiar, es decir, T} se consideraria enraizado en la
primera coordenada del otro policiia para que r; siguiera siendo su descen-
diente, pero los nombres que dimos a los vértices de los policifas deberan
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también intercambiarse para que no haya nececidad de mover las primeras
coordenadas de los policiias y las condiciones I, II y III se sigan cumpliendo
igual que en el Lema 5.1.3. Como en el caso anterior, el ladréon se toparia
eventualmente con una hoja de 75 y el policiia lograra la igualdad deseada.

Haber logrado una de las anteriores igualdades como se describié consisti-
ria entonces en una primera etapa de la estrategia, ahora se cumple la cuarta
condicion del Lema 5.1.3 y observemos que no se dej6 de cumplir ninguna
de las otras condiciones que ya se cumplian para lograr esto: en el primer
caso porque la segunda coordenada de los policifas no se movio de la raiz de
T, y todo vértice de T5 es descendiente de esta y en la primera coordenada
ambos policifas descendian simultaneamente pero sin pasar de donde se en-
contrara el ladron. En el segundo caso, se arregla que se siga cumpliendo la
primera condicién sin necesidad de que los policiias se muevan en la primera
coordenada, y en la segunda coordenada descienden simultdneamente hacia
la segunda coordenada del ladrén, pero sin pasar de ésta.

En cualquier caso, si esta primera etapa dura s rounds, como los policiias
disminuyeron en 2 la altura de sus primeras coordenadas o sus segundas
coordenadas y como al inicio de la primera etapa la suma de las alturas
de las coordenadas de los policifas era 2m + 2n + 1, entonces al finalizar la
primera etapa dicha suma es 2m + 2n 4+ 1 — 2s. El Lema 5.1.3 nos dice que
los policifas pueden atrapar al ladréon en [(2m + 2n 4+ 1 — 2s)/2| rounds o
menos a partir de ese momento, por lo que contando ambas etapas el ladréon
seré atrapado en s+ [(2m + 2n + 1 — 2s)/2] o menos, en otras palabras:

capty(ThOTs) < s+ |2m+2n+1—25)/2| = |(2m+2n+1)/2] = m +n.
[ |

Lema 5.1.5. Sean T} y 15 dos drboles y sea T| un drbol que se obtiene a partir
de Ty al unir un nuevo vértice w a algun vértice v de Ty, de manera que T}
es un drbol y w es una hoja de T]. Entonces capty(T{OT,) > capty(T1075).

Demostracion. Como dr,(u) > 1 existe v adyacente en 7] a u y distinto
a w, consideremos la retraccion o : V(1]) — V(T}) definida a continuacion:
olx)=xsiz#wyo(r)=vsiz=w,esta retraccion induce una retraccion
o' de V(T{0OT,) a V(T;0T3) a saber, o'((z,y)) = (o(z),y). Llamemos “E” a
una estrategia ganadora del policiia en T{OT, que dure capt,(770075) rounds.
Supongamos que se juega en 71175, entonces C' utilizaré la estrategia “E”
suponiendo que R se limita a los vértices de 1175 y si C tuviera que colocar
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a sus policifas C en (ci, c}) y Cy en (c2, c3) segtn la estrategia “E”, entonces

los colocara en (o(c}), c}) y en(o(c?), c3) respectivamente, ya que al ser o/ una
retraccion todo vértice adyacente a (ci, ¢y) en T{(OT, también es adyacente a
(o(ch), ch) en TyOTy y por lo tanto, jugando de esta manera, en capty(7]0075)
rounds C' habré capturado a R en T70075. [ |

Corolario 5.1.6. Si 17 y T3 son drboles, entonces

iam (7707
capt,(T,073) < {MJ '

2

Demostracion. Por el Teorema 1.2.3, diam(71075) = diam(7})+diam(73).
Si los didmetros de 77 y 15 son de distinta paridad, el resultado se sigue
directamente del Teorema 5.1.4.

Si ambos didametros son pares, digamos diam(77) = 2m y diam(73) =
2n, entonces podemos anadir una hoja a una trayectoria de longitud méa-
xima en 7} para obtener un arbol 7] con didmetro 2m + 1. Por el Le-
ma 5.1.5 capty(71075) < capty(T{0T5). Por el Teorema 5.1.4, se tiene que

capty(T70T3) <m +n = L2m+§+2nJ _ Ldiam(Tl);diam(Tg)J _ Ldiam(ngTg)J'

Anélogamente, si ambos didmetros son impares, digamos diam(7}) =
2m + 1 y diam(73) = 2n + 1, podemos anadir una hoja a una trayec-
toria de longitud maxima en 7 para obtener un arbol 7] con didmetro
2(m + 1). Aplicando nuevamente el Teorema 5.1.4 y el Lema 5.1.5 obte-
nemos capt,(T1075) < capty(T{07T5) < (m + 1) +n = |2tiietl] —
Ldiam(T1)+diam(T2)J _ Ldiam(TlDTg)J. n

2 2

5.2. Producto de arboles: cota inferior

Lema 5.2.1. Sea G una grdfica 2-policita-ganador, u un vértice de G conte-
nido en un ciclo inducido B de longitud 4 con la propiedad de que para cada
vértice v € V(QG) se tiene que |[N(v) N V(B)| < 2. Si (¢1,¢2) es una 2-ada
central, entonces

d(u, c1) + d(u, co) < 2capty(G) + 1.

Demostracion. Si suponemos que hay un vértice u € V(B) tal que existe
otro vértice w € V(G) con N[u] C Nfw| (una trampa), como u pertenece al



56 Tiempo de captura

ciclo B se tiene que |[N[u]NV(B)| = 3y, como N|[u] C N[w], también se tiene
que |[Nw]NV(B)| > 3 por lo cual, si w ¢ V(B), [N(w)NV(B)| > 3, lo cual
es una contradiccion, pues por hipotesis se cumple |N(v) N V(B)| < 2 para
todo v € V(G), y si w € V(B), sabemos que u y w son vecinos, sea a el otro
vecino de u que se encuentra también en el ciclo B, como a € N[u] C N[w]
se tiene que aw € E(G), lo cual contradice que B sea un ciclo inducido
de longitud 4. Por lo tanto ningtn vértice de B es una trampa y, por la
observacion hecha en el capitulo referente a las trampas, un sélo policifa no
puede capturar a R incluso si R se limita a moverse sobre los vértices de B.
Sea d; = (c1,u),ds = (co,u) y t = capty(G), podemos suponer sin perdida
de generalidad que d; < dy. Como R seria capturado en a lo mas ¢ rounds si
empezara en v y permaneciera ahi durante todo el juego tenemos que d; < t.

Si dy = t, entonces R podria empezar en u y no moverse en los primeros
t — 1 rounds, entonces tras esos ¢t — 1 rounds () deberia haber llegado a un
vértice x adyacente a u y como u no es una esquina, tiene un vecino y ¢ N|z],
de hecho el tinico con esta caracteristica, por lo cual si R decide moverse a y
en su turno namero t, seré capturado inmediatamente por Cs. Por lo anterior
dy <t+1, entonces dy + dy < 2t + 1.

Si dy < t, como C7 no puede atrapar el sélo a R si R se limita a moverse
sobre los vértices de B, Cy debe poder llegar a B en a lo mas ¢ turnos de
C, y como la distancia de cualquier vértice de B a u es 2, dy < t+ 2y
di+dy<t—1+t+2=2t+1.

[ |

Lema 5.2.2. St T7 y Tb son drboles, entonces T1JT5 no tiene ciclos de
longitud 3.

Demostracion. Supongamos que T y Ty son arboles y (uy, v1), (ug, v2), (usz, v3)
forman un ciclo en T1007T;, para esto tendria que cumplirse necesariamente
que

(U2U3 S E(Tl) y Uy = "Ug) 0] (UQ =Uz Yy VU3 € E(TQ))

y

(wmugs € E(Th) 'y vi=wv3) o (up=uy y vy € E(Ty))

y

(vius € E(Th) 'y vy =wv3) o (up=wus y vz € E(Ty)).

En el caso de que u; = us = ug se tendria que v1vs, V903, V103 son aristas de
T, por lo cual T no seria un arbol, analogamente el caso en que v; = v, = v3
implica que 77 no es un arbol.
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Por simetria los casos restantes son similares al siguiente caso: (v; =
ve y wuy € E(Th)) y (nyvs € E(Ty) y wu; = ug), en éste caso no se
podré tener la primera de las condiciones necesarias antes enunciadas porque
uug € E(TY),vv3 € E(T3) implica que ug # uq = ug y vz # v3 = Us.

[ |
@ U2 e U2
| | us
® Uy e———©O
| "
o U3

Figura 5.1: casos para los ciclos de longitud tres

Teorema 5.2.3. Para todo par de drboles Ty, Ty se cumple capt,(T1073) >

Demostracion. Sean P;, P, trayectorias en 17 y Tb respectivamente, con
E(PZ) = dlam(T,),z = ]_,2, P1 = (al, as, ...,am+1),P2 = (bl,bg, ceey bn—l—l)- Sean
u = (a1,01) y v = (@my1,bns1). El vértice u estd contenido en el ciclo de
longitud 4 formado por los vértices (ay, by), (a1,bs), (az, b2) y (az,by). Ningan
vértice de T[T, es adyacente a tres o més vértices de dicho ciclo porque se
formaria un ciclo de longitud tres, lo cual, por el Lema 5.2.2, no puede ser.
Por lo tanto, u y el ciclo formado por los vértices (aq,by), (a1, b2), (az,b2) y
(ag,by) cumplen con las hipotesis del Lema 5.2.1; también v y el mismo ciclo
cumplen con las hipotesis del Lema 5.2.1. Sea (c1, ¢2) una 2-ada central, por
el Lema 5.2.1 y la desigualdad del triangulo,

2diam (T1075) = 2d(u, v)
< d(c1,u) +d(c1,v) + d(co,u) + d(ca, v)
< dcapty(T10O7T5) + 2,

entonces, dividiendo entre 4:
Ldlam(TIDTg)/QJ < Lcath(TlmTQ) + (]./2” = Cath(TlleQ).

La ultima igualdad se debe a que capt,(7107%) es un namero entero.



58 Tiempo de captura

Teorema 5.2.4. Si Ty y Ty son drboles cualesquiera, entonces
capty(71073) = |diam(77073) /2] .

Demostracion. Por el Teorema 5.2.3 se tiene capt, (7107%) > |diam(71073)/2],
y por el Corolario 5.1.6 |diam(77075)/2] > capty(T7073). [

Teorema 5.2.5. Si T} y Ty son drboles, entonces
capty (1) + capt, (T2) — 1 < capty(T1007T3) < capt, (T1) + capt, (T3).

Demostracion. Por el Teorema 5.2.4 capty(T107,) = |diam(71073)/2]
y por Teorema 1.2.3 diam(7107,) = diam(7}) + diam(73), por otro lado

’7dian;(T1)—‘ + [dian;(Tg)—‘ 1< Ldian;(Tl) + dian;(Tg)J < [dian;(Tl)—‘ + ’7dian;(T2)—“

Una rejilla de m x n donde m,n € N se define como el producto cuadro
de una trayectoria de m vértices con otra de n vértices.

Corolario 5.2.6. FEl2-tiempo de captura de una rejilla de mxn es ngnj —1

Demostracion. Una rejilla es el producto cuadro de una trayectoria de
longitud m — 1 por una de longitud n — 1 y por el Teorema 1.2.3 tiene
diametro m +n — 2. |
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Conclusiones

El principal objetivo del trabajo fue revisar, completar y explicar lo me-
jor posible las demostraciones expuestas en los articulos A game of cops and
robbers y The capture time of grids dichos articulos abarcan los dos princi-
pales conceptos que surgen de manera muy natural con el juego de policiias
y ladrones: el niimero de policifas y el k-tiempo de captura de una grafica.

Es interesante como un problema que encuentra su motivaciéon en una
parte de la realidad, se hace méas y méas abstracto hasta el punto de mostrar-
nos propiedades algebraicas y topologicas de algunos objetos. Como lo fue
que la clase de las graficas en las que el policiia tuviera una estrategia gana-
dora resultase cerrada bajo la retraccion y una multiplicacion o que bastasen
tres policifas para atrapar al ladron en cualquier grafica para la cual exista
una inclusién en el plano.

Quedan muchos temas por investigar respecto a este juego, por ejemplo,
del dltimo punto del parrafo anterior surge la pregunta de cuéntos policiias
se necesitaran para atrapar al ladron en una grafica para la cual halla una
inclusion en el toro, en otra superficie orientable de mayor género o incluso
en una superficie no orientable.

El estudio de ésta version del juego da pauta a interesarse por algunas
variaciones del mismo, por ejemplo en la version del juego desarrollada en el
trabajo los dos jugadores tienen conocimiento de la ubicacién en la grafica
de su contrincante en todo momento, una variacion en este sentido seria que
uno permitiera a los jugadores esta informacion sélo cuando estuvieran a una
distancia de a lo mas d € N, lo cual se puede interpretar como que C'y R
pudieran tener contacto visual hasta esa distancia, otra variacion seria que
no supieran en ningiin momento la ubicacién de su contrincante entrando asi
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en el terreno de los juegos de biisqueda.

En el articulo The capture time of grids se reporta que se han encontrado
buenas cotas para el tiempo de captura del producto cuadro de tres arboles
(T,0T50T3) y otras cotas més débiles para el producto de mas de tres arboles.
La idea era so6lo introducir el concepto de k-tiempo de captura, por supuesto
quedan muchas familias de graficas para las cuales éste se podria calcular y
en aglunos casos ya se ha calculado en otros articulos.
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