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Un intelectual es un hombre que dice una cosa simple de manera dificil, un artista es un
hombre que dice una cosa dificil de manera sencilla.

Charles Bukowski.
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Prefacio

El propésito de este prefacio es describir brevemente el contenido de la tesis, cuyo objeto
de estudio es la funcion zeta de Artin-Mazur y una de sus generalizaciones multidimensio-
nales.

= La introduccién presenta los objetos y resultados necesarios para definir y motivar la
funcién zeta de Artin-Mazur. Muestra su definicién e importancia. Al final enuncia,
sin dar todos los detalles, la versién multidimensional de Lind [7] y enuncia uno de los
problemas centrales en su estudio: La conjetura de la funcion zeta multidimensional.

= El Capitulo 1 constituye la primera base: los espacios shift. El propdsito es demostrar
que es posible calcular la funcién zeta de ciertos espacios shift. Primero se exponen
estos espacios y los resultados necesarios para llegar a la resolucién de las funciones
zeta. En todo esto, incluidos los Capitulos 2 y 3, nuestra referencia principal en la
exposicién es [8].

= Kl Capitulo 2 se especializa en la clase que se busca, los espacios shift séficos, en
particular los espacios shift de tipo finito. Incluye diversos procedimientos para ob-
tener representantes conjugados por medio de construcciones que resultan en graficas
dirigidas y etiquetadas, que serviran para obtener expresiones de sus funciones zeta.

= El Capitulo 3 presenta y demuestra las formulas de la funcion zeta de los espacios
shift de tipo finito y séficos. El propdsito es exhibir las técnicas y demostraciones como
referencia de comparacion con el caso multidimensional que continia.

= El Capitulo 4 es el principal, pues presenta la exposicion y desarrollo del material que
motivé esta tesis: los resultados mas importantes del articulo de Douglas Lind [7], el
cual presenta una generalizacién multidimensional de la funcién zeta de Artin-Mazur.



VI

La tesis también incluye un apéndice, a modo de referencia, que consiste del material de
las areas que requiere el resto del contenido y que dividimos en tres grandes ramas: Topologia,
Algebra y Funciones Analiticas. En estas secciones no siempre incluimos todos los desarrollos
de los resultados que se presentan por lo establecido en los alcances del trabajo, sin embargo
se ha procurado senalar la mayoria de las referencias en la bibliografia.
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Introduccion

Se inicia presentando lo necesario para definir la funcion zeta de Artin-Mazur: un sis-
tema dinamico y la nocion de orbitas periddicas. Definimos conjugacién y mostramos que
la funcion zeta es un invariante de conjugacion. Se muestra la “Férmula del producto” y se
describe el contenido de lo que se desarrollard en los siguientes capitulos de la tesis. Finaliza
con la nocion de accion de grupos y enunciando la generalizacion de Lind a funciones zeta
multidimensionales de acciones de Z<, asi como el resultado y la conjetura principales que
se conocen.

0.1. Sistemas dinamicos

Definicion 0.1. Un sistema dindmico (a tiempo discreto) consiste de un par (X, ¢) donde
X es un espacio métrico completo y separable!, y ¢ es un automorfismo? de X, es decir, un
homeomorfismo® del espacio topoldgico con el mismo ¢: X — X (es comun referirse a X
como el “espacio fase” y a ¢ como la “dindmica”).

Lo que nos interesa de un sistema dinamico es el comportamiento de sus orbitas.

LA estos espacios topoldgicos se les conoce como espacios “polacos”. Podemos asumir también que X es
compacto.

2La hipétesis de invertibilidad la asumimos a lo largo de todo este trabajo, por lo tanto la establecemos
en la definicién de sistema dindmico.

3Es posible, dependiendo del contexto, debilitar o restringir la hipétesis de continuidad, por ejemplo,
requerir que ¢ sea Unicamente medible con respecto a la g-dlgebra de Borel, o que sea diferenciable si X
es una variedad diferenciable. Sin embargo, en este trabajo tinicamente consideraremos transformaciones
continuas.
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Definicion 0.2. Sea (X, ¢) un sistema dindmico. La ¢rbita de un punto z € X es

Yo = {9"(x) | n € Z}.

Si v, es una orbita finita, entonces decimos que es periddica de periodo |7,|.

Dos puntos distintos x,y € X pueden tener la misma érbita +, = v,. Por ejemplo, si x
tiene una 6rbita periddica de periodo > 1y y € v, \ {z}, entonces v, = 7,.

Definicion 0.3. Sean (X, ¢) y (Y, ) dos sistemas dindmicos.

» Un homomorfismo de (X, ¢) en (Y,1) es una funcién continua f: X — Y tal que
fogp=1of,es decir, es una funcién continua que hace al siguiente diagrama con-

mutativo:

X—2-x

! !

= Si f: X — Y es un homomorfismo inyectivo, entonces decimos que tanto f como X
son un encaje de X en Y.

= Si f: X — Y es un homomorfismo suprayectivo, entonces decimos que tanto f como
Y son un factor de X en Y.

= Si f: X =Y es biyectiva y tanto f como f~! son homomorfismos, entonces f es una
conjugacion (topoldgica) y diremos que X y Y son (topoldgicamente) conjugados y
escribiremos X =Y.

El ser conjugado es una relacion de equivalencia. La idea es que si (X, ¢) y (Y,4) son
dos sistemas dinamicos conjugados, entonces podemos pensar a Y como una “recodificacion
invertible” de X, de forma que comparten todas y cada una de las propiedades dinamicas
que puedan poseer y que estan determinadas por los mapeos ¢ y ¥. En este contexto, las
conjugaciones son el medio para considerar “versiones diferentes” de exactamente el mismo
objeto. El siguiente problema es entonces natural y fundamental.

Problema 0.1. Determinar cuando dos sistemas dindmicos son conjugados.

Supongamos que tenemos dos sistemas dinamicos y quisiéramos saber cuando son to-
polégicamente conjugados. Ahora supongamos que a cada sistema dindmico podemos asig-
narle un “objeto” que capture cierta propiedad dindmica*, el cual puede ser un niimero real,

4Por “propiedad dindmica” nos referiremos a las caracteristicas del comportamiento de las “6rbitas”, i.e.
las iteraciones del mapeo evaluadas en puntos del espacio fase.
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un conjunto finito u otra estructura matematica, de modo que, a los sistemas dindmicos
topoldgicamente conjugados se les asigna el mismo objeto. A esta clase de asignacion se le
conoce como invariante de conjugacion, o simplemente invariante, dado el hecho de que no
varian cuando se aplica a sistemas dinamicos topologicamente conjugados. Si a dos sistemas
se les asigna diferentes objetos, entonces sabremos que no pueden ser topologicamente con-
jugados. El objeto invariante que vamos a estudiar en este trabajo es la funcién zeta. Su
definicién es en términos de puntos periddicos.

0.2. Puntos periédicos

Definicion 0.4. Sea (X, ¢) un sistema dindmico. Un punto z € X es periddico de periodo
pe N ={1,2,3,...} si ¢*(z) = . Si x € X es un punto periédico de periodo p y x no es
periodico de periodo ¢ para ninguna g < p, entonces diremos que x es de periodo minimo q.

Dado un sistema dindmico (X, ¢), escribiremos
ps(n) := #{x € X | x es un punto periédico de periodo n}

vy gs(n) :=#{x € X |z es un punto periédico de periodo minimo n}.

Claramente g4(n) < ps(n). Podemos decir aun maés.

Observacion 0.1. La sucesion py(n) determina a la sucesion gy(n) y viceversa. Por ejemplo,
es claro que

ps(n) =) as(k). (1)

k|n

Menos trivial es determinar como las cardinalidades de los puntos periddicos determinan
a las cardinalidades de los puntos periddicos de periodo minimo. La correspondencia que
resulta se le conoce como “inversién de Mobius” y estd dada por

as(n) = > n () polh) (2)

k|n

donde p es la funcion de Médbius. El desarrollo de la inversion de Mdbius se encuentra en el
Apéndice (Teorema A.14).

La siguiente proposicién es fundamental.
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Proposicién 0.1. Sean (X, ¢) y (Y, ) dos sistemas dindmicos y sea f: X —'Y un homo-
morfismo. Si x € X tiene periodo n bajo ¢, entonces f (x) tiene periodo n bajo 1 y el periodo
minimo de f(x) divide al periodo minimo de x. Mds ain, los encajes preservan el periodo
minimo de un punto periddico. En particular, st X y 'Y son conjugados, entonces tienen
exactamente el mismo niumero de puntos periddicos de periodo (minimo) n para todan > 1.

Demostracion. Por la Definicion 0.4 tenemos que f o ¢ = o f. Ademas si x € X tiene
periodo n entonces ¢" (x) = z. Entonces

P (f () = F (9" () = [ (x),

de esta forma f (z) € Y es un punto periédico de periodo n.

Por otro lado, si = tiene periodo minimo m, entonces ¢™ (z) = x y ¢" () # x para
toda r < m positiva, como ¢" (x) = x, entonces n = ma para algin entero «, es decir, el
periodo minimo de x divide a n. Por lo tanto, si x tiene periodo minimo m, entonces f ()
tiene periodo n y por el mismo argumento, su periodo minimo divide a n. Si f es biyectiva
entonces ¢" (x) = x siy s6lo si " (f (x)) = f (x), entonces x y f (x) tienen el mismo periodo
minimo. O

La proposicién anterior nos muestra que para cada entero n > 1, el nimero de puntos de
periodo n es el mismo para todos los sistemas dinamicos en una clase de conjugacién dada;
es decir, el nimero de puntos peridédicos de periodo n es un tnvariante de conjugacion entre
sistemas dinamicos. Asi, tenemos una forma para probar que algunos pares de espacios shift
no pueden ser conjugados, por ejemplo cuando uno tiene un punto fijo y el otro no.

Ya estamos en posicion de definir a la funcién zeta de Artin-Mazur. Esencialmente, es
el objeto que captura las cardinalidades de los puntos periédicos.

0.3. Funcion zeta de Artin-Mazur

En 1965 Artin y Mazur introdujeron en [1] la funcién zeta de un sistema dindmico (X, ¢).
Su definicién la damos a continuacion.

Definicion 0.5. Sea (X, ¢) un sistema dindmico. La funcién zeta de Artin-Mazur (o simple-
mente la funcién zeta) de ¢: X — X es

Golz) = exp (Z @) . )
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De forma que la funcién zeta es la funcién generadora® Exp-Log que codifica el nimero
de puntos periddicos. Asumiremos siempre que la funcion zeta esta bien definida, es decir
que pg(n) < oo para toda n > 1 (lo que corresponde a decir que el conjunto de puntos
periddicos, junto con el periodo como funciéon de tamano, es una clase combinatoria en el
sentido de [5]).

La Observacion 0.1 sugiere que la funcién zeta debe admitir una expresién en términos
de la sucesion de cardinalidades de puntos periddicos de periodo minimo. A esta expresion
se le conoce como “férmula del producto”.

Teorema 0.1 (FORMULA DEL PRODUCTO). Sea (X, ¢) un sistema dindmico. Entonces

co-T ()" )

es decir,

G =T[—— (5)

donde el producto es sobre las orbitas finitas vy de ¢ y q; denota el nimero de puntos periodicos
de periodo i bajo ¢.

Demostracion. La demostracion se sigue de la ecuacién (1) y de la inversién de Mébius (2).
Primero vemos que

1 1
11 11— P <log (H 1_ Zw))
Y Y
= o [ Ylog—
= exp d og o0

20 3hl LAkl
= eXp<Z<z|7|+ St T +) .

Y

Obtenemos entonces la exponencial de una funciéon generadora ordinaria y queremos
encontrar su n-ésimo término (ver Definicién A.21), donde n = r|y| y r = 1,2,3,.... Es
facil ver que el nimero de érbitas de tamano n es ¢,/n, i.e.

[{y érbita de ¢ | |1 = n}| = &

5En el Apéndice A, seccién §A.3, presentamos la definicién y los fundamentos bésicos de funciones gene-
radoras.
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Entonces

por lo tanto

20 L3l LAl
exp(Z(z”l—f— 5 + 3 + 1 +>

v
= exp Zl |Z%Zn = exp <Zl%z”> = ((2). O

Atun cuando tenemos dos férmulas equivalentes para obtener la funcién zeta, ambas
requieren a priori conocer las cardinalidades de los puntos periddicos de periodo (minimo)
n para cada n > 1.

Problema 0.2. Dado ¢: X — X, encontrar (,(z).

El siguiente corolario es fundamental.

Corolario 0.1. La funcion zeta es un invariante de conjugacion, i.e. si dos sistemas dindmi-
cos son conjugados, entonces tienen la misma funcion zeta.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 0.1. O

0.4. Funciones zeta de espacios shift

El problema de encontrar la funciéon zeta ha sido abordado desde que la funcion zeta
misma fue introducida. Su complejidad radica en la generalidad, por lo que los desarrollos
se han realizado en clases particulares de mapeos ¢: X — X de espacios con caracteristicas
especiales que conlleven a una resolucién de la funcién zeta (por ejemplo, el Corolario 0.1
permite abordar este problema al menos en clases de conjugacién). Tal es el caso de ciertos
espacios métricos compactos X conocidos como “espacios shift”, los cuales estan conformados
de ciertas sucesiones doblemente infinitas

T = (""x—1a$07x1)~”):(xn>nEZ€X
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de simbolos o letras x, € A de un alfabeto A (un conjunto finito con topologia discreta).
En todos ellos, el mapeo ¢: X — X es precisamente el mapeo invertible conocido como el
“shift” | a saber, la funciéon ¢ = ox: X — X que actiia en una sucesién por translacion a la
izquierda entrada a entrada, es decir, ox(x), = x,.1 para toda n € Z.

El conjunto de espacios shift incluye a un subconjunto cuyos elementos son conocidos
como los shift sdficos, los cuales a su vez incluyen a un subconjunto atin més particular, los
shift de tipo finito. En 1970 Bowen y Lanford demostraron que la funcion zeta de un shift
de tipo finito es el inverso de un polinomio p(z), conocido como el “polinomio caracteristico
al revés”, que se obtiene de la matriz de adyacencia A de cierta gréafica dirigida de orden
M > 1, concretamente p(z) = 2Mqy (%), donde g4(z) es el polinomio caracteristico de A.
Este resultado y su demostracién se encuentran en esta tesis (ver Teorema 3.1 del Capitulo
3).

Mas adelante, en 1978, Bowen aborda en [2] la resolucién de la funcién zeta, ahora en
el caso mas general de los shift soficos. Bowen desarrolla en su demostracién un algoritmo
para calcular la funcién zeta de un shift séfico y la obtiene como el cociente de polinomios
caracteristicos al revés de ciertas matrices de adyacencia signadas. En particular demuestra
que la funcién zeta de un espacio shift séfico es una funcion racional. Este resultado y su
demostracién se encuentran también en esta tesis (ver Teorema 3.2 del Capitulo 3).

La funcién zeta constituye un invariante de una gran cantidad de clases de equivalencia
de sistemas dindmicos (no sélo de conjugacion). Por ejemplo, en la categoria de los espacios
shift de tipo finito, la funcién zeta es invariante entre elementos de una misma clase de
equivalencia en cada una de las siguientes relaciones de equivalencia (ver [8]):

1. Conjugacion. 5. La tripleta de dimension.

2. o-equivalencia fuerte sobre Z*. 6. o-equivalencia débil sobre Z.

3. o-equivalencia débil sobre Z*. 7. El par de dimensién.

4. Conjugacién eventual. 8. Forma canénica de Jordan lejos del cero.

(estas relaciones de equivalencia obedecen las implicaciones

1e2|=304e5|=2627 =38

y sus definiciones y propiedades, excepto por 1, no seran abordadas en esta tesis).

La importancia de la resolucién de funciones zeta de espacios shift (séficos y de tipo
finito) radica en que puede ser 1til para encontrar funciones zeta en casos mas generales de
sistemas dindmicos ¢: X — X (e.g. usando el Corolario 0.1). Al final del Capitulo 1, en la
Seccion §1.6, presentamos un breve bosquejo de la idea fundamental de este procedimieto,
conocida como particiones de Markov.



8 INDICE GENERAL

0.5. Accién de grupos, sistemas dinamicos y generali-
zaciones

Dado un sistema dindmico (X, ¢), el mapeo ¢: X — X induce naturalmente una Z-
accion® a: Z x X — X del grupo aditivo (Z,+) sobre X, la cual estd definida para toda
neZyxeX por a(n,z) = ¢%(x). Considerar acciones de grupos més generales a Z nos
conducird también a hablar de la funcién zeta (, de una accién a: G x X — X de un grupo
G sobre X. En el caso multidimensional que estudiaremos, G = (Z4,+) con d > 2.

En 1996, Lind generalizé en [7] a la funcién zeta de Artin-Mazur al terreno multidimen-
sional. El proposito de esta tesis es presentar parte del trabajo de la generalizacion de Lind
junto con sus bases y fundamentos, incluyendo resultados del caso particular de funciones
zeta de Artin-Mazur. Como veremos, la funcién zeta multidimensional de Lind estara ahora
asociada a un conjunto de d > 1 homeomorfismos conmutativos ¢;: X — X coni=1,...,d,
mismos que inducirdn una accién a: Z¢x X — X del grupo aditivo multidimensional (Z4, +)
en X, a saber, a(n,z) = ¢ o ¢3% o ... 0 ¢}%(z) para todo n = (ny,ng,...,ng) € Z%y
z € X (el que los mapeos sean conmutativos quiere decir que ¢; o ¢; = ¢, o ¢; para todas
i,j € {1,2,...,d}). Los puntos periédicos y sus periodos estaran ahora definidos en términos
de “reticulas” de Z? (de la palabra en inglés “lattice”), es decir, en términos de subgrupos
L < Z% de indice finito. Concretamente, si p,(L) es el nimero de puntos periédicos de
periodo L, entonces la funcién zeta multidimensional es

Ca(2) = exp <Z I%z”)

Lel

donde L es el conjunto de reticulas de Z¢.

A diferencia de la funcién zeta de Artin-Mazur, que corresponde al caso d = 1, no se
conoce ningun procedimiento general para calcular la funcion zeta multidimensional d > 2,
incluso para espacios shift de tipo finito bidimensionales. i.e. los sistemas textiles de Nasu
[11]. Los tinicos ejemplos de funciones zeta de acciones de Z¢ que se conocen con d > 2 son
los que obtuvo Lind en [7] y que presentamos en esta tesis. Todas las funciones zeta que Lind
obtiene son funciones analiticas en el origen y cuyas series de McLaurin son lacunarias, es
decir, su frontera natural (i.e. la frontera del maximo dominio de analiticidad) es el circulo
alrededor del origen cuyo radio es precisamente el radio de convergencia de la misma serie.

Congjetura 1 (CONJETURA DE LA FUNCION ZETA MULTIDIMENSIONAL [7]). Sid > 2, enton-
ces la serie de McLaurin de la funcién zeta de una accién no trivial de Z¢ es lacunaria.

5Ver en el Apéndice A, en la seccién de grupos §A.2, la definicién A.19 de accién de un grupo en un
conjunto.



0.5 Accidon de grupos, sistemas dinamicos y generalizaciones 9

El resultado principal de Lind es la generalizacién de la férmula del producto (Teorema
0.1), el cual se enuncia y demuestra en esta tesis, en el Capitulo 4 (Teorema 4.3). Asi pre-
sentamos en conjunto una monografia con los aspectos mas relevantes en el que se exhiben
para contraste las técnicas y los desarrollos tradicionales frente al esquema multidimensional
en torno al estudio de funciones zeta de sistemas dindmicos.
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Capitulo 1

Espacios shift

Comenzaremos por introducir los espacios shift y describir una serie de ejemplos. Después
fijaremos nuestra atencién en cierto tipo de automorfismos, la funcién shift que va del espacio
en si mismo. En conjunto, esto forma un “sistema dinamico shift”. Nuestro punto de atencion
seran estos sistemas, su interaccién y sus aplicaciones.

1.1. Informacion

A menudo la informacién se representa como una secuencia de “simbolos” que pertene-
cen a un conjunto finito que suele ser denominado “alfabeto”. Por ejemplo, los libros son
una secuencia muy larga de letras, signos de puntuacion y simbolos tipograficos. Un nime-
ro real se describe como una secuencia infinita de simbolos en su expansién decimal. Las
computadoras almacenan informacion en secuencias de 0’s y 1’s. El 4cido desoxirribonuclei-
co, abreviado como ADN, son secuencias de 4 “bases”, adenina (A), timina (T), guanina
(G) y citosina (C), que codifican la informacién genética. A cada uno de estos ejemplos le
corresponde un conjunto de simbolos especifico o alfabeto especifico A, cuyos elementos o
simbolos también seran referidos como letras. Por ejemplo, el conocido alfabeto romano es
{a,b,...,z}, el alfabeto griego es {a, 3, ..., (}, el alfabeto decimal es {0, 1,2, 3,4, 5,6, 7,8,9}
y el alfabeto del ADN es {A, T, C,G}. Formalicemos un poco estas ideas.
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1.1.1. Alfabetos, lenguajes y sucesiones bi-infinitas

Definicion 1.1. Un alfabeto es un conjunto finito A. Un blogue (o palabra) de longitud n € N
(sobre el alfabeto A), o simplemente un n-bloque, es un elemento del conjunto

A=A x - x A
—_—
n veces

El bloque vacio se refiere a A° = @ y lo denotaremos por €. Definimos también

A=A
n=0
Un lenguaje es un subconjunto
LCA”.

La longitud de una palabra w € A*, que es el nimero de simbolos que contiene, serd denotada
por |w|, de forma que |e| = 0. Un subbloque (o factor) de w = wyws . ..w, € A" es un bloque
de la forma w;w;i1...w;, con 1 < 4 < j < n. Por convencién la palabra vacia € es un
subbloque de toda palabra.

Aunque en la practica las secuencias de simbolos son finitas, es conveniente tratarlas
como secuencias infinitas, incluso en ambas direcciones (es decir, secuencias bi-infinitas).
Nuestro principal objeto de estudio en este capitulo serdn las colecciones de secuencias bi-
infinitas de simbolos de un alfabeto finito .A. Tales secuencias se denotan por x = (2;),c, 0
por

T = ... 090 _1«XogX1T2 ...

donde x; € A para toda i € Z.

El simbolo z; es la i-ésima coordenada de x y = puede estar dada por sus coordenadas
como un tipo de “vector” infinito. Cuando escribimos una secuencia especifica, debemos
determinar la coordenada 0. Conviene hacerlo con un “punto decimal” para separar las x;’s
con ¢ > 0, de aquellas con i < 0. Por ejemplo:

r =...101.0010...

significaque z_3=1, 2 9=0,2_1=1,20=0, 21 =0, x5 = 1, x3 = 0 y asi sucesivamente.

1.2. Espacios shift completos

En esta seccién A es un alfabeto finito!.

LEl estudio de espacios shift sobre alfabetos infinitos es un area de investigacién en desarrollo, sin embargo
esta fuera de los alcances de este trabajo.
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Definicion 1.2. El A-shift completo es el conjunto A% de todas las secuencias bi-infinitas de
simbolos de A, es decir,

Af = { = (i), | v € A para toda i € Z} .

Sir > 1 es un entero positivo, entonces el r-shift completo (o simplemente r-shift),
denotado por X, es el shift completo sobre el alfabeto {0,1,2,...,r — 1}.

En la definicién anterior, A% denota al conjunto de todas las funciones de Z en A y dichas
funciones son justamente las secuencias bi-infinitas de elementos de A y cada secuencia
r € A? sera referida como un punto del espacio shift completo sobre el alfabeto A. A los
puntos del 2-shift completo se les conoce como secuencias binarias. Si A es de cardinalidad
| A| = r, entonces existe una correspondencia biyectiva entre el A-shift completo y el r-shift
completo, dada por una biyeccién entre Ay {0,1,2,...,r — 1}.

Si # es un punto de A% y i < j, entonces denotamos al bloque de coordenadas en x
comenzando con la posicion ¢ hasta la posicion j por x;j = 2;Tit1 ... T;.

1.2.1. Topologia, conjuntos cilindro y la métrica de Cantor

Vamos a considerar A% como un espacio topolégico, equipandolo con la topologia produc-
to. Para esto, primero consideramos A como un espacio topolégico con la topologia discreta
y como A es finito, entonces A es compacto. El Teorema de Tychonoff (Teorema A.2 en
el Apéndice A) implica que el producto numerable A% es compacto. Como es bien sabido,
la topologia producto tiene como base a los llamados “conjuntos cilindro” (ver definicién
A.9 en el Apéndice A). Vamos a definirlos en nuestro contexto a continuacién y bastara con-
siderar a un subconjunto particular en el que las entradas distintas del total son consecutivas.

Definicion 1.3. Sean w € A* y k € Z. El conjunto cilindro que determinan w y k se define
por
C (w) = {LE € .AZ | Tk ket |w|—1] = w} .

Entonces la topologia de AZ es precisamente la coleccién de todas las uniones arbitrarias
de intersecciones finitas de conjuntos cilindro. A continuacién veremos que esta topologia es
metrizable. La idea en la definicién de la métrica que induce esta topologia es tal que dos
puntos estaran “cerca” cuando coincidan las coordenadas de largos bloques centrales.
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Proposiciéon 1.1. (AZ,p) es un espacio métrico, donde p : A x A* — R* se define para
cualesquiera x,y € A% de la siquiente manera:

p(e.9) = 5 (11)

donde k > 0 es el minimo entero no-negativo tal que T_jp # Yi-kx (51 T =y, entonces
definimos k = oo de forma que p(z,z) = 7= =0).

Demostracion. Claramente p cumple las dos primeras propiedades de una métrica (ver de-
finicién A.11 en el Apéndice A). Probaremos la tercera y ultima propiedad de una métrica:
la desigualdad del tridngulo. Sean z,y, z € A% y supongamos que

1 1

donde k,l € NU {oc}. La desigualdad del tridngulo es obvia si k =0 o [ = 0, de forma que
podemos suponer que k,l > 1. Entonces

Tl—k+1,k-1] = Y[—k+1,k-1] ¥ Y[-i4+1,1-1] = Z[-I1+1,1-1]-
Si m = min {k, [}, entonces &[_p41,m—1] = Z/—m+1,m—1], por lo tanto

1 1 1

En otras palabras, para determinar la distancia entre dos puntos z,y € A%, buscamos
el entero k > 1 més grande para el cual el (2k + 1)-bloque central de z y y coinciden (si tal
entero no existe, i.e. si xy # yo, entonces la distancia entre x y y es 1), entonces la distancia
entre z y y serd 2~ (1),

Definicion 1.4. La métrica p de la Proposicién 1.1 y definida por la ecuacién (1.1) se deno-
mina métrica de Cantor?.

Sixe A"y e > 0, escribiremos
By(z,¢) = {y € A% | p(a,y) <<}

Proposicion 1.2. La topologia que generan los cilindros es la topologia que genera la métrica
de Cantor.

2Este nombre proviene del hecho de que si |A| > 2, entonces A% es homeomorfo al cldsico conjunto
ternario de Cantor.
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Demostracion. Sean w € A* y k € Z. Veremos primero que existen v € A% y £ > 0 tales que
B(z,e) C Ck (w). Sea z € Cy (w), N > |k| + |w| y € < 5%. Entonces para cualquier punto
y € B (x,¢) ocurre que y_n,n] = [-n,n]- Como N es lo suficientemente grande, donde sea
que se encuentre k, cabe la palabra w, es decir,

W = Tk,k+|w|-1] = Y[k k+|w|—1]-

Entonces y € Cy (w), por lo tanto B (z,€) C Cy (w).

Inversamente, sean © € A” y ¢ > 0. Veremos que existen w € A* y k € Z tales
que Cy (w) C B(z,e). Sean k € N tal que o < ey w = z_y € A" Siy € Cy(w),
entonces Y[_jx = T[—kk = W, por lo tanto p (z,y) < 2%, es decir, y € B (x,¢€), por lo tanto

Cy (w) C B (z,¢€). ]

Proposicion 1.3. Los conjuntos cilindro son abiertos y cerrados.

Demostracion. Los conjuntos cilindro son abiertos por definicién (generan la topologia).
Veamos que también son cerrados. Sean w € A*, k € Z y x € A% un punto de acumulacién
de Cy (w), de tal forma que para todo n € N, existe 2 € Cy (w) tal que p (m,x(”)) < 3
Si N > |k| + |w|, entonces existe ™) € Cj (w) tal que p (z,2M)) < Sk, de forma que

T-N,N] = IEJ_V])V’N], es decir, x € C (w), por lo tanto Cy (w) es cerrado. O

El concepto de convergencia esta definido para espacios topolégicos, en particular para
espacios métricos. La Proposicion 1.2 nos permite entender mejor el concepto de convergencia
en nuestro contexto. Consideremos una sucesion 2™ € A% en el A-espacio shift, n € N y
sea x € A”. Entonces, por definicién de la métrica de Cantor, 2™ converge a x exactamente
cuando, para todo k > 0, existe nx € N tal que

37%3 K = T[-kK Para todo n > ny,

en cuyo caso escribiremos 2™ — . Es decir, una sucesién de puntos en A% converge si
para toda k > 0, el (2k + 1)-bloque central se estabiliza en los miembros de la sucesién a
partir cierto momento, o en otras palabras, si el conjunto de (2k + 1)-bloques centrales de
los puntos de la sucesion es finito.

1.2.2. EIl mapeo shift

Definicién 1.5. El mapeo shift es la funcién o 4z: A2 — A% que lleva un punto z al punto
y = o4z (x) cuya i-ésima coordenada es y; = z;41 para toda i € Z.
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El mapeo shift o 4z va del shift completo A% en si mismo y es una funcién biyectiva que
actua por traslacion hacia la izquierda. La operacion inversa 0;‘% consiste entonces en mover
un lugar a la derecha cada coordenada.

El siguiente resultado es bésico:

Proposicién 1.4. El mapeo shift es continuo.

Demostracién. Para cualquier w € A* y k € Z sucede que 0 (Cr(w)) = Ch_1(w). El
resultado se sigue entonces del Teorema A.3, equivalencia 1 < 3. OJ

Concluimos esta seccion con una definiciéon fundamental:

Definicion 1.6. Un punto z € A” es periddico (bajo ox,) si 0%, (z) = x, para algunan > 1,
en cuyo caso diremos que x tiene periodo n. Si x es periddico, el entero positivo mas pequeno
n para el cual 0% (z) = x es el periodo minimo de x. Si ox, (r) = ¥, entonces x es un punto
fijo para ox, (i.e. los puntos fijos son los puntos de periodo minimo igual a 1).

1.3. Espacios shift (subshift)

En esta seccién, A continta representando un alfabeto finito.

Definicion 1.7. Sea F C A* una colecciéon de bloques sobre el alfabeto A, a los cuales
llamaremos bloques prohibidos. El espacio shift (o subshift) inducido por F es el subconjunto
X7 C A? de todas las secuencias en A% que no contienen ningiin bloque de F, es decir,

X7 = {2 = (zn)nez | no existen i < j tales que zy; 5 € F}.

En la definicién anterior, la coleccion F puede ser finita o infinita, en cualquier caso es
a lo mas numerable.

Definicion 1.8. Un espacio shift (o subshift) es un subconjunto X C A% tal que X = Xr para
alguna coleccion F C A* de palabras prohibidas sobre A. Si un espacio shift X esta contenido
en un espacio shift Y, diremos que X es un subshift de Y.

1.3.1. Ejemplos

Ejemplo 1.1. Sea X = A% y F = @, el espacio shift sin restricciones. De la misma manera,
si X = @&, también es un espacio shift restringiendo todo el alfabeto, es decir F = A.
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Ejemplo 1.2. Consideremos el alfabeto binario A = {0,1}. Sea X = X, donde F = {11},
es decir X es el conjunto de todas las secuencias binarias que no contienen dos 1’s juntos. A
este shift se le conoce como shift dureo.

Ejemplo 1.3. Consideremos nuevamente el alfabeto binario A = {0,1}. Sea X el conjunto
de todas las secuencias binarias tales que entre dos 1’s hay un ntimero par de 0’s. Es decir,
F ={10>""'1 | n > 0}, donde
2n+1
0 = 0000...0
2n+1 veces

A este espacio le llamamos shift par.

Ejemplo 1.4. Sean A = {a,b,c} y X el conjunto de todos los puntos en el shift completo
AZ en los cuales a unicamente puede estar seguida por la letra a o b, b sélo puede estar se-
guida por ¢y ¢ puede estar seguida por a y b. En este caso X = Xz donde F = {ac, ba, bb, cc}.

Ejemplo 1.5. Sea X el conjunto de puntos en el shift completo {a, b, C}Z donde una palabra
de la forma ab™c*a puede ocurrir en un punto unicamente si m = k. A este espacio se le
conoce como el espacio shift libre de contexto.

Proposiciéon 1.5. Sean Xz y Xz dos espacios shift, Fi,Fo C A*. Entonces
XrNXr = Xr0rm-

Demostracion. Sea x € Xz N Xz, si Bloq(z) = {Zpn |k € Z y n € N}, entonces
Bloq(z) N F; = @ para i = 1,2, lo que implica que Bloq(z) N (F1 U F2) = &, es decir,
x € Xr,ur,- De manera andloga, si * € Xz, entonces v € Xz N Xx,. ]

1.3.2. Caracterizacion de espacios shift y sus lenguajes

Es natural describir un espacio shift especificando las palabras permitidas en lugar de
las prohibidas. Esto nos lleva a la nocién de lenguaje de un espacio shift.

Definicion 1.9. Sea X C A% un subconjunto (no necesariamente un subshift) de un espacio
shift completo. Denotamos al conjunto de todos los bloques de tamano n que ocurren en los
puntos de X como B, (X), es decir,

El lenguaje de X es la coleccion

B(X)=JB.(X)



18 Espacios shift

v nos referiremos a sus elementos como bloques permitidos de X.

FEjemplo 1.6. El lenguaje del 2-shift completo es
{¢,0,1,00,01, 10, 11,000,001, 010, 011, 100, .. .} .
FEjemplo 1.7. El lenguaje del shift aureo del Ejemplo 1.2 es

{e,0,1,00,01, 10,000, 001, 010, 100, 101, 0000, ...} .

Claramente, si X C AZ es un subshift, entonces
B, (X) = {zpon-1 | v € X}

(comparar con ecuacién (1.2)). De hecho, es claro también que no necesariamente un lenguaje
es el lenguaje de un espacio shift. La siguiente proposicion caracteriza a los lenguajes de
espacios shift y también proporciona una descripcion alternativa de un espacio shift.

Proposicién 1.6. 1. Sea X C A un espacio shift y sea L = B(X) su lenguaje. Si
w € L, entonces:

a) Todo subbloque de w pertenece a L y

b) ezisten palabras no vacias u,v € L tales que uwv € L.

2. Los lenguajes de los espacios shift se caracterizan por 1. Es decir, si L es una coleccion
de bloques sobre A, entonces L = B(X) para algin espacio shift X si y solo si L
satisface la condicion 1.

3. El lenguaje de un espacio shift determina al espacio shift. De hecho, para cualquier
espacio shift X, ocurre que X = Xp(xy. Entonces, dos espacios shift son iguales si y
solo si tienen el mismo lenguaje.

Demostracion. 1. Si w € L = B(X), w ocurre en algin punto = € X, entonces todo
subbloque de w ocurre en x y por consiguiente estd en £. Mas atin, existen bloques no vacios
u 'y v tales que la palabra uwv ocurre en x, entonces u,v € L.

2. Sea L la coleccion de bloques que satisface 1 y denotamos por X al espacio shift X c.
Probaremos que £ = B (X). Si w € B(X) entonces w estd en algin punto de X, es decir,
w ¢ L°0w € L, entonces B (X) C L. Inversamente, suponemos que w = ToZy ... Ty, € L,
aplicando repetidamente el punto 1b, podemos encontrar simbolos z; con j > m y z; con
i < 0 para formar el bloque x = (;),, ¥ asi, por la, todo subbloque de z esta en L, por
lo que z € X,.. Como w ocurre en z, tenemos que w € B (X,.) = B(X), por lo tanto

LCB (X)yL=B(X).
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3. Six € X, como B(X) contiene todos los bloques que ocurren en cualquier punto
de X, ningin bloque de x estd en B(X)®, entonces © € Xp(x)e, por lo tanto X C Xp(x)e.
Inversamente, como X es un espacio shift, existe una colecciéon F para la cual X = Xx. Si
r € Xp(x)e, entonces cualquier subbloque de x esta en B (X) = B (Xz) por lo que no puede
estar en F. Entonces v € Xz, probando que Xp(xe) € X = Xz. Porlo tanto X = Xp(x)e. [

Si X C A” es un subshift, entonces podemos definir al mapeo
ox: X — A”

al restringir ox, a X, es decir,

O'X:O'XA ‘X-

De hecho, oy : X — X, o en otras palabras, X es o-invariante, es decir, ox(z), 0% (z) € X
para toda x € X, hecho trivial pues se sigue directamente de la definicién de espacio shift que
los subbloques de z, ox(7) y oy (7) son exactamente los mismos. La condicién para que un
punto pertenezca a un espacio shift es entonces en términos de las palabras prohibidas y no
en términos de las coordenadas en las que un bloque puede ser prohibido. Esto se sigue de la
o-invarianza. Esta propiedad nos permite encontrar subconjuntos de espacios shift completos
que no son espacios shift. Por ejemplo, el subconjunto X de {0, 1}% que consiste de un tinico
punto
X ={z=...0101.0101... = (01)>}

no es un subshift ya que oy (x) =...1010.1010... = (10)™ ¢ X. De hecho, la o-invariancia
no es una propiedad suficiente para obtener espacios shift, también necesitamos que estos
espacios sean cerrados, como lo indica la siguiente proposicion.

Proposicién 1.7. Un subconjunto X C A% es un subshift si y sélo si,

» X es cerrado y

» X es o-invariante, i.e. ox (X) = X.

Demostracion. Supongamos que X es un subshift. Es facil ver que X es o-invariante, pues
para cualquier z € X tenemos ox (x) € X (por definicién, ya que los subbloques de x y
de ox(z) son exactamente los mismos), por lo tanto ox (X) = X. Veamos pues que X es
cerrado. Como X es un espacio shift, existe F C A* una coleccién de palabras prohibidas
tal que X = X7. Sea x € A% un punto de acumulacién de X y 2™ € X tal que 2" — z
cuando n — oco. Demostraremos que x € X. Como X es g-invariante, basta probar que para
toda k € N, o4 € B(X). Sea e < 2% Entonces existe N € N tal que para toda n > N,
p (:E(”),x) < € por lo tanto x@m] = T[_k,k], COMO ™ € X entonces xff)k’k] € B(X), por lo
tanto z € X.
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Inversamente, supongamos que X es cerrado y o-invariante. Debemos probar que existe
F C A* tal que X = Xz. Sea B(X) C A* el lenguaje de X y tomamos F = A* \ B (X),
demostraremos que X = Xr. Sea x € Xr, veamos que x € X, como X es cerrado, bas-
tard demostrar que existe una sucesién ™ € X tal que 2™ — z. Para cada n € N, como
Tepn ¢ F, entonces [, € Bani1 (X), por lo tanto existe k € Z y y™ € X tal que

y[(,? L +2n] = Ll-nn]- Ahora, como X es o-invariante, entonces z(™ = O'I;(—Hl (y(")) € X, lo que
implica mff)n ] = T[-nmn]; POT lo tanto p (w(")w) < 2%, de aqui que 2™ — 2 y como X es

cerrado, x € X, es decir X7 C X.

Sea x € X, ahora veamos que x € Xx. Para cualesquiera k € Z y | € N, tenemos que
Tt € B(X), es decir x4y ¢ F, entonces por definicién de subshift, € X, por lo
tanto X C Xx. ]

Observacion 1.1. La Proposicién 1.7 implica que si X es un subshift, entonces (X, ox) es un
sistema dindmico cuyo espacio fase X es un espacio métrico compacto (es un subconjunto
cerrado de un espacio compacto, por lo tanto la compacidad de X se sigue del Teorema A.9).
En general, si X es un espacio topologico y ¢: X — X es un homeomorfismo, entonces ¢,
induce una Z-accién « : Z x X — X definida para todon € Zy x € X por a (n,z) = ¢% (x).

1.4. Cbdigos de bloques deslizantes

Supongamos que = ...T_1.Tox ... s una sucesion de simbolos en un espacio shift X
sobre un alfabeto 4. Podemos “transformar” = en una nueva secuencia y = ...y_1 «Yo¥yi - - -
sobre otro alfabeto® 2 de la siguiente manera, fijemos m,a > 0 € N. Para calcular la i-ésima
coordenada y; de la sucesiéon transformada, utilizamos una funcién ® que depende de una
“ventana” de coordenadas de x desde ¢ — m hasta i +a. Aqui ® : By, 441 (X) — 2 es una
funcién de los (m + a + 1)-bloques permitidos de X a los simbolos de 2.

Definicion 1.10. Sea X un espacio shift sobre Ay ® : B,,1 441 (X) — 2, una funcién de los
(m 4+ a + 1)-bloques permitidos en X a los simbolos de un alfabeto 2. Entonces decimos que
la funcién ¢ : X — A% definida por y = ¢ (z) con

Yi = P (TimTimma1 - Tira) = P (:C[i_miﬂ}) para toda i € Z

es un (m + a + 1)-cddigo de bloques deslizantes con memoria m 'y anticipacion a 'y diremos

que ¢ es inducido por la regla local ®. En este caso escribiremos ¢ = @L;m’a]. SiY es un
espacio shift contenido en A% y ¢ (X) C Y, escribimos ¢ : X — Y.

3Si 2 = A, entonces este tipo de “transformacién” es conocida como autdmata celular.
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Los cédigos de bloques deslizantes mas simples son aquellos sin memoria ni anticipacion,
es decir con m = a = 0, i.e. los 1-codigo de bloques deslizantes. Aqui la i-ésima coordenada
de la imagen de x depende tinicamente de x;.

1.4.1. Propiedades y caracterizacion de cddigos de bloques desli-
zantes

Proposicién 1.8. Sean X y Y espacios shift (no necesariamente sobre el mismo alfabeto).
St ¢ : X =Y es un codigo de bloques deslizantes, entonces ¢ o ox = oy o ¢, es decir, el
siguiente dragrama conmuta

X X x
é
Y —Y

gy

©-

Demostracion. Sea ¢: X — Y un codigo de bloques deslizantes inducido por la funcion
O Biar1 (X) — 2, de forma que es de memoria m > 0 y anticipacién a > 0. Para z € X,
tenemos que

(oy 0 @) (1’)1 =0 (x)iJrl =0 (x[i+1—m,i+1+a])

mientras que
(poox) (ac)% = ¢ (ox (55))@ = (UX (x)[ifm,z#a]) = ($[i—m+1,z‘+a+1]) .
Entonces la i-ésima coordenada de las imagenes de x bajo oy o ¢ y ¢ o ox coinciden para

cada 7, por lo tanto las imagenes son iguales. O

Lema 1.1. Sea ¢: X — Y un codigo de bloques deslizantes de memoria y anticipacion
m > 0 y a > 0 respectivamente. Entonces, para toda M > m y A > a, ¢ es un cddigo de
bloques deslizantes de memoria y anticipacion M y A.

Demostracion. Supongamos que ¢ es inducido por ®: By, 1,11(X) — B1(Y). Sea
&\)Z BM+A+1(X) — Bl(Y)

la funcién definida para todo w € Bpsyay1(X) por @(w) = ®(Winr—m,M+at1]). Es entonces

~

claro que @LZM’A] = @;m’a]. ]
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Proposicién 1.9. Sean X y Y espacios shift (no necesariamente sobre el mismo alfabeto).
Una funcion ¢: X — Y es un cddigo de bloques deslizantes si y sélo st poox = oy 0@ ¥y
existe N > 0 tal que ¢ (), es una funcion de x|y n.

Demostracion. Supongamos que ¢: X — Y es un cddigo de bloques deslizantes de memoria
y anticipacion m > 0y a > 0 respectivamente. La primera condicién se cumple por la Pro-
posicién 1.8. La segunda condicion se cumple por el Lema 1.1 ya que nos permite suponer
que m = a = N > 0. Inversamente, suponemos que ¢: X — Y es una funcion tal que
poox =oyo¢ y que existe N > 0 tal que ¢ (x), es una funcién de x_y ). Definimos
®: Boyy1 (X) — By (Y) como sigue, si w € Byyi1 (X), por hipGtesis tenemos que cuales-
quiera z,y € X tales que y_n ) = Z|_y,n] = w cumplen con la condicién ¢ (z), = ¢ (y),.
Entonces podemos definir ® (w) = ¢ (), (por lo anterior, ¢ esté bien definida) y basta pro-
bar que ¢ = oMM, Hay que demostrar que para toda x € X ocurre que ¢ () = LN (x),
es decir,
¢ (x); = (LN (2)), para toda i € Z.

o0

Como ¢ y @LZN’N] conmutan con ¢, basta probarlo cuando ¢ = 0. Pero por definicién de &
tenemos que

¢ (2)y = @ (z-n ) = PN (2), . 0

El siguiente resultado es central en la teoria de cdédigos de bloques deslizantes.

Teorema 1.1 (CURTIS-LYNDON-HEDLUND). Sean (X,0x) y (Y, 0y ) dos espacios shift y sea
¢: X = Y una funcion (no necesariamente continua). Entonces ¢ es un cédigo de bloques
deslizantes si y solo si ¢ es continua y ¢ o ox = Ty 0 .

Demostracion. Primero suponemos que ¢ es un codigo de bloques. Por definicién
¢poox = oy o ¢. Falta probar que ¢ es continua. Sea £ > 0. Entonces existe n € N tal
que 2% < e.Sim,a >0 son la memoria y la anticipaciéon de ¢, entonces tomamos

1

)< Wtalque d(z,y) < six; =vy; para todo i <n+m+ a.

Entonces ¢ (2)_,,_qnsm] = @ (V) [_n—ansm): POT l0 tanto

1
p(o(z),¢0(y) < on <& de forma que ¢ es continua.

Inversamente, suponemos que ¢ es un homomorfismo, demostraremos que ¢ es un cédigo de
bloques, es decir, existe m,a >0y ¢ : Byiar1 (X) — B(Y) tal que ¢ = @ Sean Ay y Ay
alfabetos sobre X y Y respectivamente, tomamos b € Ay y denotamos al conjunto cilindro
como

Co (b) = {y € Yyo = b}
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entonces Cy (b) NCy (V') =@ si b # by como Cy(b) CY y Y es compacto, entonces Cj (b)
es compacto y por la Proposicién A.3, su imagen inversa E, = ¢! (Cy (b)) es un conjunto
compacto en X y E,N Ey = @. Ahora, por la Proposicion A .4, existe 0 > 0 tal que si x € E
y y € Ey, entonces

1
d(z,y) > 6. Escogemos n tal que 7 <9

Asi, para cualquier par de puntos z,y € X tales que x[_, ;) = Y[—nn] OCUITE qUE

1
d(z,y) < o < d por lo tanto z,y € Ej, entonces ¢ (z), =b= ¢ (y), -

Es decir, la coordenada 0 de ¢ () depende tnicamente del (2n + 1)-bloque central de z y
por la Proposicién 1.9, ¢ es un cédigo de bloques. O

1.5. Presentacién en bloques y potencias de espacios
shift.

Otra construccién basica en dinamica simbdlica, consiste en agrupar un bloque de simbo-
los consecutivos como un sélo simbolo, es decir, considerar bloques de cierta longitud como
simbolos de un nuevo alfabeto. Este proceso se encuentra en la llamada “presentacién en
bloques” al igual que en las “potencias” de espacios shift y proporcionan diferentes “pre-
sentaciones” del mismo espacio ya que resultan en sistemas conjugados al espacio shift del
que provienen. Como veremos mas adelante, la presentacion en bloques permite disminuir la
memoria de un espacio shift de tipo finito, lo cual serda fundamental para describir el calculo
de funciones zeta de este tipo de espacios shift.

1.5.1. Bloques como simbolos de un nuevo alfabeto

Sea X un espacio shift sobre el alfabeto A y N > 1 un entero fijo. Sea A[)J(V] = By (X)
la coleccién de todos los N-bloques permitidos en X. Podemos considerar A[;(V] como un

Z
nuevo alfabeto y formar el shift completo <A[)](V]> . Méas aun, queremos encontrar subshift

z
N .
de (.A[X]> que sean nuevas ‘presentaciones” de X.
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1.5.2. Presentacion en bloques de espacios shift

Primero definimos el mapeo de la N-ésima presentacion en blogues de X, como una
z
funcién Sy : X — (.A@) definida por

(Bn (@) = Tparn-1- (1.3)

Entonces Sy reemplaza la i-ésima coordenada de x con el bloque de coordenadas en x de

tamano N comenzando con la posicién i. Esto es mds claro si imaginamos los simbolos en
N . . : : : .

A[X] escritos verticalmente. Por ejemplo, la imagen de x = (2;),., bajo 34 tiene la forma

o T i) T3 T4 Ty
Z
T1 Zo T o) Z3 ZTyg 4
Bi(z) =... : e (AY)
T_9 Tr_1 o i T2 I3
Tr_3 Tr_o Tr_1 Zo it T2

Definicion 1.11. Sea X un espacio shift. Entonces la N-ésima presentacion en bloques de X,
XM es la imagen XV = By (X) sobre el shift completo A[)](V].

Observacion 1.2. Notamos que en la ecuacién (1.3), dos simbolos consecutivos en A@ en
la imagen de € X bajo By se traslapan progresivamente como bloques de AY. Es decir,
que Si 4 = UlUg...UN ¥ U =V1Us...0yx son N-bloques, decimos que u y v se traslapan
progresivamente si usug...uy = V1U...UNn_1. Si el 2-bloque uv ocurre en un punto de
r € X entonces como bloques de A[)](V], u 'y v deben traslaparse progresivamente. Asi,
conociendo la ultima letra de cada simbolo de [y (z), podemos reconstruir la imagen
completa y el punto original z. En este sentido X es simplemente otra “presentacién” del
mismo espacio shift X.

Ejemplo 1.8. Sea X el espacio shift aureo del Ejemplo 1.2. Entonces

A2 = {4 =00, b=01, c=10}
y describimos X2 con el conjunto de bloques prohibidos F = {ac, ba, bb, cc}. Cada uno
de estos 2-bloques es prohibido ya que no se pueden traslapar progresivamente. Por ejemplo,
el segundo simbolo de a = 00 no es igual al primero de ¢ = 10, entonces ac es una palabra
prohibida. Ademaés la palabra 11 también estd prohibida ya que lo estd en el espacio shift
original.

A continuacién probaremos que la presentacién en bloques es un espacio shift.
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Proposicion 1.10. La N-ésima presentacion en bloques de un espacio shift es también un
espacio shift.

Demostracion. Sea X un espacio shift sobre un alfabeto A y N > 1. Entonces existe una
coleccién de palabras prohibidas F sobre A tal que X = Xz. Construimos una nueva colec-
cién F reemplazando cada bloque u € F tal que |u| < N por todos los N-bloques sobre A
que contienen a u. Tenemos que X = X 7 y cada palabra en F tiene tamafio > N. Para cada
W= ai0s...0q, € .7:", su correspondiente (m — N + 1)-bloque sobre A" es

3] a2 Am—N+1

a2 a3 Qm—N+2
w[N I = - .

an AN+1 Qm

Sea JF el conjunto de todas las palabras sobre el alfabeto AN de la forma w!M para

toda w € F. F; es un conjunto de restricciones para X, que provienen de las restric-
ciones del shift original. Por lo tanto XV C Xz . Como los puntos en X se traslapan
progresivamente, construimos

Fo = {uv | u,v € AN vy u y v no se traslapan progresivamente}

= {u,veBy () |ug... uny #v1...08-1}.
Entonces XM C X 7, ¥y como X N cXx 7., por la Proposiciéon 1.5 tenemos que

X[N} g X]:l N X]:Q = X]:lU]:Q'

Inversamente, sea y € Xgzugr entonces podemos reconstruir al punto z € AZ
tal que Oy (x) = y a partir de los simbolos del ultimo renglén de y. Entonces
T =...T_3T_oT_1 - ToX1T2. .., por lo tanto x € X = X ya que y satisface las restricciones
de Fi que se construyé a partir de F y como y = [y (z) y se traslapa progresivamente, cum-
ple las restricciones de JF3, por lo tanto y € Xz N Xz,. Concluimos que Xz N Xz, C X [N,
por lo tanto XN = X N X, es un espacio shift. [

La proposicién anterior implica que By: X — XM es una funcién entre espacios shift.
Podemos concluir atin mas.
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Proposicién 1.11. By: X — XV es una conjugacion.

Demostracion. Claramente /3 es continua y conmuta con el shift, i.e. By o ox = oxin o By. El
Teorema de Curtis-Lyndon-Hedlund (Teorema 1.1) implica que Sy es un cédigo de N-bloques
deslizantes con memoria cero y anticipaciéon N. Més atn, es sencillo ver que la funcién inversa
ﬁ;,l - XM — X es también un cédigo de 1-bloques deslizantes. En otras palabras, Sy es una
conjugacion. H

Ahora supongamos que tenemos un cédigo de (m-+a+1)-bloques deslizantes ¢: X — Y.
Queremos “recodificar” a X y obtener un espacio shift conjugado X y un nuevo cédigo
de bloques correspondiente <;~5 X 5 Y que sea un coédigo de 1-bloques deslizantes. Este
proceso serd muy util dado que es més facil trabajar con cédigos de 1-bloques deslizantes.
Sin embargo, hacer la funcién méas simple tiene como resultado hacer més complicado el
alfabeto.

Proposicién 1.12. Sea ¢ : X — Y un cddigo de bloques deslizantes de memoria m y
anticipacion a. Entonces existe una presentacion en bloques X = XV de X, una conjugacion
Vv : X — X y un cidigo de 1-bloques deslizantes ¢ : X — Y tal que ¢ oy = ¢, es decir, el

siguiente diagrama conmuta

) Ny

A

Demostracion. Supongamos que ¢ es inducida por una funciéon de bloques permitidos ®
y tiene memoria m y anticipacién a. Sea A= By, 4411 (X) y definimos ¢ : X — A2 por
P (x)[i] = Zli—mita] = Bmtat1 005" (2);- Entonces X = ¢ (X) = XIm+at1] eg un espacio shift

©

Y

y como 0;(1 Y Bmiar1 SON conjugaciones, entonces también lo es . Se sigue de las definiciones
que ¢ = ¢ o1p~! es un codigo de 1-bloques deslizantes. ]

Ahora estamos en posicién de demostrar el siguiente resultado que generaliza la Propo-
sicién 1.10.

Teorema 1.2. La imagen de un espacio shift bajo un codigo de bloques deslizantes es un
espacio shift.

Demostracion. Sean X y Y espacios shift y ¢ : X — Y un cédigo de bloques deslizantes.
Por la Proposicion 1.12 podemos asumir que ¢ es un cédigo de 1-bloques. Sea ® una funcion
de 1-bloques permitidos que induce a ¢. Definimos

L=1{®w)|weB(X)}.
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Mostraremos que ¢ (X) = Xpe, es decir, la imagen de X es un espacio shift. Si z € X,
entonces cada bloque ¢ () estd en L, entonces ¢ () € X,e. Por lo tanto ¢ (X) C Xe.

Supongamos ahora que y € X c. Entonces para cada n > 0, el (2n + 1)-bloque central
de y es la imagen bajo ® del (2n + 1)-bloque central de algin punto de la sucesién (™ en
X, es decir

(n) _ n _

Usaremos z(™ para encontrar un punto z € X tal que ¢ (z) = . Sea Sy un conjunto
infinito de indices y consideremos la coordenada 0 de los puntos de la sucesién 1:[(8]), para

n > 1. Como s6lo hay un numero finito de simbolos, entonces para alguna letra a € Ay,

podemos encontrar un subconjunto {x(")} tal que x(()n) = a, para n € Sy. Después, todos

(0]
(n)

los 3-bloques centrales T(_yq) Paran € Sp, también pertenecen a un conjunto finito de los

3-bloques posibles en B3 (X), andlogamente existe un subconjunto infinito S; C Sy de modo

(n)

que ") ;; = w para todo n € S; y para algtiin w € B3 (X). Continuando este proceso, para

cada k > 1 encontramos un conjunto infinito Sy C Sy_; tal que todos los bloques a:@C j Son

iguales para n € Si.

Ahora definimos x como la sucesién con x_jy = w@%k] para todo n € Sy, todos estos
bloques son iguales por como se construyeron, por lo tanto no hay ambigiiedad en la definicion
de z, es decir, como Sy C Si_1, el (2k — 1)-bloque central de x[_j ) €s T|_p4+1,k-1), entonces
x estd bien definida.

También observamos que cada subbloque de z ocurre en algin punto
T = x@f K € B(X), entonces x € X ya que X es un espacio shift. Finalmente,
para cada k > 1y n € Sg con n > k, usando la ecuacién (1.4) tenemos que

@ (vnar) = @ (o) = 6 () sy = s

entonces ¢ () =y, por lo tanto X C ¢ (X). Concluimos que ® (X) = Xpe. O

1.5.3. Potencias de espacios shift

Podemos hacer una construccién similar a la presentaciéon en bloques pero sin trasla-

Z
parlos, definiendo la N-ésima potencia de X como una funcién vy : X — (A@) tal
que

(7w (I))m = T[N iN+N-1].
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Por ejemplo, la imagen de x = (;),., bajo 74 tiene la forma

T_g T_5 T T3 T T11
Z
ZT-10 T—6 T2 4op) Ze Z10 4
ya(z)=... . ... € A[X] :
-1 Tr—7 T3 I Ts Tg
T_12 Tr_g T_4 Zo Ty Is

Definicion 1.12. Sea X un espacio shift. La N-ésima potencia X de X es la imagen
XN =45 (X) de X en el shift completo sobre A[)év].

Ejemplo 1.9. Sea X el shift dureo definido en el Ejemplo (1.2) y N = 2. Entonces
A% = {a =00, b=01, ¢=10}.

La segunda potencia X? se describe mediante el conjunto de palabras prohibidas F = {bc},
yva que las palabras que contengan a bc = 0110 como subbloque, son las inicas que contienen
la palabra prohibida 11 del shift original.

El siguiente resultado equivale a las Proposiciones 1.10 y 1.11 en sus versiones corres-
pondientes para potencias. También es posible demostrar la Proposicion 1.12 utilizando po-
tencias en lugar de presentaciones en N-bloques. Las demostraciones no se incluyen por ser
analogas y en todo caso, en este trabajo bastara utilizar los resultados para presentaciones
en NN-bloques.

Proposicion 1.13. La potencia de un espacio shift es también un espacio shift y la funcion
YN €S UNa cojugacion.

Demostracion. La prueba es andloga a las pruebas de las Proposiciones 1.10 y 1.11. ]

1.6. Particiones de Markov

En esta seccion presentamos un bosquejo breve de como los espacios shift pueden ser
utilizados como modelos de sistemas dinamicos mas generales.

Sea (X, ¢) un sistema dindmico. El objetivo es construir un espacio shift o : X — X que
sea una “cubierta”’ de ¢: X — X. Iniciamos con una particion topolégica P = {Py,..., P,}
del espacio X, es decir, una coleccién disjunta de abiertos tales que la unién de sus cerraduras
es X. El alfabeto sobre el cual se construira el espacio shift sera el conjunto A = {1,2,...,n}.
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El “lenguaje” £(X) del espacio shift X lo formaréan los bloques permitidos, es decir los bloques
w=a_g...a, € A**! tales que

k
e () #2
j=—k
Como ya vimos, a un espacio shift lo determina su lenguaje y el conjunto de bloques permiti-
dos satisface las propiedades a) y b) de la Proposicién 1.6. De forma que hemos obtenido un
espacio shift X. Ahora hay que construir el “mapeo factor” ®: X — X que haga conmutativo
al siguiente diagrama:

Para definir a ® tomemos un elemento X = (...,Z_y,To,T1,...) € X. Para cada entero
k> 1 sea

La cerradura topoldgica Dy (X) es compacta y Dy(X) 2 Do(X) 2 ..., de forma que

ﬂ Dy(X) # @
k=1

(ver Corolario A.1 en el Apéndice). Quisiéramos definir ®(X) como esta interseccion y para
que ® resulte una funcién en X es necesario entonces que esta interseccién contenga un 1inico
elemento, condicion que se asume y que se conoce como propiedad de Markov. Ademas, esta
propiedad garantiza que X es un espacio shift de tipo finito, que se define en el siguiente
capitulo. A un punto x € X le asociamos el simbolo de la parte a la que pertenece, es
decir, z — 7(x) donde 7(x) € {1,...,n} es tal que x € Pr(;). Seguidamente construimos la
“extensién natural”, es decir, definimos

X ={X=®() = (Tp)nez € A% | Tp = 7(¢"(2)), nE€Z, v € X}

por lo tanto su funcién zeta (,(2) puede ser calculada. Al ser ®: X — X un mapeo factor
(es decir una funcién suprayectiva que respeta la dindmica, i.e. que hace al diagrama anterior
conmutativo), se obtiene py(n) > py_(n) (de hecho ® es a lo més dos a uno y es uno a uno en
puntos transitivos, i.e. puntos en los que cualquier bloque del lenguaje ocurre una infinidad
de veces en el pasado y en el futuro). Es posible, a partir de anélisis de la accién de ¢ sobre
la particion P, deducir condiciones bajo las cuales se puede obtener (4 a partir de (,, por
ejemplo, cuando se da la igualdad del nimero de puntos peridédicos de cada periodo n > 1,
caso que corresponde a la igualdad

Cqb = Cay-



30

Espacios shift




Capitulo 2

Espacios shift de tipo finito y séficos

En este capitulo estudiaremos una clase especial de espacios shift para los cuales existen
férmulas explicitas que permiten calcular sus funciones zeta. Esta clase se puede reducir
modulo conjugacion a considerar representantes que admiten una descripciéon en términos
de digréficas dirigidas que a su vez le corresponden matrices que son utiles en los célculos
de puntos periédicos. Esto es importante en la exposiciéon de la tesis porque esta reduccion
es la que entonces permite extender las formulas a la clase conformada por los espacios que
estudiamos en este capitulo.

2.1. Espacios shift de tipo finito

Definicion 2.1. Un espacio shift es de tipo finito si puede ser descrito por un conjunto finito
de palabras prohibidas, es decir, es un espacio shift X = X donde F es un conjunto finito
de palabras.

Ejemplo 2.1. El shift completo X = A? es un shift de tipo finito, como no tenemos palabras
prohibidas simplemente tomamos F = &, entonces X = X .

Ejemplo 2.2. El shift dureo X del Ejemplo 1.2 es un shift de tipo finito, ya que F = {11},
asi obtenemos X = X .



32 Espacios shift de tipo finito y séficos

Ejemplo 2.3. Sea X el shift definido en el Ejemplo 1.4, X es de tipo finito ya que podemos
tomar F = {ac, ba, bb, cc} .

De hecho, un shift de tipo finito X también se puede describir mediante un conjunto
infinito de palabras prohibidas. Supongamos que X C A% es un shift de tipo finito, i.e.
X = X7 para algin conjunto finito de palabras prohibidas F. Sea N el tamano de la pa-
labra mas larga en F; si ahora formamos el conjunto Fy de todas las palabras de tamano
N que contienen algin bloque de F como subbloque, claramente Xz = Xr,. Por ejemplo,
si A={0,1} y F = {11,000}, entonces F3 = {110,111,011,000}. Muchas veces sera conve-
niente llevar a cabo este procedimiento y asumir que todas las palabras prohibidas tienen el
mismo tamano.

Si todas las palabras en F tienen tamafio IV, entonces x € A% estd en X r exactamente
cuando x};,4n-1) ¢ F para toda i € Z o equivalentemente, cuando xj;yn_1 € By (Xz).
Entonces para detectar cudndo una palabra x estd o no en Xz, solo necesitamos recorrer
las coordenadas de x con una “ventana” de tamano NN y verificar que cada palabra vista a
través de esta ventana esté en la coleccién de palabras permitidas By (X). Esta observacion
es util si, dado un espacio shift, hay que decidir cuando es o no de tipo finito.

Ejemplo 2.4. El espacio shift par del Ejemplo 1.3 no es de tipo finito. Si lo fuera, exis-
tirfa. N > 1 y una coleccion F de N-bloques tal que X = Xz. Consideremos el pun-
to z = ...0002¥*1100.... Todo N-bloque de x estd en By (X), entonces tendriamos que
x € Xr = X, contradiciendo la definiciéon del espacio shift par.

Definicion 2.2. Un shift de tipo finito tiene memoria M si puede ser descrito mediante una
coleccion de palabras prohibidas de tamano M + 1.

Para aclarar esta idea, supongamos que todas las palabras prohibidas tienen tamano
M + 1. Sea u = ajas . ..a, una palabra de tamano n > M. Supongamos que una maquina
lee los simbolos de w uno por uno, de izquierda a derecha. Para esta maquina, detectar si u
contiene o no una palabra prohibida, solamente tiene que recordar los M previos simbolos
leidos; es decir, s6lo necesita “M pasos de memoria”.

Observamos que si un shift de tipo finito tiene memoria M, entonces también tiene me-
moria M + k, para toda & > 0. Un shift de tipo finito con memoria 0 es un shift completo,
es decir F = @.

Proposicion 2.1. Si X es un shift de tipo finito, entonces existe M > 0 tal que X es de
memoria M.
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Demostracion. Como X es de tipo finito, entonces X = X para alguna coleccion finita F.
Si F = @, entonces M = 0. Si F no es vacio, supongamos que x es la palabra mas larga de
F, digamos |z| = M + 1. Obtenemos F a partir de F sustituyendo cada elemento w € F
de longitud a lo mas M por todos las posibles concatenaciones uwv que resulten de longitud
M +1, con u,v € A*. Entonces Xz = Xz y todos los elementos de F son de tamaiio M + 1,
por lo tanto X es de memoria M. O

Ahora enunciamos las observaciones anteriores formalmente.

Teorema 2.1. Un espacio shift X es de tipo finito de memoria M si y solo si para todo
w,vw € B(X) y |v] > M, entonces vow € B (X).

Demostracion. Sea X un shift de tipo finito de memoria M, entonces X = X para alguna
coleccién finita F que contiene (M + 1)-bloques. Sea uv, vw € B (x), donde |v| =n > M. En-
tonces existen puntos z,y € X donde x[_ ) = uv y Y1) = vw, de modo que x(; ) = Y] = V.
Podemos afirmar que el punto 2z = T(—,0/0¥m+1,00) € X, ya que si alguna palabra w’ en F
ocurriera en z, tendria que ocurrir en cualquiera de los dos bloques x(_ 0/ = T(—oo,n) 0 €1
VY[n+1,00) = Y[1,00), COMO |v| =n > M, entonces w’ seria subbloque de z o y, contradiciendo
el hecho de que x,y € X. Por lo tanto

UVW = T_p 0|V n+1,) = Z—ky) € B(X).

Inversamente, sea X un espacio shift sobre A con la propiedad de que si uv,vw € B(X)
y |v| > M para algin entero M, entonces uvw € B(X). Demostraremos que X = Xz,
verificando que X es de tipo finito de memoria M. Si z € X, ningtin bloque de F puede
ocurrir en x entonces x € X por lo tanto X C X~.

Ahora sea x € X, entonces T ¥ Zpm+1 € B(X) por definicién de F y como
se traslapan en M simbolos, utilizando u = xg, v = Ty y w = Ty41, tenemos que
uvw = xjo p41) € B(X). Ahora xp ar19) € B(X) y se traslapa en M simbolos con el bloque
T, m+1], entonces xp 42 € B(X). Repitiendo la aplicacién de este argumento en cada
direccién, podemos concluir que [, € B(X) para toda k,I > 0 y por propiedades del
lenguaje se sigue que x € X, por lo tanto X C X. ]

Teorema 2.2. Sean X y Y dos espacios shift conjugados. Entonces X es de tipo finito si y
solo si'Y es de tipo finito.

Demostracion. Sea Y un espacio shift de tipo finito conjugado a un shift X ysean¢ : X — Y
un cédigo de bloques tal que ¢ = @, induce una conjugaciéon de X aY y o ! =4 :Y — X,
entonces ¥ = V. Aqui ® y ¥ son reglas locales. Podemos suponer que la memoria y
anticipacion de ¢ y 1 son iguales, digamos [ > 0. Sea N la memoria de Y; de acuerdo al



34 Espacios shift de tipo finito y séficos

Teorema 2.1 nuestro objetivo es encontrar un entero M > 1 tal que siv € B(X), [v| > My
si uv,vw € B(X), entonces uvw € B (X).

Como 9 (¢ (x)) = = para todo x € X, entonces la regla local U o @ : By (X) — By (X)
solo selecciona el simbolo central de una palabra. Como Y es de tipo finito, por el Teorema
2.1 existe N > 1 tal que dos bloques en Y que se traslapan en al menos N lugares pueden
unirse para formar una palabra en Y.

Sea M = 4l + N, para verificar que M cumple las condiciones del Teorema 2.1, sean
wv,vw € B(X) tal que |[v] > N + 4l. Por extensién del lenguaje, existen s,t € By (X)
tales que suv,vwt € B(X); como cada (4l + 1)-bloque en suvwt estda en B (X), entonces
U (P (suvwt)) = uvw. Ahora ® (suv) = uw'® (v) y ¢ (vwt) = ¥ (v) w', donde v, w" € B(Y) y
|® (v)] = |v| =2l > N+2]l > N, por lo tanto «'® (v) y ® (v) w’ se pueden pegar para formar
u'® (v)w € B(Y). Entonces

wow = W (O (suvwt)) = ¥ (u'® (v)w') € B(X)

por lo tanto X es de tipo finito. O

2.2. Graficas y espacios shift de tipo finito

Un método fundamental para construir shift de tipo finito es comenzar con una grafi-
ca dirigida que presenta todos los caminos bi-infinitos, es decir, secuencias de aristas en la
grafica. Principalmente veremos coémo cualquier shift de tipo finito puede ser recodificado y
verse como un shift por aristas.

Definicion 2.3. Una grdfica G es una pareja de conjuntos (V, E), donde V =V (G) es un
conjunto finito cuyos elementos llamamos vértices y E = E (G) es también un conjunto
finito cuyos elementos llamamos aristas, que consideramos como “flechas” que unen a los
vértices, de forma que cada arista e € E puede representarse con una flecha, que comienza
en v y termina en u, donde u,v € V son los vértices que unen dicha arista. Decimos entonces
que v es el vértice inicial de e denotado i(e) y u es el vértice terminal de e y se denota
t(e). Si una grafica tiene més de una arista entre un vértice inicial y un vértice final dados,
entonces decimos que la gréfica tiene aristas miltiples. Una arista e € E donde i (e) = t (e)
se llama lazo. Escribiremos G = (V, E).

Definicion 2.4. Sea G = (V, E) una gréfica. Para un vértice v € V denotamos por E, = E, (G)
al conjunto de todas las aristas salientes de v y por E¥ = EY(G) al conjunto de todas las
aristas entrantes de v.
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Definicion 2.5. Llamamos a v € V', vértice aislado si ninguna arista comienza en v o termina
en v. Una grafica G = (V, E) es esencial si no tiene vértices aislados.

Para efectos de este trabajo, nos enfocaremos sélo en graficas esenciales.

Definicion 2.6. Un camino C = ejes . .. e, en una grafica G = (V, F) es una secuencia finita
de aristas e; € E tales que t(e;) = i(e;41), donde 1 <i <m — 1. El tamano o longitud de
C es |C| = m, es decir, el nimero de aristas que lo componen. Decimos que el camino C
comienza en el vértice i (C) =i (e1) y termina en el vértice t (C) =t (e,), asi C es un camino

dei(C)at(C).

Un paseo es un camino que comienza y termina en el mismo vértice. Para todo vértice
v € V existe un camino vacio € de tamano 0, que comienza y termina en v.

Definicion 2.7. Sean Gy H dos gréaficas. Un homomorfismo entre las grificas Gy H consiste
en un par de funciones f: V (G) -V (H) y g: E(G) — E (H) tales que

i(g(e)) = [f(i(e)) yt(g(e)) = [f(t(e)).

para todas las aristas e € E (G). En este caso escribimos (f,¢g) : G — H.

Un homomorfismo (f, g) es un encaje entre grdficas si f y g son inyectivas. Si ambas
funciones, f y g son biyectivas entonces (f, g) es un isomorfismo y se denota (f,g) : G = H.
Ademas, decimos que dos graficas G y H son isomorfas si existe un isomorfismo entre ellas
y lo denotamos por G = H.

Esta definicién nos dice que cuando dos graficas son isomorfas podemos obtener una a
partir de la otra, renombrando los vértices y aristas.

Las graficas pueden ser representadas algebraicamente por medio de matrices. Para de-
finir la matriz de adyacencia de una grafica G, es conveniente identificar a los vértices para
conservar un orden entre ellos. La asignacién de identificadores comtinmente se representa
mediante enteros como V' ={1,2,...,r} o letras V = {i, j, k}.

Definicion 2.8. Sea G = (V, E') una grafica con vértices etiquetados, donde |V| = r. Para los
vértices u,v € V, sea A;; el nimero de aristas en G con vértice inicial v y vértice terminal u.
Entonces la matriz de adyacencia de G es una matriz cuadrada A de r X r, de componentes
A = [A;j]. Se denota por A = Ag, dado que se forma a partir de G.

Por ejemplo, la grafica G de la Figura 2.1 tiene matriz de adyacencia

2 3
o= 1]
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Figura 2.1: La grafica de un espacio shift por aristas.

El conjunto de vértices es V = V(G) = {1,2} y el conjunto de aristas es £ = E(G) =
{a,b,c,d,e,f,g,h}. Por ejemplo, i(g) =2y t(g) = 1.

Definicion 2.9. Sea A = [A;;] una matriz de 7 X r con elementos enteros no negativos.
Entonces la grdfica de A esla gréfica G = G 4 con el conjunto de vértices V (G) = {1,2,...,r}
y con A;; aristas distintas con vértice inicial v y vértice terminal u.

Esta correspondencia entre graficas y sus matrices de adyacencia significa que podemos
utilizar cualquiera de las dos, G o A, para analizar una grafica especifica y ambas son muy
convenientes.

Cada grafica G con su correspondiente matriz de adyacencia A da lugar a un shift de
tipo finito, como veremos a continuacién.

Definicion 2.10. Sea G = (V, E') una grafica y A su matriz de adyacencia. El shift por aristas
Xg 0 X4 es el espacio shift sobre el alfabeto A = E especificado por

Xe=Xa={e=(e);cp € E” | t(e;) =1i(eir1)}.

Una funcién shift sobre Xg 6 X4 se llama funcion shift por aristas y se denota por og 0 0 4.

De acuerdo a esta definicion, una secuencia bi-infinita de aristas estd en X exactamente
cuando el vértice terminal de cada arista es el vértice inicial del siguiente; es decir, la secuencia
describe un camino bi-infinito en G. También notamos que si G es una grafica esencial,
entonces los caminos no vacios en G, corresponden a palabras no vacias en su shift por
aristas Xg.

Proposicién 2.2. Si G es una grdfica con matriz de adyacencia A, entonces el shift por
aristas asociado Xg = X4 es un shift de tipo finito de memoria 1.
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Demostracion. Sea A = E el alfabeto de X. Consideramos la coleccion finita de bloques
de tamano 2 sobre A.

F={fglf.g€ A t(f)#ilg)}.

De acuerdo a la Definicién 2.10 un punto e € A% estd en X cuando ninguna palabra de
F ocurre en e. Esto significa que Xg = X, entonces Xg es de tipo finito y como todas las
palabras en F tienen tamano 2, Xy es de memoria 1. O

Figura 2.2: Un vértice con r lazos.

Ejemplo 2.5. Sean r > 1y A una matriz de 1 x 1 tal que A = [r]. Entonces G 4 tiene un sélo
vértice y r lazos. Si llamamos a las aristas por 1,2, ..., r, como se muestra en la Figura 2.2.
entonces X es el r-shift completo.

Ejemplo 2.6. Sea A la matriz
11
=[]
Su grafica G = G4 se muestra en la Figura 2.3. Si tomamos el alfabeto A = {a,b,c} y
nombramos las aristas como se indica, entonces X es el shift definido en el Ejemplo 1.4.

LR

c

Figura 2.3: El espacio shift del Ejemplo 1.4.

El hecho de asociar una matriz a un espacio shift de tipo finito resulta muy conveniente.
Por ejemplo, podemos obtener informacion acerca de los caminos en G a partir de su matriz
de adyacencia A de la siguiente manera. Sea

Ef={ecFE|i(e)=wv, t(e)=u}
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Es decir, E}} es la coleccién de caminos de tamano 1 de v a u y tienen tamano A;;, que es la
entrada correspondiente a la arista que inicia en el vértice v y termina en u. En particular
A es el nimero de lazos en un vértice v’. Entonces el niimero total de lazos en G es la
suma de las entradas diagonales de A, i.e. la traza de Ay se denota por tr(A). Extendiendo
esta idea, podemos utilizar la potencia de matrices de A para contar caminos mas largos y
paseos.

Proposicién 2.3. Sea G una grdfica con matriz de adyacencia A y sea m > 0.

1. El mimero de caminos de tamano m de i a j es (A™);;, la (i,7)-ésima entrada de la
matriz A™.

2. El nimero de paseos de tamano m en G es tr(A™). ., la traza de A™ es igual al nimero

de puntos en Xg con periodo m.

157

Demostracion. Este resultado es rutinario y se deja al lector, refiriéndolo e.g. a [5, 8]. ]

Los shift por aristas tienen caracteristicas muy especiales, son shift de tipo finito de me-
moria 1, ya que cuando paseamos por un camino en una grafica, podemos seguir avanzando
dependiendo donde nos encontremos en un instante preciso y no del camino que ya se ha
recorrido. Pero no todos los shift de tipo finito son shift por aristas, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.7. Sea X = Xz el shift dureo del Ejemplo (1.2). Afirmamos que no existe una
grafica G tal que X = X. Si asi fuera, entonces G tendria 2 aristas, llamadas 0 y 1. Las
unicas posibilidades son que G tenga un sélo vértice, en cuyo caso serian lazos y X seria el
2-shift completo; o que G tenga dos vértices y entonces X consta tinicamente de los puntos
(01)* y (10)*°. En ningin caso X¢ es el shift dureo.

Afortunadamente contamos con el siguiente resultado que es parte fundamental de nues-
tra exposicion.

Teorema 2.3. Si X es un shift de tipo finito de memoria M, entonces existe una grdafica G
tal que XM+ = X

Demostracion. Primero notamos que si M = 0, entonces X es un shift completo y podemos
tomar G como una grafica con un sélo vértice y una arista por cada simbolo que aparece
en X. Entonces si M > 1, definimos al conjunto de vértices de G como V' = By, (X) es
decir, los M-bloques permitidos de X. Definimos al conjunto de aristas E como sigue,
sean v = aqag...ay v U = biby...by dos vértices en G. Si agas...ap = bibs...by 1y



2.2 Graficas y espacios shift de tipo finito 39

si ay...apby = aiby...by € B(X) entonces dibujamos una arista en G de v a u y la
llamamos aias . ..apby = a1bibs ... by De otra forma, no dibujamos ninguna arista de v
a u. De esta construccion es claro que una secuencia bi-infinita en GG es precisamente una
secuencia de (M + 1)-bloques en Byy1 (X) los cuales se traslapan progresivamente, por lo
tanto X = XM+1], O

Figura 2.4: El espacio shift dureo del Ejemplo 1.2, al elevarlo a la segunda potencia.

Ejemplo 2.8. El shift aureo X del Ejemplo 1.2 es de memoria 1, pero no es un shift por
aristas. Sin embargo, con el procedimiento descrito anteriormente encontramos una grafica
G tal que X2 = X, donde G es la gréfica de la Figura 2.4.

Definicion 2.11. Sea G = (V, F) una grafica. Para N > 2 la N-ésima presentacion por aristas
G de una grdfica G, es aquella cuyo conjunto de vértices es igual a la coleccién de todos los
caminos de tamafio N — 1 de G y el conjunto de aristas contiene una arista de ejes...en_1
a fifs... fnv_1 cuando

exez...en—1= fifo... fno1

esta arista se llama ejes ... fy_1 =e1fifo... fn_1.

La relacion entre el espacio shift por aristas de la N-ésima presentaciéon por aristas
de una grafica G'y la N-ésima presentacion en bloques de X se presenta en la siguiente
proposicion.

Proposicién 2.4. Sea G una grdfica. Entonces (XG)[N] = Xam
Demostracion. Es inmediato de las definiciones. ]

Observamos que para N > 2, la matriz de adyacencia de GIV! contiene tnicamente 0’s
y 1’s; una matriz de este tipo se llama {0, 1}-matriz. Es decir, entre cada dos vértices existe
a lo mds una arista, o equivalentemente, no hay aristas multiples. Entonces, un camino en
G de longitud n puede describirse como una secuencia de n + 1 vértices. Esto nos da una
construccién alternativa para espacios shift, pero sélo es vélida para {0, 1}-matrices.
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Definicion 2.12. Sea B una {0, 1}-matriz de 7 xr, o equivalentemente, la matriz de adyacencia
de una grafica G tal que entre cualquiera dos vértices existe al menos una arista. El espacio
shift por vértices Xp = X¢ es el espacio shift con el alfabeto A = {1,2,...,r}, definido por

Xp=Xg= { = (2;);cp € A | B;js1 =1 paratodo i € Z} .

La funcion shift por vértices es la funcién shift sobre Xg = X v se denota por 65 0 d¢.

Ejemplo 2.9. Habifamos visto en el Ejemplo 1.2 que el shift dureo no se puede representar
como un shift por aristas, pero si podemos describirlo como un shift por vértices Xpg, bajo

la matriz
11
5=[1 o]

Y la grafica G asociada es la de la Figura 2.5.

R

Figura 2.5: El espacio shift dureo del Ejemplo 1.2 admite una representacién como un
shift por vértices.

Al igual que los shift por aristas, los shift por vértices también son shift de tipo finito
de memoria 1. Al shift Xp lo definimos con el conjunto de palabras prohibidas de tamano

Podemos ver cualquier shift por aristas como un shift por vértices. Para hacerlo, comen-
zamos con un shift por aristas X4 que tiene a A como matriz de adyacencia, sea G4 = (V, F)
su gréafica asociada. Entonces hay ), ; Aij aristas en E. De la siguiente manera formamos

una {0, 1}-matriz B que corresponderd al nuevo shift por vértices X B, tomamos las aristas
de G4 como vértices etiquetados en la grafica asociada G y para todo e, f € E definimos

1 sit(e) =i(f),
0 sit(e)#i(f).

By =

Entonces Xp es una versién de X4, en la cual las aristas de G4 corresponden a los vértices
) : v _ 2]
de G'p; esencialmente Xp = X,y Gp = G-

Aparentemente las {0, 1}-matrices son mas faciles de operar que las matrices con coefi-
cientes enteros, entonces podriamos pensar en trabajar sélo con shift por vértices en vez de
shift por aristas. Sin embargo, la matriz de adyacencia de un shift por aristas es més simple
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que cuando la expresamos como un shift por vértices que es mucho méas grande. Ademas de
que las matrices, bajo operaciones naturales como las potencias, no preservan la propiedad
de ser {0, 1}-matrices. Por ejemplo, si tomamos la matriz de adyacencia

= [27]

entonces la {0, 1}-matriz B del shift por vértices es

—_ O Ok OOO
— OO R, OOO
— OO, P, OOO

SR PP OO+
O = = O O = =
O = = O O = = =
SR P OO+
O = = O O = =

Definicién 2.13. Sea G = (V, E) una gréfica. Si N > 1, definimos la N-ésima potencia GV
de una grafica G, con el conjunto de vértices V (GN) =V (@) y con una arista desde u a v
por cada camino en G de tamafio N desde u a v. Claramente G! = G y usualmente mientras
mas grande sea N; GV tiene mds arcos que G.

Proposicién 2.5. Sea G una grdfica con matriz de adyacencia Ag. Entonces la matriz de
adyacencia de la N-ésima potencia GV es la N-ésima potencia de la matriz Ag. Es decir,

Ay = (Ae)Y. Mds ain Xg,, = (Xa)V.

Demostracion. Se sigue de las definiciones. ]

2.3. Graficas etiquetadas y espacios shift séficos

Supongamos que tenemos una grafica cuyas aristas han sido etiquetadas con simbolos
de un alfabeto A, donde dos o més aristas pueden tener la misma etiqueta. Cada punto del
espacio shift por aristas que determina la grafica representa ahora un punto del espacio shift
completo A% al considerar las etiquetas de cada arista. Al conjunto de todos estos puntos
se le llama espacio shift sdfico y es un espacio shift. Estos espacios shift son importantes
porque son precisamente los factores de espacios shift de tipo finito. Ambas clases de shift
son utilizados como modelos de almacenamiento de informacion y transmisién. Formalicemos
estas ideas.
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Definicion 2.14. Una grdfica etiquetada G es una pareja (G, L), donde G = (V, E) es una
graficay L : E — A es una funcién que asigna a cada arista e € F una etiqueta £ (¢) de un
alfabeto finito A. Decimos que G es la grdfica subyacente de G.

Los shift séficos se definen en graficas etiquetadas, cuyas aristas pueden tener la misma
etiqueta. La funcién £ puede asignar cualquier conjunto de letras de un alfabeto A a las
aristas de G. Por ejemplo, podemos tomar A = F y L (e) = e para toda e € F, teniendo una
funcién biyectiva entre las aristas y sus nombres; o también A puede constar tinicamente de
una letra a y todas las aristas pueden tener la misma etiqueta, entonces £ (e) = a para toda
e € E. Sin embargo, sera comun trabajar con graficas con aristas cuyas etiquetas pueden
coincidir, es decir, £ no sera una funcién inyectiva.

Asi como podemos describir cualquier grafica G con su matriz de adyacencia Ag; una
grafica etiquetada G = (G, £) también tiene una matriz de adyacencia simbélica Ag, donde
la entrada (i,7) se forma “sumando” las etiquetas de todas las aristas de 7 a j, o con un
simbolo “nulo” representado por el simbolo & si no existen dichas aristas. Por ejemplo, si G
es la grafica etiquetada (a) de la Figura 2.6 y H es la gréfica (b), entonces

Ag:[“ b] vAy=1|2 b a+b
b a
a (%)
(a) (b)
b C
O e
b

Figura 2.6: Dos ejemplos de gréaficas etiquetadas, mismas que inducen espacios shift
soficos.

Definicion 2.15. Sea G = (G, L) vy H = (H, Ly) graficas etiquetadas. Un homomorfismo
entre grdficas etiquetadas de G a H es un homomorfismo entre gréficas (f, g) : G — H tal que
Ly (g(e)) = Lg (e) para todas las aristas e € F (G), en este caso escribimos (f, g) : G — H.
Si las funciones f y g son biyectivas, entonces (f, g) es un isomorfismo entre grdficas etique-
tadas y lo denotamos por (f, g) : G = H. Dos graficas etiquetadas son isomorfas si existe un
isomorfismo entre ellas.
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Definicion 2.16. Si G = (G,L) es una gréfica etiquetada, la etiqueta de un camino
C=-ce1ey...¢, en G es

L(C)=L(e))L(es)...L(en),

el cual es un n-bloque sobre el alfabeto A y lo llamaremos bloque etiquetado. Asi, podemos
utilizar £ para etiquetar caminos y secuencias bi-infinitas en la grafica subyacente G. Con-
venimos nuevamente que, para un camino vacio € en GG, definimos £ (¢) = ¢, la palabra vacia

sobre A.

Si& = ...e_jeper ... es una secuencia bi-infinita en G, entonces £ es un punto en el
espacio shift por aristas X¢, entonces definimos la etiqueta de la secuencia & como

Loo (&) =...L(e_1) L(eg) L(e1)... € A
Al conjunto de etiquetas de todas las secuencias bi-infinitas en G se denota por

Xg = {zeA’|2=Ly () paraalgin £ € X}

{L (§) | € € Xe}
= L (XG) .

Entonces Xg es un subconjunto del A-shift completo. Por ejemplo, si G es la grafica etique-
tada (a) en la Figura 2.6, entonces, Xg es el {a, b}-shift completo.

Definicion 2.17. Un subconjunto X de un shift completo es un shift sofico si X = Xg para
alguna gréfica etiquetada G = (G, £). Una presentacion de un shift séfico X es una gréfica
etiquetada G = (G, £) para la cual Xg = X. La funcién shift en Xg se denota por og.

Es importante notar que dado un espacio shift séfico, tendremos diferentes presentacio-
nes. Si X es un shift séfico presentado por G = (G, L) y w es un bloque en B (X)), diremos
que un camino C en G es una presentacion de w si L (C) = w. Una palabra w puede tener
varias presentaciones de caminos diferentes.

Si z € Xg diremos que un camino bi-infinito £ € Xg es una presentacion de x si
L (&) = x. Como con los caminos, un punto dado en Xg también puede tener varias presen-
taciones.

Teorema 2.4. Los espacios shift soficos son espacios shift.

Demostracion. Sea X un espacio shift sobre Ay G = (G, £) una presentacién de X. Entonces
L : E — FE dada por L(e) = e es una regla local que resulta en un cédigo 1-bloque
Lo : Xg — Xg, entonces suimagen X = L, (Xg) es un espacio shift por el Teorema 1.2. [
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Podemos observar que los espacios shift por aristas son séficos, utilizando unicamente
el conjunto de aristas F como alfabeto y la funcién identidad £ : E — E para etiquetarlos,
dada por L (e) = e. Esta observacion se extiende en el siguiente teorema para mostrar que
los espacios shift de tipo finito son séficos.

Teorema 2.5. Todo espacio shift de tipo finito es sdfico.

Demostracion. Suponemos que X es un shift de tipo finito, entonces existe M > 0 tal que
X es de memoria M. En la prueba del Teorema 2.3 se construyé una grafica G para la cual
XIMH] — X y cuyo conjunto de vértices son los M-bloques permitidos en X, ademés existe
una arista e de ajas...apy a biby...by si y sélo si el bloque asasz...ay = biby...by—1
y ay...apyby = arby ... by estd en B(X). En este caso llamamos a e por ajas...apby
y etiquetamos a e con L (e) = a;. Asi, obtenemos una grafica etiquetada G = (G, L) que
sera una presentacion de X.

Sea Burq1 @ X — XM+ = X una presentacién de bloques dada por
Br+1 (33)[,-] = T i4+M]-

Como L (x[i,HM]) = x;, observamos que L, (Byr41 () = x para toda x € X, por lo tanto
X C Xg.

Inversamente, todo punto ¢ en Xg = XM+ tiene la forma & = By41 (z) para alguna

x € X, entonces Lo (§) = Loo (Bur+1 (z)) = & € X. Entonces Xg = Lo (Xg) C X, por lo
tanto X = Xg. ]

No todos los espacios shift séficos son de tipo finito. Por ejemplo, el shift par es séfico
y habiamos visto que no era de tipo finito. Un shift séfico que no es de tipo finito se llama
estrictamente sofico.

En general, un espacio shift de tipo finito utiliza una memoria de tamano finito, mientras
que un séfico utiliza una cantidad finita de memoria.

Proposicion 2.6. Un espacio shift sofico es de tipo finito si y solo si tiene una presentacion
G = (G, L) tal que L, es una conjugacion.

Demostracion. Si X es un shift séfico presentado por (G,L) y L, es una conjugacion,
entonces X es conjugado al shift de tipo finito inducido por G, X y por el Teorema 2.2 es
en si, un shift de tipo finito.

Inversamente, si X es un shift de tipo finito, entonces es de memoria M, para alguna
M vy la grafica etiquetada construida en el Teorema 2.5 es una presentacion de X donde el
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cédigo de 1-bloques L, es la inversa de la conjugacién [j;11 y es una manera precisa de
decir que x puede reconstruirse a partir de S41 leyendo las letras del iltimo renglon, por
lo tanto X es soéfico. O

Podemos decir que hay muchos mas espacios shift que shift soficos. Existe sélo una
cantidad numerable de espacios shift séficos, mientras que los espacios shift son innumerables.
Supongamos que tenemos un espacio shift X especifico, digamos, por una coleccién finita de
palabras prohibidas. Nuestro siguiente objetivo es decir cudndo X es o no un espacio séfico.

Teorema 2.6. Un espacio shift es sofico si y solo si es un factor de un shift de tipo finito.

Demostracion. Primero suponemos que X es séfico y sea G = (G, L) una presentacién de
X. El mapeo de 1-bloques £ induce un cédigo de bloques deslizante L, : Xg — Xg
suprayectivo ya que, por definicién de Xg, a todas las aristas de G se les asigna una etiqueta.
Asi, X = Xg es un factor del shift por aristas Xq, que por la Proposicién 2.2 es de tipo
finito.

Inversamente suponemos que X es un espacio shift para el cual existe un shift de tipo
finito Y y un cddigo factor ¢ : Y — X de memoria m y anticipacion a. Entonces ¢ es
inducido por un mapeo de bloques ® en B,, 1,11 (Y), incrementando m podemos asumir que
Y es de memoria m + n. Definimos 1 : Y — Y™+ por

(G (y)[i] = Yli—m,i+n]

1 es similar a la presentacién de bloques (5,111, €xcepto que utilizamos las coordenadas
de y comenzando con el indice ¢ — m en vez del indice 7. Como Y es de memoria m + n,
por el Teorema 2.3, existe una grafica GG cuyas aristas se nombraron con los bloques de
Bmini1 (Y), entonces Y"1 = X Definimos una etiqueta £ en G por L (e) = ® (e).
Probaremos que G = (G, L) es una presentacién de X, por lo tanto es séfico. Veamos que el
siguiente diagrama conmuta

Y Y X,

¢ A@

X
Siy € Y entonces ¢ (y)m =0 (y[,»,m7i+n]). mientras que

Lo (¥ (y))[i] =L (7»/1 (y)[i]) = (y[ifm,z“rn]) :

Como v es una conjugacién, las imagenes de ¢ y de L, son iguales, entonces
X =¢(Y)=Lx(Xg), por lo tanto G es una presentacién de X. O
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Como consecuencia de este teorema, la coleccion de shift soficos es la coleccion mas
pequena de espacios shift que contiene a los shift de tipo finito y que es cerrada bajo factores.

Corolario 2.1. Un factor de un espacio shift séfico es séfico.

Demostracion. Suponemos que Y es séfico y que ¢ : X — Y es un cédigo factor, por el
Teorema 2.6, existe un cédigo factor ¢ : Z — Y donde Z es un shift de tipo finito. Como
pop: Z — X sigue siendo un cédigo factor, concluimos que X es séfico. O

Definicion 2.18. Sea X un espacio shift y w una palabra en B(X). El conjunto sequidor
Fx (w) de w en X es el conjunto de todas las palabras que pueden colocarse a la derecha de
w en X, es decir,

Fy (w)={veB(X)|wveB(X)}.

La coleccién de estos conjuntos en X se denota por

Cx ={Fx(w)|weB(X)}.

Cada conjunto seguidor es un conjunto infinito de palabras, ya que todas las palabras en
B (X) pueden ser extendidas indefinidamente hacia la derecha. Ademads, distintas palabras
pueden tener el mismo conjunto seguidor.

Ejemplo 2.10. Sea X el 2-shift completo y w € B (X). Como toda palabra puede seguir a w,
el conjunto seguidor de w es el lenguaje completo de X, entonces

Fy (w) = B(X) ={0,1,00,01,10,11,...} .

Asi Cx contiene unicamente un conjunto C' = B (X).

R >

0

Figura 2.7: El espacio shift par tiene tres distintos conjuntos seguidores.

Ejemplo 2.11. Sea G la grafica etiquetada de la Figura 2.7, entonces X = Xg es el shift par.
Existen tres conjuntos seguidores distintos

Co = Fx (0) = {0,1,00,01, 10, 11,000, 001,010, 011, 100, 110, 111, ...},

C, = Fx (1) = {0,1,00, 10, 11,000, 001,100, 110, 111, ...} ,
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Cy = Fx (10) = {0,00,01,000,010,011,...} .
Para w € B(X), es facil ver que

Cp si w no contiene ningin 1,
Fx (w) ={ C) siw termina en 10?* para alguna k > 0y
Cy si w termina en 10%**! para alguna k > 0.

Entonces, existen tres tnicos conjuntos seguidores y Cx = {Cy, C1, Ca}.

Ejemplo 2.12. Sea X el shift libre de contexto del Ejemplo 1.5, donde A = {a,b,c} y la
palabra ab™cfa estd permitida sélo cuando m = k. Entonces c*a estd en Fx (ab™) si y sélo
si k = m. Lo cual significa que, para m = 1,2,3, ..., los conjuntos seguidores F'y (ab™) son
diferentes entre ellos mismos, entonces Cx contiene una infinidad de conjuntos seguidores.

Supongamos que X es un espacio shift sobre A tal que Cx es finito. Construiremos
una grafica etiquetada G = (G, L) que llamaremos grdfica de conjuntos sequidores de X.
Los vértices de G serén todos los elementos C' en Cx. Sea C' = Fx (w) € V y a € A. Si
wa € B(X), entonces Fx (wa) es un conjunto, digamos C" € V y dibujamos una arista
etiquetada con a de C' a C’. Si wa ¢ B(X) entonces no se hace nada. Continuando este
proceso para cada C' € V' y a € A obtenemos la grafica etiquetada G.

Por ejemplo, sea X el shift par, donde Cx = {Cy, C1, Ca} como en el Ejemplo 2.11. Como
Co = Fx (0) la gréfica de conjuntos seguidores contiene una arista con la etiqueta 0 de Cy a
Fx (00) = Cp y una arista etiquetada con 1 de Cy a Fx (01) = C;. La grafica de conjuntos
seguidores completa se encuentra en la Figura 2.8.

Figura 2.8: La grafica de conjuntos seguidores del espacio espacio shift par.

Definir la grafica de conjuntos seguidores tiene un objetivo. Supongamos que
C = Fx (w) = Fx (w') para otra palabra w’ y nosotros utilizamos w’ en vez de w, la grafica
resultante serd la misma, notemos que wa € B (X) siy s6lo si w'a € B(X), ya que cada una
ocurre si a € C. Més aun, Fx (wa) = Fx (w'a) ya que cada uno se obtiene tomando todas
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las palabras en C' que comienzan con la letra a y la suprimen. Podemos utilizar la grafica de
conjuntos seguidores para recuperar el shift original.

Proposiciéon 2.7. i X es un espacio shift con un nimero finito de conjuntos sequidores y
G es su grdfica de conjuntos sequidores, entonces G es una presentacion de X. En particular,
X debe ser sofico.

Demostracion. Para probar que X = Xg, por la Proposicién 1.6, inciso 3, basta probar que
tienen el mismo lenguaje, es decir B (X) = B (Xg).

Suponemos que u = ajas...a, € B(Xg). Entonces existe un camino C' en la gréfica
subyacente G tal que £ (C) = u. Digamos que C' comienza en el vértice Fy (w). Entonces
way € B(X) por como se construye G, andlogamente wajay € B (X) y siguiendo el mismo
proceso, wajas . . . a, = wu € B(X), entonces u € B (X), por lo tanto B(Xg) C B(X).

Ahora, sea u € B (X), aplicando iterativamente la Proposicién 1.6, inciso 1b, existe una
palabra w tal que wu € B (X) y |w| > |V (G)| por definicién de G, existe un camino en G
etiquetado con wu; tal camino se puede escribir afym donde § es un paseo y 7 esta etiquetado
con u. Como todo vértice de G tiene al menos una arista saliente, se sigue que 7 puede
extenderse a un camino bi-infinito en G, entonces u € B (Xg). O

Lo que caracteriza a los shift soficos es que tienen un ntimero finito de conjuntos segui-
dores, como lo indica el siguiente teorema.

Teorema 2.7. Un espacio shift es séfico si y solo si tiene un numero finito de conjuntos
sequidores.

Demostracion. Si X es un espacio shift con un nimero finito de conjuntos seguidores, la
Proposicién 2.7 implica que X es séfico.

Inversamente, si X es séfico, probaremos que Cy es finito. Sean w € B(X)y G = (G, L)
una presentacion de X. Describiremos como se obtiene Fy (w) en términos de G. Conside-
remos todos los caminos en G que presentan a w y sea T’ el conjunto de todos los vértices
terminales de estos caminos. Entonces F'y (w) es el conjunto de etiquetas de los caminos en
G que comienzan en algin vértice de T, por lo que dos palabras con el mismo conjunto T’
tienen el mismo conjunto seguidor y como sélo hay un niimero finito de subconjuntos 7' del
conjunto de vértices de GG, entonces Cx es finito. ]

Definicion 2.19. Una grafica etiquetada G = (G, L) es resolvente por la derecha si para
cada vértice v € V, las aristas cuyo vértice inicial es v, tienen etiquetas diferentes. En otras
palabras, G es resolvente por la derecha si para cada v, la restriccion de £ a E, es uno a
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uno. Una presentacion resolvente por la derecha de un shift séfico es una grafica etiquetada
resolvente por la derecha que presenta al shift.

Concluimos esta seccion y el capitulo con otro resultado que serd fundamental en nuestra
exposicion.

Teorema 2.8. Todo shift sifico tiene una presentacion resolvente por la derecha.

Demostracion. Es claro de la construccion que la grafica de conjuntos seguidores es resolvente
por la derecha y ya vimos que es una presentacion del espacio shift (Proposicién 2.7). O
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Capitulo 3

Funciones zeta de espacios shift

En 1970, Bowen y Lanford mostraron en [3] que si ¢ es un shift de tipo finito, entonces
(s (2) es el inverso de un polinomio asociado a cierta matriz. Ocho anos mds tarde, Bowen
extiende el resultado a espacios shift séficos y obtiene funciones racionales. Estas son las
formulas que permiten dar resolucion a la funcién zeta de Artin-Mazur en el caso de las
Z-acciones que resultan de estos espacios shift.

3.1. Funcién zeta de espacios shift de tipo finito

Recordemos que si X es un shift de tipo finito, entonces existe un shift por aristas X4
que es conjugado a X. Por lo tanto el siguiente teorema es véalido para cualquier shift de
tipo finito.

Teorema 3.1. Sea A una matriz de r X r con coeficientes naturales, X4 (z) su polinomio
caracteristico y o4 la funcion shift asociada. Entonces

1 1

Coa () = S (= 1) det (Id— zA)’

Es decir, la funcion zeta de un shift de tipo finito es racional.

Demostracion. Denotamos por Aq, ..., A, a las raices de X4 (z) listadas con multiplicidad.
Ademas el nimero de puntos periddicos, de periodo m de una matriz A es igual a la traza
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de A™, como se planteo en la Proposicion 2.3, entonces

Pn(0a) =trA" = AP + A5 + ...+ A\

Es decir, la suma de los valores propios. Recordemos que la serie de Taylor de log ﬁ es
—z
| 1 z 22 N 23 N 2"
og—=—-+—+—+4... = —
S1-2 12 "3 2
entonces
> pn (o n 2L tr (A” n
Cou(2) = exp (Z slA)z):exp (Z (n )z>
n=1 n=1
B N T
— exp (; -
— (\i2)" — (A2)"
= exp (nz::l n 4+ ...+ nz::l "
_ o~ (\2)" — (A\2)"
= exp(? - ...exp ; -
1 ! 1
= ex ...ex
P o8 1— XMz P o8 1— Az
1 1 |
1=z 1— Xz }_[11—)\1-2

como

ahora si tomamos v = —, tenemos que
z

T

1 1 1
XAl = __Il 1—\z) = — Id — zA
A(z) g 1( AiZ) = det (Id — zA)

por lo tanto

r

1 1 1
e ==z = vy ~ gy .

i=1
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FEjemplo 3.1. Consideremos el espacio shift aureo del Ejemplo 1.2. Consideramos entonces la

matriz de adyacencia
11
A= .
Concluimos que la funcion zeta del espacio shift dureo X es

(x(2) = !

1—2—22

3.2. Funcién zeta de espacios shift séficos

Contar los puntos periddicos de shift séficos es mas dificil que contar los de los espacios
shift de tipo finito, ya que el mismo punto peridédico puede tener diferentes presentaciones y
los caminos subyacentes de dichas presentaciones pueden tener periodos méas largos. Como
se vio en el shift par, donde el punto fijo 0> es presentado por un punto de periodo 2 en el
espacio shift por aristas de la grafica subyacente.

Primero necesitamos otro tipo de construccién para contar. Sea G = (G, £) una grafica
etiquetada resolvente por la derecha, donde £ : £ — A y sea r el nimero de vértices en
G, digamos V' = {1,2,...,r}. Sea B la matriz de adyacencia simbdlica de G y A la matriz
de adyacencia de la gréafica subyacente G. Podemos obtener A de B, sustituyendo todos los
sfmbolos por un 1.

Para todo j tal que 1 < j < r = |V construiremos una gréfica etiquetada G; con alfabeto
{%a | a € A}. El conjunto de vértices de G; serd el conjunto V; de todos los subconjuntos de
V' que tienen j elementos, i.e. |V;| = (;)

Como G es resolvente por la derecha, para todo v € V existe a lo mas una arista
etiquetada con a que comienza en v. Si tal arista existe, denotamos a su vértice terminal por
a (v), en otro caso a (v) no esta definido. Sea J = {v1,v2,...,v;} vy J = {ur, ug,...,u;} €V
y a € A. En G, existe una arista etiquetada con a de J a J siempre y cuando todos los
a(v;) estén definidos y (a (v1),...,a(v;)) sea una permutacién par de J. Si la permutacién
es impar, se asigna la etiqueta —a. En otro caso, no existe ninguna arista con etiqueta +a

de JaJ.

Denotemos por B; a la matriz de adyacencia simbdlica de G;. Entonces, cada entrada
de B; es una combinacién de simbolos etiquetados de .A. Obtenemos la matriz A; a partir
de B; colocando todos los simbolos en A igual a 1 y llamaremos a A; la j-ésima matriz de
subconjuntos de G. Teniendo esta nueva construccién, podemos calcular (s, (2).
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Lema 3.1. Sea =w wna permutacion de un  conjunto  finito F gy
C={ECF|E#9n(F)=FE}. Es decir, la coleccion de subconjuntos de F en los
que T actia como una permutacion. Entonces

> (=) sgn (7 |p) = 1.

EeC

Demostracion. Recordemos que F' se descompone bajo 7 en ciclos disjuntos, digamos
C1,Cs, ..., Cp. Asi cada 7 | C es una permutacion ciclica, entonces

sgn (7 |,) = (=1)" 71

los conjuntos no vacios E C F para los cuales 7 (E) = E son exactamente las uniones no

vacias de subcolecciones de {C1,...,C,,}. Entonces
Z (_1)IE|+1 sgn (7 |g) = Z (_1)1+\ukexck| sgn (W |Uk€KCk)
EeC o#AKC{1,....,m}
R S (e
oA£KC{1,....,m} keK

— Z (_1)|K|+1+22kek|0k|

_ 3 (—1)lI+

O
Teorema 3.2. Sea G = (G,L) una grdfica etiquetada resolvente por la derecha, donde
V| =r ysea A; su j-ésima matriz de subconjuntos signada. Entonces

r

Cog (2) = H [det (Id — ZAj)](—l)j

j=1

por lo tanto, la funcion zeta de un espacio shift sofico es una funcion racional.

Demostracion. Debemos mostrar que

T

pn(og) =Y (1)’ tr (A7) (3.1)

J=1
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Consideremos la parte simbolica equivalente a la suma en (3.1)
> (=1 (By). (3.2)

J=1

Sea u = ajay...a, € A". Como G es resolvente por la derecha, para cada v € V
existe a lo méds un camino etiquetado u que comienza en v. Es decir, existe una funcién
u: B CV — V tal que, si dicho camino existe, entonces denotemos por u (v) al vértice
términal. De otra manera, u (v) no estd definido. Supongamos que u™ ¢ Xg es decir, u no es
un punto periédico. Entonces no puede haber ningin subconjunto £ C V en el cual u actia
como una permutacion, de otra modo habria un punto etiquetado u* en Xg. Entonces u no
puede aparecer en tr (B]") para 1 < j < ry asi u no aparece en la expresion simbélica. Por
lo tanto podemos escribir

T

Z (=1 tr (B}) = Z Cy * U, (3.3)

j=1 ue A" u>*eXg
donde los coeficientes ¢, € Z. Mostraremos que ¢, = 1 para todo u € A" tal que u™ € Xg.
Supongamos que u*™ € Xg. Debe existir al menos un subconjunto de V' en el cual u actia
como una permutacién. Si dos subconjuntos tienen esta propiedad, entonces también la union
de éstos. Podemos deducir que existe un subconjunto mas grande F' C V en el cual u actia
como una permutacién. Asi el coeficiente ¢, de u en la ecuacién 3.3 es, por definicién y por

el Lema 3.1
= > () sgu(ulp) =1.
o+AECFu(E)=E
Entonces

T

Z (—1)jJr1 tr (BJ”) = Z U.

j=1 ue A" u>*eXg
Sustituyendo todos los simbolos en A por 1 probamos la ecuacién (3.1). Para concluir la
prueba, por el Teorema 3.1 tenemos que para cualquier matriz A

exp <§: w,z”) = [det (Id — zA)]

n=1

- <Z {; D7 e ( A”)} )
- 11 [eXp (i (1) Zn)]mm

j=1 n=1

Entonces

Cog ()

r

= T (et (1d — =4, 0

j=1



56 Funciones zeta de espacios shift

Ejemplo 3.2. Sea G = (G, L) una grafica etiquetada con matriz de adyacencia simbdlica

a b
B =
entonces X¢ esencialmente es el espacio shift par del Ejemplo 1.3 que resulta de reemplazar
el simbolo 1 por a y el simbolo 0 por b. En esta notacién, G, tiene un tnico vértice y una

arista etiquetado con —b del vértice en si mismo, como b induce una permutacién impar en
V. Las matrices auxiliares correspondientes son

Blz[‘; ;] AF“ H By=[b], As—|[1].

De acuerdo al Teorema 3.2,

o det(Id—zAy) 14z
~det (Id — zA;)  1—z—22

Cog (2)

(comparar con el Ejemplo 3.1).



Capitulo 4

Funcion zeta multidimensional

Este capitulo contiene el material que motivé la realizacion de este trabajo y es el estudio
de la funcion zeta multidimensional de Lind, que generaliza la funcion zeta de Artin-Mazur.

4.1. Definicién y propiedades basicas

Sea X un espacio polaco compacto. Sea o una accién de Z¢ en X. Para un vector
n = (ny,ne,...,ng) € Z% denotamos a" (x), donde x € X, al elemento de esta accién
correspondiente a n. Denotamos por Ly a la coleccién de subgrupos de indice finito (o
retfculas) en Z?. El indice |Z?/L| de L en Z? se denota por [L]. Cuando d = 1 tenemos
Ly ={nZ |n > 1}. Entonces generalizamos la definicién de la funcién zeta que se encuentra
en la Introduccién, dada por la ecuacién (3), cuando d > 1 al reemplazar la suma sobre
n > 1 por la suma sobre L € L,. Para L € L, sea pr () el nimero de puntos fijos en X
por o™ para todo n € L, es decir

pr (o) = |{z € X | a" (z) = x para todo n € L}|

el cual asumimos que es finito para todo L € L.

Definicion 4.1. La funcién zeta de una Z4-accién « es

Ca (2) = exp (Z pL[T(?)z[L]) :

LeLly
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Estableceremos algunas propiedades bésicas de la funcién zeta de una Z%accién y cal-
cularemos esta funcién explicitamente para algunos ejemplos. En particular veremos que la
Z2-accién trivial en un punto tiene una funcién zeta interesante, a saber,

lojl—zn_zp

n=1

donde p (n) es el nimero de particiones de n. Esta férmula se remonta a Euler y fue el punto
de partida para probar la siguiente férmula asintétical

p(n) ~ exp (x/20]5)

desarrollada por Hardy y Ramanujan. Probaremos una férmula del producto analoga y se
proporcionard evidencia para la conjetura que, cuando d > 1 la funcién zeta es tipicamente
meromorfa® en |z| < exp (—h(«a)), donde & (¢) es la entropia topoldgica y tiene al circulo
|z| = exp (—h («)) como su frontera natural (i.e. es lacunaria).

Pero antes veamos un ejemplo simple.
Ejemplo 4.1 (ACCION TRIVIAL EN Z). Cuando d = 1, |[A| =1y X = AZ, p, (X) = 1 para
todo n > 1, entonces p,z (a) = p, (¢), donde ¢ = a' es el generador de «. Entonces la
funcién zeta es
(o]

Co (2) = exp (Z%) :exp(logliz) = 1:2:7“(2)

n=1

(como era de esperarse). La serie de Taylor de esta funcién tiene radio de convergencia 1.

El ejemplo anterior confirma un hecho més general y obvio y es que la funcion zeta de
una Z-accién generada por ¢ es la funcion zeta de Artin-Mazur de ¢.

La funcién zeta es también un invariante de conjugacién para Z%acciones, lo cual se
puede verificar, por ejemplo, en un esquema multidimensional de la Proposicién 0.1. Veamos
algunas propiedades de la funcion zeta multidimensional.

Lema 4.1. Sea o una Z%-accién y para® A € GL(d,Z) se define la Z%-accién o por

(a,n) = a*®, entonces (, (2) = (ua (2).

Demostracion. Para L € L4, sea AL = {An |n € L}. Entonces L <+ AL es una funcién

biyectiva de L4 en s mismo y [AL] = [L]. Entonces py, (a®) = par (@), por lo tanto las
funciones zeta de o y o coinciden. ]
!'Dadas dos funciones ¢,%: N — R, ¢(n) ~ ¢(n) si hm 1/}2“; =1.

2Es decir, una funcién analitica en un dominio D, excepto por un conjunto de polos aislados.
3GL(d,Z) denota al conjunto de (d x d)-matrices invertibles con entradas en Z.
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En resumen, la funcién zeta es independiente de la base de Z¢.

Si Y C X es a-invariante?, denotamos por a|Y la restriccién de o en Y.

Lema 4.2. Sea Y,Z C X conjuntos compactos y a-invariantes. Entonces

Gy Gz ()

Capynz (2)

Ca\yuz (Z)

En particular, siY y Z son ajenos, entonces Coyuz (2) = Caly (2) Cajz (2) -

Demostracion. Para L € L; tenemos que
pr (@Y UZ)=pp(a]Y)+pr(a|Z) —pr(a]Y NZ).

Por lo tanto el resultado es una consecuencia de la definicién de la funcién zeta. O

4.2. Ejemplos de funciones zeta de Z*-acciones

Denotaremos por 74 (2) a la funcién zeta de la Z%-accién trivial en un punto. Cuando
d =1, ya vimos de forma sencilla en el Ejemplo 4.1 que

Veamos ahora ejemplos méas elaborados. Comenzaremos con la accién trivial con d = 2.
Primero, para calcular la funcién zeta de Z2-acciones, necesitaremos una parametrizacién
para Lo, a saber, la forma normal de Hermite para matrices integrales (ver Figura 4.1):

a b

Ly = { [ 0 c

Proposicién 4.1 (HERMITE PARA Z2%). Eziste una correspondencia biyectiva entre las
reticulas de Z* y las formas normales de Hermite L.

22|az1,cz1,ogbga—1}.

Demostracion. Esta proposicién es un caso particular del Teorema de Hermite en Z? enun-
ciado en el Apéndice (ver A.11). O

1Y C X es a-invariante si o®(Y) C Y para toda n € Z%.
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Y

Figura 4.1: El indice del subgrupo que induce una matriz normal de Hermite es el

producto de la diagonal.

Ejemplo 4.2 (ACCION TRIVIAL EN

7?). Para la Z*-accién trivial a en un punto, pr (a) =1

para todo L € L5, por lo tanto la funcién zeta de una ZZ?-accién trivial es

Ca (2)

A esta férmula la llamamos s (2),
como frontera natural.

oo oo a—1 1

= exp ZZZ&ZGC>
a=1 c=1 b=0

> >>
aozol c=1

= exp Z—log(l—z“))
a=1

- Hl_za'

a=1

es analitica en |z| < 1y tiene al circulo unitario |z| = 1
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Ejemplo 4.3 (Z*-ACCION EN ESPACIOS COMPLETOS). Sea

y o la accién shift de Z2? en X. Sea L € L£,. Entonces un punto fijo en X por o® paran € L
se determina por sus coordenadas en un dominio fundamental para L y cualquier eleccién es
posible. Entonces py, (o) = kl*. Como p;, (o) depende tinicamente del indice de L la funcién
zeta es

Qa(z)—Hﬁ—ﬂg(kz).

a=1

Notamos que h (a) = logk, entonces (, (z) es analitica en |z| < exp (—h(«a)) = 1/ky
tiene como frontera natural al circulo |z| = exp (—h («)).

Ejemplo 4.4 (LEVANTAMIENTO DE UNA Z-ACCION®). Sea
X ={0,1,....k—1}"

y o la Z-accién shift en X. Definimos la Z?-accién a en X por a™™ = g™ entonces o es
generada por la funcién identidad y o.

Figura 4.2: Levantamiento de un espacio shift a Z2.
Esta Z2-accién es conjugada a la Z2-accién shift 3 en
Y = {y € {0,1,...,k— 1}Z2 |Yi.j = Yi+1,,; para todo i, j € Z}

(ver Figura 4.2), en particular (s (2) = (, (2). Calcularemos (z. Sea

5 . .
°La generalizacién de este Ejercicio se encuentra en el Lema 4.4
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dondea>1,¢>1y0<b<a—1. Unpuntoy €Y fijo por ™ para todo n € L esta de-
terminado por sus coordenadas ¥o.0, Y01, - --,¥Yo,c—1 ¥ las opciones para estos son arbitrarias;
asi pr (B) = k¢, entonces

=0 )

() =¢(2) = exp (Z

Mm
AN
|?>~
Sl o
Y
Q
(e}

| clear
SOSN MAX = 100
0 2 k =100
N - for n = 1:MAX
forj=0:n-1
A(n(j+1)) = (1 / power(k,1/n)) “ exp(2 * pi “ sqrt(-1) *j [ n);
end
end
plot(A, "");

Sl axis([-11-11]
2 \&‘“‘) i xlabel('x (eje real)’
_ Aahpis ylabel('y (eje imaginario)’)

Xprea) grid on

K\\ /A//’y

Figura 4.3: Polos de la funcién zeta de un levantamiento de una Z-accién.

Observamos que h () = 0 pero el factor 1 — kz en el denominador muestra que (, (2)
tiene un polo simple en 1/k. Esto muestra que el radio de convergencia de ¢, debe ser

estrictamente més pequeno que exp (—h («)). De hecho, el producto desarrollado para ¢, (z)
muestra que tiene polos en

| RPN :
——e¥miM0<j<n—1,n> 1},
{ vRe10sgs

los cuales se ilustran en la Figura 4.3. Entonces (, (z) tiene una infinidad de polos en el

circulo unitario y estos polos se acercan al circulo unitario. Se sigue que (, (z) es meromorfa
en |z| < exp(—h(a)) =1y tiene frontera natural |z| = exp (—h (a)) = 1.
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Ejemplo 4.5 (LEDRAPPIER). Sea Fy = {0, 1} el campo con dos elementos y
X = {x € IF?]:EM + 41, + 241 = 0 para todo ¢, j € Z} )

Entonces X = X es un espacio shift de tipo finito bidimensional, en donde el conjunto de

“bloques” prohibidos es
IR 0 0 1
a _{ 00] [10] |[0o1] |11 }

Entonces X es un grupo compacto cuya operacién es inducida coordenada a coordenada, la
cual es invariante bajo la accién natural o del Z2-shift. Sea

L:|:a/ b:|ZQ’

0 ¢

donde a > 1,¢ > 1y 0 < b < a— 1. Calcularemos py, () utilizando un poco de algebra
lineal sobre Fy. Un punto x € X, L-invariante debe tener un periodo horizontal a y queda
determinado por algin elemento y del espacio vectorial F§. Denotamos por I, a la matriz
identidad de a x a y P, la matriz de permutaciones de a x a correspondiente al shift ciclico
de vectores basicos elementales de Fj. La condicién de periodicidad L de z se traduce en la
condicién

(I, + P)y = P .

Entonces
pr(a) = [ker (I, + P.)" = P, ). (4.1)
Por ejemplo, sia=3,b=1y ¢ =1, entonces
0 01
P,=(100
010
y
1 11
(I, +P) =P =111
1 11
y asi para este kernel L, tenemos pr (o) = 4. La férmula (4.1) permite calcular tantos

términos como queramos de la funcién (, (z). Un célculo en Mathematica nos da los primeros
términos, que son

Co(2) = 1424222 +42° + 62" +92° + 1625 + 242" + 352° + 542° + 78210
+1102M + 1622 + 2262" + 3172 + 4462 4 61226 + ...

De cualquier forma, este célculo no revela las propiedades analiticas de (, (z). Para hacerlo,
necesitamos emplear otras ideas que muestren que (, (z) tiene radio de convergencia uno y
al circulo unitario como frontera natural. Primero haremos una aproximacion del tamano de
pr, («) en términos de [L].
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Lema 4.3. Sea o la Z*-accion shift en
X = {ZL’ € ]F§2|:Um- + Tip1; + i 41 = 0 para todo i, j € Z} :

Entonces existe una constante C' tal que para toda L € Ly tenemos que

pr (o) < 2¢V/[L]. (4.2)

Demostracion. Sea L € L. Primero mostraremos que existe un vector no cero v € L tal que
|v]| < 6+/[L], donde ||-|| denota la norma Euclidiana en R? y § = \/4/7. Sea B, la bola de
radio r en R? alrededor del 0 y sea A una matriz integral tal que AZ* = L. Si B, N L = {0},
entonces A~! (B,.) es una regién convexa y simétrica en R? que no contiene vectores distintos
de cero en Z?, por el Teorema de Minkowski (ver Teorema A.12 en el Apéndice A), tenemos
que

area (A™' (B,)) < 4.

Como det A = [L] se sigue que
mr?
[T]<4:, (3’/”<0\/[L].

Entonces la bola de radio 61/[L] debe contener al menos un vector distinto de cero v en L.

Ahora consideremos la banda S de ancho 2 sobre el segmento lineal [0,v]. Si z € X es
L—periddico, entonces sus coordenadas en S determinan, por periodicidad, aquellas coorde-
nadas en la banda de ancho 2 alrededor de la linea Rv, las que a su vez determinan el resto
de las coordenadas por medio de las relaciones que definen tanto la pertenencia al conjunto
X como la L-periodicidad. Entonces el nimero de L-puntos periédicos en X estd acotado
superiormente por el nimero de posibles configuraciones en S. Si el niimero de retaculas en
S estéd acotado por una constante /||, se sigue la estimacién (4.2). O

Podemos continuar con el ejemplo. La parametrizacién con la forma normal de Hermite

muestra que el nimero de reticulas L € L5 con [L] = n es igual a o(n) = > d. Claramente
dn

on) <142+ +n<n?

por lo tanto

Z pr(a) < n? .20V,
{L€Ly | [L]=n}



4.2 Ejemplos de funciones zeta de Z?-acciones 65

Entonces la férmula de Hadamard® implica que la serie ¢, (z) tiene radio de convergencia
uno.

Falta verificar que (,(z) satisface la conjetura de la funcién zeta multidimensional. Pri-
mero afirmamos que la estimacién (4.2) es justa en el sentido de que no existe una potencia
de [L] estrictamente menor que 1/2 que funcione para toda L. Sea

L,=(@"-1)Z® 2" - 1)Z

2n—1

de forma que [L,] = (2" — 1)%. La expansién de (1 +¢")>"~* mod 2 es . #/. Entonces
j=0

se sigue de la ecuacién (4.1) que pz, () es igual al niimero de elementos en F2 ') cuyas

coordenadas que suman 0 son la mitad de la carnalidad de F2"~!. Es decir,

Logny 1
pr, (o) = 522 b= 52 e, (4.3)

lo que verifica nuestra afirmacion.

Ahora supongamos que (,(z) es racional, digamos

S

a(2) =
(1 — p;z)

=11
—

J

Il
R

Se sigue del calculo que

DORTOED SITED PP (44)

{LeLs | [L]=n}

Ahora bien, (,(z) es analitica en |z| < 1, por lo que |p;| < 1 para toda j = 1,...,1. Més
aun, (,(z) no se desvanece en |z| < 1, pues es la exponencial de una serie de potencias
convergente en este dominio, asi concluimos que |[\;| < 1 para toda ¢ =1,..., k. La ecuacién
(4.4) implicarfa que py () < k+1 para toda L € Lo, lo que contradice la ecuacién (4.3). Por
lo tanto (,(z) no es racional.

La Férmula del Producto (Teorema 4.3) implica que la serie de Taylor de (,(z) tiene
coeficientes enteros (ver el Corolario 4.1). Entonces el Teorema de Carlson (Teorema A.15
en el Apéndice A) implica que |z| = 1 es la frontera natural de (,(z).

SLa férmula de Hadamard afirma que Y ¢,(z — a)" tiene radio de convergencia R = 1/r donde r =

n=0
limsup,,_,o V/|cnl-
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4.3. Calculo de una Z%accién trivial

Ahora calculamos la funcién 74 (2) para toda d > 2. Sea « la Z-accién trivial en un
punto. Entonces py, (o) = 1 para todo L € L4. Tenemos que

71(2) = Ca (2) = exp (Z ﬁz[ﬁ) — exp (Z caln) ) ,

LeLy n=1

donde €4 (n) = |[{L € L4 | [L] = n}|. Para calcular e4 (n) vamos a utilizar la forma normal
de Hermite para matrices enteras (la Proposicién 4.1 es la versién para d = 2). El enunciado
formal se encuentra en el Apéndice, Teorema A.11 y proporciona una parametrizacion con-
veniente de Ly, que generaliza el caso de Lo descrito anteriormente al establecer la relacién
de una reticula en £; como la imagen de Z? bajo una matriz que tiene la forma

I ar big biz ... big |

0 a9 b23 e bgd

0 0 a3 ... by (45)
| 00 0 ... ag |

dondea; > 1conl<i:<dy0<b; <a —1coni+1<j<d Elsiguiente resultado
muestra la forma de obtener e, (n) de forma inductiva, como se observa en la siguiente tabla:

| [n=t[2] 3] 4] 5[ 6] 7] 8] 9] 10
= ] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1 1
3] 4| 7| 6| 12| 8| 15| 13| 18
7] 13| 35| 81| 91| 57| 155| 130 217

15| 40| 155| 156 600 400 | 1395 | 1210 2340
311121 | 651 | 781 | 3751 | 2801 | 11811 | 11011 | 24211
63 | 364 | 2667 | 3906 | 22932 | 19608 | 97155 | 99463 | 246078

DO = | W DN
[ Y Y Sy Sy pyury | st

Proposicién 4.2. Sea ey (n) el mimero de reticulas en Z¢ con indice n. Entonces

ca(n) = ess (%) kL (4.6)

kln

Demostracién. Supongamos que L € Ly es la imagen de Z? bajo la matriz (A.1). Entonces
[L] = ajas . . .aq_1aq4, por lo tanto a; divide [L]. Sea k = a;. Cada uno de los bya, b3, ..., big
puede tomar los valores 0,1, ...,k — 1 dando k%! opciones para el renglén superior. Existen
eq—1 (n/k) opciones para las partes restantes de la matriz. Sumando sobre los divisores k de
n obtenemos la férmula 4.6. O
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FEjemplo 4.6. Por ejemplo, trivialmente tenemos que

{1 sin=1
=90 sin > 2.

Entonces la férmula (4.6) con d = 1 resulta en e; (n) = 1 para todan > 1y con d = 2,

tenemos ) =Y e (%)kzzk:a(n),

que es la suma de todos los divisores de n.

De la féormula (4.6) se sigue que la sucesién {e;(n) | n > 1} es el producto de Diri-
chlet (ver Apéndice, definicién A.23) de {e4_1 (n) | n > 1} con la sucesién {n*'|n > 1}.
Inductivamente se muestra que {e; (n) | n > 1} es el producto de Dirichlet de las sucesiones
{n°},{n'},...,{n?"'}. Ahora la funcién generadora de Dirichlet de {n*} es

D= =k,

n=1 n=1

I3

donde ( () denota la funcién zeta de Riemann. Dado que la funcién generadora de Dirichlet
del producto de las sucesiones de Dirichlet es el producto de sus funciones generadoras de
Dirichlet, vemos que

Zedn(f) =(C(2)C(z=1)..C(z—d+1).

Por lo tanto tenemos una representacién explicita de e4 (n). A continuacién calcularemos la
tasa de crecimiento de ey (n) cuando n — oo.

Proposicién 4.3. Sea eq(n) el nimero de reticulas en L4 de orden n. Entonces

eq(n) < nttt, (4.7)

Demostracion. Por induccion sobre d, sabemos que e; (n) = 1 para todon > 1 cuando d = 1,
por lo tanto e; (n) < n?. Suponemos (4.7) valido para d — 1, por la férmula (4.6) tenemos

que
n
€q (n) = Z Cd—1 (E) I{Id_l
k|n
ademds por hipétesis de induccién eq_1 (n/k) < (n/k)*, por lo tanto

d n
n n 1
(] (n) = E €d—1 (E) k}dil S E (E) kdil S TLd E E S ndH. ]
k=1
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fd—2

Ca (z) = HC/B (zk)

Demostracion. Consideramos una matriz de (d — 1) X (d — 1) en su forma normal de Hermite

a9 bgg Ce bgd
B— 0 as ... bgd
0 0 ... Qg

Podemos formar todas las matrices A de d x d en su forma normal de Hermite que contienen
a B como menor principal en la parte inferior derecha, agregando a B un renglén superior de
la forma [k bi2 b1s ... big), donde K > 1y 0 < by; < k—1y haciendo las entradas restantes
de la columna izquierda 0, asi formamos

[k by bz ... big |
0 a9 b23 . de
A= 0 O as ... b3d
00 0 ... as
Como o199 eg la identidad, tenemos que paza (o) = ppga—1 (B) para todas las opciones

de %k y de los by;. Entonces

Ca(z) = exp pL(a)Z[L]>
L;L (L]
oo k-1 k—1
P (B) g
= exp _ 5
Meﬁd_lgbu:o b1q=0 k[M]
k' ar (B) k[M]
= exp p
Mezd_lkzl k[M]
kd72
1 par (B) [ gy M)
= exp
[lewl 2 T &)
= TG E)" 0
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Este lema implica, por ejemplo que, si a es la Z?-accién generada por la identidad en X
v ¢ : X — X, entonces

Ca (z) = HC¢ (Zk) :

Esto se utilizé en el Ejemplo 4.2 y el Ejemplo 4.4 para calcular que

wo-fla - flts

Teorema 4.1. Sea 74 (2) la funcion zeta de la Z%-accién trivial en un punto. Entonces la
serie de Taylor de mq (2) tiene radio de convergencia uno. Mds ain, mq(2) tiene la expansion
del producto

ETEJ | [ — (4.8)

- (1-— Zn)ed—1(n)’

donde el producto converge cuando |z| < 1.
Demostracién. Por la Proposicién 4.3 sabemos que 1 < ¢4 (n) < n™l. Entonces la serie

vz =y W

n

n=1

tiene radio de convergencia uno. Més atn, lim, ,;- ¥ (2) = co. Entonces la serie de Taylor
de 74 (2) = e?®) tiene radio de convergencia uno.

Ya vimos que (4.8) es valida para d = 2. Supongamos inductivamente que es valida
cuando d > 3 se reemplaza por d — 1. Podemos entonces aplicar el Lema 4.4 tanto a la
Z%-accion trivial a como a la Z% '-accién trivial 5. Entonces, usando el mismo lema y la
Proposicién 4.2, obtenemos

ma(z) = Hﬂdfl (Zk)kd

_ ﬁ (1- Zlm)*60172(71)/’“”2

k=1n=1

ol O e

- H (1 . Zm)ed—l(m)’

y por la ecuacién (4.7) se deduce que las manipulaciones son vélidas cuando |z| < 1. Esto
verifica la fformula (4.8) para d, completando la prueba. O
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Proposicién 4.4. Para d > 2 la funcion w4 (z) tiene como frontera natural al circulo uni-
tario.

Demostracion. El Teorema 4.1 muestra que las series de Taylor para 74 (2) tienen coeficientes
enteros y radio de convergencia uno. También, una consecuencia de la Proposicion 4.3 es que
eq(n) > n para d > 2, entonces e4 (n) — oo cuando n — 0o. El mismo argumento como al
final del Ejemplo 4.5 muestra que 74 (2) no es una funcién racional para d > 2 y utilizando
de la misma manera el Teorema de Carlson, se prueba que 7, (2) tiene al circulo unitario
como frontera natural. O

4.4. La féormula del producto

Nuestro objetivo en esta seccién es generalizar la férmula del producto (5), vista en la
Introduccién para transformaciones simples de Z?-acciones a. Comenzamos considerando el
caso cuando « tiene exactamente una orbita finita.

Proposicién 4.5. Sea v un conjunto finito y a : Z x vy — v una Z*-accién transitiva en 7.
Entonces

(o (2) =4 (zh‘) .

Demostracién. Sea. H = {n € Z% o (z) =z para toda z € v}. Para probar que
H € L4, tomamos ny,ny € H entonces o™ (x) = z y o™ (zr) = =z, de donde
a™tm2 () = a™ (o (x)) = o™ (z) = z, ademds ™™ (z) = ™™ (o™ (x)) = x, por lo tanto
H es es un subgrupo.

Como 7 es finita y a actia transitivamente en 7, entonces H es también el subgrupo
estabilizador (ver Definicién A.19 en el Apéndice) de cada elemento de 7, entonces |y| = [H].
Entonces para L € £¢ tenemos que

_{hl siLCH,
pL(O‘)_{o siL¢ H.

Como [H]/[L] =1/|H/L|, podemos ver que

G = e S U

{LeLy|LCH} 7]

1 |H/L|
= _ = (,lH]
exp Z ’H/L| (Z )

{LeLy|LCH}
= g (M) =y (M) O
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Para determinar la validez de la férmula del producto, primero necesitamos encontrar el
radio de convergencia de la serie de Taylor de (, (z). Para hacerlo, introduciremos el siguiente
concepto.

Definicion 4.2. Sea a una Z%accién. La tasa de crecimiento de los puntos periédicos de o
es

1 1
g (o) =limsup — logpy, () = limsup — logpy, («).
[L]—o0 [L] n—oo[L]>n [L}

Teorema 4.2. Sea o una Z%-accién y asumimos que pr (o) es finito para todo L € L.
Entonces (, (2) tiene radio de convergencia exp (—g («)). En particular, si existe 0 > 1 para
el cual py, (o) < O para todo L € Ly, entonces (, (2) es analitica para |z| < 1/6.

Demostracion. Por la Proposicion 4.3, el nimero de reticulas L € £, con indice n es poli-
nomial en n. Entonces se sigue de la férmula de Hadamard que

W) = Y P

LeLy
tiene radio de convergencia p = exp(—g(a)). También, como los coeficientes de Tay-
lor de 1 (2) son no negativos, observamos que lim,_,,- ¢ (2) = oo. Se sigue ahora que
(o (2) = exp (¢ (2)) tiene radio de convergencia p = exp (—g («)). O

Teorema 4.3 (FORMULA DEL PRODUCTO MULTIDIMENSIONAL). Sea o una Z%-accién
para la cual g (o) < oco. Entonces

Ca(2) =[] 7a (=), (4.9)

donde el producto se toma sobre todas las orbitas finitas v de o y este producto converge para
todo |z| < exp (—g(a)).

Demostracion. Enumerando las orbitas finitas de o como 7, 79, .... Por el Lema 4.2 y la
Proposicién 4.5 se prueba que (4.9) es valida para la restriccién de o a vy U U. .. U7, para
todo n > 1. Ya que todo converge absolutamente para |z| < exp (—g(«)), un argumento
similar muestra que, dejando n — 0o se prueba (4.9) en general. ]

Corolario 4.1. Sea a una Z%-accién tal que (,(z) tiene radio de convergencia positivo.
Entonces la serie de Taylor de (,(z) tiene coeficientes enteros.

Demostracion. El Teorema 4.1 implica que la serie de Taylor de m4(z) tiene coeficientes
enteros. El corolario se sigue entonces de la Férmula del Producto Multidimensional. ]
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Apéndice A

Preliminares y resultados

A.1. Topologia, continuidad, compacidad y espacios
métricos

En esta seccion presentamos resultados bésicos de topologia, continuidad, compacidad
y espacios métricos.

A.1.1. Topologia

Definicion A.1. Un espacio topoldgico es una pareja (X, 7T ), donde X es un conjunto y T es
una familia de subconjuntos de X con las siguientes tres propiedades:

= Los conjuntos @ y X pertenecen a 7.

» Si {A;,i €I} C T, donde I es un conjunto de indices, entonces UAi eT.
i€l

» Si A, Ay €T, entonces Ay NA, €T,

A T se le llama la topologia de X y los elementos de T se llaman conjuntos abiertos.
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A partir del concepto de conjunto abierto, se define un conjunto cerrado.

Definicion A.2. Dado un espacio topolégico (X, T ), un subconjunto C' C X es cerrado en
X si X\ C pertenece a T, es decir, es un conjunto abierto.

Definicion A.3. Sea (X, T ) un espacio topolégico y F C X un subconjunto. Un punto x € X
es un punto de acumulacion de E si para todo conjunto abierto A € T tal que x € A, suce-
de que (ANE)\{z} # @. Denotaremos por £’ a la coleccién de puntos de acumulacién de E.

Definicion A.4. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Una base de T es una familia de conjuntos
abiertos f C T tal que todo conjunto abierto es unién de elementos de la base 3, es decir,
para todo conjunto A € T, existen B; € T, con i € I e [ un conjunto de indices, tales que

A:U&.

i€l

Teorema A.1. Sean X un conjunto y B una familia de subconjuntos de X que satisface las
siguientes propiedades

« X=|JB

Beg

= Si By By € By ByN By # @, entonces existe By € (3 tal que B3 C By N Bs.

Entonces existe una unica topologia T que tiene como base a . Diremos que la topologia T
estd generada por 3.

Demostracion. Definimos el siguiente conjunto
T ={0 C X|O es unién de elementos de [}.

Probaremos que T es una topologia en X.

1. Claramente @ € T y por la primera propiedad que satisface 5, X = U B.
Bep

2. Sea {O;|i € I} una familia de elementos de 7. Como cada O; es unién de elementos
de 3, entonces la unién de todos los O; se expresa como unién de elementos de 5.

3. Sean O; y O, € T. Entonces

o,=JB' v 0,=JB;

iel jeJ
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donde B} y ng pertenecen a (. Usando la propiedad distributiva de la unién y la
interseccidn,

01N0,= | J (BINB}).
ieljeJ
Para probar que O; N Oy € T, basta con probar que B} N sz pertenecen a T . Sea
x € B} N B, sabemos que existe B, € S tal que € B, C B} N B}, de aqui que
x € Bj N B}y asf
BInB}= |J B

t€B{NB;

que pertenece a T . ]

Definicion A.5. Sea X un conjunto y 71 y T2 dos topologias en X. Sean 1 y 32 bases de las
topologias 77 y T3 respectivamente. Entonces 81 y (B2 son equivalentes si T, = Ts.

Proposicién A.1. Sea X un conjunto y Ti y T dos topologias en X. Sean 1 y (o bases de
las topologias Ty y T respectivamente. Entonces B1 y [o son equivalentes si y solo si, para
todo conjunto A € (3;, existe B € §; tal que B C A, coni,j € {1,2} ei# j.

Definicion A.6. Sean (X, 7T ) un espacio topoldgico. Decimos que una sucesién x,, € X, con
n € N, converge a x € X, si para todo A € T tal que x € A, existe un entero N > 0 tal que
para todo n > N ocurre que z,, € A. En este caso escribiremos z,, — x.

Definicion A.7. Sean (X, 7T) un espacio topoldgico y sea A C X de X. Una cubierta abierta
de A es una coleccion C = {U; € T |i € I}, donde I es un conjunto de indices, tal que

AcJu.

Una subcubierta de C es un subconjunto Cy C C' que es en si una cubierta abierta de A.

A.1.2. Compacidad

Definicion A.8. Sean (X,7T) un espacio topolégico y sea A C X de X. Decimos que A es
compacto si toda cubierta abierta de A admite una subcubierta finita.

Definicion A.9. Sea {X,, },er una familia de espacios topoldgicos indexada sobre un conjunto
de indices /. Definimos el producto topologico X = [],.; X» como el producto cartesiano
con la topologia cuya base son los conjuntos cilindro, es decir, los subconjuntos de X de la
forma Hne ; Ap, donde A, C X,, y A, = X,, excepto para un ntumero finito de n € I.
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Corolario A.1. Si {K,} es una sucesion de conjuntos compactos no vacios, tales que
K, DK, 1DK,92D...,conn=1,2,3,.... Entonces

A v

Teorema A.2 (TYCHONOFF). Sea {X;}icr una familia de espacios topoldgicos compactos,

indexzada por un congunto de indices I. Entonces el producto topoldgico [[ X; es compacto.
iel

A.1.3. Continuidad

Definicion A.10. Sean (X, T) y (Y,S) dos espacios topolégicos. Una funcién ¢: X — Y es
continua si ¢~ (A) € T paratodo A € S. Si ¢ es continua, biyectiva y su inversa es continua,
entonces ¢ es un homeomorfismo. Un mapeo es una funcion continua f: X — X.

Teorema A.3. Sean (X, T) y (Y,S) dos espacios topoldgicos y sea ¢: X — Y. Las siguientes
condictones son equivalentes:

1. ¢ es continua.
2. ¢71(A) es cerrado en X siempre que A CY sea cerrado.

3. Si B C S es una base de S, entonces ¢~1(A) es abierto para todo A € .

Demostracion. 1 = 2. Sea A C Y un conjunto cerrado, como ¢ es continua, entonces
oMY \A) = X\ ¢! (A) es abierto por la Definicion A.10, por lo que su complemento
¢~ (A) es cerrado.

2 = 1. Sea B C Y un conjunto abierto, entonces Y \ B es cerrado y ¢! (Y \ B) =
X\ ¢! (B) es cerrado, entonces ¢! (B) es abierto y por la Definiciéon A.10, ¢ es continua.

1 = 3. Suponemos que ¢ es continua y sea A € 3, entonces por la Definicién A.10,
¢~ (A) es un conjunto abierto en X ya que todos los elementos de 3 son abiertos.

3 = 1. Sea A C Y un conjunto abierto, debemos probar que ¢! (A) es un conjunto
abierto en X. Como A es abierto, existe

{Bi}ic; € B tales que UBi = A,

il
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donde I es un conjunto de indices. Entonces
¢ (A) =9 (U Bi> =Jo " (B)).
icl iel

Ademés para toda i € I, B; € 3, ocurre que ¢! (B;) es abierto, entonces ¢! (A4) es un
conjunto abierto en X y por la Definicién A.10, ¢ es continua. O

A.1.4. Espacios métricos

Definicion A.11. Un espacio métrico (M, p) consiste en un conjunto M y una métrica (o
distancia), es decir, una funcién p: M x M — [0, 00) tal que para todos los puntos z, y, z € M,
se cumplen las siguientes tres propiedades:

1. p(z,y) =0siysélosiz =y,
2. plz,y) =p(y,2)y

3. p(z,2) < p(z,y) +p(y,2)

Definicion A.12. Si X es un espacio métrico, & C X y E’ representa al conjunto de todos
los puntos de acumulacién de F en X, entonces la cerradura de E es el conjunto F = EUFE'.

Teorema A.4. Si X es un espacio métrico y E C X, entonces

1. E es cerrado,
2. E=F siysdlo si E es cerrado,

3. E C F para todo conjunto cerrado F C X tal que E C F.

Demostracion. 1. Sea p € X tal que p ¢ E, entonces p ¢ E ni es punto de acumulacién
de E, entonces podemos encontrar B (g,p) tal que B (e,p) N E = &, entonces E° es
abierto, por lo tanto E es cerrado.

2. Si E = E, por (1) E es cerrado. Inversamente, si E es cerrado, por definicién, £
contiene a todos sus puntos de acumulacién, es decir, £’ C E, por lo tanto £ = E.

3. Si F es cerrado, F' C F'y como E C F entonces E' C F, por lo tanto E C F. ]

Proposicién A.2. Sea (X, T) un espacio topolégico y E C X un subconjunto. Entonces E
es cerrado si y solo si ' C E.
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Demostracion. Suponemos que E es cerrado, entonces £ = E = EU E', porlo que E' C E.
Inversamente, suponemos que £’ C E como F = FUE’, entonces E = FE, por lo tanto F es
cerrado. ]

Definicion A.13. Sea (M, p) un espacio métrico. Sea x € M y & > 0. La bola con centro en
x y radio ¢ es el conjunto

B(x,e) ={y € M | p(z,y) <e}.

Teorema A.5. Sea (M, p) un espacio métrico. El conjunto de bolas satisface las propiedades
del Teorema A.1, por lo tanto constituyen la base de una unica topologia.

El teorema anterior nos permite pensar en un espacio métrico como un espacio topoldgico
cuya topologia esta bien definida.

Teorema A.6. Sea (M, p) un espacio métrico. Sea E C M y sea x € M. Entonces x es un
punto de acumulacion de E si y sélo si existe una sucesion x, € E\{z}, conn € N, tal que
Tp —> T

Teorema A.7. Sean (M, p) y (N, d) dos espacios métricos. Una funcion ¢: M — N es conti-

nua si y solo si para cualquier sucesion convergente x,, — x en M, ocurre que ¢ (x,) — ¢ (x)
en N.

Teorema A.8 (Teorema 2.34 en [12], pp. 37). Sea (M, p) un espacio métrico. Si E C M es
compacto, entonces E es cerrado.

Demostracion. Suponemos E C M es compacto, demostraremos que F° es abierto en M.
Sea p € E° entonces p € M — E, construimos {G;},., con I un conjunto de indices, de la

siguiente manera G; = (B (1/2’,p)>c. Sea

U
=1

Entonces M — {p} = B, por lo que E C B, como E es compacto, existe N € N tal que

EC UG = U (B(l/ivp)y = (ﬂB(l/i,p)) = B (1/N,p)°

De donde E C B (1/N,p)° entonces B (1/N,p) C E°, por lo tanto E° es abierto en M y E
es cerrado en M. O

El siguiente Teorema A.9 es la version reciproca del Teorema A.8.
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Teorema A.9 (Teorema 2.35 en [12], pp. 37). Sea (M, p) un espacio métrico. Supongamos
que M es compacto. Si E C M es cerrado, entonces E es compacto.

Teorema A.10. Sea (M, p) un espacio métrico. Si E C M es compacto, entonces, para toda
sucesion x,, € E, existe una subsucesion x,, convergente (a un punto de E).

Proposicién A.3. Sean (M, p) y (N, d) dos espacios métricos y sea ¢: M — N una funcion
continua. Supongamos que M es compacto. St EE C N es un subconjunto compacto de N,
entonces ¢~' (E) es un subconjunto compacto de M.

Demostracion. En efecto, el Teorema A.8 implica que E es cerrado en IV, por lo tanto, por el
Teorema A.3, ¢~ (F) es cerrado en M. El resultado se sigue entonces del Teorema A.9. [

Proposicién A.4. Sea (M, p) un espacio métrico y sean E, F C M dos subconjuntos com-
pactos ajenos, es decir, ENF = @&. Entonces existe 6 > 0 tal que p (z,y) > § para cuales-
quieraxr € E yy e F.

Demostracion. Supongamos lo contrario. Entonces, para todo entero n > 1, existenz,, € E'y
yn € F tales que p(x,,yn) < % El Teorema A.10 garantiza la existencia de una subsucesién
T, de x, que es convergente a un punto x € E. De nuevo el Teorema A.10, garantiza la
existencia de una subsucesion Yy, de y,, que es convergente a un punto y € F'. Por hipdtesis,
p(x,y) =0, por lo tanto = = y, lo que contradice que E N F = &. O

A.2. Algebra

En esta seccion presentamos los conceptos més esenciales relacionados con algebra, ne-
cesarios para la exposicion de este trabajo.

A.2.1. Grupos

Definicion A.14. Un grupo (G,x*) es un conjunto G, cerrado bajo una operacién binaria ,
tal que, se satisfacen los siguientes axiomas:

= Para todo a,b,c € GG, tenemos que

(axb)xc=ax(bxc). Asociatividad de .
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= Existe un elemento e € G tal que, para todo x € G,

exr =x*xe=x. HElemento identidad e de *.

s Para cada a € GG, existe un elemento a’ € G, tal que

axa =a xa=-e. Inverso d de a.
Diremos que un grupo (G, ) es abeliano si ademas satisface la propiedad

= axb=>bxa paratodo a,b € G, Conmutatividad.

Definicion A.15. (G,T,+) es un grupo topoldgico si satisface:

» (G,T) es un espacio topoldgico.
» (G,+) es un grupo con la operacién +: G x G — G.

» +: G X G — G es una funcién continua.

A.2.2. Subgrupos y cocientes

Definicion A.16. Si H es un subconjunto no vacio de un grupo (G, ), decimos que H es un
subgrupo de G si H también forma un grupo bajo la operacién x. En este caso escribiremos
H < G. Un subgrupo H < G es normal si a x H = H % a para toda a € G, donde
ax H={axh|he€ H}ysimilarmente para H * a. En este caso escribiremos H <1 G.

Observacion A.1. Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.

Definicion A.17. Sea (G, *) un grupo y H <<G un subgrupo normal de G. Definimos el grupo
cociente como

G/H ={a*H|aec G}
donde la operacién % se define para cualesquiera a,b € G por
(ax H)¥(bx H) = (axb) x H.

Observacion A.2. La operacion * estd bien definida.

Definicion A.18. Sea (G,*) un grupo y H <t G un subgrupo normal. Definimos al indice de
H en G como

(G H] =|G/H]|.

Observacion A.3. Un subgrupo normal puede tener indice infinito.
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A.2.3. Acciones

Definicion A.19. Sea X un conjunto y G un grupo. Una accion de G en X es una funcién
a:G x X — X tal que:

» a(e,z) = x para todo x € X y e es el elemento neutro del grupo.

» a(g192,%) = a(g1,a (g2, x)) para todo x € X y para todo g1, g2 € G.

Bajo estas condiciones, decimos que G actia en el conjunto X. Ademdas « es una accion
transitiva si para todo z,y € X existe n € G tal que o (n,x) = y. Sea x € X, al conjunto

() ={a€eG|ala,z) =1}

lo llamamos subgrupo estabilizador de x.

A.2.4. La reticula entera Z? y subgrupos de indice finito

Nos interesa el grupo (Zd, 69), donde
7% = {(w1,09,...,0q) |2, €Z, ¥V i=1,...,d}
y para (21, 2o, ..., 2q), (Y1, Y2, - - -, Ya) € Z%, ® se define

($17x27--'7xd>@(y17y27"'7yd) = ($1+y1,$2+927---7$d+yd)-

Teorema A.11 (FORMA NORMAL DE HERMITE). Cada reticula en L4 tiene una inica
representacion como la imagen de Z% bajo una matriz que tiene la forma

[ a; bz bz ... big

0 a9 b23 Ce bgd

0 0 as ‘e bgd (A].)
i 0O 0 0 ... aq |

donde a; > 1 con1 <1 <dy0<by;<a —1conit+1<j<d Mdisain, el indice de la
reticula en Z% es el producto de las entradas en la diagonal principal, es decir, es a; . .. aq.

Demostracion. Ver Teorema 22.1 en [10]. O
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Teorema A.12 (MINKOWSKY, [6]). Sea L € L4 una reticula de Z? de indice [L]. Sea S un
subconjunto convexo' de R™ simétrico respecto al origen, i.e. si x € S, entonces —x € S. Si
el volumen de S es estrictamente mayor que 2"d [L], entonces S debe contener al menos un
punto de la reticula L distinto al origen.

A.3. Funciones analiticas

En esta seccién presentamos los conceptos mas esenciales relacionados con funciones
analiticas y que se requieren en el contenido de la tesis.

A.3.1. Funciones aritméticas y generadores

Definicion A.20. Una funcidn aritmética a, es una funcién a,, : N — R (o C).
Ejemplo A.1 (IDENTIDAD). a,, = 1 para toda n € N es una funcién aritmética.

Ejemplo A.2 (FUNCION DE MOBIUS).

1 sin=1,
p(n)=< (1"  sin=pips...p, donde p; #p; y
0 en otro caso.

Existen varias formas de codificar a una funcién aritmética (ver [5]).

Definicion A.21. Sea a,, una funcién aritmética.

oo
= La funcion generadora ordinaria de a, es f(z) = E a,z".
n=0
> a
., . n
= La funcion generadora exponencial de a, es f(z) = E —'z”
n!
n=0

» La funcion generadora Exp-Log de a, es f(z) = exp (Z %z"> .
n

n=1

1Un subconjunto de R™ es convezo si cualesquiera dos puntos en el convexo, el segmento de recta que los
une también pertenece al conjunto convexo.
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oo
» La funcion generadora de Dirichlet de a,, es f(z) = n.
nZ

n=1

Denotamos por [2"] f (z) al n-ésimo termino de la funcién generadora ordinaria f (z).

Observacion A.4. Tanto la funcién generadora Exp-Log como la serie de Dirichlet no consi-
deran el valor ay que se asume como cero.

Definicion A.22. Sea a,, una funcién aritmética, su funcion suma es

St (n) = Zad.

d|n

Ejemplo A.3 (FUNCION ZETA DE RIEMANN). Si a,, = 1 para todo n € N (ver Ejemplo A.1),
entonces la funcién generadora de Dirichlet es

a(z):Z%.

n=1

Veremos que la funcién generadora de Dirichlet de la funcién de Mobius es la funcién
inversa de la funcién zeta de Riemann. Para esto necesitaremos la conocida férmula de Euler.

Teorema A.13 (FORMULA DE EULER). La funcidn zeta de Riemann admite la férmula

== I +——

z
n=1 p—primo p

y es vdlida para todo |z| > 1, donde el producto del lado derecho se extiende sobre todos los
PTiMos.

Demostracion. Tenemos que

I I 1 1 1 1
l—p> 1-2% 1-3% 1-5=2 1—-7=2""1—p="""

p—primo

La funcién zeta de Riemann es

¢(2) ! +1+ +1+1+1
Z) = _— = [R— JR— JR— J— J—
n:1nz 22 32 42 5z 6z
por lo que

IC()*1+1+1+1+

22 22 42 67 87
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entonces

TR S U R I I
e ) SV T AT T T T T

Repitiendo el mismo procedimiento con el termino (1 - 3%) resulta

1 1 11 1 1 1
1) (1-= —1
( 3)( 2z)<<z) tEtET I T T

Observamos que todos los elementos que tienen como factor 2 o 3 (o ambos) fueron removidos.
Repitiendo infinitamente tenemos

) (2626 (-2

asi obtenemos que

1
¢(2) =
(=) (0=5)(0-5) (- 0-m)
el cual podemos escribir como un producto infinito sobre todos los primos, por lo tanto

co=1II =

p—primo

]

Ejemplo A.4 (DIRICHLET, MOBIUS Y RIEMANN). La funcién generadora de Dirichlet de la
funcion de Mobius es el inverso de la funcién zeta de Riemann, es decir,

M(z):i“g): 11 (1_l).

z
n=1 p primo p

Esto se verifica directamente al expandir el producto infinito y agrupar los coeficientes de
1/n.

A.3.2. Producto de Dirichlet

Definicion A.23. Si a,, y b, son dos funciones aritméticas, definimos el producto de Dirichlet

de a, y b, por
(axb), = Z agbz.

dn
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Ademas para cada a,, tal que a; # 0, existe una funcién b, tal que (a xb), = 1y se
denota por a;,*.

Sean a(z), b(z) y ¢(z) las funciones generadoras de Dirichlet de las funciones aritméticas
Gy, by v ¢, respectivamente. Entonces

a(z) =b(2)c(z) <= a,=(bxc), Vn>1

Si tomamos ¢, = 1 para toda n > 1, obtenemos

ap = Zbd — b, = Zu(d)an/d.

din din
Esto demuestra el siguiente resultado fundamental.

Teorema A.14 (INVERSION DE MOBIUS). Cualquier funcion aritmética a, puede ser ex-
presada en términos de su funcion suma de la siguiente manera

ay, = Zu(d)Sf (g)

d|n

A.3.3. Extension analitica y frontera natural

Esta tltima parte del apéndice es para enunciar el Teorema de Carlson. Este resultado
es fundamental en todos los desarrollos de Lind [7]. En esta tesis presentamos tinicamente
su enunciado. Asumimos que el lector conoce el concepto de funcion analitica y de extension
analitica. Recordamos que la frontera natural de una funcién analitica es la frontera del
maximo dominio de analiticidad.

Teorema A.15 (CARLSON, [4]). Sea f(z) una funcidn analitica y suponga que la serie de
Taylor alrededor del origen tiene coeficientes enteros y radio de convergencia uno. Entonces
f(2) es racional o bien la frontera natural de f(z) es el circulo |z| = 1.
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