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Introduccion

El tema central de esta tesis es entender de manera clara y detallada la geome-
tria que rodea al grupo de transformaciones ortogonales y funciones conformes de un
espacio pseudo-euclidiano. Para lograr el objetivo anterior dividimos este trabajo en
dos partes, la primera donde abordamos la geometria del grupo pseudo-ortogonal y su
accidn sobre el espacio pseudo-Euclidiano respectivo y la segunda sobre la geometria
del grupo conforme de R! y su compatificacién conforme.

En el primer capitulo trabajamos con el ya conocido grupo pseudo-ortogonal @, (n),
donde lo abordamos desde un punto geométrico y algebraico al explicar con claridad la
relacién entre este objeto abstracto, visto como un grupo de Lie, y el dlgebra de Lie con
que estd emparentado; por ello utilizamos de manera recurrente elementos de la Teoria
de grupos de Lie para dar caracteristicas importantes de este grupo de Lie. Aqui nos
enfocamos en particular en estudiar la geometria en el plano IR% y la accién de ©;(2)
en este espacio, asi como en el espacio hiperbdlico ]Hé, el cono de luz ]LC} y el espacio
de de Sitter dSi; esto con la finalidad de estudiar y visualizar a detalle las propiedades
geométricas de las hipersuperficies H'~|, LC! ™' y dS™!, en el caso general del espacio
pseudo-Euclidiano R y la accién de O, (n) sobre las hipersuperficies mencionadas. Por
ultimo, motivados por la afirmacién de Kobayashi, en [Ko], e [zumiya, en [Iz], donde
dotan al espacio hiperbdlico de estructura de variedad homogénea al dar el difeomor-
fismo "H" = S(Dlld(n + 1)/SO(n), finalizamos este capitulo con una prueba formal a
este hecho y damos el difeomorfismo explicito utilizando un teorema muy recurrido de
variedades homogéneas, y como extra hacemos una generalizacion para los espacios
hiperbdlicos de cualquier dimension y con signatura arbitraria. Para los conceptos fun-
damentales y resultados utilizados en este capitulo nos apegamos principalmente a los
textos de [On] y [Wa].

En el segundo capitulo comenzamos haciendo los calculos con todo detalle de
la proyeccidn estereografica del espacio euclidiano R" en el espacio de de Sitter dS;
esto para motivar la generalizacion de proyeccion estereografica de R" a cualquier hi-
persuperficie cuadratica no singular, apelando en gran medida a nociones de geometria
proyectiva que pueden confrontarse en [Wy]. Continuamos postulando el teorema de
Liouville de transformaciones conformes en espacios pseudo-euclidianos, por ello in-
troducimos la nocién de pseudo-esfera, inversion en pseudo-esfera y reflexién en el
espacio R/, y estudiamos la geometria que hay con respecto a estas transformacio-
nes, ademds de probar en la segunda seccién que todas estas transformaciones son
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conformes con respecto a la métrica correspondiente. Vemos también cémo el grupo
conforme Conf(R’) de un espacio pseudo-euclidiano de dimensién n tiene asociado
una forma cuadratica de signatura v y es generado por inversiones en pseudo-esferas.
Con esto dltimo ponemos particular atencién en las inversiones en pseudo-esferas ya
que no estdn definidas de manera global, es més, el conjunto donde no estdn bien defi-
nidas resulta una hipersuperficie cuadratica. As{ para poder ver cémo se comporta una
inversion en estos puntos procedemos a realizar lo que llamamos compactificacién con-
forme; este procedimiento consiste en enviar de manera conforme el espacio R, en un
espacio compacto que llamamos la proyectivizacién del cono de luz IPIL(IthL1 C ]RIPL’L1
a través de la proyeccion estereografica y agregamos alli un cono al infinito, que consta
de aquellos puntos en ]PILCL’I} que se corresponde con el cono donde una inversién en
una pseudo-esfera no estd bien definida. Asi en la compactificacién conforme ]PIL(IZﬁjll
actia el grupo PO, (n+2) = (D:fﬁ/ Z, y tiene asociada una forma cuadrética de signa-
tura v+1y es generado por reflexiones que estdn definidas de manera global en PLC!} } .
Para finalizar hacemos ver que se tiene un difeomorfismo conforme entre P®,,;(n + 2)
y Conf(R?), por lo que entender la geometria de una transformacién conforme en R’
es equivalente a enteder la geometria de su representante en el grupo PO, (n + 2).
La importancia de dar todos estos hechos geométricos y estudiar con todo detalle el
grupo conforme radica en que es el grupo maximo que deja invariante las ecuaciones

de Maxwell en el espacio de Minkowski ]R‘l‘.




“Bendito seja eu por tudo quanto nao sei.
E isso tudo que verdadeiramente sou.

Gozo tudo isso como quem estd aqui ao sol. ”
Alberto Caeiro



Capitulo 1

Geometria del Espacio de
MinkowskKi.

”»

“I confess, I do not believe in time.
Vladimir Nabokov .

El espiritu del primer capitulo es dar una descripcion detallada de la
geometria en torno al grupo pseudo-ortogonal ®,(n); asi, aqui nos dedi-
camos a dar una presentacion bdsica del grupo pseudo-ortogonal de R} y
trabajar algunas de sus propiedades desde el punto de vista de la Teoria
de Grupos de Lie. Prestamos particular atencién a la accién que efectia
®,(n) sobre R’ y describimos las 6rbitas de dicha accién dando ejemplos
sencillos en dimensiones 2, 3 y 4. Hacemos hincapié en la accién de O, (n)
sobre el espacio hiperbélico y de Sitter, y se dan sus respectivos grupos de
isometrias.

1.1. Grupo Pseudo-Ortogonal.

Definicion 1.1. Una variedad pseudo-Riemanniana es una variedad diferenciable M
provista con un tensor métrico g (un campo tensorial (0, 2) simétrico y no degenerado
0
g € T,(M)).

Se denotard al tensor g mediante (, ), y se escribe
gu,w) =(u,w) €R.
Para un v € N tal que O < v < n se define el tensor métrico de indice v a través de
4 n
(u,,w,)y =— Z uw; + Z uw;, donde pe M, u,,w,€T,M.
i=1 i=v+1
En adelante, el espacio Euclidiano R” provisto con el tensor métrico ( , ), y que se

denota por R’ es llamado el espacio pseudo-euclidiano si 0 < v < n. En particular si
n>2, R} denota al n-espacio de Minkowski.

1



CAPITULO 1. GEOMETRIA DEL ESPACIO DE MINKOWSKI.

Caracterizacion de vectores del espacio de Minkowski.

Como la métrica no es definida positiva resulta la caracterizacion:
Un vector u en R" es:

de tipo espacio (espacial) si {(u,u) >0 o u=0,
nuloode tipoluz si (u,uy=0y u=#0,
de tipo tiempo (temporal)  si (u,u) <O0.
Definicién 1.2. Paran >2y0<v < n.

1.- Se define la pseudo-esfera de dimensién n e indice v, de radio r > 0 en R™**!
como la hipersuperficie cuadratica

dS™(r) = {u e R™" : (u,uy = ).
También denominada espacio de de Sitter.

2.-  El espacio pseudo-espacio hiperbdlico o solo espacio hiperbdlico de dimensién
n e indice v, de radio r > 0 en ]Rﬁﬂ es la hipersuperficie cuadratica descrita por

H'(r) == {u € R} : (u,uy = —r?).

v+1

3.-  El hiperplano de dimensién n — 1 generado por el elemento w € R/} se define por
medio de:
HP, ={u e R : (w,u) =0}

4.-  El cono de luz de dimensién n e indice v en R™*! es la hipersuperficie cuadratica
descrita por
LC" := {u € R : (u,u) = 0}.
Descripcion del Grupo Pseudo-Ortogonal ®, ().

Definicion 1.3. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable provista con una
estructura de grupo, para la cual la transformacién

0:GXG—>G:(0,1) - ¢(0,7) = ot}

paratodo o, 7 €G,
es C%.

Definicion 1.4. Un dlgebra de Lie g sobre R (o sobre C) es un espacio vectorial real
(o complejo) junto con un operador bilineal

[, ]l:gXg—p8 (llamado el corchete de Lie)

tal que para todo X, ¥, Z € g se cumple con:
(@) [X,Y]=-[Y,X] (anticonmutatividad)

(b) [[X,Y],Z]+I[Y, Z], X]+[[Z, X],Y] = 0. (identidad de Jacobi)




1.1. GRUPO PSEUDO-ORTOGONAL.

Definicion 1.5. Se define el dlgebra de Lie de un grupo de Lie G como el dlgebra de
Lie g de campos invariantes por la izquierda sobre qi_l o mads sencillamente se tomara
el algebra de Lie de un grupo de Lie G como el espacio tangente en e, T.G, provisto
con el corchete de Lie como producto.

Definicién 1.6. Para O < v < n, la matriz de signatura € es la matriz diagonal (6;;¢;)
cuyos factores en la diagonal estin dadospore; =... =g, =-1lyg  =...=¢&, = L.
Observar que &” = £ = &7/,

Definicion 1.7. Se denota al conjunto de todas las transformaciones lineales en R”
por Gl(n,R). Se define el conjunto de todas las isometrias lineales de R} como el
conjunto ®,(n) de todas las matrices g € Gl(n, R) que preservan el producto escalar
(u,w), = eu - w de RJ, donde “-” es el producto interior usual en R". ®,(n) con la
multiplicacion de matrices es un grupo, llamado grupo pseudo-ortogonal de dimensién
n'y signatura v.

En particular ®;(n) es un grupo de Lie y es llamado el grupo de Lorentz el cual es el
grupo de todas las isometrias lineales del espacio de Minkowski R.

Lema 1.8. Las siguientes propiedades para g € Gl(n, R)) son equivalentes:
1.- g€ ®O,(n).

2.- g'=¢eg'e, donde geGl(n,R).

Demostracion: Sea g € O,(n) entonces :
Paratodo u,w € R, (g(u),gw)), = <{(u,w),
Seglu)y-gw) = eu-w
o glegw)-w = eu-w
o g'eg(u) = eu
o gleg = ¢
og = e'le

Uno también puede probar que estas dos descripciones de ®,(n) son equivalentes
al hecho que g sea una transformacién lineal que lleva bases ortonormales de R/ en
bases ortonormales o de igual forma que los renglones (respectivamente columnas) de g

1Un campo vectorial X sobre G es llamado invariante por la izquierda si para cada p € G, X es lp-
relativo, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

diy
T.G — > T,G .

G——>G
o

El conjunto de campos vectoriales invariantes por la izquierda sobre un grupo de Lie G serd denotado en
adelante por la expresion §.
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formen una base ortonormal con respecto a la métrica de ]RﬁE]Una observacion certera
que resulta inmediata de la definicién previa es la identificacién ®,(n) = ©,_,(n),
consecuencia de tomar la aplicacién:

Iy : Gl(n,R) - Gl(n,R) : g > ogo

donde o= ( 0 Id(v)) ,

Idy_y 0

la cual es un automorfismo (en particular es un isomorfismo).

Definicion 1.9. Si G es un grupo de Lie y g su respectiva algebra de Lie, para cada
X € u, se define el elemento exp(X) € G como:

exp(X) = hx(1),

donde iy : R — G es un homomorfismo de grupos de Lie tal que dg’% o = X(e). Con

ello se define la aplicacion exponencial del dlgebra de Lie g sobre el grupo de Lie G
mediante la aplicacion descrita por

exp: g — G: X expX).

Para el dlgebra de Lie (gl(n, R), [A, B] = AB — BA) se define la funcién

exp : gl(n,R) — Gl(n,R)

AHeAzzni(;I:—;.

Con la nocién de la aplicacion exponencial en el conjunto de matrices nos enfocamos
en demostrar que el conjunto de matrices pseudo-antisimétricas es el dlgebra de Lie del
grupo O, (n). Este resultado es de gran utilidad porque caracterizar al grupo @, (n) es
mas sencillo si se conoce su dlgebra y el dlgebra de matrices antisimétricas, como se
verd mas adelante, tiene una presentacién mas amigable.

Lema 1.10. Sean G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie; y sean A cualquier subgrupo
abstracto de G y a un subespacio de 8. Sea U vecindad de 0 € g difeomorfa bajo la
aplicacion exponencial a una vecindad V de e. Si se supone que

exp(UNa)=ANYV,

entonces A con la topologia relativa es un subgrupo de Lie de G y @ la correspondiente
dlgebra de Lie de A.

o]

2La prueba completa de este hecho se encuentra en [On] pag. 234.
3Una prueba a este teorema puede ser encontrada en [Wa] pag. 104.

4



1.2. ORIENTACION

Teorema 1.11. El dlgebra de Lie 0,(n) de O, (n) es la subdlgebra de gl(n,R) que con-
siste de todas las matrices g tales que g" = —gge. Y g tiene la forma

a x

x* b)’
donde a € o(v) = {g € gl(v,R)| g" = —g}, b € o(n — v) y x es una matriz arbitraria de
ordenv X (n—v).

Demostracion: Sea U una vecindad de O en gl(n, R); se define la vecindad
simétrica U := U N U~' N U™ N (=U). Vemos que si g € U N o,(n) entonces
() =ef =% =g(e™¥)g,

y por el lema l| e € VNO,(n) (donde V = exp(ﬁ )). Inversamente, sea g € U y

e8 € VN ®,(n) entonces
(@) e = (cete) ! = €f,

lo cual implica que e™%%% = ¢ y por tanto —£ge = g"; ademds como —g y g° € U, y
ademds la funcion exp es inyectiva sobre U y haciendo uso del lema concluimos
que O, (n) es un grupo de Lie y ademds o,(n) es su dgebra de Lie.
Abhora si se elige cualquier elemento g € 0,(n) que expresamos en forma de bloques
de la siguiente manera:
_[a x
£ (y b) ’

donde a € gl(v,R) y b € gl(n — v, R). Dado que

o0
- 0 ]dn—v ’

y por la caracterizaciéon de las matrices en o0,(n) se tiene la ecuacién
a y a x -a X
= - E = ’
xt bT y b y —b

a'=-a, b"=-b, x=y".

y se concluye que

1.2. Orientacion

Sea g € O,(n), que expresamos como una matriz de bloques

ar X
g =
Yy ak
donde ar es una matriz cuadrada de v X v que representa la parte tipo tiempo y ag es
una matriz cuadrada de (n — v) X (n — v) que representa la parte de tipo espacio. Con

ello vemos a
ar 'R} > R}

5



CAPITULO 1. GEOMETRIA DEL ESPACIO DE MINKOWSKI.

ag : R - R",

como transformaciones lineales si se definen por medio de
ar = 7Ry © glry

ap ‘= TRn-v O ghRn—v,

donde niry y R+ son las proyecciones candnicas en R} y R"™ respectivamente; c6mo
g es invertible, entonces 7Ry y mre-v resultan invertibles si se restringe a los espacios
respectivos. Con estas peculiaridades damos una nocién de orientacién sobre R.

Definiciéon 1.12. Para 0 < v < n un elemento g € ®,(n) preserva (invierte) la
orientacion de tipo tiempo si detay > 0 (< 0) y preserva (invierte) la orientacién tipo
espacio si detag > 0 (< O)EI

Asi con la caracterizacion ulterior y del hecho que el determinante es invariante ba-
jo el cambio de coordenadas, dos matrices g,h € ®,(n) estan relacionadas si existe
una matriz de cambio de coordenadas o € Gl(n, R) tal que i = o-go-‘l. Y se tiene la
descomposicion de ®,(n) en los cuatro conjuntos indexados por el signo de los deter-
minantes:

O ., O, O )y ©; (),

donde los superindices indican que preserva la orientacién tipo tiempo si el primer
signo es positivo (+), y la invierte si es negativo (-), mientras que para el segundo signo
si es positivo (+) diremos que preserva la orientacion de tipo espacio y la invierte si es
negativo (-).

Ejemplo 1.13. Analicemos con cuidado el caso ®;(2). Si tomamos las matrices [e, e>],
[e1, —ez], [-e1,e2] y [—e1,—e2], con e, e; € ]R%, se observa que los renglones en cada
matriz son ortonormales con la métrica de ]R%, por lo que las matrices estdn en ©;(2).
Con la descomposicién en bloques descrita anteriormente se tiene que [e}, e2] € (DTJ'(Z)
que es la matriz identidad y preserva la orientacién de tipo tiempo y tipo espacio. Para
[—e1,e2] € O77(2), que es una reflexién con respecto al eje xa, aqui es claro que la
orientacion tipo tiempo se invierte y se preserva la orientaciéon de tipo tiempo. Mien-
tras que con [e, —e;] € O] (2) es una reflexién con respecto al eje x; y se tiene que
se invierte la orientacion de tipo espacio y se preserva la orientacion tipo tiempo. Por
dltimo para [—e;, —ez] € O] (2) que lo podemos ver como la composicién de las dos
matrices anteriores que vimos invierte ambos tipos de orientaci(’)rﬂ

Por otro lado, al introducir la funcion

(1.1)

PR - O(2): ¢ (cosh(¢>) senh(¢))‘

senh(¢) cosh(¢)

que es un homomorfismo de grupos de Lie, ¥ es continua por lo que su imagen
?(R) es un subgrupo conexo y cerrado de ®;(2). Observamos también que para to-
do ¢, det¥(¢) = 1,y ¥(¢) preserva la orientacién global de R?; ademis si ¢ =

4cf. en [On].
SLa matriz [—e;, —e2] preserva globalmente la orientacion

6



1.2. ORIENTACION

0, Y(0) = Idyx,. Por lo tanto P (R) parametriza la componente de la identidad en
O1(2), es decir, P(R) = ®]7(2). Es importante mencionar que el conjunto de matrices

cosh(¢) senh(¢)
(senh(¢) cosh(¢)
alli, resulta un subconjunto no acotado, por lo que ®;(2) no es un grupo compactdﬂ

), ahora visto como elementos de R*, con la idenficacién natural

Proposicién 1.14. O} *(n) es conexa para todo 0 < v < n.

Demostracion: Siv = 0 o v = n es sencillamente el caso del grupo O(n),
para el cual la componente de la identidad se sabe es conexa, por lo cual supondremos
que 0 < v < n, pero ademds tenemos la identificaciéon ®,(n) = ©,_,(n) y reducimos
atn mds y lo haremos para 0 < v < % Se procedera por induccién sobre n, que para
el caso n=1 resulta trivial, mientras que si n=2 tenemos el caso de ®(2) en donde se
utiliza el homomorfismo dado en la ecuacion (I.1)) para hacer ver que la componente de
la identidad en conexa. Supongamos la validez para n > 2 y verifiquemos la conexidad

de O} *(n + 1). Para ello consideremos la funcién
x :O,(n+1)— F(dS))

g (gley),...,glen),

donde F(dS?) es simplemente el conjunto de todos los (n) — marcos ortogonales sobre
dS!. Paracada g € ®) *(n+1) estd representado por un n—marco tangente (g(ey), . . ., g(en))
sobre el elemento g(e,+1) € dS}. Asi, utilizando fuertemente el hecho que dS), es cone-
x0, podemos trasladar continuamente cualquier marco en g(e,+1) a Un Marco en €,,1,
que equivale en ®,(n + 1) a que exista una curva de cualquier matriz g a un elemento
del tipo

— [(®f*(n) O

e (® e o)

0 1

y dado que la funcién det es continua, el signo en los determinantes a lo largo de la
curva que une a g y g es el mismo. Y por hipétesis inductiva podemos extender dicha
curva para que conecte a g con la identidad. Por tanto @ *(n + 1) es conexo. [ ]

Observacion 1.15. También se tienen los homeomorfismos

o) ~(n),
G : 0! *"(n) >3 O, "(n), 1o g0, (1.2)
o, “(n)
-1 0 0
donde g; € (’d“‘““"‘” 0 ),(‘1 0 ) 0 Iduows O
0 -1 0 Id(n—l)x(n—l) 0 0 1

Aqui nos percatamos que g; ¢ O *(n) y por ende g; - o ¢ O} *(n) para todo i y para
todo o= € ®; *(n) debido a que el determinante es multiplicativo; con esto G;-®; *(n)N

6 Como se verd en la siguiente seccidn, la accion de @1(2) en ]R% tiene como Orbitas, para vectores no
nulos, conjuntos no acotados; asf al considerar una representacién & : ©1(2) — O, (n) paran >2yv > 1,
las 6rbitas en R, para x # 0, también resultan conjuntos no acotados.

7



CAPITULO 1. GEOMETRIA DEL ESPACIO DE MINKOWSKI.

O *(n) = 0 por lo que estas clases son disjuntas y como cada G; representa una trasla-
ci6n izquierda de ®; *(n) en ®,(n) se tiene que O *(n), OF ~(n), O, "(n) y ®, ~(n),
son disjuntas y conexas. Ademds, O *(n+1) es conocida como la componente de la
identidad de ©,(n). Y se tiene que O *(n)UO;! ~(n), O * (MUY, *(n) y O *(mu
®, ~(n) resultan subgrupos de (Dv(nﬂ

1.3. La Accion del Grupo de Lorentz en el Espacio de
Minkowski.

Ahora nuestro cometido es dar una descripcion detallada de la accién del
grupo @, (n) en R}. Comenzamos con una caracterizacién en dimensiones
bajas, introduciendo primero una expresion de las matrices anti-simétricas
que conforman el 4lgebra de Lie, para después con base en el teorema
(I.I1) aplicar la transformacién exponencial y dar expresiones para los
elementos del respectivo grupo pseudo-ortogonal; pondremos particular
interés en el espacio-tiempo de Minkowski (IR‘I‘).

Demos pauta a ello recordando que en R? para cada 6 € R se tiene la representacion
matricial del grupo O(2) expresado por

_ [cos(8) —sen(0)
86 = sen(d)  cos(6)
En el caso del grupo de Lorentz ®;(2), como una consecuencia del teorema (I.17)),

01(2) := {g € 8l(2,R)|g" = —&ge } el conjunto de matrices pseudo-antisimétricas
resulta su dlgebra de Lie y se presenta la siguiente ecuacion que se debe satisfacer para

toda g € 01(2)
. fa b\ (1 0\fa b\[-1 O\ [-a b
&7 a) Tlo -1)le aflo 1)7\c -d)
de donde se deben cumplir las condiciones

a=-a, d=-d & a=b=0, y c=b,

7 Aqui una prueba sencilla a este hecho: S6lo debemos recordar que las matrices en el grupo @, () resul-
Dr 0

tan diagonalizables por lo que ar e equivalente a una matriz diagonal
y ag 0 Dg

) y el determinante
a x)!
se preserva en los bloques, as{ al calcular la inversa ( yT ) ésta es equivalente a una matriz diagonal de
D;! 0 . . . .
la forma 0 D1 donde el signo del determinante se preserva. Por lo tanto las uniones descritas resultan
E
subgrupos de O, (n).
’
0
dlgebra de Lie O(2) y donde se cumple que cos(x) = 1 — %2. + j‘% +...ysen(x) =x— gi, + gi, +...
También en [Wa] se especifica que 01(2) es el dlgebra de Lie de O;(2).

. . 0 .
8Una manera de calcular los elementos de O(2) es exponenciando las matrices ( de su respectiva
—-r




1.3. LA ACCION DEL GRUPO DE LORENTZ EN EL ESPACIO DE MINKOWSKI.

y asi g debe ser de la forma

(O r) donde r e R.
r 0

Y exponenciando dicha matriz

rz r Fz r5

_ (1+2—3!+§+... r+3—2!+5—4!+...)
r r I r
r+gt+s+... l+5+5

_ [cosh(r) senh(r)
~ \senh(r) cosh(r)]’

con lo cual se tiene la componente de la identidad ®7"(2) del grupo ®;(2). Para obtener
las demas componentes consideramos las traslaciones izquieras G; dadas en la ecuacién
(T.2) y se presentan los siguientes diagramas conmutativos

012 —X 0,2)

expl iexp

0,2 — v (2)

donde ®(2) € {O77(2), ©;(2), ®; (2)}. Es decir se tiene que exp odG,(X) = G; o
exp(X), para todo X € o; (Zﬂ

Definicion 1.16. Sea M una variedad y G un grupo de Lie.

(a) Una funcién u: G X M — M de clase C* que cumple con:

u(or,m) = pu(o, u(tm)), 'y ple,m)=m paratodoo,re Gyme M,

se llama una accion izquierda de G sobre M. Para la accién anterior y un ele-
mento o € G,

w:M->M
m — u(o, m)

es un difeomorfismo de M. Ademads se dice que m, € M es un punto fijo de la
accion w, si

o (m,) =m, paracadao € G.

(b) Sean : GxM — Myn, (m) = n(o,m), una accién izquierda. Dicha accién
es llamada efectiva si e € G es el tnico elemento para el cual ;, = id,,, y es
una accion transitiva, si para cada m y n € G siempre existe un o € G tal que
n.(m) = n.

9¢f. en [Wal.




CAPITULO 1. GEOMETRIA DEL ESPACIO DE MINKOWSKI.

(c¢) Para cualquier m € M la G-orbita o simplemente la drbita de m es definida como
el conjunto
G-m={g-mlgeG}.

(d) Seam,e My
Hy, = {0 € Gl (m,) = m,),

H,, es un subgrupo de Lie cerrado de G conocido como el grupo de isotropia en

m,.

Proposicion 1.17. Sea
a: 012 xR? = R} : (g4, %) > gp - x.
Entonces a es una accion suave y la orbita para cada x € ]R% \ {0} estd dada por:
1.- Si0 < (x,x) =r* = dS|(r)
2.- Si0> (x,x) =r* = H\(r)
3.- Si{x,x)1 =0=LC;
Demostracion: La accién @ para la componente O] *(3) se escribe como
a(gg, x) = (cosh(8)x; + sinh(6)x,, sinh(8)x; + cosh(6)x,)
donde x = (x1, x»), y en cada entrada tenemos una funcién suave. Mientras que
(go°x, go-x)1 = —(cosh(f)x;+sinh(6)x;)*+(sinh()x; +cosh(8)x2)* = —xT+x3 = {x, x); = ¢,

donde g € R, es decir ®;(2) preserva lanorma; asi si 0 < (x, x); = r? estamos paramen-
trizando una rama de la hiperbola del espacio dSi (r) y para obtener la otra rama sélo ne-
cesitamos la accion de ®]~(3) descrita por a(h, x) = (cosh(6)x; +sinh(6)x,, — sinh(6)x; —
cosh(@)xy).

En caso que —r? = (x, x); <0, haciendo actuar ®f+(3) como antes, obtenemos también
una rama de la hiperbola que conforma a ]H(l)(r) y para obtener la rama restante hacer-
mos actuar la componente ®;7(3) con a(h, x) = (—cosh(0)x; — sinh()x,, sinh(0)x; +
cosh(8)x»).

Entre tanto, para ILC} que consta de cuatro componentes conexas es necesario conside-
rar todas las componentes de ®;(2), por lo cual las siguientes aplicaciones parametrizan
cada una de las ramas de ]LC%:

O Q) XLEC = O1(2) & (g0 (07 = go - (x, )"

0 0

-1
0 1

(= =
~——

O XLC - O,Q2) ((_1 ?)-gg,u,x)f)a(_l g0~ (x.x)

O (2)XLC - ©1(2) : ((1 f)l).gg,(x,x)f)._)

0 ) 8o (x,x)'g

-1 0 -1 0
072 XLC; > O1(2) : ((0 _1)-ge,(x,X)’)'—>(O _1)'89'(X,X)T

10



1.3. LA ACCION DEL GRUPO DE LORENTZ EN EL ESPACIO DE MINKOWSKI.

Ahora analicemos cuidadosamente los casos ®;(3) y ®;(4). Como primer caso si
g € 01(3), g debe satisfacer la ecuacién

T

ry r r3 1 0 O ry r r3 —1 0 O - r r3
gT =\|\r4 rs rg ={0 -1 0 g F5 Fp 0 1 0]= Iy —rs —rel,
r; rg ry 0 0 -1)\r; rg rJlO 0 1 r; —rg —rog
por ello
r=rs=rg=0 'y rn=r4,r3=r7,F=-TI3.
Asi una matriz en 0;(3) se debe expresar como
O r1 n
1 0 nr donde r; € R,i=1,2,3.
r —r3 0

Ahora bien por el teorema (I.11) podemos exponenciar las matrices de la forma
previa y ver como se conforman los elementos de ®,(3). Haciendo este célculo se tiene

0 n n 1 0 0 0 rn n | 0 n n
explry 0 rl = |10 1 Of+|rn O 13 +E rn 0 r| +...
r —r3 0 O O 1 rn —r3 O ) r —r3 0
1 0 0 0 rn n | r+r,  —rmr rirs
= |0 1 O|+]|n 0 r3 +5 nr3 ry—rs rry
0 0 1 rn -r3 0 ' —rr3 ryr r—=r
| r(ri+r—r) nl+rn-r)
3— 1(r1+r2—r3) 0 r3(r1+r2—r3)
r(r +r—r3) -r(r +r—r) 0
r r
Sean p=(r1+r—r3) y A=|rn 0 r;|entonces
r —r3 0

1 1 1
exp(A) Id+A+—A+—pA+—p2A+...

1 2
1d+(ﬂ+§ﬂ+§pﬂ+—pﬂ ) (—A+—pﬂ+ap.ﬁl+ )

1 1 1 1 1 1
Id+A( +§+5' +—p +. )+A(§+—p+ap +. )
y denotemos por p; = (1+%+$p+%p2+...)yap2 = (%+$p+ép2+...)y
haciendo las debidas cuentas se sigue

L+ (ri+n)px rnpr—rnnp2  npi+rne
exp(A)=| rp1+rrpy 1+ —r3)py  1r3p1+rinp
rp1 —rirspy —npr+rinpy 1+ —r3)p

11
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la cual nos da una forma mds amigable de exhibir los elementos de la componente
O77(3) de ®;(3). De igual manera que en el caso de dimension 2, para obtener las de-
mds componentes utilizamos traslaciones izquierdas G; y los diagramas conmutativos
siguientes

013) —s 6,(3)

expl lexp

0:3) > O|(3)

donde @' (3) € {(O17(3), ®;*(3), ®;"(3)}.

En lo siguiente veremos cémo estdn involucrados los grupos ®(2) y O(2) como
subgrupos de ®;(3) y su accién en los espacios respectivos de ]R? por lo cual aqui es
importante hacer dos observaciones; la primera se deriva de considerar r, = r; = 0 con
lo que g € ®;(3) se presenta como

—h

0 rn O 1+2—‘,+4—‘+ r1+3i+§+.. 0
A=l 0 0] 'y expW) = r1+3—‘+ +. 1+;‘2+g+.. 0
0 00 0 0 1
cosh(r;) senh(r;) O
=|senh(r;) cosh(r;) Of.
0 0 1
Mientras tanto si r; =, =0
0 0 0 1 0 o
B=|0 0 rs y exp(B)=|0 1- ’3+’3 e (-S4 20
r3 75 7'2”7'4 '
0 -r; 0 0 m—g+o—... 1-Z+3-..
1 0 0
=10 cos(r;) —sen(r3)].
0 sen(r;) cos(rz)
También analizando el caso cuando r; = r3 = 0 se presenta
r2 4 F3 rS
0 0 n 1+2—2!+4—2+ o 0 m+FEF
=10 0 O y exp(@) = 0 1 0
,5 7‘2 r4
rn 00 r2+3—2+5—2+ 0 T+ Z 2

cosh(r,) 0 senh(rp)
= 0 1 0
senh(r;) 0 cosh(r,)

Definicion 1.18. Una representacion de G en un espacio vectorial real (o complejo)
V se define como un homomorfismo ¢ de G en el grupo de transformaciones lineales
de V en si mismo. Equivalentemente, una representacion es una accién de grupo « :
GXxV — V:(g,v)+— gk) que es lineal para todo g € G.

12
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Ejemplo 1.19. Sea G cualquier subgrupo de Gl(n,R), y sea V = R". Definimos @ :
GXR" - R" : (g,x) — ®(g,x) = g - x el producto matricial. ® es llamada la
representacion estdndar de G.

Proposicion 1.20. Las siguientes inclusiones son homomorfismos de grupos de Lie y
también representaciones.

0,2) = O,(3) : gl—>(§ (1)) (1.3)
002) = ©,(3) : g+—>((1) g). (1.4)
b a 0 b
0,2) = O,(3) : (‘C’ d)H 0 1 ol (1.5)

c 0 d

Demostracion: Para las funciones de las ecuaciones (1.3) y (1.4) es claro que
son homomorfismos. Y para la dltima se tiene para gy, - g4, € ©77(2) que

20,8 (cosh(&l) cosh(6,) + senh(6;) senh(6,) cosh(6;) senh(6,) + senh(6;) cosh(6,)
91. 92 -

senh(6,) cosh(8,) + cosh(8,) senh(6,) senh(8;) senh(6,) + cosh(6;) cosh(6,)

cosh(8;) cosh(6,) + senh(f;) senh(6,) O cosh(6,)senh(6;) + senh(8;) cosh(6,)
— 0 1 0
senh(6)) cosh(6,) + cosh(#,) senh(6;) 0O senh(d;) senh(8,) + cosh(8;) cosh(6,)

cosh(6;) 0 senh(6;))(cosh(6,) 0 senh(6,)
= 0 1 0 0 1 0 )
senh(6;) 0 cosh(8;))\senh(d,) O cosh(6,)

De manera andloga para cualesquiera g;, g» € ®1(2), que escribimos como g; = g; - gy,

1 0\(1 0\ (-1 0\ (-1 O .
ygz—gj'gag,dondegi,gje{(o 1)(0 _1),(0 1),(0 _1)}.Yha01endolas

operaciones respectivas, como el caso previo, se tiene

cosh(f;) 0O senh(6,) cosh(6,) 0 senh(6,)
81°82=8i"8,°8 8.~ 8& | O 1 0 |z o 1 0o |,
senh(6;) 0 cosh(8;) senh(6,) 0 cosh(6,)

_ ;0 . . .
en donde g;,g; € {(%’ 1)} . Asi ésta inclusién también es un homomorfismo de gru-

pos de Lie. [ ]

Observacion 1.21. Por el lema[L.8]se tiene que los vectores columna de una matriz
g € O,(n) forman una base ortonormal del espacio R, con lo que podemos pedir que
las primeras v columnas sean de cardcter causal tipo tiempo y los restantesde tipo espa-
cio; con lo anterior en mente las representaciones previas son las Unicas que preservan
la estructura geométrica que conlleva la métrica, por ello los homomorfismos de grupo
de Lie previos vistos como inclusiones siguen actuando sobre los espacios R? y R?,

13
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encajados de manera natural en R3, como se ha mencionado anteriormente. Por otra
parte, s6lo introducimos estas representaciones de ®;(2) y O(2) pues, como se vera
mads adelante, son suficientes para calcular la 6rbita de cualquier vector en ]R?.

Ahora describamos geométricamente lo que estd ocurriendo cuando actian ®(2) y
0(2), vistos como subgrupos de ®;(3), en ]R?:

Al tomar el homomorfismo dado en la ecuacién (I.3), los vectores columnas resultan
ser linealmente independientes y

cosh(ry) senh(r;) 0
vy =|senh(r;)|, vo=|cosh(r;)| y v3=]|0],
0 0 1

es una base ortonormal de ]R?, v3 es claro que es un vector fijo de tipo espacio, mientras

que v; y v, parametrizan precisamente a @ *(2), que actia de la forma natural antes

descrita, sobre el plano z = 0 que no es mds que IR?; consideremos el plano dado por
a

Z = k, con k no nulo, aqui los vectores toman las expresiones || y bajo la accién
K

acosh(ry) + bsenh(r)
de (g (1)) se transforman en |asenh(r;) + b cosh(ry) [, con lo que variando r; € R

0
K

y k fijo, estamos parametrizando una rama de una hipérbola, y tomando la accién de
los elementos restantes de ®;(2)(bajo la inclusién (L3)) la 6rbita de estos puntos es
descrita por la hipérbola cuyos puntos satisfacen simultineamente las ecuaciones

-4y 42 = -+ b+ K (1.6)
z = k, (1.7)

2= —a*+bh*+it yel

que geométricamente es la interseccion del espacio dS%(r), con r
K
plano a altura « con respecto a z. En el caso del elemento | 0|, que es de caracter causal
K
k cosh(ry)
tipo luz, aqui su 6rbita es dibujada por | k senh(r}) |, lo cual describe también una hipér-
K
bolﬂ Asfi por la descripcién anterior damos la presentacion de las orbitas para cada
plano z = «, descritas por la figura 1.1, donde la hipérbola punteada describe la érbita
de vectores con caracter causal tipo luz, mientras que las curvas por debajo de ella son
elementos de tipo espacio y las restantes de tipo tiempo. Y para el homomorfismo
dado en la ecuacién (I.4) tenemos que

1 0 0
vi =|0|, vy =]cos(r;) y vz =|-—sen(r3)|,
0 sen(rz) cos(r3)

10Est4 curva no es mds que la interseccion del plano z = « con el cono de luz.

14
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Figura 1.1: Orbitas en planos de la forma z = k bajo la accién de @, (2).

es una base ortogonal de R?, donde ahora v; es un vector fijo de tipo tiempo; pero
ya sabemos que O(2) actiia en IR? a través de rotaciones respecto al origen, asi con el
1 0 0
efecto ya antes descrito en R?, pero ahora |0 cos(r3) —sen(r3) | actdia sobre ]R? con
0 sen(r3) cos(rs)
t
rotaciones tales que dejan invariantes a todos los vectores de la forma y = |0}, con

0
t € R\ {0}. Pero al calcular el efecto de tales matrices sobre el plano x = 0, se tiene

que para cada elemento alli su 6rbita es sélo una circunferencia de caricter causal tipo
espacio con centro en el origen y podemos describir las drbitas bajo la accién el grupo
O(2) en este plano con el siguiente dibujo

Orbitas|de Tipo Espacio

Figura 1.2: Orbitas bajo la accién de O(2).

Mientras que al trabajar con un plano paralelo a x = 0, digamos x = «, las érbitas que
resultan son idénticas al caso anterior, mas aqui el cardcter causal varia con respecto a
cada vector, por ello resultan las siguentes 6rbitas dadas por la figura 1.3,
donde la circunferencia punteada es de caricter causal tipo luz y consta de aquellos
puntos que satisfacen las ecuaciones

P2 =i (1.8)
x=k (1.9)

mientras que las circunferencias en su interior son de tipo tiempo y aquellas que se

15
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Espacio

Figura 1.3: Orbitas bajo la accién de O(2).

encuentran en el exterior son de tipo espacio. Por tltimo para el subgrupo

cosh(r,) 0 senh(ry)
0 1 0
senh(r,) 0 cosh(r;)

se presentan las mismas 6rbitas que en la primera descripcion, ahora en planos de la
forma y = x € R. Teniendo en cuenta todos estos comentarios y del hecho que ®;(3)
preserva la métrica llegamos al siguiente resultado:

Proposicion 1.22. Sea a : ©;(3) X IR? - ]R? la accion natural de O1(3) en IR?.
Entonces para x + 0 se presentan las siguientes orbitas:

i- Sir=(,x),>0 = G- x=dS}r),
ii.- Si0o=(x,x), = G-x= ]LC%,
ili.- Sir=(,x), <0 = G-x= I[-I%(r).

Demostracion: Seav € ]R? y recordemos que O;(3) preserva la norma, asi de
inmediato se tiene las siguentes contenciones para todo @ € ®;(3):

i- Sir=@v >0 = a-vedSH VM),

ii.- Si0o=, vy = oz~v€]LC%,

iii.- Sir=(v,v)1 <0 = a-ve ]H(z)( V—=(v, v)).
Por otra parte para cualquier w = (wy, wy, w3)" € dS%(r) consideramos la matriz g =
1 0 0 . . .
,]con g’ € O(2) tal que g’ - "2) = . Dicha matriz existe puesto que (0, k)"
0 g w3 ky

estd en la 6rbita de (wo, w3)™ € R?, donde k; = w3 + w3. También tomemos la matriz
cosh(r,) 0 senh(rp)

h= 0 1 0 que satisface h- g-w = (O 0 r)T. Asi hemos probado
senh(r,) 0 cosh(rp)

que cualesquiera dos elementos de wy, w; € dS% (r) pueden ser llevados al (0,0,1)7, y

por transitividad x e y estdn en la misma 6rbita, es decir, ®;(3)(w) = dS%. Para ii.-)

16
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observar que ]LC% tiene dos componentes conexas, asi que al ejecutar el proceso previo
para cualquier w € ]L(E% s6lo se obtendra la componente conexa a la que pertenece. Pa-
ra verificar que la otra componente conexa es parte de la 6rbita de w también debemos
0 —cosh(r;) 0 senh(rp)
g’)’ cong € O2),ygi-h= 0 1 0
senh(r;) 0 cosh(r)
donde r, € R. Por dltimo en iii.-) procedemos de forma andloga a ii.-), puesto que
HZ(r) también es no conexo. ]

hacer actuar g; - g = ( 0

Proposicion 1.23. Sea a : ®;(3) x IR? — R? la accién de ®,(3) en R3, el grupo de
isotropia de ey y e3 es O(2) y O(2) respectivamente.

Demostracion: Esto se hace evidente tomando los homomorfismos dados en

(L3 y @4 [ |

Prosigamos ahora con el caso ®(4); trabajando andlogamente, para cada g € 0;(4),
se tiene la condicién

r rn r4 - rn r3 r4
r |V Ye 1 rg| _|7Ts —re —r7  —Ig
& r9 o T T2 o9  —rio —rai —ri
rs ri4 ris rie r3  —rg —rs —Te
por lo cual
rn=re=ri1=re=0y rn=rs, r3="r9, 14 =r13, r7=-r10, I3 = —T14, F2 = —T15,

y escribimos a los elementos de 0;(4) como

donde r; € R.
r3 =I5 —Tg 0

donde observamos que el nimero de pardmetros coincide con la dimensién del grupo
®,(4) de igual manera que para ®;(2) y ®;(3) y sus respectivas dlgebras.
Continuando con el andlisis del grupo ®;(4), en este caso como exp(0;(4)) — ©O(4),
tomando r3 = rs = rg = 0 estamos exponenciando matrices

0 r r 0
rn 0 rg O
rp  —ry 0 0
0o 0 0 O

que ya sabemos que caen precisamente en ®;(3). Mientras que al considerar r| = r, =
r3 = 0

0 0 o0

0 T4 rs
—r4 0 re

(=l el

—rs —Te 0

17
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estamos exponenciando elementos que estdn en el conjunto de matrices antisimétricas,
que es el dlgebra de Lie del grupo O(3).

Proposicion 1.24. Los siguientes homomorfismos de O1(3) y O3) en O(4) también
son representaciones

0,3) > O,4) gl—)(g (1)) (1.10)

03) > O, 4d): g H((l) g). (1.11)

Observacion 1.25. La demostracién de la proposicion es andloga a la de
la proposicién (1.20). Aqui s6lo trabajamos con dos representaciones ya que las otras
dos se obtienen de manera sencilla componiendo con un cambio de coordenadas dadas
por el intercambio de los ejes coordenados.

Proposicion 1.26. El grupo de isotropia bajo la accion de ©1(4) en ]R? de los vectores
en H ={(0,0,0,1) € IR‘HI € R} es ©1(3) y para puntos en G = {(t,0,0,0) € ]Rﬂf € R}
es O(3).

Demostracion: Sea ®;(3) ¢ ®;(4) de la manera siguiente

0
©,3) > @) : g (g 1).
por lo que ®;(3) va a estar actuando en ]R‘l‘; la accién que describe es dejar fija la
direccién espacial e4 y actia en el complemento ortogonal, que es isomorfo a R3, de la
manera descrita en [1.220'"] Mientras tanto para el subgrupo O(3) ¢ ®;(4), mediante el
encaje

03) = O,(4): g - (é 2)

el efecto que realizan estas matrices es fijar el eje temporal x; y hacer rotaciones en el
complemento ortogonal. [ |

Proposicion 1.27. Las drbitas bajo la accion de O(3) en ]R‘]1 son difeomorfas a LC?,
IH% y dS?, mientras que para la accién de O(3) las drbitas resultantes son difeomorfas
a$?’.

Demostracion: Consideremos las inclusiones de estos dos subgrupos de ®;(4)
como en la demostracion previa. ®;(3) actda sobre el plano x4 = 0 que es isomorfo
a ]R? como se describié en la proposicién y de donde resultan las 6rbitas ya
mencionadas. En tanto para la accién de O(3), damos cuenta que para un vector de tipo
espacio su Orbita es una esfera cuyo radio depende de la norma del vector, y donde los
vectores fijos son todos los vectores sobre el eje temporal. Ahora si consideramos un
hiperplano tridimensional paralelo a R? x {0} a altura k, las 6rbitas que resultan bajo la
accién que efectda O(3) alli es la siguiente:

Para los otros dos ejes espaciales restantes @ (3) actiia de igual manera salvo el hecho que debemos
considerar el encaje adecuado en O, 4).
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Seav = (x1, X2, X3, k):
1.- Si(v,v) =0 y v # 0 la 6rbita es difeomorfa a $? y es (R* X {k}) N LC3.
2.- Si(v,v) <0, la 6rbita es difeomorfa a $ y es (R* x {k}) N H3 (V=(v, v)).

3.- Por dltimo, si (v,v) > 0, la 6rbita es también difeomorfa a $> y es (R? x {k}) N

das; (Vv v)).

Afirmacion: Cabe mencionar que con el mismo espiritu de las proposiciones (1.20) y
(1.24) se verifican las inclusiones para 0 < v < n

O,n-1) ——0,n)

L

Ok — 1) —= O(k)

con k = n — v; que son homomorfismos de grupos de Lie.
Dadas las descripciones previas, podemos calcular las 6rbitas de un vector u € R’
bajo la accién respectiva de ©,(n).

Ejemplo 1.28. El grupo ®;(3) actiia transitivamente en H2, esto se hace evidente al
tomar cualquier elemento x € ]H% cuyas coordenadas son (xi, X2, x3); por dicho punto
pasa el plano x = xj, que es paralelo al plano yz en donde sabemos que las 6rbitas

0 o 2)) , son circunferencias, por lo que existe g € ((1) 0?2)) tal

que g(xy, x2,x3) = (x1,k,0) donde k = x% + x%; ahora en el plano xy hacemos actuar
01(2)
0
centrada, ademas como x € ]H%, —x% + x% + x% =-1=x =1+ k)% y (x1,k,0)
0(2) O)

bajo la accién de (

0 . .
el subgrupo ( 1), que sabemos lo hace de manera transitiva en cada hipérbola

0 1
tal que h o g(xy, x2, x3) = (1,0, 0). Por lo que cualquier elemento ]H(z) puede ser llevado
a e y con ello la accién es transitiva alli.

pertenece a ]H(l), encajado de manera natural en el plano xy, asi existe /1 € (

Ahora generalizando ésto para cualquier dimensidn y signatura damos la siguiente
afirmacion:

Proposicion 1.29. O, (n + 1) actila transitivamente en dS;(k), ILC., y H!(k).

Demostracion: Procederemos por induccién sobre la dimensién. Para el
caso base, ®;(2) actia en R?, en donde las érbitas son precisamente el cono de luz,
el espacio hiperbdlico y el espacio de de Sitter alli inmersos. Para el caso n, sea
w = (ai,...,a,) € HJ, entonces existe un a; = 0 con j < v. Para a; # 0 elijamos
el hiperplano de dimensién n — 1 a altura a;, dicho plano es difeomorfo a ]Rﬁ:}, donde
por hipétesis inductiva O, (n) C Q)’V’Ii actia de manera transitiva en lH"f:% por lo que
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existe g € O,(n) tal que o - w € {[+1,0,...,0,a;,0,...,0]} y ahora para el hiperplano
2-dimensional en donde la primera y j-ésima entrada no se anulan, se tiene actuando a
O(2) c ®,(n) en donde afirmamos que existe T € O(2) tal que 7o - w = [1,0,...,0]
y por ello la accién es transitiva en HY. Para los casos restantes la demostracion es
totalmente andloga. [ |

Proposicion 1.30. Parae; = (1, 0,...,0) € R}, conv > 0, el grupo de isotropia bajo
——

(n—1)—veces
la accion ©,(n) xR, — R} es O,_;(n — 1); mientras que para e, = (0,...,0,1) e R}

(n—1)—veces

el grupo de isotropia es O,(n — 1).

Demostracion: Las proposiciones (1.23) y (1.26) nos ayudan a visualizar de
manera geométrica este hecho; con el mismo espiritu se toma una matriz

g=(; i)e@v(n) donde a€R,A e GLxn - 1,R),

para que g esté en el grupo de isotropia de e; se debe satisfacer

coely -4

ysesiguequea=1yb=(0,...,0),y ademds el bloque A estd compuesto por n — 1
———

(n—1)—veces
vectores ortonormales, es decir, A € ©,_;(n — 1). Esto nos lleva a la expresién

1 0
=0 o, -1

En tanto, con los mismos argumentos, para una matrix 2 € ®,(n) que cumple con
O,(n-1) O)

0" 1 "

h-e, = e,, ésta se debe ver como i = (

De la proposicién (I.29) y con argumentos andlogos a los dados en la proposicién
(1.22), teniendo en cuenta la dimension del espacio en cuestién se tiene la siguiente
afirmacion.

Proposicion 1.31. Sea G : O,(n) x R} — R la accion natural de ®,(n) en R
Entonces para x € R}, \ {0}

i- Sir=(x),>0 = G-v=dS"\(r),
ii- Si0=(x,x), = G-v=LC,
iii- Sir=(xx), <0 = G-v=HI0.
| ]

Observacion 1.32. Es preciso preguntarse también por el grupo de isotropia de un
elemento de tipo luz bajo la accién de O, (n). En el caso particular cuandon =2yv =1
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todos los elementos en ILC% son vectores con entradas [, +f] con ¢t € R\ {0} y haciendo
actuar al conjunto de rotaciones pseudo-ortogonal, es decir, matrices de la forma gy =

cosh(d) senh(6)
(senh(@) cosh(6)
con lo que se debe satisfacer las ecuaciones cosh(6)+ senh(6) = 1 y senh(8)=+ cosh(6) =
1 simultdneamente. Este sistema tiene una tnica solucién cuando 6 = 0 y es el caso de
la matriz identidad. Por otra parte, de la proposicién (1.30), los grupos de isotropia para
v > 1 resultan no compactos y no conexos; esto es importante recalcar pues al trabajar
con los cocientes respectivos (variedades homogéneas) también resultan no compactas,
como se vera en la siguiente seccion.

) se sigue que go-[t, 1] = [t(cosh(6)+ senh(H)), t(senh(F)= cosh(6))],

Proposicion 1.33. La dimensién de ®,(n) y 0,(n) es @

Demostracion: Por el teorema (1.11)) los elementos del dlgebra de Lie o, (n)

satisfacen g* = &,g¢,, entonces se tiene para g = (a;;) que a;; = aj parai € {1,...,v}
y j € {v+1,...n}, mientras que a;; = —aj; parai € {1,...,v}y j € {I,...v}, 0
iefv+1,...,nlyje{v+1,...n}, de donde observamos que a; = 0y g es una matriz

con ceros en la diagonal y los elementos por encima de la diagonal parametrizan ésta
dlgebra. Asi sélo toca contar el nimero de entradas por arriba de la diagonal, que esta
n(n-1)

dado por =5—. |

1.4. Grupo de Isometrias del Espacio de Minkowski.

Definicion 1.34. Sean M y N variedades pseudo-Riemannianas con tensores métricos
gy y gy respectivamente. Una isometria de M a N es un difeomorfismo ¢ : M — N
que preserva el tensor métrico:

0" (8n) = 8-

Para hacerlo més evidente expresamos una isometria entre variedades diferenciales
como aquellas aplicaciones que satisfacen (dp(u), dp(w)) = (u,w) para todo u, w €
T,M, p € M. Puesto que ¢ es un difeomorfismo entonces la diferencial d¢ resulta un
isomorfismo lineal, y asi d¢,, s una isometria lineal.

Observacion 1.35. Las matrices del grupo ®,(n) satisfacen la definicién de
isometria, con esto en mente veamos cudles son todas las isometrias de R]. Se denotara
en lo sucesivo al grupo de isometrias de R/, a través de I(R}), en particular si v = 1
y n 2 2, I(RY) es llamado el grupo de Poincaré o grupo de Lorentz no-homogéneo.
Para ver cudl es el conjunto de todas estas transformaciones comencemos haciendo ver
que el grupo de isometrias lineales de R es el subgrupo @, (n). También si w € R}, la
funcién traslacién

. n n.
T,:R, >R} : x> x+w,

es una isometria del espacio de Minkowski ((dT (), dT(w)) = (u, w) para todo u,w €
R”); y el conjunto de todas las traslaciones forman un subgrupo abeliano de I(R}) que
resulta isomorfo a R”. Hasta este punto se sabe con seguridad que cada isometria en
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R’ tiene una unica expresién como 7, o g, donde x e Rl y g € Q)V(nfz]y como extra
se tiene la afirmacidn siguiente:

Proposicion 1.36. I(R) es un grupo de Lie.

Demostracion:  Puesto que goT), = T,0g se tiene que el grupo de traslaciones es
un subgrupo normal de I(R}) por lo cual se tiene la descomposicion I(R}) = R"=<®,(n)
en donde cada factor es un grupo de Lie y por ende I(R}) lo es. Como extra, en base a
la proposicién (1.33), se tiene que
nin+1)

>

y se sigue ademds que I(R”) tiene cuatro componentes. [ |

dimI(R}) = dimR" + dim®,(n) =

Observacion 1.37. Restringiendo el conjunto de isometrias I(]Rffj:%) a las hipersu-

perficies H} y dS”, ,; se presentan los siguientes grupos de isometrias

I@S),) =0+ 1)y IH) =0 (n+1),

Para checar esto, se tiene que cada isometria lineal & € @, ;(n + 1) C I(IR:fL‘) cumple

con que (S}, ) =dS],, yasi®,,(n+1)C I(]R’V‘LI). Mientras que la aplicacién

H: ®V+1(n + 1) ad I(dS'jH) che> /’lldsa_]

donde hlgs: , es s6lo la restriccion al espacio de de Sitter. Es claro que H(hy o hp) =
h1|ds';_+] o h2|dSC+1 y H es un homomorfismo de grupos de Lie que evidentemente es in-
yectivo. En tanto que para verificar la suprayectividad de H se sabe que si ¢ € I(]R’vlj:]l)
existe una tnica transformaciéon & € ®,,(n + 1) tal que ¢(e,+1) = h(e,+1) y ademds
do(en+1) = dh(eyy1) = h(en+1ﬁ. Entonces hlgs:, = ¢ y se concluye que ISy, ) =
®,.1(n+ 1). De igual manera como O, (n + 1)(H})) = H se tiene el siguiente isomor-

fismo de grupos de Lie

H : Q)V+1(I’l + 1) — I(IHz) the h|]Hg.

La accién de SO, (n + 1) sobre "H".

Definicion 1.38. Se introduce el subgrupo de ®,(n) que preserva o invierte simul-
tdneamente la orientacién en R, que denotamos por SO, (n) y que lleva por nombre
grupo pseudo-especial ortogonal, mediante el conjunto

3O,(n) ={g € O,(n)|detg = 1}.
Inmediatamente aparece la igualdad
SO,(n) =0 "(n) VO, “(n),

y SO, (n) es un subgrupo de Lie de ®,(n), ademads es sencillo ver que el dlgebra de Lie
de $®,(n) coincide con el dlgebra de Lie de ©,(n).

12Ver [On], pag. 240.
13Ver [On] pagina 113.
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Teorema 1.39. Sea y : G X M — M una accion izquierda y transitiva de un grupo
de Lie sobre una variedad M. Si m;, € M y H es su grupo de isotropia, entonces la
funcion:

{:G/H—->M:0Hw— yx (m)), paracada cH <€ G/H.

es un difeomorfismo. O

Teorema 1.40. Sean M y N variedades diferenciables. Supongamos que ¢ : N - M
es C®, que (X, :,ij] es una subvariedad de M y que ¢ se factoriza a través de (X, ), es
decir, o(N) C y(X). Como Y es inyectiva, existe una tinica funcion ¢, : N — X tal que
Yo, = ¢. Asi, si @, es continua, entonces es también C* y ¢, es continua si  es un
encaje.

N4¢>M

x v

X
= k]

De igual manera que en el caso cldsico Gl(n, R) actia sobre R? mediante multiplica-
cién por la izquierda a través de

n:Gl(n,R) xR} - R} : (o,w) » o(w) =0 w,

donde 7 es una accién diferenciable. Para definir una accién continua sobre la hoja po-
sitiva del hiperboloide (denotada por "H") se considera la componente de la identidad
del grupo pseudo-especial ortogonal que se denotara por S(Dlld(n +1), factoricemos pues
la accién 7 a través de (" H", i), donde por supuesto i es la inclusién canénica; para esto
tltimo tenemos, por el teorema (1.40), el diagrama

S(Dlld(n + 1) x H" S R7+!

+

H”
y tenemos una accién bien definida sobre 'H” dada por
SO (n+1)x H —=F
(&w) g w
Teorema 1.41. Paran > 2 se cumple

"H" = SO, (n+ 1)/SO(n).

14 Aqui (X, ) es una inversién uno a uno, es decir, dy es no singular para cada punto n € M.
15Las demostraciones a estas tltimas dos afirmaciones pueden ser consultadas en [Wa ], pags 123 y 26
resp.
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Demostracion: Aplicando el teorema (1.39) a la accién
n: SQ)’f{(n +1)x H' - H": (gw)H— gw

la prueba se reduce a mostrar que 77 es una accién transitiva y a calcular el grupo de
isotropia de un elemento, en particular de e; = (1,0, --- ,0).
En efecto la accidn es transitiva: sea p € "H", yB ={vi,...,Vu+1} unabase ortonormal
del espacio ]erm que tenga la orientacién positiva tanto de tipo tiempo como de tipo
espacio, y donde tomamos el primer elemento de esta base precisamente a v; = p. Para
la base § tomemos la matriz @, € SQ)Ild(n + 1) tal que a(e;) = v; parai € {1,...,n+ 1}.
Asi para cualesquiera dos elementos p, 0 € ~H" podemos tomar Qp, @y € SQ)II(I(n +1)
y tenemos p = a, - a;' (Q).

Para calcular el grupo de isotropia de e;, damos cuenta que las matrices de la forma

1 0
0" SO(n)

cumplen con la propiedad o(e;) = e;. Ahora sea o € S(Dlld(n + 1) tal que o(e;) = e
entonces las entradas 0;; = Oparal < iy o) = 1, pero como o estd en el grupo
pseudo-ortogonal entonces ); o-%l. = 1 y entonces o; = 0, con ello

. 1 0 )
T\ som)

Como ya se menciond SQ)IId(n + 1) es un grupo de Lie y $O(n) es de manera natural
un subgrupo de Lie de S(Dlld (n + 1), asi aplicamos el teorema y de esta forma
construir la funcién

@ : 80, (n+1)/S0(n) > 'H"

a(O@m—1)) > o(ey)

que es un difeomorfismo. [ |

Un resultado general motivado por el teorema anterior es

Teorema 1.42. Para 1 < v < n se satisface

HY = 0,11 + 1)/O,(n).

Demostracion: Por la proposicién (1.29) ®,,(n + 1) actda transitivamente
en H! y para e; el grupo de isotropia es @, (n). Asi se sigue la afirmacién y H} es una
variedad homogénea. [ |

Teniendo en mente el difeomorfismo
@ R"XS"™ = dS} : (x,y) = (x, (1 + |x|2)%y) (1.12)

es claro que es una funcién diferenciable entrada a entrada y su inversa estd dada por
x,y) - (x,(1 + |x|2)‘% v). Asi H} = dS;_,, afirmamos que sin importar la signatura el
espacio hiperbdlico y el espacio de de Sitter son homogéneos.
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Capitulo 2

El Teorema de Liouville y
Compactificacion Conforme.

El capitulo presente es dedicado a una discusién detallada de las
aplicaciones conformes en R!. Comenzamos con una construccién de la
proyeccion estereogréfica de R’ sobre el espacio dSj, pues ésto nos ser-
vird para dar un tratamiento mas sencillo y geométrico de las funciones
conformes, ademds de ser fundamental para la construccién de la com-
pactificacién conforme de R]. Aqui también enunciamos la versién del
teorema de Liouville en espacios pseudo-euclidianos y explicamos a de-
talle cémo se comportan los elementos del grupo conforme de R/, cuando
son extendidos a través de la compactificacién conforme.

2.1. Proyeccion Estereografica.

En esta primera seccién generalizamos la nocién de proyeccion estereografica de R”
a cualquier hipersuperficie cuadratica no singular tomando como referencia la ya cono-
cida proyeccion estereografica de R” en la esfera $”. Aqui hacemos los calculos para el
caso en que la superficie es el espacio de de Sitter dS} (andlogamente para H) jugan-
do con un poco de geometria proyectiva. Asi se introducen primero las definiciones de
proyeccidn estereografica y espacio proyectivo que son la base para esta construccion.

Definicién 2.1. Sean $" = {x € R"™!|x? + ... + x?

.1 = 1} la esfera unitaria de

dimensién n y R" ¢ R mediante el encaje
i : R" > R"™: x> (x,0),

la aplicacion

o R" > 8" (x,0) > (x 2.1

I73EE]

donde es el producto interior usual de R” (ver figura[2.1)), es llamada la proyeccion

estereogrdfica de R" sobre §".

25



CAPITULO 2. EL TEOREMA DE LIOUVILLE Y COMPACTIFICACION CONFORME.

R"

Figura 2.1: Proyeccidn estereografica.

Definicién 2.2. Se define el espacio proyectivo real como el cociente R™! \ {0}/ ~,
donde ~ es la relacién de equivalencia tal que si x,y € R™!, x ~ y & x = Ay, para
algin A € R\ {0}. En adelante denotaremos al espacio proyectivo real de dimensién
n como RP” y a la clase de equivalencia determinada por el vector x como [x]. Las
coordenadas rectangulares (xi, . .., X,+1) son llamadas las coordenadas homogéneas del
punto [x] € RIP", y quedan determinadas salvo un miltiplo escalar no nulo. Ademads
se definen las cartas afines de RIP" como U; = {[x{,...,x,+1] € RP"|x; # 0} con
i={l,...,n+1}.

Observacion 2.3. De manera equivalente RIP" se construye a través del cociente
3"/ ~, donde la relacién se reduce a pedir que x ~ y & x = +y, y por afiadidura se
presenta la proyeccion candnica

7, 8" = RP": x— [x],
a saber m, se puede ver localmente como la identidad.
El camino a seguir en esta construccién es, como primer paso, tomar la inclusién
ty: R" = R™ 2 x5 (1, x), (2.2)
y la aplicacién de este hiperplano en RIP”*
7, :R"—> U cRP": x = [1,x], 2.3)

que llamaremos una proyectivizacion de R" en RIP" y que ademads resulta un encaje
de R” en el espacio proyectivo correspondiente, es mds, se tiene el difeomorfismo
R" = U;. Entonces con la funcién 7,,,; podemos tomar la composicion

2 x—1
Tu10@n :R" = Uy c RP™ s xeo 1, — 27

, , 2.4
x-x+1 x-x+1 24
con lo que vemos a R" como una esfera encajada en el espacio proyectivo, salvo el
punto [1,0,...,0,1] € U,. Asi R” estd encajado en RP"*!' de manera adecuada, como
$" \ {en+1}. Mientras tanto como dS; C R™! se tiene que 7, 1lasy define un encaje
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2.1. PROYECCION ESTEREOGRAFICA.

de dS” en RPP™*!, entonces podemos tomar una transformacién de RIP**! que envie
esta esfera $" \ {e,+1} a dS] encajada en RP™!. Con esta breve idea definamos la
transformacion

Tn+] . R]Pn+1 N RIPn+1

2 2 2 2
Theilxt, ... Xp02] = [(—x2 — =X e X (= Xg2),
2x2(X1 = Xp42)s -+ s 2X041 (X1 — Xpi2),
2 2 2 2
—x2—...—xv+1+...+xn+1—(x1—xn+2)]. (2.5)

T,+1 cumple que T4 [Ax] = AT [x] = Tpar[x] paratoda A € R\ {0}, es decir, T+ es
homogénea y esté bien definida en RIP**!. La transformacién T, | nos ayudari a exten-
der la proyeccidn estereografica definida en hacia el espacio dS), de la siguiente
manera: bajo la composicion 7,+1ly, © Tu41 © ¢, y haciendo los célculos respectivos se
presenta la funcion siguiente

M = n+1|U1 O Tyl © @ R" _>]R]Pn+]
4(—xf—...—x?,+...+xﬁ+1) 8x)
nn(xl,...,x,,) = s seees
(x-x+ 1) (x-x+1)?
8x, d-x - =X+ +xi-1)
(x-x+ 1%’ (x-x+1)?

(2.6)

donde 7.1y, es sélo la restriccién de T, en la carta afin U;. Ahora como la imagen
de i cae en RP"*! y aqui trabajamos con coordenadas homogéneas, entonces se puede

.. ., . (x-x+1)? .
multiplicar la ecuacién anterior por el factor promre e reprre B AL obtiene
2x1
Ma(X1,.. . X)) = I, > > B seees
(=x{—...—x+...+x;+1)
2%, (—x?—...—x§+...+x3—1)
(- =R+ 2+ D) (-2 - =2+ + 2+ D]

Observamos que dicha transformacidn estd bien definida salvo en los puntos x € R”
que satisfacen la ecuacién —x? —... — x; +...+x2 + 1 = 0, que es el conjunto definido

por ]Htfj c R". Ademds damos cuenta que los puntos de la imagen contenida en la
carta afin U, satisfacen la ecuacién —x% - = x% gt t xi +» — 1 = 0 que describe

puntualmente al espacio dS” € R”*! que estd encajado en U; ¢ RP"*!. Por dltimo
para definir la proyeccion de IR" sobre dS” recordamos que U, es isomorfo a R™*! por
lo que existe una inclusién natural de dS) en U;. Con esto se tiene bien definida la
siguiente proyeccion estereografica.

Definicién 2.4. SeandS} = {x e R"!|-x? —... - x2 +...+ x>, = 1} el espacio

de de Sitter de dimensién n con signatura v y R" ¢ R"*! mediante el encaje
it R" > R™ x5 (x,0).

La funcién
N, : R" \]HC’:Il — dS;.
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2x
(-x13"'sxn) = B ! ey
(=xf—...—x2+...+x2+1)
2%, (—x%—...—x?,+...+xﬁ—1)
(3= =2+ 42+ D) (-2 - =2+ x2+ ]

define la proyeccion estereografica de R” en dS;.

Ejemplo 2.5. Parael casode Ry dS{ se tiene la expresion de la proyeccion estereo-
gréifica

2x -2 -1

. 1.
MiRAEL N =S e | 75T T )

y observamos que en los puntos {—1, 1} donde no estd definida la funcién, es debido a
que las rectas que pasan por e; y {—1}, y por e; y {1} son paralelas a las asintotas de la
hipérbola dada por la ecuacién —x* + y*> — 1 = 0, es decir, dS.

Figura 2.2: La proyeccién estereogrifica de R en dS!, en donde « y f son las imagenes
respectivas de a 'y b.

Observacion 2.6. De igual manera se puede definir una proyeccion estereografica
de R" sobre cualquier otra hipersuperficie cuadrdtica no singular Q ¢ R™*!; sélo basta
encontrar una transformacién proyectiva adecuada que envie la esfera $” encajada en
U, ¢ RP™! alainclusién de Q en RIP**!, 1a cual existe pues cualesquiera hipersuper-
ficies cuadraticas no singulares son proyectivamente equivalentes, es decir, existe una
aplicacién proyectiva T : RP"*! — RIP"*! tal que T($") = Q. Para hacer claro este
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argumento presentamos el siguiente diagrama

RP"! r_ RP!

U 0 c U,
T+l Tﬁ
S - 0
@ e
P[]
]Rn

en donde 7} es un encaje de Q en alguna carta afin U; C RP"*! del mismo estilo que
a1 y donde np = 9 oil o T oTpyt © @ no es una funcién bien definida en R”
salvo en los puntos que no caen en la carta afin U}, después de aplicar la composicién
Toioﬁn-*—l O Pn.

2.2. Teorema de Liouville.

En esta seccién comenzamos enunciando la definicién de aplicacién conforme y el
teorema de Liouville para espacios pseudo-euclidianos, cuya demostracién puede en-
contrarse en [An], [Na] y [Sp]. Nuestra intencién aqui es desarrollar detalladamente
cémo son las transformaciones conformes en R} y probar que son generadas por inver-
siones con respecto a pseudo-esferas.

Definicion 2.7. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemannianay ¢ : M — M un
difeomorfismo. Diremos que ¢ es una aplicacion conforme si satisface

glde,(u), dp,(w)) = /lz(p)g(u, w) paratodo u, we T,M, y A € D(M)\ 0.
donde D(M) representa el conjunto de todas la funciones diferenciables de M en RR.

Observacion 2.8. Una funcién conforme ¢ es s6lo un rescalamiento de M. Con
la definicién previa vemos primero que toda aplicacién conforme preserva la causa-
lidad de los vectores, ya que en el espacio tangente g(de,(u), dp,(u)) = A2(p)g(u, u)
y donde 4> > 0 en todo p € M. Por otra parte bajo la composicién, el conjunto de
transformaciones conformes forma un grupo llamado el grupo conforme que se denota
por Conf(M).

Inmediatamente se tienen los siguientes resultados que se derivan de la definicion de
aplicacién conforme e isometria.

Proposicion 2.9. Sea (M, g) una variedad pseudo-Riemanniana. Para todo 7 € I(M),
7 es conforme. |

Proposicion 2.10. La homotecia
he :R} >R} : x> k-x donde keR\{0},

es conforme. [ ]
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Definicion 2.11. De manera general se puede definir una esfera de radio r € R con
centro en o € R}, como el conjunto de puntos x € R/, que satisfacen

(x—0,x—0),=r.

Con esta condicidn, si el radio es no nulo, definimos una esfera no degenerada , y si
r = 0 serd una esfera degenerada o singular.

Teorema 2.12. ( Liouville (1850) en espacios con signatura arbitraria .) Cada difeo-
morfismo conforme de R’} tiene la forma

v:R) >R} : x> kogoi(x)+w,

donde k € R/{0}, g € O,(n), i es la identidad o una inversion en una pseudo-esfera, y
we R

Inversiones en Pseudo-Esferas.

Para esferas no degeneradas en R] y en base a la nocién de polaridad se tiene la
siguiente definicion:

Definicién 2.13. La aplicacién

br0: RN LC(0) > R \LC™ 1 (0) : x 15 0 4 — =9 2.7)

(x—0,x—0),

donder # 0y ]LC;"I(o) = {x € R}[{x — 0, x — 0), = 0}, es la inversion en la pseudo-
esfera no singular de radio r y centro en o.

Ejemplo 2.14. Enelcasode IR% se presenta el siguiente comportamiento, al considerar
una inversién sobre la pseudo-esfera de radio —1 con centro en el origen (ver figura

@2.2)):

- R? R? : , — , -y .
¢: Ry - Ry (XY)'_’(_xz+yz 21y

Aqui la matriz de la diferencial es

2
o 1 ((x+y) ny)

T2+ ¥%)? 2xy x?+y?

la cual es invertible pues det(¢) = 1 7 que es no nula para puntos fuera del cono

JRCTEE
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2.2. TEOREMA DE LIOUVILLE.

de luz. Ademas, si (x,y), u = (u1,uz), w = (wy,wy) € R2, se tiene

Ay W), dpyy(W)) = (= + yHuy = 2xyuz, 2xyuy + (F +yHua),

(—x2 + y2)*
(=% + YWy — 2xywa, 2xywy + (2 + Y2 )wa))
1
= m[—(—(x2 + Y2 = 2xyun)(=(x + y*)wy = 2xyws))
+2xyuy + ( + Y)u2) Qxywr + (22 + Y )wa)]

1
= m[—(x2 + y2)2u1w1 - 4x2y2u2wz + 4x2y2u1w]+)

2 + ¥ urwr]

Syl #0425 + )
1
(=x2+y?)

1

= Gonp

[(—x +y*)*u, w)

donde se define A((x,y)) :=
macién conforme de IR?.

€ D(IR%); entonces la inversion ¢ es una transfor-

__ 1
[(CAYXEAYN

Figura 2.3: La inversion en la pseudo-esfera de radio —1, en donde @ y 8 son las ima-
genes respectivas de a y b bajo ¢.

Proposicion 2.15. Sean > 2y 0 < v < n. Lainversion ¢,, en R, con r # 0, es una
aplicacién conforme.

Demostracion: Podemos expresar a ¢, , como

¢r’0 = }"¢71’0 + o, dOnde o c R:l,, r e ]R/{O},
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es decir, cualquier inversion es la composicién de la inversion en la pseudo-esfera de
radio menos uno, una homotecia y una traslacion. Por las proposiciones (2.9) y (2.10)
las traslaciones y homotecias son conformes, asi s6lo basta verificar que ¢_; o también
lo es. Para ello al considerar ¢_; ¢ en términos de sus coordenadas obtenemos que la
matriz de la diferencial d¢_; o es

2 _ (xnx)y
—x] — 55 —Xixy e —X1Xy —X1Xpe1 —X1X
_ 2 ey — _ ... _
X% x5 — =3 XXy X2Xy41 X2Xyp
2
XXy
) —X1Xy —X2Xy e —Xy — O —Xy Xyl T XyXp
(x, x); (),
X1 Xy+1 X2Xy+1 e XyXy+1 —Xy+l — Y e Xy+1Xn
(ox)y
X1Xn X2Xn e XyXn Xy+1Xn e —Xn — Y
donde x = (xy,...,x,) € R} y de igual manera que en el ejemplo (2.14) se obtiene
(d(@-10)xW), d(@-10)x(W)y = ——5 - U, W)y ,
(x, x);
por lo cual, en R, ¢,, es una aplicacién conforme. [ ]

Observacion 2.16. Estas inversiones no satisfacen la condicién de conformalidad
en espacios euclidianos con la norma usual; si consideramos

2 2. * Y
dpr1p: R°—> R .(X,)’)'—’(_szryz’_xz +y2)

acompafiada por su diferencial

1 2 +y? 2x
dpro = ( Y ) )

(=2 =y \ =2xy  —(*+)%)

al verificar que se satisfagan las condiciones de conformalidad se presenta la siguiente
ecuacion

(% + yz)2 + 4xy

— - (W) + 2xy( + Y urwa + uaw)
(X, 07

(d(¢1,0)x(10), d(1,0)x(W)) =

lo que nos dice que esta inversién no es conforme en ]R2

Reflexiones

Toca el turno de analizar una reflexién en R/, para un hiperplano no singular, es decir,
un hiperplano generado por un vector no nulo; introducimos la nocién de reflexién con
respecto al hiperplano de la siguiente manera.

'De igual manera una inversién con respecto a una esfera euclidiana en un espacio cuya métrica tenga
signatura mayor que cero, ésta no resulta conforme alli.
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2.2. TEOREMA DE LIOUVILLE.

Definicion 2.17. Sean p, o € R, con {p,p), # 0. Una reflexién con respecto al
hiperplano dado por la condicién {p, x — 0), = 0, viene dada como la aplicacién:

_ 2<,0, X = 0>v
0. p)v

. n n.
Rpo : Ry =R} 1 x> x

Ejemplo 2.18. En ]R% se tiene la siguiente reflexion con respecto a una recta que pasa
por el origen

(@, b), (x,y)h1

Rap 00 R} = RY 1 (6,)) = (x,y) - =222 (a, b),
O T {(@.b), (@, b))
donde —a® + b? # 0. Asi Rup)00)(X,y) = (x - 2(:2';1:%’)“ Y — 2(:2);:3)”) y calculando la

matriz jacobiana de R4)0,0) S tiene

+ 24> _ _2ab
—2 2 —2 2
AR a.p),00)lcxy = [ e L 35 ] (2.8)
e ~

y evaluando para cualesquiera vectores u, w € T(x,y)]R% = ]R% se presenta

| (@* + b®uy — 2abu
dRap). 0.0y (@) = ( 1 )

—a2 + b2 \2abu; — (@ + bHu,
1 ((a2 +bHw; — 2abwz)

dR W)= ———
@n00lxn (W) —a? + b2 \2abw, — (@® + b)w,

Al verificar la condicion de conformalidad se tiene

dRup)00lcn@ dRap)00lcy W =
1

(—a? 1 b2

+ [Zabul —(@*+ bz)uz] [2abw1 —(@*+ bz)wz]}

{- [(a2 + by — 2abu2] [(a2 + bW — 2abw2]

= —(—a2 Py [(dz + b (—uyw + upwy) — 4a’ b (—uywy + uzwz)]
1

T+ (a* = 2a*b? + b*)u, wh

= <I/t, W>l

Ast dRa)0,0) €8 un aplicacién conforme, es mds, también es una isometria.

Proposiciéon 2.19. Sip, o € R}, con {p, p), # 0, entonces la reflexiéon R, , es confor-
me.

Demostracion: En efecto esta transformacion es conforme en R}, més atin,
(dRy (1), dR, (W), = (u, W)y, es decir, resulta una isometria. Para esta prueba sélo
basta verificar el caso de reflexiones en hiperplanos de R} que contienen al origen. Asi
en el sistema coordenado de R} 1a funcién R, se escribe

2<p’ x>v X, — 2<p’ x>V
o P T o,
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CAPITULO 2. EL TEOREMA DE LIOUVILLE Y COMPACTIFICACION CONFORME.

y la diferencial es

207 .. . .
1+<p’:)'> sii=jy l1<i<v
20% .. . .
_ _ -~ sii=jyv+1<i<nm )
diRp'(Xl ’’’’’ Xn) — p’J_ 2p,'pj<p’p>v .. . . . ?
@ sitizjy (@(<vo j<v),

—ﬁ siizjy (i>vy j=v).

y haciendo los cdlculos pertinentes se tiene
(dRp(w), dRy(W))y = (1, W)y, 2.9

y damos cuenta que R, € I(R}). [

Observacion 2.20. Esto nos permite pensar que una reflexion en un hiperplano
que contiene al origen resulta no otra cosa que un elemento del grupo ®,(n), pues R,
también es lineal. Con esto tltimo en mente hacemos la acotacién que el conjunto
de rotaciones en R! con centro en el origen, es generado por reflexiones, es mas, en
[Ce] se afirma que cada transformacion ortogonal en R es el producto de a lo mas n
reflexiones en hiperplanos.

Proposicion 2.21. Sea R, una reflexién con respecto a un hiperplano no singular,
entonces R, es el limite de una familia de inversiones.

Demostracion: Para la reflexion R, o = x — %w, consideremos el siguiente

conjunto de inversiones A = {¢,2(,, ), .r0l" € R\{0}}, en donde para cada ¢,2(, »y, 0 € A
se tiene

2
r{w, w
rw + #(x — rw)
(X — rw, x — rw),

¢r2<w,w>v,rw

Fw(x — rw, X — rw), + r’{w, ), — r{w, v)w

o Lo-3),

_ (W, ), (K, 0)o - rHw - 7,0 - 3)w)
= (W=3,0=1%), (w=-%w-1%),
_ () 2w, - Hx, )
S w-te-DS w-fe-3h

aplicando limite cuando r — +oo se sigue

(@0 Qrw, %), = 1x,x),) Aw, x)y
- x— =Xx—-—0w.

r—eo <"-)_%aw_§>v <w_);c9w_)_,f>v <(IJ,(IJ>V

Veamos también que tanto las homotecias y las translaciones resultan también ser el
limite de alguna familia de inversiones
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Proposicion 2.22. Una homotencia, i : Rl - Rl : x — k-x conk € R\ {0}, y
una traslaciéon 7, : R - R} : x = x4+ w conw € R, son limite de una familia de
inversiones.

Demostracion: Una homotecia es la composicién de dos inversiones concén-
tricas

ryx r
$r,0 © r,.0(X) = dry0 = —x,

x| r
para r; € R\ {0} tales que % = ¢, donde c es el factor de la homotecia. En tanto que
una traslacion se construye como la composicién de dos reflexiones en hiperplanos
paralelos dados por

2<W,X - %)v
CR(W’%W) o R(W,g)(x) = :R(w,%w) (x - Ww)
v 2<W,X*%>v 3
Aw,x =) 2w, x = —mEw = gw),
ST  ewy, T (w, w), "
w [ 2w, x = %),
T o ,<W’ v (w, w), W
2w | 2 il
— — 2x — v OVEAAUE ML
X Ty »(w, X —w) Y {w, x 4> (w, w) }
2w | w v
— — 2 — 5 /v 2 AT Ty
* (w,wy, L . x 2> - x 4>]
2w | w
= x-— 2w, -—
v, 20T
= X+w

e invocando la proposicién (2.21) se tiene que las traslaciones son generadas por inver-
siones. |

Por otra parte tenemos la siguiente afirmacién cuya demostracién radica en que las
traslaciones y las funciones lineales ortogonales son isometrias.

Proposicion 2.23. En R’ la funcién
¢:R) >R} :x—au-x+b
donde a € R, u € ®,(n) y b € R%, es un aplicacién conforme. |

Observacién 2.24. Aqui damos cuenta, puesto ®,(n) C Conf(R?), que el grupo
conforme de R’ es no compacto pues contiene a ®;(2), mediante el homomorfismo de
grupos de Lie

cosh(ry) 0 senh(r,)
0 Id(n_z) O )

(cosh(rg) senh(7,)
senh(r;) 0 cosh(r)

senh(r,) cosh(r)

por lo que visto, a ®,(2), como subconjunto de R" no estd acotado; asi Conf(R!)) como
subconjunto de R” no es compacto.
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Aqui generalizamos el ya conocido teorema de Liouville en espacios con métrica de
signatura v, donde 0 < v < n.

Teorema 2.25. El conjunto de transformaciones conformes de R’ es generado por
inversiones en pseudo-esferas. [ |

Demostracion:  Por el teorema de Liouville toda transformacion conforme
es composicién de una inversioén, un homotecia, una funcion lineal pseudo-ortogonal
y una traslacién. Mientras que por las proposiciones (2.21) y (2.22) y la observacién
(2.20) se tiene que las homotecias, traslaciones y funciones lineales pseudo-ortogonales
son generadas por inversiones.

[

2.3. Compatificacion Conforme

En la seccion pasada observamos que los generadores del grupo conforme Conf(R”)
no estaban definidos en todo R, (ver ecuacién @) entonces nuestro objetivo es exten-
der las inversiones a todo R]. Con este objetivo en mente, primero definimos la proyec-
cién estereografica sobre una pseudo-esfera haciendo uso de la métrica e introducimos
la nocién de perspectiva en dS’. Ya con estas dos definiciones veremos la relacién que
guarda una inversién y una perspectiva a través de la proyeccion estereogréfica.

Proyeccion Estereografica y Perspectiva en Pseudo-Esferas.

Considérese el encaje

i:R" - R™ : x> (x,0)

y sea e,y € R, Con este encaje la métrica de R™*! restringida a R” es la métrica con
signatura v. En base a la construccién de la seccién (2.1I) y tomando en consideracion
la métrica de R, se presenta la proyeccion estereogrdfica de R}, a dS!, como

(x,x), — 1

T]n(Rﬁ\H::%)X{O}—)dSﬁX'—)X‘Fme

- (2.10)

Observacion 2.26. Con esta presentacion, 7, es biyectiva entre el conjunto de
puntos de R? donde (x —e,11, X —e,+1), # 0,y aquellos puntos que no estdn en la inter-
seccién de dicha pseudo-esfera con el hiperplano x,,; = 1, que es un cono. Observar
que tanto el conjunto IH;‘:Il C R” como el cono inmerso en dS!, donde la proyeccién
estereografica no estd bien definida, son hipersuperficies cuadraticas. n, asi definida,

salvo en los elementos ya mencionados, resulta un difeomorfismo.

Proposicion 2.27. La proyeccién estereografica 7, : (R? \ ]HC’:II) x {0} — dS es una
aplicacién conforme.
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Demostracion: Para probar esto sélo reescribimos la proyeccién 7, como:

n+
(X—epr1, X —€ns1)y (X —Curl, X — Cur1)y

2(x — ept1) (x,x), +1)
= + n+l
(X=epri, X —Cni1)y (X — €1, X — ensl)y
2
ensl + (x —ens1)
<X — €n+l, X — en+l>v

17a(X) 1

que no es otra cosa que una inversién de R"*!, por lo que restringiendo esta inversién a
los espacios en cuestion, y apelando al teorema (2.15) la funcién 7, resulta conforme. m

Ahora introducimos la nocién de perspectiva en dSy; estas aplicaciones se corres-
ponden con inversiones en pseudo-esferas en espacios pseudo-Euclidianos al tomar en
cuenta la proyeccion estereogréfica, es decir, si i, es una perspectiva entonces tiene
asociada una tnica inversién en R}, dada por 7];1 o By

Definicién 2.28. Sea w € R\ dS”. Observando a dS” desde w a cada punto
x € dS} le asignamos el elemento J(x) que es el punto donde la recta, que une w con
x, vuelve a intersecar a dSj. Esta relacién define una funcién a la que llamamos una
perspectiva de dS!, desde el punto w. Una perspectiva estd dada por

<W’ W>v -1 2(1 - <W9 x)v)

¥, 1 dS) — dS} :
O T T T iy + w1 = 20w, 0y + ()

w, (2.11)

y w es llamado el polo de la perspectiva i,,.
Proposicion 2.29. Una perspectiva de dS', es una funcion conforme.

Demostracion: Una perspectiva dada por la ecuacién (2.11) se puede reducir a
la siguiente forma

9.0 = (w,w), — 1 (1= 2w, x), = (w,w),) + (1 —(w, W)v)w
v 1= 20w, Xy + (W, W), 1 —2(w, x)y + (w, w),
_ <W’ W)v - 1 (1 - <W, W>v)
= T T o o T = 20w, 1) + (s W)y
(w,w), — 1
w+ ——(x—w),

(x=w,x—w),

que expresa una inversién en una esfera no singular de R"*!, con centro en w y radio
(w,w), — 1.'Y se tiene que las perspectivas son también conformes pues en esencia son
reflexiones con respecto al plano generado por w; y asi queda justificado el nombre de
polo de la perspectiva ,, con el que denominamos a w. |

Proyectivizacion del Grupo Pseudo-Ortogonal.

Considerando la métrica en $" C ]Rg”rl como la restriccion de ¢, ), sobre $”, enton-
ces podemos inducir una métrica en RIP”, asi RIP" tiene asociada una forma cuadritica
con signatura v y escribimos RIP].
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Definicién 2.30. Sea ILC™'! c R"*?; la proyectivizacién de LC"*! en RIP™*! es la
v+1 v+1 v+1 v+1
interseccién de IL(E’Vlj:l1 con §™*! después de aplicar la relacién ~ dada en la definicién

(2.2). A la proyectivizacion del cono ILC"!! se denota por PLC!! = n(ILC"H] N S™*).

Para cualquier isometria lineal 2 € ®,,1(n + 2) C I(]R'V’:flz) se satisface, por la propo-
sicidon , que ILC’V’I} es invariante, ademas 4 induce una isometria en ]RIP’}}I% dada
por

R RPN - RP'!: [x] - [A(x)],

v+1

n+1

es decir h = mohon™!, que deja invariante a PLCT,,

es mds, por la relacién ~ se tiene
7o h(x) = h[x] = h[-x] = w0 h o (~1d)(x)

por lo que & y h o (—Id) definen la misma transformacién en el espacio proyectivo que

o : n+1
deja invariante PLC7,.

Definicién 2.31. El cociente @, (n + 2)/{ld+2), —Id(,+2)} es el conjunto de trans-
formaciones rigidas de ]RIP:‘L] que llamamos el grupo proyectivo pseudo-ortogonal que
denotaremos en adelante por PO, (n + 2).

Aqui presentamos algunas propiedades importantes para PO, (n + 2).

Proposicion 2.32. Sea y : PO, (n +2) X ]PILC:fL‘ - IP]L(IZ’\}L1 2 (h, [x]) — (h[x) la
accion de PO, (n + 2) sobre ]P]LC"}jrrl , entonces PO, (n + 2) actiia transitivamente en

]P]LC’Hl

v+1°

Demostracion:  Invocando el teorema se tiene que O, (n+2) actia de for-
ma transitiva sobre ]LCffﬂ, y particularmente actda transitivamente en ILC’V’L‘ Nl =~
{S" X Z5}. Sean [x], [y] € ]P]LC’V’L], tomando la preimagen de estas dos clases debemos
considerar dos puntos en {$" X Z,} y analizar dos casos. El primero que x e y estén
en la misma componente y como ®,,|(n + 2) actda alli transitivamente, es decir, existe
g €O, 1(n+2)tal que g(x) = y que reescribimos como g o Id(x) = y. Si x e y estdn en
diferentes componentes, s6lo basta tomar —/d(x) = —x y se tiene que y y —x ya se en-
cuentran en la misma componente, y volviendo a aplicar el argumento previo se sigue

que ho—Id(x) = y para alguna i € ®,,;(n+2). Por lo tanto y es una accién transitiva.

Observacion 2.33. Por definicion, para toda g € PO, ;(n+2) resulta una isometria,
lo que implica que g € Conf(PLC"*)).

v+1

Proposicion 2.34. PO, (n+2) es un grupo de Lie y dim(P®,,(n+2)) = %(n +1)(n+
2).

Demostracion: En efecto, como ya se sabe, ®,.(n + 2) es un grupo de Lie y
{Id(+2), —=1d(n42)} s claramente un subgrupo normal y cerrado de @, (n + 2), enton-
ces PO, (n +2) = Op1(n + 2)/{ldn+2), —1d42)} €s un grupo de Lie. Y como extra
dim(PO, (n + 2)) = dim(®,41(n + 2)/{Id4+2), —1dn12)}) = dim(®,41(n + 2)) es decir
su dimensién es %(n + 1D)(n+2). [ ]
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Compatificaciéon Conforme de R’.

Sea HP, ., ...,) €l hiperplano generado por el vector candnico e, de ]R’vlj:f que pasa

por el punto e,4,; la ecuacion a este plano es x,.» = 1. Observar que HP,,,,.,.,) =

n+1 : n+l ~ In
R, . Con esto se tiene que HP,,, .,,,) N ILCIT, = Hj.

Observacion 2.35. Generalizando el argumento tltimo, para cualquier otro w €
R™*2, de cardcter causal tipo tiempo o espacio y HP,,, el hiperplano generado por w

v+1?
: : z n+2 :
que pasa por u # 0 (al aplicar una isometria adecuada de R[[}) se tiene que

das; si {w,w)41 <O0;

HP, mu:'t”e{ .
PO TEREUHE i (wwh > 0,
de manera respectiva, en donde se tienen las aplicaciones conformes entre R! y dS;, (o

H}) dados por el difeomorfismo de la ecuacién (2.10).

Ahora encajemos R sobre IPILCL’Ll, tomando primero la siguiente proyeccion este-
reogréafica

oy REVH! 5 dS! € HP, , 0, : (0,5, 1) > (g X - i o x2>x o 1)(2.12)
y después tomando la proyectivizacion de dS; c HP, , ,.,) en PLCC’LI.
Proposicion 2.36. La funcién
Tus1 © e,p RO \VHZ] — PLCY],
resulta un encaje conforme. [ ]
Proposicién 2.37. La funcién 7,41 0 ¢,,,, : R? — PLC"!{ es densa.
Demostracion: Dado que la imagen de R} bajo ¢,., es densa y abierta en

dS?, sélo no estd bien definida en el cono dado por la interseccién dS;, N {x,+; = 1},
mientras 7, se comporta localmente como la identidad sobre dS” N $"*!, y por tan-
to 7,41 0¢@y42 €8 un encaje conforme de R} cuya imagen es abierta y densa en IP]LC’:LI .m

Observaciéon 2.38. Todos los puntos donde no estd bien definida ¢,,, (una
hipersuperficie cuadrética) se ven reflejados en el complemento de 7,11 o ¢,2(R}) en
IPILC'V’Ll. Para visualizar con mayor claridad como se agrega dicho con(ﬂ tomamos
la aplicacién

1 1
9 :R" - PLC"! : x> (62 + 1,x, (e 0 = D)

v+1

La transformacion ¢ lleva R’ a la interseccion ]LC(fIll
aplicacién con la propiedad de conformalidad para después llevar a ]P]LCCI} con la

proyeccion candnica r, y asi también ¢ es una inclusién conforme de R} cuya imagen

N {x; — xp+2 = 1} que es una

2 Aqui un cono es una hipersuperficie cuadratica proyectiva.
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es densa y abierta en ]P]LCCLI. Para la funci6n ¢ el complemento de la imagen ¢(R?) es

el cono ya mencionado y es descrito puntualmente por la proyeccién de la interseccién
2

n+1 — 2z 2
]chm N{x1 = xp42} que es el cono que cumple con la ecuacion —x; —...—x  +...+
xn+1 =0.

También cabe mencionar la compacidad de ]P]LCSII, que es obvia. Asi queda bien
justificada la siguiente definicion:

Definicion 2.39. IPILCCLI es llamada la compactificacion conforme de R;.

Para finalizar veamos que el grupo de conforme de R/, es exactamente PO, (n + 2).
La importancia de esta afirmacién es que las transformaciones conformes no estin
bien definidas en todo RY, asi encajamos R en ]P]LC;‘:} y allf vemos como actda una
transformacion conforme de manera global.

Definicién 2.40. Sea R, una reflexién de R"*?, donde y ¢ LC"!!. se define una
perspectiva en la compatificacién conforme de R’} con respecto a la clase [y] como la
aplicacion

&y PLCY — PLC| : [x] = mo Ry o '[x].

v+1 v+1

Ahora analicemos cémo cada inversion de R!, se corresponde con una perspectiva de
]P]LC’VIH bajo la aplicacién ¢. Primero recordemos que el grupo O, (n+2) es generado
por reflexiones, entonces PO, (n + 2) estard generado por una transformacion del tipo
mo Ryoon!, es decir una perspectiva de ]P]LC;‘L'. Asi tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.41. PQ®,. (n + 2) es generado por perspectivas Ebv] : ]P]LC'V’H -
PLC"*!, donde (y, y),4+1 # 0. [

v+1?
Teorema 2.42.
Conf(R)) = PO, (n + 2).

Demostracion: Bajo la inclusién  la pseudo-esfera dS"~! de R” es llevada
a la interseccion de hiperplano {p,y),+; = 0 de ]R]P’V’ﬂ donde p es el polo dado por
p =10,0,...,-1]. Como dS'V"l es una esfera no singular, la inversién en esta esfera

¢:R) >R} :xH

(x, x),

se corresponde con la perspectiva

&y PLC™! > PLC™! ¢ [x] [x - (—2<p LI ) p]
(p’ p>v+1
de donde Ff'[p] = % ogpo¥!. Asimismo al componer dicha inversién con una traslacién
y homotecia adecuadas afirmamos que la inversién en cualquier pseudo-esfera (x —
a,x — a), = k de R} se corresponde con la perspectiva E[% PRZ=SEE Entonces por
la proposicion 2.41), PO, (n + 2) es generado por perspectivas que se corresponde
con inversiones en pseudo-esferas de R, las que probamos generaban a Conf(R?). Por
tanto Conf(R!) = P®,.(n + 2), donde el difeomorfismo es

Z: Conf(R") = PO, (n+2):0 — () o(c)o ().
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