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Resumen

En este trabajo estudiamos algunas familias paramétricas de mapeos bidimensionales
que preservan areas que forman herraduras incompletas de Smale binarias y ternarias en
sus espacios fase. Consideramos intervalos de los pardmetros donde el punto fijo dentro
de las herraduras es eliptico; en estos intervalos existen areas atrapadas dentro de las
herraduras.

Calculamos numéricamente el area de las regiones atrapadas por un método inte-
gracion tipo Monte Carlo. Para poder comparar los resultados de las distintas familias
paramétricas de mapeos utilizamos como parametro la fase del eigenvalor del punto fijo
eliptico dentro de la herradura ¢. Encontramos que es posible distinguir cambios en la
estructura de las regiones atrapadas a partir de la grafica del drea atrapada vs. §/27. Pa-
ra las herraduras binarias normales con parametro de desarrollo creciente encontramos
que existen dos minimos muy pronunciados del drea atrapada muy cerca de % = %, %.

También estudiamos cuantas iteraciones les lleva escapar a las condiciones iniciales
alrededor de las regiones atrapadas, en la regién fundamental de la herradura. Encon-
tramos que la cantidad de condiciones iniciales que escapan de la regién fundamental
en funcién del nimero de iteracién tiene un comportamiento cualitativamente parecido
en los valores de % donde se tienen los maximos principales del area atrapada. Encon-
tramos algo muy parecido para los minimos principales y para valores de % un poco
menores al donde aparecen las bajadas abruptas del area atrapada.

Si usted tiene alguna duda o comentario respecto a este trabajo, por favor escriba a
francisco.glz.mtyQgmail.com.
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Horatio.- O day and night, but this is wondrous strange!
Hamlet.- And therefore as a stranger give it welcome.
There are more things in heaven and earth, Horatio,

than are dreamt of in your philosophy.. . .

W. Shakespeare. Hamlet. Acto I, escena V.
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Introduccion

Algunas ideas preliminares

La evolucién temporal de los sistemas fisicos la podemos describir por medio de ecua-
ciones diferenciales o integrodiferenciales. Una gran cantidad de fenémenos los podemos
describir por las ecuaciones diferenciales ordinarias. Las soluciones de las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias las representamos de manera geometrica por curvas en un espacio
multidimensional que llamamos espacio fase. En muchos sistemas, el comportamiento
de las soluciones es dificil de analizar debido a que no es sencillo imaginar una curva en
un espacio de mas de tres dimensiones. Una manera de abordar este problema es analizar
sélo una parte de la curva solucién. Podemos seleccionar sélo un conjunto discreto de
puntos de la curva solucién y analizar su comportamiento. A esta descripcién discreta
le llamamos mapeo. Con la ayuda de los mapeos podemos obtener algunas propiedades
cualitativas de las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales original. Un mapeo
comunmente usado en la mecénica cldsica es el mapeo de Poincaré. Consideremos una
superficie contenida en el espacio fase un sistema de ecuaciones diferenciales ordina-
rias. El mapeo de Poincaré de una curva solucién lo construimos con las intersecciones
de la curva con la superficie tales que el vector tangente a la solucién en el punto de
interseccién forma un dngulo menor a 3 con el vector normal a la superficie.

El mapeo de Poincaré es una herramienta ttil para analizar el comportamiento de las
trayectorias cercanas a una orbita periédica. Consideremos una sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias con una érbita periddica tal que las trayectorias cercanas a 6rbita
periddica también permanecen acotadas. Un mapeo de Poincaré transversal a una érbita
peridédica también tiene regiones atrapadas y ademds, informacién cualitativa de las
trayectorias del sistema original.

Es dificil estudiar directamente las soluciones cadticas de las ecuaciones diferenciales
ordinarias, daun numericamente debido a que el comportamiento de las soluciénes de-
penden fuertemente de condiciones iniciales, este hecho nos dificulta el estudio de las
soluciones para tiempos largos porque las soluciones niimericas acumulan errores. Una
manera de buscar propiedades cualitativas de estos sistemas cadticos es estudiar mapeos
con propiedades similares a las de los mapeos de Poincaré asociados a estos sistemas de
ecuaciénes. Un tipo de sistemas de ecuaciones difenciales odinarias con una estructura
muy rica son los sistemas Hamiltonianos'. Para los sistemas Hamiltonianos de dos gra-

! Ademds de los sistemas mecénicos existe otros sistemas fisicos que se pueden describir con la ecuaciones
de Hamilton, por ejemplo: los fluidos bidimensionales incompresibles sin viscosidad, las lineas de
campo magnético en plasmas en los casos muy simétricos, los rayos de luz de longitud de onda pequena
en medios inhomogéneos entre otros. Una discusién introductoria a estas y otras aplicaciones estan
en [1], y explicaciones més detalladas en [2]



dos de libertad independientes del tiempo y de un grado de libertad dependientes del
tiempo podemos construir un mapeo bidimensional de Poincaré que preserva areas.

En un sistema cadtico el comportamiento complicado de las trayectorias hace poco
apropiado el estudio de trayectorias individuales: por esta razon estudiamos el compor-
tamiento de conjuntos de trayectorias. En este trabajo estudiamos familias paramétricas
de mapeos que preservan areas no integrables cuyos espacios fase se pueden dividir en
dos regiones en base a su dindmica: las regiones atrapadas y las regiones que escapan a
infinito. Las regiones atrapadas son regiones invariantes ante el mapeo?, acotadas, y tie-
nen un estructura muy rica y complicada; estdn formadas por: un conjunto de Cantor?,
familias de curvas cerradas invariantes ante el mapeo, mares de caos entre las curvas
invariantes, y puntos periédicos. Las familias de curvas cerradas invariantes estan anida-
das y son concéntricas a los Toda el area contenida por una curva cerrada invariante la
llamamos isla estable, las islas estables forman una estructura tipo fractal llamada Can-
tori [1]. Un hecho fundamental para los mapeos que preservan éreas es que la frontera
de las regiones estables esta formada por curvas cerradas invariantes ante el mapeo, las
cuales llamamos curvas cerradas invariantes exteriores.

Planteamiento del problema

La teoria KAM [1,3,4], la teoria de sistemas Hamiltonianos no integrables, asegura que
al cambiar el valor de los parametros de los mapeos, las curvas cerradas invariantes se
deforman, se crean o se rompen. Tipicamente, al romperse una curva cerrada invariante
exterior toma su lugar otra curva cerrada invariante concéntrica al mismo punto, la regién
contenida entre ambas curvas escapa a infinito. Para algunos valores de los pardmetros
pasa algo distinto; al romperse una curva cerrada exterior la region atrapada que contenia
se destruye o se divide.

Tlustremos el fenémeno de divisién de las regiones atrapadas con dos elementos de la
familia paramétrica de mapeos de Hénon que preservan areas (2.1) que tienen valores
del pardmetro muy cercanos. Los espacios fase de estos dos elementos de la familia (2.1)
se muestran en la figura 1. Los puntos de color azul son parte de las regiones atrapadas
de mayor area, la region blanca que estd fuera de las regiénes atrapada escapa a infinito.
Vemos que, algunos de los puntos que pertenecen a la regiones atrapadas son parte
de curvas cerradas; estas curvas cerradas son las curvas cerradas invariantes y forman
familias concéntricas. En la figura 1(a) la regién conexa atrapada de mayor tamano es
la isla central, en el centro de esta isla el punto fijo eliptico del mapeo. Alrededor del
punto fijo eliptico pero dentro de la isla central hay una estructura formada por cuatro
islas estables, cada una de estas cuatro islas contiene a un punto de periodo cuatro del
mapeo. En la figura 1(b), la regién atrapada estd principalmente compuesta por cinco
partes disconexas; la estructura formada por las cuatro islas estables se ha separado de
la isla central. Al cambiar el valor del pardmetro, las curvas cerradas invariantes que

2Un conjunto X es invariante ante el mapeo M si es tal que M(X)=X.
3Este conjunto de Cantor estd formado por las intersecciones entre las variedades invariantes de uno o
varios puntos hiperbolicos y tiene medida cero [3].
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Figura 1: En estd figura tenemos dos espacios fase para dos distintos valores del pardmetro
para el mapeo de Hénon que preserva areas (2.1). Los segmentos finitos de las varie-
dades invariantes de un punto hiperbdlico A estan coloreados verde y rojo. El punto
hiperbdlico A esté sobre el eje g, A esté en el corte entre las variedades con mayor q.
Las variedades invariantes de A determinan la dindmica de los puntos que escapan de
la herradura. Los puntos de color azul son parte de las regiones atrapadas. El punto
eliptico estd también sobre el eje ¢ en el centro de la regién central atrapada.

mantenian dentro a las cuatro islas estables de la isla central se han roto.

Las curvas de color rojo y verde en las figuras 1 y 2 son segmentos finitos de variedades
invariantes del punto fijo hiperbdlico del mapeo, estas dos curvas forman una estructura
topolégica llamada herradura de Smale binaria incompleta. Esta estructura es esencial
para entender la dinamica de los puntos que estan alrededor de las regiones atrapadas y
escapan, la manera en la que se cortan las variedades invariantes determina la dindamica
de estos puntos y ademds, estas curvas delimitan la frontera de las regiones atrapadas [5].

Veamos en un ejemplo cémo la estructura formada por las variedades invariantes
nos ayuda a entender la dindmica generada por el mapeo. En la figura 3 es la misma
herradura que la de la figura 1(a). Las regiones coloreada de naranja tienen como frontera
a segmentos de la variedades invariantes que forman la herradura. A estas regiones les
llamamos 16bulos de la variedad estable. Denotemos al n-esimo lébulo de la variedad
estable por Le,. Los 16bulos de la variedad estable tienen propiedad de que la imagen
del 16bulo Le,, ante el mapeo es el 16bulo Le, 1. En la figura 3 podemos apreciar cémo
los 16bulos dan vueltas alrededor de las regiones atrapadas de la herradura; los puntos
de Leg necesitan de 5 aplicaciones del mapeo para llegar a Le;. Tambien vemos que una
parte del l6bulo Leg estd més cerca de las regiones atrapadas que el 16bulo Le;. Entre
mayor sea n una parte del 16bulo Le,, esta més cerca de las islas estables.
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Figura 2: La figura 2(a) es una amplificacién de la figura 1(a). La figura 1(b) de la figura 2(b)
es una amplificacién de la figura 1(b).
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Figura 3: Dindmica de los puntos cercanos a las regiones atrapadas de una herradura binaria
incompleta. De color naranja los lébulos de la variedad estable, las flecha negras nos
indican la imagen de cada lébulo.
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Recientemente se calculé la dependencia paramétrica del drea atrapada para una fa-
milia de mapeos de Poincaré [6] y para la familia de mapeos de Hénon que preserva
areas [7]. La familia de mapeos de Poincaré estan asociados a un modelo del movimien-
to de las particulas que forman los anillos planetarios [6]. En ese trabajo encontraron
que alrededor de valores especificos de la fase del eigenvalor eliptico dentro del punto
fijo dentro de la herradura § se daban disminuciones abruptas del drea atrapada. En
especial encontraron que las disminuciones principales ocurren al rededor de % = %,
%, i, %, %. Estas disminuciones son el reflejo del rompimiento de las curvas cerradas
invariantes perifericas que mantenian unidas a las cadenas de islas secundarias con la
isla central. En [7] también encontraron disminuciones abruptas del 4rea atrapada al
cambiar el pardmetro del mapeo*. La familia de mapeos de Hénon que preserva areas es
importante porque los elementos de la familia son los mapeos de menor grado que tiene
islas estables y mares de caos. Estos mapeos se utilizan para modelar las islas de otros
mapeos que preservan areas.

La estructura de los espacios fase de la familia de mapeos de Hénon y de la familia
de mapeos de Poincaré es muy similar, en ambos casos en sus espacios fase aparece una
herradura de Smale binaria incompleta.

En este trabajo buscamos responder dos preguntas:

1. ;Qué tan general es el comportamiento del area atrapada obtenido para la familia
de mapeos de Hénon al cambiar el pardmetro % ?

2. ;Qué tan rapido escapan los puntos cercanos a la regién atrapada al cambiar los
parametros?

Las respuestas a estas dos preguntas nos puede dar una idea de como cambia el espacio
fase de familias paramétricas de mapeos parecidas a la familia de Hénon que preservan
areas. En el intervalo de parametros donde aparecen las islas estables y mares de caos en
el espacio fase el mapeo de Hénon es no integrable. La integrabilidad es una condicién
muy especial [3,4], por este hecho la no integrablilidad no puede definir muchas otras ca-
racteristicas de los espacios fase [3]. Por este motivo no es sencillo encontrar propiedades
generales en los sistemas no integrables, es necesario especificar aun mas las caracteries-
ticas de los sistemas que estudiamos. En el caso del mapeo de Hénon una estructura
importante que aparece en el espacio fase es la herradura de Smale binaria. En este
trabajo escogimos otros mapeos que también tienen herraduras de Smale. Estudiamos
mapeos con tres tipos de herraduras: binarias normales, binarias con orientacién inver-
sa, y ternarias normales. Escogimos estos tres tipos diferentes de herraduras porque son
muy sencillos y aparecen en varios problemas interesantes. Es importante resaltar que es
mas sencillo entender la estructura basica de las herraduras que entender la estructura
de las no linealiadades de las distintas familias de mapeos.

Las herraduras binarias y ternarias aparecen en los problemas de dispersién cadtica
clasica y cuantica. Un ejemplo de un sistema donde aparecen las herraduras binarias
es el problema de dispersién de una particula clasica cargada por un dipolo magnético,

4utilizaron otro pardmetro en vez de % para reportar sus resultados.
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el problema de Stormer. Este problema es interesante porque nos ayuda a entender
el movimiento de una particula césmica cargada cuando es dispersada por el campo
magnético de la Tierra [8]. Un ejemplo de un sistema donde aparecen las herraduras
ternarias es el problema de dispersién cadtica de una particula semiclasica dentro de
una guia de ondas con una geometria especial [9].

Organizacion de la tesis

Para responder a las dos preguntas planteadas anteriormente la tesis estd organizada
de la siguiente manera:

Capitulo 1 Antecedentes mateméticos: En este capitulo se detallan los conceptos de
los que se han escrito en esta introduccién. Todos estos conceptos son los elementos
basicos para el estudio de los mapeos bidimensionales que preservan areas que
forman herraduras de Smale y ademas tiene regiones atrapadas.

Capitulo 2 Areas atrapadas: Para responder a la primera pregunta calculamos
numéricamente el drea de las regiones atrapadas de los distintos mapeos. Para que
un mapeo forme una herradura binaria es necesario que tenga cuando menos dos
puntos fijos, uno de estos puntos debe ser hiperbdlico. Para que el mapeo forme
un herradura ternaria se necesitan cuando menos tres puntos fijos, dos puntos fijos
deben ser hiperbdlicos. Para nuestro estudio escogimos familias paramétricas de
mapeos con dos o tres puntos fijos. Para calcular el area de las regiones atrapadas
utilizamos un método de integracién Monte Carlo. Los algoritmos que desarrolla-
mos para realizar los calculos y resultados que obtuvimos estan en este capitulo.

Capitulo 3 Tiempos de escape: Para contestar a la segunda pregunta colocamos
condiciones iniciales al azar uniformemente distribuidas en la region fundamental
de la herradura y calculamos el nimero de condiciones iniciales que escapan de
la regién fundamental en cada iteracién. Para los mapeos que escogimos la regién
fundamental de la herradura contiene a todas las regiones atrapadas. En el caso de
las herraduras completas el comportamiento de la fraccién de condiciones iniciales
que escapan en funcién del nimero de iteracién es de tipo exponencial. Queremos
saber qué tanto cambia este comportamiento exponencial cuando las herraduras
no son completas y tienen dentro areas atrapadas.
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1 Antecedentes matematicos

En este capitulo describimos los elementos béasicos para el calculo del drea de las regio-
nes atrapadas y de los tiempos de escape de las regiones que escapan. Estos elementos
son:

» Kl invariante de Poincaré—Cartan y la conservacién del drea de mapeos.
» La clasificacion de los puntos fijos de mapeos bidimensionales que preservan areas.

» La herradura de Smale incompleta.

La teoria KAM.

1.1.  El invariante de Poincaré—Cartan y mapeos de sistemas
Hamiltonianos

En esta seccién vemos una deduccion del invariante de Poincaré—Cartan. Presentamos
la deduccién para el caso més simple, un sistema Hamiltoniano de un grado de liber-
tad dependiente del tiempo. Para los sistemas Hamiltonianos de dos grados de libertad
independientes del tiempo y de un grado de libertad dependiente del tiempo podemos
construir un mapeo bidimensional. La importancia del invariante de Poincaré—Cartan
radica en que a partir de este invariante probamos que los mapeos asociados a estos
dos tipos de sistemas Hamiltonianos preservan dreas. La preservacién de area es una
propiedad esencial para los sistemas que estudiamos en este trabajo.

Consideremos un sistema Hamiltoniano de un grado de libertad dependiente del tiem-
po! v Sea H(q,p,t) su funcién Hamiltoniana. El espacio fase asociado a este sistema
tiene tres dimensiones. Condideremos una curva cerrada -y en este espacio tridimensio-
nal como la que se muestra en la 1.1. La funcional de accién evaluada en g se define
como

Slyo] = f (pdq — Hdt).
Yo

Para construir el invariante de Poincaré—Cartan en este sistema sélo hay que considerar la
funcional de accién y hacer algunas consideraciones geométricas. Para hacer més simple

'El argumento que presentamos a continuacién también se puede aplicar a sistemas Hamiltonianos
de dos grados de libertad independientes del tiempo. Si H no depende explicitamente del tiempo
entonces, H se conserva, por lo tanto, podemos poner a un momento o coordenada en términos de
las otras tres variables de H, la trayectoria del sistema estd contenida en una hipersuperficie de tres
dimensiones encajada en un espacio de cuatro dimensiones.



1 Antecedentes matematicos

q

Figura 1.1: Tubo formado por las trayectorias

la notacién definimos a los vectores V = (p,0,—H) y dl = (dq,dp,dt). En términos de
estos dos vectores; la funcional de accién se reescribe como una integral de linea,

STo] = f V..
Yo

Consideremos el conjunto de todas las curvas solucién del sistema que pasan por la
curva g. La unién de todas estas curvas forman un tubo bidimensional 7', ver figura
1.1. Tomemos cualquier curva cerrada « contenida en 7" homotépica? a . Consideremos
el segmento de tubo 7 cuyas fronteras son las curvas vy y ~. La diferencia entre las
integrales S[yo] v S[7] es, por el teorema de Stokes,

Slv) — S| = /V x V - nds,

donde n es el vector unitario perpendicular a la superficie del tubo y ds es el elemento
diferencial de superficie. El integrando escrito en términos de H es (—%—IZ, %—I;, 1). Al

sustituir las ecuaciones de Hamilton en la integral anterior obtenemos
Stol = S0 = = [ (@.6,1) .
T

El vector (¢, p, 1) es tangente a la curva solucién que pasa por el punto donde estd anclado
dicho vector. El tubo 7 estd formado por curvas solucién, entonces el vector (¢,p, 1) es
perpendicular al vector n, entonces el integrando es cero y por lo tanto la integral tiene
el mismo valor para las dos curvas,

Slvol = S[v]-

Este es el invariante de Poincaré-Cartan. Es posible generalizar el invariante de Poincaré—
Cartan para sistemas Hamiltonianos con més dimensiones [4]; para construir el invariante

2Dos curvas son homotépicas si es posible deformar a una de ellas en la otra de manera continua. En
este caso la curva final, la curva inicial y todas las curvas intermedias estdn contenidas en el tubo T
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p

Figura 1.2: Mapeo estroboscépico

en més dimensiones se necesita del teorema de Stokes en su forma més general [10]. Si
la curva v es la interseccién del tubo 7 con un plano de tiempo constante el invariante
Poincaré—Cartan se reduce a
Shl = ]{ pdg.
¥

Por el teorema de Green, esta integral es el area encerrada por la curva - en el plano de
tiempo constante. Asi, llegamos a la conclusién de que para toda curva cerrada formada
por la intersecciéon un tubo 7, formado por soluciones y con un plano de tiempo fijo, el
area encerrada por la curva es la misma.

1.2. Clasificacion de los puntos fijos para mapeos que
preservan areas

Consideremos un mapeo M bidimensional que preserve areas y orientacién de la forma

i1 = f(Gn,Pn),
Pnt1 = 9(qn:Dn),

donde ¢, y pn son la posicién y momento, al tiempo t,, y las funciones f(qn,pn) vy
9(Gn, pn) son diferenciables.

Denotemos por J a la matriz Jacobiana del mapeo. Las propiedades de preservar areas
y orientacién en términos del mapeo se traduce a que Det(.J) = 1 para todo (p, q).

Un subconjunto del espacio fase del mapeo con mucha informacién es el conjunto de
los puntos fijos del mapeo; los cuales forman el esqueleto del espacio fase. Los puntos
fijos sostienen las ademads estructuras importantes del espacio fase, a partir de estas
estructuras se pueden determinar propiedades topoldgicas del mapeo, como veremos en
las siguientes secciones. Un punto (gg,py) fijo del mapeo tiene la propiedad de que

ar = flar,pyr),
pr = g(ar,ps)-
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El desarrollo en serie de Taylor del mapeo alrededor de un punto fijo es

i1 = a5+ W@n — )+ 8f(f;’;pf)(pn —ps) + 0(2),
9q(qr, 09(qy,
Pnt1 = pf+W(%—%HW(%—MHO(?)-

La matriz Jacobiana del mapeo J es de coeficientes reales y de dimension 2 x 2. Por lo
tanto, sélo existen dos eigenvalores y ambos eigenvalores son reales o con parte imaginaria
distinta de cero [11]. Los eigenvalores de la matriz Jacobiana estdn dados por

A

Tr(J) £ /Tr(J)? — 4Det(J)
+ = 5 :

Dado que Det(J) = 1, los eigenvalores sélo son funciones de Tr(J). Por la forma del
radicando de Ay sélo hay cinco tipos de puntos fijos:

1. Tr(J) > 2 = Ay > 0; el punto fijo es hiperbdlico.

2. 2<Tr(J)<2= Mg = e ¢; el punto fijo es eliptico.

3. Tr(J) < =2 = Mg < 0; el punto fijo es inverso hiperbdlico.

4. Tr(J) = £2 = Ay = A_ = 1; el punto fijo es parabdlico.

5. Tr(J) = £2 = A4 = A_ = —1; el punto fijo es inverso parabdlico.

El teorema de Hartman—-Grobman [12] establece que para una vecindad lo suficientemen-
te pequena alrededor de un punto fijo hiperbdlico; la aproximacién lineal del mapeo es
topoldgicamente equivalente al mapeo. Es decir, alrededor del punto fijo hiperbdlico, el
espacio fase del mapeo se puede deformar de manera continua hasta hacerlo coincidir con
el espacio fase de la aproximacién lineal. Es posible extender este teorema para incluir
también a los puntos elipticos de los sistemas Hamiltonianos. Por lo tanto, si conocemos
los eigenvectores y eigenvalores de los puntos fijos del mapeo podemos tener una idea
cualitativa de como es la dindmica del mapeo en una vecindad de sus puntos fijos.

1.3. Variedades invariantes

Consideremos un punto fijo hiperbélico A= (gp, pr) del mapeo. Sean ¢ un eigenvector
de la matriz J, \ el eigenvalor de ¥, y el punto (¢, p) tal que el vector (p —pn,q—qn) = U.
En una vecindad del punto fijo se puede aproximar al mapeo por

M(q,p) = (qn, ) + JU = (qn, pr) + AU,

Para la aproximacién lineal los puntos cercanos a (qn,pr) que estan en la direccién del
eigenvector se mapean en la direccion del mismo eigenvector, este hecho esta asociado
al teorema de las variedades invariantes para puntos fijos. Este teorema nos
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asegura que por cada punto hiperbdlico de un mapeo bidimensional pasan dos curvas
suaves que son tangentes a los eigenvectores del punto hiperbdlico [12] y son invariantes
ante el mapeo. A estas curvas les llamamos variedades invariantes. Un conjunto W
en el espacio fase es un conjunto invariante ante el mapeo si al aplicarle el mapeo
M a un punto (¢,p) € W la imagen del punto es un elemento del conjunto invariante
i.e. M(q,p) € W. Las variedades invariantes de un punto hiperbélico A se definen como:

La variedad inestable W" := {(q,p)| HEIPOO M"(q,p) = A, }.

La variedad estable W* := {(q, p)| lim M"(q,p) = A}.

A partir de estos dos conjuntos se puede obtener mucha informacién de la dindmica
del mapeo. En muchos sistemas las variedades estables e inestables se intersectan entre
si. Decimos que hay una interseccion homoclinica cuando las variedades estable e
inestable de un mismo punto fijo se intersectan transversalmente. Cuando las varieda-
des de dos puntos fijos distintos se intersectan transversalmente decimos que hay una
interseccion heteroclinica.

Un resultado de Smale [1, 3] garantiza que si existe una interseccién transversal entre
una variedad estable y una inestable, entonces existe una infinidad numerable de cortes
transversales entre las variedades. Al cortarse una infinidad de veces las variedades for-
man una marana. En la figura 1.3 mostramos dos variedades de un punto hiperbdlico
que tienen una interseccién homoclinica. A la estructura topoldgica formada por las va-
riedades invariantes le llamamos herradura de Smale. Esta estructura fue encontrada
por Poincaré al analizar el problema de tres cuerpos. Respecto a las intesecciones entre
las variedades invariantes, Poincaré escribi6 en [13]:

“Cuando se intenta visualizar la figura formada por estas dos curvas y su

infinidad de intersecciones ..., éstas forman una red, telarana, un tejido
infinitamente entrelazado; donde cada una de estas curvas no debe cortarse
nuevamente a si misma, ... Uno queda tan asombrado con la complejidad

de esta figura que no me atrevo a dibujar. Nada mds sencillo nos da una
idea de la complejidad del problema de tres cuerpos y en general de todos los
problemas de dindmica.”

En la siguiente seccién explicamos cémo se puede formar la herradura a partir del mapeo
de Smale.

1.4. Herraduras de Smale

A partir del mapeo de Smale obtenemos la misma estructura topolédgica que la estruc-
tura formada por las variedades invariantes al cortarse transversalmente. En la siguiente
subseccién hablaremos de la herradura mas simple de todas, que es la Smale binaria
completa. En la subseccién siguiente hablaremos de la herradura binaria incompleta;
que es el tipo de herradura que estudiamos con mas detalle en este trabajo.
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"Variedad inestable de A ——— Variedad inestable de A
Variedad estable de A Variedad estable de A 7

20 -
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Figura 1.3: En la figura 1.3(a) los segmentos de la variedades del punto hiperbélico forman
una marana al cortarse transversalmente. Esta marana formarma una herradura de
Smale. En la figura 1.3(b) una amplificacién de la figura 1.3(a) en la regién donde
se cortan.

1.4.1. Herradura de Smale completa

En la figura 1.4 se muestran los pasos para formar una herradura binaria com-
pleta a partir del mapeo de Smale. Consideremos el rectangulo del lado izquierdo en la
figura 1.4. Este es el rectangulo fundamental de la herradura, denotemos lo por r. Las
esquinas de 7 son los puntos a,b,c,d. El punto a es un punto fijo del mapeo de Smale.
El rectangulo r estd dividido en tres franjas horizontales, dos franjas de color amarillo y
una franja de color rojo que separa a las dos franjas amarillas. El mapeo de Smale f es
la composicion de tres operaciones consecutivas sobre el area contenida inicialmente en
r, las tres operaciones son:

1. Una contraccién en la direccién del segmento ab en la direcciéon del punto fijo a.
Todos los puntos del segmento ab se mapean dentro del mismo segmento y se
acercan al punto fijo a.

2. Un estiramiento en la direccién del segmento ad en la direccién de d.

3. Un doblez por la mitad hacia la derecha. El doblez es tal que todos los puntos del
segmento cd se mapean dentro del segmento ab y f(b)=d, ver figura 1.4.
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estiramiento
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Figura 1.4: El mapeo de Smale forma una herradura binaria completa. El mapeo de Smale es la
composicion en una contraccién, un estiramiento y un doblez del rectangulo r. Las
esquinas de r son los puntos a,b,c,d.

Ahora veamos la relacién que existe entre la herradura binaria obtenida a partir del
mapeo de Smale y la herradura que se obtiene a partir de un mapeo analitico como
el mapeo de Hénon (2.1). En la figura 1.5 se muestra una herradura binaria completa
formada por las variedades invariantes del punto hiperbdlico A. La regién fundamental
R en la figura 1.5(a) es el drea de color rojo y amarillo limitada por segmentos de
las variedades invariantes de A. El rectangulo r en la parte izquierda de la figura 1.4
representa a la region fundamental R. Las esquinas de r son los puntos a,b,c,d, estos
puntos representan a las esquinas A, B, C, D de R. El punto a es un punto fijo del mapeo
de Smale; este punto representa al punto fijo hiperbdlico A del mapeo de Hénon. Los
segmentos ab y cd representan a los segmentos AB y CD de la variedad estable W*. Los
segmentos ad y cb representan a los segmentos AD y CB de la variedad inestable W*".

Observemos que todas las esquinas de r se mapean al segmento ab; de la misma
manera, las esquinas de R se mapean al segmento AB de la variedad inestable W*. El
segmento ad se mapea en los segmentos ad, bc y al semiarco que une a d con c, asi como
los puntos del segmento AD se mapean en los segmentos AD, BC y al segmento de la
variedad inestable W* que une al punto D con el punto C.

Consideremos a r en el lado izquierdo de la figura 1.4 y su imagen que esta al lado
derecho de la misma figura. Las franjas horizontales de color amarillo de la izquierda
se mapean en las dos franjas verticales amarillas de la derecha. La regién de color rojo
entre las franjas horizontales amarillas se mapea fuera de r al aplicarle el mapeo. Esta
imagen forma parte de un I6bulo. En general, un l6bulo es una regién en el espacio fase
cuya frontera estd formada por sdlo dos segmentos de las variedades invariantes; uno de
los segmentos pertenece a una variedad estable y el otro a una variedad inestable. Una
parte de la frontera de éste 16bulo es uno de los lados del rectangulo r, el segmento dc, y
la otra parte representa a un segmento de la variedad inestable W* que une a los puntos
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Variedad estable de A ——
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(a) Regién fundamental R (b) Imagen de la regién fundamental M (R)

Figura 1.5: Una herradura binaria completa del mapeo de Hénon (2.1). En la figura 1.5(a) la
regién fundamental R es el area de rojo y amarillo. Para el caso de la herradura
binaria completa la regién R esta dividida en tres partes. En la figura 1.5(b) la
imagen de R al aplicarle el mapeo M. Al igual que en la figura 1.4 la regién de color
rojo es la que sale de R. El drea de color rojo llega al 16bulo de escape. El l6bulo
blanco que atraviesa a R es el 16bulo de entrada; éste l6bulo esta formado por los
puntos que entran a R en la primera iteracién.

D y C. A este I6bulo lo llamamos 16bulo de escape.

El 16bulo blanco que aparece en r en el lado derecho de la figura 1.4 estd formado por
los puntos que entraron a r después de aplicar el mapeo, éste l6bulo blanco proviene de
una region adyacente al segmento ad fuera de r. A éste 16bulo blanco le llamamos 16bulo
de entrada. Decimos que una herradura es una herradura completa si el 16bulo de
entrada divide en dos partes a r.

Consideremos la segunda aplicacién del mapeo. Las regiones que permanecen dentro
del rectangulo r después de dos aplicaciones del mapeo son las intersecciones de las fran-
jas amarillas horizontales de la parte izquierda de la figura 1.4 con las franjas verticales
de la parte derecha de la figura 1.4. Esta interseccién esta formada por cuatro rectangu-
los. Al aplicar el mapeo una infinidad de veces obtenemos que el conjunto de puntos que
no sale del rectangulo r es el producto cartesiano entre dos conjuntos de Cantor. Este
conjunto de puntos es invariante ante el mapeo. Un andlisis detallado de la dinamica de
las herraduras completas estéd en [14].

1.4.2. Herraduras de Smale incompletas

Un caso maés interesante y complicado es la herradura binaria incompleta; en este
caso el 16bulo de entrada estd totalmente contenido en 7, como se muestra en la figuras
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Figura 1.6: Mapeo de Smale. Herradura binaria incompleta

1.6 y 1.7. Denotemos por Li; al 16bulo de la variedad inestable formado por los puntos
que entran a R; Li; estd representado por la region blanca dentro de r en la figura
1.7. La parte més curvada y larga de la frontera de Liy es parte de la variedad estable
de A. Al aplicarle el mapeo, esta parte de la variedad estable se acerca al punto fijo A
y disminuye su longitud. El drea de Li; es la misma que la de sus imagenes sucesivas
debido a la conservacion del area del mapeo, por lo que, la imagen de Li; el 16bulo Lis, es
més alargado que Liq; vea figura 1.7(a). Cémo las imégenes sucesivas de Li; no pueden
intersectarse y el area de R es finita, entonces alguna de las imagenes sucesivas del 16bulo
Liq corta a R. Denotemos Li, al primer l6bulo que no estd totalmente contenido en R,
este 16bulo divide a R en dos partes. Para una herradura incompleta los l6bulos de las
variedades dentro de R se cortan de manera distinta que en el caso de la herradura
completa por esta razén su estructura es més rica, ver figura 1.7(a). Por este hecho la
dindmica de la herradura incompleta es mas complicada que la dinamica de la herradura
completa.

En este trabajo estudiamos dos tipos de mapeos bidimensionales: mapeos con herra-
dura de Smale binarias incompletas y con herraduras de Smale ternarias incompletas.
A diferencia de las herraduras binarias las herraduras ternarias tienen dos puntos fijos
hiperbdlicos. La variedad estable de un punto hiperbdlico se corta con la variedad ines-
table del otro punto hiperbdlico formando una infinidad de intersecciones heteroclinicas,
ver la figura 1.7(b). La regién fundamental R para la herradura ternaria estd formada
por los puntos A, B, C, D 3,

Para ambos tipos de herraduras las regiones atrapadas estan dentro de la region fun-
damental R. Las regiones atrapadas estén alrededor del punto fijo eliptico . La frontera

3Para sistemas con més puntos fijos también es posible definir un regién fundamental.
4Supongamos que dentro del rectdngulo r existe un punto fijo e en el centro y que el drea de los puntos
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(a) Herradura binaria. (b) Herradura ternaria.

Figura 1.7: En la figura 1.7(a) tenemos una herradura binaria incompleta. En la figura 1.7(b)
tenemos una herradura ternaria incompleta. El area en amarillo y naranja es la re-
gién fundamental R. Los puntos que determinan la regién fundamental son A,B,C,D.
La regién naranja son los puntos de R que salen de R después de la primera itera-
cion. Para la herradura binaria el 16bulo Li4 de la variedad inestable es el 16bulo que
divide en dos partes a R. En ambas figuras omitimos las regiones atrapadas para
hacer més simple las figuras.

de las regiones atrapadas esta ligada a la estructura de la herradura debido a que las
variedades invariantes delimitan la frontera de las regiones atrapadas. Los cambios en la
topologia de la frontera de la region atrapada estan ligados a cambios en la topologia de
la herradura.

1.5. Parametro de desarrollo de la herradura

Consideremos una familia paramétrica de mapeos que tiene herraduras binaria de
Smale en su espacio fase. Al cambiar el valor de los parametros de la familia, la topologia
de sus herraduras cambia. Estos cambios en la topologia generan cambios en la dinamica
de los puntos que escapan dentro de R. Por este motivo es importante caracterizar a
las herraduras en base a su topologia y de una manera independiente al valor de los
parametros del mapeo. Una manera sencilla de hacer una clasificacién fue introducida en
[5] por medio del pardmetro de desarrollo de la herradura (. La idea bésica es comparar
a las herraduras incompletas con una herradura completa. Cuando la herradura formada
por las dos variedades del punto hiperbdlico es completa 8 = 1; en cambio, cuando las
variedades estable e inestable de un punto hiperbélico coinciden no existe herradura,

que salen de 7, el drea de color rojo, es pequena comparada con el drea de r. Los puntos muy cercanos
a e se mapean muy cerca de e y ademds rotan alrededor de e en la direccién del doblez al aplicarles
el mapeo. Estas dos propiedades del punto e son propiedades de un punto eliptico.

10
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Variedad estable de A
Variedad inestable de A ———
Regidn atrapada

Figura 1.8: En esta figura la punta del 16bulo Les de la variedad estable contiene a la punta

del 16bulo Li; de la variedad inestable, por lo que el paramétro de desarrollo de la

herradura es 8 = 2%

para este caso 8 = 0. Consideremos una herradura incompletas para este caso f €
(0,1). Por simplicidad consideremos una herradura binaria simétrica con respecto al
eje horizontal. Para las herraduras completas el l6bulo Li; de la variedad inestable
atraviesa por completo a R, ver figuras 1.3(a) y 1.5; en cambio, para las herraduras
incompletas Lii estd totalmente contenido en R pero tiene una posicion definida dentro
de R determinada por su posiciéon con respecto a los l6bulos de variedad estable; ver
figura 1.8. El conjunto de todas las intersecciénes de los 16bulos de la variedad estable
con R forman una particién® de la regiéon que escapa de R. Esta particién determina la
posicién del 16bulo Liq de la variedad estable.

Consideremos una herradura incompleta para la cual sea sencillo calcular 5. En la
figura 1.8 se muestra una herradura binaria simétrica respecto al eje horizontal. Al ser
simétrica la herradura, los l6bulos de ambas variedades también son simétricos, en la
figura 1.7(a) omitimos las etiquetas de los l6bulos de la variedad estable para hacer la
figura mas clara. La punta del 16bulo Li; de la variedad inestable estd totalmente con-
tenida en el 16bulo Les de la variedad estable. Para este caso el pardmetro de desarrollo
de la herradura 8 = 2% De manera un poco més general, si la punta del 16bulo Li; de
la variedad inestable esta totalmente contenida en el 16bulo Le; de la variedad estable
entonces 5 = 2% Es posible calcular S para casos mds generales [15]; para este trabajo
el ejemplo anterior es suficiente.

®Una familia de subconjuntos {U;,i € I} de U es una particién de U si U; # 0, U
U:NU; #0=U; =Uj.

U, =Uysi

icl

11
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1.6. Sistemas integrables y teoria KAM

La dindmica de las areas atrapadas dentro de R que giran alrededor del punto eliptico
de un mapeo bidimensional que preserva areas se puede entender con la teoria KAM
desarrollada por Kolmogorov, Arnold y Moser [3,4,12]. Esta es una teorfa de perturbacio-
nes de sistemas integrables. A continuacién explicamos qué es un sistema Hamiltoniano
integrable.

Consideremos un sistema Hamiltoniano de n grados de libertad, acotado e indepen-
diente del tiempo. Ademds, supongamos que el sistema tiene n constantes I, I, ..., I,
de movimiento tales que los paréntesis de Poisson entre todas estas constantes son cero,
ie.

"\ 0L, 0I;  OI; 0I;

I, 1;) = _
{2 45} ;3% Opr,  Ogy Opy,

0, Vi,j.

Estas constantes de movimiento restringen la topologia de las soluciones en el espacio
fase: la superficie definidas por las constantes de movimiento I;(qi, ..., qn, D1, .,0Pn) =
k; es un toro n-dimensional, para cada valor de las constantes k; se tiene un toro distinto.
Todos estos toros estdn anidados, ver figura 1.9(a). Esta es la esencia del teorema de
Arnold—Liouville [1,3,4], una versién para mapeo que preservan areas se encuentra en |3,
14]. Esta estructura geométrica se ve reflejada en que existe una transformacién candnica
de coordenadas (q1,...,qn,P1s---yPn) — (61,...,0n,11,..., 1) tal que la nueva funcién
Hamiltonia Hy tiene la forma

Hy = Ho(I4, ..., I,).

Las ecuaciones de evolucién del sistema son

dl;  0K(Iy,...,In)
dt 00;

d9;  OK(Li,....I,)

=% T e

y por lo tanto sus soluciones tienen una forma muy simple:
L;(t) = IZ‘(O), 91(25) = 91(0) + w;t,

donde w; son las frecuencias caracteristicas del sistema.

Una pregunta interesante es qué pasa cuando a un sistema Hamiltoniano integrable
se le agrega una pequena perturbacién que lo vuelva no integrable pero que todavia
siga siendo Hamiltoniano. ;Qué le pasa a toda la estructura tan ordenada de los toros
en el espacio fase? Poincaré y Birkhoff encontraron que todos los toros con frecuencias
conmensurables se rompian al perturbar el sistema y que a partir de estos toros rotos
se formaban cadenas de puntos periédicos [1]. Tipicamente, estas cadenas estdn forma-
das por un nimero par de puntos peridédicos y las cadenas alternan puntos periddicos
estables e inestables; ver la figura 1.9(b). Pero no se sabia qué pasaba con los toros de
frecuencias inconmensurables. Para resolver este problema, Kolmogorov, Arnold y Moser
desarrollaron técnicas de convergencia muy rapidas especiales para tratar este proble-
ma. Al conjunto de resultados basados en sus técnicas de convergencia muy rapida se le
denomina teoria KAM.
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Sea H la funcién Hamiltoniana del sistema perturbado y supongamos que tiene la

forma
H = H()(Il, o 7In) + eHl(Hl, cos Oy I, .,In),

donde € es un nimero pequeno, Hy es la funcién Hamiltoniana de un sistema integrable
acotado y no degenerada, i.e.

O*’H
oI,01,,

Hy es la funcién que representan a la perturbacién, y H es lo suficientemente diferen-
ciable. El mensaje general de la teoria KAM es que para pequenas perturbaciones de
un sistema integrable la medida de los toros invariantes cuasiperiédicos es positiva en el
espacio fase [16], y ademads la medida de los toros invariantes tiende a cero para algin
valor critico de € > 0. Para € entre cero y el valor critico se forma un sistema de toros
anidados e intersticios; los toros estan formados por trayectorias cuasiperiédicas y los
intersticios estan formados por lo que queda de los toros al romperse.

Una version del teorema de KAM para mapeos que preservan areas se encuentra
en [14]; y més detalles sobre mapeos bidimensionales se encuentran en [3]. En el caso
de los mapeos bidimensionales que preservan areas, los toros estdn formados por curvas
cerradas invariantes ante el mapeo o ante el mapeo compuesto consigo mismo n veces.
Las curvas cerradas invariantes forman familias concéntricas a un punto peridédico del
mapeo. Entre las curvas cerradas aparecen los intersticios cadticos llamados mares de

#0,

caos.

Consideremos una curva cerrada invariante concéntrica a un punto fijo del mapeo. La
region encerrada por esta curva cerrada invariante también es invariante. La frontera de
un conjunto compacto al aplicarle un mapeo continuo es la frontera de su imagen. Como
la frontera de la regién encerrada por la curva cerrada invariante no cambia al aplicarle
el mapeo, entonces la imagen de la region encerrada es ella misma. Para las regiones
encerradas por las curva cerradas invariantes concéntricas a un punto de periodo n pasa
algo analogo; estas regiones son invariantes ante n aplicaciones del mapeo. Este es un
hecho fundamental para el desarrollo de nuestro trabajo porque nos asegura que el area
encerrada por una curva cerrada invariante también es invariante.
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1 Antecedentes matematicos

(a) Sistema integrable. (b) Sistema perturbado.

Figura 1.9: En 1.9(a) tenemos un esquema de la estructura de la foliacién por toros del espacio

14

fase de un sistema integrable. Las trayectorias con las mismas integrales de mo-
vimiento forman una superficie, el conjunto de todas estas superficies forman una
estructura muy ordenada como las capas de una cebolla. En 1.9(b) tenemos un es-
quema de las estructuras que aparecen al perderse la integrabilidad. Entre los toros
que se rompen aparecen cadenas de puntos periddicos. La cadena estéd formada por
puntos periddicos estables que se alternan con puntos peridédicos inestables. Esta
estructura es fractal, alrededor de cada punto estable hay més cadenas de puntos
periddicos. Figuras tomadas de [1] y [4].



2 Areas atrapadas

En este capitulo estudiamos el areas de las regiones atrapadas en el espacio fase de
algunas familias paramétricas de mapeos que preservan areas. Las familias de mapeos
que estudiamos forman sélo una herradura binaria o ternaria. En especial calculamos
numericidmente la dependencia del drea atrapada dentro de la regién fundamental R en
funcién de la fase del eigenvalor eliptico del punto fijo dentro de la herradura . Las
familias de mapeos que estudiamos no tienen m&s puntos fijos elipticos fuera R por lo
que no hay més regiones atrapadas fuera de R [7]. En [6] encontraron que el drea de las
regiones atrapadas de un mapeo de Poincaré tiene minimos muy considerables alrededor
de % = %, donde j € 2,3,4,5,6. En estos valores de % son especiales porque se cumple
la condicién de resonancia de estabilidad [3]. Utilizamos a % como parametro para
poder comparar los resultados de los mapeos que estudiamos. Una razén importante
para considerar este parametro es hecho es que dos mapeos continuos con el mismo valor

de % tienen espacios fase muy parecidos en una vecindad del punto fijo eliptico.

2.1. Familias paramétricas de mapeos que estudiamos

En este trabajo consideramos cinco familias uniparamétricas de mapeos y dos familias
biparamétricas. Las familias de mapeos que estudiamos son:

«
Yn+1 = —Tn.
Gn+l = Gn + Dn, (2'2)
Pnyl = ppt+e I (q721+1 —a).
Qn+1 = Qqn + Pn, (23)
Pn+1 = Pnt eiqnjLIQn-i-l(quJrl - a)'
dn+1 = QGn + Pn, (2-4)
_ —q2 2
DPntl = DPnte "+IQn+1(Qn+1 - a)'
dn+1 = (Qn + Pn, (25)
Pnt1 = Pn+ Qn+1(q'r21+1 —a).
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2 Areas atrapadas

Tpp1 = Yn TS+ kxp +1, (2.6)

Ynt+1 = —Tnp-

donde el pardmetro « caracteriza a cada elemento de una familia uniparamétrica y los
parametros [ y k caracterizan a los elementos de las familias biparamétricas.

La familia (2.1) es la familia de mapeos de Hénon. Todo mapeo cuadratico invertible
que preserve el area se puede reducir a esta forma. Esta familia de mapeos tiene dos
puntos fijos, uno eliptico y otro hiperbdlico. Las variedades del punto hiperbdlico del
mapeo de Hénon forman una herradura binaria. Un anédlisis detallado de las propiedades
de este mapeo se encuentran en [7].

La familia (2.2) tiene una herradura binaria y tiene la forma tipica de las que se usan
para el problema de dispersién cadtica [5].

Los mapeos de la familias (2.4) y (2.5) tienen tres puntos fijos, dos hiperbdlicos y un
eliptico. Las variedades de los dos puntos hiperbdlicos se cruzan entre si formando una
herradura ternaria. La familia (2.5) tiene una forma muy parecida a la de (2.5); la tinica
diferencia es una exponencial en p,41. Con estos dos ejemplos veremos las diferencias
debidas a las no linealidades.

Los mapeos de la familia (2.3) tienen tres puntos fijos, dos hiperbdlicos y uno eliptico.
Las variedades de uno de sus puntos hiperbdlicos forman una herradura binaria. Las va-
riedades del otro punto hiperbdlico rodean a la herradura binaria pero no tienen ninguna
interseccién homoclinica ni heteroclinica. Aproximadamente en el intervalo [0. 14, 0. 204]
de % se forma una herradura binaria con orientacién inversa, en los deméas valores de
% la orientacion es normal, ver figura 2.1. Para las herraduras simétricas la orienta-
cién de la herradura la podemos definir en términos de un adngulo entre las variedades.
Consideremos la interseccién entre las variedades del punto hiperbélico del punto fijo
A en el punto C. El angulo entre las variedades es el angulo entre el segmento de la
variedad inestable que sale de C y el segmento la variedad estable que entra a C. Si
el angulo entre las variedades es mayor a 180°entonces la herradura tiene orientacién
normal’, ver 2.1(a). Si el d4ngulo es menor a 180°entonces la orientacién la herradura
tiene orientacién inversa, ver 2.1(b).

Las variedades invariantes se deforman continuamente al cambiar el valor del parame-
tro de la familia de mapeos. Al cambiar de una orientacién normal de una herradura
a una orientacién inversa se produce un bifurcacién global. En el caso de la familia 2.3
las variedades invariantes forman otro conjunto de 16bulos para dar el cambio de orien-
tacion; ver figura 2.2. Justo cuando el dngulo entre las variedades en C es igual a 180°,
alrededor de % = 0. 204, las variedades tienen una tangencia homoclinica. Para valores
un poco mayores de % aparece un nuevo conjunto de l6bulos pequenos entre los 16bulos
que ya existian. Al aumentar % el area de estos nuevos 16bulos aumenta y el area de los
otros 16bulos disminuye hasta que desaparecen. Justo cuando desaparecen estos 16bulos
se forma nuevamente una tangencia homoc%inica en los puntos B y D, esto sucede alrede-

dor de % = 0.208. Aproximadamente en 5- = 0. 14 pasa algo andlogo pero al aumentar

'Las herraduras binarias simétricas construidas con el mapeo de Smale mostrado en el captulo anterior
son herraduras con orientacién normal.
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2.1 Familias paramétricas de mapeos que estudiamos

Variedad inestable
Variedad estable

05 F

-0.5 0 0.5 1 1.5

(a) Herradura con orientaciéon normal.

0.8 pr T T

Variedad inestable
Variedad estable

0.6 F

04 F

0.2 F

-06 -04 -02 0 02 04 06 038 1 1.2

q
(b) Herradura con orientacién inversa.

Figura 2.1: El 4ngulo entre variedades de A en el punto C es el arigulo entre el segmento de la
variedad inestable que sale C y el segmento de la variedad estable que entra a C. En
2.1(a) el dngulo entre las variedades en C es mayor a 180°, las variedades forman
una herradura que tiene orientacién normal. En 2.1(b) el 4ngulo entre las variedades
en C es mayor a 180°, las variedades forman una herradura que tiene orientacién
inversa. El drea amarilla es la regién fundamental para ambos tipos de herradura.
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2 Areas atrapadas

0.3
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(a) Lébulos cerca del punto C. (b) Loébulos cerca del punto A.

Figura 2.2: Herradura binaria formada con l6bulos de distinto tamafio. En 2.2(a) en el punto
C, aparecen dos 16bulos pequenios. En 2.2(b) mostramos los 1é6bulos cerca del punto
hiperbdlico A, apreciamos como los l6bulos grandes se intercalan con los pequenos.

% la bifuracién global es de una herradura con orientacién normal a una herradura con
orientacion inversa.

Otra caracteristica importante que distingue a la familia (2.3) de las demds familias
uniparamétricas es que el periédo promedio de la capa de dispersién 7 en funcion de %
aumenta cerca de donde se da la bifurcacién global entre las variedades, alrededor de
% = (.204, ver figura 2.3. Para las demas familias uniparamétricas 7 no tiene ningin
aumento considerable. Esto nos indica que los campos vectoriales asociados a los mapeos
de la familia (2.3) giran menos que los campos vectoriales asociados a las familias (2.1)
y (2.2) en la parte de R que escapa aun teniendo el mismo valor de %.

Para el valor del parametro o = 0 los mapeos de todas las familias uniparamétricas
tienen s6lo un punto fijo parabdlico, este punto se bifurca para o > 0, ver figura 2.4.
En 2.4(a) vemos el tipo de bifurcacién para las familias (2.1), (2.2). En 2.4(b) vemos la
bifurcacién para las familias (2.4), (2.3). Si & > 0, entonces existen mds puntos fijos;
conforme el pardmetro « crece, los puntos fijos se alejan entre si.

Las dos familias definidas por (2.6) son la generalizacién cibica del mapeo Hénon que

preserva areas. Los mapeos de Hénon generalizados tienen la forma

Tp+1 = yn"‘pd(xn)a
Yn+1 = —byn,

donde pg es un polinomio de la forma py(z) = +2% + O(z%~2) y b es una constante. Los
mapeos del grupo afin son de la forma
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2.1 Familias paramétricas de mapeos que estudiamos

14 T T T

(2.1) ——
(2.3)
12 f 0204 —— 1
0.14 ——
10 5 o

| L )

4k \\\ .
2k 4
0 . . . . .
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
o121t

Figura 2.3: Periodo promedio de la capa de dispersién 7 vs. % Para la familia de mapeos
de Hénon 2.1 no hay aumento apreciables mientras que para la familia 2.3 hay un
incremento importante al acercarse al valor de la bifurcacion global de las variedades

de A
q q
Punto eliptico estable Punto hiperbolico inestable
- - - -
.
7’
4
4 Punto €eliptico estable
i o _ | a
Punto hiperbolico inestable Punto hiperbolico inestable
(a) Bifurcacién de silla-centro. (b) Bifurcacién de trinche.

Figura 2.4: Bifurcaciones locales de los mapeos uniparamétricos que estudiamos.
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2 Areas atrapadas

Tpt1 = PTn+0oyn+C,
Yntl = TXp +VYp + 10,

donde el valor de las constantes p,o,7 y v son tales que estos mapeos son invertibles.
La dindmica de los mapeos del grupo afin es muy sencilla y preserva la topologia de
los conjuntos en el espacio fase. Todo mapeo cubico invertible lo podemos descomponer
en A=' 0 C o A donde A es un elemento de grupo afin y C es el mapeo ciibico de
Hénon [17]. Por lo tanto la dindmica de cualquier mapeo ciibico invertible s6lo depende
de los pardmetros del mapeo cibico de Hénon.

Para que el mapeo de Hénon conserve areas, su Jacobiano b tiene que valer uno.
Existen dos familias biparamétricas de mapeos ciibicos de Hénon; denotemos por Cy a
la familia de los mapeos con el signo positivo y a C_ a la familia de los mapeos con
signo negativo. Los puntos fijos de estos mapeos son las soluciones de la ecuacién cibica
g(x) = +a23 4+ (I — 2)x + k = 0, sélo existen uno o tres puntos fijos reales y todos los

puntos fijos estdn sobre la recta y = —z. Cuando k& = 0, un punto fijo estd en el origen
y los otros dos puntos fijos son simétricos. Si k& = 0 para la familia C'y la herradura es
ternaria y simétrica con respecto a y = x y y = —x; al aumentar k la herradura ternaria

se deforma y se pierde la simetria respecto a la recta y = x. Después de esto al seguir
aumentando k se rompe la herradura ternaria y en su lugar se forma una herradura
binaria. La estructura de las variedades es muy parecida a la de la familia (2.3), en
algunas regiones del espacio de parametros la herradura binaria tiene orientacién normal
y en otras inversa. En [17] hay un analisis detallado de las bifurcaciones de los puntos
fijos de Cy, en ese trabajo calcularon las curvas en el espacio de pardmetros donde
ocurren las bifurcaciones de los puntos fijos. En la figura 2.5 se muestran las regiones
donde aparecen las bifurcaciones en el espacio de parametros.

Al cambiar k por —k, la estructura topoldgica del espacio fase es equivalente. Por este
motivo basta considerar sélo la regién donde k& > 0.

Para todas las familias de mapeos que estudiamos existen valores criticos de los
parametros para los cuales el punto fijo eliptico se transforma en inverso hiperbdlico.
Para valores de los parametros donde existe un punto fijo eliptico, los mapeos tienen
curvas cerradas invariantes. Para los valores donde el punto fijo eliptico se vuelve inverso
hiperbdlico, siguen existiendo curvas cerradas invariantes. En este trabajo elegimos los
intervalos de los parametros en los que el punto fijo dentro de la herradura es eliptico
ie. L € (0,1/2).

A partir de estas familias de mapeos podemos construir otras familias con dindmicas
equivalentes con la cualidad de que sus herraduras son simétricas respecto al eje hori-
zontal. Para hacer los calculos numéricos utilizamos estas versiones simétricas porque
es mas facil implementar los algoritmos de cédlculo y las figuras. Es sencillo obtener las
versiones simétricas de todas las familias que consideramos. Las herraduras de las fa-
milias (2.1) y (2.6) son simétricas respecto a la recta y = —x, para obtener la versién
simétrica sélo hay que rotar 45° el espacio fase. Para simetrizar las herraduras de las
demds familias (2.2)-(2.5) sélo hay que aplicar una serie de transformaciénes candnicas
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2.2 Algoritmo para el calculo del area de la region atrapada

(a) Bifurcaciones de los puntos fijos del (b) Bifurcaciones de los puntos fijos del
mapeo C,. mapeo C_.

Figura 2.5: Bifurcaciones para los puntos fijos de las familias de mapeos ciibicos de Hénon que
preservan dreasCy y C_. Los puntos fijos son denotados por e para los puntos
elipticos y h para los hiperbdlicos. Estos diagramas de bifurcaciéon fueron tomados
de [17].

tales que el mapeo queda de la forma

QnJrl = Qn+Pn+%f(Qn+Pn)a
Pn+1 = Pn+%f(@n+Pn)7

donde f es la funcién que aparece al lado derecho de p,, en los mapeos, ver [18].

2.2. Algoritmo para el cdlculo del area de la region atrapada

En esta secciéon describimos el algoritmo que desarrollamos para calcular el drea de
las regiones atrapadas. Nuestro algoritmo esta basado en tres propiedades de los mapeos
que estudiamos:

e Consideremos la sucesion de puntos formada por las iteraciones sucesivas de un
punto en el espacio fase. Para cualquier punto fuera de las regiones atrapadas la
sucesion tiende a infinito.

e La region fundamental R contiene a todas las regiones atrapadas.

e Si la iteracién de un punto dentro de R sale de R entonces ninguna iteracién
posterior puede entrar a R.

Estas propiedades estan asociadas al hecho de que en el espacio fase de los mapeo
que estudiamos solo hay una herradura, y dentro de la herradura esta el tinico punto fijo
eliptico del mapeo. Fuera de la herraduras no hay mas puntos fijos elipticos que soporten
a més dreas atrapadas [7].
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2 Areas atrapadas

Tomando en cuenta estas propiedades, para determinar si un punto dentro de R escapa
basta con que sepamos si alguna de sus iteraciones sale de R o de cualquier otro conjunto
acotado que contenga a R. Con esta idea es sencillo construir un algoritmo para estimar
el area atrapada.

2.2.1. Algoritmo para encontrar la regiéon fundamental R

Todas las regiones atrapadas estan contenidas en la regién fundamental R y las fronte-
ras de R son segmentos de las variedades. Por este motivo es conveniente que calculemos
numéricamente una aproximacion a las variedades invariantes. Una manera sencilla de
construir numéricamente una aproximacion a la variedad es por segmentos. Para cons-
truir el primer segmento de la aproximacién a la variedad inestable? tomamos un punto
X sobre la recta que pasa por el punto hiperbdlico A y es paralela al eigenvector de A;
la variedad inestable es tangente a este eigenvector. El punto X es el extremo inicial del
primer segmento. Entre més cerca esté X de A, mejor serd la aproximacién a la variedad.
El extremo final del segmento lo colocamos la punta del vector 57] = )\()_f - ff) + A, donde
A es el vector que une al origen con punto fijo A, X es el vector que une al origen con
X y A es el eigenvalor de A asociado a la variedad inestable. Muy cerca del punto fijo
A es valido aproximar M (X) con }7; La distribucién de puntos con la que llenamos el
primer segmento tiene la forma

-,

V- A+ exp[(lnmj)}()? "y

donde j es el ntimero de puntos en el que dividimos al segmento e ¢ = 0,1,...,7.
Distribuimos los puntos de esta forma para compensar el crecimiento exponencial de la
longitud de las iteraciones del primer segmento de variedad. De esta manera, el segmento
de variedad que construimos tiene suficientes puntos por unidad de longitud para poder
trazar la variedad sin perder detalles de su estructura.

El segundo segmento de la variedad lo construimos aplicando el mapeo a los puntos del
primer segmento. Los puntos del siguiente segmento los obtenemos aplicando el mapeo
a los puntos del segmento anterior. De esta forma el extremo final de un segmento es
casi el inicial del extremo siguiente y evitamos huecos.

En este trabajo desarrollamos un algoritmo para encontrar la regién fundamental de
cada tipo de herradura que estudiamos.

Para la herradura binaria con orientaciéon normal simétrica respecto al eje ¢ los puntos
fijos el punto C estan sobre el eje de simetria; ver la figura 2.1(a). Primero construimos un
segmento de la variedad inestable hasta que se hayan pasado dos minimos con respecto
a p. De esta manera garantizamos que en este segmento estan contenidos los puntos C
y B. Para construir la variedad estable sélo reflejamos la variedad inestable respecto al
eje q. En el punto C las variedades se intersectan sobre el eje gq. Para encontrar el punto
B, recorremos la variedad inestable a partir del punto C en la misma direccién en la que

2La construccién de la aproximacién de la variedad estable es andloga, utilizando el mapeo inverso M !
en vez de M.
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2.2 Algoritmo para el calculo del area de la region atrapada

construimos esta variedad hasta cortar con la variedad estable. Este corte es el punto B.
El punto D es el simétrico del punto B con respecto al eje q.

En el caso de la herradura binara con orientacién inversa, la regiéon fundamental
estd formada por sélo dos segmentos de la variedades invariantes; ver la figura 2.1(b).
Por este motivo el algoritmo para encontrar R es més simple que en el caso normal. La
frontera de la region fundamental estd formada por los segmentos de la variedades que
unen al punto hiperbdlico con el punto C.

Para las herraduras ternarias construimos la variedad estable de un punto hiperbdlico
y la variedad inestable del otro punto hiperbdlico. Construimos las variedades hasta
encontrar el primer maximo o minimo respecto a p. Después buscamos los cortes entre
estos dos segmentos de las variedades; estos cortes son los puntos B y D, como muestra
la figura 1.7.

Una vez que obtenemos los puntos A, B, C y D, interpolamos los segmentos que forman
las fronteras de la regién fundamental R. Construimos el rectdngulo méas pequeno de
ejes paralelos a los eje p y ¢ que contenga a R y colocamos condiciones iniciales al azar
uniformemente distribuidas dentro de ese rectangulo. Seleccionamos sélo las condiciones
iniciales dentro de R utilizando las interpolaciones de las fronteras de R. De esta manera
estamos listos para iniciar el cdlculo area atrapada.

2.2.2. Algoritmo para el calculo del area atrapada

El algoritmo para el calculo del area atrapada es basicamente un algoritmo de in-
tegracion Monte Carlo. Consideremos un nimero Ni de condiciones iniciales al azar
uniformemente distribuidas en R. Al iterar estas condiciones iniciales un nimero su-
ficientemente grande de veces, s6lo quedaran los puntos en las regiones atrapadas y
algunos puntos muy cercanos a las regiones atrapadas. Estos pocos puntos requieren
mas iteraciones para salir de R. Entre mayor sea el nimero de veces que se aplique el
mapeo menos puntos fuera de la region atrapada quedardn dentro de R. Por el contra-
rio, el nimero de condiciones iniciales en las regiones atrapadas permanece constante al
aplicar el mapeo. Como la densidad de condiciones iniciales es uniforme, el area de la
region atrapada es aproximadamente proporcional al nimero de condiciones iniciales que
no escaparon de R. Entre mayor sea la densidad mejor sera la aproximacién. Denétemos
por N, el nimero de puntos dentro de R despties de n iteraciones, A, el area de las re-
giones atrapadas y Ag el area de la region fundamental. En el limite cuando n, Np — oo

obtenemos
Nn n,Np—00 Aa

Ng AR’
Para las familias biparamétricas el algoritmo para calcular el drea atrapada que utili-
zamos fue més simple no calculamos la regién fundamental. Al cambiar los pardmetros
k y I se forman distintos tipos de herraduras. Para facilitarnos los calculos colocamos
condiciones iniciales en un rectangulo fijo lo suficientemente grande como para contener
a la regién fundamental.
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2 Areas atrapadas

Existen dos tipos de errores para el cédlculo del drea atrapada:

= Los errores asociados a la estimacion del area contando puntos, estos errores son
propios del método de integracién Monte Carlo.

» Los errores asociados a las iteraciones sucesivas del mapeo; estos errores influyen
en determinar si un punto salié de R.

Los errores debidos al método Monte Carlo los podemos disminuir aumentando la
densidad p de condiciones iniciales dentro de R. El error asociado al calculo de areas
con el método Monte Carlo es proporcional a fTiR = @. Utilizamos una densidad de
condiciones iniciales lo suficientemente grande, p = 10° condiciones iniciales por unidad
de area, como para que las barras de error no fueran visibles en nuestras graficas.

Los errores asociados a las iteraciones sucesivas del mapeo son dificiles de estimar,
pero la tendencia de todos los puntos que escapan es alejarse de las regiones atrapadas
y ademas la gran mayoria del drea que escapa lo hace en las primeras iteraciones, de
este punto se trata con mds detalle en el Capitulo 3. En [7], utilizan técnicas nimericas
sofisticadas que les permiten obtener el comportamiento del area atrapada al cambiar el
parametro con una mayor resoluciéon a la nuestra. En este trabajo estamos interesados
en la estructura principal de la graficas de dreas atrapadas vs. % y no en los detalles
finos que dependen de cada familia de mapeos.

2.3. Resultados numéricos y discusién

En esta seccién mostramos el area atrapada y la fraccion de puntos atrapados en la
regién fundamental R. La densidad de condiciones iniciales dentro de R fue de p = 10°
puntos por unidad de drea para todas las familias de mapeos que estudiamos. A estas
condiciones iniciales las iteramos hasta que salieran de R o hasta que completaran 10°
iteraciones dentro de R. La fraccién de puntos atrapados en R nos da una idea de
qué tan cerca esta el mapeo de ser un mapeo integrable. Graficamos ambos resultados
en funcién de %, donde 0 es la fase del eigenvalor eliptico del punto fijo. Esto nos
permite comparar los distintos mapeos (figuras 2.9, 2.7, 2.13, 2.14, 2.16 y 2.15). En todas
las graficas se ven aumentos y disminuciones abruptas. Las disminuciones abruptas se
deben al rompimiento de curvas cerrada invariantes exteriores. Al romperse una curva
invariante cerrada exterior cambia la frontera de la regién atrapada y el area que no

esta contenida por esta nueva frontera escapa a infinito.

2.3.1. Herraduras binarias con orientaciéon normal uniparamétricas

Las graficas para las herraduras binarias con orientacién normal tienen una estructura
muy similar. Esta estructura es muy parecida a la que se obtuvo en [7] para el mapeo de

Hénon3. Los maximos y los minimos mas notarios, estan alrededor de valores definidos

5 ;. .. ‘ o6 _ 1 1
de 5-. Los minimos principales estan alrededor de 5- = 3, 1.

3En ese trabajo utilizamos como pardmetro a %; la fase del eigenvalor eliptico § es creciente respecto

aﬁ.
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2.3 Resultados numéricos y discusion

Los espacios fase de todos los mapeos son similares, cerca de la disminucién abrupta
alrededor de % = %, se separa una cadena de tres islas de la isla principal; ver la figura
2.6(b). En [4] hay una discusién sobre el comportamiento de la cadena de tres islas
secundarias al cambiar el parametro. Para la bajada abrupta alrededor de % = % pasa
algo similar, se separa una cadena de cuatro islas secundarias de la isla principal, ver la
figura 2.6(a). Cerca de las disminuciones abruptas al aumentar %, las islas secundarias
se hacen cada vez mds pequenas al acercarse a los minimos; ver figuras 2.6(c) y 2.6(d).
En los maximos de la fraccién del drea atrapada las islas secundarias desaparecen y el
area de la isla central estd cerca de alcanzar un méximo local; ver las figuras 2.6(f) y
2.6(e).

2.3.2. Herradura binaria con orientacion inversa uniparamétrica

En la figura 2.8, mostramos la dependencia del angulo entre las variedades en el punto
C en funcién de % para las familias (2.3) y (2.1). Para % € [0.14,0.204] el angulo para
la familia (2.3) es menor a 180° mientras que para la familia (2.3) es siempre mayor, las
herraduras de la familia (2.3) en ese intervalo tienen orientacién inversa. Esta diferencia
se ve reflejada en el comportamiento de la fraccion de puntos atrapados en R y en el area
atrapada, ver las figuras 2.9 y 2.7. La fraccién de puntos atrapada de la familia (2.3) en
la figura 2.9 tiene dos maximos en las fronteras del intervalo donde la herradura tiene
orientacion inversa. En los espacios fase 2.10, 2.11 y 2.12 apreciamos los cambios en el
angulo y en la estructura de la regién atrapada. El 16bulo de entrada intercambia de
lugar con el l6bulo de salida. Cuando el dngulo entre las variedades es mayor a 180° el
16bulo de salida esté por debajo del eje g y el 16bulo de entrada por arriba. Al acercarse a
180° las regiones atrapadas crecen de tamano y ocupan casi toda la region fundamental.
Cuando el dngulo entre las variedades es 180° se forma una tangencia homoclinica y la
fraccion de puntos que permanecen en el rectangulo fundamental alcanza un maximo.

Para que se dé la bifuracién continua donde una herradura con orientacién inversa
cambia a una con orientaciéon normal es necesario que el periodo 7 de la capa de dispersién
cambie de alguna manera, en el caso de la familia 2.3 aumenta. Esto se entiende al
deformar continuamente el herradura con orientacién inversa en una con orientacion
normal; ver la figura 2.1. Para realizar la deformacién, sélo existen dos posibilidades:
que todos los 16bulos se encojan hasta desaparecer la herradura o crear nuevos lobulos
entre los 16bulos ya existentes. Para la familia 2.3 aparecen nuevos lébulos; ver figura
2.2. Al aumentar % los 16bulos grandes se encogen y los pequenos se agrandan. En
cualquiera de estos dos casos el pardmetro de desarrollo de la herradura 5 cambia y por
lo tanto el periodo 7.

2.3.3. Herraduras ternarias uniparamétricas

El comportamiento de la fraccién del area atrapada en R y el drea atrapada para las
herraduras ternarias de las familias de mapeos (2.4) y (2.5) tiene la misma estructura,
como vemos en las figuras 2.13 y 2.14. Esta estructura es distinta al de las herraduras
binarias. Hay una regién en la que los cambios en la fraccion del drea atrapada no son tan
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2 Areas atrapadas
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Figura 2.6: Espacios fase de elementos de la familia (2.3) para valores de % donde hay méximos,
minimos y bajadas abruptas del drea atrapada. Parte de las regiones atrapadas estan
pintadas de color azul, las curvas de color rojo son las variedades inestables, Las
curvas de color verde son las variedades estables. El escenario mostrado en estas
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2.3 Resultados numéricos y discusion
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Figura 2.7: Fraccién de puntos atrapados dentro de R vs. ==. Esta fraccién tiende a las fraccién

27
del area atrapada dentro de R. En esta figura estan los resultados para las herraduras
binarias. El valor de la fraccién del area atrapada tiende a uno cuando el % tiende
a cero. Para % = 0 hay una bifurcacion de los puntos fijos, por lo que el area de R

como el area atrapada tienden a la misma velocidad a cero.

250 —_—
orientacion normal (2.1) ——
240 b orientacion inversa (2.3)
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Figura 2.8: Angulo entre las variedades de A en el punto C vs. %. De color rojo se ilustra el

dngulo para la familia (2.1); este dngulo es siempre es mayor a 180°. Las herraduras

tienen orientacién normal. De color verde se denota el dngulo para la familia (2.3),
aproximadamente en % € [0.14,0.204] el dngulo entre las variedades es menor a

180°y se forman herraduras con orientacién inversa.
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Figura 2.9: Area de la regién atrapada vs. Qi. Resultados para la herraduras binarias. El drea

atrapada tiende a cero cuando 5> tiende a cero a diferencia de la fraccién del area
atrapada que tiende a uno.
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Figura 2.10: Espacio fase un mapeo de la familia (2.3), % = 0.173 (o = 1.32). La herradura
de este mapeo tiene orientacion inversa. El dngulo entre las variedades es menor a

180°. El I6bulo de escape es de color rosa; este 16bulo esta por arriba del eje g.
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Figura 2.11: Espacio fase de un mapeo de la familia (2.3) muy cerca de la bifuracién global
de las variedades de A, % = 0.2 (o = 1.45). El 16bulo de escape se hace muy
pequeno. El dngulo entre las variedades es muy cercano a 180°, casi se forma una
tangencia homoclinica. El drea atrapada ocupa casi toda la regién fundamental.
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Figura 2.12: Espacio fase de un mapeo de la familia (2.3), % =0.225 (o = 1.52). La herradura
que forman la variedades tiene orientacién normal. El angulo entre las variedades
es mayor a 180°. El 16bulo de escape de color rosa esta por abajo del eje q.
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Figura 2.13: Fraccién de puntos atrapados dentro de R vs. % Resultados para las herraduras

ternarias uniparamétricas.

abruptos. El area atrapada no se acerca tanto a cero como en la herradura binaria. Cabe
destacar que las no linealidades de orden mayor a tres de la familia (2.5) no generan un
comportamiento distinto de la gréfica al de (2.4).

2.3.4. Herraduras de las familias del mapeo biparamétricas (.

Para la familia C_, la estructura de las variedades es parecida a la de la familia (2.3).
Las variedades de uno de los puntos hiperbdlicos forman una herradura binaria con
orientacion normal, mientras que las variedades del otro punto hiperbélico no intersectan
a la herradura. Comparando las figuras (2.3) y (2.9) vemos que el comportamiento del
area atrapada es muy parecido. Podemos apreciar que los minimos principales en ambos
casos estan alrededor de % = %, %.

La familia C'y forma herraduras binarias normales, anormales y ternarias dependiendo
del valor de los pardmetros. Estos cambios en el comportamiento de las variedades se
ven reflejados en la dependencia del area atrapada. Las variedades de C; forman una
herradura ternaria simétrica sélo para k =0y | € (—2,2). El comportamiento del érea
atrapada para esta herradura ternaria simétrica es similar al de las otra herraduras
ternarias simétricas; ver figuras 2.14 y 2.16. Al aumentar k, la simetria se pierde y la
herradura ternaria se deforma. Al seguir aumentando k£ se rompe la herradura ternaria
y las variedades forman una herradura binaria normal o anormal. Este comportamiento
es ve reflejado en el drea atrapada; ver figuras 2.16 y 2.7.

Todos estos ejemplos nos sugieren que la estructura de la grafica de las areas atrapadas
vs. % es muy parecida para todas las familias de mapeos que forman herraduras con las
mismas caracteristicas. A partir de esta gréfica podemos encontrar en qué intervalos de
los pardmetros existen cambios importantes en la estructura del las regiones atrapadas.
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Figura 2.14: Afea de la regién atrapada vs. %. Resultados para la herraduras ternarias unipa-
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Figura 2.15: Area de la regién atrapada vs. % Resultados para la familia C_. El comportamien-
to del area atrapada es muy similar al de las demas herraduras binarias normales.
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2 Areas atrapadas

Figura 2.16: Area de la region atrapada vs. % Resultados para la familia C;.. Para k = 0 se C
forma un herradura ternaria simétrica, el comportamiento del area atrapada es muy
similar al de las otras herraduras ternarias simétricas. Al aumentar k la simetria se
pierde hasta que se rompe la estructura de herradura ternaria y las variedades de
uno de los puntos hiperbdlicos forman herraduras binarias con orientacién normal
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3 Tiempos de escape

En este capitulo también estudiamos otro aspecto de la dinamica de los mapeo bidi-
mensionales que preservan dreas y forman herraduras de Smale. En especial, estudiamos
que tan rapido salen las condiciones iniciales que escapan de la regién fundamental de la
herradura R. Dentro de R existen dos tipos de regiones: las regiones que escapan de Ry
las regiones invariantes atrapadas. En el capitulo anterior calculamos el area de las regio-
nes atrapadas dentro de la herraduras, en este capitulo calculamos la fracciéon de puntos
de R que escapan de R en funcién del niimero de iteracién n. El estudio del movimiento
de una regién del espacio fase es uno de los problemas bésicos de transporte [19].

En los sistemas Hamiltonianos acotados, el teorema de recurrencia de Poincaré garan-
tiza que para cualquier conjunto abierto del espacio fase €2y existe un tiempo finito ¢ tal
que £, la evolucién temporal de €, intersecta a g [4]. Una pregunta que sigue abierta
es cudl es el tiempo de recurrencia y si existe un comportamiento universal [20], [21].
Esta pregunta esta relacionada con la estructura del espacio fase. En el caso de los sis-
temas que se pueden analizar con un mapeo bidimensional, la dindmica de los mares
de caos confinados entre curvas cerradas invariantes estd ligada a la estructura de las
variedades invariantes de los puntos periédicos inestables que estan entre dichas curvas
cerradas invariantes. De igual manera nos preguntamos sobre la dindmica de los puntos
cercanos a las regiones atrapadas en R, pero que eventualmente escapan de R.

Toda la dinamica de los puntos que salen de R esta determinada por la topologia de las
variedades invariantes del punto hiperbdélico que forman la herradura. Para las herraduras
binarias la regién que escapa de R en la n-ésima iteracion es la interserccion del n-ésimo
I6bulo Le,, de la variedad inestable con R; la imagen de Le,, (| R es Le,—1 [ ) R. Después
de n iteraciones los puntos que estaban inicialmente en Le, ()R llegan al 16bulo de
escape, fuera de R.

El conjunto de todas las intersecciénes de los 16bulos de la variedad inestable con R
forma una particién® de la regién que escapa de R, ver la figura 3.1. En esta figura sélo
estan pintados algunos de los l6bulos de la variedad inestable que forman la particién; las
intersecciones de los 16bulos con R estan coloreadas de naranja y las partes que esta fuera
de R de color rojo. Las regiones atrapadas de esta herradura estan pintadas de color azul.
El 4rea que escapa de R es constante para las tres primeras iteraciones; los tres primeros
l6bulos estan completamente contenidos en R. El area que escapa comienza a disminuir
en la cuarta iteracién, Ley es el primer 16bulo que no esta completamente contenido en R;
su punta no estd en R, esta contenida en el 16bulo de escape. Cosideremos la preimagen
de Ley, el 16bulo Les. El drea de Les () R es menor que la de Ley (| R debido a que, Les
tiene dos partes fuera de R. El drea de Leg (| R es menor que la de Les () R porque el

'Una familia de subconjuntos {U;,i € I} de U es una particién de U si U; # 0, U
U:NU; #0=U; =Uj.

U, =Uysi

icl
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3 Tiempos de escape

Valriedad Iestable] de A l
Variedad inestable de A ———
Regidn atrapada

Figura 3.1: Algunos l6bulos de una herradura binaria incompleta. La regién fundamental de
la herradura R estd coloreada amarillo y naranja. Las intersecciones de R con Le,,
donden = 1,...,6 de color naranja, estas intersecciones forman parte de la particién
de la regiéon que escapa de R. Las partes de los l6bulos que estan fuera de R estan
coloreadas de rojo. El primer 16bulo que atraviesa a R es Ley, su punta no pertenece
a R. La preimagen de la punta de Ley es la punta de Les. El drea de Les (| R es
menor que el drea de Ley [ R debido a que ademés de la punta, hay otra parte de
Les que no esta contenida en R. Conforme n aumenta, el drea de Le, (| R disminuye.
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Figura 3.2: Fraccién de puntos que salen vs. niimero de iteracién para una herradura completa
de la familia (2.3), @ = 6. El comportamiento es exponencial, después de muy pocas
iteraciones la fraccién de puntos que escapa es muy pequena.

l6bulo Leg tiene tres partes fuera de R. Es plausible que el area que escapa es decreciente
después de la tercera iteracién, debido a la estructura jerarquica de la herradura [19].

Un analisis detallado del transporte en términos de la estructura topoldgica de los
16bulos se encuentra en [22]. Con la ayuda de este tipo de andlisis, es posible estimar
algunas propiedades del transporte, pero no es posible determinar cudnta area se trans-
porta en cada iteracién [19].

Para las herraduras completas, el comportamiento de la fraccién de puntos que escapa
vs. el nimero de iteraciones es exponencial [23], ver figura 3.2. Queremos comparar este
comportamiento con el comportamiento para las herraduras incompletas. Alrededor de
las curvas cerradas invariantes aparecen regiones pegajosas [20]. Los puntos de estas
regiones requieren muchas maés iteraciones antes de salir de R que los puntos un poco
mas alejados. Esto se debe a que la densidad de 16bulos de la variedad inestable aumenta
al acercarse a las tltimas curvas cerradas invariantes.

Al cambiar los pardmetros del mapeo cambia el tamafio de las regiones atrapadas: si
el drea de la regién atrapada disminuye, entonces las variedades del punto hiperbdélico
pueden ocupar una regién antes inaccesible. De esta manera se forma una nueva regiéon
con gran densidad de l6bulos de las variedades del punto hiperbdlico exterior.
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3 Tiempos de escape

3.1. Algoritmo para el cdlculo de los tiempos de escape

Para la herradura binaria, los puntos que salen de R sélo lo pueden hacer por el
l6bulo de escape. El algoritmo que desarrollamos para calcular como salen los puntos
de R esta basado en el algoritmo para el cdlculo de las areas atrapadas del capitulo
anterior. Slo colocamos condiciones iniciales uniformemente al azar en R y contamos
cuantos puntos que salen de R por el l6bulo de escape en cada iteracién. Hicimos los
célculos sélo para las herraduras binarias unipamétricas de las familias (2.1), (2.2) y
(2.3). La densidad de condiciones iniciales dentro de R que utilizamos fue de 10® puntos
por unidad de 4rea y el niimero de veces que iteramos el mapeo fue 2 x 103.

3.2. Resultados numéricos y discusién

A continuacién mostramos los resultados que obtuvimos para la fraccién de puntos
que escapan de R en funcién del niimero de iteracion. Seleccionamos sélo algunos valores
de % donde la fraccién de los puntos dentro de R tiene maximos, minimos, y valores un
poco menores al de las disminuciones abruptas; ver la figura 2.7. En el lado izquierdo
de las figuras 3.3-3.5 estan las graficas de la fraccion de puntos que escapa de R vs. el
numero de iteraciones, en los rectangulos pequefios en la parte superior derecha estan
las graficas para las primeras iteraciones, en las graficas grandes estan los resultados
para los nimeros de iteracién posteriores. En el lado derecho de estas figuras estan las
condiciones iniciales que salen de R en distintos intervalos del nimero de iteracién, sélo
mostramos estas condiciones iniciales para la familia (2.3); la estructura que forman las
condiciones iniciales de (2.3) es muy parecida a la estructura de las familias (2.1) y (2.2).

Para las primeras iteraciones la fraccién de puntos que salen de R es constante. El
nimero de iteracion en el que empieza a disminuir la fraccion de puntos salen de R indica
cual es el primer l6bulo que no estd totalmente contenido en R. Si el drea que escapa
es menor en cada iteracion posterior, entonces el nimero de puntos que escapan de R
en cada iteracién en esencia es menor. En las graficas observamos fluctuaciones. Estas
fluctuaciones se deben a los errores numeéricos, los cuales son dificiles de estimar, y a
que contamos puntos que escapan y no areas. Esto es claro para un n suficientemente
grande, ya que la densidad de puntos para la regién Le,_1 () R es un poco distinta a la
densidad para la regién Le, [ R. Conforme aumenta el nimero de iteracién, la fraccién
de puntos que escapa es comparable con sus fluctuaciones, salen muy pocos puntos por
cada iteracién. Para mejorar la estadistica y disminuir estas fluctuaciones es necesario
aumentar la densidad de condiciones iniciales, ya que, entre mayor sea la densidad més
informacién podemos obtener del comportamiento para n mayores. De los espacios fase
3.3(a) y 3.3(c) podemos ver que la mayor parte del rea que escapa lo hace en las primeras
iteraciones, las condiciones iniciales que tardan mas en salir estan concentradas alrededor
de las regiones atrapadas y son sélo una pequena parte. Para estudiar el comportamiento
a tiempos mads largos en sistemas cerrados se han desarrollado modelos estadisticos [19].

Las dos gréficas correspondientes a los maximos del area atrapada 3.3(c) y 3.3(a) son
cualitativamente muy parecidas. Esto también sucede con las figuras correspondientes a
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3.2 Resultados numéricos y discusion

los minimo y bajadas abruptas del area atrapada. Para los maximos el comportamiento
0

es similar a una ley de potencias n'. Para los valores de - un poco antes de las dis-
minuciones abruptas, el comportamiento para n grande, n € [600,2000], tiene algunas
diferencias pero también es similar a una ley de potencias. En la zona donde se da la
bajada abrupta el comportamiento de la fraccién de puntos que escapa es muy sensible;
cambia bastante al cambiar un poco el valor de %. El comportamiento a tiempos largos
para los minimos es mas rapido que una ley de potencias, parece ser de tipo exponencial
e’ como el de las herraduras completas. Los valores de n y v que obtuvimos en los
ajustes por minimos cuadrados se muestran en la siguiente tabla 3.2.

Los valores de los coeficientes de los ajustes 1 y v no son universales pero si son
del mismo orden en todos los casos. Para precisar mas el comportamiento es necesario
aumentar la densidad y el niimero de las iteraciones. Una manera de mejorar la velocidad
del calculo es por medio de un algoritmo recursivo de muestreo estratificado?. La idea
bésica es colocar cada vez més condiciones iniciales en una vecindad alrededor de cada
punto que alcanzan a salir de R, en cada paso se aumenta la densidad de condiciones
iniciales y se disminuye el tamao de la vecindad. De esta manera se busca evitar iterar
muchos puntos dentro de las regiones atrapadas.

Familia (2.1) Familia (2.2) Familia (2.3)

Maximo % ~ 0.204
a=1.5,17=1.6756

Maéximo 2= ~ 0.275
a=0.86,n = 1.0443 a = 0.405,7 = 0.9165 a=2.4,n=1.6336

Maximo % ~ 0.4
a=1.3,n1n=1.5932 a=0.67,n=1.1576 a=3.675, n=2.0477

Disminucién abrupta % ~ 0.236
a=0.71,n=1.5671 a=0.315, 7= 1.6487 a=2.025,n=1.3232

Disminucién abrupta % ~0.31
a=0.98,n=1.6196 a=0.475, n = 1. 3540 a=2.8,n1n=1.6235

Minimo % ~ 0.175
a =1.15, v = 0.0008803

Minimo = ~ 0.25

a =0.75, v = 0.0155097 a =0.33, v =0.00723 a = 2.15, v = 0.00608
Minimo = ~ 0.33
a = 1.05, v = 0.01507 a = 0.52, y = 0.01768 o =3.05,v=0.0248

Ajustes para las graficas de fraccién de puntos que escapan de R vs. niimero de iteracion.
Donde « es el valor del pardmetro de los mapeos, 1 es el exponente para los ajustes
algebraicos y v es el exponente para los ajustes exponeciales.

2En ingles recursive stratified sampling
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3 Tiempos de escape
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Figura 3.3: En la figura 3.3(a) (3.3(c)) esta la fraccién de puntos que salen de R vs. nimero de
iteracién para el méximo de la fraccién del area atrapada alrededor de % =0.275
(£ =0.4). Enla figura 3.3(b) (3.3(d)) de color rojo estdn las condiciones iniciales en
el espacio fase que tardan en salir en los intervalos [50, 100] ([20, 50]) del ntmero de
iteracién, de color verde estan las condiciones iniciales en el espacio fase que tardan
en salir entre [100,1000] ([50,1000]) iteraciones. La regién atrapada estd formada

por una isla central grande.
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3.2 Resultados numeéricos y discusion
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Figura 3.4: En la figura 3.4(a) y (3.4(c)) estdn la fraccién de puntos que salen vs. nimero de
iteracién para un poco antes de la bajada abrupta de la fraccién del drea atrapada
alrededor de = = 0.236 (2= = 0.31). En la figura 3.4(c) y (3.4(d)) de color estén
rojo las condiciones iniciales en el espacio fase que salen en el intervalo [60,1000]
([20,1000]) del numero de iteraciones. La regién atrapada estd formada por una
isla central y cuatro (tres) islas secundarias, cada isla rodea a un punto de perfodo

cuatro (tres).
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3 Tiempos de escape

Figura 3.5: En la figura 3.5(a) (3.5(c)) estd la fraccién de puntos que salen vs. nimero de
iteracién para el minimo de la fraccién del area atrapada alrededor de % =0.25
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(£ =0.33). Enlas figuras 3.5(b) y 3.5(d) de color rojo estan las condiciones iniciales
en el espacio fase que salen en el intervalo [50, 100] ([10, 100]) del nimero de iteracién,
en color verde estan las condiciones iniciales en el espacio fase que salen en el en
el intervalo [100,1000] ([100,1000]) del ntimero de iteracién. Las cuatro (tres) islas
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secundarias alrededor de la isla principal son pequenas.



Conclusiones

En este trabajo estudiamos familias paramétricas de mapeos que preservan areas y
forman herraduras de Smale binarias y ternarias. Cada espacio fase de estos mapeos
se puede dividir en dos conjuntos en base a su dindmica: un conjunto de puntos que
escapa a infinito y otro conjunto que permanece atrapado. En especial estudiamos dos
propiedades de estos dos conjuntos del espacio fase:

1. ;Coémo cambia el area de las regiones atrapadas al cambiar los parametros?

2. ;Qué tan rapido salen las condiciones iniciales de la regién fundamental R de la
herradura para distintos valores de los parametros?

Para poder comparar las areas de las regiones atrapadas utilizamos cémo pardmetro
a la fase del eigenvalor eliptico del punto fijo que esta dentro de las herraduras ¢ .

Encontramos que las disminuciones abruptas del drea atrapada se deben a la dismi-
nucién abrupta del tamano de las islas secundarias estables que rodean a la isla central
estable y que estan separadas de ella. Las disminuciones abruptas mas notorias del drea
atrapada se dan cuando los valores de d son cercanos a los valores donde las cadenas de is-
las secundarias se separan de la isla central y la cadena de islas secundarias esta formada
por unas cuantas islas, 2, 3,4, 5, 6 islas.

Para las herraduras binarias con orientacién normal que estudiamos, el comportamien-
to del area atrapada en funcién de % es similar entre si; ver figura 2.7. Este compor-
tamiento es muy parecido al del mapeo de Hénon. Es posible que la estructura de este
comportamiento sea comtun en las herraduras binarias con orientacién normal siempre
que el periodo de la capa de dispersién 7 sea no creciente respecto a %. Esta cuestién
permanece abierta y en realidad no es sencillo ligar a unos cuantos pardmetros la sepa-
racion y disminucién de tamaiio de las cadenas de islas secundarias de la isla central.
Los dos minimos més notables del area atrapada estén alrededor de % = %, %. En la
disminucién abrupta alrededor de % = %, la cadena de tres islas secundarias esta sepa-
rada de la isla central. En la disminucion abrupta alrededor de % = i pasa algo similar,
la cadena de cuatro islas secundarias esté separada de la isla central.

El area atrapada de la herradura binaria con orientacién inversa tiene un compor-
tamiento distinto al de las herraduras binarias con orientacién normal. Para la familia
de mapeos (2.3) se forman herraduras con orientacién inversa aproximadamente en el
intervalo [0. 14, 0. 204] de %. Cerca de los extremos de este intervalo se da la bifurcacién
global. Alrededor de los valores de % donde se da la bifurcacion global, la fraccion del
area atrapada de R tiene méaximos, en algin sentido el mapeo se acerca mas a un mapeo

integrable.

41



Conclusiones

El comportamiento del drea atrapada para las herraduras ternarias simétricas en fun-
cién de % también parece tener una estructura caracteristica. Esta estructura es distinta
al de las herraduras binarias; los minimos de la fraccién del area atrapada estdn en valo-
res de % distintos a las herraduras binarias y la fraccién del area atrapada no se acerca
tanto a cero como en el caso de la herraduras binarias. Es posible que esta dltima pro-
piedad sea muy comun en los mapeo que tiene herraduras ternarias simétricas. Esta es la
contribucién mas importante de este trabajo, porque si presenta un minimo tan cercano
a cero comparado con el tamafio de R, muy probablemente la herradura no es ternaria
simétrica.

Las variedades del mapeo ciibico de Hénon C'; forman una herradura ternaria simétrica
para k = 0y | € (—2,2). Al aumentar k la simetria se pierde y la herradura ternaria
se deforma. Existe un valor de k donde la herradura ternarias se rompe y se forma una
herradura binaria. En algunas regiones del espacio de parametros, la herradura binaria
tiene orientacién normal y en otras inversa. En el comportamiento de las dreas atrapada
en la figura 2.16 podemos ver un reflejo de estos cambios en la topologia de la herradura.

Este es un claro ejemplo de cémo la grafica del drea atrapada vs. % nos da informacién
de los cambios de topologia de las herraduras al cambiar %.

Para los mapeos uniparamétricos con herraduras binarias encontramos que el compor-
tamiento de la fracciéon del niimero de puntos que salen de R por iteraciéon en funcion
del nimero de iteracién es similar; para los minimos de la fracciéon de area atrapada
la forma de la grafica fraccién de puntos que salen de R vs. ntimero de iteracion tiene
cualitativamente la misma forma; ver figura 3.5. Para un niimero de iteraciones grandes
es posible ajustar una exponencial pero el exponente es diferente para cada mapeo. En
el caso de los maximos y las disminuciones abruptas podemos ajustar una ley de poten-
cias, pero el exponente también depende del mapeo. Por este diferente comportamiento
podemos diferenciar si la fraccién del drea atrapada tiene un minimo o méximo (bajada
abrupta) viendo el comportamiento de la grafica fraccién de punto que sale vs. nimero
de iteracion.

Una pregunta interesante es qué pasa con el comportamiento de la medida de las
regiones atrapadas en mapeos de mas de dos dimensiones al cambiar los pardmetros.
Estos mapeo pueden ayudar a modelar sistemas mas fisicos. En estos sistemas todas las
estructuras que aparecen en el espacio fase son mas ricas [24].
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