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Introduccion

El objetivo principal de este trabajo consiste en, por un lado, presentar un
resumen detallado de las teorias de regularidad y aumentabilidad para pro-
blemas con restricciones en espacios de dimension finita y, por otro, proponer
una posible generalizacién del concepto de aumentabilidad para cierto tipo
de problemas en control éptimo.

Con la idea de entender este objetivo, consideremos el problema de mi-
nimizar una funcién f : R" — R sujeta a restricciones del tipo g(z) = 0.
Una posible derivacion de la regla de multiplicadores de Lagrange consiste
en minimizar una funcién F de la forma F(z) = f(x) + Ag(x) sin restriccio-
nes. El nuevo problema, sin restricciones, implica la regla de multiplicadores
de Lagrange F'(xz) = f'(z) + Ag’(z) = 0 en el punto minimo junto con la
condicién original g(z) = 0.

Aunque este procedimiento puede ser ttil para recordar la regla de multi-
plicadores de primer orden, es poco satisfactorio ya que la clase de problemas
en los que se puede aplicar es limitado. Por ejemplo, no es aplicable al pro-
blema de minimizar la funcién f(x,y) = 2% — 3y — y? sujeta a la restriccién
g(x,y) =y = 0. El Lagrangiano esta dado por

F(z,y) = f(z,y) + Ag(z,y) = 2> + (A = 3)y — ¢/°

el cual, sin importar el valor de A\, no tiene un minimo sin restricciones. Sin
embargo, F'(0,0) = (0,0) cuando A es el multiplicador correcto de Lagrange,
A = 3. Por otro lado, si utilizamos la funcién aumentada H = f+Ag+(0/2)g?,
en este caso dada por

Hi) =+ (=3 + (752 2

entonces la eleccion A = 3 y o > 2 implica que H tiene un minimo local sin
restricciones en el origen y, en ese punto, el gradiente se anula.



Este ejemplo sugiere que, si xy es una soluciéon local del problema de mini-
mizar f sujeta a g = 0, entonces existen constantes \ y o tales que xq propor-
ciona un minimo local sin restricciones de la funcién H = f+Ag+(%)g*. En
este caso diremos que el problema original con restricciones es aumentable.
Veremos céomo la regla de multiplicadores de Lagrange es consecuencia de
aumentabilidad y que, a su vez, aumentabilidad es consecuencia de la regla
reforzada de multiplicadores de Lagrange.

A través de varios ejemplos veremos cémo un problema puede ser regular
sin ser aumentable o aumentable sin ser regular, por lo que ambas hipdtesis
son alternativas, pero no equivalentes para la existencia de multiplicadores
apropiados de Lagrange.

Veremos primeramente algunos conceptos y resultados basicos que se es-
taran utilizando a lo largo de todo el trabajo, luego presentaremos la teoria
de regularidad y posteriormente estudiaremos el método de aumentabilidad.
Finalmente veremos cémo aplicar este método al caso con igualdades en con-
trol 6ptimo y algunos ejemplos de ello.



Capitulo 1

Definiciones y conceptos
basicos

Comenzaremos en este primer capitulo repasando algunos conceptos y resul-
tados basicos que estaremos utilizando a lo largo de todo el trabajo.

Vamos a suponer dados un subconjunto S de R" y una funciéon f que ma-
pea S en R. Nuestro propésito sera minimizar la funciéon f sobre el conjunto
S.

Veremos algunos resultados basicos relacionados con diferenciales de fun-
ciones de valor real definidas en un subconjunto de R" asi como una version
del teorema de la funcién implicita.

Posteriormente derivaremos de manera sencilla un resultado crucial (Teo-
rema 1.23) en la determinacién de multiplicadores de Lagrange que utilizare-
mos para derivar condiciones de optimalidad para problemas con igualdades.
Para obtener un resultado equivalente aplicable a problemas que involucran
desigualdades (Teorema 1.29) introduciremos una breve teoria sobre conos
convexos. Por ultimo, para la derivacion de condiciones de optimalidad para
problemas con desigualdades presentaremos los conceptos de conos tangentes
y funciones soporte.

1.1. Minimos y maximos

Supongamos dados un subconjunto S de R" y una funcién f que mapea S
en R.

Definiciones 1.1. A un punto de S que maximiza o minimiza a f le llama-



mos punto extremo de f sobre S.

Una condicién que asegura la existencia de un punto extremo de una fun-
cion estd dada por el siguiente teorema. El resultado es una consecuencia
inmediata del Teorema de Bolzano-Weierstrass el cual afirma que toda suce-
sién acotada de puntos en R" tiene una subsucesién convergente.

Teorema 1.2. S0 S es un compacto no vacio de R" y f: S — R es continua
entonces [ alcanza su mdzximo y minimo en S.

Demostracion: Sea m := inf f(x) en Sy sea {z,} una sucesién de puntos
en S tales que m = lim,_., f(z,). Como S estd acotado, por el teorema de
Bolzano-Weierstrass {z,} tiene una subsucesion {y,} convergente y, por ser
S cerrado, el limite g := lim, . y, estd en S. Por continuidad,

f(zo) = lim f(y,) = m =inf f(z) en S.

Por lo tanto xo minimiza a f en S. Aplicando este resultado a — f, se prueba
que existe un punto x; en S que minimiza a —f en S y, por lo tanto, x;
maximiza a f en S. 1

El concepto de extremo es de naturaleza global dado que se toman en
cuenta todos los puntos de S, o minimiza a f en S si g € Sy f(zg) <
f(z) para toda z € S. En contraste, extremos locales toman en cuenta el
comportamiento de la funcién en vecindades alrededor de zg.

Definiciones 1.3. Diremos que z¢g € S minimiza localmente a f en S si
existe una vecindad N de z( tal que xy minimiza a f en S N N, es decir,
f(zo) < f(z) para toda x € SN N. Si la desigualdad es estricta para toda
x # x9 en SN N, diremos que f(zq) es un minimo local estricto de f en S.

1.2. Extremos en un intervalo compacto

En esta seccidn repasaremos condiciones necesarias y suficientes de optima-
lidad para el caso en que la funcién f estd definida en un intervalo compacto
S = [a,b] en R.
Recordemos que la derivada f'(xg) de f en zy, cuando existe, estd dada
por
f(@o +h) — f(x0)
Y )

) = lim
T—xQ T — Xy h—0




Sixg =a o xy = b, este limite es un limite por la derecha o izquierda res-
pectivamente. Suponiendo la existencia de derivadas, tenemos las siguientes
condiciones suficientes para un minimo local estricto en los puntos inicial y

final de [a, b].

Teorema 1.4. Si f'(zg) > 0 y 29 = a, o f'(zg) < 0 y 9 = b, entonces
f(zo) es un minimo local estricto de f en [a,b]. Andlogamente, si f'(zq) <0
yxo=a, o f(xyg) >0 yxy=>, entonces f(xy) es un mdximo local estricto
de f en [a,b].

Demostracion: Supongamos que f'(a) > 0. Sea € := f'(a)/2 y sea § > 0

tal que
f(x) — f(a)

T —a

a<r<a+d =

— f'(a)] <e.
Entonces

f(l’)—f(a) >f’(a)—e:M

>0 <z < d).
o 5 (a<x<a+d)

Por lo tanto f(z) > f(a) para toda x € (a,a + d), o sea, f(a) es un minimo
local estricto de f en [a, b]. Las afirmaciones restantes se prueban de manera
semejante. 1

Este resultado implica de manera inmediata las siguientes condiciones ne-
cesarias para minimos locales en los puntos inicial y final de [a, b].

Teorema 1.5. Si f'(a) existe y f(a) es un minimo local de f en [a,b] enton-
ces f'(a) > 0. Si f'(b) existe y f(b) es un minimo local de f en [a,b] entonces
f(b) <0.

Demostracion: Por el Teorema 1.4, f(a) es un maximo local estricto de f
en [a,b] si f'(a) < 0. Por lo tanto, si f(a) es un minimo local de f en [a, b],
se tiene que f’(a) > 0. Andlogamente, f’(b) < 0 si f(b) es un minimo local
de fen [a,b]. 1

Para puntos interiores del intervalo [a,b], el teorema anterior implica el
siguiente resultado.

Teorema 1.6. Si f tiene un extremo local en xy € (a,b) y f'(x) existe
entonces f'(xg) = 0.

Demostracion: Supongamos que f tiene un minimo local en xg. Por el
Teorema 1.5 aplicado en el intervalo [z, b] se tiene que f'(x¢) > 0. Aplicando
el mismo teorema en el intervalo [a, xy] vemos que f'(xy) < 0. Por lo tanto
f'(xzo) = 0. Andlogamente f’(z¢) = 0 si f tiene un maximo local en x = zg. 1



El siguiente teorema del valor medio es basico.

Teorema 1.7. Si f es continua en [a,b] y tiene derivada en todo punto de
(a,b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = f(a) + (b—a)f'(c).
Demostracion: Sea

h(z) == f(z) — [W] (x—a) (z € [a,b]).

Claramente h es continua en [a,b], derivable en (a,b), h(a) = f(a) y

o =50 - |21 0 0 = s,

Por el Teorema 1.2 existe ¢ en (a,b) punto extremo de h. Por el Teorema 1.6,

0= h/(C) _ fI(C) i f(bl)):g(a)
y, por lo tanto,
f/(C) _ f(bl)):i(a)l

Recordemos que si f es diferenciable en [a,b] y f”(x¢) existe, el teorema
de Taylor asegura que

f(@) = fwo) = f'(wo)(x — w0) + 5 f"(20)(x — 20)* +7(x — 20)
donde

El siguiente teorema nos da condiciones suficientes para un extremo local.

Teorema 1.8. Supongamos que [ es diferenciable en una vecindad de x,
f"(xo) existe y f'(xg) = 0. Entonces

a. f"(xg) >0 = f(xg) es un minimo local estricto de f.

b. f"(zg) <0 = f(xg) es un mdximo local estricto de f.

Demostracion:



(a): Sea m tal que 0 < 2m < f"(zg) y sea 6 > 0 tal que
)| _ )
R | 2
Si |x — x| < 9, entonces
f(ﬂf) - f(l"o) = %f”(iﬁo)(iv - 330)2 + r(:v - :Eo) > m(:z; - x0)2.

(b): De manera anéloga obtenemos que existe 6 > 0 tal que, si |x — x| < 6,
entonces

(0 < |h| < 0).

2
£(x) < flao) = m(z — z)”. 1
Una consecuencia inmediata de los Teoremas 1.4 y 1.8 son las siguientes
condiciones necesarias para un extremo local.

Teorema 1.9. Supongamos que f es diferenciable en una vecindad de x,
f"(x) existe y f tiene un minimo local en xy. Entonces

a. xg € (a,b) = f'(z0) =0y f"(z0) > 0.

b. g =a = f'(x¢) >0 o0 bien f'(zo) =0y f"(xo) > 0.

c. zo=b= f'(x9) <0 o bien f'(xg) =0y f"(z9) > 0.

1.3. Funciones de varias variables

En esta seccion repasaremos algunos resultados basicos relacionados con di-
ferenciales de funciones con valores reales definidas en un subconjunto de
R".

Dados X, Y espacios vectoriales sobre R, denotamos por L(X,Y") al con-
junto de todas las transformaciones lineales de X en Y y cuando Y = R,
escribiremos simplemente L(X).

Definicién 1.10. Sean £ C R" abierto, f una funcién que mapea F en R
y xo € E. Decimos que f es diferenciable en xq si existe A € L(R") tal que

lim f(x) = fzo) — Alx — x0)

z—xo |z — x0]

=0.

En este caso escribimos f'(z¢) = A y llamamos a f'(xg) la diferencial de f en
Zo. Si f es diferenciable en x para toda x € E decimos que f es diferenciable
en E. Nétese que, si f es diferenciable en x(, entonces

r(h)

f(x) = f(zo) = f'(x0)(x — o) + 7(x —20)  donde ;llli% T 0.



Definicién 1.11. Sean f: E C R" — R con F abiertoy {ey,...,e,} la base
canonica de R". Para x € E, 1 <7 < n, definimos

L) flatie) — [(@)

(Dif)(x)

siempre que el limite exista, y llamamos a D;f una derivada parcial.

Teorema 1.12. Supongamos que f mapea E C R" en R y f es diferenciable
en x € E. Entonces las derivadas parciales (D, f)(x) existen y

f(x)e; = (Dif)(x).
Demostracion: Sea 1 < i < n. Como f es diferenciable en =,

r(te;) _o

flx +te;) — f(x) = f'(x)(te;) + r(te;) donde lim

t—0

Como f'(x) es lineal,

f’(l’)@i — l{m f(SL’ + tei) B f(:l:)

t—0 t

= (Dif)(z). 0

Definicién 1.13. Sean F C R" abiertoy f: E — R diferenciable. Decimos
que f es continuamente diferenciable en E si f’ es una funcién continua de
E en L(R"). Explicitamente requerimos que, para cada z € E y € > 0, exista
0 > 0 tal que

yeEEYlz—yl<d=|f(y) - f=)l <e
En este caso escribimos f € C*(E).

Teorema 1.14. Supongamos que f mapea un abierto E C R" en R. Enton-
ces son equivalentes:

a. feCYE).

b. Las derivadas parciales D;f existen y son continuas en E para toda
1<1<n.

Observacion 1.15. Si para toda 1 < ¢ < n las derivadas parciales D;f
existen, denotamos al vector ((D;f)(x),...,(Dnf)(x)) como

(D1 f)(x), ., (Dnf) () = (V)(2)



v lo llamamos el gradiente de f en x, i.e.,

(V@)=Y (Dif)(@)es.
i=1
Ahora, dada A € L(R"), el vector a = (Aey, ..., Ae,) satisface Ah = (a, h)
para toda h € R" donde (-, -) es el producto interno en R". Por otro lado, si
a € R", definimos A: R" — R como Ah := (a, h) y, claramente, A € L(R").
Por lo tanto existe una correspondencia uno-a-uno entre R" y L(R"). Por el
Teorema 1.12, si f es diferenciable en x, entonces

f'(x)h = {((Vf)(x),h) paratoda h € R"

Debido a esta igualdad, es usual utilizar la notacién f’(z) para el gradiente
de f en x.

Visto de otra manera, si en la Definicién 1.10 escribimos f'(x¢;-) :== A(:) y
llamamos a f'(xo; -) la diferencial de f en x entonces, con la correspondencia
uno-a-uno entre R" y L(R") de arriba, le asociamos a A el vector f'(z¢) tal
que (f'(xq), h) = f'(x; h) para toda h € R" y lo llamamos el gradiente de f
en Io.

Definicién 1.16. Una forma cuadrdtica Q) en R" es una funcion @: R" — R
tal que, para toda x = (z1,...,2,) € R",

n

Q(l’) = Z CLZ‘]‘ZL‘Z‘ZL‘]‘

ij=1
donde a;; € Ry A = (a;;) es una matriz simétrica. Notese que
Q(z) = (Az,z) = (x, Ax) = 2" Az

donde x es un vector columna y z* su transpuesta. Decimos que @ es po-
sitiva, negativa, etc., si lo es Q(z) para toda  # 0. Andlogamente, a toda
matriz simétrica A = (a;;) le asociamos la forma cuadratica Q(z) := (Ax,x)
para toda x € R". La matriz A es positiva, negativa, etc., si lo es su forma
cuadratica asociada.

Observacién 1.17. Dada una forma cuadratica () en R", existen vectores
unitarios xg, r; € R" tales que, para toda z € R",

Q(zo)|z* < Q(z) < Q(z1)|f.
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Demostracion: Sea E := {x € R" : |z| = 1} la (n — 1)-esfera. Como E es
compacto, existen puntos xg,r; € F tales que, para toda x € E,

Q(zo) < Q(z) < Q(x1).
Por lo tanto, para toda x € R" — {0},
A <a(f) =% <
y el resultado se sigue. 1

Definicién 1.18. Sean E C R" abierto, f una funciéon que mapea E en R
y xg € E. Decimos que f tiene una sequnda diferencial en xqy si f tiene una
diferencial f’(z¢;-) en zo y existe una forma cuadrética @ en R" tal que

f(x) = f(xo) — f'(x0; 2 — m9) — 3Q(x — 20)

lim =0.
z—m0 |z — x0|?
En este caso escribimos f”(z¢;-) := Q(:) y llamamos a f”(z;-) la sequnda

diferencial de f en xy. La matriz simétrica f”(xo) tal que para toda h € R"

(f"(zo)h, h) = f"(zo; h)

se llama el Hessiano de f en xy. Notese que, si f tiene una segunda diferencial
en xy, entonces

f(x) = f(xo) = f'(zo;z — o) + 5 f" (x0; & — ) + 7(2 — 20)

donde )
r
lim —= = 0.
- |h|? 0
Definicién 1.19. Supongamos que f es una funcién real definida en un
abierto £ C R", con derivadas parciales Dy f, ..., D, f. Si las funciones D; f
son a su vez diferenciables, las deriwadas parciales de sequndo orden de f

estdan definidas como

Si estas funciones D;;f son continuas en E, decimos que f es de clase C?
en E y escribimos f € C?(E). Analogamente, f € C™(E) si f es continua
y posee derivadas parciales continuas de grado menor o igual que m en F.
Diremos que f es de clase C"™ en un conjunto £ C R™ arbitrario si f es de
clase C" en una vecindad de FE.
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Teorema 1.20. (Taylor) Dados S € R" y f: S — R supongamos que
x+th € S para toda t € [0,1]. Entonces:
a. f € CY(S) = emiste t; € (0,1) tal que

s h) = Fa)+ et b
= / f'(z +th; h)d
b. f € C*(S) = emiste ty € (0,1) tal que
flet+h) = flz)+ f(zh) + 5" (x +t2hi h)

= @)+ )+ [ 00t

El teorema de la funcién implicita juega un papel fundamental en la teoria
que presentaremos en el siguiente capitulo.

Teorema 1.21. (Funcién implicita) Sea S un abierto de R™ x R" y f una
funcion que mapea S en R"™ con f(t,x) y f.(t,x) continuas en S. Supongamos
que existen un compacto Ty C R™ y una funcion continua xqo: Ty — R" tales
que, para toda t € Ty,

i. (t,xo(t)) € 8.

ii. f(t,20(t)) = 0 y | fu(t, 20(8))] # 0
Entonces existen una vecindad T de Ty, una funcion continua z: T — R"™ y
una constante € > 0 tales que

a. r=uxq en 1p.

b. f(t,z(t)) = 0 para toda t en T.

c. (teT, ft,x)=0ylz—z(t)| <€)=z =ux(t).

d. feC™S)=zecC™T).

1.4. Funcionales lineales

Teorema 1.22. Sean X un espacio vectorial y {L;}]" funcionales lineales en
X. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

a. {L;} es linealmente independiente.

b. Existen x1,...,2, € X tales que |L;(z;)| #0 (i,j =1,...,m).

Demostracion: Sean F(x) := (Ly(z),...,Ly(z)) (z € X)y Y = F(X).
Entonces (a) < no existe ningtin vector en R™ ortogonal a ¥ < Y = R™
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(va que Y es un subespacio de R™) < existen m vectores linealmente in-
dependientes y1,...,y, € Y < existen z1,...,x, € X tales que y; =
(Ly(x;), ..., Ly(x;)) son linealmente independientes < (b). I

En particular nétese que, si X = R", las funcionales lineales L;(x) = (a;, x)
(¢=1,...,m) son linealmente independientes < A = (a;;) es de rango m.

Teorema 1.23. Sean X un espacio vectorial, L, L; (i € A := {1,...,m})
funcionales lineales en X,

R={zxe X |Li(x)=0 (i€ A)},

y supongamos que L(x) = 0 para toda x € R. Entonces existen multiplica-
dores { N} tales que L(x) = Y " NiLi(z) (z € X). Si {L;}7" es linealmente
independiente entonces los multiplicadores son unicos.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad supongamos que {L;}7" es li-
nealmente independiente. Por el teorema 1.22, existen zq,...,x,, € X tales

que |L;(z;)] #0 (i,j € A). Sean

Lz‘(l’l)
Yi = (Z € A),
Li(zy,)
Li(x1) -+ Lp(xy)
C:= Y, Ym) = : :
Li(zp) -+ Lp(zp)

Sea A = (A1,..., Ap)* tal que CA = (L(xy), ..., L(zy,))*, por lo que

m

L(z;) =Y AiLi(z;) (€ A)

1

Sea x € X, definamos u := (Li(x),..., Ly(z))" y sea b = (by,...,b,)" tal
que C*b = u, de manera que

m

O:Li(x)—ZL(ij—L( ij> (i € A).

j=1
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Como z — > " x;b; € R, se tiene L(x — Y " x;b;) = 0. Por lo tanto

m

0 = L(x) =Y Lz = L(x) = Y \iLi(;)b;

1 ij=1

= L(z) = Y _ AiLi(z).

1
1.5. Conos convexos

Definiciones 1.24. Sea C' un subconjunto de R". Decimos que
i. C' es convezo si para toda z,y € C'y A € [0,1], (1 =Nz + \y € C.
ii. C'es un cono si x € C' = ax € C para toda o > 0.

Observacién 1.25. Sea C' un cono en R". Entonces son equivalentes:

a. C' es convexo.

b.z,ye C=z+yeC.

Demostracion:

(a) = (b): Sean z,y € C. Por (a), z := 3(x+y) € C. Como C' es un cono,
2z=ax+yeC.

(b) = (a): Sean z,y € C'y 0 < XA < 1. Como C es un cono, (1 — Nz y Ay
estan en C'y, por (b), (1 =Nz + Ay e C.1

Definicién 1.26. Dado B C R" definimos a C(B) como el conjunto de
todas las combinaciones lineales no negativas finitas de elementos de B, es
decir,

C(B) = {Z a;x; | a; >0,2; € B, J ﬁnito}.
J

Claramente C'(B) es un cono convexo y, de hecho, es el minimo cono convexo
que contiene a B. Llamamos a C(B) el cono convero generado por B.

Definicién 1.27. Dado B C R" definimos
B*:={z € R" | (y,2) <0 para toda y € B}
y lo llamamos el cono dual de B.

Mencionaremos ahora algunas propiedades basicas de conos convexos.
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Proposicion 1.28. Las siguientes propiedades se cumplen:
a. Si B C R" entonces B* es un cono convexo cerrado y

B' = (C(B)) = (C(B))".

b. §i C' es un cono convero entonces C** = C.
c. Un cono convexo con un nimero finito de generadores es cerrado.

Como se vera en el Capitulo 2, el siguiente resultado es crucial en la obten-
cion de condiciones necesarias de optimalidad para problemas con igualdades
y desigualdades.

Teorema 1.29. Sean A ={1,...,p}, B={p+1,...,m} yb, € R" (a €
AU B). Entonces

R:={heR"| (ba,h) <0 (a € A), (bg,h) =0 (5 € B)}
es un cono convexo cerrado. Su dual R* estd generado por los vectores
bi, ... by, —bpi1, ..., —bpy.

Mads aun, para toda b € R", las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a. (b,h) <0 para toda h € R".
b. Ezisten A1, ..., Am en R con N\, >0 (v € A) tales que b=">7" \ib;.
Demostracion: Notese primero que

R={heR"| (ba,h) <0 (€ AUB), (—bg,h) <0 (8 € B)}.
Por lo tanto R = C'(B)* donde
B={by,....bp, 0541, by, —bpi1, ..., —bp}.

Por la Proposicién 1.28 (a), R es un cono convexo cerrado. Ahora, C'(B) es
cerrado por 1.28 (c¢) y por lo tanto, por 1.28 (b), R* = C(B)™ = C(B).

1.6. Conos tangentes

Definicién 1.30. Una sucesién {z,,} C R" converge a ¢ en la direccion h
si h es un vector unitario, ,, # xg, ¥
Ty — X

lim |z, — zo| =0, lim = h.
m—00 m—0o0 |ij — $0|
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Claramente, si una sucesion {x,,} converge a zg y x,, # x¢ para un nimero
infinito de m’s, entonces {z,,} tiene una subsucesién que converge direccio-
nalmente.

Definicién 1.31. Dada xqg € S C R", el cono tangente de S en xy, denotado
por Ts(zg), es el cono (cerrado) determinado por los vectores unitarios h para
los cuales existe una sucesién {x,,} en S convergente a x, en la direccion h.

Noétese que, si {x,,} converge a xq en la direccién h y f es diferenciable en

Ty entonces
o $(m) = (o)

60 [T — To)

= ['(zo; h).

Si f tiene segunda diferencial en x( entonces

, f m _f _f/ 3 Lm — 1 "

Proposicién 1.32. Dada zo € S C R" sea C&(xg) el conjunto de todas las
h € R" para las cuales existen € > 0 y x: [0,¢) — S tales que x(0) = zo y
i(0) = h. Entonces CZ (x) C Ts(zo).

Demostracion: Sea h € C¥(xg) y sean € > 0y x : [0,e) — S tales que
z(0) = x9 y ©(0) = h. Definimos para todam € N, t,,, :==€/my x, := x(t,).
Entonces

lim T 0 gy 2m) = 2(0) #(0) = h.

m— o0 m m— o0 tm

Ast x,, — xg, m — o0 y, si h # 0, entonces z,, # xy para m suficientemente
grande y
tm h

lim = lim lm —— =

Tm — Lo
m—00 [Ty, — To|  m—oo m M0 | Ty — o B |h|

Tm — Zo

lo cual implica que {z,,} converge a zy en la direccién h/|h|. 1

Definicién 1.33. Sean g € S C R" y f: R" — R. Decimos que F: R" —
R es una funcion de soporte inferior para f en (S,xo) si F' tiene las mismas
propiedades de diferenciabilidad que f en zg, F(z) < f(z) (x € S), F(xg) =
f(xo), y F'(z0) = 0.

Observacién 1.34. Sean zp € S C R"y f: R" — R. Si f tiene una funcién
de soporte inferior F' en (S, z¢) entonces f'(zo; h) > 0 para toda h € Tg(xo).
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Demostracion: Sea h € Tg(xo) unitario y sea {z,,} C S convergente a xq
en la direccién h. Si g := f — F entonces g(x) > 0 = g(x) para toda z € S,
lo cual implica que

0< tim 20— iagh) = flagsh).

m—oo |y — x|



Capitulo 2

Regularidad

Estudiaremos primeramente el caso de restricciones con igualdades y poste-
riormente extenderemos los resultados al caso de restricciones con desigual-

dades.

2.1. Restricciones con igualdades

A lo largo de este capitulo, supongamos dadas funciones f, g, que mapean
R"en R, con « € A = {1,...,m} y m < n. Denotaremos por P(S) al
problema de minimizar f sobre el conjunto

S={reR" | go(z) =0 (€ A)}.

Para condiciones de primer orden supondremos que las funciones involu-
cradas son de clase C' y, para condiciones de segundo orden, de clase C2.
Para toda xg € S definamos los conjuntos

Cs(zg) = {heR"|existene >0y x: (—¢,¢6) — S tales que
z(0) =x0y #(0) = h}

llamado el conjunto de vectores tangentes curvilineos de S en xg, y
Rs(zo) :={h € R" | ¢ (z0;h) =0 (0 € A)}

que corresponde al conjunto de vectores que satisfacen las restricciones tan-
genciales de S en xq. Claramente Cs(zg) C Rg(xo) para toda zo € S, pero
el converso no necesariamente es cierto.
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En general resulta dificil determinar cuando ambos conjuntos coinciden.
Un criterio ampliamente utilizado en la literatura es el de normalidad.

Definicién 2.1. Sea x5 € S. Decimos que xg es un

a. punto reqular de S si Cg(xg) = Rg(xp).

b. punto normal de S si las ecuaciones lineales ¢/ (zo;h) = 0 (a € A)
con h € Rg(xg) son linealmente independientes, esto es, si los gradientes
91(x0), ..., 9., (x9) son linealmente independientes, lo cual es equivalente a
requerir que la matriz

(3ga(930)

e ) (a=1,....m;i=1,...,n)

sea de rango m.

Como veremos al final de esta seccion, si xy es un punto es normal de S,
entonces xy es también un punto regular de S.
Para toda (xz,\) € R" x R™ sea

Fla.A) = [(@) + " Aagal2).

Teorema 2.2. Supongamos que xo es un punto reqular de S y una solucion
local de P(S). Entonces existe A € R™ tal que Fy(xo,\) = 0 y Fypa(xo, A h) >
0 para toda h € Rg(zo).

Demostracion: Sea h € Rg(xg) = Cs(zo) y sean € > 0y x: (—¢,€) — S
tales que x(0) = x¢ v £(0) = h. Entonces ¢ := f o z tiene un minimo local
en t =0 y por lo tanto

0=¢'(0) = f'(zo;h) 'y 0<¢"(0) = f"(xo;h).

La primera conclusién se sigue del Teorema 1.23. Como ¢(t) = F(z(t), \),
por Taylor tenemos

o(t) t—ng(o) _ F(a(), A)tQ— Fxo, ) _ % o ((:z(t), );

t

M)

donde Z(t) = xo + 0(t)[x(t) — zo) con 0 < §(t) < 1. Por lo tanto

< — " — - - 7
0 2@ (0) = 11I% 2

= 5 Fra((0, ) ).
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Teorema 2.3. Supongamos que xo € S y que existe X € R™ tal que F,(x9, \) =
0y Frw(xo, \;h) > 0 para toda h € Rg(xy), h # 0. Entonces existen una ve-
cindad N de xg y m > 0 tales que

f(z) > f(zo) +m|z — 29|* para toda x € SN N.
Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda ¢ € N existe

xq € S tal que

. 2
ty = |zq — x| <5> f(zq) <f(x0)+gq'

Claramente t, > 0. Si es necesario, remplacemos {z,} por una subsucesion
(denotada otra vez por {x,}) tal que la sucesién de vectores unitarios
Tg — Xo Tyg — To

hg = =

lq |xq — |

converge al vector unitario h. Entonces

0 — Hm ga(xq) - ga(l"o)

q—00 t

= gh (203 h)

q

y por lo tanto h € Rg(xg), h # 0. Ahora, por Taylor,

1 F(xgA) — F(zo,A) 1 _ Tg — To 1 -
p > 2 ot (xq) )7 P 9 m((xqv )’ Q)

q q

donde z, = x¢ + 0,[z, — 2] con 0 < 6, < 1. Por lo tanto

P 2 F0 ) _ 2 (a0, 2):)

0> lim
g—00 tg

Como consecuencia del teorema de la funcién implicita tenemos el siguiente
resultado.

Lema 2.4. Supongamos que tenemos funciones gy, . . ., gm que mapean R" en
R, de clase C? en una vecindad de un punto xo en R", y tal que el conjunto
{g,(x0) | @ = 1,...,m} es linealmente independiente. Entonces, para cada
h € R", existen € > 0 y una funcién x: [—€,e] — R™ de clase C? tal que
z(0) =z, ©(0) = h y, para toda t € [—€,¢] y o € {1,...,m},

9o (2(t)) = ga(20) + tgq (2o ).
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Demostracion: Sea hy un vector arbitrario en R" y, paratodaa =1,...,m,
denotemos por h, el gradiente ¢/ (zo). Como los vectores hy, ..., hy, son li-
nealmente independientes,

|90 (03 hg)| = [{has hig)| # 0.

Sea H la matriz n x m-dimensional dada por (hy, ..., h,) y definamos, para
toda (t,0) e Rx R™y a e {1,...,m},

Go(t,b) = go(xo + Hb + tho) — galx0) — tg.,(x0; ho),

G(t,b) = (G1(t,b), ..., G(t,D)).

Como G(0,0) = 0y |Gs(0,0)| = |g.(zo; hg)| # 0, se sigue del teorema de
la funcién implicita que existen € > 0 y b: [—¢,¢] — R™ de clase C? tales
que, para toda t € [—¢, €], b(0) = 0 y G(t,b(t)) = 0. Diferenciando la iden-
tidad anterior en ¢ = 0 encontramos que ¢'(0) = 0. Por lo tanto, la funcién
x: [—€, €] — R" definida por x(t) = o+ Hb(t) 4 thy satisface las condiciones
requeridas. 1

Si en el lema anterior elegimos h de tal manera que ¢'(xg, h) = 0, se prueba
que si xg es un punto normal de S, entonces es un punto regular de S.

2.2. Restricciones con desigualdades

Supongamos ahora que el conjunto de restricciones sobre el cual queremos
minimizar a la funciéon f esta dado por

S={r € R" | gule) <0 (a € A), gola) =0 (3 € B)}

donde A = {1,...,p}, B = {p+1,...,m}, y se tiene dada una funcién
g=1(91,---,9m) que mapea R" a R™.

Seguimos denotando por P(S) al problema de minimizacién.

Para toda zqg € S definamos

I(20) == {a € A ga(zo) = 0}
y consideremos el conjunto

S(xo) :={r € R" | ga(x) = 0 (a € I(0)), gs(x) =0 (6 € B)}
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junto con su correspondiente conjunto de restricciones tangenciales en xq, es
decir,
Rs(z0)(z0) == {h € R" | gij(xo; h) =0 (i € I(xo) UB)}.

Supongamos que o es una solucién local de P(S). Si g, (x) < 0, sea €, > 0
tal que | — x| < €4 = ga(x) <0y sea

N(zg) :={x € R": |z — x| < €}

donde € = min{e, | ga(xo) < 0}.

Si A = I(zg), definimos N(zg) := R". Como S(zg) N N(zg) C S, o
también es una solucién local de P(S(xzg)). Por el Teorema 2.2, si zy es un
punto normal de S(xg) (las ecuaciones lineales g}(xo; h) = 0 (i € I(xy) U B)
en h son linealmente independientes), entonces existe un tnico A € R? (g
denota la cardinalidad de I(x¢) U B) tal que G,(zo, A) = 0, donde

G(z,\) == f(z) + Z Xigi(z)  ((xz,A) € R" x RY).

1€l (zo)UB

Ademés, (h, Gyz(70, A\)h) > 0 para toda h € Rg(z,)(%0). Se puede probar que,
en este caso, \, > 0 para toda o € I(xg) y por lo tanto, si

P(x0) .= {NER™ |\ >0 (a € I(%0)), da =0 (a € A\ I(20))}

y definimos F' como
F(fﬂ, )\) = f(i[f) + Z )\aga(x)a
1

entonces obtenemos el siguiente conjunto de condiciones necesarias de primer
y segundo orden.

Teorema 2.5. Supongamos que xo es una solucion local de P(S). Si xg
es un punto normal de S(xy) entonces existe un tunico X\ € P(xg) tal que
Fy(xo, A) = 0. Mas aiin, (h, Fyz(20, A)h) > 0 para toda h € Rg(g) (o).

Este resultado nos proporciona condiciones necesarias de segundo orden,
sin embargo dichas condiciones se pueden mejorar considerablemente. Para
hacerlo consideraremos no los vectores tangentes curvilineos Cs(z) sino el
cono tangente Ts(xg) de S en x.
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Definamos el conjunto de vectores que satisfacen las restricciones tangen-
ciales de S en xq por

Rs(xo) := {h € R" | go(x0;h) <0 (a € I(x0)), gs(xo;h) =0 (6 € B)}.

Como en el caso de igualdades, tenemos que Ts(zg) C Rg(zg) para toda
xo € S, pero el converso no necesariamente es cierto.

Definicién 2.6. Decimos que xy € S es un:

a. punto reqular de S si Ts(xg) = Rs(x).

b. punto normal de S si las relaciones " \igi(zo) = 0, (A € P(x¢)) implican
que A = 0.

Como en el caso con igualdades, se tiene que normalidad implica regulari-
dad.
Consideremos el conjunto

L:={xy € S |existe A € P(xg) tal que F,(xo, ) = 0}

cuyos elementos se dice que satisfacen la regla de multiplicadores de Lagrange
de primer orden. La siguiente proposicién nos da condiciones necesarias y
suficientes para que un punto satisfaga dichas condiciones.

Proposicién 2.7. Sea xy € S. Entonces se satisfacen:

a. Sixg € L entonces F(-,\) es una funcion de soporte inferior para f en
(S, xg) y, por lo tanto, f'(xo;h) > 0 para toda h € Ts(xo).

b. zg € L si y solo si f'(xo;h) > 0 para toda h € Rg(xg).

Demostracion:

(a): La primera afirmacién es clara y la segunda se sigue de la Observacién
1.34 o directamente de (b) ya que Ts(xg) C Rs(xo).

(b): Sea zp € Ly sea A € P(xg) tal que F,(zo,A) = 0. Por lo tanto, para
toda h € Rg(zy),

0 = (Fu(wo, A), h) = f'(w0;h) + Y Aagh(wo; h) < f'(zo; h).

Para el converso, si (—f'(z¢); h) < 0 para toda h € Rg(xq) entonces, por el
Teorema 1.29, existe {\;};c; C R donde J = I(xy) U B tal que A\, > 0 para
toda o € I(xo) v f'(z0) + >, Nigi(xo) = 0. El resultado se sigue definiendo
Ao = 0 para toda a € A\ I(z9). 1
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Los siguientes resultados corresponden a condiciones suficientes para un
minimo local estricto de f en S.

Comenzaremos con un lema que caracteriza los elementos h de Rg(z¢) para
los cuales f'(zo;h) = 0.

Lema 2.8. Supongamos que xo € L y A € P(xy) es tal que F,(xo, \) = 0.
Sea I' :={a € A| A\, > 0}. Entonces, para toda h € Rg(xo), h # 0,

f'(xo;h) =04 ¢ (xo;h) =0 (ael).

Demostracion: Sea h € Rg(xg), h # 0. Entonces

0= Fy(xo,\;h) = f'(zo; h) + Z)\ag;(:vo; h).

ael

Por lo tanto, si ¢/, (zo;h) = 0 (o € T'), tenemos f'(x¢; h) = 0. Para el con-
verso, si f'(xo; h) = 0, se sigue de las relaciones A\, > 0y ¢, (zo;h) < 0 que
gh(zo;h) =0 (e €T). 1

Teorema 2.9. Si f'(zo;h) > 0 para toda h € Ts(x), h # 0, entonces existen
una vecindad N de xq y m > 0 tales que

f(z) > f(xo) + mlz — x| (x€ SNN).

Demostracion: Supongamos lo contrario. Existe entonces una sucesién {x,, }
de puntos de S tal que

1 1
m — To| < — m) — < — |z — x0].
|$ $0| m y flx ) f (o) m|$ $0|

Claramente x,, # . Por lo tanto {z,,} tiene una subsucesion (denotada otra
vez por {x,,}) que converge a xy en la direcciéon h. Esto es una contradiccién

ya que
f(xm) — f(20)

<0.1
| Tm — o]

f'(xo; h) = lim

Como una consecuencia del teorema anterior tenemos:

Teorema 2.10. Sixzg € L y {h € Rg(xg) | f'(xo;h) =0} = {0} entonces x
es un minimo local estricto de f en S.

Demostracion: Como f'(xg; h) > 0 para toda h € Ts(xo) C Rs(xo), h # 0,
el resultado se sigue del Teorema anterior. I
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Teorema 2.11. Sea R C R" tal que Ts(zy) C R y sea
A:={h e R\{0} | f'(zo; h) = O}.

Supongamos que A # 0 vy, para toda h € A, existe una funcidon de soporte
inferior F' para f en (S,x¢) tal que F"(xzo;h) > 0. Entonces existen una
vecindad N de xo y m > 0 tales que

f(@) > f(xo) + mlz — o> (€ SNN).
Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda m € N exis-
te z,,, € S tal que
1 1 )
T — 20l < =y flwm) = f(20) < —|zm — z0|*
m m

Remplacemos {z,,} por una subsucesién convergente a xy en una direccién
ho. Entonces

f(@m) — f(x0o)

| Tm — 0]

1 1

1/ (xo; ho) = lim < lim — |z, — x| < lim —; = 0.
m m
Por otra parte, f'(xo;ho) > 0 ya que A # () y, por hipétesis, existe una
funcién de soporte inferior para f en (.5, xz¢). Por lo tanto, f’'(z¢;ho) =0y,
como hy € Ts(xg) C R es un vector unitario, hg € A. Sea F' una funcién de
soporte inferior para f en (S,zg) que satisface F"(zo;ho) > 0 y definamos
G := f — F. Tenemos
F(z,) — F(zo) N G(zm) 1

< .
|z — xo]? |Tm — 202 m

Sin embargo, G(z,,) > 0 para toda m € Ny F'(xy) = 0. Esto implica que
F(am) — F(xo)

|Tm — 2ol

1
§F//<£C0; ho) = lim

y llegamos a una contradiccion. 1

<0

Teorema 2.12. Sea xy € S y supongamos que existe h € Rg(xg), h # 0 tal
que f'(xo;h) = 0. Si, para cada h # 0 de este tipo, existe A € P(xq) tal que
Fo(x0,\) = 0 y Fyu(xo, A\;h) > 0, entonces ezisten una vecindad N de zo y
m > 0 tales que

f(x) > f(zo) + m|lz — x> (z € SNN).

Demostracion: Como F(-;\) es una funcién de soporte inferior para f en
(S, xg), el resultado se sigue del Teorema anterior. I
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Teorema 2.13. Supongamos que o € L, A € P(xo) y Fy(zo,\) = 0. Sea
[':={a € A| X, > 0} y consideremos el conjunto de restricciones tangen-
ciales modificadas Rg(xg; \) definido como

{h e R" | gy(z0;h) <0 (o € I(xg), Ao =0), gs(zo;h) =0 (3 €T UB)}
el cual satisface

Rs(xo; A) = {h€ Rs(xo) | g.(xo;h) =0 (aeT)}
{h € Rs(xo) | f'(wo; h) = 0},

Supongamos que Fyu(z, \;h) > 0 para toda h € Rg(zo; \), h # 0. Entonces
existen una vecindad N de xo y m > 0 tales que

f(z) > f(xo) +mlx —z0|* (v € SNN).

Demostracion: Las igualdades se satisfacen por definicién de Rg(zg) y
por el Lema 2.8. Ahora, si existe h € Rg(zo;\) C Rs(zg), h # 0, tal
que f'(xg;h) = 0, la conclusién se sigue del teorema anterior. De otro mo-
do, se tiene que f'(xo;h) > 0 para toda h € Rg(zo;\), b # 0. En este
caso existen, por el Teorema 2.9, una vecindad N de zo y m > 0 tales
que f(z) — f(zo) > m|x — x9| en S N N. Seleccionando m > 0 tal que
m|x — xo| > m|x — 20|* en N, se obtiene el resultado. I

El siguiente resultado nos proporciona condiciones necesarias de optimali-
dad en términos del cono tangente, y lo usaremos para obtener condiciones
necesarias de optimalidad en términos del conjunto de restricciones tangen-
ciales modificadas.

Teorema 2.14. Supongamos que xy es una solucion local de P(S). Entonces
f'(xo;h) > 0 para toda h € Ts(xo), y si f'(zo) = 0, entonces f"(xo;h) > 0
para toda h € Ts(zo).

Demostracion: Sea h € Ts(zo) un vector unitario y {x,,} C S una suce-
sién convergente a xg en la direccion h. Para valores grandes de m tenemos

f(@m) = f(zo) y, por lo tanto,

| Tm — 0]

Si ademas f’(z9) = 0, entonces

fl@m) = flxo) _ 1
2

| Zm — 20?

0 <lim
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Teorema 2.15. Supongamos que xy es una solucion de P(S) y zo € L. Sea
A € P(xo) tal que Fy(z9,A) =0 y sea I' := {av € A | A\, > 0}. Consideremos
el conjunto de restricciones modificadas

Sy ={r €R" | ga(z) <0 (€A, \y=0), gs(z) =0 (BT UB)}
el cual satiface
Sy={re€S|ga(z)=0(aeD)y={zeS|Flz,\=f(z))

Qz’ To es un punto reqular de 5’,\ entonces Fyp.(xg,\;h) > 0 para toda h €
RS (:1:0, )\) .
Demostracion: Claramente I' C I(xg) y, para toda x € S,

F(o,X) = f(2) = 3 Aagale).

ael

Como go(z) < 0 para toda x € Sy a € I', se cumple la primera afirmacion.
Por lo tanto Rg(xo; A) corresponde al conjunto de restricciones tangenciales
de Sy en z¢. Si zy es un punto regular de S,, entonces Tg, (z0) = lfig(xo; A).
Como f(z) = F(z,)\) en Sy, el punto zo minimiza F(-,\) en S). Como
F,(xg,\) = 0 tenemos, por el Teorema 2.14, F,.(xg,A\;h) > 0 para toda
h S Tg}\ ($0) 1

Es importante resaltar el hecho de que el conjunto
Rs()(x0) == {h € R" | gi(vo;h) = 0 (i € I(z0) UB)}

en el cual se basan las condiciones necesarias de segundo orden obtenidas en
el Teorema 2.5, estd contenido en el conjunto Rg(z; A) para toda A € P(x)
y la contencién es generalmente propia.



Capitulo 3

Aumentabilidad

Continuamos con el problema de minimizar a una funciéon f: R" — R sobre
un conjunto de restricciones al que denotamos S. En el capitulo anterior
obtuvimos la regla de multiplicadores de Lagrange bajo una hipdtesis de
regularidad y aunque este procedimiento resulta til para recordar la regla
de multiplicadores de primer orden, la clase de problemas a los que puede
aplicarse es limitado.

Introduciremos en este capitulo la funcién aumentada H(z) = F(x)+ oG,
donde G es una funcién no negativa. Nuestro problema ahora consistira en
minimizar H sin restricciones y veremos en varios ejemplos que, aunque es
un procedimiento alternativo al de regularidad, no es equivalente para la
existencia de multiplicadores apropiados de Lagrange.

Comenzaremos con un resultado auxiliar relacionado con funciones de pe-
nalizacion, el cual serd fundamental en la derivacion de suficiencia para pro-
blemas con restricciones. Posteriormente estudiaremos el caso de restricciones
con igualdades para después extender los resultados al caso de restricciones
con desigualdades.

3.1. Funciones de penalizaciéon

Normalmente una soluciéon de un problema de minimizacién con restricciones
se puede obtener como un limite de soluciones de problemas apropiados de
minimizacion sin restricciones. El procedimiento que veremos en esta seccién
se puede resumir de la siguiente manera. Supongamos que queremos minimi-
zar una funcién F' bajo ciertas restricciones. Definimos primero una funciéon
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no negativa G tal que los puntos que satisfacen las restricciones estan dados
por las soluciones de G(x) = 0. Agregando un término de penalizacion oG
a la funcién F, obtenemos el punto minimo z(o) de la funcién aumentada
H(z,0) = F(z)+0G(z) de tal manera que el limite zq = lim,_.,, (o) existe
y es el minimo de F' sujeto a las restricciones dadas.

Ejemplo 3.1. Supongamos que queremos minimizar a la funcién F(z,y) =
x? — y? — 4y sujeta a las resricciones g(z,y) = y = 0. Siguiendo el procedi-
miento que describimos arriba, consideramos a la funcién

1

G(z,y) = %[g(fv,y)]2 =5V’

y a la funcién F' le sumamos el término de penalizacién oG para obtener

—2
H(a,i) = Flog) + 0G(e) =~ -+ (752 o2

Asi, para cada o > 2, el punto [z(0),y(0)] = [0,4/(c — 2)] es el minimo de
H, y cuando o tiende a infinito ese minimo de H converge al minimo de F,
que es (0,0), sujeto a la restriccién g = 0.

Teorema 3.2. Sean F' y G funcionales continuos en un conjunto compacto
N C R" con G(z) > 0 para toda x € N. Definimos

H(z,0) = F(z) 4+ oG(x) (x € N, 0 € R)

y sea x(o) un minimo de H(-,0) sobre N. Supongamos que existe un unico
punto xo que minimiza a F sobre el conjunto

S={xeN|Gx) =0}
Entonces x(0) — g, 0 — 0.

Demostracion: Sea {o,} C R una sucesiéon que tiende a infinito y sea
zy = x(0,). Como G(x9) =0y z, minimiza a H(-,0,), tenemos

F(%) + UqG(xq) = H(xq: Uq) < H (o, Uq) = F(x0)
y asi

lim sup{F(z,) + 0,G(x,)} < F(xy).

q—00
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Como G es no negativa en N, se sigue que

limsup F(z,) < F(z9) y lim G(z,) =0.

q—00 q—0

Y de aqui, si Z es cualquier limite de una subsucesién convergente de {z,},
se tiene que
F(z) < F(xg) y G(z)=0.

Por la compacidad de N, Z pertenece a N y, por tanto, a .S. Por la unicidad de
To, tenemos que T = xo. Asi, cada subsucesién convergente de {z,} converge
a xo. Como {z,} es acotada, esto es posible sélo si

lim z, = lim z(0,) = .

g—o0 g—o0
Y esto implica que z(0) — xy, o — 0. 1

Lema 3.3. Sea C un cono cerrado y sean P(x) y Q(x) dos formas cuadrdticas
con la propiedad de que P(x) > 0 para toda © # 0 en C tal que Q(x) = 0.
Supongamos que Q(z) > 0 para toda x en C. Entonces existe oo > 0 tal que
P(z) +0Q(z) > 0 para toda © # 0 en C y toda o > oy.

Demostracion: Sea N = {x € C : || < 1}. Definamos
H(z,0) = P(z) + 0Q(x) (xelC, o €R)
y sea x(o) un minimo de H(-,0) en N. Para toda ¢ € R tenemos que

H(z(o),0) < H(0,0) = 0.

Supongamos que b := |z(o)| # 0. Entonces x(0)/b es un vector unitario en
Ny
H
H(z(o),0) < H (@,U) = % <0

con 0 < b < 1. Se sigue entonces que si H(z(0),0) < 0 entonces b = 1.
Si H(z(0),0) = 0y b < 1, podemos remplazar z(o) por x(o)/b. Asi, x(o)
es un vector unitario, o bien, z(c) = 0. Por el teorema 3.2, tenemos que
z(0) — 0 cuando 0 — oo. Debido a que |z(0)| = 1, a menos que z(o) = 0,
esto es posible solamente si (o) = 0 para valores grandes de o, y existe una
constante o1 > 0 tal que z(0) = 0 para toda o > oy. Ahora, sea 0p > o1 y
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tomemos 0 > opy © # 0 en N. Si Q(z) = 0 entonces H(x,0) = P(z) > 0y,
si Q(x) > 0, entonces

H(z,0) > H(z,01) > H(z(01),01) = 0.

Asi, para toda x # 0 en Cy 0 > 0y, se tiene
9 x

H(QT,O'):‘ZU|H W,U >0
x

y se tiene el resultado. 1

3.2. Restricciones con igualdades

Sea A = {1,...,m} con m < n y supongamos dadas funciones f, g, que
mapean R" en R con a € Ay

S={zeR"|gu(x)=0 (a€ A}

Supongamos que f, g, son de clase C? sobre S.

Consideremos el problema P(S) que consiste en minimizar a la funcién
f sobre el conjunto S y definamos el conjunto de restricciones tangenciales
andlogo al definido en la seccién 2.1.

= Para todo zy € S definimos el conjunto de restricciones tangenciales
por

Rs(xg) :={h e R" | g (x0;h) =0 (a € A)}.

= Se dice que un punto x satisface la regla de multiplicadores de Lagrange
si pertenece a

L) :={xg €S| Fl(xg) =0y F"'(xg;h) >0V h € Re(xo)}

= Y que satisface la regla de multiplicadores de Lagrange reforzada si
pertenece a

LN :={xoe S| Fl(xo) =0y F'(xg;h) >0V h € Rg(xo), h+#0}
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donde F(x) = f(z) + (X, g(2)).
Dado (A, 0) € R™ x R, definimos

H(z) = f(x) + (A g(@) + 0G(@), G() =23 gala)?

y consideremos el conjunto
AN, 0) :={x9 € S| g es un minimo local de H}.

Definicién 3.4. Decimos que P(S) es aumentable en z si g € A(\, o) para
algin (A\,0) € R™ x R.

Como H(z) = f(x) paratoda z € S, si P(S) es aumentable en xy, entonces
Zo es un minimo local de f en S.

Teorema 3.5. Para todo (\,0) € R™ x R, A(\,0) C L(X\). Es decir, si
P(S) es aumentable en xy entonces la regla de multiplicadores de Lagrange
se cumple en xy. Ademds, xy minimiza localmente a f(x) sobre S.

Demostracion: Sea xy € A(M, o). Como xy minimiza localmente a H, en-
tonces H'(xg) = 0y H"(x9) > 0. Como G(zg) = 0 y G(z) > 0 para toda
x € R", entonces zy minimiza a G, asi que G'(zg) = 0. Tenemos entonces

0= H'(xg) = F'(x0)+0G" (x0) = F'(x0) y 0< H"(xg) = F"(x0)+0G" (x0)

Asf que F"(xq; h) > 0 cuando G”(xo; h) = 0. Como G" (xo; h) = 1" g\ (z0; h)?,
tenemos F"(zo; h) > 0 cuando ¢/ (zo;h) =0 (o € A), asi que zg € L(N) 1

Teorema 3.6. Supongamos que xo € L (\) para algin A € R™. Entonces
existen oo, k > 0 y una vecindad N de xq tales que st x € N y o > oy se
tiene

H(zx) > H(xo) + k| — x0|?
En particular, P(S) es aumentable en xo, y para toda x € NNS se tiene que
f(x) = flxo) + klz — x|,

Demostracion: Como xq € £ (\) tenemos que F'(z¢) = 0y F"(2¢;h) > 0
sih# 0y G"(x9;h) = 0. Como zp minimiza a G, G"(xy) > 0. Por lo tanto,
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haciendo P = F"(xg) y @ = G"(x0) tenemos que se cumplen las hipétesis
del lema 3.3. Asi que existe o9 > 0 tal que, para toda h # 0,

F"(x0; h) + 00G" (x9; h) > 0.

En consecuencia, H'(zg) = 0 y para toda h # 0, H"(x¢;h) > 0. Por el
teorema 1.8, existe una constante £ > 0 y una vecindad N de xy tal que,
para toda x € N,

H(x) > H(zg) + k|lz — x|

Como G(z) > 0, esta desigualdad también es valida si reemplazamos oy por
o > 0p. Y de aqui, cuando G(z) = 0 se tiene que f(z) > f(zo) + k|x — x0|*.
1

3.3. Restricciones con desigualdades

Supongamos ahora que tenemos funciones f, g,, (& = 1,...,m) que ma-
pean R" en R y nuestro problema, al que seguimos llamando P(S), ahora
consistira en minimizar a la funciéon f sobre el conjunto

S={reR"[ga(x) <0, (a €A); gs(x) =0, (3 € B)}.

donde A ={1,...,p} y B={p+1,...,m}. Suponemos que f y g son de
clase C? sobre S.

Como en el caso con igualdades, tenemos una funcién Lagrangiana (con
respecto a A € R™) asociada a nuestro problema dada por

Fx) = f(z)+ (A g(z)) (zeR").

Consideremos también al conjunto de multiplicadores de Lagrange en el
punto x € S dado por

Plx)={AeR" | A >0 (a€ A),\, =0 si go(x) < 0},

y al conjunto de restricciones tangenciales en x € S :

Rg(z) ={h € R" | gy(x:h) <0 (o€ A, ga(x) =0), gs(z;h) =0 (6 € B)}.
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Al conjunto de restricciones tangenciales modificadas lo denotamos por
Rs(x,\) y estéa dado por

{h € Rs(z) | g,(z;h) =0 (e € A, N\, > 0)}.
Ademas, decimos que un punto satisface:

= la regla de multiplicadores de Lagrange de primer orden si pertenece a

M) ={z0€ S| X€ P(xo) y F'(xg) = 0};

» la regla de multiplicadores de Lagrange si pertenece a

L) ={zo€ M\ | F"(z0;h) >0V h € Rg(xo,\)};

= la regla de multiplicadores de Lagrange restringida si pertenece a

L'\ ={zg € M(\) | F"(x0;h) >0V h #0 en Rg(xo, \)}.

Como en la seccién anterior, lo que queremos hacer es simplificar el proble-
ma quitando restricciones. Para esto, estudiaremos primeramente el problema
de minimizar una funcién H: R" x R” — R sobre el conjunto

K={(z,y) e R"xR? | y* <0 (a€ A)}

donde A ={1,....p}, y=(y},...,yP).
Supongamos que H es de clase C? y para todo (z,y) € K definamos el
cono

Cu(z,y) ={(h,k) e R" xRP | k* <0siy* =0y k% =0si Hyp(z,y) <0}

para enunciar el siguiente teorema que nos da condiciones necesarias para un
minimo local de H.

Teorema 3.7. Si (xg,yo) es un minimo local de H sobre K, entonces
1. Hy(z0,90) =0, Hya(z0,Y0) <0 con igualdad si y§ < 0.

2. H'((x0,90); (h,k)) >0 si (h, k) € Cy(zo,v0)-
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Demostracion: Para las condiciones en (1) basta verificar cada componente
por separado. Para probar (2), sean (h, k) € Cy(xo,y0) v 6 > 0 tales que

g(t) == (xo +th,yo +tk) € K (0<t<)9).

Asi, w := Hog tiene un minimo local en ¢ = 0. Como k% = 0 si Hya (g, yo) <
0, de (1) tenemos que

w'(0) = H'((2o, y0); (h, k)) = 0.
De modo que H”((xg,v0); (h, k)) = w”(0) > 0. &
Teorema 3.8. Sea (x,y0) € K y supongamos que
1. Hy(xo,y0) =0, Hya(z0,90) <0 con igualdad si y§ < 0.
2. H"((xo,Y0); (h, k)) > 0 para todo (h,k) # (0,0) en Cy(xo,yo).

Eziste entonces una vecindad N de (xg,yo) y k > 0 tal que, para todo (h, k) €
N N K se tiene que

H(z,y) > H(zo,y0) + k(|z — zo|* + |y — wol*)-

Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces, para toda ¢ € N, existe
(x4,vq) € K tal que

1
tg = (Jz —zo|* + |y — vo|?)? <

H<$q)yq) - H(I()?yO) < Eq

Asi, (x4,vq) # (T0,%0), ¥ t, > 0 para toda ¢ € N. Remplazamos la sucesion
original por una subsucesion, denotada también por {(z,,y,)}, tal que los
vectores unitarios (h,, k,) definidos por la relacién

q tq q tq
converjan al vector (h, k) que también es unitario. Sea

I = {OZ cA | Hya(l‘o,yo) < 0}
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Observemos que kg = % <0siyg=0. Asf que
H ((an ?JO) (hq; k = Z Hya(xo, yo)k:; > 0.
acl

Ademads

2 2

(o0 (s )+ S () s )+ Ry < 2

donde R, es tal que Rq/tg — 0, ¢ — o0. Asi,

oy 2 oot () 1

q—00 tq

lim H"((x0,Y0); (hg, kq) < 0.

q—)
El primer término es no negativo, asi que

H"((z0, yo); (h, k)) = lim H"((z0,y0); (hg, kq)) < 0.

q—00

Ademads, como t, — 0, ¢ — 00, tenemos que

0= lim H'((zo,y0); (he, kq)) ZH 0, Yo)k

q—oQ
a€el

Como Hyo(zg,y0) < 0y k* < 0 para a € I, se tiene que k* =0 (e € I) y
asi (h, k) es un vector unitario en C'y (g, yo) que satisface H" ((xo, yo); (hq, kq)) <
0.1

Consideremos ahora el conjunto

~

S={(z,y) ER"XR? | y* <0, go(x) —y* =0 (a € A), gs(x) =0 (8 € B)}

y definamos la funciéon Lagrangiana aumentada con respecto a f, gy A € R™
por

F(a,y) = f(z) + (A g(2)) = D day™

Para todo (\,0) € R™ x R, sea

H(z,y) = f(#) + Y Aalgalz) = y*) + Y Asgs() + 0G(z,y)

p+1
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donde

r,y) = % (Z{ga(:v) -y P+ 296(37)2) -

p+1

de modo que también podemos expresar a S de la forma

A

S={(z,y): G(z,y) =0, y* <0 (a« € A)}.

Observemos que
H(z,y) = F(x,y) + 0G(z,y)

y que H(z,y) = F(z,y) = f(x) para toda (z,y) € S. Por lo tanto, (o, yo)
con Y = ga(o) es solucion local del problema de minimizar H en S si y s6lo
si (xg,yo) es solucién local del problema de minimizar Fen S si y sélo si xg
es una solucién local del problema original P(S5).

Definicién 3.9. Dado zy € S, sea y§ = ga(zo) para todo o € A. Decimos
que el problema P(S) es aumentable en zg si existe (A,0) € R™ x R tal que
(20, Yo) es un minimo local de H sobre el conjunto

K={(z,y) e RxRF | y* <0 (a € A)}.

Notemos que, por la observacién anterior, como S C K, si P(S) es aumen-
table en g, entonces xy es un minimo local de f sobre S.
Consideremos el cono

Cp(z,y) = {(hk) e R" xR [E* <0siy” =0,y
k=0 s Fya(x,y) = -\, <0}
Teorema 3.10. Sea (xo,yo) € S y supongamos que, para algin o € R,

(20, Yo) es un mz’r}imo local de H sobre K. Entonces (xo,yo) es un minimo
local de F' sobre S y, ademds, cumple lo siguiente:

1. ]:}(aco,yo) =0, Fya (20, y0) < 0 con igualdad si y§ < 0.

2. F"((z0,y0); (h, k) > 0 para todo (h,k) € Cp(wo,y0) que satisface
G"((zo,40); (h, k)) = 0.
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Demostracion: La primera conclusion se sigue de la definicién de H. Luego,
como (g, yo) minimiza a G, se tiene que G.(xo,yo) = Gy(z0,Y0) = 0 y por
(1) del Teorema 3.7 tenemos (1). Ademas, esto implica que

Ci (o, y0) = Cr(xo, Yo)
y por (2) del mismo teorema tenemos la tltima conclusién. I
Teorema 3.11. Sea (z9,yo) € S y supongamos lo siguiente:

1. Fy(zo,90) = 0, Fye (w0, 50) < 0 con igualdad si y§ < 0.

2. F"((wo,%0); (R, k) > 0 para todo (h,k) # (0,0) en Cp(xo,y0) tal que
G"((z0,90); (h, k) = 0.

Entonces existen og, k > 0 y una vecindad N de (xo, o) tales que, para todo
(r,y) € NN K y toda o > 0y, se tiene que

H(z,y) > H(xo,y0) + k(Jz — xo|* + |y — yol*).
En particular, para todo (x,y) € NN S se tiene
F(.Z‘,y) Z F('T07y0> + k’(’.ﬁlf - 330’2 + ‘y - y0|2)'

Demostracion: Sean P = F"(xz0,y0) y Q = G”(x0,yo). Como (zg, o) mi-
nimiza a G, la forma cuadratica ) es no negativa. Aplicando el lema 3.3
tenemos que existe oy > 0 tal que, para todo (h, k) # (0,0) en Cx(xo,Yo),

F"((z0, %0); (h, k)) + 00G" ((z0, %0); (h, k) > 0.

Como Cpx(zo,v0) = Cu(xo,y0), H satisface las condiciones del teorema 3.8,
asi que existe una vecindad N de (zg,y0) y k& > 0 tal que, para todo (z,y) €
NNK,

H(w,y) > H(wo,y0) + k(|2 — 20of* + |y — yol*).

Finalmente, como G(z,y) > 0, esta desigualdad también es véalida para todo
o> o0g. 1

Definamos para A € R™,

N) = {(zo,) € R" x R”| Fx(%,yo) =0, Fya(%ayo) =—-Aa <0,
con igualdad si y5 < 0},
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AN = {(x0,50) € N(A) | F"((w0,40); (h, k) = 0V(h, k) € Cp (a0, o)
con G"((zo,y0); (h, k)) = 0}

y A’(X) como antes, pero con la desigualdad estricta para vectores (h, k) dis-
tintos de cero.

El siguiente resultado muestra la relacion entre estos conjuntos y la regla
de multiplicadores de Lagrange.

Lema 3.12. Sean xy € S, y§ = ga(x0) para toda o € A. Entonces, para
toda A € R™, o € L(N) & (x9,y0) € A(N). Se tiene el mismo resultado
remplazando L y A por L' y A’ respectivamente.

Demostracion: Notemos primeramente que (g, 49) € N(A) < F'(x9) =0
YA >0 (€ A) con A\, = 05l ga(xg) <0 & 29 € M(N). Ahora,
G"((xo,y0); (h, k)) corresponde a

p m
> (ghlwo; h) = k) + Y gh(wo; h)?
1 p+1

y asi la condicion G”((xo, yo); (h, k)) = 0 se cumple si y sélo si
k* = g\ (wo;h) (€ A),  gg(zo;h) =0 (B € B).

De modo que si (h, k) € Cx(x0,yo) con G"((xo,yo); (h,k)) = 0, entonces h €
Rg(xo, A). Reciprocamente, si h € Rg(zo, \) y hacemos k* = ¢/, (zo; h), enton-
ces (h, k) € Cp(zo,0) con G" (0, yo); (b, k)) = 0. Como F”((x0, yo); (h, k)) =
F"(xq; h), el resultado se sigue. I

El siguiente resultado establece que la regla de multiplicadores de Lagrange
es consecuencia de la aumentabilidad. Y el siguiente que la aumentabilidad
es consecuencia de la regla de multiplicadores de Lagrange restringida.

Teorema 3.13. Sea xy € S y supongamos que P(S) es aumentable en x.
Entonces la regla de multiplicadores de Lagrange se cumple en xo. Mds aun,
xo es un minimo local de f sobre S.
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Demostracion: Sea yo = (g1(%o), - - ., gp(x0)). Como P(S) es aumentable
en zy, existe (A, 0) € R™ x R tal que (xg,yo) es un minimo local de H sobre
K. Por el teorema 3.10, (x¢,yo) € A(X) y por el lema 3.12, x5 € L(A). 1

Teorema 3.14. Sea x¢ € S y supongamos que la regla de multiplicadores de
Lagrange restringida se cumple en xy para alguna \. Sea

Yo = (91(20), - - gp(20)).

Existe entonces oo, k > 0 y una vecindad N de xq tal que, si 0 > ¢, v € N
y (z,y) € K, entonces

H(l',y) 2 H($07y0) + k‘x — .1'0‘2.

En particular, P(S) es aumentable en xq vy, para toda © € N NS se cumple
que
f(z) > f(xo) + K|z — m0)*.

Demostracion: Supongamos que o € L'()). Por el lema 3.12, (xo,y0) €
A’(N). Por el teorema 3.11, existen o, & > 0 y una vecindad N de (zo, yo)
tal que si

A

H((z,y),0) = F(z,y) + 0G(z,y)
entonces, para todo (z,y) € NN K y todo o > oy,
H((x,y),0) > H((z0,%0),0) + k(|lz — zo|* + [y — o).
Ahora, tomemos r y d > 0 tales que el conjunto
B={(z,y) €ER"xR” | x € B(x;7), |ga(r) — 9| < V25 (a € A)}

estd contenido en N. Sea R = min{F(z) | = € B(xo;7)} y tomemos o de
tal manera que
R+ 00(5 > f(ﬂfo) + kf?"z.

Sea (,y) con & € B(xo;7) y y* <0 (a € A),0 > 0. Si (z,y) € B, entonces
(r,y) € NN K y asi

H((z,y),0) > H((w0,90), o) + klx — xo|*.
Si(z,y) ¢ B, entonces G(z,y) >0, y* <0 (a€A),y
H((z,y),0) = R+ 000 > f(wo) + kr®.
Como |z — x| < r, también en este caso se tiene

H((x,y),0) > H((z0,90),0) + K|z — x0/|>. 1
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3.4. Ejemplos

Consideremos el problema (P) que consiste en minimizar f : R* — R sobre
el conjunto

S ={(z,y) e R*| g(z,y) = 0}.

1. (P) es regular y aumentable en (0,0). Sea

fr,y) =2 —y* — 4y, g(x,y) =y.

Como ¢'(0,0) # (0,0), (P) es regular en (0,0). Es aumentable en (0, 0)

ya que
o

H(z,y) = 2%+ <%2> Y+ (A —4)y

tiene un minimo estricto en (0,0) si A =4y o > 2.

2. (P) no es regular ni aumentable en (0,0), pero este punto minimiza f
sobre S. Sea

flz,y) =2 —y* —4dy, g(z,y) =y>

Este problema no es regular en (0,0) ya que Ts((0,0)) coincide con la
recta yy = 0, mientras que Rg((0,0)) es R?. No es aumentable en (0, 0)
porque
o
H(z,y) = 2* —dy+ (A = )y + v/’
no tiene un minimo en (0,0) para ningin A y o.
3. (P) no es regular en (0,0), pero si es aumentable en ese punto. Sea

flz,y) =2 —y* —4y®,  g(x,y) = 9>

(P) no es regular en (0,0) como se vio en (2). Sin embargo, es aumen-
table en (0,0) porque con A =4y o > 2, la funcién

H(z,y) =2+ (UTJ) vt (N — 4)y?

tiene un minimo en (0, 0).
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4. (P) es regular en (0,0), pero no es aumentable en ese punto. Sea

flr,y) =2+ 2z +y*, g(z,y) =2y —z.

f tiene un minimo local estricto en (0, 0) sobre S. Como ¢'(0,0) # (0,0),
es un punto normal y, por tanto, regular para (P), sin embargo, (P) no
es aumentable. Consideremos

H(z,y) = a° [1 + %(y — 1)2] + (2 = N + Aoy + y*.
Si H'(0,0) = (0,0) se debe tener A = 2. Asi que,
H(z,y) = 2* [1 + %(y — 1)2} + 2xy + y*.

Podemos suponer que o > 0. Si (y — 1) < 4, ¢* < 1/(1+ 20) y
r = —y/(1+ 20), vemos que

H(z,y) <y <y2 - ) < 0= H(0,0).

1+ 20
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Capitulo 4

Problemas de control 6ptimo
que involucran restricciones con
igualdades mixtas

Veremos primeramente condiciones de optimalidad para problemas sin res-
tricciones.

4.1. Planteamimento del problema sin restric-
ciones

Supongamos que tenemos un intervalo T := [t, t;] en R, un conjunto abierto
ACT xR"xR™, dos puntos &, & en R", y funciones L, f que mapean
T x R" x R™ en R y R" respectivamente. Denotemos por X el espacio
de funciones de clase C* por fragmentos que mapean 7" en R", por U al
espacio de funciones continuas por fragmentos que mapean T en R™, y sean
Z =X xU,

D :={(z,u) € Z|&(t) = f(t.z(t),u(t)) (t € T)},
Z(A) = {(z,u) € D | (t,z(t),ut)) € A (t €T), z(ty) = &, x(t1) = &},

y

(z,u) = / Lt 2 (1), u(t)dt.

to
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Consideremos el problema (P,) de minimizar I sobre Z.(.A).

Los elementos de Z se llaman procesos, los de Z.(.A) procesos admisibles y
un proceso (z,u) resuelve (P,) si (z,u) es admisible e I(x,u) < I(y,v) para
todo proceso admisible (y,v). Supongamos que f, L son de clase C? sobre A
y denotemos por “*” la transpuesta.

» Para todo (t,x,u,p) en T x R" x R™ x R" sea
H(t,x,u,p) := (p, f(t,z,u)) — L(t,x,u).

» Para todo (z,u,p) € Z x X y (y,v) € Z sea

(@, p); (y,0) = / 20t y(t), (t))dt

to

donde, para todo (¢,y,v) € T x R" x R™,
2Q(t,y,v) = —[(y, Hez(D)y) + 2(y, Hyu (1)) + (v, Hyo (2)0)]
y H(t) denota H(t,x(t),u(t), p(t)).

Definicién 4.1. Un proceso (x, u) se dice que es normal si existe una solucién
no nula p en 7' del sistema

p(t) - _f;<t7 x(t),u(t))p(t), f:(t,l‘(t), u(t))p(t) =0.

El siguiente resultado es bien conocido y con él obtenemos condiciones
necesarias de primer y segundo orden bajo suposiciones de normalidad.

Teorema 4.2. Supongamos que (xg,up) es una solucion normal de (P,).
Existe entonces un unico p € X tal que

p(t) = _H;(tuxﬂ(t)vuO(t)ap(t))7 Hu(taxO(t)7u0(t)7p(t)) =0 (t € T)

Mas ain, J((xo,uo,p); (y,v)) > 0 para todo (y,v) € Z que satisface y(ty) =
y(t1) =0y

§(t) = falt, zo(t), uo(t)y(t) + fult, 2o(t), uo(t))v(t) (£ €T).
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4.2. Planteamimento del problema con res-
tricciones

Supongamos que los datos del problema son como antes excepto el conjunto
A que ahora estara dado por

A:={(t,z,u) e T xR" x R™ | p(t,z,u) = 0},

y ® es una funcién que mapea 7' x R" x R™ en R? (¢ < m).

El problema del que ahora nos ocuparemos, al cual llamaremos (P.), con-
siste en minimizar I sobre Z.(.A).

Suponemos que ¢ es de clase C? sobre A y la matriz ¢, (t,z,u) es de
rango ¢ sobre A. Denotamos por U, al espacio de funciones continuas por
fragmentos que mapean T en RY.

» Para todo (t,z,u,p,pu) € T x R" x R™ x R" x R? sea
H(t,x,u,p, M) = <p,f(t,x,u)> - L(t,I,U) - <M)§0(t7$7u)>

» Para todo (z,u,p,pu) € Z x X xU, y (y,v) € Z sea
t1
K pon)sly.0) = [ 2920t(0).o(e)d
to

donde 29Q(t, y,v) es como antes, pero H (t) denota H (¢, z(t), u(t), p(t), u(t)).

e Normalidad

Definicién 4.3. Dado (z,u) € Z definimos A(t) := f.(¢,z(t),u(t)), B(t) :=
fu(t,z(t),u(t)) (t € T). Decimos que un proceso (z,u) es normal (con res-
pecto a (P.)) si, dados p € X y p € U, que satisfacen

pt) = =A*()p(t) + @, (t, 2(t), u(t))u(t),
0= B (t)p(t) — @y (t, x(t), u(t))u(t)

entonces p = 0.

Una derivacion del siguiente conjunto de condiciones necesarias, suponien-
do normalidad, se puede encontrar en [2].
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Teorema 4.4. Supongamos que (xo,up) es una solucion normal de (P.).
Entonces eziste un unico (p, ) € X x U, tal que

p(t) = —Hi(t xo(t), uo(t), p(t), u(t)),
0 Hu<t7x0(t)aUO(t)ap(t)mu(t)) (t € T)

Mas ain, J((zo,uo,p, 1); (y,v)) > 0 para todo (y,v) € Z que satisface

1. y(to) = y(t1) = 0;
2. 9(t) = falt, zo(t), uo(t))y(t) + fult, zo(t), uo(t))v(t) (t € T);

3. pa(t, wo(t), uo(t))y(t) + pu(t, zo(t), uo(t))v(t) = 0 (t € T).

e Aumentabilidad

Asociada con la integral I consideremos la integral aumentada

K(o,u) = / LRt 2(t), u(t))dt

to

donde

F(t,x,u) = L(t,z,u) + (u(t), p(t,x,u)) + o(t, z,u)G(t, x,u),

q

G(t,z,u) = % Z Yalt, z,u)?

a=1

y denotemos por (A) el problema sin restricciones de minimizar K (z, u) sobre
todo (x,u) € D con z(ty) = &, z(t;) = &.

Diremos que el problema (P.) es aumentable en (zy,uy) (con respecto a
(1, 0)) si existe una integral aumentada tal que (xg,ug) resuelve (A). Note
que, en este caso, (g, ug) resuelve (P,.) ya que para cualquier proceso admi-
sible para (P.), (x,u), tenemos

I(xg,up) = K(xo,up) < K(z,u) = I(z,u).
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Teorema 4.5. Supongamos que (P.) es aumentable en (xq,ug) con respecto
a (u,0), y (xo,up) es normal con respecto a (A), esto es, z = 0 es la unica
solucion del sistema

() = =7 (G o), uo(8)2(1), it xo(t), uo(t))=(t) = 0.

Entonces existe p € X tal que

p(t) = —H;(t,20(t), uo(t), p(t), u(t)),
0 = Hu(t, zo(t),uo(t),p(t), u(t)) (£ € T).

)
Mads aiin, J((x9,u0,p, 1t); (y,v)) > 0 para todo (y,v) € Z que satisface
1. y(to) = y(t1) = 0;
2. y(t) = falt, mo(t), uo(t))y(t) + fult, zo(t), uo(t))v(t) (t € T);
3. pa(t, 2o(t), uo(t))y(t) + ult, zo(t), uo(t))v(t) =0 (¢ € T).
Demostracion: Definimos
H(t,x, u,p) = (p, f(t,z,u)) — F(t,z,u)

y sea

J((@yu,p); (4,0) = / 90t (1), (t))dt

to

donde, para todo (t,y,v) € T x R" x R™,

20(t,y,v) = —[(y, How (£)y) + 2(y, Hou(£)0) + (v, Hu (£)0)]

y H(t) denota H(t,zo(t), uo(t), p(t)). Como (z0, ug) resuelve (A), por el teo-
rema 4.2 tenemos que existe un unico p € X tal que

B(t) = —H;(t,20(t), uo(t), p(t)),  Hu(t,zo(t), uo(t), p(t)) =0 (t € T).

Ademés J((xo, uo,p); (y,v)) > 0 para todo (y,v) € Z que satisface y(ty) =
y(t)) =0y

g(t) = falt, mo(t), uo(t))y(t) + fult, zo(t), uo(t))v(t) (t €T).
Observemos que

]:I(t,x,u,p) = H(t,z,u,p,pu) —o(t,z,u)G(t, x,u).
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Como ¢(t, wo(t),uo(t)) = 0 para toda t € T, vemos que H,(t) = Hy(t) y
H,(t) = H,(t), y se tiene la primera conclusién. Por otro lado,

J((Qio, Uo,p>; (y, 'U)) - J((SC(), Ug, P, /,L)(y, U))

+/10(t, wo(t), uo(t))pu (t, 20 (1), uo ()Y (1) + pu(t, 2o(t), uo(t))v (1)t

to

y tenemos la segunda conclusién. 1

4.3. Ejemplo

A continuacién mostraremos un ejemplo de un problema de control éptimo
para el cual la soluciéon no es normal, sin embargo el problema es aumentable
en dicha solucidn.

Ejemplo 4.6. Sean T' = [0, 7], X el espacio de funciones de clase C' por
fragmentos que mapean T en R, U el espacio de funciones continuas por
fragmentos que mapean 7" en R, y consideremos el problema (P) de minimizar

I(2,u) = / (U2(1) — (1)}t
0
sobre todas las funciones (z,u) € X X U que satisfacen
z(t)=u(t) (te€T), z(0)=z(r)=0, senu(t)=0(ecT).
Para este caso tenemos n=m=q=1, & =& =0,
ft,z,u) =u, L(t,z,u) =u®>—2* @t z,u) =senu.

Notemos primero que (xg,uo) = (0,0) es solucién del problema. Esto se
sigue ya que, como es sabido (ver [2, p 64]), 2o = 0 es solucién del problema
de minimizar

/O (1) — 22(0))t

sobre las funciones x € X que satisfacen x(0) = z(7) = 0.
Ahora, de la definicién de A y B, tenemos que

A(t) = folt,a(t), u(t)) =0, B(t) = fult,a(t),u(t) = 1.
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Claramente (g, ug) no es normal con respecto a (P) ya que, si (p, i) satisface
p(t) = =A)p(t) + a(t, wo(t), uo(t)) u(t) = 0,

0= B()p(t) = pult, 2o(t), uo(t))u(t) = p(t) — cosuo(t)u(t) = p(t) — p(t)

se tendria que p(t) = 0y p(t) = u(t), o sea, p no necesariamente es cero. Por
lo tanto no podemos aplicar el Teorema 4.2.
Por otro lado, la funcién

1
F(t,w,u) = L(t, 2, u) + p(t)p(t 1) + 5ot w,u)p(t, z,u)’
esta dada en este caso por
2 _ 2 1 2
F(t,z,u) = u* —z° 4+ p(t) senu + 50(15, T, u) sen“u.

Por lo tanto, si 4 = o = 0, entonces (g, ug) es solucién del problema (sin
restricciones) de minimizar

K(z,u) = /OW F(t,2(t),u(t))dt = /OW{UQ(t) — 2%(t)}dt
sobre las funciones (z,u) € X x U que satisfacen
o(t)=u(t) (t€T), x(0)=z(r)=0.

Esto implica que (P) es aumentable en (zg, ug).
Ademas, z = 0 es la tnica solucion del sistema

y por lo tanto, por el Teorema 4.5, existe p € X tal que

p(t) - _Hx(tv xO(t)a uO(t)vp(t)v :u(t))7
0 = Hy(t,zo(t),uo(t),p(t), n(t)) (t€T).
De la definicién de H, tenemos que

H(t,z,u,p,pt) = pu —u? + 2% — psenu
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y por lo tanto
H.(t,x,u,p,p) =2x, H,(t,x,u,p,pu) =p—2u— pcosu.
Noétese que, si pu = 0, se tiene
PlE) = —220(t) = 0, plt) — 2ug(t) — u(t) cosuo(t) = p(t) = 0

y por lo tanto p = 0.
Por 1ultimo, como

Hxﬂc = 27 qu = 07 Huu(taxauap> [L) =2+ psenuy

se sigue que
J((z, u,p, p); (y,v)) = /OW{W(I?) — U*()p(t) senu(t) — 2y%(t) hdt.
Por el Teorema 4.5,
Ko s lo0) =2 [ 1020) =20}t > 0

para toda (y,v) € X x U que satisface

y(0) = y(x) =0, §(t)=v(t) (t€T), v(t)=0(teT).
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