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Introduccion

Todo inicia con una pregunta: jqué es el volumen? Arquimides, después de
gritar “jEureka!” desnudo por la calle, lo definié como la cantidad de liquido
desplazado por un objeto cuando se sumerge en el agua. Sin embargo, la nociéon de
“sumergir en el agua”’ no es definible mateméticamente. Asi que nuestra pregunta
inicial puede leerse como “; qué es el volumen mateméaticamente?”. Henri Lebesgue,
en 1904, cre6 una teoria que permitia responder nuestra pregunta en cualquier
espacio. Para él, cualquier medida (en particular el volumen), es una funcion
que asigna a los conjuntos de puntos un namero real mayor o igual que cero.
Ademas, la funcién evaluada en el conjunto vacio da cero, y cumple que el valor
de la unién finita o numerable de conjuntos ajenos es la suma de los valores de
la funcién evaluada en cada uno'. La longitud, el 4rea y el volumen son casos
particulares de medidas sobre R, R? y R? respectivamente, y Lebesgue se da
cuenta de que solo se les debe pedir una propiedad méas para caracterizarlas: que
al momento de mover (trasladar) un objeto (conjunto) la medida se mantenga.

El trabajo de Lebesgue no se detuvo ahi. De hecho, él dio un método de
construccion general para crear medidas que se comportan como la longitud en
el caso de R, como el volumen en R?, o de forma analoga el hipervolumen en
R". Estas medidas (llamadas medida de Lebesgue de dimension n) tienen la
construcciéon méas obvia: dado que lo tinico que sabemos medir con certeza son
cajas, para conocer la medida de cualquier otro objeto es necesario aproximarnos
cubriendo a éste con prismas rectangulares.

De primer momento, éste parecia ser el modelo ideal del volumen. Sin embargo,
los suenos de Lebesgue (y de muchos otros) se derrumbaron pronto. En 1906,
Giuseppe Vitali mostré6 un conjunto que no era medible para la medida de
Lebesgue.

Notese que desde el punto de vista matematico lo anterior no es ningan
problema: los objetos mateméaticos existen simplemente porque son expresables.
Aun asi, si se busca que un objeto matemaéatico modele un fenémeno fisico,
como la intencién de nuestra pregunta inicial, los objetos patologicos pueden ser
probleméticos. La existencia de conjuntos no medibles es un inconveniente para

IEsta propiedad es llamada la o-aditividad de una medida, matematicamente, si la medida

o0 oo
es p y los conjuntos ajenos son A, para toda n € IN, tenemos que u( U An) = Z,u(An).
i=0 i=0
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la idea de usar a la medida de Lebesgue como una expresion matemética del
volumen pues hasta ahora no se ha podido construir fisicamente un conjunto no
medible, o bien, no se han podido obtener dos bolas de un kilogramo cada una a
partir de una bola que pese solo un kilo?.

Con esta linea de pensamiento, la demostracion de Vitali, y el trabajo de
Lebesgue, fueron puestos en tela de juicio. En los anos subsecuentes hubo varios
intentos de encontrar y suprimir a los causantes de estas anomalias®. Pero no
fue sino hasta 1970 que el verdadero culpable de la existencia de conjuntos no
medibles se dio a conocer. En ese ano, Robert M. Solovay exhibié un modelo
de la Teoria de Conjuntos donde todos los subconjuntos de reales son Lebesgue
medibles. En su construccién muestra que el culpable de la creacion de conjuntos
no medibles es el Axioma de Eleccién, pero no todo él, pues afios méas tarde se
mostré que se pueden tener modelos con el Axioma de Elecciones Dependientes,
un debilitamiento del Axioma de Eleccion, donde todo sea medible.

El resultado de Solovay es muy importante pues, en la Logica Mateméatica
moderna (especificamente después de la publicacion de los Teoremas de Godel
en los 30’s), los axiomas ya no son verdades evidentes autoproclamadas, sino que
se convirtieron en deseos para crear y entender mundos, o bien, herramientas
que se usan a conveniencia de acuerdo al problema que se trabaje.

Recapitulemos: si los axiomas son herramientas y Solovay mostré que hay
mundos donde todo es medible ;qué axiomatizacion tienen estos mundos? ;Qué
axiomatizacion debemos usar para poder modelar el volumen con la medida de
Lebesgue? ; Como son los mundos que nos dejé Solovay? ;Cdémo son los mundos
donde vale el Axioma de Elecciones Dependientes? ;Vale la pena trabajar en
ellos? ;Qué tanto Analisis Matemaéatico se puede hacer sin todo el poder del
Axioma de Eleccion?

El presente trabajo tiene como objetivo mostrar que es posible hacer Analisis
Matematico en un modelo donde s6lo valga el Axioma de Elecciones Dependientes.
Esto, de forma heuristica, es un argumento para utilizar axiomatizaciones donde
todo sea medible al modelar el mundo fisico. Para lograr este objetivo se siguié
el siguiente camino:

En primera instancia, al decidir quitar algin elemento, es importante pregun-
tarse qué se pierde sin él. “;Qué ganamos/obtenemos al trabajar con conjuntos
no medibles?” es la pregunta que guia el capitulo 1 donde se construyen varios
ejemplos de conjuntos no medibles y se encuentra que su existencia esta relacio-
nada con propiedades especificas de R como la posibilidad de bien ordenarlo,
ser suma directa de grupos aditivos, tener base sobre Q, etc. Es importante
remarcar que algunas de estas implicaciones son ciertas sin utilizar todo el poder
del Axioma de Eleccion, pero generan un conjunto no medible.

El capitulo 2 sirve como vinculo entre los otros dos respondiendo a las
preguntas “jpor qué buscar mundos sin el Axioma de Elecciéon cuando se pueden

2Esto es conocido como la paradoja de Banach-Tarski que fue demostrada afios mas tarde
de la publicacion de Vitali.
3Muchos de los intentos y avances en esta linea se pueden encontrar en [1].
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buscar extensiones de la medida de Lebesgue?”, “;por qué podemos asumir que
todo es medible?”. Ademas, en este capitulo quedan claras las propiedades de R
que dejan de ser validas cuando no hay conjuntos no medibles.

Los teoremas y principios que son vélidos en mundos completamente medibles
se demuestran en el capitulo 3. Este capitulo cierra la argumentacion al responder
la pregunta “;qué tanto analisis se puede hacer sin conjuntos no medibles?”. De
igual forma, esta pregunta redondea la busqueda de esta introduccién.

Finalmente, este trabajo esta pensado para personas que tengan una madurez
matemaética parecida a la de los alumnos cursando la segunda mitad de la
licenciatura en matemaéticas. Por ello, al final se incluyeron dos apéndices, uno
dedicado a la Teoria de la Medida (Apéndice A) y otro dedicado a Teoria de
Conjuntos (Apéndice B). Ambos apéndices enumeran definiciones y teoremas
que se suponen a lo largo de los capitulos con el propoésito de ayudar a los lectores
que no hayan profundizado en alguna de estas areas.

De igual forma, en el trabajo se supone cierta nociéon topologica por lo que,
en caso de duda, se recomienda revisar [13].

0.1. Notacion

La siguiente es una lista de usos y términos que se utilizaran como notacion
en todo el trabajo:

= SiAC X esun conjuntoy f: X — B una funcion, f[4] = {f(z) / x € A}
es la imagen del conjunto A bajo la funcién f. Notemos que f[A] es un
subconjunto de B, es decir, f[A] C B.

= Con la notacién anterior, si C' C B entonces f'[C] = {z € X / f(z) € C}
es la preimagen del conjunto C' bajo la funcion f. Notemos que f~1[C] C X.

= Kk, A denotaran cardinales (a menos que se especifique lo contrario). Para
cada cardinal & su cardinal sucesor se denotara «*. Este sucesor se define
como el minimo ordinal que no es biyectable con .

= 4 denotard una medida y en algunos casos A denotard la medida de
Lebesgue.

= IN y w denotaran el conjunto de nimeros naturales (normalmente incluido
el cero).

= 7 denotaré a los nameros enteros, Q a los racionales y R a los reales.

» o, 3,7, & denotaran ordinales. En este caso o™ denota el ordinal sucesor, a
saber a U {a}.

= En los capitulos que no cree confusiéon (z,y) denotara el par ordenado de
los elementos x y y. En las situaciones en que pueda confundirse con los
intervalos se denotara como (x,y).
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= {z,y} es el conjunto (o par no ordenado) de los elementos = y y. {x} es el
conjunto unitario de x.

] U a={z /Jy(y € a & = € y}, es decir, el conjunto que tiene a los elemen-
tos de los elementos de a. Notemos que la unién indexada puede pensarse
de la siguiente manera: U a; = U {a; Jie I}

iel

= || denotaré el valor absoluto para niimeros y la cardinalidad para conjuntos

(que en algunos momentos también sera denotada como card(-)).

4Para saber mas sobre la unién de un conjunto véase el axioma 4 de B.2.



Capitulo 1

Algunos conjuntos no
medibles

“; Qué ganamos al utilizar el Axioma de Eleccion en el Anélisis Matemético
Real?” es la pregunta que guia este capitulo. En él, nos centraremos en los
ejemplos que usan mucha eleccién para su creaciéon, especificamente, en ejemplos
que creen conjuntos no medibles para la medida de Lebesgue (que llamaremos,
simplemente, conjuntos no medibles).

Histéricamente, el primer ejemplo de subconjuntos de ntimeros reales que no
pertenecen a la o-algebra de los conjuntos medibles para la medida de Lebesgue
son los conjuntos de Vitali, construidos por Giuseppe Vitali en 1906. Después de
este ejemplo surgieron otros dados por Bernstein, Sierpinisky, Banach, etc.

Las construcciones de estos ejemplos se relacionan de formas distintas con
diferentas areas de las matematicas (principalmente con el dlgebra, la topologia
y la teorfa de los conjuntos) y con diversas propiedades esenciales de la medida
de Lebesgue (como su invarianza bajo traslacion, su regularidad, entre otros).

A lo largo de este capitulo utilizaremos distintas definiciones y técnicas tanto
de analisis como de otras areas de las mateméticas que nos permitirdn construir
y entender algunos ejemplos de conjuntos y funciones no medibles.

Para entender un poco mas qué es una medida y como se define una integral
a partir de ella se recomienda revisar el apéndice A.

1.1. Conjuntos de Vitali

Para construir un conjunto de Vitali consideremos la siguiente relacion de
equivalencia sobre R!:

1= es una relacién de equivalencia sobre el conjunto A siy sélosi 0) =C Ax A (si (¢,d) €=

se escribe ¢ = d.); 1) Paratodoa € A, a =a; 2) Sia,b€ Ay a=b, entonces b = a;y 3) Si

11
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r~yeor—yeqQ.

Utilizando el Axioma de Eleccion (A.E.) existe V' un conjunto de representan-
tes de la relacion ~2. V es un conjunto de Vitali. Mostrar que ~ es una relacion
de equivalencia es sencillo y se realiza de forma mas general en teoria de grupos,
ya que si pensamos a @) como un subgrupo del grupo abeliano aditivo R, la
relacion ~ es la que genera el grupo cociente R/Q (pensandolo de este modo, V
serfa la imagen de una funcién de eleccion de R/Q)>.

La construccién de V' garantiza las siguientes dos propiedades:

Primero, si 7,5 € Q entonces (V +7)N(V +5) # 0 < r = s.* Como V
es distinto del vacio, por construccion, el regreso de la afirmaciéon anterior es
trivial. Para la primera implicacion, supongamos que (V +7) N (V + s) # (). De
esta forma existe y tal que 1 +r = y = 29 + s con z1,x5 € V. Despejando
obtenemos que x1 — x2 = s —r € Q, por lo que x; ~ z2. Al ser V un conjunto
de representantes de ~ lo anterior implica que x7 = x3, asi 0 = r — s, es decir,
r=Ss.

La segunda propiedad es que R = U (V +¢q). Al ser V un conjunto de

q€Q
representantes de ~, si y € R, existe x € V tal que y ~ x. Por la definiciéon de ~

tenemos que y —x=p € Q,porloquey=x+peV +p.
Las dos propiedades demostradas nos ayudaran a probar el siguiente teorema.

Teorema 1.1.1. El conjunto V' construido anteriormente no es medible para la
medida de Lebesgue (\) sobre R.

Demostracion

Esta prueba se realizara por contradiccion. Supongamos que V' es medible,
utilizando la invarianza bajo traslacién de A y las dos propiedades demostradas
de V tenemos que:

DAV =D MV +q) =M{JV+9 =I\R) = .
q€Q q€Q S
Esto implica que A(V) > 0.
Al tener V medida positiva, existe ng € IN tal que A(V N [—ng,ng]) > 0. En
caso contrario, utilizando la continuidad de \:°

a,b,c € Ay a=b,b= centonces a = c.

2Un conjunto de representantes X de una relaciéon de equivalencia R sobre el conjunto A
cumple las siguientes dos propiedades: 1) Si z,y € X entonces xRy siy so6lo si x = y; y 2) si
z € A entonces existe x € X tal que zRz.

3 f es una funcién de eleccién para el conjunto a si y sélo si f es una funcién f : a\{0} — U a
tal que Vz € a \ {0} f(z) € z.

4Si X C Ry r € R, entonces X + 1 = {yeR /y=xz+r z € X}. Notemos que esta
definicion se puede extender a cualquier grupo.

5La construccién de la medida de Lebesgue sobre R se puede encontrar en A.5.

5La propiedad de continuidad de una medida se encuentra en A.3.3.
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0= 1im A(V 1 [=n,n]) = A(J (V0 [=n,n]) = AV OR) = A(V),
n=1

SeaY =V N[—ng,nyZ= U (Y 4 q). Notemos que
q€([-1,1]nQ)

A - [_nO - 1an0+1]a

por lo que Z tiene medida finita (de hecho, A(Z) < 2ng + 2), pero al ser Y de
medida positiva y un subconjunto de V:

A2 =2 | O+a)= D> A¥+9= D AY)=o

a€([-1,1]NQ) q€([-1,1]NQ) q€([-1,1]NQ)

Esta contradiccion termina la prueba.

l.q.q.d.

La demostraciéon anterior no es la clasica demostracion de la no medibilidad de

los conjuntos de Vitali, pero, como resalta Kharazishvili en [11], esta demostracion

solo utiliza el hecho de que Q es un subgrupo aditivo (para la definicion de

~ vy las dos propiedades), numerable (al utilizar aditividad de \) y denso (al

haber una cantidad numerable de ellos en [—1, 1]). Esta observacion nos lleva a
la siguiente definicién:

Definicion 1.1.2. SiT es un subgrupo aditivo, numerable y denso de R definimos
la relaciéon ~p como = ~r y <> x —y € I'. Sea X un conjunto de representantes
de la relaciéon ~r. Diremos que X es un conjunto del tipo Vitali y se le llamara
un I'-selector (por su nombre en inglés).

Notemos que los conjuntos de Vitali son Q-selectores.

Teorema 1.1.3. Sean I' un subgrupo aditivo, numerable y denso de R y p una
medida para alguna o-dlgebra’ de R tal que:

1. p es invariante bajo T' (es decir, si g € T y E estd en la o-dlgebra entonces
E+gedom(p) y (E) = n(E +g)).

2. [0,1] € dom(p).
3.0 < u([0,1]) < co.

Entonces todo I'-selector es no medible respecto a .

"La definicién de una o-algebra se puede encontrar en A.1.1.
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Prueba

Para poder reproducir la prueba que se da en el caso I' = Q y u = A
solo es necesario mostrar que si g cumple las hipétesis del teorema, entonces
[-m,m] € dom(u) y es de medida positiva finita para toda m € IN. Con ello, en
la demostracion anterior, se sustituye Q por I', V por el I'-selector y a A por pu.

Sea n € Z. Al ser I' denso para cada k > 2 existen 7, y d; tales que
vk € (n—1/k,n) y & € (n,n+ 1/k). De esta forma las sucesiones (yx)r>2 ¥
(0k)k>2 convergen a n. Como p es invariante bajo traslacion y [0, 1] € dom(pu),
tenemos que [vg, vk + 1], [0k, 0k + 1] € dom(p) y

p([0n, 0x + 1]) = pl[ve, v +1]) = p([0,1]) < oo.

Asi, al ser k > 2, tenemos que:

n—12<v%<n<HG<n+1/2<y+1<n+1<6,+1.
Por lo que para todo k € IN,
[n,n + 1] C [yk, 0k + 1] = [vk, v6 + 1 U [0k, 0k + 1] € dom(p)

pues dom(u) es una o-algebra.

Al converger las sucesiones (yx)k>2, (0k)k>2 & n, tenemos que

[n,n+1] = ﬂ [V, Ok + 1] € dom(p)
keN

Yy que

p([n,n+1]) < pllve, Yo+ 11U [0k, 0k +1]) < pllve, e+ 1)) 4 p([6k, 0r +1]) < o0.
Finalmente, basta remarcar que para toda m € IN:
[-m,m] = U [n,n + 1] € dom(p)

—m<n<m-—1

0<pu(0.1]) < p(=mml) < Y plln,n+1]) < co.

—m<n<m-—1

l.q.q.d.

1.2. Vitali multiplicativo

Inspirados en la construccion de Vitali utilizando la estructura aditiva del gru-
po R, se puede construir un conjunto no medible con la estructura multiplicativa

de R\ {0}.
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Tomemos la relacién p como sigue, si x,y € R entonces xpy si y sélo si existe
re Q" ={peQ/p>0}tal que rz = y. p es una relaciéon de equivalencia ya
que si z,y, z € R, entonces xpx ya que 1oz = x; si xpy entonces existe r € QT tal
que rx = y, como r # 0 tenemos que x = y/r con 1/r € Q*, asi ypx. Finalmente,
si zpy y ypz, tenemos que existen r, 7’ € Q7 tales que rz =y y 'y = 2, de esta
forma r'rz = z y como 'r € Q", xpz.

Al igual que hicimos en la seccién anterior, tomemos P un conjunto de
representantes de p. Para poder demostrar que éste no es un conjunto medible,
es necesario utilizar la siguiente propiedad de la medida exterior A* (y por tanto,
de la medida de Lebesgue \)®:

Proposicion 1.2.1. Si ACR y para s € R\ {0} definimos
sA={xeR /x=sa, ac A},
entonces A*(sA) = |s|A*(A).

Prueba
Sabemos que \*(B) = fnf{z |b; —a;| /| BC U (ai,bi)}, tomando en
i=1 i=1

oo

oo
cuenta que si sA C U (¢i,d;), entonces tenemos que A C U (ci/s,d;/s) (o
i=1 i=1

oo

AC U (di/s,c;/s) dependiendo del signo de s) podemos realizar las siguientes
i=1

igualdades:

A*(sA) = inf {Z |sb; — sa;| /| AC U (ai,bi)} =
=1 =1
:inf{23|bi —a;i| /] AC U (ai;bi)} =
1=1 =1
- |s|1’nf{Z|bZ- —ail /AC (ai7bi)} = [s]A\*(A).
i=1 i=1

l.q.q.d.
Siguiendo las mismas estrategias de la seccién anterior podemos demostrar
que U rP =Ry quesirsc Q" tales que r # s entonces sP NrP = {0},

reQ+
al tener {0} medida cero, tenemos que rP y sP se comportan como conjuntos
disjuntos (respecto a la medida).

Teorema 1.2.2. El conjunto P es no medible.

8Para entender la definicién y algunas propiedades de \* léase A.5



16 CAPITULO 1. ALGUNOS CONJUNTOS NO MEDIBLES

Prueba

Supongamos que si lo es, en tal caso, como
o =AR) =X rP)= D> rA(P),
reQt reQt

A(P) # 0. Por tanto existe n € IN tal que A([—n,n] N P) > 0. Notemos que:

2n = A([-n,n]) = A([-n,n] N U rP) = X( U [-n,n]NrP) =

reQt reQt

IV

= Y M=nn]orP) = Y rA([-n/r,n/rj0P) > Y rA([—n/r,n/r]OP)
reQt reQt ref0,1]NQ

> i 1/kX([—kn, kn] N P) > i 1/kX([-n,n] N P) = X([—n,n]NP) i 1/k = co.
k=1 k=1 k=1

l.q.q.d.
Para terminar esta seccién es importante remarcar dos cosas. Primero, in-
dependientemente de que se puede repetir la prueba para la relacion zp'y
si y solo si existe » € Q \ {0} tal que rz = y, el teorema anterior implica
que si P’ es un conjunto de representantes de p’ entonces P’ no es medible.
Esto sucede ya que si tomamos el conjunto R = P’ U (—1)P’, tenemos que
R es un conjunto de representantes de p. Notemos que si P’ es medible en-
tonces R lo seria también (de hecho, como P’ N (—1)P" = {0}, tenemos que
M(R) S X(P) + X ((=1)P") = X*(P") + | = 1|]\*(P') = 2X*(P")).
Al igual que en la seccion pasada, el resultado anterior se puedo obtener con
cualquier subgrupo multiplicativo denso y numerable de R\ {0} o de R™.

1.3. Conjuntos de Bernstein

Otro ejemplo de conjuntos no medibles son los conjuntos de Bernstein. En
un inicio, los conjuntos de Bernstein sirvieron como contraejemplo a la idea
que Cantor tenia para demostrar la hipotesis del continuo: dado que Cantor
demostro que los conjuntos perfectos? tienen la misma cardinalidad de R pensaba
demostrar que todo conjunto no numerable de ntmeros reales contenia un
conjunto perfecto’®. En 1908 Bernstein construye un conjunto que muestra que
el plan de Cantor era irrealizable. Anos més adelante se muestra que ese mismo
conjunto es no medible.

9P es un conjunto perfecto si y s6lo si P es un conjunto no vacio, cerrado y sin puntos
aislados, es decir, para todo z € P y todo abierto U de z se tiene que (PNU) \ {z} # 0.

19Para saber mas de ésta historia y de como se resolvieron las preguntas sobre la Hipotesis
del Continuo véase [2].
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Definicion 1.3.1. 1. Un conjunto £ C R es totalmente imperfecto si y solo
si todo A C E no es un conjunto perfecto.

2. X C R es un conjunto de Bernstein si y s6lo si X y R\ X son totalmente
imperfectos.

3. Equivalentemente, X es un conjunto de Bernstein si y sélo si para todo
P C R perfecto y no vacio se tiene que PN X £ 0y PN (R\ X) # 0.

Antes de mostrar que existen los conjuntos de Bernstein, es importante
recordar los siguientes dos resultados:

Lema 1.3.2. Euxisten tantos conjuntos perfectos como nimeros reales.

Demostracion

El hecho de que (—oo, x] sea perfecto para todo € R muestra que al menos
hay tantos conjuntos perfectos como reales. Por otra parte, cada conjunto abierto
en R es la unién numerable de intervalos abiertos con extremos racionales, asi
que a lo més hay tantos como funciones de IN a Q x @, es decir, a lo méas tantos
como reales; de esta forma como los conjuntos perfectos son cerrados y hay un
abierto por cada cerrado, tenemos que la cantidad de conjuntos perfectos es a lo
mas tantos como ntimeros reales. Asi [R| = |{P / P es perfecto}|.*!

l.q.q.d.

Lema 1.3.3. Todo conjunto perfecto tiene la misma cardinalidad de R.

Demostracion

Sea P un conjunto perfecto. Definimos recursivamente las siguientes sucesiones
de intervalos cerrados enumeradas por medio de funciones s : n — {0, 1}'%:

Paso base (funciones con dominio 1):

Queremos dos intervalos tales que:

L Ico0> NIco1> = 0.
2. I<O70> npP 7’é 0 y I<071> NP 75 0.
3. Si ¢ denota la longitud del intervalo, ¢(I<¢,0>),4(I<01>) < 1/3.

Estos intervalos existen ya que al ser P un conjunto no vacio y sin puntos
aislados, tiene al menos dos puntos. A estos dos puntos se les pueden construir
intervalos con las caracteristicas anteriores.

Paso recursivo:

Supongamos que ya tenemos definido el intervalo Iy donde s : n — {0,1} con
n # 0. Definiremos los siguientes dos intervalos:

M as propiedades basicas de | - | se pueden leer en B.5 y en B.6.

12Recordemos que las funciones son conjuntos, en este caso s C n X {0,1} y que cada natural
n se puede pensar como el conjunto n = {0, 1,...,n — 1}. De esta forma 0 = (), 1 = {0} = {0},
etc.
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L. Lsu<n,0>, Lsu<n,1> C .

Isucn,0> N Isucn1> = 0.

Isu<n,0> NP # 0 Yy IsU<n,1> npP 7é 0.
Finalmente, si ¢ denota la longitud del intervalo,

£(13U<n,0>)7€(—[su<n,1>) < (1/3)n

Estos intervalos existen ya que al ser P un conjunto no vacio y sin puntos
aislados, al tener I, interior no vacio y ser P N I; # (), la interseccién tiene al
menos dos puntos. Alrededor de estos dos puntos se pueden construir intervalos
con las caracteristicas anteriores.

Ll

Definamos una funcién inyectiva que nos permita mostrar que P tiene al
menos la misma cardinalidad de R (o bien, de “2). Tomemos ¢ :“2 — P'3 tal
4
que o(f) € () I, "
new

Veamos que ¢ esté bien definida.

Para ello necesitamos mostrar que ¢(f) existe y es un elemento de P para
toda f €“2. Notemos que para cada f €“2 la sucesion de intervalos (1|, Jnew
es anidada (es decir, Iy, ,, C If,)"®, de esta forma, utilizando el teorema de

Interseccion de Cantor'®, tenemos que ﬂ Iy, = {xy} para algin z; € R,
new

por lo que ¢(f) = x5. Finalmente, ¢(f) € P ya que la sucesion {Pﬂfﬂn}
cumple las hipotesis del Teorema de Interseccién de Cantor y de esta forma
0# (g, NP)S () Ip, = {5}

new new

Por otra parte, ¢ es inyectiva. Tomemos f, g €“2 distintas, entonces existe
m € w tal que f(m) # g(m), por construccion, tenemos que I Ny = 0,
©(g) €Iy . v @(f) €1y ., por lo que necesariamente o(f) # ¢ (g).

Lo anterior muestra que |R| = [“2| < |P| < |R|.

l.q.q.d.
Con los resultados anteriores, y suponiendo que R es bien ordenable, ya pode-
mos construir un conjunto de Bernstein. Sea a = ¢ = min {3 / card(B) = |R|}'".

Beg={f/ f:w—2={01}}

14Gi f: A — B es una funcién y C C A; flc es f restringida a C, es decir, la funcién con
dominio C que tiene la misma regla de correspondencia de f.

5Esto sucede por la forma en que se construyeron los intervalos I y el hecho de que

fl?grl = flnU{<n, f(n) >}.

Teorema 1.3.4 (Interseccion de Cantor). Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea {Fn}
una sucesion anidada de subconjuntos cerrados y no vacios de X tal que lim Diam(F,) =0
n—o0

(donde Diam(A) =sup{d(z,y) / =,y € A}). Entonces existe x € X tal que m F, = {z}.
new

ITEs costumbre en teoria de conjuntos nombrar a los niimeros ordinales (OR) con las primeras
letras del alfabeto griego (v, 3,~). La seccion B.3 esta dedicada a los nimeros ordinales.
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Por el lema 1.3.2, podemos numerar a la familia de todos los conjuntos perfectos
P utilizando « de las siguientes dos formas:

P ={P: | &< atal que ¢ es par}'®

P ={P: /| £ < atal que € es impar} .

Construiremos {z¢ / £ < a} C R tal que:

1. £ < ( < a entonces ¢ # x¢.

2. Para todo § < a, x¢ € Fk.

Para lograrlo, utilizaremos recursion transfinita como esta definida en B.4.3:

Tomemos S < a y supongamos que para para todo £ < (8 ya tenemos definido
z¢. Como card(f) < card(a) = |R| = |Pg| tenemos que Pg \ {z¢ / £ < B} # 0.
Definimos z 3 tal que 23 € Pg \ {z¢ / £ < B}.

Sea X = {z¢ / £ es par}, X es un conjunto de Bernstein. Si P es un conjunto
perfecto, entonces existen £ par y ¢ impar tales que P = P = P;. Notemos que
re € PeNX yquezc ¢ X porloqueze € (R\ X)NPr,esdecir PPNX #0Dy
(R\ X)N P #0.

Teorema 1.3.5. X no es medible respecto a la medida de Lebesque A.

Para demostrar este teorema utilizaremos el siguiente resultado:

Teorema 1.3.6. R es Lindeldf'®.

Prueba

Aqui demostraremos algo un poco mas fuerte, veremos que para todo A C R
y C una cubierta abierta de A, existe C’' una subcubierta numerable. Para de-
mostrarlo, recordemos que R tiene una base topoldgica numerable {@Q,, / n € IN}
(a saber, los intervalos con extremos racionales).

Sea {U,, / n € H} una cubierta de A, sabemos que para cadan € H, U, =
U Qn, podemos tomar n; < ng < ns... tales que @y, C U, para alguna 7.
QngUn
De esta forma A C U U, = U Qn,;-
neH i€IN

Finalmente, tomemos U,, tal que Q,, C U,, (esto lo podemos hacer utilizando
Axioma de Eleccion Numerable). De esta forma, {U,,, / i € IN} es una subcubierta
numerable de {U, / ne€ H}.

18

a es un ordinal par (impar) si y sélo si su parte finita es par (impar). La existencia y
nocién de parte finita de un ordinal se encuentra en B.3.9.
19Esto quiere decir que toda cubierta abierta de R tiene una subcubierta numerable.
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l.q.q.d.
Prueba del teorema 1.3.5

Si X fuera medible, entonces al ser R = X U (R \ X) tenemos que X o R\ X
debe tener medida positiva. Sin pérdida de generalidad, supongamos que A(X) >
0, por regularidad de la medida, sabemos que existe ' C X conjunto cerrado tal
que A\(F) > 0. Definimos F' = {x € F / V¥ U abierto, x € U, |[UNF| > Ry}*,
el conjunto de puntos de condensacién de F. Por construccién, F' C F C X.
Veremos que F’ es un conjunto perfecto:

1. Supongamos que F’ = (), entonces, para cada z € F existe U, abierto tal
que |F NU,| < Vg, notemos que {U, / x € F'} es una cubierta abierta de
F CR. Alser F cerrado, {U, / x € F}U{R \ F} es una cubierta abierta de
R. Al ser R Lindeldf, existe una subcubierta numerable {U,, / n € N} de R
que nos proporciona una cubierta numerable de F', a saber {U,, / n € IN} \

{R\ F}. De esta forma, F' C U U,. Asi |F| = U (U,NF)| <Ny ya que,
n=1 n=1
utilizando Axioma de Eleccion Numerable, uniéon numerable de conjuntos a

lo més numerables, es a lo mas numerable. Por otra parte, las propiedades
de X implican que al tener F' medida positiva, no es numerable (ya que
todo conjunto numerable tiene medida cero).

Esto es una contradiccion, por lo tanto F/ # ().

2. Para ver que F’ es cerrado, tomemos un punto de acumulacion®! h de F.
Como F’' C F, h también es punto de acumulaciéon de F, al ser F' cerrado
tenemos que h € F. Ahora bien, si U es un abierto al cual pertenece h, al
ser h punto de acumulaciéon de F” existe g € F'NU. Como U es un abierto
donde est4 g, por definicion de F’ tenemos que |[U N F| > Rq, por lo cual,
heF.

3. Supongamos que existe h € F' y U abierto tales que F' N U = {h}.
Esto quiere decir que para todo y € U N (F \ {h}) existe Uy, abierto
que contiene a y, tal que |U, N (U N (F \ {h}))] < Ry. Una vez més,
{U, / yeUnN(F\{h})} es una cubierta abierta de U N (F'\ {h}), y por
la demostracion de 1.3.6, existe una subcubierta numerable {U,, / n € w}.
Notemos que |U N (F\ {h})| = | U Uy, N (UN(F\{h})))| <N, pero

new

h € F', por lo que |[UNF| > Rg, y asi |[UN(F\{h})| > Ro.
Lo anterior es una contradicciéon. Por lo tanto, F’ no tiene puntos aislados.
De esta forma probamos que F’ es un conjunto perfecto contenido en X.

Esto también es una contradicciéon, ya que X es un conjunto de Bernstein. Por
lo tanto, X no es medible.

20A saber, |IN| = |w| = |wo| = Ro.
218i X es un espacio topologico, y A C X, h es un punto de acumulaciéon de A si y sélo si
para todo U abierto que contenga a h, U N A # (.
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l.q.q.d.
La demostracién de este teorema nos da los siguientes corolarios:

Corolario 1.3.7. Todo conjunto medible de medida positiva tiene la cardinalidad
de los reales.

Demostracion

Por la prueba del teorema anterior, todo conjunto medible de medida positiva
contiene un conjunto perfecto y por el lema 1.3.3, tenemos que éste es biyectable
con los reales.

l.q.q.d.

Definicion 1.3.8. 1. Si p es una medida sobre Y,
N() = {X / X € dom(u), pu(X) = 0}

es la familia de los conjuntos nulos de p. Si y es una medida completa??,
entonces N (u) es el ideal®® de los conjuntos nulos.

2. Al ideal de los nulos se le puede asociar el cardinal:

non(N(p)) =min{card(X) /) X CY y X ¢ N(u)}*.

Corolario 1.3.10. Si A denota la medida de Lebesgue y non(N (X)) =k < |R|,
entonces existe un conjunto no medible.

Prueba

Si non(N(X)) = k < |R| entonces existe X C R tal que | X|=x < |R| y
A*(X) > 0, por el corolario 1.3.7, X no es medible.

l.q.q.d.

Para terminar esta seccién, es importante remarcar que la construccién de

Bernstein sirve para crear diversos tipos de conjuntos. Aunque en secciones
posteriores haremos uso de estos métodos, aqui daremos un adelanto:

Teorema 1.3.11. FEziste un conjunto X C R que es de Vitali y de Bernstein
simultdneamente.

22Véase A.3.4.

237 es un ideal sobre Y siy solo si I C p(Y) yestal quesi A, B € I entonces AUB € I y si
C C A €I entonces C € I. Se dice que I es un ideal propio si y sélosi Y ¢ I.

24En general, a cualquier ideal propio I sobre Y se le pueden asociar los siguientes invariantes
cardinales:

Definicién 1.3.9. add(I) = min {card(H) JHCI& | JH ¢ 1} ,

cov(I) = min {card(H) JHCI&YC UH}
non(I) =min{card(X) / X CY & X ¢ I},
cof(I) = min {card(H) /VA € I,3B € H(A C B)}.
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Demostracion

Utilizaremos la misma notacion de los conjuntos perfectos que en la construc-
cion del conjunto de Bernstein. Al igual que en esa construccién, crearemos una
sucesion de longitud « = ¢ por medio de recursion.

Tomemos 3 < a y supongamos que para todo £ < f ya tenemos definido .
Al ser |U {Q+z¢ / E< B} = card(B) - Rg = méx {card(B),Ro} < |R| (pues
B < ay Q es numerable?®) tenemos que PB\U {Q +z¢ / £ < B} # 0. Definimos
xg como cualquier elemento de Pg \U {Q+z¢ /€< B}

Sea X' = {z¢ / € es par}. Sabemos que X' es de Bernstein, con la propiedad
de que si x,y € X’ con = # y entonces z —y ¢ Q (en caso contrario, y € Q + x,
lo cual es imposible por construccién). Lo anterior hace a X’ un conjunto de
representantes parcial de la particion de Vitali. Utilizando Axioma de Eleccién
(o bien, Lema de Zorn) podemos extender X’ a un conjunto de representantes
X sobre R.

Sin pérdida de generalidad, X N {z¢ / € es impar} = 0, ya que si y €
X N{xe / € es impar}, podemos sustituir a X por X U{y + 1} \ {y} que sigue
siendo un conjunto de representantes de la particiéon de Vitali. Por construccion,
X es un conjunto de Vitali, y claramente X es un conjunto de Bernstein pues
{ze / €espar} C Xy X N{xe / € es impar} = 0.

l.q.q.d.

1.4. Bases de Hamel

Uno de los primeros enunciados que demostramos utilizando el Axioma de
Eleccién es que todo espacio vectorial tiene base. Hamel a principios de 1900 se
dio cuenta de que, al ser Q un campo, R se puede considerar como un espacio
vectorial sobre Q. Las bases de R sobre @ son llamadas bases de Hamel.

Como es imaginable, las bases de Hamel solo existen si suponemos parte
del Axioma de Eleccion sobre R (que es equivalente a suponer que R es bien
ordenable), y generan de diversas formas conjuntos no medibles.

Definicién 1.4.1. H es una base de Hamel si y sblo si H es una base del espacio
vectorial R sobre el campo Q.

Como veremos més adelante, las bases de Hamel no tienen porque ser no
medibles, pero siempre que existe una genera un conjunto del tipo Vitali (mismos
que ya se demostrd que no son medibles en el teorema 1.1.3). Sin embargo, en
esta secciéon tomaremos otro camino:

Lema 1.4.2 (Propiedad de Steinhaus). Si A denota la medida de Lebesgue sobre
R y A es un subconjunto medible respecto a A entonces }lbflrb AMAN(A+R)) = A(A).
—

25Las propiedades principales de las operaciones cardinales se pueden leer en B.6.3.
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Prueba

Para demostrar esta propiedad, la probaremos primero para intervalos, des-
pués para abiertos de medida finita, luego para compactos y finalmente para
todos los conjuntos medibles.

Primer paso. Sea (a,b) un intervalo y tomemos ¢ > 0 (lo probaremos so6lo
para h > 0, para h < 0 la demostracion es analoga y para sucesiones combinadas,
se tiene como resultado de las dos anteriores). Notemos que si € < b — a entonces
(a,b) N ((a,b) +€) = (a,b) N (a+€,b+€) = (a +¢,b), de esta forma

611'_r>r(1j)\((a,b) N((a,b)+€)) = 11’_%)\((197(1—#6)) = 21’_1>r(1)b—a— e=b—a=X((a,b)).

Segundo paso. Tomemos U un abierto de medida finita. Al ser el conjunto
{(a,b) / a,b € RU{—00,00}} una base de la topologia usual de R, tenemos que
U= U (a,b). Dado que la unién de dos intervalos con interseccion no vacia

(a.b)CU
es un intervalo y R es c.c.c. “°(ya que al tener una base numerable, y cada abierto
contener un miembro de la base, se tiene que una colecciéon de abiertos disjuntos
contiene cada uno al menos un elemento de la base distinto a todos 102 demss.

26(

Por lo tanto esta coleccion es a lo méas numerable), tenemos que U = U (ai, b;)
i=1
intervalos disjuntos con n € IN U {oo}.

Iniciemos con n < co. Al ser n finito podemos utilizar la propiedad lineal de
los limites y el caso de los intervalos:

AU) =D Mlai b)) = 3 Hm A (@i, b:) N (a3 5:) +€)) =
i=1 1=1

= }1_{%2 Al(ai, bi) N ((ai, bi) + €)) = lim AU (@i, 0i) 0 ((ai,bi) + ) <

i=1

n n

< I A(J(ai,b0) 0 (J((a5,65) + ) = Mm AU 0 (U +€)) < AD)-

i=1 j=1
Ahora analizemos la situacion en que n = co. En este caso, tenemos que
o0
lim b; —a; =0y que A(U) = Z(bZ — a;) < oo. Sin pérdida de generalidad,
1— 00 =1
supongamos que la sucesion {b; — a;},. estd acomodada de manera decreciente.
Sabemos que para cada € > 0 existe una minima m. € IN tal que si n > m,,

b, — a, < €, al ser la suseciéon decreciente sabemos que si k& > m. entonces
by — ap > €. Es importante notar que si € — 0 entonces m. — oo. De esta forma:

26Un espacio topologico X es c.c.c (o bien, tiene la condicién de la cadena contable) si y
s6lo si toda coleccion de abiertos disjuntos es a lo mas numerable.
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AU) 2 m AU N (U +¢)) = lim M (@isbi) 0 (a0, bi) +€)) =
i=1

o) Me
:h’mg méx{b; —a; —¢€,0 :h’mg b; —a; —
e~>0_1 {1 ¢ ’ } 6%041(1
1= 1=

Como la sucesion {1/n2}nE]N tiende a cero, existe kg tal que si n > ko,
1/n* < ¢, o bien 1/n < ne. Sea n, = max{n € N / 1/n > ne}, como 1/n? es
decreciente si k > n. entonces 1/k > ke. En particular n, — oo si € — 0.
Sea N. = min{m.,n.}, notemos que si ¢ — 0 entonces N, — oco. Con esta

informacion:

AU) = Hm AU N (U +¢)) > l%Z(b

N, Ne
>lim Y (bj—a; —e)=1im » (b; —a;) — eN >
e—0 e—0
i=1 =1
Ns
> — _ _ .
Jim 1( a;)~1/Ne = lim Z —a;)~lim 1/N, = Z AU)

Tercer paso. Sea F' un compacto. Al ser acotado, existe n € IN tal que
F C (—n,n) = X (y por tanto, FN (F+¢€) C XN (X +e¢€)). Como R\ F es
abierto, X \ FF = X NR\ F es abierto.

Notemos los siguientes resultados de operaciones de unioén e interseccion de

conjuntos:
(X\F)+e=(X+e)\ (F+e),

(XN (X +)\(F+e)C(X+0\(F+o),
(X\F)N (X \F)+¢ = (XN (X +6)\ (FU(F+0),
(XN (X + )\ (FN(EF+6) = (XN (X +)\F)U(XN(X+)\(F+6)),
y
(XN X+ \F)N (XN (X +)\(F+6) = (XN (X +)\ (FU(F +6)).
27

Teniendo estos resultados en mente y recordando que X es de medida finita
tenemos que:

2"Léase la propiedad de sustraccion de una medida en el teorema A.3.3.
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AF)>AMFN(F+e)=AXN(X+e) = MXN(X+)\ (FN(F+e)) =
=AXN (X +6) = AMX N X+ )\ F) U (XN (X +e))\ (F+e))) =
=AMXN(X+e) — X N(X+)\F)+MX N (X +)\ (F+e)

M NX +))\F)N(XN (X +e)\ (F+e)))] =
=MXN(X+6) - A(XN(X+6)\F)]
NX+)\(F+e) - AMXN(X+e)\ (FUF +¢))] =
:)\F)—)\(XO(XJre))\(F+e))+)\((Xﬂ(X+e))\(FU(F+e))):
=AF) = MEXNX + )\ (F+6) + MEXNF)N((X\F) +¢) =
ZAME) = MX + )\ (F+6) + MX\F)N(X\F)+¢) =
=AE) = AMXN\F) +6) + MX\F)N((X\ F) +¢) =
=AF) = [AMX\NF) = AMX\F)N((X\F)+e)].
Como X \ F es un abierto de medida finita, si 6 > 0 existe r tal que
si 0 < e < rentonces AM(X\F)) = AMX\NEFN({(X\F)+e¢)| <4, pues
ll;rr(l)/\(X\Fﬂ (X\F)+¢€)=A(X\F)). Por lo anterior, si 0 < ¢ < r:

AMF) > MEN(F+e€) = AX(F)—=[AM(X\F)) = AMX\FN({(X\F)+e€)] > NF)=6.
Por tanto, 21_13(13 AMEN(F+e€)=AF).

Ultimo paso. Tomemos A un conjunto medible. Si A es tal que A(A4) < oo
sea § > 0. Por regularidad de la medida, existe F5 C A compacto tal que
AMA) — /2 < A(F) < A(A). Como los compactos cumplen la propiedad deseada,
tenemos que para cada ¢ existe r tal que si 0 < € < r entonces

MF)=6/2 < MFN(F+e€) <\F),
es decir, |A(F) = MEF N (F +¢))|] < /2. De esta forma, si 0 < e < r:

MA) > MAN(A4€)) > NEFN(F+e)) > AM(F)—6/2 > M(A)—6/2—8/2 = A(A)—4.
Si AM(A) = oo probaremos que para cada M € IN existe dp; tal que si
0 < € < 8y entonces (AN (A+¢€)) > M.
Sea M € N. Como lim A(AN[-n,n]) = AMA) = oo, existe n tal que
n—oo
AAN[-n,n]) > M + 1. Como AN [—n,n| es de medida finita, existe § tal que

si 0 < e <6 entonces A((AN[—n,n]) N ((AN[-n,n]) +¢€)) > ANAN[-n,n]) — 1.
De esta forma:

M < AMAN[-n,n]) =1 < A((AN[=n,n])N((AN[—n,n])+¢€)) < AMAN(A+e)).

l.q.q.d.
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Teorema 1.4.3. Si existe una base de Hamel de R sobre Q, entonces existe un
conjunto no medible.

Prueba
Sea H una base de Hamel, 2o € Hy V = (H \ {J;O}>Q28. V es no medible.

Supongamos que lo es. Notemos que R = U (V + qzo) (pues todo elemento

q€Q
de R se puede escribir como una suma finita de elementos de la base multiplicados

por elementos de Q) como

00 = MR) = A (V +420)) < STAWV +az0) = SOAV),

qeqQ q€Q q€Q

tenemos que A\(V) > 0.

Sin embargo, si p # q, (V + qzo) N (V + pzg) = 0. En caso contrario,
existiria v € (V + qzg) N (V + pzp) por lo que habrian vi,ve € V tales que
v1 + qro = v = vy + pxo por lo que g = (1/p — q)(v1 — v2), lo cual es una
contradiccion pues x( es linealmente independiente de los elementos de V. Con
esto, A(V N (V + qzo)) = A(D) = 0 para todo ¢ € Q. Utilizando la propiedad de
Steinhaus:

0<AWV)=lmAVN(V+e)= lim ANVN(V+gz0)= lim 0=0.

q—0,q€Q q—0,q€Q

Lo anterior es una contradiccion, por tanto, V' es no medible.

l.q.q.d.

Independientemente de que las bases de Hamel generen conjuntos no medibles,

surge una pregunta importante: ;las bases de Hamel son, per se, medibles o no?

Curiosamente, resulta que existen bases de Hamel que son medibles y otras que
no. Por ejemplo:

Proposicion 1.4.4. Eziste un conjunto de Bernstein que a su vez es base de
Hamel.

Demostracion

Como es costumbre con los conjuntos de Bernstein, lo construiremos de forma
recursiva. Sea « el minimo ordinal biyectable con R y 8 < a. Supongamos que
{P: | £ < atal que € es par} y {Ps / £ < « tal que € es impar} son enumera-
ciones de la familia de los conjuntos perfectos de R y que para todo & < 3, ¢
va esté definido.

28Gi E es un espacio vectorial sobre K, y A C E entonces

(A g = {Zaz‘yi/nEIN,ai € K,y; EA}.

i=1
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Como Pp tiene la misma cardinalidad de los ntimeros reales (lema 1.3.3)
y [ {ze / € <Bhqg| < lppin(card(B) x Q)| = |eard(B) x Q| < |R|* (pues
B < ay Q es numerable), entonces Pg \ ({z¢ / { < B})q no es vacio. Sea
xg € Pg\ ({ze / £ <Bhq-

Tomemos Hy = {z¢ / £ < a es par}. Por construccion, Hy es un conjunto
linealmente independiente. Utilizando el Lema de Zorn, podemos extenderlo
a H una base de R sobre Q tal que H C R\ {z¢ / £ < a es impar} (en caso
de que existiera y € H N {ze / £ < a esimpar}, al ser y # 0 linealmente
independiente a los elementos de H, H N {2y} \ {y} es base de R y ya no
intersecta a {x¢ / £ < av es impar} en y, lo anterior se puede hacer con cada
elemento de la interseccion).

Por construccién, H es una base de Hamel y, como
Hy CHCR\{ze / £ < aesimpar},

H es de Bernstein. Por lo tanto H es un conjunto no medible.

l.q.q.d.

Notemos que si H es una base de Hamel y zg € H, H N (H + qzo) = () para

todo ¢ € Q \ {0} (si existiera v € H N (H + qxo), entonces v = v1 + qro con

v1 € H, pero esto no puede suceder ya que v, vy, zg € H un conjunto linealmente
independiente). De esta forma, si H fuera medible,

H)= 1 HN(H - —0.
A(H) qa(lJ%GQ)\( N (H + qxo)) qﬁg){gEQA(@) 0

Nuestro objetivo seré buscar un subconjunto de medida cero de los reales
que genere a todo R.

Lema 1.4.5. Si C es el conjunto ternario de Cantor del intervalo [0, 1], entonces
C+C =10,2]*.

Prueba

Para demostrar que C' + C = [0, 2] mostraremos por medio de un argumento
geométrico que f[C'x C] = [0,2] donde f : R* — R se define como f(z,y) = z+y.

En primera instancia, es claro que C' + C = f[C' x C]. Ademas, como
C x C C [0,1] x [0,1], tenemos que f[C x C] C f[[0,1] x [0,1]] = [0,2]. A
continuaciéon veremos la otra contencion.

Notemos que la funciéon f es lo mismo que proyectar los puntos de R? a

R x {0} siguiendo la direccion de la recta £ = {(z,y) € R* / 2+ y = 0}. Esto

significa que si tenemos el punto (xg, ) y trazamos la tnica recta paralela a

¢ que pasa por ahi (a saber, la recta cuya formula se despeja de 7% _ -1)
Y=Y

29Para todo conjunto A, g, (A) =<* A= {C C A /|C| € w}. Con axioma de eleccién, si
A es infinito |<“A| = | U "Al =sup {|A|" / n € w} =sup{|A| / n € w} =|A|

new

30Si X es un grupo con la sumay A, B C X, entonces A+ B={a+b/ac A,b¢c B}.
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entonces su ordenada al origen (el punto donde la recta corta a R x {0}) es
xo + yo (pues la formula analitica de la recta es y = —x + (2o + vo)).

El siguiente lema nos sera de utilidad: Si tenemos un cuadrado ABCD y
proyectamos los puntos del cuadrado a la recta que pasa por DC de forma
paralela a AC' entonces la proyeccion del cuadrado ABCD y la de sus cuatro
cuadrados terciarios (es decir, los cuadrados obtenidos de dividir cada lado en
tres y solo conservar los cuadrados de las esquinas 1.1) es la misma.

Figura 1.1: Sombreado los cuadrados ternarios de un cuadrado

Sabemos que la proyeccion de ABC'D a DC es el segmento DF' tal que C es
su punto medio, ver 1.2 (esto lo sabemos pues la proyeccion descrita coincide
con la suma, y la imagen de un cuadrado bajo la suma es la suma de la base y
de la altura).

Figura 1.2: Proyeccion del cuadrado ABCD a la linea DC

Como los puntos del segmento C'F' son proyecciones de los puntos en el
segmento BC|, basta ver que las proyecciones de los cuadrados ternarios cubren
los lados DC'y BC'. Por simetria del cuadrado, solo es necesario analizar el caso
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del lado DC. Como para crear los cuadrados ternarios dividimos el segmento
DC en tres, sean G y H los puntos de esta division (ver 1.3).

Figura 1.3: Puntos

Los puntos de los segmentos DG y HC' estan cubiertos pues estos lados son
bases de los cuadrados ternarios. Sélo basta ver que los puntos del segmento de
recta GH son proyeccion de alguien, pero esto es sencillo pues la imagen bajo
la proyeccién del cuadrado con base DG es el segmento cuyo punto medio es
G (mismo argumento que con la proyeccion de ABCD). Por construccion, la
longitud de DG es igual a la de GH, por lo que la proyeccion del cuadrado es
justo DH. Esto termina la demostracion del lema.

Para utilizar el lema anterior debemos recordar que el conjunto ternario de
Cantor se crea intersectando intervalos (segmentos de lineas) a los cuales se les
quita un tercio, por lo que C' = ﬂ A, con A,11 C A,. De esta forma sabemos

new
que C x C = ([ An) x ([] Am) 2 [ ] (An x 4p).
new mew new

Fijémonos que la imagen de A, x A, bajo f es [0,2] para toda n € w. La
demostracion de este hecho la haremos por induccién. Para el caso base sabemos
que Ag = [0,1] y que f[Ap x Ag] = [0,2]. Supongamos que f[4, x 4,] =[0,2].
Como A, 11 X Ant1 es el conjunto obtenido de la unién de los cuadrados ternarios
de A, x A,,. Por el lema anterior, la diagonal es la misma. En este caso la diagonal
es paralela a ¢ tenemos que f[A,11 X Ani1] = f[An X A,] =10,2].

Con lo anterior tenemos que para todo punto z € [0,2] y todo n € w
W = fH{z}]N (A, x A,) # 0. Ademéas, como A, x A,, es compacto (producto
de compactos) y f~[{x}] es cerrado (preimagen de un cerrado bajo una funcion

continua), entonces W.* es compacto. Por lo que para toda x € [0, 2], W2 £
n n

new
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(pues es una interseccion de compactos anidados). Como

() Wi € ([ (An x An) N F {)]

new new

para todo x € [0, 2], tenemos que [0,2] = f| ﬂ (A, x Ay)] C fIC x C.
new

Por lo tanto concluimos que C + C = f[C x C] = [0, 2].
l.q.q.d.
Lema 1.4.6. Eziste A C R tal que A(A) =0y A+ A=TR.

Demostracion

Si C' denota el conjunto de Cantor, sea A = U nC. Por la proposicion 1.2.1,

neZ
A*(nC) = In|A\*(C) = 0, asi, para toda n € Z, nC es un conjunto medible de

medida cero, por lo que A es medible y A\(A4) < Z A(nC) = 0, por lo que A

neZ
también es un conjunto nulo.

Notemos que
nC+nC={na+nb/abeC}t={nla+d)/abeC}=

={nd /deC+C}=n(C+C)=n0,2],

por lo que si n es positiva, nC +nC = [0,2n] y si es negativa, nC' +nC = [2n, 0],
por lo que U nC +nC = U [—2m, 2m] = R. De esta forma,
nez meN

R=|JnC+nCcc|JnC+ |JnC=4+A

nez neZ nez

l.q.q.d.

Corolario 1.4.7. Existe una base de Hamel medible de medida cero.

Demostracion

Tomemos el conjunto A de la demostracion anterior, como R = A+ A C (A)Q,
A genera a R, utilizando el Lema de Zorn existe H C A tal que H es base del
espacio®'. Por definicion, H es una base de Hamel y como H C A y A\(A) = 0,
tenemos que H es medible y \(H) = 0.

l.q.q.d.
Independientemente de que el teorema anterior haya resuelto una de nuestras
preguntas iniciales, irremediablemente nos crea nuevas. Por ejemplo, sabemos que

31En este caso el Lema de Zorn se utilizaria sobre el conjunto {C' / C' C A,C genera a R}
ordenado por D.
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el dom(\) es cerrado bajo traslaciones (es decir, si E € dom(X), E+r € dom(\)
para todo r € R), pero jes cerrado bajo sumas de conjuntos?, es decir, si
A, B € dom()), A+ B € dom(X\)?

El siguiente resultado nos muestra que no:

Teorema 1.4.8. Ezisten A y B conjuntos de medida cero tales que A+ B es
no medible.

Demostracion

Sea H = {e; / i € I} una base de Hamel de medida cero. Definimos para

cadan € w, B, = Zqiei/qieQ,HiEI/qi;éOH Sn}.
iel

Es importante notar que existen F,, de medida cero, por ejemplo, Fg =0 y

By = | qH pues N'(Ey) <> N (¢H) = |g[A"(H) =0
q€Q q€Q 7€Q

De hecho, si cada E,, fuera medible, su medida deberia ser cero. Si definimos
e" =eg+ e+ ...+ ea, con {eg,e1,...,e2,} C H, entonces para cada ¢ € Q
E,N(E, +e"q) = 0, pues todo elemento de E,, se escribe con a lo mas n e’s
distintas, mientras que los de E,, +¢e"q se escriben con al menos n+1 (pues, en el
peor de los casos, se cancelan n e’s). De esta forma, él’_r% ME,N(E,+¢€"q)) =0

y la propiedad de Steinhaus (1.4.2) implicaria que A(E,) = 0.
Sin embargo, como F, C E,41 v R = U E, (pues al ser H una base de

new
Hamel, todo elemento de R es una combinacion Q-lineal de elementos de H)

tendrfamos que lim A(E,) = A(R) = oo, por lo que existirfa m € w minima tal
n—oo
que A(E,,) > 0. Lo anterior es una contradiccion.

Por las observaciones anteriores tenemos que E,, es no medible (de hecho, si
n > m E, no es medible), por la minimalidad de m, si | < m E; tiene medida
cero. Finalmente, al tener Ey y E; medida cero, sabemos que m > 2.

Tenemos dos casos:

1. Si m es par, tenemos que m = 2k, por lo que E,, = FEo,, = Ey + Ejy con
AMEk) =0 (pues k < m).

2. Sim es impar, tenemos que m = 2k+1, porlo que E,,, = Fopy1 = Fx+Er i1
con M Ey) = MEk+1) =0 (pues k < m).

l.q.q.d.

1.5. Particiones de Sierpinski

Al final de la seccién 1.3 mostramos que en caso de que se cumplan ciertas
hipoétesis, la existencia de conjuntos no medibles puede depender simplemente de
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la cardinalidad de un conjunto. Existen otras formas de relacionar la existencia
de estos conjuntos con la cardinalidad, especificamente, jugando con el valor
de 2% = |R|. En esta seccién mostraremos una forma en que la Hipotesis del
Continuo (H.C.) junto con el A.E. implica que existen conjuntos no medibles.

Hipotesis del Aleph (H.A.) 2% = X;. Esto implica que R es bien orde-
nable y que todo conjunto no numerable de niimeros reales es biyectable con
R.3?

Si suponemos la H.A. existe una biyeccion f entre el intervalo (0,1) y el
ordinal wq, con esta biyeccion podemos crear la relacion R C (0,1) x (0, 1) tal
que a Rbsiy solosi f(a) € f(b).

Teorema 1.5.1. R es un conjunto no medible de R?.
Para demostrar el teorema anterior enunciaremos (sin prueba) el util teorema

de Fubini (recordemos que la medida de Lebesgue sobre R? es la completacion
de la medida A\ x \):

Teorema 1.5.2 (Fubini). 3 Sean (X, S,u) y (Y,T,v) espacios de medida o-
finitos y sea p x v la medida producto del espacio X x Y.

m Sih: X XY = R es una funcion medible y no negativa, entonces

/ hd(,uxy)z/ / hdudV:/ / hdvdp.
XxY v Jx xJy

» Si h es una funcion integrable de X x Y entonces para casi toda®* x € X
con respecto a p y para casi toda y € Y con respecto a v, tenemos que
he(y') = h(x,y") es integrable respecto a v y h¥(z") = h(z',y) respecto a
w. Ademds, si llamamos f(x) = [ h(z,y)dv(y) y g(y) = | h(z,y)du(x),

tenemos que f es integrable respecto a p y g respecto a v, y:

/Xxyhd(uxz/)z/xfdu:/ygdu.

En particular, el teorema de Fubini implica que si encontramos una funcion
entre dos espacios o-finitos no negativa o integrable cuyas integrales iteradas no
coincidan, entonces esta funcién no puede ser medible.

Demostraciéon del teorema 1.5.1

32Notemos que H.A no es lo mismo que la Hip6tesis del Continuo. La segunda, como veremos
en el capitulo 2, no implica que los reales sean bien ordenables.

33Para una demostracion de este teorema, revisar [7, pp.145-148]. Para entender la construc-
ci6n de una integral a partir de una medida y sus propiedades véase A.4.

34Esta definicion se encuentra en A.3.4.
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Supongamos que R es medible.

El conjunto R cumple que para todo 3y € R,
RV ={zeR/ (z,y) e R} ={z € R/ zRy'}

’
es a lo méas numerable. Esto sucede pues RY es el conjunto de todos los me-
. « s e 5
nores que y' con el orden R, es decir, su segmento inicial®>. Dado que (R, R)
es isomorfo a (wy, €) y todos los segmentos iniciales en w; son numerables,

tenemos que RY" es numerable®®. Como consecuencia, para toda z € (0,1)
/XR(JUh z)dx :/ 1dz1=0,>" pues R* es numerable y los conjuntos numera-

bles son nulos.

Por otra parte, para todo 2’ € R, R,y = {y € R / (z’,y) € R} cumple que
AM{z / (¢,2) € Ry}) =1 pues, al ser R un orden total,

{2/ (&,2) € Ry} = (0,1)\ {w/ (w, &) € RI’},

por lo que difiere de (0,1) en un conjunto numerable, en particular, si w € (0, 1),

tenemos que [ xgr(w,z2)dr; = ldzs = 1.
Ry,

0 < xr(z) <1lparatodaxz € Ry sop(xr) ={z / xr(x) # 0} C[0,1] x [0, 1],
por lo que si xr es medible, deberia ser integrable. Sin embargo:

1 1
//XR(xl,xg)dxgdxl :/ / 1dxodx, :/ 1dx, =1
0 JR,, 0
1 1
//XR(:cl,xg)dxldxg :/ / ldxidxs :/ 0dxzo = 0.
0 JRe2 0

Por el teorema de Fubini y dado que R es o-finito, lo anterior es una contra-
diccién. Por lo tanto, R es un conjunto no medible.

l.q.q.d.
Utilizando la H.A., este teorema puede generalizarse para R?" si tomamos el
conjunto que bien ordena a R™ (o bien, que bien ordena a (0,1)").

Durante la demostracion del teorema notamos que |[RN (R x {a})| = |R* x

{a} [ < Royque |(((0,1)x(0, DAR)N({a}xR)| = [({a}x (0, 1)\({a} x Ra)| <Ro
para todo a € (0,1).

A un par de conjuntos que cumplan las propiedades descritas en el parrafo
anterior, que sean ajenos y que llenen todo el plano (o bien, que su union sea

35Veéase B.7.1.

361 ,a definicion de wy se puede leer en la seccion B.5.

37Si X es un conjunto y A C X, xa(z) =0siz ¢ Ay xa(z) =1si z € A. Notemos que x4
es una funcién medible si y sblo si A es un conjunto medible.
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(0,1) x (0,1)) se les llama particion de Sierpinski. Durante la primera mitad
del siglo XX, Sierpiniski buscaba una particiéon del plano que cumpliera las
propiedades de Ry ((0,1) x (0,1)) \ R descritas en el parrafo anterior. En esos
mismos anos Sierpiriski construy6 el conjunto R.

No es dificil ver que una particién de Sierpinski estd compuesta por dos
conjuntos no medibles (se puede repetir la prueba sustituyendo R por algtn ele-
mento de la paticion). Es importante remarcar que la existencia de las particiones
de Sierpiniski es méas fuerte de lo que aparenta:

Teorema 1.5.3. Si existen A y B tales que AUB=R?; ANB=0y
AN ({a} x R)[,[BN (R x {a})] < Ro
para todo a € R entonces es vdlida la H.A.

Prueba

Supongamos el A.E. y tomemos X C R tal que |X| = |wi| = N;. Sea
Z = (X xR)N A. Por hipotesis tenemos que ({z} x R)N A es a lo mas numerable
para todo z € R, por lo que |Z] = | U ({z} x R)N Al = Rg - Xy = Ry. Sea

zeX
p2 : R? — R la proyeccion po(x,y) = y. Veamos que ps[Z] = R.

Sea y € R, notemos que, por hipotesis, |(R x {y}) N B| < ¥y, mientras
que |(R x {y}) N (X x R)| = |X x {y}| = N;. De esta forma existe t € R tal
que (t,) € (X xR)\ B. Como A y B es una particion de R? tenemos que
(t,y) € (X xR)N A= Z, por tanto pa((t,y)) =y v y € p2[Z].

Con lo anterior tenemos que |R| < 8. Sin embargo, con el A.E. se sabe que
N; < |R|. Las dos desigualdades anteriores implica la H.A.

l.q.q.d.
En la demostracion anterior, si no utilizaramos el A.E. podriamos asegurar

que existe una funcion sobre de todo conjunto no numerable de ntiimeros reales
en R, pero sin el A.E. esto no implica ni la Hipotesis del Continuo®®, ni la H.A.

1.6. Dos funciones no medibles

Aunque ya hemos construido funciones caracteristicas no medibles, hay otros
métodos para crear directamente funciones de este tipo. En esta seccion construi-
remos dos ejemplos: una funciéon cuya grafica es gruesa en R?, y estudiaremos
un poco las soluciones no continuas de la ecuaciéon de Cauchy, es decir, funciones
de R en R tales que f(z +y) = f(z) + f(y). Ambas funciones son no medibles.

Definicién 1.6.1. A C X es p-grueso (o p-masivo) para la medida p sobre X si
y s6lo si para todo conjunto medible B de medida positiva, tenemos AN B # (.

38Hablaremos un poco de la Hipoétesis del Continuo en el capitulo 2. A grandes rasgos es
como la H.A. pero sin A.E.
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Notemos que si un conjunto A es p-masivo y ¢ medible entonces pu(X\ A) =0
(el complemento no puede tener medida positiva ya que, si la tuviera, A lo
intersectaria). De esta forma, si construimos un conjunto grueso que no sea de
medida completa (es decir, que la medida del complemento no sea cero) entonces
este conjunto no seria medible. Para lograr esto con la medida de Lebesgue de
R? necesitamos algunos resultados:

Proposicion 1.6.2. En R", si un conjunto A intersecta a todos los conjuntos
cerrados de medida positiva, entonces A es A, -grueso.>”

Prueba

Sea A un conjunto que intersecta a todos los cerrados de medida positiva
y B un conjunto de medida positiva. Como A,, es una medida regular existe
F C B compacto tal que A\, (F) > 0. Por hipotesis, AN F # (), lo cual implica
que AN B # (; por lo tanto, A es \,-gruesa’’.

l.q.q.d.

Proposicion 1.6.3. Si A y B son de medida completa en X respecto a u,
entonces AN B también lo es.

Prueba

Basta probar que el complemento de A N B es de medida cero.

0 <X\ (ANB)) = p((X\ AU X\ B)) <p(X\ A) +p(X\ B) =0.

l.q.q.d.

Como {(a,b) x (c,d) / a,b,c,d € Q} es una base de la topologia de R?, rea-

lizando un céalculo anélogo al de la demostracion del lema 1.3.2 (donde demos-

tramos que hay tantos conjuntos perfectos como nimeros reales), sabemos que

existen tantos cerrados de medida positiva como ntmeros reales. De esta for-

ma, si « = min{f / card(8) = |R|}, podemos escribir a la familia de conjuntos
cerrados de medida positiva como {F¢ / £ < a}.

Definamos recursivamente (x¢,ye) para & < a tal que para toda &, (x¢, ye) €
F¢ y tal que si & # ¢ entonces x¢ # x¢.

Tomemos 8 < a y supongamos que para todo £ < 3 ya tenemos definido
(we, ve). Fs = | {#} x F(x) donde Fy(z) = {w € R / (z,w) € Fj}. Sabemos
z€R
que A({x / A(Fs(x)) > 0}) > 0 (si fuera de medida cero, entonces el teorema de
Fubini (1.5.2) implicaria que A2(Fg) = 0), por lo que

{z / AM(Fp(z)) > 0\ {ze / £ < B #D

39Denotaremos por A, a la medida de Lebesgue de R™. Para saber un poco sobre la
construccion de A, véase A.5. Es importante remarcar que muchas de las propiedades y
demostraciones que se hacen con \; se pueden extender (o son analogas) con Ap.

40 importante remarcar que esta prueba se puede realizar de manera analoga en cualquier
espacio topologico con una medida regular.
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(pues card(f) < o = card(a) = |R| y por el teorema 1.3.7, los conjuntos de
medida positiva tienen tantos elementos como numeros reales). Tomemos zg
tal que x5 € {z / AM(Fs(z)) > 0} \{ze / £ < B} y ys € F(xp). El par ordenado
(x3,yp) cumple las dos propiedades deseadas.

Notemos que el conjunto I' = {(z3,y3) / 8 < a} es una funcién parcial de
R en R, sea f € R? una funcién con dominio R que contenga a I' (por ejemplo,

f tal que f(x¢) =ye v f(2) =0si z # x¢ para todo € < a).

Teorema 1.6.4. f es un conjunto no medible de R>.

Demostracion

Por la proposicion 1.6.2 tenemos que f es un conjunto As-grueso. Pero notemos
que para todo x € R\{0}, fN(f+(0,z)) = 0. Como N5(f) = A5(f+(0,z)), por el
enunciado contrapositivo de la proposicion 1.6.3 al ser Ao (R?\ fN(f+(0,2))) = oo,
f no es de medida completa.

Finalmente, al ser f un conjunto As-grueso que no es de medida completa,
tenemos que f es un conjunto no medible de R? respecto a As.

l.q.q.d.

Ademas, podemos decir un poco mas de f como funcién:

Lema 1.6.5. Sig: R — R es una funcion medible, entonces A2(g) = 0.

Prueba

Al ser las funciones caracteristicas funciones no negativas, si utilizamos el
teorema de Fubini (1.5.2):

/Xg(x,y)dkz = / /X{g@)}(y)dydw: / 0dz = 0.
R R

Corolario 1.6.6. La funcion f cuya grifica es Aa-masiva es una funcion no
medible.

l.q.q.d.

Prueba
Sabemos que la grafica de f (que simplemente es tomar en cuenta a f como
subconjunto de R?) es no medible, por el lema anterior, f no puede ser medible.
l.q.q.d.
Para este ejemplo utilizamos técnicas parecidas a las utilizadas con los

conjuntos de Bernstein, sin embargo, hay otra forma de notar que hay muchas
funciones no medibles de R en R.

Definicién 1.6.7. Si f : R — R cumple f(z +y) = f(z) + f(y) se dice que
cumple la ecuacion de Cauchy.

Notemos que si una funcién f cumple la ecuacion de Cauchy cumple las
siguientes dos propiedades:



1.6. DOS FUNCIONES NO MEDIBLES 37

1. Haciendo una pequena induccién podemos ver que para todo n € IN,

f(n) =nf(z).

n 1 1
2. C = — = — t — — —_ .
omo f(x) = f("a) = nf(--x), entonces + f(x) = f(~)
Lo anterior implica que para todo r € Q tenemos que f(rz) = rf(z), por lo
que f es una funcion Q-lineal*'.

Teorema 1.6.8. Eristen 22 °*2 soluciones de la ecuacion de Cauchy de las

. . Ro .
cuales 2%° son continuas. De lo anterior se deduce que 2% ° de las soluciones no
son continuas.

Demostracion

Como ya notamos, f cumple la ecuacion de Cauchy si y solo si f es Q-lineal,
por lo que para todo r € Q, f(r) = f(rl) = rf(1), si esta funcién se quiere
extender de forma continua necesariamente obtenemos que f(z) = zf(1) para
todo = € R. De esta forma hay tantas soluciones de Cauchy continuas como
posibles valores de f(1), es decir, una por cada nimero real (2&0).

Si H es una base de Hamel, por el argumento de cardinalidad utilizado en la
construccion de la base de Hamel no medible (teorema 1.4.4), |H| = |R| = 2%°.

Si tomamos H, sabemos que para cada funciéon g de H en R existe una
funcién f de R en R que extiende a g Q-linealmente y que todas las funciones
Q-lineales son extension de alguna funcién de H en R. De esta forma existen

TR| = |R|IHI = (2N0)2N0 = 2R02% — 22" goluciones de la ecuacion de Cauchy.
l.q.q.d.
Es importante remarcar que la existencia de soluciones no continuas de la

ecuacion de Cauchy depende de la existencia de una base de Hamel de R sobre
Q. Estas soluciones no continuas cumplen dos propiedades interesantes:

Teorema 1.6.9. Las grdficas de las soluciones no continuas de la ecuacion de
Cauchy son densas en R?.

Prueba

Sea f una de estas soluciones, (z,y) € R? y U una vecindad de (z,y).

Como f no es continua, no es de la forma f(z) = zf(1), por lo que existen
a,b € R\{0} tales que fla) # @ Con esto (a, f(a)) y (b, f(b)) son linealmente
a

independientes®?, por lo que son una base de R? como espacio vectorial sobre R.

41Si K es un campo una funcién f es K-lineal si y sélo si el dominio de f es un espacio
vectorial sobre K, si f(z + y) = f(z) + f(y) para cualesquiera dos elementos del dominio y
f(k-x) =k - f(x) para todo k € K y para todo « en el dominio de f.

428i X\ y & son cardinales, K = \>‘f$|. Por otra parte, es importante remarcar que para todo
conjunto A, [42] = |p(A)].

438 (w, 2), (w’, 2') son linealmente dependientes, entonces existe ( € R tal que (w,z) =

! /
¢-(w',2") = ¢(w',2"). Siw#0#w, entonces ¢ #0 y Z - ¢z -
w

Cw'’ w'’



38 CAPITULO 1. ALGUNOS CONJUNTOS NO MEDIBLES

De esta forma existen r,s € R tales que (z,y) = r(a, f(a)) + s(b, f(b)).
Utilizando la densidad de @ existen p, q € Q tales que p(a, f(a))+ q(b, f(b)) € U.
Notemos que, por la Q-linealidad de f,

p(a; f(a)) + q(b, (b)) = (pa + gb,pf(a) + ¢f (b)) = (pa + gb, f(pa + gb)) € f.
Por lo tanto, fNU # 0 y f es un subconjunto denso de R?.
l.q.q.d.

Teorema 1.6.10. Las soluciones no continuas de la ecuacion de Cauchy son
funciones no medibles.

Demostracion

Tomemos f una de estas soluciones y a,b € R\ {0} tales que ffla) 0
bf(z) —xf(b)
bf(a) —af(b)
y que al ser f Q-lineal y no continua, entonces g es Q-lineal y no continua. De
igual forma, si f fuera una funcién medible, g también lo seria. Veremos que g
es no medible.

Sea g : R — R tal que g(z) = Es facil ver que g(a) =1, g(b) =0

Para cadan € Z sea A, = g '[[n,n+1)] y ¢, € Q tal que |na — g,b| < 1.
Finalmente, sea By = Ay N[—1,2] y para toda n € Z,

B, = By + (na’ - qnb) < [_2a 3]

Los conjuntos B,,’s cumplen propiedades que no les permiten ser medibles.

En primera instancia, estos conjuntos son ajenos dos a dos. Si B,, N B,, # 0
y © € B, N By, x es de la forma y + (na — g,b) = x = 2z + (ma — ¢b) con
9(y),9(2) € [0,1), asi g(x) = ng(a) — ¢.9(b) +9(y) =n+g(y) € [n,n+1)y
9(x) = mg(a) — qmg(b) + g(z) = m+g(z) € [m, m +1). Como

g(z) € mm+1)Nn,n+1),

tenemos que n = m.

Por otra parte, para cada z € A,, N[0, 1], tenemos que
g(z — (na — gub)) = g(x) —n €[0,1)

con = — (na — ¢,b) € [—1,2], de esta forma y = x — (na — ¢,b) € A4oN[-1,2] y
x=y+ (na—qpb) € By,. Asi A, N[0,1] C B,,.

Finalmente, sabemos que R = U [n,n+ 1), ast:
nezZ

]R:g_l[IR]:g_l[U [n,n+1)] Uglnn—i—l)]:UAn.
nezZ nez nez

De esta forma, U A, N1[0,1] U B, C[-
nez nez
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Si Ag fuera medible, todos los conjuntos B,,’s también lo serian y A\(By) =
A(B,,) para toda n € Z (pues cada B,, es By trasladado). Ademaés, al ser ajenos
dos a dos, tendriamos que:

1=A([0,1) <A Bn) = D> ABn) = Y AMBo) < A\([~2,3]) =5.

nez nez nez

Lo anterior es una contradiccion, ya que si A\(By) = 0 entonces Z A(By) = 0;
nez
y si A(Bg) > 0 entonces Z A(Bp) = oo. Como ninguno de los dos casos es

nezZ
posible, tenemos que By no es medibles y, por tanto, tampoco lo es Ag. Como

consecuencia, la funciéon g no es medible.

l.q.q.d.

1.7. Otros teoremas

Los ejemplos anteriores son algunas de las formas de construir conjuntos y
funciones no medibles. Sin embargo, no hemos mostrado cuéntos conjuntos no
medibles existen, o bien, con qué frecuencia se encuentran.

Aunque solemos trabajar con conjuntos medibles, bajo el Axioma de Eleccion
existen una gran cantidad de elementos que no se encuentran en el dominio de
la medida de Lebesgue.

Teorema 1.7.1. Existen 22" conjuntos no medibles.

Prueba

Daremos distintas demostraciones para este resultado:

1. En la construcciéon del conjunto de Bernstein (1.3), en cada etapa elegimos
un elemento de entre [R| = 2% posibilidades, y tenemos 2™ etapas. Por

tanto, existen (2N°)2N0 = 2 conjuntos de Bernstein.

2. En la construccion del conjunto de Vitali, existen 2%° clases de equivalencia
(pues si hubiera £ < |R| entonces [R| = Rg - £ = méx {Rg, K} < |RJ, lo cual
es una contradiccion). Cada clase de equivalencia tiene tantos elementos

como Q (i.e., Xg), por lo que existen N?)NO — 92" conjuntos de Vitali.

3. El conjunto de Cantor (C'), es un conjunto perfecto de medida cero. Lo
anterior implica que |C| = |R/, y, al ser la medida de Lebesgue una medida
completa, tenemos que todo elemento de p(C') es un conjunto nulo. Por
tanto existe |p(C)| = 92" conjuntos medibles de medida cero.

Sea A cualquier conjunto no medible, notemos que para todo X € p(C),
AUX (y A\ X) no es medible. Si lo fuera, entonces A = (AU X)\ X



40 CAPITULO 1. ALGUNOS CONJUNTOS NO MEDIBLES

(respectivamente, (A\ X )UX) también seria medible (pues el dominio de la
medida de Lebesgue es una o-algebra). De esta forma existen |p(C')| = 92"

conjuntos no medibles parecidos (en el sentido de medida) a A.

l.q.q.d.

Horst Herrlich menciona en [8] que aunque existen la misma cantidad de

conjuntos medibles que de no medibles (22%) si se toma la relaciéon de equivalencia

sobre p(RR) tal que A esta relacionado con B siy solo si A*((A\ B)U(B\ A4)) =0,

entonces existen 20 clases de equivalencia de conjuntos medibles mientras que
existen 22° clases de conjuntos no medibles.

La observacion anterior nos deja con la completa impresion de los conjuntos
no medibles estan mas cerca de nosotros de lo que creemos. El siguiente resultado
lo afirma.

Teorema 1.7.2. Si A C R es un conjunto medible tal que A\(A) > 0, entonces
existe B C A tal que B es un conjunto no medible.

Demostracion

Daremos dos demostraciones de este resultado:

1. Tomemos V un conjunto de Vitali (o bien, un conjunto tipo Vitali [1.1.3] o
uno de los conjuntos asociados a las bases de Hamel) y sea A un conjunto
medible de medida positiva. Como R = U (V +q) (en los otros casos

q€Q
tomese el conjunto necesario para hacer las traslaciones), entonces existe
qo € Q tal que \*(AN(V + qp)) > 0. Repitiendo la misma argumentacion
que en el teorema de Vitali (teorema 1.1.1), tenemos que AN (V +¢p) C A
es un conjunto no medible.

2. Tomemos X un conjunto de Bernstein y A un conjunto medible de medida
positiva. Como A = (AN X)U (A \ X), tenemos que alguno de los dos
tiene medida exterior positiva. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que A*(AN X) > 0, notemos que AN X no contiene a ningtn conjunto
perfecto, pues X es de Bernstein. De esta forma, argumentando igual que
en el teorema de la no medibilidad de los conjuntos de Bernstein (teorema
1.3.5), AN X C A no es medible.

l.q.q.d.



Capitulo 2

Ulam y Determinaciéon

Hay medidas sobre R que no tengan conjuntos no medibles? Por el teorema
de la unicidad de las medidas de Haar (que se puede leer en [7]) la medida de
Lebesgue es la tinica regular e invariante bajo traslacion sobre R, pero, hasta
ahora, no tenemos ninguna razén para creer que esta bisqueda es imposible.
Este capitulo mostrara las dificultades que conlleva responder esta pregunta
utilizando el Axioma de Eleccion e introducira otra axiomatizacion con la cual
la medida de Lebesgue cambia radicalmente.

2.1. Un poco sobre cardinales inaccesibles

Uno de los teoremas mas importantes de este capitulo seré el teorema de
Ulam-Inaccesible. Todo el teorema se centra en demostrar que cierto cardinal
es inaccesible. Para entender este resultado es necesario saber qué son estos
cardinales y como es que surgen. Este es el objetivo de esta seccion.

Una de las ideas mas aceptadas de como es que inicia la basqueda de los
ahora llamados cardinales inaccesibles es la intuicion de copiar las propiedades
que tiene w = Vg = |w|. Si observamos los conjuntos finitos podemos notar que
ninguna operacion que éstos efecttiien, de forma finita, alcanza a w, el primer
cardinal infinito.

La idea de que no lo alcancen se puede formalizar un poco. En primera
instancia, Rg es un cardinal (y un ordinal) limite, es decir, es un cardinal que
es cerrado bajo sucesores.! Para todo cardinal finito (digamos, m) el cardinal
imediado sucedor es m + 1 que también es finito, por lo que si m < Xy entonces
m™ = m + 1 también es menor que Ry.

En segunda instancia, w es un cardinal fuerte, esto quiere decir que si
m,n < Ny entonces m" = |"m| < Ny, en particular, si a es un conjunto tal
que |a| < Ry, entonces |p(a)| = 2! < Rg. Para los finitos, w es tan grande

Véanse B.3.7 y B.5.12.

41
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que ni siquiera la operacién de potencia o de exponenciacion es suficiente para
alcanzarlo.?

Para terminar esta pequena lista de propiedades de w tenemos que éste es
regular, es decir que cof(Rg) = Ry donde, si k y A expresan cardinales,

cof(N) :ml'n{/{ / 3f k= A, sup fk] :Uf[li] :)\}.

El concepto de cofinalidad tiene muchas interpretaciones equivalentes, pero
una manera de entenderlo es que s es regular (cof(k) = k) si un conjunto
de cardinalidad k no es la unién de de menos de x conjuntos cada uno con
cardinalidad estrictamente menor que .> En el caso de Xy su regularidad quiere
decir que un conjunto infinito (numerable) no es la union finita de conjuntos
finitos.

Cuando uno estudia cardinalidades, comienza a buscar cardinales que cumplan
las mismas propiedades que w y no es dificil encontrarlos por separado. Por
ejemplo, los puntos fijos de la funcional 3* son cardinales fuertes, pero la mayoria
son cardinales singulares; el cardinal N, es un cardinal limite, pero 8, = U N,

new

por lo que cof(R,) = Ng, en general para todo v € LIM,

cof(R,) = cof(v) < Inl,

por lo que la mayoria de los cardinales limite son singulares. Finalmente, todo
cardinal sucesor (N, Ny, N7, Ng+) es regular®, pero ninguno es limite ni fuerte.

Como Xy es el tnico cardinal limite y regular conocido, o bien, el tinico fuerte
y regular conocido, surgen las siguientes definiciones:

Definicion 2.1.1. 1. K es un cardinal débilmente inaccesible si y s6lo si
Kk > N, k es regular y k es limite.

2. k es un cardinal inaccesible si y solo si k > No, & es regular y  es fuerte.®

En primera instancia, es importante remarcar que si k es inaccesible entonces
es débilmente inaccesible. Esto sucede por el siguiente lema:

2En general, \ es fuerte si y s6lo si para todo 7,k < A, k7 < A.

3Si un cardinal A no es regular (es decir, si A es la uni6n de menos de A conjuntos cada uno
con cardinalidad menor que A) entonces se dice que A es singular.

4La funcional 1 se define como

1. Jg=Ng=w

2. D4 =27

3. SiyeLIM,2, = |3
§<y
El primer punto fijo de J mayor o igual que « se encuentra de la siguiente forma: Sea g tal
que g(0) =ay g(nt) = Jg(ny> k= U g(n) es el punto fijo buscado.
new

5Para este resultado se utiliza el Axioma de Eleccion.

Las definiciones utilizadas aqui vienen de [9]. Es importante remarcar esto pues hay textos
donde nombran a los cardinales débilmente inaccesibles como inaccesibles y a los inaccesibles
como fuertemente inaccesibles.
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Lema 2.1.2. Todo cardinal fuerte es limite.

Prueba

Supongamos que A es un cardinal fuerte, por tanto A > Ry > 2 y para todo
1 < A cardinal tenemos que 27 < A. No es dificil probar que para todo cardinal
n <nt <2"7. Lo anterior implica que n* < \ para todo cardinal n < \. Por lo
tanto, A es un cardinal limite.

l.q.q.d.

Gracias al lema anterior podemos justificar los nombres de las definiciones

anteriores. Hasta ahora la biisqueda de los cardinales inaccesibles parece com-

plicada pero no imposible. Sin embargo, el siguiente teorema aplasta nuestras
esperanzas:

Teorema 2.1.3. No se puede demostrar desde ZFC® que existe un cardinal
inaccesible.

La demostracion de este teorema se puede encontrar en [5, pp. 107-110].
Aunque en primera instancia el resultado no es impresionante, pues conocemos
otros enunciados que no se pueden demostrar desde Z F'C, resulta que se demostré
que el teorema «No se puede demostrar desde ZFC que no existe un cardinal
inaccesible» no se puede demostrar. Por lo que la situacion légica de la existencia
de los cardinales inaccesibles es complicada. Sabemos que no podemos demostrar
que son consistentes con ZF'C' y la inconsistencia solo aparecera en caso de que
se encuentre una contradiccion en la teoria. Por esta situacion, en el articulo de
Kanamori, Solovay y Reindhart (ver [10]) uno de sus subtitulos lleva el nombre

«On the verge of inconsistency», “Al borde de la Inconsistencia”.”

2.2. El teorema de Ulam

En el capitulo pasado construimos diversos conjuntos que comprobaban
(utilizando de diversas maneras el Axioma de Eleccion) que el dominio de la
medida de Lebesgue no es toda la potencia de R. Sin embargo, podemos hacernos
una pregunta distinta: ;hay alguna medida sobre R cuyo dominio sea toda la
potencia de los reales?

De la forma en que esta formulada la pregunta, la respuesta es trivialmente
que si. Existen las funciones v, i, : p(R) — R U {oo, —o00} = R, tales que

"Esto es consecuencia del teorema de Cantor que afirma que para todo conjunto a, a entra
inyectivamente en p(a) pero no existe ninguna funcién biyectiva entre a y su potencia. Con el
Axioma de Eleccién lo anterior implica que |a| < |p(a)| = 2/%I.

8ZFC es la teoria axiomatica de Zermelo Fraenkel (ZF ™) junto con el Axioma de Eleccion y
el Axioma de Buena Fundacion. Para saber més sobre los axiomas de ZFC leer [3] y el apéndice
B, en especial la seccién B.2.

90tra forma de escribir los teoremas anteriores serfa: “ZFC / 3k Inaccesible” y “No se
puede demostrar que CON(ZFC) — CON(ZFC + 3 Inaccesible)”.

10para entender las operaciones en R véase A.3.1.
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v(A) =0paratodo AC Ry pe(A) =1sia € Ay pq(A) =0 en otro caso. Para
toda a € R las funciones pu,, v son medidas que estan definidas sobre toda la
potencia de los reales. Sin embargo, ninguna de las dos tiene chiste.

En el caso de v, no es interesante pues es una funciéon constante; y en el caso
de p, tenemos que u({a}) = 1. Aunque no lo hemos remarcado, la busqueda
de una medida sobre R es la busqueda de una funcién que se comporte como
la longitud o, en su defecto, que guarde alguna de sus propiedades como, por
ejemplo, que cada punto (es decir, los conjuntos de la forma {b}) tenga medida
cero. La construcciéon de la medida de Lebesgue sigue el objetivo de extender
la idea de longitud a otros conjuntos que no sean los intervalos; idealmente, al
preguntarnos por otras medidas en R nos preguntamos por extensiones de la
medida de Lebesgue, es decir, funciones p : p(R) — R que sean medidas y que
tldom(x) = A (donde X es la medida de Lebesgue). Pero si en estos momentos
no sabemos si hay medidas con chiste cuyo dominio sea toda la potencia de
los reales, buscar extensiones de la medida de Lebesgue se encuentra fuera de
nuestras posibilidades, por lo que podemos conformarnos buscando medidas tales
que la medida de los puntos sea cero.

Definicion 2.2.1. Si p es una medida sobre X y para todo a € X cumple que
w({a}) = 0 entonces diremos que p es una medida difusa.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores podemos cambiar nuestra
pregunta: jexiste una medida u : p(R) — R tal que p({a}) = 0 para todo a € R
y que exista A C R (en algunos casos se pide que A = [0,1]) con 0 < p(A4)?

Teorema 2.2.2 (Ulam-Inaccesible). Si existe p medida tal que dom(u) = p(R),
u no es la constante cero y p({a}) = 0 para toda a € R entonces existe k un
cardinal débilmente inaccesible tal que r entra inyectivamente en R.1

El teorema anterior no es una respuesta directa a nuestra pregunta, pero nos
describe elementos necesarios para que nuestra respuesta sea afirmativa. Para
poderlo demostrar usaremos la siguiente definicion y el siguiente lema:

Definicién 2.2.3. Una medida  es x aditiva si y solo si para todo {A;},.; tal

que p(A;) =0 para toda ¢ y || < K se tiene ﬂ(U A;)=0.
iel

Es importante remarcar dos propiedades. Primero notemos que toda medida
es Nj-aditiva; segundo, si una medida es k-aditiva, entonces es A-aditiva para
todo A < k. Ademas, en el caso de las medidas completas y de que la medida
sea k-aditiva pero no x" aditiva, entonces tenemos que add(N(u)) = k.2
Curiosamente, la definicion de add depende del Axioma de Eleccion, mientras
que la definicién de que una medida sea x-aditiva no. Mas adelante veremos un
ejemplo de como sin Axioma de Eleccion el cardinal non (uno de los invariantes
cardinales utilizados en el capitulo 1) no esta bien definido.

' Notemos que esta medida p no tiene puede ser la de Lebesgue, necesariamente 1 es otra
medida sobre R.

12véase 1.3.9 para recordar la definicion de add y non.
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Lema 2.2.4. Si (X, S, 1) es un espacio de medida tal que p(X) < oo, entonces
no existe una coleccion {A;},.; con I no numerable tales que los A; sean -

medibles, ajenos (andlogamente, casi ajenos)'® dos a dos y de medida positiva.

Demostracion del Lema
Esta demostracion la haremos por contrapositiva.

Sea (X, S, ) un espacio de medida y sea {4;},.; una coleccién no numerable
de conjuntos medibles de medida positiva ajenos (o casi ajenos) dos a dos. Sea
B, ={A4; /i€ I, u(4;) > 1/n}, como todo A; es de medida positiva {4;}

U Bn.

new

iel —

Si todo B,, fuera finito, entonces U B,, seria a los mas numerable lo cual

new
no es posible pues I es no numerable. Sea ng tal que B, es infinito y tomemos

{4, }mew € Bny- Como {A;, } son una cantidad numerable de conjuntos
ajenos (casi ajenos) dos a dos tenemos que:

p(U 450 =D n45,) = > 1/ng =00

mew mew mew

Finalmente, como U A CX, u(X)=o0.
mew
l.q.q.d.
Demostracion del Teorema 2.2.2
Supongamos que existe u tal que dom(u) = p(R), p es no cero y es difusa.
Consideremos la clase A de los cardinales « tal que u es k- aditiva. A es no vacia
pues X; € A. Ademés, A es un conjunto ya que A C (2%)F pues |R| = 2%,
R = U {z}, u({z}) = 0 para todo = € R pero, por hipotesis, u(R) > 0;
zeER
por lo que x no es (2%)*-aditiva (y tampoco A-aditiva para A > (2%0)F). Sea
Ko = U A = sup A, Por construccion kg < oo

ko € A. Si kg = kT y kg & A, entonces k es cota superior de A lo cual es
una contradiccion pues kK < kg = sup A. Si kg es limite, tomemos k < Ko y
{A¢ }5 <, una sucesion de conjuntos nulos. Como rg es limite y es el supremo de
A, existe k1 tal que k1 € Ay k1 > k7. Al ser p ky-aditiva y £ < K1, entonces
e U A¢) = 0. Finalmente, esto pasa para todo k < kg con lo que obtenemos
E<k
que u es Kko-aditiva.

Mostraremos que kg es débilmente inaccesible. Como ¥; € A obtenemos

BDos conjuntos A, B en un espacio de medida son casi ajenos si y solo si AN B es u-medible
y (AN B)=0.

Mg supremo de un conjunto es la minima cota superior de éste. Véanse las definiciones de
la seccion B.3.
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que kg > Ng. Ademas, al ser p ko-aditiva pero no ﬁg—aditiva, existe {Bé}&ﬁo

sucesion de conjuntos nulos tal que p( U Bg) > 0 (asegurar que esta union
§<ko
es medible solo se puede hacer gracias a la hipotesis dom(u) = p(R)). Sean
B = U Biy Be = Bg \ (U By), notemos que B = U Be, pero que los
E<ko B<E §<ko
conjuntos B¢ son ajenos dos a dos.

Definiremos una medida 7 sobre p(kg). Esta medida nos permitira ver que kg

Bq
es regular. Si u(B) < oo entonces definimos 7(C') = M(Ua(eg)) Si u(B) = 00
w
y existe B’ C B tal que 0 < p(B') < oo entonces tenemos que B’ = U (B'NBe)
(<K

y definimos 7 de forma anéloga al caso anterior cambiando B por B’ y B, por

B’'N B, . Finalmente, si u(B) = oo y para todo D C B u(D) =0 6 u(D) = oo,

entonces definimos ' tal que p/(D) = 0si u(D) =0y p/(D) = 1si u(D) = oco.

Con esto podemos definir 7 de forma anéaloga a los casos anteriores pero utilizando

1Uaec Ba)
1(B)

en los casos correspondientes se debe sustutuir p por ' o B por B’.

. Para facilitar notacién, manejaremos 7(C) = recordando que

Utilizamos esta medida para comprobar algunas propiedades. Tomemos
Kk < ko y para cada < k sean Ag con |A¢| < ko y De = U B,. Notemos que
aCAg
1(De¢) =0 ya que p es kp-aditiva. Una vez mas, utilizando que p es kp-aditiva,
como Kk < Kg:

r( gy = "Yecee acBo)_ pUeer D9

WB)  um "

E<k

Como 7( U A¢) =0y 7(ko) = 1, entonces U A¢ # Ko. Lo anterior muestra

<k E<k
la regularidad de kq.

Finalmente, para mostrar que kg es limite, supongamos que no lo es. En este
caso ko = kT, por lo que si & < kg, entonces |£| < k. Por lo anterior, para cada
& < Ko podemos tomar fr una funcién inyectiva de £ a k1S,

Para cada « € kg y cada £ € k definamos

M§={Bery/a<B& fala)=¢}.

Notemos que si « # v entonces Mé N M§ = () para todo £ < k < KT = kg
pues si f € M§ QM$ entonces fz(a) =& = fg(y) y como fg es inyectiva tenemos
que a = 7.

15 Aquf necesariamente utilizamos el Axioma de Eleccién.
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Por otra parte, kg \ U Mé Cat ya que si ) € Ko \ a™ entonces o < ny
E<k
fn(@) € Kk esta bien definido, por lo que 7 € M) U M. Como
E<k

Ko\ ot C U M§,
(<K

con sus complementos respecto a kg sucede la contenciéon opues‘cau.16

Esta observacion nos permite asegurar que | U M§| = Ko ya que si fuera
E<k
estrictamente menor tendriamos que

ko = lrol = (ko \ |J M5 U (J ME| < o[+ [ M| <
E<k (<K (<K

< méx /<;,|UM§| < Kkt = k.
(<K

Los dos parrafos anteriores permiten imaginarnos a la M, 5 como elementos
de una matriz infinita con & renglones y x* columnas.

M MP o MO MO
aiooabooad
M§ Mo ME o ME,
MET M Mg ME

Esta matriz es tal que los renglones estin compuestos por conjuntos ajenos
dos a dos y la unién de la columna es casi todo xg. A este tipo de arreglos se les
llaman matrices de Ulam.

B

Ahora bien, notemos que como 7 es rg-aditiva y 7({{}) = M((BE')) = 0,

1
entonces para todo « € kg tenemos que 7(«) = 0, pues U {}=aCkoy

fea
|l < Ko. De esta forma 0 < 7(rg \ U ME) < 1(a™) =0, por lo que:
(<K
1=7(ro) = 7((ro \ |J M§) U | M§) =
E<k E<k

16 Notemos que se puede mostrar la igualdad, ya que, leyendo cuidadosamenta la definicién,
cada Mg es subconjunto de kg \ o™,
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=1(ro \ [J ME) +7(|J M) =0+ (| ME) = (| M)

{<k E<k E<k E<k

Al ser k < kg para toda a existe &, tal que 7(M5*) > 0. Como existen kg
£,’s v tenemos k renglones entonces existe un renglén &, tal que &y = &, para kg
a’s, por lo que tenemos kg > N1 > Ny conjuntos de medida positiva en un solo
renglon. Pero esto es una contradiccion ya que los conjuntos de cada rengléon son
ajenos, y lo anterior implica que existe una cantidad no numerable de conjuntos
ajenos de medida positiva. Como 7(kp) = 1 < 00, la afirmacion contradice el
lema 2.2.4.

Por lo tanto, kg no es sucesor. De esta forma, tenemos que kg es un cardinal
que entra inyectivamente en R, que es mayor que Ny, es regular y es limite. Lo
que termina la prueba.

l.q.q.d.

Una de las interpretaciones més bonitas del teorema anterior reside en su

enuncidado contrapositivo (el cual aclararemos en los siguientes dos corolarios).

Si lo leemos con cuidado, el teorema de Ulam nos dice que si ningin cardinal

inaccesible entra inyectivamente en R, entonces toda medida no cero y difusa en
R tiene conjuntos no medibles.

Corolario 2.2.5. Si la Hipdtesis del Aleph (H.A.)17 es vdlida, entonces toda
medida difusa y no cero sobre R tiene al menos un conjunto no medible.

Prueba

Si H.A. es valida entonces 2% = X;. Sabemos que el primer cardinal débilmen-
te inaccesible es estrictamente mayor que 8. Por el teorema anterior tenemos
que como ningtn cardinal inaccesible entra inyectivamente en R entonces las
medidas en R son cero, o no son difusas, o su dominio no es toda la potencia.

l.q.q.d.

Corolario 2.2.6. Si 2% < X con X\ el primer inaccesible, entonces toda medida
difusa y no cero sobre R tiene al menos un conjunto no medible.

Prueba

Si 2% < X entonces ningtn inaccesible entra inyectivamente en R y por el
teorema de Ulam, dom(u) # p(R) para toda medida difusa y no cero.

l.q.q.d.

La primera seccién del capitulo nos da una idea de lo poderoso que es el

Teorema de Ulam. Este nos dice que la busqueda de medidas no triviales con

dominio p(R) utilizando el Axioma de Eleccién nos lleva a romper la Hipotesis

del Continuo (por mucho) y nos lleva a la existencia de elementos que podrian
ser una contradiccion.

17Ver el inicio de la seccién 1.5.
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2.3. Otras relaciones de medida y cardinales

Leyendo cuidadosamente el Teorema de Ulam podemos notar que contiene la
demostracion del siguiente corolario:

Definicién 2.3.1. k es un cardinal medible real-valuado (real-valued measurable
cardinal) si y s6lo si tiene una medida s-aditiva definida en toda su potencia
que sea no cero y difusa.

Corolario 2.3.2. Si existe un cardinal k medible real-valuado, entonces K es
débilmente inaccestble.

La busqueda de la existencia de cardinales medibles real-valuados se puede
simplificar un poco con el siguiente resultado cuya prueba es un corolario de la
demostracion del teorema de Ulam (teorema 2.2.2):

Corolario 2.3.3. Si A\ es el primer cardinal que tiene una medida definida en
toda su potencia no cero y difusa entonces \ es medible real-valuado.

Demostracion

Para demostrar que A es medible real-valuado sélo queda ver que la medida
1 encontrada sobre A es A-aditiva. Supongamos que no lo es y sea A el conjunto
de los cardinales x tal que p es k- aditiva. Notemos que A C ) pues u no es
A-aditiva.

Sea kg = UA. Por la demostracion de 2.2.2, sabemos que kg € A, por lo
que kg # A. De esta forma kg < A. Sabemos que i no es mar—aditiva, por lo que
existe una kg-sucesion de conjuntos de A, digamos {Bg}g cn,» tal que para toda
a < ko (Ba) =0y u(| ) Be) > 0.

E<A

Como probamos en el teorema de Ulam, podemos suponer que estos conjuntos

son ajenos dos a dos. Nombremos B = U Be, ahora definiremos la siguiente

§<ko
medida 7 sobre toda la potencia de kg:
B
T(C) — M(UQEC )
w(B)

En caso de que tengamos problemas con u(B) = co hacemos las mismas
consideraciones que en el teorema 2.2.2. Notemos que 7 es una medida no
cero y difusa definida sobre toda la potencia de kg, pero kg < A. Esto es una
contradiccion pues A es el cardinal mas chico con esta propiedad. Dado que la
contradiccién viene de que p no es A-aditiva obtenemos el resultado buscado.

l.q.q.d.
Ya que tenemos definidos una nueva clase de cardinales, podemos regresar
un poco a las intuiciones probabilistas.
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Sin ser muy rebuscados, en probabilidad surge la siguiente pregunta: ;qué
sucede si alargamos el tiempo indefinidamente?

Ejemplifiquemos a lo que me refiero. Imaginemos a un mono frente a una
méaquina de escribir ideal (que no se le acabe la tinta, no se descomponga y no
se trabe), y démosle una tira de papel infinita para que el mono teclée en ella
todo lo que quiera. Una pregunta sencilla es ;qué probabilidad tiene de escribir
algo coherente? Digamos la frase «hola mundo».

Si solo lo dejamos teclear diez veces, tiene una probabilidad de 1 en (cdﬁ)10
(donde cdt significa cantidad de teclas), pero si lo dejamos teclear 11 veces tendria
2 en (cdt)!' (pues seria vélido que escriba « hola mundo» u «hola mundo »),
dejandolo teclear 12 veces su probabilidad aumentaria (seria algo como 1+ 2(cdt)
en (cdt)'?). Siguiendo esta secuencias de ideas jcual es la probabilidad de que

escriba «hola mundo» en una cantidad infinita de tecleos?

Haciendo las cuentas, resulta que tiene probabilidad 1 de que suceda. De
hecho, el mono tiene probabilidad 1 de escribir todas las obras de Cortézar sin
faltas de ortografia, y tiene posibilidad 1 de escribir todos los libros escritos por
la humanidad hasta el 14 de agosto de 2014.

Lo anterior es un caso particular de la Ley 0-1 de Kolmogorov, en la cual se
dice que la probabilidad sobre las colas de eventos independientes que se repiten
infinitamente es cero o uno.

Ya mostramos una forma de definir una medida de probabilidad sobre los
cardinales medibles real-valuados (es la medida 7 de la demostracion del teorema
de Ulam), de esta forma podemos preguntarnos: si hacemos una cantidad infinita
de eventos sobre estos cardinales ;jhabra algun lugar donde se cumpla la ley 0-1
de Kolmogorov?

Definicién 2.3.4. Un cardinal x es medible si y s6lo si existe una medida s
aditiva, no trivial y difusa tal que sus tnicos valores sean 0 o 1.1®

En un primer momento podriamos pensar que los cardinales medibles y los
medibles real-valuados tienen las mismas propiedades. Sin embargo, la restriccion
de los valores de la medida es mas influyente de lo que parece:

Lema 2.3.5. Sea p una medida k-aditiva que sdlo tome los valores 0, 1. Entonces
si {Xa /| @ < A} con A < K son conjuntos p-medibles de medida uno, tenemos

que ﬂ X, también es p medible y es de medida 1.
a<

Demostracion

18La definicion usual de estos cardinales es que exista un ultrafiltro no principal x-completo.
Por motivos del enfoque de este texto utilizaremos la idea de medida no trivial, difusa y
k-aditiva. Se puede demostrar que el cardinal mas chico con una medida no trivial y de valores
cero y uno resulta ser un cardinal medible, es decir, la medida es en verdad k-aditiva. Por
ello en algunos textos no se menciona la k-aditividad en medidas para definir este tipo de
cardinales y simplemente se define una medida con valores 0,1 como motivacion.
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Como cada X, es p-medible de medida 1, tenemos que X7, es u-medible de
medida cero. Como p es k-aditiva y A < k tenemos que U X¢ es p-medible y

a<A
de medida 0. Finalmente, como U X = (n Xa)S, m X, es p-medible de
a<A a<A a<A

medida 1.
l.q.q.d.

Teorema 2.3.6. Los cardinales medibles son fuertes.

Prueba

Sea  un cardinal medible, y supongamos que existe A < & tal que 2* > k. En
este caso existe S C*2 tal que |S| = k. Como & es medible tenemos que existe u
una medida k-aditiva difusa con valores cero y uno sobre toda su potencia. Si
S={fa: A—={0,1} / a <k}, definimos Xg como {& € k / fo(B) =0} 0 como
{a € k / folB) = 1} dependiendo cual tenga p medida 1'°. Esto nos define la
funcién g : A — 2% tal que g(8) es 0si Xg ={a € r / fo(B8) =0} y 1 en el otro
caso.

Recordemos que si a # 3 entonces f, # fg. Teniendo lo anterior en mente,
si a, B € X, para toda a < X entonces, por definiciéon de g y de X,

fa(v) =g9(v) = fs(7)

para todo v € A, por lo que f, = f3 obteniendo asi que o = 3. De esta forma,

| ﬂ Xa| < 11lo que implica que pu( ﬂ Xa) = 0. Esto contradice el lema anterior.
a<A a<

l.q.q.d.

Corolario 2.3.7. Todo cardinal medible es un cardinal inaccesible.

Prueba

Todo cardinal medible es un cardinal medible real-valuado, por lo que es
débilmente inaccesible. El teorema anterior asegura que son fuertes. Por tanto, los
cardinales medibles son débilmente inaccesibles y fuertes, es decir, inaccesibles.

l.q.q.d.

Aunque claramente todos los cardinales medibles son medibles real-valuados,

no todos los medibles real-valuados son medibles. En el teorema de Ulam creamos

un cardinal medible real-valuado que es mas chico que 2%, por lo que no es un
cardinal fuerte.

De primer momento, podemos creer que pueden existir muchisimos tipos
de cardinales medibles real-valuados que no sean medibles, sin embargo los
siguientes resultados nos acotan esta posibilidad, generalizando el teorema de
Ulam:

19Como estos conjuntos son complementarios, si ambos midieran 1 tendriamos que wik) =2,
si ambos midieran cero tendriamos que u(k) = 0. De esta forma, es necesario que uno sea nulo
y el otro de medida completa.
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Definicion 2.3.8. Sea v una medida sobre el conjunto S. A C S es un atomo
si y solo si A es v-medible, v(A4) > 0 y para todo B C A v-medible se tiene que
v(B) =00 v(B)=v(A).

Lema 2.3.9. Si existe X un conjunto con una medida no cero, finita y sin
dtomos entonces X tiene una particion en k < 2%° partes cada una p-medible y
de medida cero.

Demostracion

Sea 1 la medida sobre X descrita en las hipotesis del teorema. Al no tener
atomos, para todo conjunto de medida positiva A C X existen B,C C A
conjuntos p-medibles tales que BNC =0, u(B),u(C) >0y BUC = A.

A continuacién crearemos un arbol T definiendo sus niveles?’. Este estara
ordenado por la contencion inversa (2) y sus nodos seran subconjuntos p-medibles
de medida positiva de X.

En el nivel cero el Gnico elemento sera X.

Supongamos que ya tenemos definido el nivel a. Si Y es un elemento del nivel
« s6lo tendra dos sucesores inmediatos Z; y Zs tales que sean una particion de Y
en elementos p-medibles de medida positiva, es decir, 21,2, CY, Z1UZs =Y,
ZyNZy =0y u(Z1), u(Z2) > 0. Notese el fuerte uso de eleccion al momento de
elegir sucesores para todo elemento del arbol.

Finalmente, si v es un ordinal limite y tenemos todos los niveles anteriores
definidos, Y serd un elemento del nivel v si y sblo si Y es p-medibles, tiene
medida positiva y si existe {Y¢} g<~ UNA Y-suCesion de subconjuntos de X tales

que Y, pertenezca al nivel « del arbol y Y = ﬂ Ye.
&<y

Dado que dos elementos que no sean comparables son ajenos, es claro que si

Y es un elemento del nivel v con v limite y Y = m Y entonces los elementos
£<y
Y¢ forman una cadena.

Este arbol tiene varias propiedades importantes. Primero, notemos que nin-
guna rama tiene altura un ordinal sucesor?!, pues si tiene un elemento en el nivel
o forzosamente tiene dos sucesores en el nivel a'. Por otra parte, al utilizar
el orden O tenemos que toda rama es una sucesion de conjuntos anidados. Si
tomamos su interseccion ésta no puede ser p-medible de medida positiva (si
lo fuera, habria un elemento mayor y comparable con todos los de la rama, lo
cual es una contradicciéon) por lo que su interseccion debe ser no p-medible,
vacia o pi-medible de medida cero??. Finalmente, para cada = € X el conjunto
T, ={Y € T / x € Y} es una rama, esto sucede porque los sucesores de cada

20Para saber mas sobre arboles léase la seccion B.7.
21Recuérdese que las ramas son las cadenas maximales. Para mas informacién véase B.7.2.
2281 se pueden tener sucesiones de conjuntos anidados de medida positiva cuya intersecciéon
3 . 1
sea vacia, por ejemplo m 0, —).
n

new
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elemento Z son una particién de éste por lo que si x € Z sélo puede estar en
uno de sus dos sucesores.

La informacién anterior nos dice que si tomamos todas las ramas de T' cuya
interseccion sea no vacia, entonces el conjunto de las intersecciones de las ramas
es una particion de X en elementos no p-medibles o p-medibles de medida cero.
Mostraremos que la particion descrita solo tiene conjuntos p-medibles de medida
cero y contaremos cuéntas ramas puede tener nuestro arbol para terminar la
prueba.

Notemos que cada nivel de T esta compuesto por conjuntos ajenos entre si
de medida positiva, pero, p(X) < oo por lo que el lema 2.2.4 nos obliga a que
sean a lo més una cantidad numerable.

Por otra parte, si tomamos una cadena de elementos {Zg} e tal que Zg esté
en el nivel 8, podemos crear el conjunto de conjuntos ajenos {Zg \ Zg+ }ﬁ<(x23‘
Estos conjuntos p-medibles, ademas, son de medida positiva pues Zg+ y Zg\ Zg+
son los tinicos sucesores en 7' de Zg mismos que, por definicion, no tienen medida
cero. Una vez mas, el lema 2.2.4 obliga a que {Zﬁ \ Zp+ }ﬂ<a sea numerable,
por lo que o < wi, esto nos dice nos dice que la altura de nuestro arbol es a lo
mas wi.

Lo anterior implica que la interseccion de los elementos de cualquier rama (es
decir, cualquier elemento de nuestra particion) es p-medible pues es, a lo mas,
interseccion numerable de onjetos p-medibles. Por las consideraciones anteriores,
obtenemos que la interseccién de una rama es un conjunto y-medible de medida
cero.

Sabemos que la altura de nuestro arbol es a lo més wy, que cada nivel de T’
es a lo mas numerable y que ninguna rama puede tener altura no numerable.
Asi, hay a lo més tantas ramas como {f:a - w / a <w;} = ““'w, en otras
palabras hay a lo més tantas ramas como:

<t = | [ 2wl < 30 R = (sup R Ry = RY Ry = w0 = 2%,

a<wiy a<wi a<wi

De esta forma la cantidad de ramas de interseccién no vacia de nuestro arbol
es menor o igual que 2%°. Sea {R¢ / £ < K} una enumeracion de todas la ramas
tales que Pr = ﬂ Z # 0. Ya mostramos que k£ < 2% y que {P: / £ < K} es

ZERe
una particién de X en conjuntos de p-medibles de medida cero.

l.q.q.d.
Teorema 2.3.10. Si existe X un conjunto con una medida no cero, sin dtomos

y con dominio p(X) entonces existe un cardinal medible real-valuado menor o
igual que 20,

23Notemos que son ajenos pues si & < ¢+ < < 4T entonces Z,Y+ C Zy C Zey G Zg, por lo

que (Zy\ 2,4 )N (Ze\ Zey) = (23 N Z )\ (Zyt U Zgy) = Zy \ Zer = 0.
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Demostracion

Como X tiene una medida p sin atomos con dominio p(X), entonces existe
A C X tal que 0 < pu(A) y u(A) # p(X), en particular tenemos que

p(A) < p(X) < oo,

por lo que A es de medida finita. Notemos que pf,4) es una medida no cero,
finita, sin atomos y con dominio p(A) por lo que, utilizando el lema anterior,
A tiene una particion en x < 28 partes de medida cero. Sea {P; / £ < k} esta
particion. Definamos la siguiente medida sobre el conjunto «:

1Ugec Ps)
7(C) = ————.
1(A)

Esta es una medida difusa, no cero (pues 7(x) = 1) y con dominio (k). Sea
ko el minimo cardinal tal que tenga una medida difusa, no cero y con dominio
toda la potencia del cardinal. Por el corolario 2.3.3 kg es medible real-valuado, y
por construccion kg < kK < RACH

l.q.q.d.

Corolario 2.3.11. Si existe X un conjunto con una medida no cero, sin dtomos
y con dominio p(X) entonces su medida no es (2%°) " -aditiva.

Prueba

Una vez mas, si p es la medida en cuestion, con estas hipotesis existe A C X
tal que 0 < p(A) < oo. Por el lema 2.3.9 A tiene una particion {P¢ / £ < k} en
elementos de medida cero con k < 280,

Notemos que k£ < 2% < (2%)F | que u(Pe) = 0 para toda £ < k pero que
u( U P:) = pu(A) > 0. Por lo que p no es (2%°)T-aditiva.

E<k
l.q.q.d.

Corolario 2.3.12. Si k es un cardinal medible real-valuado, entonces k es
medible o k < 280,

Prueba

Sea k un cardinal medible real-valuado y p su medida x-aditiva, no cero y
difusa con dominio p(k).

Si 11 no tiene atomos, por el corolario anterior x no es (2%°)-aditiva, pero por
hipotesis es k-aditiva, asi tenemos que x < (2¥°)F, en otras palabras, x < 2%,

En otro caso, p tiene un atomo, digamos A C . Como p es difusa y k-aditiva,
necesariamente |A| = k por lo que, sin pérdida de generalidad, podemos pensar
que A = £.2* De esta forma tenemos que para todo C' C &, u(C) = u(k) o

248i A # Kk sabemos que ambos son biyectables por lo que existe f : A — & una biyeccién
entre ellos, podemos definir una medida v sobre  de tal forma que v(B) = u(f~![B]). Para v
K es un atomo.
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u(C) = 0. Definimos 4’ una medida sobre « tal que para todo B C k p/(B) =1
siy solo si u(B) = u(k) y ¢/ (B) =0 en otro caso, es decir, si u(B) = 0.

Es claro que g’ es una medida no cero, difusa, x-aditiva que sélo toma valores
0y 1, por lo que k es un cardinal medible.

l.q.q.d.

Corolario 2.3.13. Si es vdlida H.A. 0 2% es mds chico que el primer cardi-
nal inaccesible entonces toda medida sin dtomos y no cero tiene conjuntos no
medibles.

Demostracion

Se obtiene por el enunciado contrapositivo del teorema anterior.

l.q.q.d.
Para cerrar esta seccién es importante mencionar otro teorema sobre cardina-

les medibles. Con €l podemos entender las grandes implicaciones de su existencia
en la teoria de ZFC.

Teorema 2.3.14. Si k es un cardinal medible, entonces existen k cardinales
inaccesibles por debajo de é1.%°

2.4. Juegos

Hemos trabajado con medidas y AE hasta este momento, y hemos descubierto
que su combinacién nos cre6 problemas tanto en la medida de Lebesgue como en
otras medidas sobre R (e inclusive, con medidas sin atomos). Con este panorama
es logico preguntarse {qué pasaria si todos los subconjuntos de R fueran Lebesgue
medibles? Solovay en 1970 prueba que existe un modelo de ZF~ donde todos
los conjuntos de reales son Lebesgue medibles y, por tanto, no vale el Axioma de
Eleccion.

A grandes rasgos, Solovay asume la existencia de un cardinal inaccesible
vy hace un forcing donde lo colapsa a Ny, de esta forma, surgen muchos reales
nuevos. Finalmente, se fija en un submodelo de su construccién y utilizando un
concepto llamado random reals muestra que en ese modelo todo es medible.

Aunque innovadora, la construccion de Solovay es muy técnica y puramente
conjuntista, por lo que no la haremos aqui?®. En cambio, tomaremos un nuevo
axioma que también implica que todo elemento de la potencia de R es Lebesgue
medible y muestra una bella relaciéon entre los juegos y muchas propiedades de
los reales.

25De hecho, se puede demostrar que todo cardinal medible es un cardinal de Mahlo, es
decir, que el conjunto de cardinales inaccesibles bajo él es estacionario. Sin embargo, la teoria
necesaria para definir el concepto de estacionario, aunque sencilla, es larga y no ayuda a los
objetivos de esta tesis. La demostracion de este teorema se puede encontrar en [9].

26Para conocer esta prueba léase [1].
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En lo que sigue YA = {f : I — A}, en el caso de que I sea un ordinal nos
permitiremos expresar a f €/ A como la sucesion (f(0), £(1), ..., £(€),...) = (f(i)).
Iniciaremos nuestra incursion a la teoria de juegos en los juegos finitos para tener
claros los conceptos y técnicas al momento de saltar a los juegos infinitos.

Definicion 2.4.1. Un juego finito de dos participantes es:

G = G(n,X,Y, A)

donde:

= n es un numero natural que representa la cantidad de turnos de cada
jugador.

= X yY son conjuntos no vacios y finitos. X (resp. Y ) representa las posibles
Jugadas del jugador uno (resp. dos) en cada turno.

A es un subconjunto de " (X x'Y') que representa el conjunto ganador del
Jugador uno.

El juego G se celebra de la siguiente manera: en el primer turno el jugador
uno elige un elemento xg € X, después el jugador dos, sabiendo lo que eligid su
oponente, toma un elemento yo € Y. Ahora, en el sequndo turno, sabiendo todas
las jugadas realizadas, el jugador uno toma x1 € X y asi sucesivamente. Al final
del juego se tendrd la n-sucesion de parejas

((l‘o,yo), (xlvyl)v ) (xnflaynfl)) S n(X X Y),

a esta n-sucesion se le llama resultado del juego.

Si el resultado del juego pertenece a A gana el jugador uno, en otro caso gana
el jugador dos.

Una estrategia o = (00,01, ...,0n—1) para el jugador uno es una n-ada de
funciones tal que para toda i € n se tiene que o; : i(X xY) — X2 Andlogamente
las estrategias T del jugador dos son n-adas de funciones (19,71, ..., Tn—1) tal que
para todai€n, 7 : ((X xY))x X) =Y.

Una estrategia o del jugador uno es ganadora st y sdlo si para toda n-sucesion
(Y0, Y15 s Yn—1) € "Y el resultado del juego ((xo,v0), (Z1,Y1)s s (Tn—1,Yn—1))
obtenido tomando xo = oo(0), 1 = o1((%0,y0)), 2 = o2(((w0, Yo), (z1,91))),
ete. pertenece a A. Al resultado del juego siguiendo la estrategia o y tenien-
do la sucesion (Yo, Y1, .-, Yn—1) como jugadas del jugador dos le llamaremos
R(U7 (yOa Yiy ooy ynfl))'

Andlogamente, se define una estrategia ganadora para el jugador dos. La
funcion R(t, (xo,21,...,Tn—1)) también se usard para nombrar al resultado del

2"Recordemos que O(X xY) = {0}. Por lo que las estrategias del jugador uno siempre inician
con una constante.
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juego que se obtiene cuando el jugador dos sigue la estrategia T y el jugador uno
Juega (Lo, 1y ey Ty—1)-

Finalmente, se dice que el juego G es determinado si y solo si existe una
estrategia ganadora para alguno de los jugadores.

Aunque todas las demostraciones de esta secciéon se pueden hacer siguiendo
la rigidez de las definiciones antes mencionadas, en ocasiones, principalmente
al momento de definir estrategias, se hard de manera méas informal para que
queden mas claras las nociones, se respete la intuiciéon y las demostraciones no
se alarguen en tecnicismos.

Este primer teorema no utiliza el AE.

Teorema 2.4.2. Todo juego finito es determinado.

Prueba
Lo demostraremos por induccién sobre los turnos.

Caso base, n = 1. Tenemos el juego G(1,X,Y, A). Si existe g € X tal que
para todo y € Y, (xg,y) € A el primer jugador tiene estrategia ganadora (a
saber, elegir zp). Si no, tenemos que para todo z € X existe y € Y tal que

(z,y) ¢ A.

Como los conjuntos son finitos, podemos elegir sin utilizar Axioma de Eleccion
un 7(x) € Y para todo = € X tal que (z,7(x)) ¢ A. Esta 7 es una estrategia
ganadora para el segundo jugador.

Paso inductivo Tomemos el juego

Gn+1,X,Y,A).
Para cada pareja (z,y) € X x Y definamos el juego
G(z,y) (n? Xa K A($7 y))

donde:

A(a:?y) = {((371791), () (xnayn)) € n(X X Y) / ((x,y), (xlayl)v sy (xn,yn)) € A}

Si existe xg € X tal que para todo y € Y el juego G(,,,,) tiene estrategia
ganadora para el jugador uno, digamos o, entonces el primer jugador tiene
estrategia ganadora, a saber, elegir z¢ y después seguir la estrategia o, corres-
pondiente a la y elegida por el jugador dos. En esta seleccién no se utiliza el
AE pues, aunque las estrategias no son necesariamente tnicas, Y es un conjunto
finito.

En caso contrario, para todo x € X existe y € Y tal que el juego G, ) no
tiene estrategia ganadora para el jugador uno. Por hipotesis de induccién, al ser
los juegos G, ) de n turnos, los G, ) son juegos determinados. Asi, para cada
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z € X existe y € Y tal que el jugador dos tiene estrategia ganadora 7, en el
juego Gy -

Ahora, al ser todo finito, podemos hacer, sin AE, una funciéon 75 : X = Y
tal que en el juego G4 7,(x)) €l jugador dos tenga estrategia ganadora. De esta
forma, la estrategia ganadora del jugador dos seria utilizar la funcién 7y y de ahi
seguir la estrategia 7(, 7, (s)) siendo z la eleccion del primer jugador.

l.q.q.d.

Sorprendentemente, los juegos finitos se comportan de forma determinista
(aunque en esta categoria entran juegos como ajedrez, damas inglesas, Go, etc.).
De esta forma, podemos dejar de lado la teoria finita y pasar al siguiente nivel,
el de los juegos infinitos.

Existen dos caminos para convertir el juego G(n, X,Y, A) en un juego infinito.
En el primero permitimos que los conjuntos de los turnos sean infinitos, es decir,
dejamos que X o Y tengan cardinalidad infinita. En el otro camino hacemos que
la cantidad de turnos sea infinita, es decir, permitimos n > w. A continuacién
analizaremos un poco de ambos caminos y demostraremos que no existe ninguna
teorfa que contenga a ZF~ tal que todos los juegos sean determinados.

Teorema 2.4.3. Son equivalentes:

1. Los juegos de la forma G(n, X,Y, A), con n un natural pero donde permi-
timos que los conjuntos de los turnos sean infinitos, son determinados.

2. Los juegos de la forma G(1,X,Y, A) son determinados.
8. El Azioma de Eleccion.

Demostracion
1)= 2) Es claro.
2)=3) Sea {4;},.; un conjunto de conjuntos no vacios. Buscamos formar

una funcién de eleccion. Definamos el juego G(1,1, U A;, A) donde
iel

A={(i,x) [ = ¢ A}

Como para todo ¢ € I existe x € A; el jugador uno no puede tener estrategia
ganadora (pues, con cualquier eleccion que haga, el jugador dos puede evitar que
el primer jugador gane). Utilizando 2), el juego definido est4 determinado, por
lo que existe una estrategia ganadora para el jugador dos. Esta es una funcion
T:1— UAi tal que (i,7(7)) ¢ A, es decir, 7(i) € A;. T es una funciéon de
iel

eleccion.

3)=>1) Se repite la misma demostracion que el teorema anterior (el 2.4.2) s6lo
que en los momentos en que se menciona que no se usa el Axioma de Eleccion
pues las cosas son finitas, se utiliza el Axioma de Eleccion para los casos infinitos.

l.q.q.d.
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Es importante notar que en los juegos de la forma G(1, X,Y, A), si el jugador
uno no tiene estrategia ganadora, entonces el jugador dos siempre puede ganar
(como se argumenta en el caso 2) = 3)). Sin embargo, esto no implica que el
jugador dos tenga estrategia ganadora, por ejemplo, si el AE no es valido, habréa
{A;},;c; sin funcion de eleccion por lo que el juego definido en 2) = 3) para
esos conjuntos cumple que el jugador dos siempre puede ganar, pero no tiene
estrategia ganadora.

Definiciéon 2.4.4. 1. Un juego infinito de dos participantes es:

G=G(X, A
donde:

= X es un conjunto no vacio. X representa las posibles jugadas del
jugador uno y dos en cada turno.

= A es un subconjunto de “X que representa el conjunto ganador del
jugador uno.

El juego G se celebra de la siguiente manera: en el turno cero el jugador
uno elige un elemento xy € X, en el turno uno el jugador dos, sabiendo lo
que eligié su oponente, toma un elemento xz; € X. Ahora, en el turno dos,
sabiendo todas las jugadas realizadas, el jugador uno toma x5 € X y asi
sucesivamente. El juego tiene w turnos. De esta forma. Al final del juego se
tendra la sucesion (zg, 1,22, ..., Tny Tnti,...) € “X; a esta sucesion se le
llama resultado del juego. Notemos que los elementos con indice par de la
sucesion son las jugadas del jugador uno y los de indice impar las del dos.

Al igual que en los juegos finitos, si el resultado del juego pertenece a A
gana el jugador uno, en otro caso gana el jugador dos.

Una estrategia o = (09,01, ..., 0p, ...) para el jugador uno es una sucesion
de funciones tal que para toda n € w se tiene que o, : "X — X.
Analogamente las estrategias 7 del jugador dos son sucesiones de funciones
(T0, T1y ooy Tns -..) tal que para toda n € w, 7, : "' X = X.

Una estrategia o del jugador uno es ganadora si y sélo si para toda sucesion
(Y0, Y1y -5 Yn, ---) € “X el resultado del juego (o, Yo, T1, Y1y vy Ty Yns ---)
obtenido tomando z¢ = ¢(0), 1 = 01((%0, Y0)), T2 = o2((x0, Yo, T1,Y1)),
etc. pertenece a A. Al resultado del juego siguiendo la estrategia o y
teniendo la sucesion (Yo, Y1, .-, Yn, -..) como jugadas del jugador dos le
llamaremos R(c, (Yo, Y1y s Yn, --))-

Analogamente, se define una estrategia ganadora para el jugador dos. La
funcion R(r, (zg, 21, ..., Tp,...)) también se usara para nombrar al resultado
del juego que se obtiene cuando el jugador dos sigue la estrategia 7 y el
jugador uno juega (g, T1,..., Tn,---)-

Finalmente, se dice que el juego G es determinado si y solo si existe una
estrategia ganadora para alguno de los jugadores.
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2. Si A C[0,1], G(A) denotara al juego G(2 = {0,1}, A’) donde (z,,) € A’ si
510 si Ln A
y solo si g ST € A

necw

Si consideramos juegos con una cantidad infinita de turnos podemos notar
que el menor cambio en el juego produce repercusiones grandes en la existencia
de estrategias ganadoras para los contendientes.

Si consideramos el juego G(2, A) donde

A={((wn) € “2 / In € w2y # T2ny1},

resulta que el jugador dos tiene estrategia ganadora, a saber, siempre elegir el
mismo valor que elige el primer jugador.

Sin embargo, si consideramos el juego G(2, AU {0}) donde 0, representa la
funcién constante con valor 0 el jugador uno es quien tiene estrategia ganadora,
elegir siempre el valor cero.

A continuacion, veremos que algunos de los juegos que definimos son equiva-
lentes respecto a su determinacién.

Teorema 2.4.5. Los siguientes son equivalentes:

1. Si A es un subconjunto de “w, el juego G(w, A) es determinado.
2. Si A es un subconjunto de “2, el juego G(2,A) es determinado.
3. Si A es un subconjuto de [0,1], el juego G(A) es determinado.

Demostracion
1)= 2) Sea el juego G(2, A) con A C “2. Definimos el juego G(w, B) donde

B={(z,) € “w/ (xn) €AV INwy1 ¢2=1{0,1}} C “w.®

Por 1) existe 7 una estrategia para el juego G(w, B).

Analicemos un poco el juego G(w, B). Si el jugador uno busca ganar necesita
que el resultado sea una secuencia de ceros y unos (pues quiere que esté en A).
Si este jugador tirara un ntmero diferente a cero o uno el jugador dos tendria
una forma inmediata de ganar (a saber siempre tirar cero o uno), esto implica
que si tomamos una estrategia ganadora del jugador uno y la restringimos a
«2.29 entonces el resultado del juego estard en A C “2.

El jugador dos tiene una situacién anéloga, pues este perdera en el momento
que realice un tiro diferente a cero o uno (por la definicion de A). Esto nos lleva
a que toda estrategia ganadora del jugador dos restringida a “2 nos regresa
secuencias de ceros y unos que no pertenecen a A.3°

28Recordemos que “2 C “w.
29Aqui estamos haciendo un abuso de notacién, en realidad se debe restringir la i-ésima
funcién de la estrategia a 2.

30Misma observacién que en el parrafo anterior sélo que aqui las funciones deben restringirse
2i+1
a 2.



24. JUEGOS 61

En ambos casos, restringir las estrategias ganadoras del juego G(w, B) nos
crea estrategias ganadoras del juego G(2, A).

2)= 1) Sea A C “w y consideremos los siguientes tres conjuntos que forman
una particion de “2:

X ={(xn) € “2 / [{z2n41 =0/ n € w}| < No},
Y ={(zn) € “2\ X / [{22n =0/ n € w}| <No},
Z =2\ (XUY).

Ahora bien, consideremos la funcion h : Z — “w tal que

h((l‘l, o, )) = (yl,yg, )

donde
yo =min{k € w / xop = 0};

y1 =min{k € w / 2y, 42541 = 0};
y2 =min{k € w / 22y 424,420 = 0};

etc. Es decir, yo representa la cantidad de unos seguidos que eligié el primer
jugador al inicio del juego; ¥ la cantidad de unos que eligi6 el segundo jugador
después del primer cero del jugador uno; etc.

Notemos que esta funcion simula®! a los juegos de tipo G(w, C) en Z. Supon-
gamos que en un juego G(w, C) el jugador uno inicia con el nimero k y luego
sigue el dos eligiendo [. Lo que se vera en Z utilizando nuestra funciéon es que el
jugador uno tirara k unos antes de su primer cero (y mientras tanto no importa
qué haga el dos), después de ello, ya que se tiene la informacion de la primera
jugada de uno, el jugador dos tira ! unos consecutivos y luego un cero (lo que
haga el jugador uno en ese lapso no importa). Y asi sucesivamente. Con esto, es
posible transformar las estrategias restringidas a Z a estrategias de G(w, C). Sin
embargo, 2) implica que tenemos estrategias de G(2,C), por lo que es necesario
crear adecuadamente uno de estos juegos.

Definamos B = (b *[A]U X)\ Y. G(2, B) es el juego que estamos buscando
ya que el conjunto B obliga a ambos jugadores a tirar una cantidad infinita de
ceros®2, es decir, a que los resutados finales estén en Z. Esto pasa pues el jugador
dos es obligado a tirar una infinidad de ceros ya que X esta contenido en B (si
tirara una cantidad finita de ceros perderia automéaticamente) y el jugador uno
es obligado pues Y esté en el complemento de B (si el jugador uno tirara una
cantidad finita de ceros, basta con que el jugador dos tire una infinidad de ceros
para que pierda).

31Por simular nos referimos a que copia la informacién de los juegos de forma que las
estrategias de uno puedan pasarse al otro.

32Notese que el termino “obliga” se refiere a que “las estrategias ganadoras de cualquiera de
los dos jugadores necesariamente cumplen que”. El cambio se ha realizado para mantener la
intuicién.
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De esta forma B obliga a que la informacién importante del juego esté en
Z. Con la interpretacion de los juegos simulados en Z se puede generar una
estrategia ganadora de G(w, A) a partir de una de G(2, B).

2)= 3) Sea el juego G(A). Por definicion G(A) es el juego G(2 = {0,1}, 4")
donde (z,,) € A’ si y solo si Z 2:11 € A. Sin embargo, por 2), estos juegos

new

estan determinados.
3)=2)Sean A C “2y f: “2—[0,1] tal que f((zn)) = Z

Ln
2n+1'

Utilizando
new

esta notacion, si C' C [0, 1], entonces G(C) es el juego G(2, f~*[C]). Aunque por
hipotesis tenemos que el juego G(f[A]) esta determinado, este representa el juego
G(2, f7Y[f[A]]) y dado que f no es inyectiva puede pasar que f~[f[A]] # A.
Por ello necesitamos hacer una pequena modificacion.

Sea M = {(z,) € “2 / xams2 = 0 & T4m+3 = 1}. Notemos que f restringida
a M es inyectiva. Consideremos la biyeccion g : M — “2 tal que g((zy)) = (yn)
CON Yom = T4am Y Y2m+1 = T4m+1 Y S€a

B = (g7 AU (2a) € “2 / In(aanss = OPD\{(@a) € “2 / In¥m > n(a = 2,)}-

El conjunto B cumple que f~'[f[B]] = B pues es un conjunto que no tiene
terminaciones constantes (en estos conjuntos f es inyectiva), por lo que cualquier
estrategia ganadora de G(f[B]) es una estrategia ganadora de G(2, f~*[f[B]] =
B). Por otra parte, el conjunto B obliga a ambos jugadores a mantener sus
jugadas en el conjunto M ya que si el jugador dos tira en un turno de la forma
4m + 3 algo que no sea 1 pierde inmediatamente, mientras que si el jugador uno
tira en un turno de la forma 4m + 2 algo que no sea 0, el jugador dos tiene una
forma de ganar (a saber, siempre tirar 1).

Con esto, sabemos que la informacién importante del juego esta en M. Pero,
M tiene una simulacion de los juegos G(2,C) por medio de g. Esto pasa pues
en M la informacion importante se encuentra en los tiros de la forma 4m y
4m + 1 (ya que en los otros dos siempre se tira cero y uno). Asi, las estrategias
ganadoras de G(2, B) pueden convertirse en estrategias ganadoras de G(2, A),
evitando la informacién repetitiva en los turnos 4m + 2 y 4m + 3. Esto termina
nuestra prueba.

l.q.q.d.
Al momento de trabajar con “w podemos darle una topologia. Podemos
definir para cada n € wy cada s € "w

(s) ={f € w/ fln=s}.

Si consideramos a <“w = U "w={s/Inew(s:n—w)}, el conjunto
new
{(s) /s € <“w} es base de una topologia sobre “w. Llamaremos “w al espacio
topologico que tiene como conjunto “w y la topologia generada por la base
mencionada.
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“w, conocido también como el espacio de Baire, es un espacio muy importante.
Es un espacio polaco®® tal que cualquier otro espacio polaco es una imagen
continua de él. Ademaés, es homeomorfo a los irracionales con la topologia
inducida de R. Finalmente, si A C R es tal que A = f['w] para alguna funcion
continua f : “w — R se dice que A es un conjunto analitico y se demuestra que
es medible®*. Para los juegos infinitos obtenemos un resultado muy particular:

Teorema 2.4.6. Sea G(w, A) un juego y R(o,-) : “w — “w con o una estrategia
del jugador uno, la funcion que a cada elemento de x € “w asigna el resultado
del juego donde el jugador dos juega x y el uno juega de acuerdo a o. Entonces,
R(o,-) es continua e inyectiva.>®

Demostracion

Es claro que R(o,-) es inyectiva para cualquier estrategia o. Si

Yy= (y07y17"') 7é (207217"') =z,

existen y, # z,, por lo que
R(Ua y) = (y63y07 "'7y;my’n., ) 7& (263207 ...,Z;”Zn, ) = R(Ua Z)

Para demostrar que es continua debemos mostrar que la preimagen de conjun-
tos abiertos es abierta. Para ello, basta mostrar que la preimagen de elementos
de la base es abierta. Sea s € ~“w, analizaremos por casos R(c, ) '[(s)].

Primer caso, s = (sg, $1, ..., S2n ). Si existe sopt1, k < n tal que ese nimero
no es el tiro determinado por sigma teniendo la informacion (s, ..., $2x) entonces
R(o,-)7[(s)] = 0. En otro caso (es decir, si para todo soy1, k < n, ésta es la
jugada indicada por o cuando se tiene (sg, ..., S2x)) entonces

R(U’ ~)71[<S>] = <(517 835y 82n*1)> )

pues la tinica manera de obtener que R(o,z)|a, = s es que a o se le de la
informacion (s, 83, ..., S2n—1)-

Segundo caso, s = (8g, 51, .., S2n+1). De forma analoga al caso anterior, si
existe Sor+1, K < m, tal que ese nimero no es el tiro determinado por sigma
teniendo la informacion (so, ..., s ) entonces R(c, -)~*[(s)] = (. En otra situacion,
tenemos que R(a,-) " [(s)] = ((51,83, ., S2nt1))-

En todos los casos la preimagen es un conjunto abierto, lo que termina la
demostracion.

l.q.q.d.
Para terminar la seccion mostraremos los problemas que trae el AE a la
teoria de juegos.

33Esto quiere decir que es un espacio topolégico no vacio con un subconjunto denso numerable
(separable) y tal que existe una métrica compatible con la topologia que lo hace un espacio
métrico completo (completamente metrizable).

34Esta demostracion se puede encontrar en [12, pp. 26-28] y en [9, pp. 150-151]

35E] resultado también es vélido si en vez de o utilizamos una estrategia 7 del jugador dos.
La demostracién es analoga.
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Teorema 2.4.7. Utilizando el Axioma de Eleccidn, existe un subconjunto A de
“2 tal que el juego G(2, A) no estd determinado.

Demostracion

Independientemente de A, toda estrategia en los juegos G(2, A) es un elemento
de H 9 o de H nt19 ya sea que hablemos del jugador uno o del dos,

new new
respectivamente. En cualquier caso, tenemos que

R0 _ H 2 < H 27127 H 2n+1g < H R = Ngo — 9Ro 36

new necw ncw necw

Por lo que existen tantas estrategias en estos juegos como nimeros reales.

Utilizando el Axioma de Eleccion, existe o ordinal tal que o = 2%°. Enumere-
mos los conjuntos de estrategias de cada jugador con «. Los siguientes conjuntos
ajenos los definiremos de forma recursiva para todo ordinal menor que a:

Sean Ag =By =10

Siy<ayqyeLIM, sean Ay = | ] A¢, By = | ] Be.
<y E<y

Si B < a tomamos la estrategia og del jugador uno y la estrategia 73 del
jugador dos. Como notacion, si seleccionamos el elemento = = (zg,x1, 2, ...)
de “2, el resultado del juego donde el primer jugador siguié la estrategia og
y el segundo jugéd como indica z le llamaremos R(og,z). La notacién para las
estrategias del jugador dos son analogas. Por el teorema 2.4.6 R(o, ) es inyectiva,
esto implica que |R(a,-)[“2]| = |“2| = 2%°. Por otra parte, |Ag| < 8] < a, asi
que existe z,, tal que R(0g,2,,) ¢ Ag, definimos By, = Bg U {R(0s,25,)}.
Este conjunto cumple que un juego G(2, A) con AN B,11 = 0 no tiene como
estrategia ganadora a og. De manera anéloga, existe z.,, tal que R(75,2,,) ¢
Bgy1, definimos Agy1 = Ag U {R(73,2.,)}. Al igual que Bg;1, Agy1 cumple
que un juego G(2, A) tal que Agy; C A no tiene como estrategia ganadora a 74.

Sea C' = U Ag, por construcciéon para todo 8 < « tenemos que Agy1 C C'y
(<a
que CNBgy1 =0, por lo que el juego G(2,C) no tiene como estrategia ganadora
a ninguna estrategia posible de los jugadores.

l.q.q.d.

El teorema anterior, junto con el teorema 2.4.3, nos muestra que si vale el

AE no todos los juegos son determinados, y si no vale el AE, entonces no todos

los juegos son determinados, haciendo de la teoria de juegos infinita rica en
cualquier axiomatizacion.

36Para las propiedades de H véase B.6.3.
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2.5. Axioma de Determinacion

Hasta este punto muchos de nuestros teoremas se basan en el uso del AE
o alguno de sus debilitamientos. Sin embargo, a lo largo del trabajo hemos
mencionado, aunque de forma muy discreta, que puede trabajarse en mundos sin
AE. En esta seccion, como punto de entrada, recordemos que las equivalencias
del teorema 2.4.5 son falsas si el AE es verdadero.

El Axioma de Determinacion (AD) dice que es valida cualquiera de las
afirmaciones del teorema 2.4.5.

El AD surgi6 en 1962 y fue propuesto por Mycieslki y Steinhaus. Desde su
creacion ha llamado la atencién de varios matematicos y suele describirse como el
“enemigo natural” del AE. Esta aseveracion viene como resultado de los teoremas
2.4.5y 2.4.7, al fin y al cabo ellos dicen que:

AD = -AE
0 puesto como contrapositiva,

AE = -AD.

Es importante notar que el regreso no es necesariamente vélido (es decir que
si no sucede AD, entonces sucede el AE), analizando detenidamente los teoremas
finales de la secciéon pasada, el hecho de que el AE implique no AD viene de
poder bien ordenar a los reales. En un modelo donde se pueda bien ordenar a los
reales pero exista un conjunto no bien ordenable no valdran ni el AE, ni el AD.

Esto nos hace pensar que ambos axiomas no son tan contrarios como aparen-
tan, de hecho, el Axioma de Determinacién admite un poco de eleccién:

Teorema 2.5.1. El AD implica el AEN(R) (Azioma de Eleccion Numerable
en R), es decir, que toda familia {X;},.,, de conjuntos no vacios de R tiene una

funcion de eleccion. Equivalentemente, H X; #0.

1EW

Demostracion

Como “w es biyectable con R3*” podemos suponer que cada X; € “w. Ju-
guemos G(w,A) con A = {(z,) € “w / (®ant1) ¢ Xu,} donde (z2,41) denota
la subsucesion de los elementos impares de (x,). Claramente, el jugador uno no
tiene estrategia ganadora: como cada X, es distinto del vacio, una vez que el
jugador uno eligié xg el jugador dos puede tomar un elemento de X, .

37Sin usar eleccién, sabemos que “2 es biyectable con R. Por otra parte, y de forma natural,
“2 entra inyectivamente en “w quien entra inyectivamente en el intervalo [0,1] utilizando,
cuidadosamente, expansiones decimales.
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Por el AD, existe una estrategia ganadora para el juego, por lo que ésta es
una estrategia ganadora 7 para el jugador dos. 7 nos ayudari a generar una
funcion de eleccion.

Sea f:w — U X; tal que f(m) sea la secuencia que obtiene el segundo

1cw

jugador al utilizaur6 7 cuando el jugador uno eligi6 o = m y z,, = 0 para todo
n > 1, es decir, si R(7,(m,0,0,0,..,0,...)) = (y,') ¢ A entonces f(m) = (y5,,41)-
Por como construimos A, tenemos que f(m) € A,, para toda m € w, por lo que
felx

P1EW

l.q.q.d.

Asi podemos entender que aunque el AD niega el AE, no lo niega por completo.
Esto nos da posibilidades diversas en las demostraciones y mantiene algunas
propiedades comunes, como veremos en el siguiente capitulo. Sin embargo, para
nosotros, el teorema mas importante relacionado con el AD es el que muestra
que el dominio de la medida de Lebesgue es toda la potencia de los reales. Para
este teorema necesitaremos algunos lemas:

En lo que sigue \ seréa la medida de Lebesgue y B sera el conjunto de todos
los intervalos abiertos de reales con extremos racionales, es decir, B € B si y s6lo
si existen p,q € Q tales que p < qy B = (p,q) CR.

Lema 2.5.2. Sea S : N ({(a,b) / a,b € R}) — [0,00] una funcion definida

sobre la potencia contable®® del conjunto de los intervalos con el vacio tal que
S(C) = Z AMA) y dado ACTR, By = {C €p, (B)/AC UC} Mostraremos
AeC
que \*(A) = inf S[Ba].*
Demostraciéon
Claramente \*(A) < inf S[B4]. Ademas, si A*(A) = oo ya terminamos.

Para la otra desigualdad en el caso \*(A) < co mostraremos que para cada
€ > 0 existe C € B4 tal que

A*(A) < S(C) < A*(A) +e

Sea € > 0, por la definicion de A\* sabemos que existe {(a;, b;)}
€
tal AC i7bi bi_ i A (A =.
ales que A C | J(a )yE( a;) < ()-1-2

1Ew 1EW

icw CON a; < b;

38Definimos la potencia contable de un conjunto como

Py, (X)={BC X /|B[ <R} ={BCX/[B|l<Ro}.

39Recordemos que para todo A C R, si tomamos

pa={cep, ((ab)/abery /ac(]c},

entonces tenemos que, por definicion, A*(A) = inf S[Dy4].
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Por propiedades de Q en R, sabemos que para cada i € w existen r;,s; € Q

€ 1
tales que 0 < a; — 1y, 8, — b; < <4 g > A0

De esta forma, para toda i € w tenemos que (a;,b;) C (ri,8;) # 0, y

€ e 1
A(ri, si)) = si—r; = si—bi+bi—a;+a;—r; < bi—ait2 oy =bi—aitg oy
Ast, {(ri,8) Ji€w} €Bay
. € 1
S({(ri;si) [ iew}) = Z(Si —ri) < Z(bi —ait g o) =

l.q.q.d.

Lema 2.5.3. Para todo conjunto nulo de reales N y toda sucesion (6,) de
nimeros reales positivos existe una sucesion (G,) de abiertos tales que cada

abierto se puede expresar como la union finita de elementos de B, N C U G; v,
1EW
para todo natural n, se cumple que \(G,) < d,.

Prueba

Sea N un conjunto nulo de reales y (4,) una sucesion de reales positivos. Por
el lema anterior, sabemos que existe C € By tal que S(C) < A(IV) + dp = do.

Si |C] < Ng ya terminamos, la sucesion Gy = UC y Gy = () para todon > 0
cumplen con lo buscado.

Si |C] = Vg, enumerémoslo de forma que C = {B; / i € w}. Es importante
recordar que por definicién cada B; € B.

Sabemos que S(C) = E A(B;) < 69 < 00, esto implica que lim E A(B;) =
n—oo
=0

i=n
[eS)

0. Sea ng el minimo natural n tal que Z A(B;) < 61. Con esto obtenemos que

1=n—+1
no no

Go = Bi cumple \(Go) <> A(Bi) < Y A(Bi) < do.
i=0 i=0 i=no+1
Sea n; el minimo natural m tal que m > ng y Z A(B;) < dy. Asi,

i=m-+1
ni

ni o0
G = U B; tiene la propiedad M\(G) < Z A(B;) < Z A(B;) < 01.
i=ng+1 1=ng+1 i=ni+1

40Aqui se us6 el AEN(R) pero se puede evitar por la numerabilidad de Q. Para saber mas
sobre cémo evitar elecciéon véase el capitulo 3.
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Con esta misma técnica, definimos para todo j > 1 a n; como el minimo

(o)
natural k tal que k > nj_1y Z A(B;) < d41. Ademaés, definimos el abierto

i=k+1
nj
G; = U B; tal que, por contruccion, tiene la propiedad
i:nj_1+1

i:’n]‘_1+1 i:n]‘Jrl

Asi, la sucesiéon (G,,) cumple que cada elemento es un abierto que se puede
expresar como union finita de elementos de B y, ademés, para toda n natural
MGr) < b, Por otra parte

UGn:GOUGGi:UBiUD U By :GBFUC,
j=1 i=0 i=0

new J=1 \U=n;_1+1

por lo que N C U G,p.

new

l.q.q.d.

Lema 2.5.4. AD implica que cualquier conjunto de reales en el cual todo
subconjunto medible es de medida cero, entonces este es medible y nulo. En
lenguaje formal:

AD — (VZ CR(VB C Z(B medible) — \(B) = 0) = (Z medible& A\(Z) = 0)) .

Demostracion

Como R = U [n,n + 1] tenemos que B C R es de medida cero si y so6lo si
nez
para toda n € Z, BN[n,n+1] es de medida cero. Por otra parte, para cada n € Z

sabemos que B C [n,n + 1] es de medida cero si y s6lo si B —n C [0,1] es de
medida cero. Utilizando estas dos reducciones, podemos suponer que Z C [0, 1].

Sea Z C [0, 1] tal que para todo B C Z medible se tiene que B es de medida
cero. Mostraremos, utilizando AD, que Z es un conjunto nulo.

Sea € > 0, y para cada n denotemos por G" al conjunto de todos los abiertos
que se pueden expresar como unioén finita de elementos de B y cuya medida es
menor que /22" Ep otras palabras,

€
Gn = {G € p(R) / Im € w3B,, ..., By_1 € B(G = | J B;&A(G) < W} .

iEM
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Notemos que para cada n, G" es numerable*!. Para cada n, sea {G™,} una
enumeracion de G".*?

Definamos el juego G(w, A) considerando:
Tan
Uzn) = Z on+1
new

T2n+1

oo
A= (zn) € “w [ (z2n) € “2& s,y € Z&aa,) ¢ | G

n=0
En otras palabras, el juego consiste en que el jugador uno va eligiendo la
expansion binaria de un nimero en Z mientras el jugador dos intenta cubrirlo

con abiertos. Al final del juego el primer jugador gana si el segundo no logra
cubrir el nimero en Z que fue construyendo.

Mostraremos que el primer jugador no tiene estrategia ganadora. Supongamos
que si la tiene, y sea o una estrategia ganadora, definamos la funcién

g=1r O ProYpar © R(O’, )

T
donde f((zo,z1,...)) = Z it Y Proypar ((zn)) = (z2n). Lo que hace esta

new
funcion es que a cada secuencia de jugadas del jugador dos, le asocia el numero

en [0, 1] que va construyendo el jugador uno utilizando la estrategia o. Por el
teorema 2.4.6 y por la topologia definida en “w, tenemos que g es continua y,
por tanto, g[“w] = C' es medible. Como o es estrategia ganadora, tenemos que
C C Z, y al ser C' medible tenemos, por hipotesis, que es de medida cero.

El hecho de que A(C') = 0, junto con el lema anterior, implica que podemos
encontrar abiertos U que se puedan expresar como union finita de elementos
o0

de B tales que C' C U Un y MUp) < €/225+D+1 para toda k. Entre otras
k=1
cosas, tenemos que U, € G* para todo k. Sea ank la enumeracion de Uy
en G*. Si el jugador dos juega los elementos (mg, my, ma, ...., Mg, ...) entonces
R(o, (mo, m1,ma, ....,mg, ...)) ¢ A ya que todos los posibles ntumeros que eligue el
oo

(o)
jugador uno utilizando la estrategia o estan en el conjunto C' C U Gim = U Ug.
i=0 i=1
Esto es una contradicciéon ya que si o fuera una estrategia ganadora, entonces
R(o,-)[“w] C A.

41 Todos los abiertos que se pueden expresar como uniones finitas de elementos de B son a

lo méas tantos como U "(Q x Q). Este conjunto, inclusive sin utilizar el AE, es numerable.
new

Para una prueba de esto léase 3.4.2 implicacién 5) = 6).

42Podemos elegir enumeraciones para cada G" sin utilizar el AE, ya que podemos mostrar
que el conjunto de todos los abiertos que se pueden expresar como unién finita de elementos
de B es numerable, lo enumeramos y utilizamos la enumeracion del orden en los conjuntos G™
(por enumeracion del orden nos referimos a que si tenemos el conjunto {27, 35, 28, 3} asociamos
al 3 con el 1, al 27 con el 2, al 28 con el 3 y al 35 con el 4).
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Asi, por AD, existe una estrategia ganadora para el jugador dos, digamos, 7.

Para cada s € <“2 = {f:n—2/n€w} tal que dom(s) = n defini-
mos (24, 7, T3, ..., Ty, _1)11) siendo x5, = s(k) y 23, las respuestas gene-
radas por la estrategia 7 (en otras palabras, hasta ese momento se ha ju-
gado (s(0),70(s(0)), (1), 71((s(0), 70(5(0)), (1)), ..., s(n — 1), 25,,_1);,) donde
T3n-1)+1 = Tn((5(0), 70(5(0)), s(1), 71 ((5(0), 70(5(0)), 5(1))), ..., s(n — 1))). Con

esto definimos G, = G;L;l .
2(n—1)+1

De esta forma, para cada a € Z tenemos que
w Ton
a€ U {G’S / IHxn) € “wla=ag,) = Z ontl &s C (xn))} A3
new

Esto nos lleva a que:

ZQU{GS/56<“2}:G U aG.

n=0se{0,1}"

Notemos que, por construccion,

MU Gos > MGo= )] A(GZii_l)+l)<

se{0,1}" se{0,1}" se{0,1}"™

< Z 6/22(n—1-‘r1)-‘r1 — Z 6/2217,4-1 —9n. 6/22n—i-1 _ 6/2n+1.
se{0,1}" se{0,1}"

Por lo que

n=0se{0,1}" n=0se{0,1}"
<Y A Y G et =
n=0 se€{0,1}" n=0

l.q.q.d.

Teorema 2.5.5. Bajo AD toda subconjunto de R estd en el dominio de la
medida de Lebesque (A).

Prueba

Como R = U [n,n+ 1] tenemos que A C R es medible si y sélo si para toda

nez
n € Z AN [n,n+ 1] es medible. Por otra parte, para cada n € Z sabemos que

A C [n,n+ 1] es medible si y sélo si A —n C [0, 1] es medible. Utilizando estas

43 Aqui es importante recordar una vez més que las funciones son conjuntos y que las
sucesiones son funciones.



2.5. AXIOMA DE DETERMINACION 71

dos reducciones, basta demostrar que toda la potencia del conjunto [0, 1] esta en
el dominio de la medida de Lebesgue.

Tomemos B € p([0,1]). Tomemos los conjuntos

B, = {U / U es abierto & B C U & A(U) <)\*(B)+1}.
n

Utilizando el AEN(R), podemos encontrar abiertos U,, tales que U,, € B,, para
toda n € w.* De esta forma, el conjunto G = m U, estal que B C Gy

new

A(G) = X*(B), pues para toda n € w

N(B) < M (Q) = MG) < \(U) < M(B) + %.45

Mostraremos que el conjunto G \ B cumple que todo subconjunto medible de
él es nulo. Supongamos lo contrario, entonces existe Z, un conjunto medible de
G\ B, tal que A(Z) > 0. Tomando en cuenta que B C G\ Z (pues Z C G\ B)
tenemos

1=2*([0,1]) = M*(B) = M(G) > MG) — A\(Z) = A(G\ Z) =
NG\ Z) > A\ (B) = \G).

Esto es una contradiccion, ya que es imposible que \*(B) > A*(B).

Como el conjunto G\ B cumple las hipotesis del lema anterior, tenemos que
AD implica que G \ B es nulo, por lo que B es un conjunto medible (pues es
resta conjuntista de dos medibles). Con esto, terminamos la demostracion.

l.q.q.d.

Basandonos en los resultados del capitulo anterior, sabemos que este teorema

cambia radicalmente el universo matemaético, principalmente a R. Por ejemplo,

el teorema anterior implica que R no es bien ordenable; implica que no existen

soluciones no continuas para la ecuacion de Cauchy; de hecho, también implica

que R no tiene una base como espacio vectorial sobre Q. Ademés, podemos
obtener los siguientes corolarios y teoremas:

Corolario 2.5.6. AD implica que todo conjunto o su complemento contienen
un conjunto perfecto, es decir, no hay conjuntos de Bernstein.

Prueba

El teorema 1.3.5 indica que todo conjunto de Bernstein es no medible, como
el AD implica que no hay conjuntos no medibles el resultado se sigue.

l.q.q.d.

44En esto podemos utilizar el Axioma de Elecciéon Numerable en R, pues existen tantos
abiertos como ntumeros reales.
45Cada uno de estos conjuntos es no vacio pues A* es un infimo.
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Corolario 2.5.7. AD implica que R no es biyectable con wy.

Prueba

Si fueran biyectables podriamos tomar R C [0,1]* una relacién tal que
([0,1], R) = (w1, €). Sin embargo, este conjunto resulta ser un conjunto no
medible por el teorema 1.5.1.

l.q.q.d.

Corolario 2.5.8. AD implica que no existen funciones cuya grdafica sea masiva
2
en R”.

Prueba

En la primera parte de la seccién 1.6 se mostré que toda funcién cuya gréfica
sea masiva en R? es una funcién no medible, esto implicaria la existencia de un
conjunto no medible.

l.q.q.d.

Corolario 2.5.9. El AD implica que el grupo aditivo de R no se puede dividir
en sumandos directos no triviales.

Prueba

Supongamos que existen {0} € A, B C R subgrupos aditivos de R tales
que R = A @ B, esto quiere decir que para todo = € R existen a € A,b € B
unicos tales que © = a + b. Con esto podemos construir f : R — R tal que
f(x) = f(a+ b) = a. Esta funcion satisface la ecuacion f(z +y) = f(z) + f(v),
pues si x = aj + by y y = as + ba, obtenemos

f(x+y) = flar+b1+az+b2) = f((a1+a2)+ (b1 +b2)) = a1 +az2 = f(z)+ f(y).

Sin embargo, no es constante ni es continua (ya que como A, B # {0}, para todo
a # 0 # b tenemos que f(a) =ay f(b) =0). Si suponemos el AD, esto es una
contradicciéon, pues esta funcion es no medible.

l.q.q.d.
En el capitulo pasado definimos el invariante cardinal del ideal de los conjuntos
nulos N = N(\):

non(N)=min{x / X CR,X ¢ N, |X|=«x}.

Si utilizamos el AD, tenemos que los tinicos subconjuntos bien ordenables
de R son los numerables (véase teorema 2.5.10), por lo tanto, toda funcion de
k un cardinal en R tiene imagen con medida de Lebesgue 0, pues esta imagen
es numerable. De esta forma, non(N) no esta bien definido, pues no existe un
cardinal tal que |[X| =k y X ¢ N.

Otra de las implicaciones del AD es la no existencia de matrices de Ulam.
Al inicio del capitulo demostramos el Teorema de Ulam (teorema 2.2.2) y
mencionamos que necesitibamos el AE para demostrarlo. Como la medida de
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Lebesgue tiene dominio completo bajo el AD, si el Teorema de Ulam fuera valido
sin AE tendriamos que existe un cardinal inaccesible debajo de R. Sin embargo,
tenemos el siguiente resultado:

Hipétesis del Continuo Todo A C R no numerable es biyectable con los
reales. Esta hipotesis es independiente del Axioma de Eleccion y es implicada
por la Hipotesis del Aleph (H.A.).

Teorema 2.5.10. El AD implica la Hipétesis del Continuo.*®

El AD cambia tanto la relaciéon entre medida y cardinalidad, que éste define
una medida difusa no trivial sobre 8; haciéndolo un cardinal medible sin que
sea inaccesible?”.

El Axioma de Determinacién debe ser utilizado con cuidado.

46Este teorema se demuestra con un juego definido en el espacio polaco de Cantor “2 =
“{0,1} mostrando que todo conjunto no numerable contiene un conjunto perfecto. Por los
objetivos de esta tesis no se demuestra aqui. Su demostracion se puede encontrar en [9]

47Por los objetivos de esta tesis no se demuestra aqui. El teorema se puede encontrar en [9].
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Capitulo 3

Analisis sin tanta Eleccion

La relacion entre el Analisis Matemaético y el Axioma de Eleccién es muy clara.
Se suele decir mucho que sin AE no podria haber Célculo Diferencial e Integral.
Sin embargo, no es dificil probar que la mayorfa del Calculo (y probablemente del
Analisis) so6lo depende de que la potencia de los reales sea bien ordenable, aunque
este hecho no es equivalente al AE!. De igual forma, todos los teoremas realizados
en el capitulo 1 se pueden hacer sélo asumiendo el AE(R)Z. Sin embargo, en el
capitulo 2, intuimos que toda la teoria de la medida se puede realizar bajo el
Axioma de Determinacion, y por tanto, bajo el Axioma de Eleccion Numerable
en R (AEN(R)).

Comparando la informacion que tenemos, una duda surge: ;Qué tanto Axio-
ma de Eleccion necesitamos para realizar los principales teoremas de Anélisis
Matemaético? Este capitulo intentara resolver esta duda.

3.1. Eleccioén y algunos debilitamientos

La historia del AE se remonta a 1904 cuando Ernst Zermelo publica una
demostracion de la forma de bien ordenar cualquier conjunto donde supone una
equivalencia al AE. A partir de las criticas realizadas a su publicacion, Zermelo
comienza a buscar los axiomas esenciales de la matemética (busqueda que dio
origen a los axiomas de ZFC) y se comienza a discutir ampliamente si el llamado
AE es verdadero o no. Aunque el tiempo mostré que esa discusion no tenia
respuesta concreta, el AE tomo gran fama y en muchas ramas de las matemaéticas
se encontraron equivalencias o debilitamientos®.

!Puede haber un modelo donde p(IR) es bien ordenable pero p(p(RR)) no.

2Esta notacién indica que los reales son bien ordenables, pero que no necesariamente es
valido el AE en todo el universo.

3Se dice que un enunciado p es debilitamiento del enunciado g si y solo si ¢ implica p, pero
no se puede demostrar que p implique q. Por lo general, se habla de debilitamientos de axiomas
pues, desde un punto de vista logico, bajo una misma axiomatizacion todos los teoremas son

(0]
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Aunque en esta seccion no daremos todas las equivalencias, ni todos los
debilitamientos, mostraremos algunos dependiendo de su fama y de su uso en el
trabajo.

Comencemos recordando los enunciados de estos axiomas:

El Axioma de Elecciéon (AE) dice que para todo conjunto a existe una
funcion de eleccion, es decir, f:a\ {0} — Ua tal que para todo x € a \ {0},
f(z) € z*.

El Axioma de Eleccién Numerable (AEN) dice que para todo conjunto
a numerable existe una funcion de eleccion.

El Axioma de Elecciones Dependientes (AED) dice que para todo
conjunto a que tenga una relacion r C a X a que cumple que para todo = € a
existe y € a tal que x Ty, entonces existe f : w — a tal que f(n)r f(n+1).

Teorema 3.1.1. Los siguientes son equivalentes:

1. AFE

2. Para todo conjunto {X;}

HXz?é(Z)

icl

ier tal que X; # 0 para todo i € I, tenemos que

3. Toda particion tiene un conjunto de representantes.

4. Para todo conjunto a existe una funcion de eleccion en p(a).

Demostracion

1)= 2) Recordemos que HXi = {f JfI— UXi,f(i) elVvie I}. De
i€l il
esta forma si tomamos al conjunto {X;},.; por el AE tenemos que existe

9+ Xk \ 0} = (Xihiey = Uiy = U X
iel
tal que g(X;) € X; para todo i € I. Sea h : I — {X;},.; tal que h(i) = X

tenemos que hog € HXi‘
i€l

equivalentes entre si.
4Recuérdese que desde un punto de vista conjuntista, los elementos de un conjunto son
también conjuntos.
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2)= 3) Sea {P; / i € I} una particion de a. Como cada P; # () tenemos, por
2), que HB- # (). Por lo que existe f: I — U P; tal que f(i) € P,. Notemos
el i€l
que el conjunto F[I] es un conjunto de representantes para la particion.

3) = 4) Sea a un conjunto. Tomemos en cuenta el conjunto
B={{z} xz/xepa)\{0}}.

Este es una particion del conjunto U B. Por 3), existe un conjunto de represen-
tantes f, por lo que para cada b € B tenemos que [bN f| = 1. De esta forma,
para cada = € p(a) tenemos que ({z} x ) N f = {(z, f(x))} con f(z) € x. f es
la funcién de eleccién buscada.

4) = 1) Notemos que para todo conjunto a, a C @(U a). Por lo que si existe

una funcion de eleccion para p(U a), su restriccion a a \ {0} es una funcion de
eleccion de a.

l.q.q.d.

La siguiente es una de las equivalencias mas famosas del AE. Otras muy
importantes son el Lema de Zorn, el Teorema de Tychonoff (el producto de
compactos es compacto), que todo espacio vectorial tenga base, que a todo
conjunto se le pueda dar estructura de grupo abeliano, etc. Sin embargo, éstas
no son utilizadas en este trabajo y sus pruebas, aunque ingeniosas, no son cortas.

Teorema 3.1.2. AFE es equivalente a que todo conjunto es bien ordenable’.

Prueba

= Supongamos vélido el AE, y sean a y b conjuntos tales que b ¢ a. Utilizando
el AE, sea g una funcion de elecciéon de p(a). Definamos la funcional F : OR —
aU{b} tal que F(a) =g(a\ Fla]) sia\ Fla] # 0 y F(a) = b en otro caso.

Es importante remarcar que si F(8) # b # F(vy) y v # [ entonces F(v) #
F(B), ya que, sin pérdida de generalidad, suponiendo que v < 3, tenemos que
F(y) € F[B], y como F(B) = g(a\ F[B]) € a\ F[B], tenemos que F(8) # F (7).

En cambio, si existe 3 tal que F(8) = b entonces F(y) = b para todo v > 8
pues, en este caso, 8 C v, por lo que a \ F[y] C a\ F[B] = 0. Claramente, debe
existir un ordinal cuya imagen sea b, si no existiera, tendriamos una funcional

inyectiva de una clase propia a un conjunto, eso es una contradiccion®.

Sea ag = min {a / F(a) = b}, este minimo esta bien definido pues el conjunto
{a / F(a) = b} es un conjunto no vacio. Notemos que h = F'|,, es una inyeccion
(pues si v < ag, F(v) # b) y es suprayectiva (pues F(ag) = b, lo que implica que
a\ Flag] = 0).

Lo anterior muestra que h es una biyeccién entre a y un ordinal, como los
ordinales estan bien ordenados bajo la pertenencia, podemos copiar la relaciéon

5Para ver la definicién de conjunto bien ordenable léanse las secciones B.3 y B.6
SEsta contradiccion viene a partir del Esquema de Reemplazo, este axioma est& explicado
en B.2.
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del ordinal en a para que h sea un isomorfismo. Con este método encontramos
un buen orden para el conjunto a.

< Tomemos un conjunto a, y supongamos que es bien ordenable. De esta
forma existe r C a X a tal que (a,r) es un buen orden. Definamos la funcion

pa)\ {0} — U p(a) = a tal que g(X) = min, X. Esta funcién esta bien
definida y es una funcién de eleccion para p(a).
l.q.q.d.
Teorema 3.1.3. 1. AE = AED.

2. AED = AEN.

Prueba

1. Sean a un conjunto y r C a X a tales que para todo = € a existe y € a tal que
zry; y sea f una funcion de eleccion para p(a). Definamos recursivamente
la funcion g : w — a tal que g(0) = f(a) y gin+1) = f({y / g(n)ry}).”
La funcion g esta bien definida y cumple g(n)rg(n + 1) para todo n € w.

o0

2. Sea {A;},.,, una colecciéon no vacia de conjuntos, definamos < sobre U A;

i=0
talque x < ysiysodlosiz € A; y y € A;y1. Como todo conjunto A; es no

vacio, tenemos que para todo z € U A; existe w € U A; tal que z < w.
i=1 1=0
Utilizando el AED, existe h : w — U A; tal que h(n) < h(n+1).

i=1

o0
Notemos que si h(0) € A;, entonces h(n) € A;,4n, por lo que h € H A;.
i=ig
Como el conjunto { Ay, A1, ..., Aij,—1} es finito, podemos seleccionar z; € A;
o0

para todo 0 < j < 4y. Si definimos f : w — U A; tal que f(i) = z; si

=0
o0
0<j<ipy f(i) = h(i) en otro caso, tenemos que f € HA“ lo cual es
i=0

equivalente al AEN.

l.q.q.d.

Como se imagina, el AED es un debilitamiento del AE, y AEN es un debilita-

miento de AED, por lo que no es posible demostrar el regreso de las afirmaciones

anteriores. Es importante remarcar que en el caso del AEN, las equivalencias

validas para eleccién que tienen que ver con productos y con particiones siguen
siendo equivalentes al AEN en su version numerable.

"Las diferentes versiones de recursion se encuentran en B.4.
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Otros debilitamientos famosos del AE son el Metateorema de Compacidad, el
Teorema del Ultrafiltro, la existencia de ultrafiltros no principales, la existencia
de conjuntos no Lebesgue medibles, que la finitud segin Dedekind y segin Cantor
coincidan, entre otros.

3.2. Trampas con elecciéon

Una de las complicaciones principales para identificar qué teoremas requirieron
el Axioma de Eleccién para su demostracion y cuales no, es la cotidianidad con
la que lo utilizamos. Esto lleva a utilizar el axioma sin darnos cuenta, o bien,
a utilizarlo cuando no se necesita. Con la finalidad de resaltar estos hechos
mostraremos los siguientes dos ejemplos:

Teorema 3.2.1. La union numerable de conjuntos numerables es numerable.

Prueba

Sea {A;};c,, una coleccion de conjuntos numerables. Sean f; : A; — w
biyecciones, éstas existen puesto que cada conjunto es numerable. Definamos

o0
la funcioén g : U {i} x A; = w x w tal que ¢g(j,z) = (4, f;(x)). Claramente la
i=0
funcién g es una biyeccion entre la union ajena de las A y w X w el cual sabemos
que es numerable.

l.q.q.d.

Aparentemente, en la prueba anterior nunca se utilizé el AE, no obstante,

esto es falso. Si leemos con cuidado, al momento en que definimos las funciones

fi, sabemos que existen pero no son unicas, por lo que para cada A; existen una

infinidad de opciones para elegir como funcion f;. En ese momento fue necesario
utilizar eleccion.

Es importante remarcar que el AE se utiliza cuando se debe seleccionar, de
manera no determinada, una infinidad de elementos teniendo en cada selecciéon
al menos dos opciones. Si debemos hacer una selecciéon en una cantidad finita
de conjuntos (aunque sean de cardinalidad infinita) o si tenemos un método
efectivo de seleccion (como el caso de los elementos minimos en los conjuntos
bien ordenados) no es necesario el AE.

Definicion 3.2.2. 1. Una funcién f : R — R es continua en x( si y sélo si
para cada € > 0 existe § > 0 tal que si |xg — y| < § entonces

[f (o) = f(y)| <e

2. Una funcién f: R — R es secuencialmente continua en xq si y solo si para
toda sucesion {z; };~, cuyo limite sea g se tiene que f(z;) = f(z¢) cuando
1 — 00.
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3. Se dice que f es continua (anélogamente secuencialmente continua) si y
solo si es continua (anidlogamente secuencialmente continua) para todo
en su dominio.

4. Las definiciones son analogas en caso de que el dominio sea un intervalo, o
un conjunto con interior no vacio.

Teorema 3.2.3. Sea f: R — R, entonces f es continua si y sdlo si es secuen-
ctalmente continua.

Demostracion 1

= Supongamos que f es continua. Sea zp € R y {z;};-; una sucesion
que converge a xg. Por continuidad, para cada ¢ > 0 existe J. > 0 tal que si
|zo — y| < de entonces |f(zo) — f(y)| < e.

Por convergencia, para cada § > 0 existe N5 € IN tal que si m > N5 entonces
|xo — 2m| < 4.

Uniendo lo anterior obtenemos que para todo € > 0, existe Ns_ tal que si
m > Nj_, entonces |z, — xo| < d¢ y, por tanto, |f(zm) — f(x0)| < € para toda
m > Ns,. De esta forma {f(z;)};-, converge a f(z).

< Este enunciado se probara utilizando su contrapositiva.

Supongamos que f no es continua. Mostraremos que no es secuencialmente
continua. Como f no es continua existen zy y €y > 0 tal que para toda > 0
existe ys tal que |zo — ys| < 0y |f(xo) — f(ys)| > €o-

Por lo anterior, utilizando el AEN, para cada n € IN podemos elegir z, tal
que |z —2zp| < 1/ny 0 < ey < |f(20) — f(2n)|- Notemos que la sucesion {z, }pey
converge a g pero {f(zn)} ey DO converge a f(xo) pues se mantiene a una
distancia mayor o igual a ¢y de él. Esto implica que f no es secuencialmente
continua.

l.q.q.d.

En esta prueba no hay forma de seleccionar la sucesion {z,} asegurando que

cada elemento sea racional forzando al teorema a utilizar el AEN.® Asi, el uso

del AE en la demostraciéon anterior parece indiscutible. Sin embargo, leyendo

cuidadosamente podemos darnos cuenta que en la prueba anterior en verdad

se demuestra el siguiente teorema: “Sea f: A C R — Ry zyp € A, entonces es
equivalente ser continua en g y ser secuencialmente continua en xy”.

Para la demostraciéon del teorema entrecomillado es necesario utilizar el AEN.
Sin embargo, se puede demostrar el teorema 3.2.3 en la teoria de ZF~9:

Demostracion 2

= La misma que en la demostracién 1.

8Poder tomar racionales nos ayudaria a evitar el AE ya que, al ser Q numerable, lo podemos
bien ordenar de esta forma podemos elegir, sin el axioma, el minimo racional en esa numeracién
que cumpla la propiedad.

9Es decir, sin utilizar el AE ni el Axioma de Buena Fundacion.
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< Sean z9 € Ry {¢:},c una numeracion de Q U {x¢}. Siguiendo la de-
mostracion 1 podemos probar sin necesidad de utilizar el Axioma de Elec-
cion que si f restringida a Q U {xg} es secuencialmente continua entonces
es continua. Para evitar el uso de elecciéon, se seleccionan z, = g;, donde
Jn =min{i € N/ [zo — q;| <1/n & [f(z0) — fa:)| > €}

Si f es secuencialmente continua, sabemos que f restringida a Q U {z} es
continua para toda x € R. De esta forma, para toda € > 0 existe d, > 0 tal que
si 7 es racional y |z — r| < &, entonces |f(z) — f(r)| < €/2.

Sea z tal que |zg — z| < d,, por densidad, existe un racional r, que esté
entre xg y z (respecto al orden) tal que |z — r,| < J,. Con esto, tenemos que:

[f(zo) = f(2)] = |f(wo) = f(r2) + f(r2) = f(2)] <

<[ fzo) = F(r)l + [ f(r2) = f(2)] < g T g —e

Pues tenemos que |r, — z| < 3, y |r, — x| < |z — 2| < 0.
l.q.q.d.
Es importante precisar que no todas las pruebas donde no se necesita el AE
cambian tanto como las del ejemplo anterior. En algunos casos, basta cambiar el
método de eleccion justo como se mostrd utilizando QU {z}. En muchos casos en
que se selecciona un nimero real con cierta propiedad, puede elegirse un ntimero
racional que satisfaga las mismas propiedades, con la diferencia de que sobre Q
existen formas de elegir constructivamente.

3.3. Teoremas sin eleccion

Como se comenzo a esbozar en la secciéon anterior, existen muchos teoremas
de Analisis Matematico que no requieren el uso del Axioma de Eleccién para
demostrarse. Es importante remarcar que la construccion de R por medio de
cortaduras de Dedekind (se puede revisar [3]) no utiliza el Axioma de Eleccion
por lo que la propiedad del supremo (al igual que la convergencia de sucesiones
de Cauchy) se tienen por construcciéon en los nameros reales y no es necesario
dar una prueba de ellos.

A continuacion presentaremos otros teoremas de Analisis Matematico que
se pueden realizar una vez que ha sido construido R. Como es de suponerse, en
esta seccion se trabajaré en la teoria de ZF ™, es decir, se evitara por completo
el uso del AE para la demostracion de los teoremas que se presenten.

Teorema 3.3.1. Sea X un espacio topoldgico. F es cerrado (i.e., su complemento
es abierto) si y sdlo si contiene a todos sus puntos de acumulacion.

Demostracion

= Supongamos que F' es cerrado, de esta forma X \ F' es abierto por lo que
para todo y € X \ F existe un abierto V tal que V' C X \ F, esto implica que si
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x es un punto de acumulacion de F', x ¢ X \ F' ya que para todo abierto U tal
quez e U, UNF #0.

< Sea F tal que contiene a todos sus puntos de acumulacion. Sea y € X \ F,
sabemos que y no es un punto de acumulacién, por lo que existe un abierto V'
talque y € V.y VNF =0, por tanto V C X \ F. Esto implica que X \ F es
abierto y que F es cerrado.

l.q.q.d.

Teorema 3.3.2 (Bolzano-Weierstrass). Todo conjunto infinito y acotado de R
tiene un punto de acumulacion.

Prueba

Sea A un subconjunto de R infinito y acotado. Por tanto, existe [ag, bg] un

intervalo de longitud finita tal que A C (ag, bg). Este intervalo lo podemos partir

b b
fo 1 oy [ao —2|— % bo]. Dado que A es infinito tenemos que

ap + b
2

en los intervalos [aq,
ao + bo

ap + b

AN [ap, J]o AN| ,bo] es infinito. Si A N [ao,
ap + bo d . _ag+bo
, de no ser asi, a; =

] es infinito,

nombramos a; = ag y by = y b1 = bg.

Utilizando el mismo argumento podemos repetir el procedimiento, teniendo

b b
definidos a,, y b, definimos a,+1 = an y bpr1 = % si AN ay, %] es
P ) . +b
infinito, de no ser asi definimos a,4+1 = dn T 0n YV bpt1 = by.

2

Con este procedimiento obtuvimos una infinidad de intervalos tales que
[an+1,bnt1] S [an,bn] y tales que A N [an,by,] es infinito. Por otra parte, si
suponemos que |by — ag| = 7 tendremos que |a,, — b,| = /2", por lo que si
tomamos ¢, j € IN tales que 7 < j tenemos que [a;,b;] C [a;, b;] lo que nos lleva a
que |a; — a;| < n/2". Esto muestra que la sucesion {an},;~, es de Cauchy y, por
tanto, existe a su punto de convergencia.

Demostraremos que a es un punto de acumulacion de A. Sea U un abierto
de R tal que a € U, de esta forma, sabemos que existe ¢ > 0 tal que el intervalo
(a—€,a+¢€) CU. Dado que a es el punto de convergencia de {a,}, ., sabemos
que existe N, tal que si m > N a,, € (a — €,a + €). Elijamos N, como el
minimo nimero natural k£ tal que cumpla el criterio de convergencia descrito y
tal que 77/2’c < €. Con esto tenemos que [an.,bn.] C (@ —€,a+€) C U. Como
AnNan.,bn.] es infinito, ANU # 0. Por lo tanto a es un punto de acumulacion
de A.

l.q.q.d.
Teorema 3.3.3 (Heine-Borel). Un subconjunto de R es compacto si y sdlo si

es cerrado y acotado.

Demostracion
oo

= Sea K un subconjunto compacto de R. Notemos que K C U (—1,1), por lo
i=1
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que el conjunto {(—n,n) / n € IN} es una cubierta abierta de K. Por compacidad,
existe una subcubierta finita. Sea ny el maximo ntimero natural que define un
intervalo en la subcubierta finita obtenida. Tenemos que K C (—ng,ng), por lo
que K es un conjunto acotado.

Sea z € R\ K, notemos que el conjunto {R\ [z —1/n,z+1/n] / n € N}
es una cubierta abierta de K, pues cada elemento es un conjunto abierto y
U R\ [z —1/n,x4+1/n] =R\ {z}. Como K es compacto tenemos que existe

nelN
una subcubierta finita, es decir, existen ny,no, ..., n,, tales que

K C

=

RN\ [ — 1/ns,z+ 1/n;].

i=1

Notemos que si £ es el maximo de ny,ns, ..., Ny, tedriamos que
KCR\[x—1/¢,z+1/L).

De esta forma, (x —1/¢,2+1/¢) C R\ K. Como esto sucede para todo elemento
en el complemento de K, tenemos que R \ K es abierto, y por tanto, K es
cerrado.

< Sea A un subconjunto cerrado y acotado. Al ser acotado existe [ag, bo] tal
que A C [ag, bp]. Notemos que si K es compactoy B C K es cerrado, entonces B
es compacto. Esto sucede ya que si C' es una cubierta de B, C U {R \ B} es una
cubierta de K, de esta forma, existe una subcubierta finita C’ de C' U {R \ B}.
Notemos que C’ \ {R \ B} es una subcubierta finita de C' que cubre a B. Con
este hecho basta demostrar que [ag, bg] es compacto para probar que A lo es.

Supongamos que [ag,bp] no es compacto, por tanto, existe una cubierta
abierta D que no tiene subcubiertas finitas. Dado que [ag, bg] no se puede cubrir
ap + bo}

2 )

,bp] tampoco puede ser cubierto finitamente. Utilizando el mismo razo-

de manera finita con elementos de D, alguno de los conjuntos [ag,
[ao +bo

namiento que en la demostracion del Teorema de Bolzano Weierstrass, definimos

intervalos [an, b,| tales que [a,,b,] no se pueden cubrir con una cantidad finita

ay + by }Oo
2 n=0

est4 contenida en [ag, by, por el Teorema de Bolzano Weierstrass, tenemos que

existe b un punto de acumulacién.

de elementos de D. Tomemos la sucesién { . Como esta sucesion

Tomemos Uy, € D tal que b € Uy, este elemento existe pues D es una cubierta
de [ag, bp]. Sabemos que existe ¢ > 0 tal que (b —€,b+ €) C Up. Siguiendo el
razonamiento de la demostracién de Bolzano Weiestrass, tenemos que existe N

a b
N FoN € [an,bn] C (b—¢,b+¢€) C Up. Lo anterior es una contradiccion

tal que
pues estamos cubriendo [ay,by] con un solo elemento de D.
Por lo tanto [ag, bg] es compacto.

l.q.q.d.
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Definicion 3.3.4. g: A C R — R es uniformemente continua si y so6lo si para
toda € > 0 existe 6 > 0 tal que para cualesquiera z,y € A tales que |z —y| < &

se tiene [g(z) — g(y)| < e.
Teorema 3.3.5. f : [0,1] — R es continua si y sélo si es uniformemente

continua.'®

Prueba
< Una funcién que es uniformemente continua en particular es continua.

= Sea {¢;};-, una enumeracion de Q. Sea € > 0, como f es continua tenemos
que para cada x € [0, 1] existe d tal que si |z — y| < § entonces

[f(x) = f(y)] <e/2.
Definimos 6, =min{i e N / |z —y| < ¢; — |f(z) — f(y)| <€/2} ¥
C = {(z—6u/20+06,/2) | € [0,1]},
notemos que C' es una cubierta abierta de [0, 1]. Por el teorema de Heine-Borel,
[0, 1] es compacto, por lo que existe una subcubierta finita de C.

0; 0;
De esta forma existen g, ..., z,, tales que {(asZ — 517901 + 51) /0<1< m}

O,
es una cubierta de [0, 1]. Sea § = min {2 /0<i< m}

Sean z,y € [0,1] tales que |z — y| < d. Por la construcciéon anterior, existe z;

T

tal que |z; — 2| < 5 sea i, el minimo natural que cumple con esto. De esta

forma tenemos que:

Ly

5
i, =yl < zi, =2+ ]z -yl < <=+ < ba,

por lo que
1f(2) = fWI < 1f(2) = fl@a ) + | f (@) = f(y)] < % +

€

2

— €.

Lo anterior muestra la continuidad uniforme de f.
l.q.q.d.
Teorema 3.3.6. Sea K un espacio topoldgico compacto y f : K — R una
funcion continua, entonces f tiene mdrimo y minimo.

Prueba

Notemos que f[K] es un compacto de R, por tanto es cerrado y acotado
en R. Por la propiedad del supremo, existe sup f[K] y sup f[K] € f[K] (pues

10Este teorema es valido sin A.E. con cualquier otro intervalo cerrado de longitud finita, o
cualquier compacto que tenga a @ como subconjunto denso.

H1a demostracién es analoga a que las iméagenes de Lindeldf son Lindeldf escrita mas
adelante en la implicacion 12) = 13) del teorema 3.4.2.
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los supremos son puntos de acumulacion y f[K] es cerrado). Lo anterior implica
que existe a € K tal que f(a) = sup f[K]. Por tanto f(a) = méx f[K]. La
demostracion para el minimo es anédloga.

l.q.q.d.

Teorema 3.3.7. Sea {fn},cn una sucesion de funciones continuas del [0,1] a
R tal que convergen puntualmente a g : [0,1] — R. Entonces g es continua si y
solo st la sucesion {f”}nG]N converge uniformemente a g.'2

Demostraciéon
< Supongamos que la sucesion converge uniformemente a g, y sea € > 0,
€
sabemos que existe N, tal que si m > N entonces |g(x) — fm(2)| < 3 bara toda

x en [0,1]. Al ser fx. continua en un compacto, es uniformemente continua, por
lo que existe d. tal que para todas las x,y € K que cumplen |z —y| < . tenemos

que |fn.(x) — fn.(y)| < % Con lo anterior tenemos que si |z — y| < d:

lg(z)—9(y)| < lg(x)—fn, (@)|+]fn, (@)= fn. ) H N () —gW)] < 5 +5+5 =€

Esto prueba que g es uniformemente continua y, por tanto, continua.

= Supongamos que g es continua, sea € > 0 y sea {¢;},,, una enumeracion
de Q. Dado que la sucesion converge puntualmente a g, para todo z € [0, 1]

existe Ny minimo tal que si m > Ny, |g(x) — f(2)] < % Ademas, como [0, 1]

es compacto, tenemos que g y cada una de las f, son uniformemente continuas,
por lo que, si consideramos g = f_1, existen para cada n € NU {—1} d.,, tales

€
que si z,y € [0,1] y |z — y| < de.n, entonces |fn(x) — fu(y)| < 3 Definimos
de,n = qi.,, donde i, es el minimo natural 7 tal que g; cumple con la propiedad
anterior para f,.

O, Ny c . O, N, c

Sea C = -
ea {(m 5 5
de [0,1], por lo que existen x1, ..., zy, € [0, 1] tal que

)/ x €0, 1]} C es una cubierta abierta

0 5€N (;eN
01 C i — 711-,67 i Nz, e )
0.1 Ut =5 55

Sea N, = méx {N,, ./ 1 <i <ng}. Por otra parte, para cada y € [0,1] existe
x; tal que |y — x| < 5571\1%.7 sea esta x;, 13 Notemos que si n > N, entonces
n > Ny, . para toda 1 <17 < ng, por lo que para toda z:

€ € €
19(2) = fm (2)| < 19(2)—g(zi)+|g(zi.) = fn (@i )|+ frn (@i, )= fm (2)] < 3t3ts
12Este teorema es valido sin A.E. con cualquier otro intervalo cerrado de longitud finita, o
cualquier compacto que tenga a @ como subconjunto denso.
BPpara elegir z;, sin usar eleccién, de las z; que cumplan la propiedad, se selecciona la que
tenga el menor indice 1.




86 CAPITULO 3. ANALISIS SIN TANTA ELECCION

Esto muestra que f,, — g uniformemente.
l.q.q.d.
Teorema 3.3.8. C°([0,1],R) con la métrica do(f,g) = m[éx] |f(x) —g(z)| es
z€(0,1
completo.**

Demostracion

Sea {f,},—, una sucesion de Cauchy respecto a doo. De esta forma tenemos
que para cada = € [0,1], {f,(z)} —, es una sucesion de Cauchy de nimeros
reales. Al ser R completo, cada una de estas sucesiones tiene un tnico limite.
Sea f, el limite de {f,(2)},—, v f:[0,1] = R definida como f(z) = f,. Basta
mostrar que {f,, }-—, converge uniformemente a f para mostrar que f es continua
y, por tanto, C°([0,1],R) completo.

Sea € > 0, como {f,},-, es de Cauchy, existe N tal que si m,n > N entonces
doo(fm, [n) < % Por tanto |fm(z) — fn(z)| < % Como la sucesion {f,,(z)}, -

n=1

converge a f(z) y | -| es continua tenemos que:

‘fm(l‘) - f(I)‘ = ‘fm(x) - nh;ngo fn($)| = lim ‘fm(x) — fn(x)| < % < e.

n— oo

Por lo que si m > N tenemos que doo (fim, f) < €, es decir, la sucesion {f,,}
converge uniformemente a f.

melN

Por el resultado anterior, f € C°([0, 1], R) por lo que toda sucesion de Cauchy
en C°([0,1],R) converge en C°([0,1],R).
l.q.q.d.
En Teoria de la Medida también se pueden hacer avances sin necesidad del
AE, por ejemplo, se puede definir la medida de Lebesgue pues su definiciéon sblo
utiliza intervalos e infimos. De igual forma puede demostrarse que la medida
exterior que la define es invariante bajo traslacion, es o-subaditiva, mono6tona,
no trivial, difusa y completa.

Recordemos que en ZF~ una f : R — R es continua si y sélo si es secuen-
cialmente continua.

Otros teoremas que son verdaderos en ZF ™~ son:

Teorema 3.3.9. 1. R es separable, i. e., tiene un subconjunto denso y nu-
merable.

2. R es o-compacto, i.e., es union numerable de compactos.

3. En R todo subconjunto conexo es un intervalo.

Como podemos notar, mucha de la teoria béasica de los niimeros reales, su
estructura, su topologia y algunos de sus principales teoremas de analisis son

M Recordemos que C°([0,1],R) = {f : [0,1] = R / f es continua} y que un espacio métrico
es completo si y sélo si toda sucesion de Cauchy converge.
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validos sin utilizar el Axioma de Elecciéon. Sin embargo, existen conceptos que
necesitan del AE para que funcionen como estamos acostumbrados. Por ejemplo,
si el elemento a es un punto de acumulacién de A es necesario el AEN para
decir que existe una sucesion de elementos de A que converge a a, esto implica
que sin el AEN si tenemos un conjunto A tal que sea cerrado bajo sucesiones
(que el limite de toda sucesion de elementos de A esté en A) no necesariamente
es topolégicamente cerrado pues puede haber un punto de acumulacién que
no esté al alcance de las sucesiones de A. De igual forma, los supremos e
infimos no necesariamente pueden ser alcanzados por una sucesiéon, por tanto,
no necesariamente es cierta la regularidad de la medida de Lebesgue.

Aunque los avances que se pueden hacer sin AE en Analisis Mateméticos son
mayores a los que uno puede esperar, en definitiva, algo de eleccién se necesita
para trabajar comodamente esta rama de las matematicas.

3.4. La fuerza del AEN

A estas alturas hemos mostrado muchos teoremas que se demuestran uti-
lizando el AEN. Aunque podriamos enumerarlos, o bien, dar cada una de las
demostraciones, en esta seccidon mostraremos cuéles de estos resultados son
validos si y solo si es valido el AEN en R (es decir, que es valido AEN(R)).

Definicion 3.4.1. 1. Un conjunto A es secuencialmente cerrado si y s6lo si
contiene a todos los puntos que se alcanzan por medio de sucesiones de
elementos de A.

2. Un espacio topoligico es secuencial si y sélo si ser cerrado es equivalente a
ser secuencialmente cerrado.

3. Un espacio topologico es Fréchet si y s6lo si para todo punto de acumulacion
x de un conjunto A existe una sucesion de elementos de A que converge a
x.

4. Un espacio topolégico es separable si y s6lo si contiene un subconjunto
denso cuya cardinalidad es a lo méas la de los niimeros naturales.

Axioma Parcial de Eleccién Numerable en R (APEN(R)) dice que
para todo conjunto {0} # X; CR /i € IN} existe M C IN infinito tal que

H X # 0.

meM

Teorema 3.4.2. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. R es Fréchet.
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2. Todo subconjunto de R es secuencial.

3. Una funcion f: X CR — R es continua si y sdlo si es secuencialmente
continua.

4. Todo conjunto no acotado de R contiene una sucesion no acotada.

5. APEN(R).

6. AEN(R).

7. Todo espacio topoldgico segundo numerable de p(IN) es separable.

8. Todo subespacio de R es separable.

9. Cada espacio topoldgico sequndo numerable es Lindeldf (ver definicion en

[13]).
10. Cada subespacio de R es Lindeldf.
11. R es Lindeldf.
12. N es Lindeldf.
13. Q es Lindeldf.

14. Una funcion f: R — R es continua en xqg € R si y sdlo si es secuencial-
mente continua en xg.

Demostracion

El método de demostracion seré el siguiente: realizaremos un ciclo de equiva-
lencias entre los incisos 1-8, después haremos otro ciclo que involucre el inciso 6
y los incisos 9-13. Finalmente mostraremos que el inciso 14 es equivalente al 6.

1) = 2) Supongamos que R es Fréchet. Demostraremos que un conjunto X
es cerrado si y sblo si contiene los limites de todas sus sucesiones. La ida es
incluso valida en ZF~ pues si a es el limite de una sucesién, entonces es un
punto de acumulacién de ésta. Para el regreso, al ser R Fréchet todo punto de
acumulacién se puede alcanzar con una sucesion.

2) = 3) Supongamos que ser secuencialmente cerrado y cerrado son equi-
valentes, probaremos que una funcion f : X — R es continua si y sélo si es
secuencialmente continua. La ida es valida en ZF~ como se mostro en 3.2.3.
Para el regreso, tomemos A un cerrado de R y {a,}o, C f'[A] C X que
tenga como limite a a € X. Al ser f secuencialmente continua sabemos que
{f(an)},~, converge a f(a). Como {f(a,)} —, C A,y A es cerrado, resulta que
f(a) € Ay por tanto, a € f~[A]. Esto muestra que si f es secuencialmente
continua entonces f~'[A] es secuencialmente cerrado, finalmente 2) nos asegura
que f'[A] es cerrado por lo que f es continua.

3) = 4) Sea A C R no acotado y h : R — (0,1) un homeomorfismo.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que 0 es punto de acumulacion de
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h[A]. Definamos la funcién f : h[A] U {0} — {0,1} € R como f(z) = 0
si x € h[A] y f(0) = 1. Claramente f no es una funcién continua, por 3)
tenemos que no es secuencialmente continua por lo que existen zg € h[A] U {0}
y {an}ory € h[A] U {0} tales que a, converge a zy y f(a,) no converge a
f(xg). Por la forma en la que esta definida f, necesariamente zo = 0 y, sin
pérdida de generalidad, podemos suponer que {a,} ., C h[A]. De esta forma
existe {an},— o C h[A] que converge a 0. Finalmente, {h_l(an)}iozo C A es una
sucesion no acotada.

4) = 5) Sean {0 # X,, CR / ne€ N}, hy : R — (0,1) un homeomorfismo
y hn : R = (n,n + 1) homeomorfismos tales que h,(z) = ho(z) + n. Consi-

o0
deremos el conjunto A = U h;[X;], como cada X; es no vacia tenemos que
i=0
A es un conjunto no acotado. Por 4) tenemos que existe una sucesion no aco-
tada {a, /n €N} C A, sea M = {n €N / h,[X,] N {an},cn # 0}. Al ser la
sucesion {a,} no acotada, M es un conjunto infinito. Para cada m € M defini-
mos N, =min{k € N / ay € h,,,[X;n]}. De esta forma tenemos que para todo
m € M, a,,, € h[X;,]. Con esto mostramos que

(h'(an,,)) = (h(;l(anm —m)) € H KXom,
meM
con lo que se prueba APEN(R).
5) = 6) Supongamos valido APEN(R). Sean {X;};-, C p(R), mostraremos

que podemos aplicar APEN(R) a {H X/ melN\ {O}} Sabemos que R? es
i=1

biyectable con R, asi que sea h una biyeccion entre ellos. Ahora definimos recur-

sivamente funciones biyectivas f,, : R™ — R. Sea f; = IdR y, suponiendo a f,

definida, sea ™" ((21,..., Zn, Zni1)) = h(f"((x1, ..., 70)), Tny1). De esta forma

aplicamos APEN (R) al conjunto < f™ HXZ' / m eI\ {0} ;. Asi existe M

# (). Sea (ap,) € H m [H Xi‘|7

m
un conjunto infinito tal que H m [H X;
meM i=1 meM i=1

m

claramente ((f™) !(a,)) € H (H X;). Por lo que existe un conjunto M infi-
meM i=1

m
nito tal que H (H X;) # 0.
meM i=1
Sea m_1 = 0 y enumeremos M ascendentemente, es decir M = {m,; / i € N}
oo My
tal que sii < j entonces m; < mj. Sea (anm,) € H(H X;). Notemos que a,, € R",
i=1 i=1
por lo que a,, = (al, ...,al). Definamos (b,) de tal forma que b, = a%_; para
todo m,, < k < mp41 y todan € NU{—1}, en otras palabras,

mo+1 _mo+2
1 )

(bn) = (ag,aé, g, ay ,a mit+l )

my
Y KN 1 yene)e
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Claramente (b,,) € H X;, lo que prueba AEN(R).*
i=1
6) = 7) Supongamos AEN (R). Como existe una biyeccion entre p(IN) y R
resulta que AEN (p(IN)) es valido. Sea (X, 7) un espacio topologico segundo
numerable con X C p(N). Sabemos que existe B = {U; / i € N} una base de
la topologia 7'% que no incluya al conjunto vacio. Utilizando el AEN (p(IN))
oo

seleccionamos (a,,) € H U;. Notemos que para toda k, ay € Uy, por lo que para
i=0

todo V abierto de X, como existe kg tal que U, C V, tenemos que existe kg tal

que ay, € V. Por lo tanto {a,} -, es denso en X y X es separable.'”

7) = 8) Es claro pues R puede verse como el conjunto de cortaduras de
Dedekind de p(Q) que es biyectable con p(IN) y su topologia es dos numerable.
Por tanto, para todo X C R la topologia inducida es segundo numerable y, por
7), X seria separable.

8) = 1) Sea A C R y xo un punto de acumulacion de A. Por 8) tenemos que
A es separable, por lo que existe A; = {a; / i € N} C A denso. Sea

kn=min{k € N / |zo — ar| < 1/n}

al ser g un punto de acumulaciéon de A y Ay denso, tenemos que para todo
n > 0, k, esta bien definido. Notemos que la sucesion {ax, },-; € A converge a
Zo-

6) = 9) Supongamos AEN(R) y sea (X, 7) un espacio segundo numerable.
Al ser segundo numerable existe una base numerable de la topologia lo que
implica que no existen méas abiertos que funciones de w en 2,'® es decir, hay
una funcién inyectiva de 7 a “2 que es biyectable con R. Por tanto es valido
AEN(T).

Sea C' una cubierta abierta de X. Mostraremos que existe C’ una subcubierta
numerable de C. Sabemos que existe B = {U; / i € IN} una base de la topologia 7.
Sean C,, ={Ue€C /U, CU}yM={keN/Cy#0}. De esta forma, usando
AEN (1) tenemos que existe (V;) € H C;. Notemos que C' ={V; /i € M} es

ieM
una subcubierta numerable de C, esto sucede ya que para cada x € X existe
U e C, x € U; al ser U abierto, existe k € IN tal que x € Uy C U; finalmente,
sabemos que Uy C Vj, por lo que para todo x € X existe V € C’ tal que x € V.
Lo anterior muestra que (X, 7) es Lindelof.

9) = 10) Para todo X C R la topologia inducida de X es segundo numerable.
Por 9), X es Lindelof.

15Notemos que esta prueba es valida para mostrar que APEN implica AEN.

16Recordemos que una base B es un conjunto de conjuntos abiertos tales que para todo V'
abierto y para todo x € V existe U € Btalquex € U C V.

17Notemos que AEN puede demostrar el resultado anterior eliminando la hipotesis de p(IN).

18 Como cada abierto es la unién de los abiertos de la base que contiene, si numeramos la
base, a cada abierto podemos asignarle la funciéon que indique si el elemento de la base esta
contenido o no. Esta asignacién es inyectiva.
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10) = 11) Como R C R, tenemos que R es un subespacio de R, por lo que
por 10) R es Lindel6f.

11) = 12) Notemos que N es cerrado en R (pues su complemento es (—oo, 0)U

U (i,141) que es abierto). Basta probar que todo conjunto cerrado de un Lindelof

Zes Lindeldf con la topologia inducida. Sea A C X un conjunto cerrado con X
un espacio topologico Lindeldf, y C' una cubierta abierta de A. Notemos que
CU (X \ A) es una cubierta abierta de X, por lo que existe C’ una subcubierta
numerable. Finalmente, C’ \ {X \ A} es una subcubierta numerable de C.

12) = 13) Tomemos f : IN — Q una biyecccion. Como IN tiene la topologia
discreta, f es una funcion continua!®. Sea C' una cubierta de Q. Notemos que
D = {f7'[U] /U € C} es una cubierta abierta de IN (pues f es biyeccién
continua), por 12), sabemos que existe D’ = {f~'[U;] / i € N} subcubierta
numerable de D. Finalmente, es claro que C' = {U; / i € N} es una subcubierta
numerable de C.%°

13) = 6) Demostraremos que para todo subconjunto no acotado existe
una sucesion no acotada. Sea A C R no acotado, sin pérdida de generalidad,
supongamos que no tiene cota superior?!. Sea C' = {(—00,a) NQ / a € A}, C es
una cubierta abierta de @ pues A es no acotado; por 13), existe C’ una subcubierta
numerable. Ahora, como sabemos que sup(—oo,a) N Q = a tenemos que para
todo elemento U € C’, supU € A. Dado que C’ cubre a Q, {supU / U € C'} es
una sucesion no acotada contenida en A.

6) = 14) Es la demostracion 1 del teorema 3.2.3.

14) = 6) Demostraremos por contrapositiva que si asumimos la equivalencia
entre continuidad secuencial puntual y continuidad puntual entonces es cierto
que si a es un punto de acumulaciéon de X C R entonces existe una sucesion
contenida en X con limite a. Supongamos que existen a y X tales que ninguna
sucesion de X alcanza a a. De esta forma a ¢ X. Consideremos xx : R — R la
funcion caracteristica de X, esta funcién no es continua en a (pues para € = 1/2
y para toda d > 0 existe s € X N (a —1/2,a+1/2) por lo que |z5 —a| < § pero
|f(a) — f(zs)|=10—1] =1>1/2 =¢). Sin embargo, toda sucesién con limite
en a estd contenida en R\ X, por lo que xx es secuencialmente continua. Esto
contradice 14).

l.q.q.d.

Definicion 3.4.3. X es secuencialmente compacto si y solo si que para toda
sucesion de X exista una subsucesioén convergente en X.

Teorema 3.4.4. Los siguientes enunciados son equivalentes:

19Esto prueba que todo espacio topolégico numerable es la imagen bajo una funcién continua
de IN.

20Notemos que lo anterior es una prueba de que las imagenes continuas de un Lindelsf
son Lindel6f. Por otra parte, toda la prueba anterior se puede cambiar a que todo espacio
numerable es Lindeldf, este resultado también es equivalente a AEN (R).

21De no ser asi, trabajaremos con —A. Al final, al obtener la sucesién, la sucesion de negativos
estard en A y sera no acotada.
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1. R es secuencial.

2. Ser completo es equivalente a ser cerrado en R, para subconjuntos de R.

8. AE(cR), es decir, si {X;},c; es un conjunto de subconjuntos completos de
R entonces HXZ- £ 0.

iel

4. AEN(cR), es decir, si {X;},c,, es un conjunto de subconjuntos completos

de R entonces H X; #0.
1EW

5. Los subespacios completos de R son separables.

6. Los conjuntos no acotados y completos de R contienen sucesiones no
acotadas.

7. Ser compacto es equivalente a ser secuencialemnte compacto para subcon-
juntos de R con la topologia inducida.

8. Ser compacto es equivalente a ser completo y acotado, para subespacios de
R.

Demostracion

1)

= 2) Desde ZF~ se puede probar que todo espacio cerrado es completo,

pues como un cerrado tiene a todos sus puntos de acumulacion, tendra a los
limites de todas las sucesiones de Cauchy. Sea X C R un espacio completo, esto
implica que el limite de toda sucesion de Cauchy contenida en X estd en X,

como

toda sucesion convergente es una sucesion de Cauchy, tenemos que X tiene

a los limites de todas sus suceciones. Por 1) R es secuencial, lo que implica que
X es cerrado.

2)
todos

= 3) Sea {X;},.; un conjunto de subconjuntos completos de R, por 2)
estos conjuntos son cerrados. Basta mostrar que si {Yz}ze ; s un conjunto

de subconjuntos cerrados de R entonces H Y; # 0. Sea

al ser

i€l
n, =min{k e N / Y; N[k, k] # 0},
Y; cerrado tenemos que Y; N [—n;,n;] es cerrado, por lo que

mfY; N [—n;,n;] € Y; N [—n;,n;

para todo ¢ € I, esto implica que (Inf Y; N [—n;,ny]) € HYZ-. Esto demuestra

i€l

= 4) Claramente AE(cR) implica AEN (cR).
= 5)

5) Sea X C R un espacio completo. Ahora consideremos los conjuntos

[p,q] N X # 0 con (p,q) € Q> Como [p,q] y X son espacios completos, si
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[p, g N X # () entonces la interseccion también es completa, por lo que 4) implica
que existe (ap,q)) € H [p,q] N X. Notemos que el conjunto
[p,a]NX#0

B={Xn(pq) / (pa) € Q*}

es una base del espacio X y que para todo X N (p,q) # 0 existen racionales
p <r<s<gqtales que () # X N[r,s] € X N(p,q), porlo que a;,. 5 € X N(p,q).
Lo anterior implica que el conjunto {a<p,q> / [p, g N X # @} es denso en X.

5) = 6) Si A es un subconjunto no acotado y completo de R, por 5) tenemos
un conjunto denso y numerable de él. Este conjunto es una sucesién no acotada.

6) = 1) Sea X C R secuencialmente cerrado y supongamos que existe un
punto de acumulacion a ¢ X. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
a=1y X C (0,1)*2. Sea h : (0,1) — R un homeomorfismo que preserve
el orden y tal que |z — y| < |h(x) — h(y)| para todo z,y € (0,1).?> Con esta
propiedad tenemos que h[X] es completo y no acotado?*. Por 6), tenemos que
existe {Yn },cn € h[X] no acotada. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que esta sucesion diverge a infinito (que no tiene puntos de acumulacion). Por
tanto la sucesion {hil(yn)}n e © X converge a 1. Esto contradice el hecho de
que X sea secuencialmente cerrado. Por lo tanto, ser secuencialmente cerrado
implica ser cerrado en R.

2) = 7) Sabemos que desde ZF~ ser compacto en R es equivalente a ser
cerrado y acotado, y, que si tomamos una sucesiéon acotada ésta tiene un punto
de acumulacion®®. En el teorema 3.4.2, en la implicacion 8) = 1), se muestra
como crear una subsucesion convergente a un punto de acumulacién, lo que
muestra desde ZF~ que compacto implica secuencialmente compacto. Para el
regreso, tomemos X secuencialmente compacto. Sea {a,,} una sucesion contenida
en X que converja a a € R, por ser X secuencialmente compacto existe una

22Esto lo podemos hacer pues la traslacion f(z) = z + (1 — a) es un homeomorfismo de R
en si mismo, por lo que f[X] seguiria siendo secuencialmente cerrado y tendria como punto
de acumulaciéon a f(a) =1 ¢ f[X]. Después, podemos suponer que f[X] C (—o0,1], de no
serlo cada elemento mayor que 1 lo enviamos a su inverso multiplicativo, esta funcién también
es continua por lo que todo se mantendria igual. Finalmente, dado que 1 ¢ f[X] C (—o0, 1],
tenemos que f[X] C (—o0,1) que es homeomorfo a (0,1) con un homeomorfismo que preserve
el orden, tendremos que h[f[X]] tiene como punto de acumulacién a 1.

23La funcion h : (0,1) — R tal que

-1 € 1]
- T =
4z 4
1 3
h(z) = 4 — 2 nggz
—1 6[3 1]
x R
4z — 4 4

es un ejemplo de este tipo de homeomorfismos.

24 Aunque la parte de no acotado es obvia, en la parte de completo, si tomamos una sucesion de
Cauchy en h[X], la sucesiéon de preimagenes también sera de Cauchy (pues [z—y| < |h(z)—h(y)]|)
asi que existird un punto de convergencia en X cuya imagen seré el punto de convergencia en
h[X].

25Por el teorema de Bolzano Weierstrass.
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subsucesién convergente, sin embargo, el tinico punto de acumulaciéon de la
sucesion es a, por lo que a € X. Esto muestra que X es secuencialmente cerrado
y, por 2), esto implica que X es cerrado.

La demostracion de que X es acotado la haremos por contradiccion. Suponga-
mos que X es no acotado. Como X es cerrado, es completo, asi que, por 6) (que
ya mostramos que es equivalente a 2)) tenemos que existe una sucesion no aco-
tada en X, digamos, {y,}. Consideremos la siguiente sucesion {zm, = Yn,, freeo
donde n,,, = min{k € N / m < y;}. La sucesion de las z’s no tiene puntos de
acumulacién, por lo que no tiene subsucesiones convergentes. Esto contradice la
compacidad secuencial de X. Por lo tanto X es acotado. Como tenemos que X
es cerrado y acotado, X es compacto.

7) = 8) Sabemos que desde ZF~ ser compacto en R es equivalente a ser
cerrado y acotado, y, desde ZF~ todo cerrado es completo por lo que todo
compacto es completo y acotado. Ahora, sea X un conjunto completo y acotado
y {an};2, una sucesion de elementos de X. Como X es acotado el teorema
de Bolzano-Weierstrass implica que tiene un punto de acumulacién a, por la
técnica mostrada en la implicacién 8) = 1) del teorema 3.4.2, tenemos que
existe una subsucesion convergente a este punto. Basta mostrar que a € X para
demostrar que es secuencialmente compacto, sin embargo, como toda sucesion
convergente es de Cauchy, y X es completo, tenemos que a € X. Por tanto X es
secuencialmente compacto y, por 7), es compacto.

8) = 2) Sea X completo. Al ser X N [—n,n] completo y acotado, por 8) es
compacto, y por tanto es cerrado para todo nimero natural n. Sea x € R\ X y
seany, =min{k e N / z € [-k,k]} y

my =min{k e N\ {0,1} / (z—1/k,z+1/k) C[-ns +1,n, +1]NR\ X}.

my estd bien definido ya que al ser R\ (X N[—ny — 1, n, + 1]) abierto con
como elemento, sabemos que existe otro abierto € > 0 tal que

(x—e,x+e) CR\ (X N[—ns —1,n, +1]).

(
Por otra parte, como |z — (n, +1)| > 1 (pues & € [—ny,ng]) si € < 1 tenemos
que (z — e,z +¢€) C [-n; — 1,n, + 1]. Como

R\ (XN[-ny—1n,+1)) =R\ X)U (-0, —ny — 1)U (ny; + 1, 00),

tenemos que (v — 1/mg, x4+ 1/m,) C R\ X. Por tanto, X es cerrado.

l.q.q.d.

Los 14 puntos del primer teorema nos muestran que con un debilitamiento de

AEN podemos trabajar y crear las herramientas bésicas del Anéalisis Matematico

en R. El segundo teorema nos explica que, asumiendo AEN (R), algunas nociones

de compacidad coinciden en R, esto es importante pues en el libro [8] se muestra

que, sin el Axioma de Eleccién, existen tres o cuatro nociones de compacidad
que no coinciden (que si coinciden si asumimos el AE).
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Por otra parte, algunos de los teoremas de la seccién anterior pueden genera-
lizarse. Todos aquellos que hablan de funciones f : [0,1] — R pueden cambiarse
por funciones f : K — R con K compacto (por ejemplo el teorema 3.3.5). Estas
generalizaciones se pueden hacer pues en la prueba se utiliza que Q es denso en
[0, 1], sin embargo, con el AEN(R) tenemos que K tiene un subconjunto denso
numerable.

Hablando de teoria de la medida, como se muestra en 2.5.5, la regularidad
de la medida de Lebesgue se puede demostrar utilizando AEN(R).

3.5. Mas alla de R

El Teorema de Arzela-Ascoli es uno de los primeros teoremas que nos sacan
de R y nos presentan otro tipo de espacios. Su importancia radica en que da una
caracterizacion de los conjuntos compactos (precompactos o totalmente acotados,
depende la version) en el espacio de funciones continuas C°(X, Y) con X un
espacio métrico compacto y Y un espacio métrico completo. Esta caracterizacion
hace a los conjuntos compactos (y a los espacios) méas entendibles y manejables.

Definiciéon 3.5.1. 1. Un espacio métrico (X, d) es totalmente acotado (o
precompacto) si y solo si para toda e > 0 existen una cantidad finita de

n
puntos a; con 1 < i < n tal que X C U Bx(aj,€) donde
i=1

Bx(z,e) ={y € X / d(z,y) <e}.

2. A es relativamente compacto si y solo si la cerradura de A es compacta.

3. F, un conjunto de funciones continuas de (X, dx) a (Y, dy), es equicontinua
en zg € X siy solo si para toda e > 0 existe d, . tal que si dx (2o, ) < 4.
entonces dy (f(20), f(z)) < € para toda f € F.

4. F es equicontinuo si y sélo si es equicontinuo en todo elemento de X.

5. Bx(a,0) ={y / dx(a,y) < 6}, Bx(a,6) ={y / dx(a,y) <6} ysi AC X,
A es la cerradura de A2,

No es dificil mostrar en ZF~ que Bx/(a,d) siempre es abierto y Bx(a,?)
cerrado?”. Por otra parte, aunque asumiendo el Axioma de Eleccion resulta que
la nocién de precompacto y de relativamente compacto coinciden, en ZF'~ s6lo
podemos mostrar los siguiente puntos:

Teorema 3.5.2. 1. Todo espacio compacto es totalmente acotado.

2. Todo conjunto totalmente acotado es acotado.

26Donde la cerradura es el minimo cerrado bajo la contencién que contiene a A.
27Una demostracion de esto se puede encontrar en [4, pp.29-31].
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8. Si X es un espacio totalmente acotado y A C X, entonces A es totalmente
acotado.

4. Si X es relativamente compacto entonces X es precompacto.

Demostracion

1. Sea X compacto y € > 0, entonces C = {Bx(x,€) / © € X} es una cubierta
abierta de X, por lo que existen una cantidad finita de puntos a; € X con

n
1<i<ntal que X C U Bx (a;,e€).
i=1
2. Sea X un conjunto totalmente acotado. Por tanto existen ai, ..., a, tales
n
que X C U Bx(a;,1). Sea r = méx {dx(a1,a;) / 1 <i<n}, por lo que

i=1

X C Bx(ai,r+2).
3. Sea X totalmente acotado y A C X, sabemos que para toda ¢ > 0
n

E). Sean

existen x1,...,z, para alguna n € IN tal que X C U Bx (z;, 5

i=1
Ny, ..., Ny, los nmeros i entre 1 y n tales que A N Bx (x;, %) # (), y sea
€
a; € AN Bx(z,,, 5) para toda 1 < i < m. Como para todo z € Bx (¢, d)
se cumple que Bx(c,0) C Bx(z,2d), tenemos que

AC

=

DN
N
=
oy}
=
=
E
o

BX(xnm 5

I
—
o
I
—

i

Finalmente, como B4(c,d) = Bx(c,d) N A obtenemos que

S

—:

- Ba(any,,¢).

=1

Por lo que A es totalmente acotado.

4. Sea X relativamente compacto, entonces X es compacto, por lo que X es
totalmente acotado (o precompacto). Como X C X tenemos, por el inciso
anterior, que X es precompacto.

l.q.q.d.
Con las definiciones anteriores ya podemos escribir el teorema que nos interesa:

Teorema 3.5.3 (Arzela-Ascoli K-Y). Sea K un espacio métrico compacto y'Y
un espacto métrico completo. F' C CO(K, Y) es relativamente compacto si y sélo
si F es equicontinuo y F(x) = {f(x) / f € F} es relativamente compacto en'Y
para toda x € K.
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La demostracion de este teorema puede revisarse en [4], sin embargo, su
demostracion usa mas eleccion que AEN (R). Suponiendo el teorema anterior
tenemos el siguiente corolario:

Teorema 3.5.4 (Arzela-Ascoli K-R). Sea K un espacio métrico compacto.
F C C’O(K7 R) es relativamente compacto si y solo si F es equicontinuo y
F(z) ={f(x) / f € F} es acotado en'Y para toda x € K.

Mostraremos que una implicacion del Teorema de Arzela-Ascoli K-R con K
compacto y separable es equivalente al AEN(R). Para demostrarlo deberemos
tomar en cuenta que toda funcién continua se define por los valores que toma
en un conjunto denso. Dado que K es separable, tiene un subconjunto A denso
y numerable, por lo que toda funcién continua f : K — R esta definida por
su restriccion a A. Por lo que hay 4R funciones continuas, sabemos que IN es
biyectable con A y R con N2. Esto muestra que el tamafio de C° (K,R) es el
mismo que el de ]N(]N 2) que, haciendo cuentas, es biyectable con R. Por tanto, si
K es compacto y separable podemos usar el siguiente lema:

Lema 3.5.5. Asumiendo AEN(R), si X es un espacio totalmente acotado bi-
yectable con R, entonces toda {xy}, .y € X admite una subsucesion de Cauchy.
En caso de que X CY con'Y un espacio completo, tendriamos que la cerradura
de X es secuencialmente compacta, pues toda sucesion tiene una subsucesion
convergente (a este concepto le llamaremos relativamente secuencialmente com-

pacto).

Demostracion

Dado que R es biyectable con X, tenemos que R™ es biyectable con X™.
En la implicaciéon 5) = 6) del teorema 3.4.2, mostramos sin utilizar el AE que

R™ es biyectable con R y, por tanto, sabemos que sin el Axioma de Eleccion
o0

podemos biyectar a R"™ con (n,n + 1). De esta forma el conjunto U X" es

n=1

biyectable con U (n,n+ 1) C R, por lo que si es valido AEN (R), entonces es
n=1
valido AEN(| J x™).

n=1

oo m
q 1
Sean A,, = {a = (a1, ...,am,) € U X"/ XC U Bx (a;, )} subconjuntos
n
n=1 i=1

o0
de U X". Como X es totalmente acotado tenemos que A, # @ para toda n.

n=1

Utilizando AEN(U X™) tenemos que H A, # 0. Sea (ay) € H A, # 0
n=1 n=1 n=1
donde ai = (ag, ...,ap™).

Sea {,},cn € X una sucesion, mostraremos que esta sucesion tiene una
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subsucesion de Cauchy. Definimos /3 como el minimo natural [ tal que

l
Bx(ay,1) N {zn},en
es infinito. Este natural existe ya que, como {2y}, es una sucesién contenida

my

en X C U Bx(a%,1), no todas las bolas pueden intersectar finitamente a la
i=1

sucesion. Seguimos definiendo, sea b; = alf y

ny=min{l €N / xy € Bx(b1,1)}.

k
1
Supongamos que tenemos definidos Iy, b, nx y que {z,},, oy N ﬂ Bx (bj,-)
: J
Jj=1
es infinito. Definimos l;+1 como el minimo natutral ! tal que

k

) ({2n e 0 () B b, %))

Jj=1

1
Bx (! —
X( k+1> k+1
k
. . 1 . .
es infinito. Dado que suponemos que {z,}, . N ﬂ Bx (b;, =) es infinito, la
: J
Jj=1
existencia de una bola que contenga una cantidad infinita de ellos es clara.

k+1
1
Finalmente, sean by = aifjll y Ngy1 = min {E eEN/z€ ﬂ Bx (b, )}
i
i=1
Claramente la sucesion (z,,) es de Cauchy. Para verlo, sea e > 0y N tal que

1
N < ¢. Entonces, para toda m,l > N tenemos que z, &, € Bx (bn, N)’ por lo

1
que dx (zy, Tm) < i < e.

l.q.q.d.

Teorema 3.5.6. Los siguientes son equivalentes:

1. AEN(R).

2. Sea K un espacio métrico compacto y separable. Si F C C°(K,R) es
equicontinuo y F(x) = {f(x) / f € F} es acotado en R para toda x € K
entonces F' es relativamente secuencialmente compacto.

Prueba

2) = 1) Como observacion inicial, es importante remarcar que si F es
relativamente secuencialmente compacto, entonces F'(x) es acotado para toda
x € K. Para mostrarlo, sea F' relativamente secuencialmente compacto, como
estamos utilizando la métrica del méaximo tenemos que F(z) es secuencialmente
compacto en R para toda x € K, por lo que F(X) es cerrado y secuencialmente
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compacto. Si F(z) no fuera acotado, entonces F(z)N([-n—1, —n]U[n,n+1]) # 0
para una infinidad de n’s, por lo que la sucesion creada por los

inf F(z) N ([-n—1,—n]U[n,n +1])

que si estan definidos resulta estar contenida en F'(x), ser no acotada y no tener
puntos de acumulacion. Esto contradice que F'(z) sea secuencialmente compacto.
Por tanto F(z) es acotado, al igual que F(z).%®

Por el teorema 3.4.2, basta mostrar que todo conjunto de R contiene una
sucesion no acotada. Sea A C R no acotado, y F = {fp: [0,1] - R / be A}
donde f es tal que para todo = € [0,1], fp(z) = b. Esto implica que F(0) =
A es no acotado, y por la observacion, tenemos que F no es relativamente
secuencialmente compacto. Por tanto existe { fp, } que no tiene subsucesiones
de Cauchy. Dado que

oo (fon s fo.) = dcoqo,1,R) (fons fo,) = zfél[%)i] | fon (@) = fo,.(@)] = [bn — bns
tenemos que la sucesion {b, }, .y no tiene subsucesiones de Cauchy. Lo anterior
implica que no tiene puntos de acumulacion. Si tuviera uno, digamos b, entonces
la sucesion {by, } g conny =min{i € N / (Vj < k(i > n;)) & (|b; —b| < 1/i)}
convergeria a b y por tanto seria de Cauchy.

nelN

Como {by,},, ¢y no tiene puntos de acumulacion, por el Teorema de Bolzano-
Weiestrass, {bn},,cy €s un conjunto no acotado.

1) = 2) Supongamos que F' es equicontinua y F'(x) es acotado en R para todo
x € K, queremos probar que F' es relativamente secuencialmente compacto. Para
hacerlo, demostraremos que es totalmente acotado lo cual, utilizando AEN (R),
implica la relatividad secuencial compacta.

Dado que R es completo, C°(K, R) también lo es (esto es una generalizacion
del teorema 3.3.8). Sea ¢ > 0, al ser F' equicontinuo, para cada z € K existe
0, > 0 tal que para toda f € F'yy € K tal que dg(y,2) < I, tenemos

€
que |f(2) — fy)| < 1.29 Como K es compacto, existen zi, ..., 2, tales que

m

€

K C LJl Bg (2, 1

i=
acotado (pues los acotados son relativamente compactos). Lo anterior implica
que existen x1,...,z; € R:

). Como cada F(z;) es actodado en R, entonces es totalmente

€ € € €
) C (z1— <, Hu.. - & 9.
F(z1)U...UF(2m) C (21 4x1+4)U U (2 4xk+4)

Consideremos el conjunto finito S = {0 : {1,...,m} — {1, ..., k}}. Para cada
o€ SseaF, = {f cF/ fla) € (o) — i,xa(i) + E)Vz e {1, ...,m}}. Dado
que

€ € € €
F(z1)U..UF(zm) C(x1— -1+ ) U U(ap — -,z + —)
4 4 4 4
28 Aqui mostramos que en ZF ™ ser cerrado y secuencialmente compacto es lo mismo que ser
cerrado y acotado, por tanto, compacto.
29Para no utilizar el A.E. podemos utilizar el truco de elegir §, racional.
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para toda f € F y toda i € {1,...,m}, existe j} e {1,...,k} tal que

€ €
Tii + —

f(zi)e(x]}_iv 7} 4)7

por lo que si definimos o € S tal que o¢(i) = jjc tenemos que f € F,, por lo

que ' C U F,.
oces
Mostraremos que cada F, estd contenido en una bola de radio €. Sean

" €
fg€F,yzekKc QBK(zi,Z),

dic(2,7) < 3, 1o que implica que |f() — f(z1)| < § ¥ l9(2) — 9(z0)] < 7. De
esta forma:

sabemos que existe 1 < ¢ < m tal que

4e
[f(2) =g < 1f ()= f (z0) [H|f (z0) =0 i) oy =g (20) [ Hlg (20) 9 (2)| < - = €.
Por tanto doo(f,9) = mea}>((|f(m) — g(x)] < €, en consecuencia F, es un

subconjunto de Beo(x r)(h, €) para toda h € F,. Asi, si seleccionamos g, € F,
(lo cual es una eleccion finita asi que no se utiliza AEN(R)) tenemos que

FC U Beo(xr) (9o €)-
€S

l.q.q.d.

Con esto, si es valido el AEN(R) entonces tenemos una condicion suficiente

para la compacidad secuencial en algunos espacios de funciones. Horst Herlich
en su libro [8] demuestra el siguiente teorema en la pagina 100:

Teorema 3.5.7. Sea ' C CO(IR, R), las siguiente son equivalentes:

1. Toda sucesion en F tiene una subsucesion que converge continuamente a
alguna funcion g (aunque no esté en F).3°

2. F es equicontinua y para toda x € R, F(x) es acotada.

Sin embargo, AEN (R) (e incluso AEN) no es todo poderoso. Existen teoremas
de Anaélisis/Topologia general que no se puden demostrar. Una vez méas, Herlich
en [8, pp. 95-96] nos muestra un ejemplo:

Teorema 3.5.8 (Teorema de Ascoli). Para todo espacio localmente compacto
y Hausdorff X, y todo espacio métrico Y, tenemos que F C Oco(X,Y)31 es

301a sucesién (fn) converge continuamente a g si y sélo si para toda z € R y toda sucesiéon
yr — x tenemos que fn(yn) converge a g(z).

31Cco(X7 Y) denota al conjunto de las funciones continuas de X a Y con la topologia
compacto-abierta. Véase [13].
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compacto si y solo si F(x) es compacto en'Y para toda x € X; F es cerrado en

el espacio producto Y~ ; y F es equicontinuo®?.

Teorema 3.5.9. FEl teorema de Ascoli es equivalente al Teorema del Ideal Primo
(TIP).

TIP es més fuerte que AEN y que AED, ademas de que permite la existencia
de conjuntos no medibles.

3.6. Utilizando AED

En 1984 se demostro que si es consistente ZF ™~ +AD, entonces es consistente
ZF~+AD+AED. De esta forma, AED es el debilitamiento del Axioma de
Eleccion mas fuerte que es compatible con el hecho de que no haya conjuntos no
medibles de ntimeros reales.

Ya demostramos que AED implica el AEN, por lo que todo lo demostrado en
las secciones pasadas sigue siendo valido al igual que varias de sus generalizaciones.
Por otra parte, con el AED podemos igualar algunos conceptos de compacidad:

Lema 3.6.1. Con AED, tenemos que todo conjunto relativamente secuencial-
mente compacto es totalmente acotado.

Demostracion

Supongamos que X no es totalmente acotado. Por tanto existe ¢y > 0 tal
que X no es cubierto por una cantidad finita de bolas de radio €. Ahora bien,
diremos que {a,...,an}r{b1,....;bn} si y solo si m = n + 1, a; = b; para todo

n

1<i<nybyy ¢ U Bx(a;, €0). Como X no es totalmente acotado, r» cumple
i=1
las hipotesis del AED, por lo que existe una sucesion de subconjuntos (Ay) para
k € IN tal que AgrAg41. Definimos para toda | > 1 a a; como el tnico elemento
de Al \ Al—l-
-1
Notemos que para toda I > 2, a; ¢ U Bx(a;, €p), por lo que para cuales-
i=1
quiera n,m > 1 tenemos que dx(am,a,) > €, de esta forma la sucesion de
{a;},c no tiene subsucesiones de Cauchy, y por tanto, X no es relativamente
secuencialmente compacto.

l.q.q.d.

Teorema 3.6.2. Sea K un espacio métrico compacto. Si F C C°(K,R) es
relativamente secuencialmente compacto entonces F' es equicontinuo y

Fx) ={f(z) | f € F}

es acotado en R para toda x € K.

32En este caso la equicontinuidad dice que para todo x € X y para todo € > 0 existe un
abierto U tal que z € U y paratoda f € Fyy € U, dy (f(z), f(y)) < e.
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Demostracion

Sea F' relativamente secuencialmente compacto, como estamos utilizando
la métrica del méaximo, tenemos que F(z) es relativamente secuencialmente
compacto en R para toda z € K, como el AEN(R) implica que ser compacto es
lo mismo que ser secuencialmente compacto, tenemos que F' (m) es compacto y,
por tanto, acotado. Asi, F/(z) es acotado para toda x € K.

Por otra parte, al ser F' relativamente secuencialmente compacto, por el lema
anterior, es totalmente acotada. Sea € > 0, sabemos que existen g1, ...,g, € F

n
€
tales que F' C U Beo(k ) (9is g) Como K es compacto, la generalizacion
i=1
del teorema 3.3.5 implica que toda g € F' es uniformemente continua, por

lo que existen §; tal que si di(x,y) < d; entonces |g;(z) — g:(y)| < % Sea
€

d = min {d1,...,0,}. Si f € F, sabemos que existe g;, tal que |f(x) —gi,(z)| < 3

para toda 2 € K, por lo que si z,y € K tales que dg (z,y) < ¢ entonces:

|f(x) = )] < 1f(@) = gi; ()] + |93, () — 9: ()| + 19i, (y) — f(y)] < 3 =€

Esto muestra que F es equicontinua (pues para toda f € F, si dg(z,y) <9
entonces |f(z) — f(y)| <e€).
l.q.q.d.

Teorema 3.6.3. Para X espacio métrico, los siguientes son equivalentes:

1. X es compacto.
2. X es secuencialmente compacto.

3. X es completo y totalmente acotado.

Prueba
La demostracion 1) = 2) se puede hacer en ZF~ y es conocida.

La implicacién 2) = 3) ya estd muy adelantada. El hecho de que secuencial-
mente compacto implica totalmente acotado ya lo demostramos. Ahora bien, si
X es secuencialmente compacto, entonces toda sucesion de Cauchy tiene una
subsucesion convergente, pero se puede demostrar que si una suseciéon de Cauchy
tiene una subsucesién convergente entonces toda la sucesion converg«a34

Finalmente, 3) = 1) es una demostracion analoga al teorema de Heine-Borel,
en vez de utilizar los intervalos de R se utilizan la cantidad de bolas finitas dada

€
33Para evitar mucha eleccion se puede pedir que iy sea el minimo j tal que | f(z) —g;(z)| < 3

para todo x € K.
34Esta demostracion se puede encontrar en [4].
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por ser totalmente acotado. Teniendo cuidado, esta elecciéon de bolas se puede
realizar con AED.
l.q.q.d.
El AED es lo suficientemente fuerte para permitirnos hacer mucho del Anali-
sis Matematico que conocemos. Como ya mostramos, tenemos algunas de las
equivalencias mas usuales de compacidad. De igual forma, podemos demostrar
que todo espacio métrico compacto es dos numerable, y que toda topologia dos
numerable es separable y Lindelof.
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Capitulo 4

Conclusiones

A lo largo del trabajo hemos estudiado a la Teoria de la Medida y al Analisis
Matemaético con diferentes axiomatizaciones. Los dos ejes principales fueron los
mundos con conjuntos no medibles y sin ellos. En los primeros dos capitulos
mostramos que el Axioma de Eleccién crea monstruos para la medida de Lebes-
gue aunque, por otra parte, da propiedades a R que pueden ser importantes,
propiedades como los conjuntos de representantes, las bases de espacio vectorial
sobre Q, etcétera.

Sin embargo, bajo el Axioma de Eleccion, al buscar una medida no constante
y que asigne a los puntos el valor cero, nos encontramos con que los nimeros
reales crecen a proporciones inimaginables (inaccesibles) rompiendo muchos
lugares comunes como la Hipotesis del Continuo y abriendo més preguntas que
respuestas. Ademés, esta nueva busqueda pierde sentido. La medida no cero
y difusa que tenga como dominio toda la potencia de R es una medida que
no es regular (como nos lo muestran los conjunto de Bernstein); no puede ser
invariante bajo traslacion (como nos ensenié Vitali con sus conjuntos), ni tener
propiedades bonitas bajo la multiplicaciéon (como se demostr6 con el conjunto
de Vitali multiplicativo). Estas razones nos hicieron buscar otra respuesta sin
utilizar el Axioma de Eleccion.

Asi es como decidimos trabajar con el Axioma de Determinacién. En esta
teoria muchos de los deseos de inicios del siglo XX son verdaderos: vale la Hipotesis
del Continuo, es posible que valga el Axioma de Elecciones Dependientes (y
asi, la unién numerable de conjuntos numerables es numerable, al igual que
las nociones de infinito coinciden); y, principalmente, todos los conjuntos son
medibles bajo la medida de Lebesgue.

Todo el tercer capitulo justifica que gran parte del Analisis Real se puede hacer
bajo el Axioma de Elecciones Numerables en R (mismo que es una implicacion
del Axioma de Determinacion) y al final mostramos que mucho del Analisis
Matemaético se puede hacer utilizando simplemente el Axioma de Elecciones
Dependientes.
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Con lo anterior, la teoria ZF~ + AD + AED parece ser la mejor al momento
de trabajar con la medida de Lebesgue: esta axiomatizacion no permite mons-
truos para la medida, pero permite todo el Calculo y el Analisis, acercAndose
un poco a la forma en que vivimos. Sin embargo, no todo puede ser bueno.
Independientemente de que esta teoria crea problemas en otros ambitos de las
matematicas, en [8] explican que la consistencia del Axioma de Determinacion
es equivalente a la consistencia de la existencia de cardinales de Woodin, mismos
que, en particular, son Cardinales Inaccesibles.

Este detalle no es problema de la seleccion de nuestros axiomas, sino que es
una implicacion de la propiedad que buscamos. Shelah probo6 que la existencia
de modelos donde todos los conjuntos de reales estédn en el dominio de la medida
de Lebesgue necesita que existan Cardinales Inaccesibles.

Algo es claro: la situacion logica de los enunciados “existe una medida cuyo
dominio es toda la potencia de R” y “todos los conjuntos de ntiimeros reales
son medibles bajo la medida de Lebesgue” es complicada. Ambos resultados
llevan a la existencia de Cardinales Inaccesibles lo que los pone muy cerca de
la inconsistencia. Pero trabajar sin ellos nos aleja de los modelos de volumen
buscados en la introducciéon, pues nadie ha podido construir un conjunto que no
tenga volumen, o bien, separar una bola de un kilo en dos bolas de un kilo cada
una.

Al final, si algo nos ha ensenado la légica moderna es que nosotros podemos
decidir. El presente trabajo argumenta porqué es una buena decisiéon trabajar
con ZF~ + AD + AED o con ZF~ + AED+“todos los conjuntos son Lebesgue
medibles”. Si esta axiomatizacion es comoda o conveniente para obtener resultados
queda a juicio de cada uno de nosotros.



Apéndice A
Teoria de la medida

En este apéndice mencionaremos los teoremas y definiciones béasicas de Teoria
de la Medida, todas las pruebas se pueden encontrar en [6].

A.1. o-algebras

Definicién A.1.1. S C p(X) es una o-algebra si y solo si:

1. Xes.
2. Si A€ S, entonces A°=X\AeS.
3. Si{Ai};5 C S, entonces U A eS.
i=0
En estos casos se dird que S es una o-algebra sobre X.
Teorema A.1.2. Para todo E C p(X) existe una unica o-dlgebra S(E) tal que:
= ECS(E).
= Si S es una o-dlgebra sobre X tal que E C S, entonces S(E) C S.

A S(E) se le llamard la o-dlgebra generada por E.

Proposicion A.1.3. Si S es una o-dlgebra sobre X y f: Y — X una funcion
entonces f~1(S) = {f'[A] / A€ S} es una o-dlgebra sobre Y.

Definicién A.1.4. Si consideramos 7 = {(a,b) / a,b € R} la topologia usual
de R, entonces definimos By = S(7). Bg es llamada la o-algebra de Borel, y sus
elementos son conocidos como conjuntos borelianos.
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A.2. Funciones medibles

Definicion A.2.1. 1. Un espacio medible es una pareja (X, S) donde S es
una o-algebra sobre S.

2. Sean (X, S) y (Y,S’) dos espacios medibles. Entonces f : X — Y es una
funcién medible relativa a Sy S’ si y solo si f71(S') C S.

3. En el caso especial en que Y = R y §’ = Bg, llamaremos a las funciones
medibles respecto a Sy Bg funciones S-medibles.

Teorema A.2.2. Sea (X, S) un espacio medible y f : X — R una funcién. Son
equivalentes:

1. f es S-medible.

2. f7]
s
4
5.
1

—oo, ] ={r e X / f(z) <c} €S para todo c € R.
(—o00,0)]={x € X / f(x) <c} €S para todo c € R.
6. f[c,00)] ={x€ X / f(x) >c} €S para todo c € R.
Definicion A.2.3. 1. La funcién caracteristica de un conjunto A C X, de-
notada por x4, se define como x4 : X — {0,1} tal que xa(xz) =1 siy solo
size A

2. s: X — R es una funcion simple si y s6lo si toma tnicamente una cantidad
finita de valores.

Proposicion A.2.4. Consideremos (X, S) un espacio medible.

1. s: X = R es stmple si y solo si existen conjuntos E1, ..., E, C X tales

n
que s(z) = ZXE (x)a; con a; € R para toda i.
i=1

2. Toda funcion simple tiene una descripcion candnica de la forma
n
> xm(@)ai
i=1

dandeEiﬂEjz(Z)siyso’losii;éjyUEiZX.

i=1

3. s5:X = R s(x) = ZXEi (x)a; es S-medible si y sdlo si para todo i,
=1

FE; € S. Una funcion ;;mple S-medible serd llamada S-simple.
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4. Toda funcion S-medible es la resta de dos funciones S-medibles no ne-
gativas, a saber, f = f* — f~ donde f*(x) = méx{f(x),0} y f~(z) =
méx {—f(x),0}.

Teorema A.2.5. Sea (X,S) un espacio medible y f : X — R una funcion

S-medible no negativa, entonces existe una sucesion (s,) de funciones S-simples
tal que:

1. 0< s, <spy1 < f.1
2. f(z) = lm s,(z) para todo x € X.
n— o0
8. Si f es acotada, entonces s,, — f uniformemente en X.

Proposicion A.2.6. Sea (X,S) un espacio medible y (f,) una sucesion de
funciones S-medibles tal que (fn(x)) es acotada para todo x € X. Entonces todas
las siguientes funciones son S-medibles:

€N
5. f*(z) = liminf f;(x) = sup inf fi(z).
neN k2n
6. F*(x) = limsup f;(z) = inf sup fi(x).
nelN k>n

Corolario A.2.7. Sea (X,S) un espacio medible y (f,) una sucesion de fun-
ciones S-medibles convergente, entonces L(x) = lim f,(x) es S-medible.
n—0o0

Proposicion A.2.8. Sea (X,S) un espacio medible y f,g: X — R funciones
S-medibles. Entonces para toda a € R las funciones af, f+g y fg son S-medibles.

A.3. Medidas

Definicién A.3.1. La recta real extendida R se define como el conjunto R U
{—00, 00} = [—00, 00]. Las operaciones entre los reales finitos son las usuales y
se definen las siguientes operaciones:

" 00+ 00=00+2x=2x-+00=00 para todo x € R.

" —00+ (—00) =—00+1x =1+ (—00) = —c0 para todo z € R.

1Si f,g: X = R, diremos que g < f si y solo si para todo z € X se tiene que g(x) < f(x).
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oo siz e (0,00
" 00T =2-00= 0 sixz=0
—00 siz € [—00,0)
—oo  six € (0,00]
s (—0) -z =12 (—00) = 0 sixz=0

o0 siz € [—00,0)

Definicién A.3.2. Sea (X, S) un espacio medible. Una medida en (X, .S) es
una funcién g : S — R tal que:

1. p(0) =o0.
2. u(F) >0, para todo E € S.

3. u es o-aditiva, es decir, si (E,) es una sucesion de elementos de S tal que

E,NE, =0 si m#n entonces u(U E;) = Z“(El)
i=0 =0

A la terna (X, S, 1) le llamaremos espacio de medida.

Proposicion A.3.3. Sea (X, S, u) un espacio de medida. Entonces:

1. p es aditiva, es decir, p(E1 U Es) = p(Eq) + p(Es) siempre que By, Ey € S
y.EerEzzzm.

2. u es mondtona, i.e., si ECF y E, F €8 entonces u(E) < u(F).

3. w es sustractiva, es decir, si E C F, EJF € S y u(E) < oo entonces
u(F\ E) = p(F) — W(E).

4. Si (E,) es una sucesion de elementos de S tal que E; C F;11 entonces

1l U E,) = nh_{rolo 1(En).
n=0

5. Si (F,) es una sucesion de elementos de S tal que F;11 C F; entonces
oo

,u(U F,) < lim p(F,). Si p(Fy) < oo para alguna k € R entonces se
n—oo
n=0
alcanza la igualdad. A los puntos 4 y 5 se les conoce como la propiedad de
continuidad de una medida.

6. Si (A,) es una sucesion de elementos de S, entonces

,“(U Ap) < ZN(AH)~
n=0 n=0

Definiciéon A.3.4. Sea (X, S, 1) un espacio de medida.
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= Definimos el conjunto de los conjuntos p-nulos:
N(u)={E €S/ u(E)=0}.

= Diremos que p es completa si para todo E p-nulo y todo F' C E tenemos
que F € S, lo que implicaria que F € N(u).

= Sea P(z) una propiedad referente a los elementos de X. Decimos que P(x)
es cierta casi dondequiera relativa a p (c.d. rel. p) si existe E € N(u) tal
que P(x) sea cierta para todo z € X \ E.

A.4. Integrar respecto a una medida

Sea (X, S, 1) un espacio de medida fijo.

Definiciéon A.4.1. Definimos los conjuntos

M(X,S)={f:X =R/ f es S-medible}

M*(X,S) = {f € M(X,S) / f(z) >0Vz e X}.

Definicién A.4.2. 1. Sea s : X — R una funciéon S-simple y no-negativa
n

cuya descripcion canonica es s = E a;X g, Definimos la integral de s con
Jj=1
respecto a la medida g como:

/sd,u = Zaju(Ej) €R.
j=1

2. Sea f € M*(X,S) y S(f) el conjunto
S(f) ={s e M"(X,S) / s es simple & s < f}.

Definimos la integral de f respecto a p como:

/fdu=sup{/sdu/568(f)}€13~

3. f € M(X,S) es integrable con respcto a p si y solo si /f*’d,u < ooy

/f_du < 00. Definimos la integral de f respecto a p como:

[rin=[rrau-[rduer
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4. Sea f una funcion integrable. Para cada E € S definimos la integral de f

respecto a p en E como:
/ fu = /f xwdp.
FE

Si X =Ry E = [a,b] un intervalo (puede ser semi abierto o abierto)
b
entonces/ fdu denota a fdu.
a [a,b]
Proposiciéon A.4.3. 1. Cada una de las definiciones dadas en A.4.2 es una

generalizacion de la anterior. Es decir, si s es una funcion S-simple no-
negativa entonces /sd,u es el mismo numero sin importar si se calcula de

cualquiera de las tres formas descritas. Andlogamente para las funciones f
S-medibles y no negativas.

2. Seanc e R y f,g € M(X,S) funciones integrables entonces cf y cf + g
son funciones integrables y

/(Cf+g)du=/Cfdu+/gdu=0/fdu+/gdu-

3. f es una funcion integrable siy sélo si |f| = fT+f~ es integrable. Ademds,

para todo E € S |/ fdp| S/ |fldp.
B E

4. Si f es integrable y g es una funcion medible tal que |g| < |f| entonces g
es una funcion integrable.

5. 81 f y g son funciones S-medibles no negativas tales que g < f, entonces

Oﬁ/gdué/fd/i-

A.5. Medida de Lebesgue en R

Definicién A.5.1. 1. Definimos la medida exterior de Lebesgue para un
conjunto A C R como:

A*(A) = inf {Z(bi —a;) ) AC U(ai,bi)}
=0 =0

2. Los conjuntos Lebesgue medibles de R seran los conjutos E tales que para
todo A € p(R) se cumple la igualdad A*(A) = A"(ANE)+ A (A\E). £
denotaré el conjunto de los conjuntos Lebesgue medibles.

3. La medida de Lebesgue A se define como la restriccion de la medida exterior
de Lebesgue a los conjuntos Lebesgue medibles, es decir, A = \*| ..
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Proposicion A.5.2. 1. § € L y A*(0) =0 = X\(0).
2. L es una o-dlgebra.

3. Para todo A € p(R), \*(A) > 0. En consecuencia, para todo E € L
AME) > 0.

4. Si F C E CR entonces \*(F) < \*(E).
5. Si{A;};2, C p(R) entonces )\*(U Ap) §Z A (A;).
i=0 i=0

6. Si {Ei}fio C L es una sucesion de conjuntos ajenos entonces

)\(U E;) = Z A(E:).

7. Bg C L.

8 Si ECTR y\N(E) =0, entonces E € L. En consecuencia, si E € L y
A(E) = 0 entonces p(E) C L.

9. Sea A CR. Si existe E € L tal que \*((E\ A) U (A\ E)) = 0 entonces
AcL.

Proposicion A.5.3. )\ es una medida completa.

Definicion A.5.4. A las funciones £-medibles les llamaremos funciones medi-
bles. De igual forma, llamaremos conjuntos medibles a los conjuntos Lebesgue-
medibles.

Proposicion A.5.5. Toda funcion continua de R en R es medible.

Para el caso de R"™ se modifica A* de modo que en vez de intervalos se
n

usan cajas H(ai, b;) y al momento de sumar, los sumandos serian de la forma

=0
n

H(bi — a;). Todas las proposiciones también son validas en este caso.
i=0
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Apéndice B
Teoria de los conjuntos

En este apéndice mencionaremos los teoremas y definiciones basicas de la
Teorfa de Conjuntos, todas las pruebas se pueden encontrar en [3].

B.1. Lenguaje

La Teoria de Conjuntos utiliza un lenguaje especifico. En éste las variables
x,vY,2,a,b,c, ... representan conjuntos, el simbolo = representa la igualdad, los
simbolos €, -, &, V, —, <> representan la pertenencia, la negacion, “y”, “o”, “enton-
ces” y “si y solo si” respectivamente. Finalmente los cuantificadores V, 3 significan

“para todo” y “existe”.

De esta manera, la formula:

Yy Iz —(x € y),

se deletrea como “para todo y existe un x tal que x no pertenece a y” y se lee
como “ningtn conjunto tiene como elementos a todos los conjuntos”.

Como notacion las formulas —(z = y) y —(z € y) se reducirdn a £ y y

Fuera de nuestro lenguaje hablaremos de “clases”. Las clases no necesariamente
son un conjunto y las denotaremos con maytusculas. Formalmente, una clase
representa todos los conjuntos que cumplen una propiedad (formula) ¢, es decir,
{z / ¢(x)}. Por ejemplo, la clase de todos los conjuntos la denotaremos por V' y
representa a la formula = x, de esta forma podemos decir que V = {z / x = z}.
Si una clase no es un conjunto diremos que es una clase propia.
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B.2. Axiomas

Los siguientes son los axiomas que conforman la teoria de Zermelo-Fraenkel
(ZF™):

1.

Extensionalidad VzVyVz(((z € x) <> (2 € y)) = = = y). “Para que dos
conjuntos sean iguales basta con que tengan los mismos elementos”.

. Vacio JzVy (y ¢ z). “Existe un conjunto sin elementos”. Utilizando el

Axioma de Extensionalidad se puede ver que este conjunto es tnico, y se
denota como ), el conjunto vacio.

Par VaVb3zVz((z € ) <> (2 = a V z = b)). “Para cualesquiera dos
conjuntos existe otro cuyos tnicos elementos son ellos”. Utilizando el
Axioma de Extensionalidad para todo a,b se puede ver que este conjunto
es unico, y se denota como {a, b}, el par de a y b. En caso de que a = b
el conjunto {a,a} se denotara como {a}, el conjunto unitario de a. {a,b}
es también conocido como el par no ordenado de a y b, definimos el par
ordenado de a y b como {(a,b) = {{a},{a,b}}.

Unién Va 3z Vz ((z € z) ¢ Bw(z € w&w € z))). “Para cualquier con-
junto existe otro que tiene a los elementos de sus elementos”. Utilizando
el Axioma de Extensionalidad para todo a se puede ver que este con-

junto es dnico, y se denota como Ua, la union de a. Como convencién

U x, la unién de una cantidad arbitraria de conjuntos, denota a U a. Asi

U(LZ' :U{az / 1 EIN}
=0

Potencia Va3zVz ((z € z) + (Yw(w € z = w € a))). “Para cualquier
conjunto existe otro que tiene a todos sus subconjuntos como elementos”.
Utilizando el Axioma de Extensionalidad para todo a se puede ver que
este conjunto es unico, y se denota como p(a), la potencia de a. Como
notacion la formula Vw(w € z — w € a) se reducira a z C a.

Esquema de Comprension Sea ¢ una férmula conjuntista. Entonces
Va3JzVz((z € x) > (2 € a&p(z))). “La coleccion de todos los elementos
de un conjunto con una propiedad dada es un conjunto”. Tomando una
formula conjuntista fija, ¢, y utilizando el Axioma de Extensionalidad se
tiene que para todo a el conjunto descrito en el axioma es tnico, y se denota
como {x € a / p(x)}. Este axioma (junto con los anteriores) implica que
la coleccién de todos los conjuntos no es un conjunto, es una clase.

Infinito 3z ((0 € z) & (Vw(w €  — w U {w} € x))). “Existe un conjunto
inductivo, es decir, un conjunto que tenga al vacio y sea cerrado bajo la
operacion sucesor'”. Utilizando todos los axiomas anteriores se define el

!La operacion sucesor _

T asocia a cada conjunto z el conjunto x U {z}.
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conjunto w = ﬂ {z / x es inductivo}, donde si A es una clase no vacia

y a € A entonces ﬂA ={z€a/Vylye A— zx€y)}. wes el conjunto
inductivo mas pequeno y es el conjunto de los ntimeros naturales para los
tedrico conjuntistas.

8. Esquema de Reemplazo Diremos que una féormula ¢ con dos variables
libres representa una funcional si y s6lo si es una clase de parejas ordenadas
que se comporta como una funcion, es decir,

(Va((VwVz(p(z, 2) Loz, w)) = (2 = w)))) & (Va(Fy(p(a, ))))-

Sea ¢ una formula que represente una funcional. El Axioma de Reemplazo
para ¢ dice: Vo JyVz(z € y <> (Gw(w € z & ¢p(w, 2)))) “La imagen de un
conjunto bajo una funcional es un conjunto”. Utilizando el Axioma de
Extensionalidad para todo a se puede ver que este conjunto es tnico, y, si
llamamos F a la funcional, se denota como F[a], la imagen de a bajo F.
Gracias a este axioma se puede demostrar que no hay funciones inyectivas
de una clase a un conjunto?.

B.3. Ordinales

Definiciéon B.3.1. 1. Un buen orden z es un par ordenado (a,r) con r C
a x a,® tal que para todo b C a no vacio existe z, € b mismo que para todo
deb\ {z}, zprd?

2. COBO = {x / Ja3r(z = (a,r) es un buen orden)} es la clase de los COn-
juntos Bien Ordenados. COBO es una clase propia.

3. Un conjunto x es transitivo si y sélo si todo elemento de x es un subconjunto
de este mismo, es decir: Vy(y € x — y C ).

4. Un numero ordinal es un conjunto transitivo que ordenado bajo la perte-
nencia es un buen orden, es decir, o es un ordinal si y s6lo si

Vyly € a = y C a)) & ({a, €) € COBO).

A partir de este momento utilizaremos las letras griegas a, 3, v, §, 1, £ para
representar ordinales. Algunos ejemplos son ), 1 = {0}, n ={0,1,....n — 1} € w,
w, wU {w} =wt, ete.

Proposicion B.3.2. 1. Va(a ¢ «).

2Esto sucede ya que toda funcional inyectiva tiene una funcional inversa, la inversa seria
una funcional tal que la imagen de un conjunto es una clase. Este contradice el Esquema
Axiomatico de Reemplazo.

3Recordemos que ¢ x d = {{z,y) / (x € ¢) &(y € d)}.

4Recordemos que, cuando se piensa en relaciones, a s b denota (a,b) € s.



118 APENDICE B. TEORIA DE LOS CONJUNTOS

Sia € yp ey entonces a € 7.
No es posible que o € 8 y que B € a.
VaV(a e BVa=LVpEEa).

SAREE SIS

Si a es un ordinal, o = a U {a} también es ordinal y es el sucesor
inmediato de .

Cuando no cree confusion, 8 < « significarda f € ay f < a, (B € aV f=a).
Proposicion B.3.3. 1. a C [ siysdlo sia <.
2. a C B siy sdlo sia€p.
Ya¥B(a C AV B C a).
Six € a, x es un ordinal.
a={8/ B es ordinal & B < a}.

Six C a yx es transitivo, entonces x es ordinal.

NS &t e

an B es un ordinal.

Teorema B.3.4 (Principio del Minimo ordinal). Toda clase no vacia de ordinales
tiene un elemento minimo. Es decir, si C' es una clase no vacia de ordinales,
entonces se cumple que o € CVPB € C(a= BV a € 5). A saber, el minimo es

Nc.
Como notacion, OR sera la clase de todos los ordinales
OR = {z / x es ordinal} .
Corolario B.3.5 (Paradoja de Burali-Forti). OR es una clase propia.

Proposicion B.3.6. 1. Para toda clase C C OR, ﬂC € OR.

2. Para todo conjunto a C OR, Ua € OR.

8. C C OR es un conjunto si y sdlo si es acotado, es decir, si existe o tal que
para todo B € C, B < a.

4. C C OR es una clase propia si y sélo si es no acotado.

5. Para toda clase ) # C C OR, ﬂC = mine C' = infc C.°

5 2 - s . . . . .
°Recuérdese que el infimo es la maxima cota inferior, es decir, si tomamos a r como una
relacion, a es el infimo de los elementos de C si y soélo si

(WbeClarbVb=a))& (Vy(Vd € Cyrdvd=1y)) = (yraVy=a))).
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6. Para todo conjunto a C OR, U a = sup¢ a.’

Definicién B.3.7. 1. Un ordinal 3 es sucesor si es de la forma aU{a} = o™
para algin «a.

2. Un ordinal es limite si y s6lo si no es vacio y no es sucesor.

A la clase de los ordinales limites le llamaremos LIM.

Proposiciéon B.3.8. 1. Para todo B existe « € LIM tal que 8 < «, por
tanto LIM es una clase propia.

2. v8( Bt =8).
3. « es un ordinal limite si y solo si o # (0 y Ua =«

4. Un ordinal es limite si y solo si es inductivo, es decir, si tiene como
elemento al vacio y es cerrado bajo la funcion sucesor.

Proposicion B.3.9. Para todo ordinal o existe un inico nimero natural n(a)
y un tinico ordinal limite £(c) tal que a = £(a) +n(a).” A n(a) se le llama la
parte finita de o y a €(a) su parte limite.

Teorema B.3.10 (Enumeracion). Todo buen orden {(a,r) es isomorfo a un
dnico ordinal, es decir, para todo buen orden (a,r) existe un tinico ordinal «
tal que existe una funcion biyectiva f : a — « tal que para cualesquiera b, c € a,

brc+ f(b) € f(c).

B.4. Induccién y recursién transfinita

Teorema B.4.1 (Principio de Induccion en OR, I). Sea ¢ una formula del
lenguage de la teoria de conjuntos. Si se cumple que

Va € OR((VB(B € a) = ¢(B)) = ¢(a)

entonces se tiene que

Vy € OR(p(7))-

En otras palabras, si una formula tiene la propiedad de que para cualquier ordinal,
si todos sus elementos la cumplen, entonces el ordinal también la cumple, resulta
que es una formula vdlida para todo ordinal.

6Recuérdese que el supremo es la minima cota superior, es decir, si tomamos a r como una
relacién, a es el supremo de los elementos de C si y sélo si

(vbe Cbravb=a))& Vy(Vd e C(dryVvd=1y)) = (aryVy =a))).

"Sumar un natural m por la derecha a un ordinal 8 es lo mismo que utilizar m-veces la
funcion sucesor sobre 3.
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Una generalizacion de este teorema es valida para cualquier clase A que tenga
una relacional asociada R que la bien funde, es decir, es valido para toda clase
A y toda funcional R tal que para cada clase no vacia B C A existe x € B tal
que Vy(y € B — —(yRz)). Esta generalizacion permite utilizar esta primera
forma de induccién no sélo en OR, sino que también en los mismos ordinales o
en algunas secciones del universo conjuntista.

Teorema B.4.2 (Principio de Inducciéon en OR, II). Sea ¢ una formula del
lenguagje de la teoria de conjuntos. Si se cumple que:

1. o(0) .
2. Ya(p(a) = o(a™)).
((y € LIM) & (VE(€ € v = ¢(£)))) = #(7))

—_— =

3. Vv

entonces se tiene que Y3 € OR(p(8)).

Teorema B.4.3 (Recursion Transfinita para OR, I). Sea G una funcional con
dominio el universo, entonces existe una unica funcional F' tal que:

1. El dominio de F' es la clase OR.

2. Ya(F(a) = G(Fla)).®

Para este teorema también existe una generalizacién valida para cualquier
clase A que tenga una relacional asociada R que la bien funde. Gracias a esta

generalizacion tendremos la libertad de definir recursivamente hasta cierto ordinal
o en otras clases de conjuntos.

Teorema B.4.4 (Recursiéon Transfinita para OR, II). Sean G y H funcionales
con dominio el universo y a un conjunto cualquiera, entonces existe una unica
funcional F tal que:

1. dom(F) = OR.

2. F(0) =a.

3. F(at) = G(F(a)).

4. Para todo v € LIM, F(vy) = H(F|,).

Teorema B.4.5 (Recursion Transfinita para OR, III). Sean G y H funcionales
con dominio el universo y a un conjunto cualquiera, entonces existe una unica
funcional F tal que:

1. dom(F) = OR.

8Es importante recordar que F'|o denota a la funcional F restringida a «, por lo que es una
funcién y, utilizamos el Esquema Axiomatico de Reemplazo, un conjunto.
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2. F(0) = a.
3. F(a™) = G(F(a)).
4. Para todo v € LIM, F(y) = H(F[]).

Teorema B.4.6 (Recursion Transfinita para OR, IV). Sea G una funcional con
dominio el universo, entonces existe una unica funcional F tal que:

1. El dominio de F es la clase OR.
2. Ya(F(a) = G(Fla))).

B.5. Ordinales iniciales y cardinales

Definicién B.5.1. 1. Una funcién f : a — b es inyectiva si y s6lo si para
todo z,y € a tales que x # y se tiene que f(xz) # f(y). Si existe una
inyeccion (funcion inyectiva) de a a b diremos que a es inyectable en b.

2. Una funcién f : a — b es suprayectiva si y sélo si para todo z € b existe
x € a tal que f(x) = z.

3. Una funcién f : a — b es biyectiva si y sélo si f es inyectiva y suprayectiva.
Si existe una funcion biyectiva entre a y b diremos que a y b son biyectables.

4. a < b denotara el hecho de que a sea inyectable en b.

5. a < b denotara el hecho de que a sea inyectable en b, mas que no son
biyectables.

6. En caso de que a y b sean biyectables diremos que son equipotentes y lo
denotaremos por |a| = |b].

Proposicion B.5.2. Sean a, b y ¢ conjuntos:

1. Sia=<byb=c entoncesa = c.

2. Sia es biyectable con b y b es biyectable con ¢ entonces a es biyectable con
c.

Teorema B.5.3 (Cantor). Para todo conjunto a se tiene que a es inyetable en
p(a) pero no es biyectable, es decir, a < p(a).

Teorema B.5.4 (Cantor-Schréder-Bernstein). Si se tiene que a y b son con-
juntos tales que a es inyectable en b y b es inyectable en a, entonces a y b son
biyectables.

Teorema B.5.5 (Sandwich). Sean a, b y ¢ conjuntos tales que a y ¢ son
biyectables y tales que a es inyectable en b y b es inyectable en c. Entonces
tenemos que los tres son biyectables.
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Corolario B.5.6. Si tenemos que a < b y que b < ¢ entonces obtenemos que
a<c.

Definiciéon B.5.7. 1. a es un ordinal inicial si y s6lo si no es biyectable con
ninguno ordinal de sus predecesores (elementos).

2. Si a es un conjunto, el Hartog de a, H(a), se define como el minimo ordinal
que no es inyectable en a. Een otras palabras, H(a) = m {v/-(v=a)}
Proposicion B.5.8. 1. Para todo a, H(a), su Hartog, es un conjunto.

2. Para todo a, H(a) es un ordinal inicial.

8. Sib C OR es un conjunto de ordinales iniciales, entonces U b es un ordinal
micial.

Definicion B.5.9. Por medio de la tercera version de recursion ordinal definimos
la funcional X como:

1. X(0) = w.
2. N(a™) = HX(a)).

3. Sivye LIM, H(y) = [ R().
£ey

Como notacion R, denotara a R(a).
Teorema B.5.10. > w es ordinal inicial si y sdlo si existe o tal que f = N,.

Definiciéon B.5.11. 1. Diremos que « es un cardinal si y s6lo si es un ordinal
inicial.

2. Diremos que « es un cardinal infinito si y s6lo si es un ordinal inicial mayor
o igual que w.

3. car = {a / « es ordinal inicial}.

4. CAR = {a / o > w es ordinal inicial} = R[OR].

En lo que sigue las letras griegas A\, k y p denotaran cardinales. En estos casos,
y a menos que se indique lo contrario, denotaremos por A al sucesor cardinal de
lambda, es decir, At = H()). Con esta notaciéon tenemos que R = R+ donde
el primer signo de sucesor indica el sucesor cardinal de N, y el segundo el sucesor
ordinal de a.

De igual forma, cuando hablemos de X, como un ordinal (o nos refiramos a su
tipo de orden) utilizaremos la notacion w,. Por ejemplo, Ry es el primer tamafio
(cardinal) no numerable, mientras que wy es el primer buen orden no numerable,
y, por tanto, todos los buenos érdenes numerables estan en él. Notemos que todo
elemento de w, no es biyectable con wy,.
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Definicion B.5.12. 1. Diremos que un cardinal s es sucesor si y soélo si
existe A tal que AT = H()\) = k.

2. Un cardinal p es limite si y s6lo si no es cero y no es sucesor. Notemos que
N[LIM U {0}] es la clase de todos los cardinales limite.

B.6. Operaciones cardinales

Definiciéon B.6.1. 1. a es un conjunto bien ordenable si y sélo si existe
r Ca x a tal que {a,r) € COBO.

2. BO = {a / a es bien ordenable}.
3. Sia € BO definimos |a| = min{a / a < a}.

4. Si K, A son cardinales definimos xk + A = [(a x {0}) U (b x {1})| donde a es
biyectable con x y b con .

5. Con las mismas consideraciones que el inciso anterior, k- A = |a x b|.
6. ba={f:b—a}.

7. Utilizando el Axioma de Eleccion definimos x* = |*

r|.0

8. Definimos X;c;A; = {f Y UAi /VieI(f(i)e Ai)} con I € V. Da-
iel
do el caso de que para toda i € I, A; € V tenemos que XjerA; € V.

En lo que sigue, I serd un conjunto.

9. Sean {A;},.; tales que \; = [A;| entonces, utilizando el Axioma de Eleccion,

definimos » ki = | |_J(4i x {i})].

i€l i€l
10. Con las mismas consideraciones que en el inciso anterior, y suponiendo el
Axioma de Eleccién, definimos H Ai = | Xier Ayl
iel
Proposicion B.6.2. 1. Sia € BO entonces |a| existe y es un ordinal inicial,
es decir, |a| € car.

2. Sia € BO es infinito (i.e., no es biyectable con ningin natural) entonces

la| € CAR.
3. Sia,be BO entonces |a| = |b| siy sdlo si a es biyectable con b.

4. Sia,be BO ya=<b entonces |a| < |b|]. De igual forma, si a < b entonces
lal < [b].

9Utilizamos el Axioma de Eleccién ya que, como se demuestra en 3.1.2, este axioma es
equivalente a que BO = V.
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5. Sia€ BO, ||a|| = |al.
6. Si « es ordinal tenemos que |a| < a.

7. Si K es cardinal, entonces |k| = k.

Notemos que, utilizando la proposiciéon anterior, el teorema de Cantor-
Schroder-Bernstein dice: “Si a,b € BO, |a| < |b| y |b] < |a| entonces |a| = |b]".
De igual forma, el teorema del Sandwich se puede escribir de la siguiente forma:
“Si a,b,c € BO, |a| = |c| y |a| < |b] < |c| entonces |a| = |b] = ||

Proposicion B.6.3. 1. Las operaciones + y - estdn bien definidas, es decir,
el resultado mo depende del representante.

2. Con el AE, las operaciones Z Y H estdan bien definidas.

3. Si K, A son finitos, entonces k+ X\, K-\ y & son iguales a las operaciones
entre nimeros naturales usuales.*

4. St K, A € CAR entonces k+ A = k- A = max {k, A}.

5. Supongamos el AE. |p(a)| = 2!%!. Utilizando el teorema de Cantor (teorema
B.5.3) tenemos que |a| < 29I

6. Supongamos el AE. |"a| = |a|'®!.
7. Supongamos el AE. Sik >Ry y 2 <\ < Kk entonces

k<Kt <28 =k"= (k)"

8. Supongamos el AE. Si A < k entonces 2 < 2% y si p es un cardinal,
A< gH.

9. Supongamos el AE. Si tenemos dos sucesiones {\i}, o, {Ki};c; tales que

Kk; < \; entonces Z Kk < Z ;-

i€l i€l

10. Supongamos el AE. Si tenemos dos sucesiones {\i};c;, {Ki};c; tales que

Kk; < \; entonces Hni < H)‘i'

i€l el

el

Teorema B.6.4. Asumiendo AF. Z ki = (sup{k; /i€ I})-|I].
iel

Teorema B.6.5 (Koning). Asumiendo AE. Si tenemos dos sucesiones {\;}

{Ki};er tales que k; < \; entonces Z“i < H)‘i'
iel icl

iel’

10En el caso de los naturales, todas las operaciones estan bien definidas sin el AE.
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B.7. Arboles

En lo que sigue, si (a,r) es un buen orden, su tipo, 7({a,)), es el ordinal
descrito en el Teorema de Enumeracion, es decir, el teorema B.3.10.

Definiciéon B.7.1. 1. Un orden parcial reflexivo x es un par ordenado {(a,r)
con r C a X a tal que:

a) Vy € alyry).
b) Vy e aVz € a(((yr2) & (21y)) = y = ).
c) Yy € av¥z € aVw € a(((yr2) & (zrw)) — (yrw)).

Generalmente, este tipo de érdenes utilizarén la relacién <.

2. Un orden parcial irreflexivo = es un par ordenado (a,r) con r C a X a tal
que:

a) Vy € an(yry).
b) Yy e aVz € a(((yrz) = —(2ry)).
c) Yy € a¥z € aVw € a(((yr2) & (zrw)) — (yrw)).

Generalmente, este tipo de érdenes utilizaran la relacion <.

3. Un orden parcial z es un orden parcial que sea reflexivo o irreflexivo. Es
importante notar que en todo orden reflexivo que utilice la relaciéon < se
puede definir < como y < z + (y < z&y # z). De igual forma, a partir
de < se puede definir < comoy <z + (y < zVy=2).

4. COPO = {z / = es un orden parcial} es la clase de los COnjuntos Parcial-
mente Ordenados.

5. Si{a,r) € COPO y y € a definimos el segmento inicial de y como
yr={z/ 2#y&(zry)}.
Por ejemplo, en un ordinal «, si 5 € « se tiene que S = f.

6. Si {(a,r) € COPO decimos que ¢ C a es una cadena si y sélo si
Ve e vy ecl(xry)V(z=y)V(yrz)),
es decir, si todos sus elementos son comparables.

De ahora en adelante nos permitiremos escribir al conjunto subyacente al
orden parcial como el orden parcial mismo, es decir, nos permitiremos escribir
a = (a,r). También es importante notar que todo conjunto bien ordenado esté
parcialmente ordenado, es decir, COBO C COPO.

Las siguientes definiciones se tomaron de [9].



126 APENDICE B. TEORIA DE LOS CONJUNTOS

Definicion B.7.2. 1. T = (T, <) es un arbol si y solo si para todo z € T,
(x<,<),"* es un buen orden.

2. Para cada z € T definimos o(z) = 7({x<, <)), es decir, como el tipo de
orden de su segmento inicial. Es importante notar que o(z) € OR.

3. El a-ésimo nivel de T', T, es el conjunto de todos los x € T tales que su
segmento inicial con el orden < es isomorfo a «. Es decir

To={z €T /o(zx)=a}.

4. La altura h(T') de un arbol T es el minimo « tal que T, = §). Equivalente-
mente, se puede mostrar que h(T) = sup o(z)*.
zeT
5. Si T = (T, <) es un arbol, una rama es una cadena maximal respecto a
<. Es decir, R C T es una rama si y s6lo si R es una cadena y para toda
cadena C tal que R C C se tiene que R = C.

6. Al igual que la altura de un arbol, la altura de una rama R, h(R), es el
minimo nivel del adrbol en el cual la rama no tiene elementos, es decir, el
minimo « tal que T, N R = (. Equivalentemente, se puede mostrar que
h(R) = sup o(z)*. Es facil notar que la pareja (R, <) es un buen orden, y

TER
que T({R, <)) = h(R).

7. Se dice que una rama R es cofinal si y so6lo si h(R) = h(T), es decir, si la
rama recorre todos los niveles de un arbol.

8. SiT es un arbol y € T, definimos los sucesores de = como
suce(x) ={y / z <y}.
Notemos que para todo y € succ(z), o(x) < o(y).

9. Si T es un arbol y z € T, los sucesores inmediatos de x son los elementos
de succ(x) N Toz)+-

Es importante mencionar que es posible definir un arbol definiendo sus niveles
y las relaciones entre ellos.

HUEsto es un abuso de notacién, lo correcto es escribir, <x<,< |¢<> donde < [z, =<
N(z< X x<), es decir, hacer notar que estamos restringiendo la relaciéon a z<. Sin embargo,
nos permitiremos el abuso.



Bibliografia

(10]

[11]

[12]

[13]

Ana Alvarez Velasco, “Axioma de Eleccion y Teoria de la Medida”, Tesis
de Licenciatura, UNAM, 2003

Ana Alvarez Velasco, El problema del Continuo antes de Cohen (1873-
1963), Aportaciones Mateméticas, Memorias 35, (2005), pp. 61-69.

José Alfredo Amor Montano, Gabriela Campero Arena y Favio Ezequiel
Miranda Perea. “Teoria de los Conjuntos, Curso intermedio”, Las Prensas
de Ciencias, 2011.

Mobnica Clapp, “Introduccion al Anéalisis Real”, Notas del curso impartido
en la Facultad de Ciencias de la UNAM, 2008-2009.

Frank R. Drake, “Set Theory; An Introduction to Large Cardinals”,
North-Holland, 1974.

Guillermo Grabinsky. Teoria de la medida. Las prensas de ciencias. 2009.
Paul R. Halmos, “Measure Theory”, Springer-Verlag, 1974.
Horst Herrlich, “Axiom of Choice”, Springer, 2006.

Thomas Jech, “Set Theory, The Third Millenium Edition, revised and
expanded”, Springer, 2002.

Akihira Kanamori, Robert M. Solovay y William N. Reinhardt, Strong
Azioms of Infinity and Elementary Embeddings, Annals of Mathematical
Logic 13, (1978), pp. 73-116.

A B. Kharazishvili, “Nonmeasurable Sets and Functions”, North-Holland
Mathematic Studies, Elsevier, 2004.

Juan José Montellano Ballesteros, “Teoria de la Medida, Axioma de
Eleccion vs Axioma de Determinacion”, Tesis de Licenciatura, UNAM,
1991.

Carlos Prieto, “Topologia Basica”, Fondo de Cultura Econémica, 2003.

127



	Portada

	Índice General

	Introducción 

	Capítulo 1. Algunos Conjuntos no Medibles

	Capítulo 2. Ulam y Determinación
	Capítulo 3. Análisis sin Tanta Elección
	Capítulo 4. Conclusiones
	Apéndices

	Bibliografía


