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Prefacio

El estudio de los limites inversos se remonta a los anos 1920 y 1930. La
década de los 50 fue muy productiva, se obtuvieron importantes resultados,
por ejemplo en 1954 C. E. Capel en [Ca] mostré que el limite inverso
de funciones monétonas de arcos produce arcos, y que el limite inverso
de curvas cerradas simples con funciones de ligadura monétonas produce
curvas cerradas simples. En 1959 R. D. Anderson y G. Choquet en [AnCho]
construyen un ejemplo de un continuo tipo &rbol plano, que no tiene
subcontinuos no degenerados homeomorfos entre si. Usando las técnicas
presentadas por R. D. Anderson y G. Choquet, J. J. Andrews en [An] produjo
un continuo encadenable con la misma propiedad. En 1967 W. S. Mahavier
en [Mal] mostré que el ejemplo de Andrews no puede generarse como limite
inverso del intervalo [0, 1] usando una sola funcién de ligadura. En 1967 G.
W. Henderson en [He| mostré que el pseduo arco es el limite inverso del
intervalo [0, 1] con una sola funcién de ligadura. A principios de la década de
los 70, W. T. Ingram [/n1] uso limites inversos para describir un ejemplo; un
continuo no encadenable tipo arbol, para el cual todos sus subcontinuos no
degenerados son arcos. A finales de esa década D. Bellamy en [Be] usando
limites inversos construyé un continuo tipo arbol sin la propiedad del punto
fijo.

Existen otras aplicaciones de los limites inversos en dindmica de funciones.
M. Barge y J. Martin en [BaMa] demostraron que el limite inverso de [0, 1]
con una sola funcién de ligadura contiene un subcotinuo indescomponible si
esa funcién tiene un punto cuyo periodo no es una potencia de 2.

En 2004 W. S. Mahavier en [Mal, present6 la definicién de limites inversos
generalizados (Definicién 57). En esa década W. S. Mahavier, W. T. Ingram
en [Ma] y [InMa], y A. Pelaez [Pe] inciaron la investigacién sobre sus
propiedades, ellos han obtenido varios resultados por lo que estos limites
han producido un gran interés.

IIT
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo de este trabajo es presentar una introduccién sobre los limites
inversos y los limites inversos generalizados, mostrando algunos resultados
que comparten y otros que en los primeros son ciertos pero que en los
segundos no.

Este trabajo esta dividido en 3 capitulos.

En el primero se dan resultados y conceptos de teorfa de continuos
necesarios para ayudar a entender lo capitulos siguientes, si el lector ya ha
tomado un curso de Teorfa de continuos podria saltarse su lectura.

En el segundo capitulo, se presenta la definicién de limite inverso, asf como
algunos resultados importantes. Este capitulo se concluye con la prueba de
que el limite inverso del intervalo [0, 1] con funcién de ligadura

) = 2z, si()gxﬁ%;
T 2(a—-1)(z—3)+1, sig<z<l1

contine un subcotinuo indescomponible.

Para finalizar, en el capitulo tercero, se presenta la definicién de limite
inverso generalizado. También se presentan ejemplos de resultados que
son validos en limites inversos pero que en los generalizados no lo son.
Terminamos este capitulo con algunos ejemplos, que muestran que de
funciones relativamente sencillas, con los limites inversos generalizados,
podemos obtener espacios muy complicados.
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Capitulo 2

Preliminares

Esta seccién ayudard al lector que no esta familiarizado con la topologia
a obtener los conceptos bdsicos para entender los temas tratados en este
trabajo. Si el lector ya tiene estos conocimientos, es recomendable que
continte leyendo la seccién siguiente.

2.1. Continuos

Definicién 1 Un espacio topoldgico X es un continuo si X es métrico,
compacto, conexo y no vacio. X es un continuo de Hausdorff; si es un espacio
de Hausdorff, compacto, conexo y no vacio. Si A es un subconjunto de X. y
A es un continuo, decimos que A es un subcontinuo de X.

Ejemplo 2 El intervalo [a,b] es un continuo, con a , b niumeros reales y
a <b.

Ejemplo 3 Sea W igual a {(z,sen()) € R?:0 <z < 1}. Entonces si X
es igual a la cerradura de W en R* (W), X es un continuo llamado

la curva sinoidal del topdlogo. Observemos que W es igual a W wunion
{(0,y) e R?: -1 <y < 1}.
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Ejemplo 4 Sea X el continuo del ejemplo anterior y consideremos un arco
Z del punto (0,—1) al punto (1,sen(1)), de tal forma que la interseccion
de X con Z sea {(0,—1),(1,sen(1))}. Entonces X union Z es un continuo
llamado el circulo de Varsovia.

El siguiente teorema nos muestra una forma de construir continuos.

Teorema 5 Sea {X;};°, una sucesion anidada de continuos no vacios,
o0

entonces X = [ X; es un continuo.

i=1
Demostracion. El hecho de que X es no vacio, se sigue de que cada X; es
no vacio y {X;};o, es una sucesion anidada.

s Compacidad:

Cada X; por hipdtesis es cerrado. Entonces X es cerrado. Como X estd
contenido en Xy y Xy es compacto, X es compacto.

n Metrizabilidad:

X es un subespacio del espacio métrico X;. Por lo tanto, es métrico.

» Conexidad:

Supongamos que X no es conexro. Entonces existen dos cerrados no
vacios A y B de X, tales que AN B es vacia y X es igual a AU B.
Como A y B son cerrados de X y éste es cerrado en X1, obtenemos
que A y B son cerrrados de X;. Al ser X1 métrico, es normal. Por lo
tanto, podemos encontrar dos abiertos U y W de X, tales que U N W
es vacia, A y B estdn contenidos en U y W, respectivamente.

Si para cada ndmero natural i, X; interseccion (U U W)° es no
[e.e]

vacta, concluimos que la sucesion {X; N (UUW)}2, | es una sucesion
oo

anidada de espacios compactos métricos, por lo tanto ﬂ(U U W) es
i=1

no vacia, en consecuencia X interseccion (U U W)¢ es no vacio. Pero

esto no puede pasar, ya que X estd contenido en (UUW). Por lo tanto,

existe un numero natural k, tal que Xy, interseccion (UUW)¢ es vacia.

Entonces, Xy, esta contenido en (U U W). Ahora, como X}, es conexo,
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sin pérdida de generalidad podemos suponer que X estd contenido en
U, ast X estd contenido en U y, en consecuencia W es vacio, lo cual
es una contradiccion. Por lo tanto, X es conexo.

Por todo lo anterior, obtenemos que X es un continuo. m
Veamos algunos ejemplos de esta técnica de construccién de continuos.

Ejemplo 6 Empecemos dividiendo el cuadrado Sy = [0, 1] x [0,1] en nueve
cuadrados congruentes y tomamos Sy = Sy — ((3, 2) X (3, 2)). Andlogamente,
dividimos cada uno de los restantes ocho cuadrados en nueve cuadrados
congruentes, llamemos Sy al continuo que se obtiene al quitar el interior
de cada uno de los ocho cuadrados centrales. Continuando de esta manera,
definimos Ss, Sy, etc. Sea S igual a () S,. Entonces por el Teorema 5, S es
i=1
un continuo del plano, el cudl es llamado La Curva Universal de Sierpinski.

El término universal del Ejemplo 6 se refiere al hecho de que éste continuo
de dimensiéon uno del plano contiene una copia topolégica de cualquier
continuo de dimensién uno del plano. La demostracién de éste hecho se puede
encontrar en

[EsMabMe, Ejemplo 2,5, pag. 21].

Ejemplo 7 Consideremos primero el cubo M igual a [0,1] x [0,1] x [0, 1].
Dividamos cada una de las caras de M en nueve cuadrados congruentes y
hagamos un agujero a través del interior de cada cuadrado central, lo que
nos da el continuo M. Dividamos cada uno de los restantes cuarenta y ocho
cuadrados en nueve cuadrados congruentes y hagamos un agujero a través del
interior de los cuadrados centrales, de esta manera obtenemos un continuo

M. Repetimos este proceso para obtener continuos M,. Sea M igual a (| M;.

i=1
Entonces por el Teorema 5, M es un continuo, el cudl es llamado La Curva
Universal de Menger.

El término universal del Ejemplo 7 se refiere, en este caso, al hecho de
que M contiene una copia topoldgica de cualquier espacio métrico separable
de dimensi6én uno. La demostracion se puede leer en [Ha, Teorema X11].
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Definicién 8 Un continuo X es un descomponible si existen dos subcontin-
uos propios no vacios A y B de X tales que X = AU B. 5i X no es un
continuo descomponible, se dice que X es un continuo indescomponible.

Teorema 9 Un continuo X es descomponible si y sélo si X contiene un
subcontinuo propio con interior no vacio.

Demostracion. Si X es un continuo descomponible, existen dos subcontin-
uos propios no vacios A y B de X, tales que X es igual a la union de A y
B. Por lo tanto, X — A es un abierto no vacio contenido en B. De donde B°
es nmo vacio.

Supongamos ahora que X tiene un subcontinuo propio Y con interior no
vacio. St X —Y es conexo, entonces X —Y es un subcontinuo propio de X.
Por lo que X es igual a'Y union X — Y.

St X —Y es disconexo, existen dos abiertos ajenos U y V' de X tales que
X =Y esigual ala union de U y'V. Como X — (Y UU) es igual a V', se tiene
que Y U U es cerrado, por lo tanto, compacto [EsMaMe, 1,45, pag. 17].
Andlogamente, Y UV es compacto. Si Y UU es disconexo, entonces Y U U
es igual a K U L, donde K y L son abiertos ajenos de Y U A. Como Y es
conezo, Y estd contenido en K o bien Y estd contenido en L. Supongamos
que Y estd contenido en K. Entonces L estd contenido en U, lo que implica
que LNV es vacta. Por lo anterior, X es igual a L U (K UV) . Pero L y
KUV son cerrados ajenos de X, lo que contradice la conexidad de X . Por lo
tanto, Y U U es conexo. De manera similar se prueba que Y UV es conexo.
De esta forma tenemos que X es igual a (Y UU)U (Y UV). m

Este tltimo teorema, nos permite dar una caracterizacién de los continuos
indescomponibles.

Corolario 10 Un continuo X es indescomponible si y sélo si todo subcon-
tinuo propio de X tiene interior vacio.

Definicién 11 Si X es un continuo y x un elemento de X, entonces la
composante de x, denotada por k., es la union de todos los subcontinuos
propios de X que contienen a x.
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Teorema 12 57 X es un continuo indescomponible entonces sus com-
posantes son disjuntas.

Demostracion. Sean x,y dos elementos de X y k, y k, las composantes
de x y y respectivamente. Supongamos que k, interseccion k, es no vacta.
Sea z un elemento en esa interseccion. Como z pertenece a k,, existe un
subcontinuo propio de Ky de X tal que z y x pertenecen a K. Andlogamente
existe un subcontinuo propio Ky de X tal que z y y petenecen a K.

Siw es un elemento de k,,, existe un subcontinuo propio K3 de X tal que w
y z pretenecen a K3. Como y pertenece a KoN K3, se tiene que KoUK3 es un
continuo, el cual no es igual a X debido a que éste es indescomponible. Como
z pertenece a K1 N (Ks U K3), resulta que K1 U KyU K3 es un subcontinuo de
X, el cudl es propio por indescomponibilidad de X . Pero x y w son elementos
de K1 U Ky U K3, por lo que w es un elemento de k,. Por lo tanto, k, estd
contenida en k,. Andlogamente se prueba que k, estd contenida en k,. =

Teorema 13 S5i X es un continuo indescoponible, entonces X tiene una
cantidad no numerable de composantes distintas.

Una demostracion del teorema anterior se puede encontrar en
[EsMaMe, 2,30, pag 32| .

Definicién 14 Sean X es un espacio métrico y Hy y Hy dos subconjuntos
cerrados de X. Un continuo K contenido en X es irreducible entre H; y H,
si, HHNK , HoNK ambas son no vacias, y para cualquier subcontinuo propio
L de K se tiene que L interseccion Hy es vacia o L interseccion Hy es vacia.

El siguiente teorema es muy 1til para probar que un continuo es
indescomponible.

Teorema 15 Un continuo X es indescomponible si y solo si existen tres
puntos a,b,c en X tales que X es irreducible entre cada par de ellos.

Demostracion. Supongamos que X es indescomponible y sean kq, ky y ke
tres composantes distintas de X. St K es un subcontinuo propio de X que
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contiene a a y a b, entonces K estd contenido en k, N ky, lo cual contradice
el Teorema 12, asi que X es irreducible entre a y b. Andlogamente, se tiene
que X es trreducible entre b y ¢ y entre a y c.

Supongamos ahora que X es descomponible y sean tres puntos a,b y
¢ cualesquiera de X. Como X es descomponible, existen dos subcontinuos
propios K y L de X tales que X es igual a K U L. Pero entonces K o L
contiene a dos de los tres puntos a, b y c, por lo que, X no es irreducible entre
dos de esos puntos. m

Hablemos ahora un poco sobre continuos encadenables.

Definicién 16 Una familia {U;};_, de subconjuntos de un espacio métrico
X, es una cadena simple en X si se tiene que U; interseccion Uy, es no vacia
siy solo si |j — k| es menor igual que 1. A cada Uy, se le llama un eslabén de
la cadena simple. Se dice que una cadena simple {U;},_, conecta a los puntos
aybenX sia pertenece a Uy y b pertenece a U,.

Con el siguiente resultado, obtenemos una forma de construir cadenas
simples cuyos elementos sean conjuntos abiertos.

Teorema 17 Sea X un espacio métrico y conexo. Si U es igual a {U;};2, es
una cubierta abierta de X y a y b son dos elementos de X, entonces existe
una cadena simple que conecta a a con b, cuyos eslabones son elementos de

U.

Demostracion. Sea D el conjunto de puntos x de X tales que existe una
cadena simple, con eslabones en U, que conecta a a con x. Notemos que a es
elemento de D. Asi que, D es no vacio. Vamos a mostrar que D es abierto y
cerrado en X, lo que implicaria, debido a la conexidad de X, que D es igual
a X [EsMabMe, 1,25, pag. 11]. Sea = un elemento de D. Entonces existe
una cadena simple {U;}!_, con eslabones en U, tal que a pertenece a Uy y x
es elemento de U,. De esta manera, U, estd contenido en D. Por lo tanto,
D es abierto.

Para ver que D es cerrado, probaremos que D es iqual a D. Sea x un
elemento de D, la Definicion ?7? nos dice que D es igual a D U (D). Si x
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pertenece a D ya acabamos. Asi, podemos suponer que x es un elemento de
d(D). Como U es una cubierta de X, existe un elemento U de U tal que
x pertenece a U. Como x es un elemento de O(D), existe un elemento z de
DNU, porlo que existe una cadena simple {V;}._,, con eslabones en U, que
conecta a a con z. Sea T un elemento de {1,...,m} . el primer nimero natural
tal que UNV, es no vacia. Entonces {V1,...,V,, U} es una cadena simple que
conecta a a con x. Por lo tanto, x es un elemento de D. m

Definicién 18 Una cadena simple C' de conjuntos abiertos en un espacio
métrico X es llamada una

Definicién 19 Un espacio métrico es encadenable si para cada nimero real
e mayor que 0, existe una e-cadena que cubre a X. Si a,b son elementos de
X, entonces X es encadenable de a a b, si para cada nimero real € mayor
que 0, existe una e-cadena {C;}}_, que cubre a X tal que a es un elemento
de C y b pertenece a C,,.

Teorema 20 Si X es un continuo encadenable y K es un subcontinuo de
X, entonces K es encadenable.

Demostracion. Sea € un nimero real mayor que 0. Como X es encadenable,
existe una e-cadena C, digamos {C;};_,, que cubre a X. Sean j el primer
nimero natural tal que C; N K es no vacio y k el nimero natural mds
grande con la propiedad de que Cy N K es diferente de vacio. Consideremos
el conjunto {C;NK,Cip1NK,...,C,NK} el cual denotaremos por C'
Supongamos que C' no es una e-cadena en K que cubre a K. Entonces existen
dos eslabones C, y Cpi1, con j < p < k, tales que (C, N K) N (Cpy1 N K)
esvacta. Asi, |J (CnNK)y U (CnNK) son dos abiertos ajenos de

Jj<m<p p+1<m<k
K cuya union es K. Esto constradice la conexidad de K. Por lo tanto, K es

encadenable. m
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2.2. Productos

La siguiente defincién nos presenta un concepto importante para el
desarrollo de esta tesis.

Definicién 21 Sea {X;};2, una familia de espacios topoldgicos. Definimos
el conjunto {(x;)2, : x; € X;}, al cual llamaremos el producto cartesiano de

la familia {X;};2, y lo denotaremos como [ X;.
i=1

Con la siguiente defincién le damos estructura de espacio topoldgico
al producto cartesiano de una familia numerable de espacios topolégicos.
También presentamos las proyecciones, funciones que nos van a servir de
herramienta para probar muchos resultados en los siguientes capitulos.

Definicién 22 Sea {X;};°, una familia de espacios topoldgicos.

o
Consideremos el producto cartesiano [[ X;. Definimos la funcién m; :
i=1

oo

I1X; — Xi como mi((2;)52,) = x4, a esta funcion la llamaremos la
j=1

proyeccion i-ésima. A la topologia mds pequena que hace que todas las
proyecciones sean continuas le llamaremos la topologia producto.

En el siguiente teorema, probaremos que el producto cartesiano de una
familia de continuos es un continuo.

Teorema 23 Sea {X;};°, una familia de continuos. El producto cartesiano
de {X;};2, es un continuo.

(o9}
Demostracion. Sea {X;};2, una familia de continuos. Consideremos [[ X;

i=1
su producto cartesiano. Veamos que este producto es un continuo. Notemos

o0
que, por la definicion de producto cartesiano, se tiene que [[ X; es no vacio.
i=1
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» Conexidad:

Como el producto de espacios conexos es conexo

[Du, Teorema 1,7, pag 109], [ X; es conezo.
i=1

= Compacidad:

Como el producto de espacios compactos es compacto

[Du, Teorema 1,4, pag 224], [[ X; es compacto.
i=1

s Metrizabilidad:

Como el producto numerable de espacios métricos es métrico

[Du, Corolario 7,3, pdg 191 |, T[] X; es métrico.
i=1

[e.°]
Por lo tanto, [[ X; es un continuo. m
i=1

El siguiente teorema, nos proporciona una forma de probar que una
funcién definida en un producto cartesiano es continua. Esta técnica la
utilizaremos varias veces durante la tesis.

Teorema 24 Sean {X;}.;o, una familia de espacios topoldgicos, Y un espacio
(e ¢]
topoldgico y f 1Y — [ X; una funcion. Entonces, f es continua si y sélo si

i=1
para todo nimero natural i, la funcion w; 0 f :' Y — X; es continua.

Demostracion. Supongamos que f es continua. En la Defincion 22,
mencionamos que la topologia producto hace que las proyecciones Ssean
continuas para todo niumero natural . Como la composicion de funciones
continuas es continua [Du, Teorema 8,2, pag 79|, para todo nimero natural
i, la funcion m; o f es continua.

Supongamos que la funcion ;o f es continua para todo nimero natural 1.
Sea U, un abierto de Xy. Consideramos el subbdsico de la topologia producto
(Uy) = U x [ Xi. Notemos que 7, * (Uy,) es igual a (Uy). Entonces f~*({Uy))

i+k
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es igual a f~1o wgl(Uk), el cual es un abierto de'Y ya que la funcion m o f
es continua. Por lo tanto, f es continua. ®

Corolario 25 Sean {Y;};°, wuna familia de espacios topoldgicos, X un
espacio topoldgico v, para todo nimero natural i, f; : X — Y; una funcion.

La funcion H : X — H Y; definida como: H(x) = (fi(x))2,, es continua si

y solo si f; es contmua pam todo nimero natural 1.

Demostracion. Usando el Teorema 2/, una funcion definida en un producto
es continua st y sélo si la composicion con cada proyeccion es continua.
Entonces H es continua si y solo st m; o H es continua para todo nimero
natural 1. Ahora, por la defincion de H, las funciones ;o H y f; son iguales.
Por lo tanto, H es continua si y sélo si f; es continua. m

A continuacién daremos la construccién del conjunto de Cantor.

1 _) de Cy y obtenemos C

Definicién 26 Sea Cy igual a [0, 1]. Removemos (3, ¥
) Y (— —) de Cy y contstruimos

1qual a [O }U [2 1] Ahora, removemos ( 5 59
Cs igual a [0, ﬁ U [%, %} U [%,g] U [S, T Continuando con este proceso,
obtenemos la sucesion {C;};-,. Por la construccion, para todo nimero natural

i, Ciy1 estd contenido en C;. El conjunto () C; es llamado el conjunto de
i=1
Cantor.

Teorema 27 Para todo nimero natural i, sea A; igual a {0,2}. Entonces

[T Ai es homeomorfo al conjunto de Cantor.[Du, 4,1, Pag. 104].
i=1



Capitulo 3

Limites inversos

El objetivo de este capitulo es presentar las definiciones, resultados bédsicos
sobre limites inversos y resolver el siguiente problema:

"Sean [ el intervalo [0, 1] y @ un nimero real. Consideremos la siguiente
funcién:

2z, si
fm:{ 20— 1)(z — 1) +1, si

Pruebe que para toda 0 < a < %, el limite inverso de I con esta funcién

de ligadura, contiene un subcontinuo indescomponible", propuesto por S. B.
Nadler Jr en [Na, 2,17, pdg, 26].

3.1. Definiciones y Propiedades

Empecemos esta secciéon con la definicién del concepto central de esta
tesis.

Definicién 28 Llamaremos sucesion inversa a la sucesion {X;, fi};~, donde,
para cada numero natural i, X; es un espacio topologico y f; : Xiv1 — X
es una funcion continua y suprayectiva. Definimos el limite inverso de esta
sucesion como:

lim{X;, fi}io, = {(:cl);’il € [[ Xi: filxiy1) =z, para cada nimero natural z} .
- i=1

13
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A las funciones f; les llamaremos funciones de ligadura.

Notation 29 Sim y n son nimeros naturales, entonces f! = fn o -0 fy,
y [ es igual a la identidad en X,,.

Definicién 30 Sea {X;, f;};o, una sucesion inversa de espacios métricos y

Xoo su limte inverso. Consideremos para cada nimero natural i, la proyeccion
(0. 0]

7t [ Xn — Xi. Para cada nimero natural i, sea m; = 7| x..; Entonces m;

n=1
es una funcion continua, ya que es la restriccion de una funcion continua.

Observacién 31 Sean {X;, f;}:°, una sucesion inversa de espacios métricos
Yy Xoo Su limite tnverso. En general, aunque las proyecciones m; sean suprayec-
tivas, sus restricciones a un subconjunto de ellas no necesariamente lo son.
Como estamos pidiendo que las funciones de ligadura sean suprayectivas para
todo miimero natural i, obtenemos que f; o i1 es suprayectiva. Ahora,
fiom q esigual a 7. Asi, si las funciones de ligadura son suprayectivas en-
tonces las proyecciones m; restrngidas al limite inverso X, son suprayectivas
para todo nimero natural .

Un conjunto que utilizaremos en algunos resultados sobre limites inversos
es el que se muestra en la siguiente definicién.

Definicién 32 Sea {X;, fi};~, una sucesion inversa de espacios métricos no
vacios. Para cada nimero natural n, definimos el siguiente conjunto:

H,(X;, fi) = {(%)501 € lo_o[ Xi: fi(ziyr) = i para i < ﬂ} :

=1

En el siguiente teorema mostramos cémo, con el conjunto H,(X;, fi),
podemos construir el limite inverso de la sucesién inversa {X;, f;}:~,

Proposicién 33 Sea {X;, fi};~, una sucesion inversa de compactos mno
vacios.
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1. Para cada n, H,1(X;, fi) C H, (X5, f).

2. Para cada n, H,(X;, f;) es homemorfo a [ X;.

1=n+1

3. lim{ X, fi}2, = r_]lHn<Xz-,fz-).

Demostracion.

1. Sea n un numero natural y consideramos un elemento (x;)2, de
H,1(Xi, ;). Para todo nimero natural i menor o igual que n + 1,
fi(ziy1) es igual a x;. Entonces, para todo mimero natural i menor
o igual que n, f;(x;11) es igual a x;. Asi (x;)32, es un elemento de
H, (X3, fi)-

2. Figemos un numero natural n, definamos la siguiente funcion:

h o Ho(Xy, fi) — lo_O[ X

i=n+1
como :  h((z;)2,) = (xi)?inﬂ

Vamos a probar que h es un homeomorfismo:

La funcion h la podemos ver de la siguiente forma:

R((2:)32,) = (mi(2:)21)2,01- Por la Definicion 22, las proyecciones
son continuas. Usando este resultado y el Corolario 25 , h es continua.

Definamos la funcion:

g Il Xi— Hop(Xi, fi)
i=n+1
como :  g((2:)2,41) = (¥i)i2,  donde:
yi = x; para todo nimero natural © mayor o iqual que n + 1,
yi = [ (2n41) para todo nimero natural i menor que n + 1.

Ahora como m; o g es continua para todo nimero natural i, por el
Teorema 24, g es continua. Observemos que como g o f es igual a la
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funcién identidad en H,(X;, f;) y f o g es igual a la funcién identidad

en [[ Xi, ast g es la funcion inversa de f. Por lo tanto, f es un
1=n+1

homeomorfismo.

3. Para ver que los dos conjuntos son iguales, basta notar que:

o0

i} H, (X, fi) = {(%‘)fﬂ € :ﬁlXi filwia) = @ } :

n—

Con esto completamos la demostracion de la proposicion. m
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Teorema 34 Sea {X;, fi};o, una sucesion inversa de continuos. Entonces
’ o0 .

lim{X;, fi},=, es un continuo.

—

Demostracién. Por la parte 2 de la Proposicion 33, para todo nimero

natural n, H,(X;, fi) es compacto. (| H,(X;, f;) es un continuo
n=1

[Se, Teorema 1,7,2, pag. 45]. Por lo tanto, gracias a la parte 3 de la
Proposicion 33, lim{X;, fi};>, es un continuo. m

Una demostracion de la siguiente proposiciéon se encuentra en

Proposicién 35 Sean {X;, fi};~, una sucesion inversa de compactos y Xoo
su limite inverso. Para cada nimero natural ©, definimos:

L; = {W;I(Ui) : U; es un abierto de Xi} .

o0

Si L es igual a |J L;, entonces L es una base para topologia de X o
i=1

Antes de ver ejemplos de limites inversos, probemos un lema que nos
muestra que los subconjuntos cerrados del limite inverso, son limite inverso
de la sucesién inversa formada por las imédgenes de las proyecciones. Este lema
es ttil, porque nos permite describir los subcontinuos de un limite inverso.

Lema 36 Sea {X;, fi};o, una sucesion inversa de espacios métricos y
compactos. Sean X el limite inverso de esta sucesion inversa y A un

. . o0
subcon]um.fo cqmpacto de X,. Entonces el conjunto {m(A), film+1(A)}i:1
una sucesion inversa y;

es

l@zn {Wi(A)7fi

7ri+1(A)}z1 = (1—11771(*’4)) NXo=A4
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Demostracion.

. o) .,
» Il conjunto {m(A), fi|77i+1(14)}2':1 €S UNA SUCESION INVErsa:

Por la Observacion 31, pam todo nimeo natural n, f,i1 0T = ;.
De aqui se sigue que {m )s filmoia( A)}z | €S una sucesion inversa.

] lzm {m ), filx,

b = ()

=1
e Consideremos un punto (x;)2, del limite inverso:

o0
mit1(A }i:l

Entonces, por la Definicion 28, para todo nimero natural z', T; es

lzm {m ), fi

un elemento de w;(A), ast, (x;)52, pertenece al conjunto H mi(A).
i=1

Ahora, por la Observacion 31, para todo nimero natural i, f;(x;11)
es dgual a filr,, (a)(Tiz1) que, al ser igual a x;, nos permite
concluir que, fi(xi1) y x; son iguales. Por lo tanto, (x;)2, es
un elemento del limite inverso X

e Consideremos un punto (x;)2, de (H m(A)) N Xw. Para
i=1

todo nimero natural i, x; es un elemento de mi(A) y fi(xii1)

es dgual a x;. Como [fi(%iy1) Y filria(a)(Tig1) son iguales,

gracias a la Definicion 28, (x;);°, pertenece al limite inverso

lzm {m ), fi

mit1(A }'L 1°

m(A)) NXy, = A.

n
I~
L8

e (Consideremos un punto x del conjunto compacto A. Por hipdtesis,
x es un elemento de Xo,. Ahora, como X, es un subconjunto

o0
del producto cartesiano [ X;, x = (21, x9,...), es un elemento de
i=1

[ mi(A). Por lo tanto, x pertenece a (H Wi(A)) N Xeo
=1 i=1
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o Consideremos un punto (x;)32, que pertenezca a:

(H 7TZ'(A)) N Xeo-
i=1
Para cada nimero natural i, definimos al conjunto K; como la
interseccion de A y w; ' (x;). Como x; es un elemento de m;(A),
existe un elemento x de A, tal que m;(x) es igual a z;. En

consecuencia, la interseccion de A y m; (x;) es no vacia. Al tener
o

[ X: la topologia producto, 7; es una funcion continua para todo
i=1

nimero natural i, de donde, como {x;} es cerrado en X;, m; *(x;)
es un conjunto compacto para todo nimero natural i. Ast para todo
numero natural i, el conjunto K; es compacto y no vacio.

Ahora, veamos que { K}~ es una sucesion anidada de compactos.
Para esto, solo nos falta probar que, para todo nimero natural i,
K1 estd contenido en K;. Sea y un elemento de K, 1, entonces
Tir1(y) y Tip1 son iguales. Como (x;)2, es un elemento de X,
filmiza(y)) es igual a fi(vi11), que es igual a x;, ast, mi(y) y x;
son iguales. Por lo tanto, K;\1 estd contenido en K.

Como {K;};2, es una sucesion anidada de espacios compactos no

o0 oo

vacios, [ K; es no vacta. Denotemos por K a la [ K;. Sea p
i=1 i=1

un elemento de K. Como p pertenece a A y, para todo nimero

natural i, m;(p) y x; son iguales, entonces p y (x;)2, son iguales.

Con todo lo anterior queda probada la proposicion. m

Proposicién 37 Sea {X;, fz}f; una sucesion inversa de continuos con X,
su limite inverso. Sean A y B subconjuntos compactos de Xo y C la
interseccion de A con B. Para cada nimero natural i, sea C; la interseccion

de m;(A) y m;(B). Entonces lim {Ci, fi Ci+1}21 es igual a C.

Demostracion. Por la forma como se definieron los subconjuntos Cj,

o0 ., . . .
{C’i, files +1}¢:1 es una sucesion inversa. Denotemos por Co a su limite
1NVErso.
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» Para todo nimero natural i, C; estd contenido en m;(A), asi, Cy estd
. L. . , 00 .
contenido en el limite inverso lzm{m(A), f Wi+1(A)}7;—1 , el cual, gracias
o -

al Lema 36, es igual a A. Andlogamente, Cy, es subconjunto de B. Por
lo tanto, Cy estd contenido en C.

w Sea (x;)2, un punto de C. Para todo nimero natural i,x; es un
elemento de m;(A) y de m;(B), por consecuencia (;)2, es un elemento
de Cu, ya que fi(ziy1) y x; son iguales para todo nimero natural i.

L. . , e .
Entonces, el limite inverso lim {C;, f; Ci+1}i—1 es igual a C. m
o -

Teorema 38 Sean {X;, fl}fil una sucesion inversa de continuos y Xoo Su
limite inverso. Sea {i1,1s,...} un subconjunto de nimeros naturales tales que
11 <1y <--- Fntonces Xo es homeomorfo al limite inverso

lzZn {Xir, 9i ooy » donde, para todo niumero natural k

lg+1

— X, estd definida como: g;, = f;

g’ik : Xl

k+1

Demostracion. Definimos la siguiente funcion:
H: XOO - lZzTL {szgzk}Z; como: H((xl)fil) = (wlk)iozl
Veamos que H es un homeomorfismo:

s H estd bien definida:

Sea (x;)72, un punto de Xo. Como se definid g;,, para cada nimero

natural k, g;, (v;,,) es igual a f;:“(:vikﬂ))), el cudl, al ser igual a x;,,
nos permite afirmar que, g;, (v;,.,) y T;, son iguales. Por lo tanto, H

estd bien definida.
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s H es continua:

La funcion H la podemos redefinir como: H((x;)521) = (i, (%, )72
Ahora, para cada mimero natural k, g; es continua. Asi, por el
Corolario 25, H es continua.

Ahora definimos la funcion:

L lim{X;, g, req — Xeo como: L((4,)721) = (2:)2,, donde:

1 = xil s Tp = fig—(n—D(‘ril)

L es continua por el Corolario 25, ademds como L o H es igual a la
indentidad en Xoo y H o L es igual a la identidad en lim{X;,, gi, }re ;.

obtenemos que H es un homeomorfismo.

Con la siguiente proposicién, obtenemos una forma de construir funciones
entre limites inversos.

Proposicién 39 Sean {X;, fi};~, v {Yi,0:}io, dos sucesiones inversas de
compactos. Denotemos por Xoo y Yo al limite inverso de {X;, fi}io, v
{Y;, gi}fil respectivamente. Supongamos que tenemos el siguiente diagrama:

x, &L x &2 x ox, 2o X
1l 2! el N 2
i &y &8y &y, WY,

Donde, para todo nimero natural i, ¢, : X; — Y; es una funcion tal que
©; © fi ¥ gi © @1 son iguales. Definimos la funcion ¢, : Xoo — Yoo como
p((2:)21) = (@i(:))2,. Entonces:

1. ¢, estd bien definida.

2. St para cada nimero natural i, @; es una funcion continua, entonces
Voo €S una funcion continua.
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3. Si para cada nimero natural i, @; es una funcion inyectiva, entonces
Voo €S una funcion inyectiva.

4. Si para cada nimero natural i, @; es una funcion continua, suprayectiva
y X; es un espacio compacto métrico, entonces p., es una funcion
suprayectiva.

Demostracion.

1. Sean {x;};°, un elemento de Xoo y {p;(xi)}io, suimagen bajo o.,. Para
ver que {p;(z;)};2, es un punto de Y basta notar que g;(¢; 11 (Tit1))
es tgual a @;(fi(xi11)). Por lo tanto g;(¢; 1 (xit1) es igual a p;(x;).

2. Supongamos que para cada numero natural i, @; es una funcion
continua. Entonces, por el Corolario 25 ¢, continua.

3. Supongamos que para cada mimero natural i, @, es una funcion
inyectiva. Vamos a considerar dos puntos diferentes (x;)2, vy (y:)524,
del limite inverso X . Entonces existe un nimero natural n, tal que
Tn Y Yn Son distintos, asi, p,(x,) es diferente a p,(y,). Por lo tanto,
las imdgenes bajo ¢, de los puntos (x;)52, y (y;)2, son diferentes, es
decir ¢, es inyectiva.

4. Sea V,, un abierto de Y,, entonces por la Prosposicion 35,7, (V;) es
una abierto basico en Y. Como @, es suprayectiva, existe un elemento
zn de X, tal que ¢,,(z,) pertenece a V,. Por la Observacion 31, existe
un elemento (x;)2 de Xoo tal que m,((x;)32,) es igual a z,. De aqui
concluimos que p..((x;)2,) pertence a 7, (V,,). Por lo tanto, p..(X)
es denso en Yo,. Como X es compacto, ¢ (Xoo) € igual a Yoo.

Definicién 40 Sea {X;, f;};o, una sucesion inversa de arcos. Entonces el
limite inverso X, de {X;, fz}f; es llamando un continuo tipo arco.

Una prueba del siguiente teorema se encuentra en
[Se, Teorema 24,22, pag. 114].
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Teorema 41 Si X es un continuo, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. X es encadenable.

2. X es tipo arco.

Definicién 42 Sea X un continuo. Diremos que X es unicoherente si al
escribir X como H U K, donde H y K son subcontinuos de X, se tiene que
H N K es conexo. Diremos que X es hereditariamente unicoherente si todo
subcontinuo de X es unicoherente.

Una demostracién de los dos siguientes teoremas se pueden encontrar en
[Se, 21,25, pag. 81] y [Se, 2,1,26, pdg. 81] respectivamente.

Teorema 43 Sean { X, fz}f; una sucesion inversa y Xo Su limite inverso.
Si para todo numero natural i, X; es un continuo unicoherente entonces X

es unicoherente.

Teorema 44 Sean { X, fz}fil una sucesion nversa Yy Xo Su limite inverso.
Si para todo nimero natural i, X; es un continuo hereditariamente
unicoherente entonces X, es hereditariamente unicoherente.

3.2. Ejemplos

Cuando consideremos una sucesién inversa {X;, f;}.-,, donde para todo
nimero natural i, X; es el mismo espacio y f; es la misma funcién f,
denotaremos a esta sucesién inversa por {X, f}.
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Proposicion 45 Sea X un continuo. Consideramos la sucesion inversa
{X,Idx}, donde Idx denota la funcion identidad en X. Entonces el limite
inverso de esta sucesion inversa es homeomorfo a X.

Demostracién. Denotemos por X, al limite inverso de nuestra sucesion
inversa. Observemos que por la forma como se define el limite inverso, los
elementos de X, son de la forma (x,z,x,...). Definamos la funcion:

h @ Xoo— X

como : h(z,x,...r)==1

h es continua:

Como h y w1 son iguales, h es continua.

n h es abierta:

Por la Proposicion 35, un abierto basico de X, es de la forma 7, 1(‘/;)
con V; un abierto de X;. Por la definicion de h, h(r;*(V;)) es igual a
Vi. Por lo tanto h es abierta.

= h es inyectiva:

Sean (x,z,...) y (y,y,...) puntos de X . Supongamos que las imdgenes
bajo h de (z,x,...) y (y,y,...) son iguales, entonces x y y son iguales.
Por lo tanto, (x,z,...) es igual a (y,vy, ...). Ast, h es inyectiva.

= ) es suprayectiva:

Consideremos z un elemento de X . Entonces el punto (z, z, z...) de X,
es tal que h((z,z,z...)) y z son iguales. Por lo tanto, h es suprayectiva.

De todo lo anterior se tiene que h es un homeomorfismo. Por lo tanto,
X €s homeomorfo a X. m

Definicién 46 Sea x un nimero real. Definimos [x] = max {n € N :n < |z|},
la funcion méximo entero.
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Teorema 47 Para cada nimero natural n, sea X, igual al conjunto
{0,1,...,2" — 1} con la topologta discreta. Definimos f, : X,+1 — X,, como:
fulz) = [%] . Sea X igual al lim {X,, f.}, entonces X, es homeomorfo al

conjunto de Cantor.[Se, Teorema 2,2,2., pag 93] .

Ejemplo 48 Consideremos la funcion f :[0,1] — [0,1] definida como:

%:1:, s10<zx< %;
f@y=9q3 | sigse<y;
ST — 3, st 3 <z < 1
cuya grifica es la siguiente figura:
(1/3,1/2)
(2/3,1/2)

Congunto M del Ejemplo 48

Denotemos por Xo al limite inverso de {[0,1], f}. Observemos que
X tiene los siguientes puntos: (0,0,0,....),(1,1,1,...) y (%, %, %, ...). Ahora
vamos a fijarnos en el cuadrado de [0,1] x [0,1] que tiene como vértices

a los puntos (0,0),(5,0),(3,3),(0,3), denotemos por Cy a este cuadrado.
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Restringimos f a Cy y consideremos la sucesion inversa {C1, f1} con fi(x) =

T, si0<ax<i;
{ 1 o % a< g; } es un arco que va del punto (0,0,0,---) al
punto (%, %, %, -++). Ahora, consideremos el cuadrado que tiene como vértices
a los puntos (%, %) , (%, 1) , (1, %) ,(1,1). Denotemos a este rectingulo por Cs.
Con un argumento similar a Cy, obtenemos que el limite inverso de {Cs, f}
es un arco, que va del punto ( %, L ...) al punto (1,1,1,---). Por lo tanto,

202720
Xoo €S un arco.

([ o]

3.3. Limites inversos indescomponibles

3.3.1. Definiciones y propiedades

Primero definiremos el concepto de sucesién inversa indescomponible.

Definicién 49 Sea {X;, f;}:°, una sucesion inversa de continuos. Decimos
que {X;, fi};~, es una sucesioén inversa indescomponible, si para cada nimero
natural i y para cada par de subcontinuos no vacios A;y1 y Biy1 de X;y 1 tales
que X; 11 es igual a la union de A; 11 y By, se tiene que fi(A;11) es igual a
X; o fi(Biy1) es igual a X;.

El siguiente teorema, nos muestra que si tenemos una sucesién inversa
indescomponible de continuos, su limite inverso es un continuo indescom-
ponible.

Teorema 50 Si{X;, fi}.o, una sucesion inversa indescomponible de contin-
uos, entonces su limite inverso es un continuo indescomponible.

Demostracion. Denotemos por X, al limite inverso de nuestra sucesion in-
versa indescomponible de continuos. Supongamos que X, es descomponible.
Por la Definicion 8, existen dos subcontinuos A y B de X, tales que X
es igual a la union de A y B. Para todo nimero natural i, la proyeccion m;q
es suprayectiva, ya que {X;, f;} es una sucesion inversa indescomponible. De
esto se sigue que, mi11(Xs) €s igual a X;11. Por lo tanto, mi 1 (AUB) y X;11
son iguales. Como A y B estdn contenidos en X, tenemos que m;11(A) y
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Tiv1(B) estdan contenidos en mi1(Xoo). Asi mip1(A)Umiy1(B) estd contenido
en X1, lo que nos dice que X1 y miy1(A) Umi1(B) son iguales.

Como w11 es continua, mi41(A) y mi1(B) son continuos. Por la
Definicion 49, fi(miv1(A)) es igual a X; o bien fi(mi1(B)) es igual a X;.
Como las funciones f;om; 1 ym; son iguales, w;(A) es igual a X; o bien m;(B)
es igual a X;. Sin pérdida de generalidad, supongamos que para un nimero
infinito de nimeros naturales i, m;(A) y X; son iguales. Entonces, podemos
encontrar un subconjunto {iy,is,...} de nimeros naturales con i; < iy < ...,
tales que para todo nimero natural k, X, es la imagen bajo m; de A,
consideramos {m;, (A), gi.} donde: g;, es igual a la funcion f;:’l. Entonces,
por el Teorema 38, X, es homeomorfo a lzZn {mi,(A), g, } y, por el Lema 36,

podemos concluir que X es igual a A. Lo cual es uan contradiccion. Por lo
tanto, X, es indescomponible. m

3.3.2. Ejemplos

El siguiente teorema, nos proporciona una condicién para asegurar que
un lfmite inverso contiene un subcontinuo indescomponible.

Teorema 51 Sea f : I — I wuna funcion continua. Supongamos que
eriste Tg en I, tal que xy # f(xo), f2(x0) # w0 y fi(z0) = o
(i.e., xo es un punto de periodo 3 de f). Entonces, el limite inverso I, de
{I, f} contiene un subcontinuo indescomponible.

Demostracion. Sea xqg el punto de periodo 8 de f. Consideramos los
siguientes puntos en Iy :

Yo = (:L‘O’f2(x0)7f(1'0)7x07"-)
2 = (f(0),x0, (o), f(w0), %o, f2(x0), f (x0), wo, -..)
zy = (f*(x0), f(0), w0, f*(w0), [ (20), %0, f*(0), f(w0), 20, -.)

Como I es hereditariamente unicoherente, por el Teorema 44, I, es heredi-
tariamente unicoherente. Sea S la interseccion de todos los subcontinuos de
I que contienen al conjunto A = {@, ﬂ,@}. Vamos a probar que S es un
subcontinuo indescomponible. Para esto, basta probar que S es irreduccible
entre cuales quiera dos elementos de A. Supongamos que S no es irreducible



28 CAPITULO 3. LIMITES INVERSOS

entre 1 y xo. Entonces existe un subcontinuo propio H de S, tal que contiene
axy Yy xa. Como H es propio, xy no pertenece a H. En consecuencia, existe un
nimero natural N, tal que para todo nimero natural n mayor que N, m,(zo)
no es elemento de m,(H), el cual denotaremos por H,. Por otro lado, por la
construccion de los elementos de A, existe un mimero natural m mayor que
N, tal que para todo nimero natural k : T (3pym(T2) < T(3kym(Z0) < T(3k)m (1)
0 T(3kym (21) < Tkym(To) < TEkym(T2). AT, T(3k)m(20) €s un elemento de H,.
Lo cual es una contradiccion. Entonces S es irreducible entre xy y x2. Con
un argumento similar, S es irreducible entre cuales quiera par de elementos
de A. Por lo tanto, por el Teorema 15, S es indescomponible. m

El siguiente ejemplo, se genera por un ejercicio propuesto por S. Nadler
Jr.en [Na, 2,17, pag 26]..

Ejemplo 52 Sea I el intervalo [0, 1] , consideremos la siguiente funcion:

Y

VARVAN
ol

T
T

IAINA

fz) = { 2z, 510

2(a—1)(z—3) +1, si 3
Pruebe que para toda 0 < a < %, el limite inverso de I con esta funcion
de ligadura contiene un subcontinuo indescomponzible.

Para responder a este problema aplicaremos el Teorema anterior; veremos
que st 0 < a < %, f3(x) tiene un punto fijo que no es punto fijo de las
iteraciones anteriores f*(x) y f(x).

Primero calculemos f*(x).

@)
Para calcular esta iteracion, necesitamos encontrar para que puntos f(x)
< % y para cudles f(x) > %

w Si f(z) es igual a 2x y menor o igual a %, despejando, x es menor o
1qual a 4—11.

» S0 f(z) es igual a 2(a — 1)(z — 3) + 1 y menor o igual a 1. Restando
uno, 2(a—1)(z — 3) es menor o igual a —%. Dividiendo entre 2(a — 1),

2
xr — L es menor o igual a — . Por dltimo, sumando %, T es menor

2
—142(a—1)
4(a—1)

1
4(a—1)
o igual a
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w Si f(z) es igual a 2z y mayor o igual a %, despejando, x es mayor o
igual a ;.

» Si f(z) es igual a 2(a — 1)(z — 3) + 1 y mayor o igual a 1. Restando
uno, 2(a—1)(xz — 3) es mayor o igual a —3. Dividiendo entre 2(a — 1),
xr— % es mayor o igual a —m. Por 4ltimo, sumando %, T es mayor

—1+42(a—1)

o0 igual a (aT)

Con estos cdlculos obtenemos lo siguiente:

1
f(x)gﬁsz ( )0
—1+2(a—1
fa-n =<1
1 1
1 1STS3
fla) 2 5 si 0

Lo anterior nos permite calcular f2(x) de la siguiente manera :

2y _ J 2(f(2)), 510 < fx) < 3;
f(@{z(a—l)(f(x)—%)ﬂ, sid< fla)<i
entonces
2(2z), sit0<z<i
) 2@—1)((2z) —3)+1si; <z <i
P =93 2a—1)[2a- @5 +1 -3 +1sik << 2D
22— 1)@ -3 +1] si R <z <1
Ahora,
2@ -1 (|2a=1)(z—=)4+1| —2)+1 =
= %a—ngm—nm—%y+;+1:

= qa—n%x—%mwa—n+1:

= 4(a—1)*(x — %) +a
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Entonces f2(x) queda de la siguiente manera:

4z, si0 <z <

_ _1 I « < L.
Py =] ae B TSI e
4(&—1) (a:—§)+a, SZ§§JJ§ (a—1)
4a—1)(z—3)+2, si 714Jza2(a1)1) <z<l

Para calcular f3(x) realizaremos un procedimiento parecido. Primero

veamos cuando f*(z) < 3 y cuando f*(z) > 3.

. Entonces, x es menor o

N[ =

Si f2(x) es igual a 4z y menor o igual a
igual a 5.

. Entonces, x es mayor o

N | =

Si f2(x) es igual a 4z y mayor o igual a
1

igual a 3.

Si f2(z) es igual a2(a—1)(2z—3)+1 y menor o igual a 3. Restando uno,

2(1—1)(2z—13) es menor o igual a —%. Diviendo entre 2(a—1), 2z—1 es

2
—1+2(a—1)

mayor o igual a —%1). Sumando %, 2z es mayor o igual a Ha1)

4(a
Finalmente, dividiendo entre 2, x es mayor o igual a %(_‘151)

Si f3(z) es igual a 2(@—1)(235—%)—1—1 y mayor o igual a % Restando uno,

2(1—1)(2z—3) es mayor o igual a —3. Diviendo entre 2(a—1), 2z—3 es
menor o igual a —%1). Sumando %, 2z es menor o igual a %(_“1;1)

4(a
Finalmente, dividiendo entre 2, x es mayor o igual a %ﬁaﬁl)

Si f3(x) es igual a 4(a —1)*(x — 3) +a y menor o igual a 5. Restando
a, 4(a —1)*(z — 1) es menor o igual a 32%. Diviendo entre 4(a — 1),
1

1 : 1-2a ,
T — 5 es menor o igual a (a1 Sumando 3, x es menor o igual a

1—2a+4(a—1)2
8(a—1)2

Si f2(z) es igual a 4(a —1)*(z — 3) + a y mayor o igual a 5. Restando
a, 4(a —1)%(x — %) es mayor o igual a 1=2%. Diviendo entre 4(a — 1)?,

2 2
1 ~ 1-2q 1 -
T — 5 es mayor o igual a S 12 Sumando 3, x es mayor o igual a

2
1—2a+4(a—1)2
8(a—1)2
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= Si f3(x) es igual a 4(a — 1)(z — 1) + 2 y menor o igual a }. Restando
2, 4(a — 1)(z — 3) es menor o igual a —3. Dividiendo entre 4(a — 1),
r — 1 es mayor o igual —ﬁ. Por lo tanto, sumando %, T es mayor

2
—3+4(a—1)

o0 igual a S@T)

Si f2(x) es igual a 4(a — 1)(x — 3) + 2 y mayor o igual a 5. Restando

2, 4(a — 1)(z — 3) es mayor o igual a —3. Dividiendo entre 4(a — 1),

xr — % es menor o igual —ﬁ. Por lo tanto, sumando %, T es menor
—3+4(a—1)

tqual a 3@D)

Con estos cdlculos obtenemos lo siguiente:

DN | —

f (=)

IA
IA
8
IA
-
8
S)
+
£
S}
|
L
e

8(a—1)2

\ 8(a—1)

1
2 1—2a+4(a—1)2

8(a—1)2 <o < A

— 4(a—1)
o

—1+42(a—1) —3+4(a—1)
. -1 =7 <~

Entonces, f3(x) queda de la siguiente manera:

3 2 , 5i 0 < f%(x)
f(z) —{ 2(a—1)(f2(x) -1 +1, si 3< ()

<%
<1
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entonces
( 2(4x), si0<z< %
2(a—1)(4x—%)+1, 57;13 Sl
2(a—1)([2(a =12z — 5) +1] = 3) + L, l<z< 1+(2<a1)1>,
2[2(a —1)(2z — 3) + 1], si _1J(rj(a1)l) <a< g
P = 2@ 17 - 1)+l Gl < g g e, 2;+4<;;2 e,
20a—1)([4a—1)%@x -3 +a - +1, s % < g < e,
2(a—1)([4la—1)(z -3 +2] - 1) +1, si st < g < S
| 2[4(a—D)(z - }) +2), si Sl <z <1
Ahora
20— 1)([2(a ~ )25~ 5) +1] ~ ) +1=
=90~ 1)(2a—1)(2r — 5) + 5) +1=
:4(a—1)2(2x—%)—l—(a—1)+1:
=4(a—1)°Q2z - =) +a
2(a —1)([4(a — 1)*(z — %) +a] — %) +1
8(a —1)3(z — %) +2a(a—1)—(a—1)+1
8~ 1)z —5) + (2a—1a—1)+1
2(a — 1)([4(a — 1)(z — %) +2] - %) +1
1. 3
2(a—1)(4(a — 1)(x — 5) + 5) +1=

8(a—1)2(x—%)+3(a—1)+1:

8(a — 1)*(x — %)—{—3@—2
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En conclusién f3(z) queda definida de la siguiente manera:

p

8z, si0 << g
20— 1) — )+ 1, ilzg<l
4(a —1)(2z — %) +2, si —18-1(—2((11 D <y < %;
’ - ; 1—2a+4(a—1)2

[ () 8(a —1)*(x — 3) + 2a, sif <o < O,
Ba— 1Pz =3+ 2a—1)(a—1)+1, s 5L <p < LD,
8(a —1)*(z — 3) + 3a — 2, i %(_aﬁl) <r< —38J(r:(_a1;1);

1 . —3+4(a=1)
\8(@—1)@7—5)4‘47 sznggl

Ahora veamos si f3(x) tiene algiin punto fijo que no sea un punto fijo de
f?(x), consideremos dos casos:
a)0<a< i

» Sea f3(z) igual a 8x. Para que 8z sea igual a z, x debe ser igual a 0.
Como 0 es punto fijo de f*(x), f3(x) igual a 8z no nos sirve.

» Sea f3(x) igual a 2(a —1)(4x — %) + 1. Un punto fijo para este valor de
f2(x), es aquél que 2(a —1)(4x — £) + 1 es igual a x, esto es lo mismo
que, si [8(a—1) — 1]z — (a — 1)+ 1 es igual a 0, continuando con este
argumento, lo anterior, es igual a pensar que [8(a — 1) — 1]z es igual
a — 2, ast, obtenemos que x es un punto fijo de 2(a — 1)(4x — %) +1, si

es igual a 8((1‘1__1?_1.

< a—2

Veamos para que valores de a, se cumple: a1 =

=

1
8

» Pensar para qué valores de a, S(aa_—’l?_l es mayor o igual que %, €es pensar,

para que valores, a — 2 es menor o igual a a — 1 — %. Despejando, lo

; . 9
anterior se cumple, puesto que 2 es mayor igual que .

= Para la otra desigualdad, obtenemos que

1 ~ 1
1, St a es menor igual que 3.

a—2 .
’ Bla—1)—1 es menor Zgual que
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l], el

Lo anterz'or nos dice; que para todo valor de a en el intervalo [0, 1

a—2

punto m es punto fijo de f3(x). Solo falta ver si Sai)1 €S punto fijo
de f?(x).
Veamos para que valores de a, ﬁ es punto fijo de 2(a—1)(2z—3)+1 :
a—2 1
20 —-1)2(=————) — = 1 =
—4a +1
= 2 1 1=
= DogE- -+
_ —4da(a—1)+ (a —1) 1
8(a—1)—1
 —dafa—1)+9(a—-1)-1
B 8(a—1)—1

—4a(a—1)+9(a—1)—1 a .
Ahora, =2 8((1)_+1)(_1 =1 g iqual a ﬁ si, —4a(a—1)+9(a—1) -1

es 1gual a a — 2. Entonces, para encontrar los valores de a, debemos calcular,
para cudles valores de a; —4a(a — 1) + 9(a — 1) igual a 0. Simplificando,
tenemos el polinomio —4a*+11a—8. Como las raices del polinomio anterior

son _1_1;71 Yy _1_18_71, concluimos que no exiten valores de a, tales que el punto

8(;‘__1%_1 sea punto fijo de 2(a — 1)(2z — 3) + 1.

Entonces el punto es un punto fijo de f3(x) pero no de f?(x).

_a-2
8la—1)—1
i <as]
Trabajemos con la funcion 8(a—1)?(x—3)+3a—2. Un punto fijo x de esta
funcion, es aquél que cumple; 8(a —1)?(z — %) +3a—2 igual a x. Despejando,
convertimos la igualdad anterior en: [8(a —1)? — 1]z — 4(a — 1)* + 3a — 2

4(a—1)2—3a+2

1gual a 0. Realizando otro despeje, obtenemos: x es igual a a1

4(a—1)2—3a+2

Veamos para que valores de a, el punto se encuentra en el

8(a—1)2—-1
ntervalo %(_‘Sl) <z <1.
4(a—1)2—3a+2 1+2(a—1)

S Dro1 s mayor o igual a @1 stempre y cuando, —8(a—1)2+
16(a—1)>+1—2(a—1) sea menor o igual a 16(a—1)>—12a(a—1)+8(a—1).
Ahora, despejando la desigualdad anterior obtenemos que necesitamos la
siguiente desigualdad: —8(a — 1) + (12a — 10)(a — 1) menor o igual a 0.
Ast, obtenemos que los valores de a que estamos buscando, son aquellos que
cumplen la desigualdad: 4a® — 6a + 2 menor o igual a 0.
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Este polinomio tiene soluciones para % < a < 1. Como estamos en la

tercera iteacion y f2(a) = 2a. Entonces, este polinomio tiene solucion para
1 1
iSas g

4(a—1)2—3a+2

~S-nz_1 s punto fijo de f?(x). Evaluando,

Ahora veamos si el punto
obtenemos:

Aa—1)%—3a+2] 1

AN [T 5 F2=

_16(a—1)> —12a(a—1) +8(a— 1) — 16(a — 1)* + 4(a — 1) B
B 8(a—1)2—1 2=

16(a — 1) —12a(a—1)+8(a—1) —16(a — 1) + 4(a — 1) + 16(a — 1)? — 2

8a—1)2—1
Para ver si el punto % es punto fijo de f?(x), debemos probar
que, 4(a—1)2—3a+2 es igual a 16(a71)3712a(a71)+8(a71)716(a71)3+4(a71)+16(a71)272'

8(a—1)2—1 8(a—1)2—1

Esto es cierto si la siguiente igualdad se cumple: 16(a — 1) — 12a(a — 1) +
8(a—1)—16(a —1)* +4(a—1) + 16(a — 1)* — 2 igual a 4(a — 1)* — 3a + 2.
Simplificando, obtenemos que los valores de a que estamos buscando, son las

raices del polinomio —4a® + 11a — 8.
4(a—1)2—3a+2

Sa-nz_1 1o €s

Como este polinomio tiene raices complejas, el punto

punto fijo de f?(x).
Al encontrar que la funcion f(x) tiene puntos de orden 3, el Teorema 51

nos dice; si 0 < a < %, el limite inverso de I con funcion de ligadura f

contiene un subcontinuo indescomponible.
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Capitulo 4

Limites inversos generalizados

En esta seccién, trabajeremos con el concepto de limite inverso general-
izado. Este concepto fue intruducido por W. S. Mahavier en 2004. Lo que
hace es ampliar a funciones semicontinua superiormente, el concepto de limite
inverso. Como veremos en la seccién de ejemplos, el considerar este tipo de
funciones, nos permite obtener resultados tan variados, lo que hace que sea
muy interesante su estudio.

4.1. Definiciones y propiedades

Empezaremos con el concepto de funcién semicontinua superiormente.
Para esto necesitamos lo siguiente:

Definicién 53 Sea X un espacio de Hausdorff y compacto. Denotaremos
por 25 ={AC X : A es cerrado, A # (}.

Definicién 54 Sean X yY espacios de Hausdorff y compactosy f : X — 2V
una funcion. Decimos que f es semicontinua superiormente en el punto x de
X si para cada conjunto abierto V de Y tal que f(x) estd contenido en V,
eziste un subconjunto abierto U de X tal que x es elemento de U y st u es
elemento de U entonces f(u) estd contenido en V.

37
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Definicién 55 Sean X yY espacios de Hausdorff y compactosy f : X — 2V
una funcion. La grifica G(f) de f es el conjunto de todos los puntos (x,y)
tales que y es un elemento de f(x).

Ejemplo 56 Sea f : X — Y wuna funcion continua. Si'Y es Ty, definimos
f* X — 2Y como f*(x) = {f(x)}. Entonces f* es semicontinua
supertormente.

Ahora, presentaremos la defincién de un limite inverso generalizado.

Definicién 57 Sea {X;, fi};o, una sucesion de espacios métricos, donde
i+ Xiy1 — 2% es una funcion semicontinua superiormente para todo
nimero natural i. El limite inverso generalizado de la sucesién {X;, fi},
se define como:

l@ {X6, fi} = {(%)Q’il € ﬁXi tx; € fi(xi—i-l)} :

Decimos que {X;, f;};o, es una sucesion inversa con funciones de ligadura

1=

semicontinuas superiormente f;.Si para todo nmumero natural i, fi(xii1)

contiene un solo punto, esta definicion coincide con la Definicion 28.

Observaciéon 58 Observemos que la Definicion 28, es un caso particular de
la Definicion 57 cuando para todo nimero natural i la funcion f; : X;v1 — X;.

Con el siguiente teorema, obtenemos una forma facil de construir
funciones semicontinuas superiormente.

Definicién 59 Como en la Definicion 30, para los limites inversos general-
izados podemos definir las proyecciones i-ésimas. Sea {X;, fi}io, una suce-
sion de espacios métricos con funciones de ligaduras semicontinuas supe-
riormente. Consideremos para cada nimero natural i, la proyeccion ) :
(o)

[I X» — Xi. Para cada mimero natural i, sea m; = Ti|im{x,..}; Entonces m;

n=1
es una funcion continua, ya que es la restriccion de una funcion continua.
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Teorema 60 Sean X y Y espacios de Hausdorff y compactos, M un
subconjunto de X XY tal que si x es elemento de X entonces existe y en Y
tal que la pareja (x,y) pertenece a M. Entonces M es un subconjunto cerrado

sty sélo st M es la grifica de una funcion semicontinua superiormente
f:X —2Y.

Demostracion. Supongamos que M es cerrado. Para cada x € X, definimos
el siguiente conjunto:

flx)={yeY:(v,y) € M}.

Notemos que f(x) es igual a mo(({z} xY)NM). Como X XY es compacto
y cerrado, ({z} x Y)N M es compacto. Dado que 75 es continua, ma(({x} X
Y)N M) es un subconjunto compacto de 'Y . Por lo tanto, mo(({x} x Y)N M)
es un subcongunto cerrado de Y. Asi que, f(x) es un subconjunto cerrado de
Y y f estd bien definida.

Supongamos que f no es semicontinua superiormente en un elemento x de
X. Entonces existe un subconjunto abierto V de Y tal que f(x) estd contenido
en V' y, para cada subconjunto abierto U de X tal que x es un elemento de
U, existe z en U tal que (z,y) estd en M yy no es elemento de V. Definimos
My = {(p, QJEM:pecUvyqd V} . Notemos que: My = (Ux (Y —=V))NM.

Sean U y W dos subconjuntos abiertos de X tales que x pretenece a
WNU. Myaw estd contenido en My N My, ya que, (UNW x (Y =V))NM
es subconjunto de (UNW) x (Y —V))N M. Por lo tanto, la familia { My}
de subconjuntos cerrados de M, tiene la propiedad de la interseccion finita.

Como X XY es compacto, existe (a,b) que pertenece a todos los My.
Entonces, (a,b) es un elemento de M. Como x es el unico elemento en comin
para todos los U, a es igual a x y, b no pertenece a V. Esto contradice el hecho
de que b pertenecia a f(x). Por lo tanto, f es semicontinua superiormente.

Supongamos que [ es semicontinua superiormente. Veamos que G(f) es
un subconjunto cerrado de X x Y. Sea (z,y) elemento de (X xY)— G(f).
Como 'Y es un espacio de Hausdorff y compacto, Y es normal. Por lo tanto,
existen dos subconjuntos abiertos U y V de Y tales que, y es un elemento
de U, f(x) es un subconjunto de V, UNV yV NU son vacios. Como f es
semicontinua superiormente, existe un subconjunto abierto H de X tal que
x es un elemento de H y para todo elemento z de H, f(z) estd contenido en
V. Entonces, H x U es un abierto de X XY tal que (x,y) pertenece a H x U
y (H xU)NG(f) es vacio. Por lo tanto, G(f) es un cerrado de X x Y. m
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Observacion 61 La condicion que se le pide al conjunto M en el Teorema
60 se puede traducir como: w1 (M) igual a X.Sean {X;, f;}2, una sucesion
inversa de espacios métricos con funciones de ligadura semicontinuas
superiormente con limite inverso X, y M igual a G(f1), entonces m1(Xoo)
es igual a mo(M) y (my X m1) (X&) €s igual a M.

4.2. Limites inversos generalizados compactos

4.2.1. Definiciones y propiedades

Definicién 62 Sea {X;, f;};0, una sucesion inversa de espacios de Haus-
dorff y compactos con funciones de ligadura semicontinuas superiormente.
Para cada nimero natural n, definimos:

o
G, = {{Il}fil € [[ Xi: z; € fi(ziy1) para todo nimero natural i menor que n}
i=1

Estos conjuntos, son andlogos a los conjuntos H,, de la Definicién 32, de
igual manera nos permitirdn aproximar el limite inverso generalizado. Pero
antes, debemos probar que, para todo niimero natural n, G,, es compactos y
no vacios.

Teorema 63 Para cada nimero natural n, G, es un conjunto compacto y
no vacto.

Demostracion.

s Para todo nimero natural n, G, es no vacio.

Para ver que G, es no vacio. Sean y,.1 un elemento de X1 y yn
un elemento de f(yny1). De forma inductiva, definimos un punto iy, ;
de fu_i(Yn_iv1), para cada nimero natural © menor que n. Para cada
nimero natural © mayor o igual que n, y; es cualquier punto de X;. De
esta manera tenemos que (y;), es un elemento de G,,.
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= Para todo nimero natural n, G, es compacto.
o

El conjunto [[ X; es compacto, ya que es un producto de compactos.
i=1
Sdlo necesitamos probar que G, es cerrado en [[ X;. Sea (x;);=, un
i=1

o0
elemento de <H Xi) —@G,,. Entonces existe un nimero natural k menor
i=1

o igual a n, tal que xy pertenece a fr(xri1). Como fr(rpi1) es un
espacio de Hausdorff compacto, existe un subconjunto O abierto de Xy,

tal que xy, es un elemento de O y ON fr(zx11) es vacia. En consecuencia,
o0

7. (O) es un subconjunto abierto de [] X; tal que x pertenece a " (O)
=1
y 7.1 (0) NG, es vacia. Por lo tanto, G,, es cerrado.

El teorema anterior, nos permite hacer la siguiente observacién, la cual
es un resultado andlogo a la Proposicién 33.

Observacioén 64 Por la Definicion 62 y el Teorema 63, lim {X;, f;} es igual
a n Gl
i=1

Teorema 65 Sea {X;, f;};o, una sucesion inversa de espacios de Hausdorff

compactos con funciones de ligadura semicontinuas superiormente. Entonces,
el limite inverso lim(X;, f;) es un conjunto no vacio y compacto.
il

Demostracion. Como G, es igual a |J fi(z) x U fo(z) x --- X
reXo r€X3

oo
U fulz) x I Xi, {Gi}2, es una sucesion anidada de espacios
ze€Xn41 i=n-+1

oo o
compactos en el producto cartesiano [[ X;, (| G; es un conjunto compacto
i=1 i=1
y no vacio. Entonces, por la Observacion 64, el limite inverso lim(X;, f;) es
—

un conjunto no vacio y compacto. |



42 CAPITULO 4. LIMITES INVERSOS GENERALIZADOS

4.3. Limites inversos generalizados conexos

4.3.1. Definiciones y propiedades

Los resultados de esta seccién dan algunas condiciones que son suficientes
para que el limite inverso generaliazdo de espacios métricos sea conexo.

El siguiente teorema nos muestra un condicién suficiente para que el limite
inverso generalizado sea no conexo.

Teorema 66 Sean M un subconjunto cerrado y no conexo de [0, 1] x [0, 1]
tal que m (M) es igual a [0,1] y f : [0,1] — 20U la funcion semicontinua
superiormente que tiene como grifica a M. Entonces lim{[0,1], f} es no
conexo.

Demostracion. Sea X igual al lim {[0,1], f}. Supongamos que X, es

conexo. Como w1 y my son funciones continuas o X 71 : Xoo — [0,1] X [0, 1]
es continua. Por la Observacion 61 (my X m1) (X)) es igual a G(f). Pero
esto contradice el hecho de que G(f) sea no conexa. Por lo tanto, K es no
conero. m

Primero daremos algunas condiciones para que G(f) sea un conjunto
conexo, esto nos va a permitir dar condiciones para saber cuiando G,, es un
conjunto conexo.

Teorema 67 Sean X y Y espacios de Hausdorff y compactos, donde X es
conexo y f : X — 2¥una funcion semicontinua superiormente. Supongamos
que f(x) es conexo para todo elemento x de X. Entonces G(f) es conexa.

Demostracion. Supongamos G(f) mno es conexa. Entonces ezisten dos
subconjuntos cerrados no vacios H y K de X XY, tales que G(f) es igual a
HUK y HN K es vacta. St x pertenece a X, {x} x f(x) es un subconjunto
conexo de G(f). Por lo tanto, {z} x f(x) estd contenido en H o bien
{z} x f(x) estd contenido en K. Ahora definimos:

1. H={r e X : {a} x f(x) C H}
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2. Ky ={x e X :{z} x f(z) C K}

Gracias al Teorema 60, G(f) es cerrado en X X Y, por ser la grifica de
una funcion semicontinua superiormente. Ahora, como Hy = m(G(f) N H)
y K1 =m(G(f)NK), Hy y Ky son cerrados. En consecuencia, Hy y K son
compactos tales que, X es igual a Hy U K;. Como X es conexo, existe un
elemento z en Hy N K tal que, {z} x f(2) estd contenido en H N K. Esto
contradice la hipdtesis de que H y K son conjuntos ajenos. Por lo tanto,
G(f) es conexa. m

Definamos el inverso de un subconjunto.

Definicién 68 Sea M un subconjunto de X XY con X y Y espacios de
Hausdorff y compactos. Definimos M~ = {(y,x) € Y x X : (z,y) € M}.

El siguiente teorema nos presenta una condicién suficiente para saber,
cudndo la gréfica de una funcién semicotinua superiormente es conexa.

Teorema 69 Sean X yY espacios de Hausdorff y compactos, dondeY es un
conjunto conezo. Supongamos que f : X — 2¥ es un funcion semicontinua
superiormente tal que,para todo elementoy de Y, A, ={x € X :y € f(x)}
es un subconjunto no vacio y conexo de X. Entonces, G(f) es conezxa.

Demostracion. G(f) es un subconjunto de X x Y. Definimos M igual a
G(f)™Y, como en la Definicion 68. Entonces M~, que es igual a G(f), es la
grifica de una funcion semicontinua superiormente. Usando el Teorema 67,
M~ es conexo. Por lo tanto, G(f), es conexo. m

En la siguiente definicién generalizaremos el concepto de gréfica.
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o« o, 1 ., . .
Definicién 70 Sean {XZ}:L:l una coleccion finita de espacios de Hausdorff
compactos y f; : X;41 — 2% una funcion semicontinua superiormente para
todo numero natural i, tal que i pertenece al intervalo [1,n]. Definimos:

n+1
G<f17f27f37"'7fn) = {ﬂf € H XZ SRS fl'('r’i+1)7 donde 1 S i S n}
i=1

El siguiente teorema, es una generalizacién del Teorema 69.

Teorema 71 Sean {Xi}?:f una coleccion finita de continuos de Hausdorff
Yy {fZ s X — 2Xi}?:1 una coleccion de funciones semicontinuas superior-
mente. Supongamos que para todo x e i, elementos de X;11 y {1,2,...,n}
respectivamente, fi(x) es un conjunto conezxo. Entonces, G(f1, fo, f3, -, [n)
es conera.

Demostracién. Demostraremos el teorema por induccion sobre n.

Paran =1 es el Teorema 67.

Supongamos que para cualesquiera dos colecciones {Xi}?:ll Y

{fZ c X — ZXZ}Z,L:l, tales que, para todo x e i, elementos de X;y1 y
{1,2,...,n}, respectivamente, f;(z) es un conjunto conezxo, G(fi, fa, f3, .., fn)
es conexo. Sean {X,-}?:lz un coleccion finita de continuos de Haus-

yn+1l ., . . .
dorff vy {fi:Xi+1H2X1}i:1 un coleccion de funciones semicontinuas

superiormente. Supongamos que para todo x e i, elementos de X;i1 y
{1,2,...,n+ 1}, respectivamente, f;(x) es un conjunto conero. Por hipdte-
sis de induccion, G(fa, f3, fa, -+, fur1) €S un conjunto conexo.

Definimos:

h G<f17f27f37 “'7fn+1) - G(f27f37f47 ---;fn+1)

como: h(xy, T, T3, ..., Tps1) = (T2, T3, Tay ooy Tya1)-

= h es una funcion continua:

Para todo elemento i de {1,2,...,n}, la funcion m; o h es continua.
Entonces por el Teorema 24, h es continua.

= h es una funcion suprayectiva:
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Sea (x9,T3,...,xn41) un elemento de G(fa, f3, fa,.oy fni1). Si 2z es
elemento fi(xs), podemos concluir que, (z,xg,...,x,11) es elemento de
G(fl? f27 sy fn—i—l) Y h(ZJ Z2..., xn—‘—l) €s Zgual a (J;?v L3y eney mn—‘—l)‘

Supongamos que G(f1, f2, f3, .-y fur1) €s un conjunto no conexo. Entonces

n+2
existen dos cerrados H y K del producto cartesiano [[ X; tales que
i=1
G(f1, fay ey frr1) esigual a HUK y HNK es vacia. Como h es suprayectiva,
h(H U K) es igual a G(fs, f3, fa, -, fni1), €n consecuencia, existe un punto

p = (p1,D2, -, Pny1) en h(H) N h(K). Ast, el conjunto:

{(x1,p2, ., pns1) € G(f1, fo, f3o oo frr1) s 21 € fi(p2)}

es un conjunto conexo que intersecta a H y a K. Esto contradice el hecho de
que H y K son ajenos. Por lo tanto, G(f1, fa, f3, .., fni1) €8 coneza. m

Ahora estamos listos para probar que G, es conexo, para todo nimero
natural n.

Teorema 72 Sean {X;};°, una coleccion de continuos de Hausdorff y
. Xi+1 o0 .7 . . . .

{ fi: Xix1 — 2 ., una familia de funciones semicontinuas superiormente.

Supongamos que para todo elemento x de X; 11 y todo nimero natural i, f;(x)

es conexo. Entonces, para todo nimero natural n, G, es un conjunto conexo.

Demostracion. Por el Teorema 71, G(f1, f2, f3, -, [nt1) €S conezxa y, como
G, esigual a al producto cartesiano G(fi1, fo, f3, ey frn) X Xpao X Xpaz X -+,
G, es conexo para todo nimero natural n. m

Teorema 73 Sean {Xi}?ill una coleccion finita de continuos de Hausdorff
Y {fZ s X1 — 2Xi}?:1 una coleccion de funciones semicontinuas superior-
mente. Supongamos que para today € X;, By = {x;11 € X1 :y € fi(wig)}
es un subconjunto no vacio y conexo de X; 1. Entonces G(f1, fa, f3, ..., fn) €s
un conjunto conexo.

Demostraciéon. Demostraremos el teorema por induccion sobre n.
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Paran =1 es el Teorema 69.
Supongamos el resultado cierto para n. Sean {Xi};ff una coleccion

finita de continuos de Hausdorff y {fi X — 2Xi}j:+11 una coleccion de

funciones semicontinuas superiormente. Supongamos que para todo elemento

y de X;, By = {xi1 € Xiy1:y € fi(ziy1)} es un subconjunto no vacio
y conexo de X;y1. Supongamos que G(fi,f2, f3,-y fur1) €S no conexo.
n+2

Entonces existen dos cerrados H y K del producto cartesiano [[ X, tales
i=1

que G(f1, fa, ..., fay1) esigual a HU K y H N K es vacia. Definimos:

h - G(flaf2>f37 "'7fn+l) - G(fl?f??f?n >fn)

como: h(xy, T, T3, ..., Tpa1) = (1, T, T3, evy Tpy)

Usando un argumento similar al dado en el Teorema 71, h es continua y

sobre, Yy G(f17f27f37 7fn) €s Zgual a h(H) N h’(K) Sea b= (p17p27 7pn)
elemento de h(H) N h(K). En consecuencia:

{x € G(f1, for oo fr1) i =pi 1 < i <ny x, € folXng)}

es un conjunto conexo que intersecta a H y K. Esto contradice el hecho de
que H y K son ajenos. Por lo tanto, G(f1, fa, f3, .-, fni1) €8 coneza. m

Teorema 74 Sea {X;};2, una coleccion de continuos de Hausdorff y
{ fi: Xip1 — 2Xi}zluna familia de funciones semicontinuas superiormente.
Supongamos que para todo elemento y de X;11 y para todo nimero natural i,
el conjunto:

By ={zi1 € Xiy1:y € fi(ziy1)}

es un subconjunto no vacio y conero de X, 1. Entonces para todo nimero
natural n, G, es conexo.

Demostracion. Por el Teorema 73, G(f1, fa2, f3, ..., fat1) €S conexa y, como
G, es igual al producto cartesiano G(f1, fa, f3, .-y fr) X Xpio X Xpyg X -+
G, es conexo para todo nimero natural n. m
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En los siguientes dos teoremas, daremos condiciones para saber cuando
el limite inverso generalizado es un continuo.

Teorema 75 Sean {X;};°, una coleccion de continuos de Hausdorff y
{fl c X — 2X’i}zl una familia de funciones semicontinuas superiormente
Supongamos que para todo elemento x de X1 y todo nimero natural i, f;(x)
es conexo. Entonces, lz;m {X;, fi} es un continuo de Hausdorff.

Demostracion. Para todo nimero natural n, por los Teoremas 63 y 72, G,

o
es compacto y conexo. Por la Observacion 64, lim(X;, fi) es igual a () Gp.
A n=1
Por lo tanto, lim(X;, f;) es un continuo de Hausdorff. m

Teorema 76 Sean {X;};°, una coleccion de continuos de Hausdorff y
{ fi: Xipz1 — 2 1}1':1 una familia de funciones semicontinuas superiormente.
Supongamos que para todo elemento x de X; y todo miumero natural i,
By, = {zi41 € Xit1:y € fi(wiy1)} es un subconjunto no vacio y conexo de
Xit1. Entonces, lim(X;, f;) es un continuo de Hausdorff.

Demostracion. Para todo nimero natural i, por los Teoremas 63 y 74, G;
[e.e]

es conexo. Por la Observacion 64, lim{X;, f;} es igual a (| G;, Por lo tanto
— i=1
lim{X,, fi} es un continuo de Hausdorff. m

El hecho de que G(f) sea conexa no nos asegura que limite inverso sea
conexo, tenemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 77 Sean S; y Ss, los segmentos de recta en I x I que unen a (0,0)
con (2,1 4 (2,3) con (1,1) respectivamente,

M = (I'x{0HU{1} x HU S U S
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f:10,1] — 2% [q funcién semicontiua superiormente definida por M y Xo
igual a lim {[0,1], f}.

(1/4,1/4)

(3/4,1/4)

Congunto M del Fjemplo 77

Definimos el siguiente conjunto:

1
N:{(phpz,---)EKipl:m:—yp3=

A~ w

pom=i)

Sea x un elemento de N. Consideremos R = Ry X Ry X R3 X 'H, la region del
cubo de Hilbert (H) dada por los intervalos Ry = Ry = (3,2) y Ry = (2, 1).
Notemos que N estd contenido en R.

Veamos que N es igual a R[] Xoo. Supongamos que existe un elemento
y = (y1,vy2,...) de (R(K)\ N. Por la definicion de R, yi1,y> pertenecen a
(%, %), en consecuencia, ys €s menor o igual a i. Como y no pertenece a N, vy
€s menor que }1, por consiguiente y3 es igual a 1. Esto es una contradiccion,
ya que y era elemento de R. Por lo tanto, R( X« es igual a N. Entonces

Xoo €5 No conexo.

El siguiente Teorema nos va ayudar a describir de forma mas sen-
cilla. un limite inverso. Una prueba de éste se puede encontrar en
[Ingram, Teorema 2,4, pag 357].
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Teorema 78 Sean X un espacio de Hausdorff y compacto y f : X — 2%
una funcion semicontinua superiormente. Si Y es un subconjunto de X
yg : Y — 2¥ una funcién semicontinua superiormente tal que, G(g)
estd contenido en G(f). Entonces, lim {Y, g} es un subconjunto cerrado de

lim (X, 1}.
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Ejemplo 79 Sean un elemento a del intervalo (0,1), M el subconjuto
cerrado de la celda I x I formado por; las rectas en I x I que une los puntos
(0,a) con (a,0) y (a,1) con (1,a) respectivamente.

(1)

(0.3) \ (1,a)

(=,0)

Congunto M del Ejemplo 79

Sea f :[0,1] — 2% la funcién semicontinua superiormente que tiene
como grafica el conjunto M y K igual a lim([0,1], f).

K no es conexo. Sean Dy el cuadrado que tiene como wvértices a los
puntos (a,1), (a,a),(1,1),(1,a) y f1 : [a,1] — 2% la funcién semicontinua
superiormente que tiene como grifica a D10 M. Entonces lim {[0,a], f1}, el
cudl es un arco que va del punto (a,1,a,1,...) a el punto (1,a,1,a,...), estd
contenido en lim {[0,1], f}. De la misma forma, sean Dy el cuadrado que

tiene por vértices (0,0), (a,0),(0,a), (a,a) y fo : [0,a] — 29 la funcion
semicontinua superiormente que tiene como grifica a Dy N M. Entonces
lim{[0,al], fi}, el cudl es un arco que va del punto (a,0,a,0,...) a el punto
(0,a,0,a,...), estd contenido en lim{[0,1], f}.

Si un punto en K tiene como primer coordenada a 0, tiene la forma
(0,a,z,a,z,a,x,..), donde x es un elemento de {1,0}. Este conjunto lo
podemos ver como: {0} x {a} x{0,1} x{a} x{0,1} x--- | que es homeomorfo
a un conjunto de Cantor (C1). El cudl tiene como un punto extremo al punto
(0,a,0,a,0,...).
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Si el punto tiene como primer coordenada a 1, es de la forma
(1,a,z,a,z,...), donde x es un elemento de {0,1}, de la misma forma, este
conjunto podemos verlo como: {1} x {a} x {0,1} x {a} x {0,1} x --- . Este
conjunto también es homeomorfo a un conjunto de Cantor (Cs), el cudl tiene
como un extremo al punto (1,a,1,a,...).

Finalmente, si el punto tiene como primer coordenada a a, tiene la forma
(a,x,a,x,a,...) con z € {0,1}. El conjunto formado por estos puntos es de
la forma {a} x{0,1} x {a} x{0,1} x --- | que es homeomorfo a un conjunto
de Cantor (C3). Cs tiene como puntos extremos a los puntos (a,0,a,0,-- )
y (a,1,a,1,...).

Ast, K esta formado por dos arcos; uno que une al punto (1,a,1,a,...) con
(a,1,a,1,...) y otro que une al punto (0,a,0,a,...) con el punto (a,0,a,0,...),
tres conjuntos de cantor; C7 que tiene como uno de sus puntos extremos al
punto (0,a,0,a,...), C3 que tiene como uno de sus puntos extremos al punto
(1,a,1,a,...), Cy que tiene como puntos extremos los puntos (a,0,a,0,...) y
(a,1,a,1,...).

(a,0a,0..) e 1a1la,..)
Cz te

(a,1,a1,..]

Limate inverso del Ejemplo 79
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4.4. Algunos teoremas de funciones continuas

Empecemos esta seccién con una la definicién de composicién de funciones
semicontinuas superiormente.

Definicién 80 Sean X,Y y Z espacios de Hausdorff, f : X —2Y yg:Y —
27 funciones semicontinuas superiormente. Definimos go f : X — 2% como:
(go f)(z) ={z € Z : existe un punto y en Y tal que y € f(x) y z € g(y)}.

Una demostracion de los siguientes 2 lemas se puede encontrar en
[InMa, Seccion 5, pag 7]y [InMa, Seccion 5, pag 7| respectivamente.

Observacién 81 Sea {X;};°, wuna sucesion de espacios de Hausdorff
compactos y {n;};~, una sucesion creciente de naturales. Entonces la funcion

F: ][ X;— [] X., Definida como:
. L

=1 1=

F(x1, 29,23, ) = (Tnys Ty, Tng, +* )

es continua.

Observacién 82 Sean {X;, fi}.o, una sucesion inversa de espacios de
Hausdorff compactos con funciones de ligadura continuas, g; = fn, © fn,+1©
40 fnii—1 ¥ F la funcion definida en la Observacidn 81. Entonces

F|liln(Xz‘7fi) : Mln(Xza fz) - llzn(Xnmgl)
es un homeomorfismo.
Si consideramos el lfmite inverso de la Definicién 57, no siempre la

restricciéon de la Observacion 82 es un homeomorfismo. Veamos el siguiente
ejemplo:
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Ejemplo 83 Sean S el segmento de recta que une a (0,1) y (3, %)

M=1x {%}U{l}x {o,%]us

y f:[0,1] — 20 la funcion semicontinua superiormente que determina M.

(1/2,1/2)

Congunto M del Ejemplo 83

Analicemos primero como es f?:

Six esigual a0, f(z) esigual a {%, 1} . Calculando la seqgunda iteracion
obtenemos: f*(z) es igual a {1,[0,1]}.

Six es elemento de (0,3), f(x) pertenece a {3, (z,1 —z)} . La sequnda
iteracion, f*(x), es igual a {3} .

St x es igual a %, f(z) esigual a {%} . Lo que nos dice que la sequnda
iteracion, f*(z), es igual a {1} .

1

Si x pertenece a (3,1), f(x) es igual a {1}. En consecuencia, f?(z)

es igual a {%}

Si x es igual a 1, f(x) es igual a [O, %} . Entonces f?(x) es igual a

{%, (x,1— a:)}
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Esto nos dice que G(f?) es la union de las rectas {0} x [0, %], I x {%} y
{1} x [3,1].
Sea Xo igual a lim {I, f?}. X, es un arco. [InMa, Ejemplo 3, pag,9].

Sea L igual a lim{I, f}. Definimos los siguientes conjuntos de L:

s Sea A iguala{xEL:xle (%,1}}

Notemos que si x es un lemento de Ay, = es de la forma
(21,7,1,0,1,0,1,0,...) ,.donde r es un elemento del intervalo [0 1).

i 2
Probemos que Ay es igual a Ay U {(%, %, 1,0,1,0,1,0, )}

Sea un elemento x de A,. Supongamos que x mno pertenece a
AU {(%, %, 1,0,1,0, )} , asi T1 es menor igua a % y x9 = 1. De esto,
se sigue que = es de la forma (x1,1,0,1,0,...). Sea U = [0, 1] x (%, 1} X

H [0, 1], un abierto de H [0,1],. Por la eleccion de x, x es un elemento
=3 i=1

de U, pero U () A1 es vacio, ya que todos los elementos de A; tiene la
sequnda coordenada menor a % Esto contradice el hecho de que x es un

elmento de A;. Por lo tanto, z pertenece a A1J{(3,3,1,0,1,0,...)}.

Para probar que AU (%7 %, 1,0,1,0,1,0,...) esta contenido en Ay, basta
probar que el punto p de la forma (%, %, 1,0,1,0,...) es un elemento de
Ay, Sea U = Uy x Uy x [[0, 1] un abierto de ][0, 1] que contiene a p.
Como Uy es un abierto de [0,1] que contiene a %, podemos encontrar
un punto x1 de tal manera que, r1 Sea mayor que % Entonces en Us,
podemos encontrar un punto xo tal que, la pareja (x1,z5) pertenezca
a M. En consecuencia, el punto q de la forma (vs,71,1,0,1,0,...)

pertenece a U () Ay. Por lo tanto, p es un elemento de A;.

En consecuencia de todo lo anterior, A es un arco que va del punto

(1,0,1,0,1,0,...) al punto (%, %, 1,0,1,0,...).

s Sea A, iguala{xeL:xlz%:xgyxge(%,1”.

Notemos que si x es un elemento de Ay, = es de la forma
(%, %, x3,7,1,0,1,0,1,0,...), donde r es un elemento del intervalo [0, %)
Usando un argumento similar al que se utilizé para Ay, pero aho-
ra sobre la tercera coordenada. Obtenemos que A, es igual a Ay U
{(% % %, %, 1,0,1,0, )} . Por lo tanto, Ay es un arco que va del punto

(3,4,1,0,1,0,1,0,...) al punto (3,4.4,3,1,0,1,0,...).
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» Sea As iguala{xEL:xlzéymE [0,%)}

Notemos que si x es un elemento de Az, x es de la forma
(%, x2,1,0,1,0,...). Usando un argumento similar al que se utilizé para
A, Az esigual a A3U{(3,3,1,0,1,0,1,0,...)}. Entonces Az es un arco
que va del punto (%, %, 1,0,1,0,1,0,...) al punto (%, 0,1,0,1,0,...).
Lo que obtenemos es un triodo contenido en L, formado por la unidn de
los arcos Ay, Ay Y Az Asi K y L mo son homeomorfos.

Con los siguientes resultados, daremos condiciones para que la restriccién
de la Observacion 82 sea un homeomorfismo.

Observacién 84 Sean {X;}-,, {Yi}.2, dos sucesiones de espacios de
Hausdorff. Supongamos que para cada nimero natural i, ¢; : X; — Y; es
una funcion continua. Entonces la funcion @ : [[ X; — []Y;, definida como:

O(x) = (p1(71), py(x2),...), es continua ya que cada p; lo es. Ademds, si cada
@, es inyectiva, ® es inyectiva.

Teorema 85 Sean {X;}°, y {Yi};2, dos sucesiones de espacios métricos,
fit X1 — 2Xi 4 g, Yiig — 2Yi funciones semicontinuas superiormente
para cada nimero natural i. Supongamos que para cada nimero natural i,
@; 1 X; — Y, es una funcion continua , tal que @; o f; = g;0 ;1. Entonces la
funcién o : lﬁn(Xi, fi) — lﬁn(Yi,gi) definida como: p((x;)52,) = (p;(24))2,
estd bien definida y es continua. Ademds, si para todo nimero natural i, p,
es inyectiva y suprayectiva entonces ¢ es suprayectiva.

Demostracion. Como ¢ = (I)|lim(Xi,fi) , gractas a la Observacion 84, solo

tenemos que verificar dos cosas:

1. Six es un elemento de lim(X;, f;) entonces o(x) pertenece a lim(Y;, g;).

Para probar esto, veamos que @;(x;) es un elemento de g;(¢; 1(xiy1))
para cada ndmero natural i. Esto se cumple, ya que @,(r;) es un

elemento de ¢;(f(z;41)) que es igual a g;(p; 1 (xit1)).
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2. St ¢; es inyectiva y suprayectiva entonces ¢ es suprayectiva.
Sea y un punto de lim(Y;, g;), entonces x de la forma (7 (y1), 05 (y2), 03 (y3), -..)
es un punto en ]| )Z y @(x) esigual ay. Solo falta ver que x pertenece
a l{ln(Xi,fi) éean un nimero natural j y fij(xj41). Como yji1 es

igual a p;1(x541) Yy y; pertenece a g;(yjy1), entonces y; es un elemen-
to de gi(¢j41(rj11)) = ¢;(fi(xj11)). Por lo tanto, existe t elemento de
fi(wj11)), tal que @;(t) es igual a y; , como @, es inyectiva, t es igual
axjy e es suprayectiva.

Para concluir esta seccién necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 86 Sean X un espacio de métrico, f : X — 2% yg: X — 2% dos
funciones semicontinuas superiormente. Diremos que f y g son conjugados
topolégicos, si existe un homeomorfismo h : X — X, tal que ho f = goh.

Usando el resultado del Teorema 85, obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 87 Sean X un espacio métrico, f : X — 2% y g : X — 2%
funciones semicontinuas superiormente. St f y g son conjugados topoldgicos,
entonces lim(X, f) es homeomorfo a lim(X,g).

Demostracion. Como f y g son conjugados topologicos, existe un home-
omorfismo h : X — X tal que ho f = g o h. Ahora, usando el Teo-
rema 85, ¢ : lim(X, f) — lim(X,g) es continua, inyectiva y sobreyecti-
va. Asi, la funcion o=t : lim(X, g) — lim(X, f) definida como: ¢ '(y) =
(h=Y(zy1), " (xo), k" (x3), -+ ), es continua. Entonces, © es un homeomor-
fismo. m
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4.5. Ejemplos

Ejemplo 88 Sean M igual a I x{a} con a un elemento de [0,1] y f : [0,1] —
2001 g funcion semicontinua superiormente definida por M.

(0,a) i1,a)

Congunto M del Ejemplo 88.

Sea x un elemento de lim([0,1], f), entonces x,, no puede ser diferente

de a, ya que si lo fuera, no existiria x,_1. Por lo tanto el punto x es de la
forma (a,a,a,...). Ast, lim([0,1], f) es igual a {(a,a,a,...)}.

Ejemplo 89 Sean M = (I x {a})J (I x{b}) con a,b € [0,1] y a < b,
f:[0,1] — 291 lg funcion semicontinua superiormente definida por M y K
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igual a lim([0, 1], f).

(0.b) (1,b)

(0.a) (1a)

Congunto M del Fjemplo 89

Sea x un elemento de K. Si x, es igual a a, entonces x,_1 es iqual a
a 0 Tp_1 es tgual a b, en cuyo caso x,.1 €s igual a a 0 T,i1 es igual a
b. De esta manera x es de la forma (t,ts,...,a,t,11,...), donde para todo

nimero natural n, t, es un elemento de {a,b}. Por lo tanto, K es igual a
[o.0]

[[{a,b},. Con la funcion h : {a,b} — {0,2}, definida como h(a) = 0 y

=1

h(b) = 2, obtenemos que K es homeomorfo a [[ Ai, con A; igual a {0,2}
i=1

para todo numero natural i. Entonces, por el Teorema 27, K es homeomorfo

al conjunto de Cantor.

Ejemplo 90 Siguiendo con la idea de los ejemplos anteriores, sean

A ={ay,a9,...,a, €10,1] : a; < a;y1 para toda i},

M igual a |J ([0,1] x {a;}), f : [0,1] — 20U la funcion semicontinua
1=1
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superiormente definida por M y K igual a lim {[0,1], f} .

{[}ran} {1,an}
(0,az2) . (1,22)
(0,a1) (1,a1)

Congunto M del Ejemplo 90.

Sea = un elemento de K. Si x; es igual a a;, entonces T;_1 Y Tpi1
son elementos de A. De aqui pordemos concluir que x es de la forma
(T1, %9, ..., Tpy Tya1, -..) donde para todo mimero natural i, x; es un elemento

(o, ¢]
de A. Por lo tanto, K es igual a [ A, el cudl se puede demostrar que es

=1
isomorfo al conjunto de Cantor..



60 CAPITULO 4. LIMITES INVERSOS GENERALIZADOS

Ejemplo 91 Sean M igual a ({1} x [0,1])J([0,1] x {0}), f: [0,1] — 2004
la funcion semicontinua superiormente que tiene como grdfica a M y K igual
a lim {[0,1], f} .

(1,1)

(0,0

Congunto M del Ejemplo 91

Sean Ky igual a {x € K :x;, =1 si k> 1} y po un punto de Ko de la
forma {1,1,1,1,...} . Para todo nimero natural n, definimos:

K,={reK:x,=0si1<k<nyxpy=1sik>n+1}

Sea p,, un elemento de K, tal que mg(py) es igual a0 sil < k < n ymg(pn)

es tgual a 1 si k es mayor que n. Observemos que K,, es un arco para todo n, y

KiNK;y1 esigual a {p;+1}. Entonces K es igual a (|J K;)U{(0,0,0,...}. Asi,
i>0

todo punto distinto de (0,0,0,...) y (1,1,1,...) de K separa a K. Entonces K

es un continuo con a lo mas dos puntos de no corte. Por lo tanto K es un

arco [HoY o, Teorema 1-18, pag. 49] y [HoY o, Teorema 2-27, pag. 54].



4.5. EJEMPLOS 61

Ejemplo 92 Sean M igual a ({3} x[0,1])U([0,1] x {3}) , f : [0,1] —
2001 Jg funcion semicontinua superiormente que tiene como grifica a M y

K= len{[()?l]af}

(1/2,1/2)

Congunto M del Ejemplo 92

Sea x un punto de K de la forma (xy1,x9,x3,...). Supongamos que x,, es
igual a a, con a un elemento del intervalo [0, 1]. Por construccion del limite
INVErso, T, 1 €s igual a x,11 y ambos son iguales a %, lo que nos dice que
x es de la forma (tl, %, to, %, x ) donde para todo niumero natural v, t; es un
elemento de [0, 1]. Por lo tanto, K es igual [0,1] x {1} x[0,1] x {1} x [0,1] x
{%} X «--. Entonces K es homeomorfo al cubo de Hilbert.

El ejemplo anterior no depende de que hayamos escogido al punto %,
entonces tenemos lo siguiente:
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Ejemplo 93 Seana € (0,1) M = ({a} x [0,1])J ([0,1] x {a}), f:]0,1] —
2l0:1] 1q funcion semicontinua superiormente que tiene como grifica a M vy
K = 1im([0,1], )

(a,a)

Congunto M del Ejemplo 93

Sea x un punto de K de la forma (z1,x9,x3,...). Supongamos que x,, es
igual a a, con a elemento de [0, 1]. Por construccion del limite inverso, T, 1
es igual a x, 11 y ambos son iguales a a., lo que nos dice que x es de la forma
(t1,a,ts,a,...), donde para todo nimero natural i, t; es un elemento de [0, 1].
Por lo tanto, K es de la forma [0,1] x {a} x [0,1] x {a} x [0,1] x {a} x ---.
Ast, K es homeomorfo al cubo de Hilbert.
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